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Resumen

En esta tesis proponemos varios modelos estadisticos de mezclas de fermiones y bosones que
usamos para describir propiedades claves de sistemas superconductores bi- y tri-dimensionales.
En uno de ellos se considera que entre los dos tipos de gases no hay interaccién, el nimero de
fermiones es independiente del nimero de bosones. Este modelo es llamado “Modelo bosén-
fermién sin interacciones.” Con este modelo se calcula el calor especifico y se justifica el com-

portamiento bosénico de los pares de Cooper.

Luego analizamos el “modelo estadistico boson-fermién ideal.” En esta mezcla bosén-fermién
los fermiones se pueden aparear y desaparear por lo que el nimero de pares, tratados como
bosones, es dependiente de la temperatura. El modelo de interacciéon que forma los pares de
Cooper es el propuesto por la teoria BCS. Restringiéndonos a dos y tres dimensiones espaciales
encontramos que la relacién de dispersiéon bosénica depende de la intensidad del acoplamiento

entre fermiones.

Procurando ser maés realistas en el estudio tedrico de la superconductividad arribamos al
“Modelo estadistico bosén-fermién completo de la superconductividad” (CBEM, por sus siglas
en inglés) en el que, ademés de los electrones, se considera la participacién de los huecos. Tam-
bién aqui los electrones, y los huecos, se pueden aparear y desaparear para formar bosones.
Entre las propiedades que se estudian bajo este modelo esté el comportamiento de la temper-
atura de transicién al estado superconductor como funcién de la asimetria entre el niimero de
pares de electrones y huecos en el sistema. Este modelo reproduce el obtenido por BCS para
cuando el nimero de pares de electrones es igual al de huecos. Nuestros resultados muestran
que cuando el condensado consta sélo de pares de huecos la temperatura de transicion es mas
grande que cuando consta sélo de pares de electrones. Por medio de este modelo también se
calculd la energia libre de Helmholtz como una funcién del parametro de asimetria para las
fases puras. El resultado que obtuvimos fue que cuando la razén del nimero total de electrones
entre el numero de fermiones desapareados, en la temperatura de transicién, es menor que la
unidad, es mas estable el condensado de los pares de huecos y cuando es mayor que la unidad
es més estable el condensado de los pares de electrones. Cuando esta razén es igual a la unidad,
tienen la misma estabilidad, lo que quiere decir que estamos en el caso BCS donde hay igual
namero de pares de electrones y huecos, tanto en el condensado de BE como en la totalidad
de estados excitados. Al calcular la energia de condensacién haciendo el niimero de pares de

huecos condensados igual al nimero de pares de electrones condensados, se llegé al resulta-
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do obtenido por medio de la teoria BCS a cualquier valor del acoplamiento fermiénico. Este

resultado refuerza la idea que CBFM en simetria perfecta reproduce BCS.

En la misma teorfa CBFM, al considerar la interaccién atractiva entre los electrones (o
huecos) como el de una sola particula de masa reducida en el centro de masa que estd en un
potencial delta atractivo, obtenemos una generalizacién de las ecuaciones de Miyake al sistema

en que se considera no sélo electrones sino también huecos.

Otro tema que se toca en este trabajo es el comportamiento de la relacién de dispersion
bosénica. Recopilamos datos experimentales para materiales considerados en 1, 2 y 3 dimen-
siones espaciales; encontramos que la relacién de dispersién puede aproximarse a una funcién

lineal en el vector de onda.
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Introduccion

Al paso de una corriente eléctrica, los metales ofrecen una resistencia por lo que parte de
la electricidad se transforma en calor; esto permite innumerables aplicaciones tecnoldgicas tales
como la plancha, la tostadora o el calefactor eléctrico. En otros usos de la electricidad, sobre
todo en su transmisién a través de cables, no resulta econémico que se pierda energia en forma
de calor. En el ano 1911 el fisico holandés Heike Kamerlingh Onnes descubrié que ciertos metales
conducen la electricidad sin resistencia siempre y cuando se les enfrie a temperaturas cercanas
al cero absoluto, unos 273 grados centigrados bajo cero. Dado que conseguir temperaturas tan
bajas resulta muy costoso, uno de los grandes objetivos de la ciencia de materiales es encontrar

superconductores que operen a temperaturas mas altas.

En el afio 1986 la comunidad cientifica recibié con entusiasmo la noticia de que los fisicos
K. A. Miiller y J. G. Bednorz habian encontrado un material completamente nuevo que no es
aleacién metdlica sino cerdmica hecha a base de éxido de cobre mezclado con bario y lantano.
Este material (BaLaCuO) podia ser superconductor a una temperatura de 240 grados centigra-
dos bajo cero. Desde entonces se han encontrado varios tipos de superconductores ceramicos,
compuestos de cuatro tipos diferentes de atomos, entre ellos el oxigeno y el cobre, con temper-
atura de transicién al estado superconductor cada vez mayores. En 1993 se alcanzo el récord
actual de temperatura critica superconductora, ésta la tienen los cupratos superconductores
basados en elemento mercurio y dopados con flior, que alcanzan los -135 °C a presiéon ambiente
y los -107 °C bajo presiones cercanas a las 20,000 atmédsferas. No obstante, se tiene la esperan-
za de encontrar superconductores que trabajen como tal a temperatura del medio ambiente, la

cual estd alrededor de 20 grados centigrados.

Los superconductores ceramicos cuyo nicleo de su composicién es formado con dtomos de
cobre y oxigeno disponen sus atomos en capas alternas dentro del material, permitiendo que
un cierto namero de electrones puedan desplazarse entre los mismos sin resistencia alguna. Tal
arreglo genera un comportamiento bidimensional de las propiedades de estos materiales. En el

presente trabajo hacemos énfasis en los modelos tedricos de superconductores bidimensionales.

A la fecha se han desarrollado varias teorias que intentan explicar el fenémeno de la supercon-
ductividad. En 1935 F. London introdujo un conjunto de ecuaciones para estudiar fenomenolégi-
camente la superconductividad, sin embargo atin en 1950, 39 anos después del descubrimiento
de este fendmeno, no existia una adecuada teoria microscépica. No fue sino hasta 1957 que J.

Bardeen, L.N. Cooper y J.R. Schrieffer [1] publicaron sus trabajos sobre la superconductividad
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donde propusieron la teorfa que en su honor es conocida como teoria BCS. Esta nos dice que
los portadores de la supercorriente son pares de electrones (llamados pares de Cooper) que se

enlazan por medio de fonones en una red periédica de iones oscilantes.

Paralelamente en 1925 se predijo la llamada Condensacién de Bose-Einstein (BEC, por
sus siglas en ingés) la cual fue introducida por Satyendra Nath Bose y Albert Einstein (Pég.
v de [2]). La BEC propone un estado del sistema de muchas particulas en el cual hay una
cantidad macroscopica de ellas en el nivel de minima energia, denominado estado fundamental.
El condensado es una propiedad que viola el Principio de Exclusién de Pauli, el cual rige la
distribucién de particulas llamadas fermiones (entre ellas los electrones) en sus niveles cudnticos

de energia. Por tanto, solo particulas llamadas bosénicas pueden acceder al estado condensado.

Existe una conexion entre el tipo de estadistica que obedecen las particulas y su espin. Los
fermiones tienen espines semienteros y los bosones enteros. Como los electrones tienen espin
semientero, los pares de electrones propuestos en la teoria BCS, vistos como una sola particula
tienen espin entero. Ademads, puede haber un nimero indeterminado de pares de Cooper con
energia total cero. De aqui que dichos pares pueden ser tratados como bosones y se puedan dar

teorias que unifiquen BCS con BEC para explicar el fenémeno de la superconductividad.

La primera vez que se propuso que una condensacién de Bose-Einstein de pares de electrones
fuera la causante de la superconductividad fue en 1946. Esta propuesta se le debe al quimico
experimental R. Ogg (Pédg. v de [2]). Formalmente esta idea fue estudiada por J.M. Blatt, et

al. a mediados de los 50’s [2], poco antes de la publicacién de la teoria BCS.

En esta tesis discutiremos diferentes modelos que suponen mezclas de bosones (pares de
electrones) y fermiones (electrones libres). En el Capitulo 2 se discute el modelo tedrico méas
simple que lleva el nombre de “Modelo Bosén-fermién sin interacciones.” En éste se considera un
gas ideal de fermiones y un gas ideal de bosones sin interaccién entre si en dimension espacial
dos. El nimero de fermiones es independiente del niimero de bosones. Asi, tanto el niimero
de electrones desapareados como el de bosones permanece constante a cualquier temperatura.
Trabajando este modelo obtuvimos el comportamiento del calor especifico como funcién de la
temperatura. Reprodujimos la discontinuidad de la primera derivada que exhiben materiales

superconductores bidimensionales.
En el Capitulo 1, por medio de una recopilacién de datos experimentales se argumenta que

la relacién de dispersién que describe bosones moviéndose en un mar de Fermi es lineal en lugar

de cuadratica como se supone usualmente.
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La teoria BCS propone un parametro que nos dice que tan acoplados estan los pares enlaza-
dos. Es de esperarse que la temperatura de transicién al estado condensado de Bose disminuya
si el pardmetro de acoplamiento disminuye hasta llegar a cero donde los pares se rompen vy,
por lo tanto, la T, de BEC se hace cero. Sin embargo, el “Modelo estadistico boson-fermién
ideal,” modelo en el cual los fermiones se pueden aparear y desaparear, nos lleva a un valor finito
en la temperatura de transicién cuando el parametro de acoplamiento se va a cero. Lo anterior
resulta cuando la relacion entre la energia bosonica y el momento no depende del acoplamiento.
En el Capitulo 3, al introducir el parametro de acoplamiento en la relacién energia-momento

encontramos el comportamiento fisicamente esperado.

Continuando con el estudio de la temperatura de transicién, en el Capitulo 4 se analizara el
“Modelo estadistico boson-fermién completo de la superconductividad” (CBFM, por sus siglas
en inglés). Se le llama completo en el sentido que considera, ademds de los pares de electrones,
la participaciéon de los pares de huecos. Se calculé la temperatura de transicion al estado su-
perconductor como una funcién de la simetria en cuanto al niimero de electrones y huecos en
el ensamble. En todas nuestras graficas vemos que cuando el condensado consta sélo de pares
de huecos la temperatura de transicion es méas grande que cuando el condensado consta Unica-
mente de pares de electrones. Esto es de esperarse por que la superconductividad por huecos

en cupratos tiene mas alta T, que la superconductividad por electrones.

Después se simplifico la teorfa CBFM quitando la interaccion entre fermiones y bosones.
Al introducir la relaciéon de dispersiéon cuadratica para bosones se obtiene una temperatura
de transicién igual a cero, resultado que concuerda con la teoria de la condensacion de Bose-

Einstein.

En el presente trabajo se defiende la idea de que si consideramos simetria perfecta entre pares
de particuals y de huecos, nuestro modelo CBFM reproduce BCS. Siguiendo con las propiedades
termodinamicas del gas descrito por CBFM, al introducir simetria perfecta se calculé la energia

de condensacién llegando al mismo resultado obtenido por BCS.

Por otro lado, considerando los dos electrones (o huecos) en interaccién BCS como una
sola particula, de masa reducida en el centro de masa, en un potencial delta atractivo bajo la
descripcion CBFM, obtenemos una generalizacién de las ecuaciones de Miyake [3] al sistema
en que se considera, no sélo los electrones y pares de electrones, sino también huecos y pares

de huecos.

Finalmente, el Capitulo 5 contiene nuestras conclusiones.



Capitulo 1

Relacion de dispersion lineal de los pares
de Cooper

A lo largo de esta tesis se utiliza el caso que a momento lo suficientemente pequeno, de
modo que h?K? << 4m,, donde h es la constante de planck dividida entre 27, K es el vector
de onda bosénico y m, la masa de un electréon, la relacién de dispersién bosénica cuando los
bosones se encuentran en un mar de Fermi puede ser aproximadamente lineal. Demostraciones
tedricas se encuentran en [4], [5], [6] y [7]. En este capitulo se justifica la relacién de dispersién

lineal por medio del anédlisis de datos experimentales.

Un modelo de condensacién de Bose-Einstein es aplicado por Rosencwaig [8] en siete su-
perconductores cupratos con temperaturas de transicién que van desde 22K hasta 133K:
Lay_xSrxCuOy (LSCO), Ndy_xCexCuOy (NCCO), YBayCuzOq_y (Y123), BizSryCaCuyOg_y
(Bi2212), BiySryCayCuzOyg-y (Bi2223), HgBay,CaCuyO7_y (Hgl212) y HgBasCayCuzOg_y
(Hg1223).

Este modelo parte del conocido hecho de que BEC ocurre bajo la temperatura T tal que el
didmetro de la cuasi-particula bosénica, A = h/v/2wrmkgT, se hace mas grande que la separacién
promedio interfermiénica (o distancia de interacién), con m = 2m, la masa del bosén, h, la

constante de Planck y kg la constante de Boltzmann. Mas especificamente, BEC aparece cuando
npA® = 2.612, (1)

donde np es la densidad de nimero bosoénica. Esto lleva a la temperatura critica 7. dada por

la férmula familiar , ,
.y SR 1 -
© T (2.612)2Bmkg — mkp

de la teorfa convencional BEC, ver ecuacién (13.32) de [9]. La fraccién del condensado estd dada

por

No(0)

— 3/2 para ¢
No(T) {1 (T/T.)*? para T <T, 5

0 en otro caso;
donde No(T') es el nimero de pares a temperatura 7' en el estado de energia mas bajo con
nimero de onda de centro de masa K = 0; notemos que Ny(0) = N es el nimero total de

bosones.



Hablemos de la energia de un bosén. Como los fermiones se aparean cerca de u(7'), la energia
que hay en los dos electrones que se aparean es 2u(7), como se ocupa una energia Ak (7' en

el enlace, al aparearse el par tiene una energia Fx(T') dada por
Ex(T) =2u(T) — Ax(T), (4)
Definiendo la energfa bosénica a partir de Eo(T)

ex(T) = Ex(T) — Eo(T) = Ao(T) — Ak (T) (5)

Rosencwaig propone su modelo en 3D con energias de excitacién dada por

2 K*?
EK =

, (6)

que es lo que tendriamos si los bosones se movieran en el vacio. Sin embargo, en la presencia del

2m

mar de Fermi la relacién de dispersion es lineal (ver Ref. [5], [7], [10] y [11]). Un ejemplo de la
discusién de dispersion lineal contra cuadratica se da en Ref. [5] en 2D suponiendo un potencial
delta atractivo entre los electrones. Este potencial se supone regularizado [12] para obtener un
solo estado de enlace de energia — By con lo cual se obtiene un acoplamiento constante, con
0 < By < oo para el intervalo de acoplamiento débil al fuerte. Esta interaccion interfermidnica
simula el efecto neto de repulsién coulombiana més la atraccion debida a la interacion electron-

fonén. En vez de (6) en Ref. [5] Ec. (8) se llega a la expresién analitica

)

donde Ak es la energia de amarre del par de electrones que forman un bosén con momento

hQKQ

2
EK — AO(T) — AK(T) = ;hUFK + m

+ O(K?), (7)

total dado por K, asi, ek es la energia del par de electrones que se mide a partir de la energia
de amarre del par con momento total cero; vp es la velocidad de Fermi definida a través de la
superficie de Fermi Er = %mev% y me la masa efectiva del electrén; el simbolo O(K?) significa

que siguen términos con K de orden mayor e igual a tres.

Si K es lo suficientemente pequena para que K2, y K’'s de orden mayor, puedan ser despre-
ciadas, la relacién (7) se puede considerar lineal. En el limite del vacio donde Er — 0, tenemos

vp — 0y asf la relacién de dispersién se puede considerar cuadratica como en (6) con m = 2me..

Propogamos la relacién de dispersién

E =C,K?, (8)



donde K es el vector de onda, s el orden de la relacién de dispersién y C, una contante que
depende del orden de la relacién de dispersion. Utilizando esta forma de la energia se obtienen
expresiones generales para T, y para la fraccién del condensado a cualquier dimension d > 0 y
cualquier s [13]. Estas son

s/d

T, ==
ks

C, [5F(d/2)2d17rd/2n3 (9)

'(d/s)gass(1) ’

(10)

No(T) { 1— (T/T)%* paraT < T,

No(0) 0 en otro caso

donde np es la densidad de particulas bosénicas; g,(1) son las integrales de Bose, para o > 1
éstas coinciden con la funcién zeta de Riemman ((o) y diverge para o < 1; I'(0) es la funcién
gamma. La divergencia de g,(1) para o < 1 asegura, de (9), que 7. = 0 para todo d < s.
Cuando la relacién de dispersién bosénica es lineal, es decir, s = 1, ver Ec. (8), BEC puede
ocurrir para toda d > 1. Esto concuerda con el hecho de que los superconductores de mas
baja dimensién que han sido encontrados son casi unidimensionales, éstos son los organicos que

consisten de cadenas paralelas de moléculas [14, 15].

En d = 3 y una relacién de dispersién cuadratica s = 2 y Cy = h%/2m, (9) y (10) se reducen
a (2) y (3) respectivamente, ya que gs/2(1) = ¢(3/2) ~ 2.612.

Wilson [16] por medio de evidencias empiricas aboga por la naturaleza de dispersién lineal
de los pares de Cooper (CP’s) en BSCCO. Esto también ha sido sugerido por datos de dispersién
en scanning tunneling microscope condutance obtenidos por Davis y colaboradores [17], [18].
En el presente trabajo mostramos evidencias adicionales, ver Figura 1. Esta contiene datos
experimentales para dos superconductores en 3D [19], [20], dos cuasi-2D [21], [22] y [23] y uno
cuasi-1D [24]. Los datos estan de acuerdo, al menos para T' > 0.57, con la férmula (10) de la
fraccién del condensado en su fase pura (sélo 2e— o 2h—CP) para d = 3, 2 y 1, suponiendo
s = 1. Para méas bajos valores de T’s uno puede argumentar que una fase mixta de BEC
conteniendo 2e— y 2h— CP’s es mas estable (es decir, tiene una energia libre de Helmholtz més

baja) tanto que la férmula de fase simple (10) no es estrictamente vélida.

En la Figura 1 se muestran curvas de la fraccién del condensado de BE para bosones en
3D, 2D y 1D suponiendo la relacién de dispersion (8) para s = 2 y 1, para una fase pura de
2e— o 2h—CP’s comparadas con datos empiricos para superconductores 3D (Nb/Cu y Sn),
cuasi-2D (Y123 y Bi2212 con T, ~ 93K y 91K, respectivamente) y cuasi-1D (nanotubos de 4A
de ancho con T, ~ 15K). También se graficaron datos tomados de [25] para [A(T)/A]’ lo cual
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Figura 1: Curvas de la fraccién del condensado de BE para bosones en 3D, 2D y 1D.

equivale a mo(T)/mg(0) de acuerdo con la relacién A(T) = f+/mo(T), donde A(T) es el gap
fermidnico a temperatura T', A es el gap fermidnico a temperatura cero, mg(7') es el nimero de
pares de Cooper de huecos por unidad de volumen en el estado condensado a la temperatura
Ty f es la constante de acoplamiento boson-fermién. En la Figura 1 también se muestra la
curva 1 — (T/T.)* que surge del modelo de dos fluidos [27]. En la misma figura, para efecto de
comparacion con los datos experimentales, se incluye la curva de la Fig. 6 de Ref. [8] etiquetada
por d/s = 3/2.

En la figura 1 los datos para materiales en 3D claramente se acomodan sobre la curva tedrica
de la fraccién del condensado en 3D con relacion de dispersion lineal y se encuentran demasiado

alejados de la curva en 3D con relacion de dispersion cuadratica.

En el caso 2D los valores experimentales se acercan més a d/s = 2/1 que a d/s = 2/2,

aunque por abajo de T'/T, = 0.5 se acercan a d/s = 3/2.

Para el caso 1D tengamos en mente que, segun (9) cuando d/s = 1/1 se tiene 7. = 0. Los

datos experimentales que rodean a la curva d/s = 1/1 se consideran en la dimencién d = (1+¢)



donde € es muy pequeno pero distinto de cero tal que sea posible la BEC.

Podemos concluir que el orden de la relacién de dispersién bosdnica estd mas proximo a
uno que a dos. Sin embargo, debemos mencionar que, para T'/T, < 0.5, los cupratos mostrados
en la figura 1 tienen un comportamiento tridimensional si son descritos con una relacién de

dispersién cuadratica.

Los resultados experimentales que se muestran en este capitulo muestran que la relacién de

dispersién de bosones inmersos en un mar de Fermi es lineal.



Capitulo 2

Modelgo bosén-fermion con bosones
irrompibles

2.1 Introduccion

Antes de analizar los sistemas tedricos de mezclas binarias de bosones y fermiones com-
partiendo el mismo volumen, usando el modelo bosén-fermién completo (CBFM, por sus siglas
en inglés) y modelo ideal bosén-fermion (IBEM, por sus siglas en inglés), en los cuales se toma
en cuenta la interaccion entre fermiones y bosones, veamos la forma del calor especifico para un
sistema simplificado. Este sistema esta formado de un gas ideal de electrones libres y pares de
electrones, tratados como bosones. No hay interaccién entre fermiones y bosones. Supondremos
que estos dos gases son independientes uno del otro y que la existencia del sistema bosénico no
afecta al sistema fermidnico. Asi, tanto el nimero de electrones desapareados Ny como el de

bosones Np permanece constante a cualquier temperatura.

Se quiere mostrar que con esta simplificacién se pueden obtener propiedades termodinamicas
de materiales superconductores. Para esto, se calcula el calor especifico y se compara con la
forma del calor especifico experimental. Los dos muestran una discontinuidad en su derivada
al pasar por la temperatura de transicion. Esta tiende a desaparecer conforme el nimero de

bosones se acerca a cero, lo que equivale a extinguir la fase superconductora.

Si N es el nimero total de electrones de conduccién, entonces, N = Ny + 2Np, o bien,
Ny =(1-2Ng/N)N (11)

Si fo(e) y fr(e) son la funcién de distribucién de los fermiones y de los bosones, respectivamente,

la energia interna del sistema tiene la forma

U =2 /0 " degu() () + /0 " dzgp(e) f5(e)e, (12)

donde g¢.(€) y gp(e) son la densidad de estados de los fermiones y de los bosones, respecti-
vamente. El factor 2 de la suma en los fermiones es la degeneracién de espin. Aqui estamos

considerando bosones con espin total cero por lo que no tienen degeneracion.



Para poder escribir més explicitamente la energia interna de nuestro sistema nos hace falta
conocer la densidad de estados de los fermiones y de los bosones.

En [28] se utiliz6 la relacién de dispersién dada en (8) para llegar a la densidad de estados

en su forma generalizada

L )d(_i (E>d/s—1
2V7) ST(1+d/2)c?*

donde s es el orden de la relacion de dispersién y d nos da la dimensién espacial. En capitulos

o) = ( (13)

posteriores utilizaremos una relaciéon de dispersién que contenga un estado base B distinto de

cero. Por tanto, consideremos la relacion de dispersién como sigue
E =B+ C,K°. (14)

Con esta nueva relacién de dispersién la Ec. (13) se reescribe como

L >dd (E — B)Ys1 (1)

9(8) = <2ﬁ ST(1+d/2)Ci

En este trabajo queremos estudiar en especial la dimension espacial d = 2 ya que nos in-
teresa buscar un modelo tedrico de superconductores cupratos que son considerados en dos
dimensiones espaciales. Estos materiales son los que, hasta el momento, han obtenido la més
alta temperatura de transicion. Los cupratos superconductores basados en elemento mercurio
y dopados con fliior, tienen una temperatura de transicién al estado superconductor de -135 °C

a presion ambiente. Este resultado experimental se obtuvo en 1993 y no se ha superado.

Procedamos a encontrar la densidad de estados fermiodnica. La relacién de dispersién que

describe a los fermiones tiene la forma

R

€E =

— (16)

Notemos que para llegar de (14) a (16) se debe hacer B = 0, Csy = h*/2m y s = 2. Sustituyendo

estos valores en (15), para una dimensién espacial d = 2, obtenemos la densidad de estados

fermionica g,

L*m
e = I 17
9e = 53 (17)
donde se utiliz6 I'(2) = (2 — 1)! = 1. La densidad de estados por unidad de édrea es
N(E) — 96(6) m (18)

L2 onh?’



es independiente de la energia.

Ahora calculemos la densidad de estados bosénicos, gg(Fk). Para K pequena, en (7), pode-

mos despreciar los términos de orden mayor a uno

2

Por tanto, segun (14), Cs = 2hvp/m, con s = 1. Asi, la Ec. (15) en 2D se reduce a

wL?
fr) = ——— 20
95(ek) SHEoE K (20)
que es la densidad de estados para bosones en 2D con relacion de dispersién lineal.

Para calcular el calor especifico también necesitaremos las funciones de distribucién fer-

miodnica y bosdnica, estas son, respectivamente,

Jele) = (21)

fa(e) = (22)

exp[(e — pp)] — 1
donde . es el potencial quimico fermidénico y ug es el potencial quimico bosénico.
Para toda temperatura T, f.(u.) = 1/2, esto es, el estado con energia . tiene igual proba-

bilidad de estar ocupado o desocupado.

Ahora fijémonos en fg(e). Si pup fuera positivo el estado orbital € = up tendria un nimero
de ocupacion infinito. Entonces, para que un gas tenga un numero acotado de particulas el
potencial molar de Gibbs es siempre negativo. Con esto, s6lo tendriamos divergencia cuando
up — 0. Dicho limite se tiene para T' < T, donde hay una gran cantidad de bosones en el

estado base; esto es la condensacion de Bose Einstein.

2.2 Calor especifico fermidénico

Lo que queremos es calcular la forma del calor especifico Cy del modelo bosén-fermién
descrito en el presente capitulo. Como Cy es la primera derivada de la energia interna respecto
a la temperatura, entonces, de la Ec. (12) podemos decir que Cy es simplemente la suma del
calor especifico de un gas ideal bosénico y un fermiénico por separado. Encontremos primero

Cy para los electrones.



Introduciendo [7@ =U./Er, €=¢€/Ep, ic = pe/Er y T = T/Tr la energia de los electrones

~ R dee
U, = 2gEp / T (23)
o 2z lexp[E]+1

se reescribe como

la fugacidad z. tiene la forma
e = expl/ 7. (24)
En el Apéndice E de [29] se demuestra la siguiente integral
J ) (29
donde . l
Jolze) = ;<—1>’-1%, (26)

para el caso de (23) n = 2. El potencial quimico fermiénico p. en 2D estd dado por
pe = 5 Infexp (BE) ~ 1), (27)
[28] Ec. (17). Combinando (24) y (27) se tiene
ze=eT — 1, (28)

Al resolver la integral de (23) por medio de (25) y recordando que I'(2) = 1, la energia interna

del gas de electrones se reescribe como
U. = 29.ErT? fo(z.). (29)

Ahora, calculemos N. Para simplificar el problema, y suponiendo que el nimero total de
electrones no cambia con la temperatura, calculemos N en T = 0, el resultado va a ser valido
a cualquier T. En T = 0 la distribucién de Fermi vale uno desde cero hasta Er y cero desde

E'r hasta infinito. Como la densidad de estados es constante, resulta que

Er
N =2 " g(0de =20, (30)
0

el factor 2 nos da la degeneracién debida al espin. Derivando U, con respecto a T obtenemos
el calor especifico de los electrones. Asi, sustituyendo (30) y (28) en la derivada con respecto a

T de (29) obtenemos
CVe

N_kB = 2Tf2(2’e> +

fi(ze)

_ 31
e (31)
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Cambiemos la variable T = T/Tp por t = T/T.. En la Ec. (9) se encuentra la forma para T,
para un sistema bosénico cuya relacion de dispersion es de orden s en una dimensién espacial d.
Donde np es la densidad de particulas bosénicas; Cs es la constante de proporcionalidad entre
la energia y el vector de onda de las particulas bosonicas, para este caso C; = (2/7)hvg, ver
Ec. (19). Sustituyendo s =1y d = 2 en (9) tenemos

4\/§ h’UF
TC: mgw/ﬂB. (32)
Como t =TT /T, de la ecuacién anterior tenemos
TE
t= a (33)

(13 /79 hug i

Por otra parte, dividamos (30) entre L?,

N
n= 5 = 2N(9)Ep, (34)

donde N(€) = g./L? esté dada en la Ec. (18). Combinando (18) y (34) se obtiene

2
Ep— mh n (35)
m

Sustituyendo la expresién anterior en (33) obtenemos

F_ AV [N

T= . 36
=\ N (36)
Con esto podemos reescribir (28) como sigue
2 1
Ze = €xp S ——— (37)
4,/6Ng/N t
Sustituyamos (36) y (37) en (31) para llegar a
Cvye t s 1 fl(ze)
= 8v/6Np/N— fa(ze) — - . 38
Nkg BN g falze) —exp [4 6Nz/N t] Z 38)

2.3 Calor especifico bosénico

El calor especifico para un gas ideal de bosones se calcula en Ref. [30]. Utilizando el hecho
que la fugacidad bosénica, zp = explup/kpT], es aproximadamente la unidad para 7' < T, (ver
Cap. 7 de Ref. [29]), para este intervalo de temperaturas Cy g estd dado por
(@/5)(d/s + Vaen(1)

9ass(1) ’

Cvp = Ngkp (39)
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donde t = T'/T., d la dimensién del sistema, s el orden de la relacién de dispersion y ga/s(25)
la funcién de Bose que tiene la forma

o
Zl

up(z8) = (40
=1

ver Apéndice E de [29]. Se puede demostrar que
= 1
gays(1) = lz; s cuando d/s < 1, (41)

y que para d/s > 1 gq/5(1) es igual a la funcién Zeta de Riemann representada por ((d/s), es
decir,
= 1
¢(d/s) = 12—1: a7 (d/s>1). (42)
Como ya mencionamos, nos interesa estudiar teéricamente la superconductividad bidimensional,
d = 2, donde los pares de Cooper sean tratados como bosones con relacién de dispersion linel,
s = 1. Con dichos valores de d y s la ecuacién (39) se reduce a
Cve _ 6¢(3)
Npkp  ((2)
va que ((3) = 1.202 y ((2) = 1.645 (ver Apéndice D de Ref. [29]). Utilizando la idea de que el

nimero de bosones condensados es cero en comparacion con Np para T’ > T, en la Ref. [30] se

t? =4.384¢%, t <1, (43)

demuestra que

Con = Ny [/ 4 Do) (@5 o)) w

gd/s(ZB) gd/s—1(ZB) o

Haciendod =2y s=1
4
Cve 6g3(2B) 92(23)’ P> 1. (45)
Npkp 92(2B) 91(2B)
Escribamos la forma del calor especifico bosénico en unidades de Nkg a cualquier temperatura.

De (43) y (45)

C Np C N. 4.384t2 it<1
ve VB VB__B{ 510 > (46)

_—= == = X
Nkp N Ngkp N 6g3(28)/92(28) — 492(28) /91 (2B) sit =1,

donde t = T'/T,. La fugacidad bosénica la podemos obtener de la expresién para el nimero de

[ degple)
o = /0 zp expfe] — 1’ )

bosones
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en esta expresion no tomamos en cuenta el nimero de bosones condensados, por lo que solamente
es valida para temperaturas mayores que la de transicién. Insertando la densidad de estados

bosénicos dada en (20) y adimensionalizando las variables de energia con Er (47) se reescribe

tmL*Ep [* dee
Np = - F/ — (48)
16A o zgexple/T]—1

Ccomo

donde = e/Ep y T = T/Tg. Con el objetivo de simplificar la ecuacién anterior sustituyamos
la densidad de estados fermidnicos (17) en (30) para obtener la siguiente forma del ntimero

total de fermiones, N,
mL2 EF )

N — =2 Z2F
Th?

(49)

recordemos que este es el namero de electrones libres mas dos veces el nimero de pares de

electrones. Por medio de esta expresion podemos modificar la apariencia de (48) como sigue

2N, 2 oo deg
B T / c€e (50)
0

N 8 zglexp[g/f] -1

De esta ecuacién podemos calcular la fugacidad bosénica, en forma numeérica, como funcién de

la temperatura para un valor de 2Ng/N dado.

2.4 Calor especifico total

El calor especifico C'y del sistema bidimensional del gas ideal de fermiones y bosones que

no interactian entre si es la suma de los calores especificos, por tanto de (38) y (46) obtenemos

Cy tfo(ze) w2 1| fi(ze)
V. _8/6Ny/N . Z
Nkp BN T NN | A
4.384t* it<1
2 x e G1)
N 693(25)/92(28) — 492(28)/g1(2p) sit > 1.

Cuando t >> 1 en (37) vemos que z. se hace pequena por lo que podemos despreciar los
términos de (26) de orden mayor que uno, es decir, f,(z.) = z. para toda n. Algo similar pasa
con la funcién gq/s(25). Como zp = exp[up/tT;] cuando t >> 1 zp se hace pequena y de (40)

vemos que gq/s(2p) = zp para toda d/s. Para escribir (51) en dicho limite, reemplacemos fi(z.)
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¥ fa(z) por (37), asi como gass(25) por 25,

2

C t T 1
7= 8\/6NB/NP <exp [—

)

Nkp 4,/6N5/N t
QY PPN T>>T, (52)
—exp | ———-— . ara A
P /oN, N @ b P

Expandiendo, en potencias de 1/t, hasta primer orden
— =14+ —. para T >> T, (53)

Cuando tenemos puros fermiones, es decir, Ng — 0,

NC—k‘; —1 para T >> T, (54)
lo cual es la ley de Dulong-Petit que nos dice que para t >> 1 Cy/Nkg — d/s (recordemos
qued=2y s=2).

Cuando tenemos puros bosones, es decir, 2Ng — N,

NC_I:B — 2 para T >> T, (55)
también se satisface la ley de Dulong-Petit, ya que en este caso d = 2 y s = 1. Este compor-
tamiento se exhibe en las graficas de la Figura 2. Para el caso de puros bosones Ng = 0,5N
el cociente Cy/Nkp tiende a 2 para T > T,.. Cuando se disminuye el nimero de bosones
Np = 0,05N, es decir, al acercarnos al extremo de sélo fermiones, el cociente Cy /Nkpg tiende

alparaT >T.,.

Otra cosa importante que observamos en las graficas de la Figura 2 es que hay una cuspide
en las curvas del calor especifico al pasar por T,.. En graficas experimentales del calor especifico
contra la temperatura para superconductores considerados por algunos autores en 2D, como
por ejemplo los cupratos, aparece la ctspide al pasar por la temperatura de transicion al estado
superconductor (ver [32] pdgina 113); este pico va desapareciendo al ir desapareciendo la fase
superconductora, es decir, cuando disminuye el nimero de pares de Cooper. Para el presente
trabajo dicha cuspide disminuye conforme se disminuye el nimero de bosones. Esto podria in-
dicarnos que la transicion superconductora es producto de una condensacién a la Bose-Einstein

de los pares de Cooper tratados como bosones.

Los materiales superconductores llamados cupratos, y considerados tedricamente en 2D,

han alcanzado las mas altas temperaturas de transiciéon superconductora. En estos materiales
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Figura 2: Calor especifico de un gas compuesto con un niumero fijo de electrones (N) y de

bosones (Np) para distintos valores de 2Ng/N.

se deplazan atomos con mayor aportacion de electrones para la conducciéon por atomos con
menor aportaciéon de electrones. A este proceso se le llama dopage. Asi, se introducen huecos
entre laminas de cobre-6xido. En la figura 3 se muestran tres curvas del calor especifico del
cuprato Yg.sCag.9BasCusOrx dividido por la temperatura como una funcién de la temperatu-
ra. Cada curva muestra un “pico” en su temperatura de transicién. Aunque estas curvas no
son del todo igual a las curvas obtenidas por el modelo descrito en el presente capitulo, Fig.
2, si hay importantes similitudes. En las dos figuras se muestra un pico en las curvas del calor
especifico al pasar por la temperatura de transicién. En la figura 3 la curva de pico mas pronun-
ciado se obtuvo con con dopaje Optimo, es decir, el cuprato se encuentra en un estado tal que
puede tener mas pares de Cooper. La curva con el pico mds pequeiio se obtuvo con el mismo
cuprato mencionado anteriormente pero con un dompamiento bajo, es decir, poca posibilidad

de formacién de pares de Cooper. Esta es otra similitud entre las curvas de las figuras 2 y 3.
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Sobre dopado

Optimo dopaje

C,/T

Figura 3: Calor especifico divido por la tempertura en funcién de la temperatura para una
muestra de Yg.gCag.oBasCuzO7x. La curva de menor pico representa una muestra con bajo
dopamiento; la curva con el pico mas pronunciado representa una muestra con dopamiento

éptimo. La curva con pico intermedio se obtuvo con un sobre dopamiento [31].

En los préximos capitulos veremos a los pares de Cooper como bosones y, como ya se
discutié en el Capitulo 1, los describiremos por medio de una relacién de dispersién lineal.

En este capitulo se estudié la forma del calor especifico del un gas ideal de fermiones y
bosones sin interaccién entre si. Se encontré que dicho calor especifico tiene un comportamiento

similar al de un material superconductor en la temperatura de transicion.
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Capitulo 3

Modelo Estadistico Boson-Fermion Ide-
al de la Superconductividad

3.1 Introduccion

En esta seccion estudiaremos un ensamble de pares de Cooper en d-dimensiones, sin
interaccion, en equilibrio quimico y térmico con fermiones desapareados. Esta teoria recibe
el nombre de Modelo Estadistico Boson-Fermién Ideal (IBFM, por sus siglas en inglés). La
diferencia con el modelo estudiado en el Capitulo 2 es que aqui los fermiones se pueden aparear
y desaparear formado y destruyendo pares de Cooper, que trataremos como bosones, conforme
variamos la temperatura. Por tanto, el niimero de bosones es dependiente de la temperatura.

El modelo de interaccién que forma los pares de Cooper es el propuesto por la teoria BCS

=V i ILL(T) - th < €Ky €Ky < lu(T) + th
Uk x = (56)

0 en otro caso.

donde hwp es la energia de Debye. El nimero total de electrones N se divide en dos grupos: el
numero de particulas fermiénicas apareables No(T') y el nimero de particulas fermidnicas no
apareables Ny (T'). Asi,
N = Ni(T) + No(T).

Los electrones apareables estan en los estados de energia comprendidos entre las energias pu(7") —
hwp y p(T) + hwp. Las energias de electrones no apareables estan fuera de dicho intervalo.

Denotemos con Nog(T'), Ngo(T) y Npo<k<k,(T) al nimero de fermiones desapareados pero
apareables, al nimero de bosones en estado condensado y al nimero de bosones en estados

excitados, respectivamente. El nimero de electrones apareables resulta
No(T') = Noo(T) + 2[Npo(T) + Npo<k<k,(T)] (57)

donde K es el nimero de onda del par al cual se rompe el enlace.

Denotando con € la variable de energia de cada estado, el nimero total de particulas fer-

miodnicas apareables estda dado por

pthwp 1
NZ(T) :2g(lu) LMD deeXp [ﬁ{e_ﬂ}} +17 (58)
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estamos integrando sobre un intervalo pequeno, asi, podemos tratar como constante a la den-

sidad de estados g; por esta razén la hemos sacado de la integral.

Para resolver la integral de (58) definamos

u=explfe—p)]+1 (59)

derivando respecto a €
du = fexp [B(e — )] de,

dividiendo entre Su en ambos lados de la igualdad

Integrando y reordenando

b 1 u(b) du
[ faf
a exXp [B(E - lu’)] +1 a (a) U

Sustituyendo u por su valor dado en (59), después de integrar tenemos

’ 1 1 1
/a deexp[ﬁ{e—,u}]—kl :b—a—Bln[exp[ﬂ{b—u}]—i—l]—i—Bln[exp[ﬁ{a—u}]—i-l]. (60)

Aplicando este resultado en (58) se obtiene
1 1
No(T') = 2g(p) |2hwp — 3 In (exp [Bhwp| + 1) + 3 In (exp [-fhwp] +1)] . (61)

Reagrupando términos

Ny(T') = 2g(p)hwp, (62)

es decir, el nimero total de fermiones apareables es independiente de la temperatura, No(7T') =
Ns.

Llamemos po al potencial quimico del niimero de fermiones desapareados pero apareables

NQO . 1&81,7
pthwp 1

NoolT) = 2911 / de | (63)

p-twp XD [B{e—pa}t] +1

Como los fermiones apareables pero desapareados siguen estando en el intervalo de energias

que va de u — hwp hasta p + Awp, los limites de integracion y la energia en que se evalia la
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densidad de estados son los mismos que en el caso de Ny. Obtengamos Nog(T') con la ayuda de

(60) cambiando p por us en el integrando. Asi,

Nao(T') = 29(p) | 2hwp — %ln (exp [B{p + hwp — p2}] + 1) + %ln (exp [B{p — hwp — pa}] + 1) -

(64)
Colocando todos los términos en un sélo logaritmo

2 1 — — hwp —

Noo(T) = 9(m) [ +oxp [=0{n — hop — pa}]] (65)
8 1+ exp [=B{p + hwp — p2}]
El ntimero de bosones en los estados excitados esta dado por
Ko 1

N T) = ) 66
o) = ) o Gl )] — 1 00

donde Fx(T) es la energia del par de fermiones.

Para obtener la siguiente ecuacién, restemos en ambos miembros de (4) la cantidad 2us,

ademads de sumar y restar Ay(7") en su segundo miembro,
Ex(T) — 245 = exc(T) — 2ps(T) — p(T)] = Ao(T). (67)
Definamos el potencial quimico de los bosones, pg(T"), como

(1) = 2[pua(T) — p(T)] + Ao(T). (68)

Con (67) y (68) el nimero de bosones en estados excitados (66) se reescribe de la siguiente

Ko 1
Vovarcaol) = 0 o et — DN T o
Con (62), (65) y (69) la ecuacién de nimero (57) toma la forma
2900 (1t esp [A{(T) — il(T) ~ hp)]
2ghop = =51 (1 +oxp [ZBLA(T) — (T) + m}])
Ko 1
FNeoT) 2, T e 1 (70

La energia libre de Helmholtz ' = U —T'S, donde U es la energia interna y S la entropia, para
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la mezcla ideal binaria bosén-fermién es,

B o= Q/M " deg (O {£e + kaTU() n £(0) + {1~ £.()} n{1 — £.()}]}

—Fwp

Ko
[20(T) = Bo(T)INpo(T) + D _{[20(T) — A (D)} N (T)
K>0
—f—k’BT[NB’K(T) In NB,K(T) — {1 + NB,K(T)} ln{l + NB,K(T)H};
ver Ec. (14) de [33]. El término de la integral es la contribucién de los fermiones desapareados
pero apareables por eso es que sus limites de integracién son los extremos del intervalo de
energias donde hay interaccién BCS. En este término f(¢) es el promedio del nimero de
fermiones desapareados pero apareables con energia ¢; el factor 2 de la integral nos da la
degeneracion de espin fermiénico. El segundo término da la energia libre de los bosones con
momento de centro de masa cero K = 0 para los cuales su entropia es despreciable en el limite
termodindmico; aqui Npo(7) es el nimero de bosones con K = 0 a la temperatura 7. El

término de la sumatoria representa la energia libre de los bosones con K # 0.

De la energia libre F5 obtenemos el gran potencial {25 para la mezcla de fermiones desa-

pareados pero apareables y bosones,
Qg = Iy — paNs.
Minimizando € con respecto a Npo(T") [33] se obtiene
W(T) — po(T) = Ao(T) /2 (T <To), (71)

relacién valida s6lo en el intervalo de temperatura dado ya que para otro caso Npo(T') es
despreciable. Por definicién T, es la temperatura bajo la cual empieza a acumularse un gran
nimero de bosones en el nivel de minima energia. Esto equivale, segtn la funcion de distribucion
bosénica (22), a tener ug(7:.) = 0. Por medio de este razonamiento y con la Ec. (68) la relacién
(T1) en T =T, es

W(T) — () = Ag(T2) /2. (72)

La ecuacion de nimero para T' < T, se obtiene sustituyendo (71) en (70). Asi, después de dividir
entre 2¢g(u)hwp, se obtiene

Lo kBT (1 +exp [—B{A(T)/2 — th}]>
hwp 1+ exp [—ﬂ{Ao(T)/Q—f‘hLUD}]

1 Ko 1
T gluhn Neo(T) + KZ>O exp [3{ex(T) — pu(T)}] — 1] (T <T). (73)
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3.2 IBFM en 2D

Como ya mencionemos antes, nos interesa investigar teéricamente la superconductividad
de “alta temperatura” cuyos materiales son considerados en 2D. Por tal motivo, en esta seccién

restringiremos a 2D la teoria IBFM.

Para T' = T, el namero de bosones condensados es despreciable comparado con el niimero
de bosones excitados y pp(T.) = 2[u(Te.) — po(T:)] — Ao(T%) = 0, ver Ec. (72). Asi, la ecuacién
de nimero (73) en dicha temperatura es

_ kpT. In 1+ exp [—fA{A(T,)/2 — th}]] 1L /KO(TC) - K
~ hwp 1+ exp[=8{A¢(T2)/2 + hwp}] | gehwp 21 Jy exp [Bee] — 1

1 (74)

Para transformar la sumatoria bosénica en integral

Z - / gp(K)dK. (75)

se utilizé de la densidad de estados bosénica gg(K) = (L?/27)K. En (74) hemos escrito g, en

lugar de g.(1) ya que en 2D la densidad de estados fermidnicos es constante, ver Ec. (17).

Para cambiar la variable de integracién K de (74) por la energia bosénica ¢ necesitamos la

relacion de dispersion para K pequena que esta dada por (7), que a primer orden en K es
2
EK — Ao(T) - AK(T) = —h’UFK, (76)
e

donde v es la velocidad de Fermi definida a través de la energfa de Fermi Er = h%k%/2m =

+mu}. Utilizando (76) la Ec. (74) se reescribe como

1 = kBTc n |:1 + exp [_ﬁC{AO(TC)/Q — th}]
hwp 1+ exp [-0.{A0(Te)/2 + hwp }]
ULy o\ e

+gJLwD o <2hvp> /0 deexp [Bee] — 1 (77)

Utilizando (17) obtenemos la siguiente relacién

1 L2 2
S (I T (78)
gehwp 2w \ 2hvp S8hwpFEr
Por otro lado, como Kj es la K donde se rompe el enlace entre fermiones Ak, = 0 de (76) se

obtiene
2
T
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Con estas dos ultimas ecuaciones (77) se simplifica como sigue

_ kpT. . [1+exp[—B{00(T.)/2 - th}]] 7 Ao(Te) £
N e L T exp A Bo(T0)/2 + huop}] | ShopEr /0 *eola-1
y en unidades de Er,
% 14+ exp|— A Tc 2—v Tc 2 pAo(Te) =
. exp (BolT)/ }/J +W_/ et ey
Vo e [H{AT) 2+ 0T | S exp [£/T.] =1

donde la tilde significa, para el caso de energia, que la cantidad esta dividida entre Er o entre

Tr, para el caso de temperaturas; v = hwp/EF.

La ecuacion de eigenvalores para un par de fermiones con K = 0 y temperatura 7" inmersos
en N — 2 fermiones dentro de la franja de energia donde se enlazan electrones por medio del
potencial de interaccién (56) estd dada por la Ec. (27) de [33]. Aqui la escribimos en T' =T, y

en unidades de Ep
v - - -2 - - - 1
1= / a€ (exp [~€/T.] +1) " 26+ Ao(T)] ™, (82)
0
con £ = é — ji(T). Para que el segundo miembro no diverja cuando Ag(7,) tienda a cero

A<<1le Ay(T,) << 1. (83)

De (81) y (82) se obtiene la curva de T, vs. v que se muestra en la Figura 4 marcada con
C1 = (2/m)hvp. En esta grafica observamos que la temperatura crece con v. Como v = hwp/Ep
nos da el limite de la energia fonénica y el mecanismo de formacion de bosones es el intercambio
fondnica entre electrones, entonces a mayor v mayor probabilidad de formaciéon de pares y a
mayor nimero de pares mayor temperatura de transicién, ver Ec. (9). La Fig. 4 también nos
muestra que nuestro modelo predice temperaturas de transicién inferiores a las predichas por el
modelo de la condensacion de Bose Einstein, donde se consideran todos los electrones apareados
(curva etiquetada por “Irrompibles”). Sin embargo, T, es mayor que el obtenido por BCS.
Nuestros valores estan muy cerca del valor experimental de los superconductores cupratos, lo

que nos dice que nuestro modelo es una buena aproximacién en 2D para este tipo de materiales.

Averiguemos el comportamiento de 7, en acoplamiento débil, A << 1, lo cual, segin (83),

es equivalente a tener Ag(7.) << 1. Primero desarrollemos en serie de Taylor el logaritmo de
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100 3 T T | T 3

. Rompibles .

10 __ (todos los fermiones apareados) __

IR 3

\O ; | Irrompibles (todos los fermiones apareados) |

§ Rompibles §

] datos de cupratos -

0014 C=(\2n)pV,  __ B¢

3 _— Rompibles 3

1 A=0.5 4

0.001 T I T I T

0.02 0.04 0.06 0.08

V

Figura 4: T./Tr como funcién de v en 2D por medio de la teorfa IBFM para Cy = (2/7)hvp y

Cy = (\/2m)hvp, las otras curvas nos sirven para comparar.

(81) con respecto a Ay(T.)/2hwp,

Ve [/ TBu@2e - 1)) [ 1o [/

1—exp [V/i} AO(TC)

In —— = In —— | + —
1+ exp {—V/TC{AO(TC)/QV + 1}} 1+ exp |:—V/TC:| 1+ exp |:V/Tc:| 2v
~ ~ .93
Ao(T)
—_— 4
+0 5 (84)
Consideremos la siguiente relacion trivial,
1+e” ‘(e +1)
n[lJre—“] n{ 1+e@ ] ¢ (85)
Haciendo a = v/T, en (85) simplifiquemos el primer término de la Ec. (84),
[rtew [/ TiBo @2 -1}, t—en [T RyF)  [AgE)]? “
n — - = ==+ —
1+ exp [—V/TC{AO(TC) J2v + 1}} T. 1+exp [V/TC} 2v 2v
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Tomando (86) s6lo hasta el grado uno en Ay(T,), la Ec. (81) se transforma en

o VT 15,3 /50@) e E -
Cexp [V/Tc] +1 8 Jo

6eXp [g/fc] 1

Definamos

Lp(y) = - / P (88)

Y et —1
La grafica de esta funcién se encuentra en la Figura 5. Veamos que 0 < Irp(y) < 1.
En (87) hagamos el cambio de variable z = &/ T, . v reordenemos factores para llegar a
exp |:I// T, c} -1 2
tanh — = — 2 = "7 ). (89)
2T.  exp [V/Tc} +1 4
donde y = Ao(ﬁ)/fo.
Si 7. — 0 cuando Ay(T,) — 0, el primer miembro de (89) tiende a la unidad y como

0 < Iep(y) < 1 (ver la Figura 5), entonces,

4 ~
— ~0405<v, T.—0.

T2
Experimentalmente v ~ 1072, es decir, en el limite Ko(f ) — 0 debemos tener fc # 0.

Por medio del teorema de Taylor podemos obtener la expansion

T T {E2 {L'4

_1_ < L 5,
o il S DR T RN GO (90)

este desarrollo es valido cuando z = g/fc < 1, y el valor més grande que nos interesa es el
limite superior de la integral Iop(y) que es z = y = Ag(T,)/T,. Este es menor que uno (se acaba
de demostrar que 7T, # 0 cuando Ao(i) — 0). Integrando término a término la relacién (90) y

sustituyendo en la Ec. (89) obtenemos

tanh;:

e 18T 1 (R2@Y 1 (AT [AE)]

2 1— = 0~c +— O~c . OE,C +O OTC) (91)
4 4 7. 36\ T, 3600 \ T, :

Teniendo presente que cuando Ao(i) — 0 la temperatura de transicion es distinta de cero,

podemos reducir la ecuaciéon anterior a

v
tanh — = —v. 92
74 (92)
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0.8 — —

Lop(Y)

0.6 — —

0.4 — —

0.2 — —]

Figura 5: La funcién Irp(y) para toda y = A¢(T.)/kgT,. es menor o igual a la unidad.

Despejando TC
~ v

= ara A fZN“C — 0, 93
Qtanh_l’rfu P o(Te) (93)

c

cuando v se hace cero la temperatura de transicion al estado condensado también se hace cero.

Esto quiere decir que si no hay fonones no hay condensacién a la Bose-Einstein.

Ahora analicemos la ecuacién desde el pardmetro EQ(T;). Si Eo(i) — 0y, por ejemplo,
v = 0.04, se espera que la temperatura de transicion sea cero ya que si no hay acoplamiento
entre fermiones tampoco puede haber transicion de fase, aun cuando hay fonones. Para este

caso, segun (93), tenemos 7. = 0.202 T, no se logra alcanzar el cero.

Para mejorar nuestros resultados veamos lo que pasa cuando usamos el término lineal de la
energia para bosones (par de electrones) obtenida con la ecuacién de la funcién de onda que
Bethe-Salpeter construyé tomando en cuenta pares de Cooper de electrones y pares de Cooper

de huecos, Ec. (5) de [7]. Nuestra nueva relacién de dispersion es

A



25

Para este caso la ecuacién de niimero en forma andloga a (80) es

_ 1+ exp [—ﬂc{Ao(Tc)/2—wa}]] lL_2< o >2 Ao(Te) -
1=FkpTeln L + exp [ A0(T:)/2 + hwp}] + g2 \ Mg /0 dg—exp G =1 (95)

Con la ayuda de (17) reduzcamos el coeficiente de la integral, a la vez reescribamos la ecuacién

en unidades de Er,

T,
— In

=Y 1+exp[—{A0(Tc)/2+y}/Tc} Y

£

1 texp [Bo(T)/2 - }/T]] o /M“) PR (96)

exp [é / TC} -1
Con este resultado y (82) podemos encontrar numéricamente 7,./Tr como funcién de v, la curva
resultante se muestra en la Figura 4 marcada con C; = (A\/27)hvp la cual predice T,.’s muy
parecidas a las predichas por BCS, cuya curva estd dada en trazas. En dicha figura se aprecia
que cuando tomamos una relacion de dispersién que tome en cuenta la existencia de huecos,
como lo es la relacion de dispersion de Bethe-Salpeter, obtenemos temperaturas de transicién
mas pequenas y mas cercanas a BCS que con la relacién de dispersién anterior. Aqui también
observamos que la temperatura de transicién aumenta cuando aumenta el pardmetro v =
hwp/Er, lo cual nos dice que entre mas modos de oscilacién, obtendremos condensacién de
Bose a temperaturas mas altas.

También en la Figura 4 vemos la curva para la mezcla bosén-fermion con bosones rompibles
pero considerando todos los fermiones apareados. Notemos que para este caso la temperatura
es muy grande y estd muy alejada de BCS.

Para ver el limite de acoplamiento débil, lo cual, como ya habiamos mencionado, es equiv-

alente a Ag(7,) << 1, tomemos (86) sélo hasta el grado uno. Asi, la Ec. (96) se transforma

en N
_exp |:I//Tci| -1_ A2 Ao(T) ~
T.————A(T,) = 7721// d§+. (97)
exp [V/TC} +1 A% Jo exp ['EV/TC} -1
Con el cambio de variable z = £/ T, la ecuacién anterior se transforma en
exp [v/T] =1 4y 7 AT
Y e / de—"—. (98)
exp [I//Tc} +1 AT A(Te) Jo e —1

Recordemos que A << 1 implica Ay(7.) << 1. Como una aproximacién, consideremos \ =
Ao(T,) para A < 1072. Introduciendo esta idea en la Ec. (98) se obtiene la grafica de la Figura

6, donde se observa que cuando A — 0 también i — 0.
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3E-007 , ,

L I
IBFM-2D

| 2E-007 — —

1./

1E-007 — —

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

A

Figura 6: T./Tr vs. A con Cy = (A/27)hvp en 2D. v = 0.05.

Combinando (90) y (98), sin la aproximaciéon A ~ Ay (7.) que s6lo se tomé para darnos una

idea de la forma T./Tr vs. A, y después de integrar, se obtiene
exp [1// T, C} -1
exp {V/T’c} +1

_ Ay 1_1M+;<Eo<i>> 1 (&)(’T;)) o

22 4T 36\ T 3600 \ T,

RAo(T)]”

. (99)

c

Analicemos lo que pasa para Ag(T,) — 0. Suponiendo que para este caso T, # 0 la Ec. (99)

nos lleva a lo siguiente
exp [hwp/kpT.] —1  4n%v

exp [hwp /kpT.] +1 A2

el primer miembro es menor o igual a la unidad y el segundo diverge. Por lo tanto, podemos

(100)

concluir que para A — 0, tenemos, T, — 0, lo cual concuerda con lo esperado y que mostramos



27

en la Figura 5. Recordemos que para llegar a esto se necesité introducir en la relacion de
dispersién el parametro de acoplamiento fermiénico, lo cual viene de un analisis fermién-bosén
donde se toman en cuanta, tanto los electrones como los huecos. En los siguientes capitulos se

estudia un modelo que toma en cuenta los huecos.

3.3 IBFM en 3D

Veamos el caso 3D. La relacién de dispersién que utilizaremos fue estudiada en [10] Pag,.
33 vy tiene la forma .

Con el auxilio de la transformacién (75), donde para 3D g(K) = (L?/27*)K?, la Ec. (73) en
T =T, se escribe como

o L e
0 exp

hwp [ 1+ exp [=B{Ao(T0)/2 + th}]] g(i)hwp 272 Beex] — 1
(102)

1

va que Npo(T.) y pp(T.) son cero.

Hagamos el cambio de variable ¢ = %hUFK . Como en K| se pierde el amarre, entonces,
Ak, (T) = 0. En consecuencia, segin (101) y el presente cambio de variable, el limite superior
de integracion en (102) es ek, = Ay(7"). Con esto, la ecuacién de nimero (102) se reescribe

CcOomo

L kT {1 + exp [~ B A0(T2) /2 — mD}]]
th 1 + €xp [_ﬁc{AO(Tc>/2 + thH

1 3 2 3 pA(Te) 2
+ — ( > / ge— LI (103)
g(pwhwp 27 \ hvr ) Jo exp [Bee] — 1

Considerando la relacién de dispersion cuadrética dada en (16), podemos obtener la densidad
de estados g(€) haciendo s =2, Cs = h*/2m y d = 3 en (15),
L3m3/2
gle) = 21/2—7%\/27 (104)
para llegar a este resultado se utiliz6 I'(5/2) = 3y/7/4. Con esta expresién de la densidad de

estados fermidnicos la Ec. (103) se ve como sigue

. kBTc 1+ C€Xp [_ﬁc{AO(TYc)/2 — MD}] 2 BolTe) [6}2
" hp | ] /0 T

! hWD ! 1+ exXp [_Bc{AO(TC)/2 + th}] \/ﬁthEJi/Q : 605] -1

(105)
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Es conveniente escribir la ecuacién de nimero en unidades de la energia de Fermi Fp

1= (106)

7, [trew [—{AO(TC) 12— v} /TC} = /Am) P

—n — = = Y e
v 1+ exp [—{AO(TC) /24 v} /TC] Vi Jo exp [g/Tc} 1
donde las variables con tilde significan que estan divididas por E.

Para que a partir de la Ec. (106) encontremos T./Tr necesitamos la Ec. (82) para obtener
Ay. Sélo falta encontrar una expresién para .
La forma del potencial quimico fermiénico se obtiene de la expresion para el nimero total

de particulas fermiénicas. Esta la obtenemos integrando de cero a infinito de la distribucién de
Fermi, Ec. (21),

o [ a 9()
V=2 [ e Hon

La densidad de estados g(e) estd descrita por la Ec. (104), la cual se obtuvo a partir de la
relacion de dispersion cuadratica, Ec. (16). Asi, (107) resulta
91/2]3,3/2 oo 1/2
Ny =T / de ‘ (108)
mh o exp(f{e—p})+1
En T=0 la exponencial de la distribucién de estados fermidnicos es cero si € < p e infinito si

€ > u. Para el segundo caso (108) resulta

1/273,,3/2 poo 1/273,,3/2
Ny = —2 L7m dee'/? = 2—2 Lom 5/ (109)
! w2h? 0 3 w2h3 E

Como el nimero total de fermiones no cambia con la temperatura, podemos igualar (108) y
(109) para obtener

2 o 21/2

3= / dé———, (110)

3o T 41

donde las cantidades con tilde significan que estdn divididas entre Er; en el caso de la temper-
atura tenemos 7' = T/Ty. La forma de p en funcién de T/Tp, segin (110), se muestra en la

Figura 7.

Ahora si podemos encontrar T./Tr en funcién de v a partir de la Ec. (106) con la ayuda
de (82) para obtener Ay y con la ayuda de (110) para obtener ji. El resultado se muestra en la
Figura 8.

Como en el caso de 2D, de (82) vemos que acoplamiento pequenio implica A(T,) pequena,
y podemos sustituir (86) en (106) sélo hasta primer orden en Ay(7,) y obtener

Lo /7] = sy - / P e (111)
Y exp |:I//TC] +1 Viw Jo exp [S/Tc:| -1
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T/Te

Figura 7: Potencial quimico fermiénico p en 3D como una funcién de la temperatura 7/Tr.
Notemos que p = 0 cuando T'/Tr = 0.988.

Ahora hagamos el cambio de variable x = ¢/ T. para obtener,

Vi 1exp {V/TC} -1

W g ] o1 e
donde hemos definido
Y= Ao( ~c)/Tc
y o ,
I;p(y) = 5/0 dl'ef_ 1 (113)

Debemos notar que en (112) T, no puede ser cero. Cuando 7, = 0 tenemos i = 1, ver Figura
7,y en consecuencia el primer miembro de (112) divergeria. Sin embargo, como se muestra en

la Figura 9, el segundo miembro no diverge sea cual sea el valor de y.
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0.98873356 — T
Rompibles C,=(1/2)nV;

Rompibles
I_LL 0.98873354 —

C1 = W‘Wl V;

S~
(@] i

I IBFM-3D

0.98873352 —

1=05

0.9887335 ——— T
0.004 0005 0006 0.007 0.008 0.009

v

Figura 8: Temperatura de transicién en unidades de Tr como una funcién de v = fuwp/Er para
los casos C7 = (1/2)hvr y C1 = (A/4)hvg en 3D.

Del teorema de Taylor obtenemos la siguiente expansion

72 2 2 x° 2’ x?

o1 U9 T 12 730 T 30240 1209600 T

que al integrarla término a término y sustituirla en (112) resulta

i 1 eXD [V/TC] 1A 1 (AO(TC)>2 L (AO(TC))s

O [z]", (114)

T

48

v T, exp [V/ch| +1 2?2 T 6

~ ~ 5 ~ ~ 7 ~ ~ 9
L (AT, 1 (AT AT,
320\ T 241920 \ 7. 12096000 \ 7.

Como 7. # 0 y estamos suponiendo AO(TC) << 1, la serie anterior se puede aproximar a su

T
10

o3

primer orden y reducirse a
V&P [V/TC] -1

2v exp [V/ch| +1 = SolTe) (16)
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I3p(Y)

Figura 9: Forma grafica de I3p(y).

Haciendo 7, = 0.988 en (116) se tiene A¢(7,) = 0. Esto por que en T, = 0.988 el potencial
quimico es cero, ver Figura 7. Llegamos al mismo conflicto del caso 2D cuando se toma la relacién
de dispersién sin pardmetro de acoplamiento. jTenemos un estado condensado de bosones sin

bosones!

Introduzcamos la relacién de dispersion lineal de Bethe-Salpeter, Ec. (70) de [34]
A

Con ésta la Ec. (103) es

B n{1+exp[—ﬁc{Ao<Tc>/2—th}1]
Rop [T exp [ 5e{Bo(T2) /2 + op)]

1 I3 4 3 pA(Te) g2
— de——m—— 118
+g(u)ﬁwp 272 ()\hvp> /0 geXp [Bee] — 1 (118)
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con (104), el coeficiente de la integral, después de adimensionalizar con Ef, se reduce a

o [1ew |{Add@)/2 - vi/T] 16 /AO(TC)d

EL. 119
v 1+ exp [—{AO(TC)/Q + V}/TC} + A3/ fiv (119)

exp [5/ TC] -1

Podemos obtener T,/Ty de esta ecuacién si nos auxiliamos de (82), para obtener Ay, y de
(110), para obtener fi. La Figura 8 exhibe el comportamiento de 7, /Tr como una funcién de v.
Al igual que en 2D con la relacién de dispersion de Bethe-Salpeter obtenemos temperaturas de
transiciéon mas pequenas, aunque todavia muy grandes, del orden de la temperatura de Fermi

la cual es tipicamente de 10° K (ver pagina 8 de [32]).

Investiguemos lo que pasa en este caso cuando Ag(7,) << 1. Haciendo z = ¢/T, la Ec.

(119) se reescribe como

7 [1+ew [—{AO(TC) /2~ ) /Tc} 1678 AT 2
1=—In — — | + 5~ dr— (120)
v e [{Ao(T)/2+w}/T] | NV o e =
Suponiendo que T, — 0
L 32713 Ao(Te)/Te 2 5
Ao(T) = YT, da:ex — para T.—0 (121)
Por otro lado, escribamos (82) en unidades de Ep y evaluemos T, = 0
1 Y ~
3= [ s+ Ao (122)
0
Haciendo U = 2¢ + Ay(0)
11 2RO g 1 [2w4A
_:_/ a0 _ Ly | 2 2l0)] (123)
A2 U2 Ao(0)
sustituyendo este resultado en (121)
- 3 5 o g
R 2 An(0 _ Bo(Te)/Te 2
A(T)/ [ 22200 ] s / —— (124)
Ao(0) 0 er—1

donde se utilizé el hecho que ji — 1 para T, — 0, ver Figura 7. Hagamos y = Ay(7,)/T, para

reescribir (124) como sigue

21 4+ Ag(0)
No(0)

- y 2 -
02572 | In - / dr— - para T.—0, (125)
0
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de la Figura 9 observamos que el segundo miembro es finito. El primer miembro también es

finito ya que T. — 0; de otra manera el primer miembro divergeria ya que Ao (T v) — 0.

Para bosones irrompibles (es decir, que pueden permanecer apareados para cualquier valor

de su momento de centro de masa i) tenemos

~ 3
v+ Ao(O)

AO(Tc)/ AO(O)

n

= 4Tc3/ dz—2 ] para T. — 0, (126)
0

6.T_

la integral es una integral de Bose la cual se puede evaluar

er —

/O T - = (3LE). (127)

donde ((3) ~ 1.202 es la zeta de Riemann evaluada en 3 y I'(3) = (3 — 1)! = 2. Con esto (126)
se reduce a ,

v+ AO (0)
Ao (0)

Ao(T,) =9.6167°  para T, — 0, (128)

n

como T}, esté tendiendo a cero, entonces, Ag(T,) — 0.

Este resultado, a diferencia del obtenido con la relacién de dispersion anterior, tiene sentido

fisico. Si no hay acoplamiento fermiénico no hay bosones y por tanto T, = 0.

En [13] se llega a la relacién

I
Ty

; o2/
~ va(d)*(d —1) <7) ~y (129)
(ver Ec. (18) de [13]), donde d es la dimensionalidad espacial que para el presente capitulo es
d = 2, 3. Dicha ecuacion contrasta con lo anteriormente expuesto. Como ya hemos visto, que el
acoplamiento tienda a cero equivale a Kq — 0. En [13] se dice que esto significa que todos los
pares estan en K = 0, en otras palabras, el sistema esta en el estado condensado para toda T'.
Sin embargo, debemos tomar en cuenta que entre mas débil sea el acoplamiento més disminuye
la probabilidad de formacién de pares y por tanto disminuye la temperatura de transicién a tal

grado que cuando A = 0 no hay bosones y en consecuencia tengamos T, = 0.

En resumen, el papel que juegan los pares de huecos en el mecanismo que conduce a la
superconductividad no debe despreciarse si queremos que nuestros modelos sean mas realistas.
Por otro lado, notemos que el tratamiento bosénico que se le da a los pares de Cooper no

contrasta con el acoplamiento fermiénico introducido en la teoria BCS.
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Capitulo 4

Modelo estadistico boson-fermién com-
pleto de la superconductividad

4.1 Introduccion

Con el fin de mejorar los resultados encontrados con el IBFM, consideraremos otra teoria mas
completa de la mezcla bosén-fermion en la cual se toma en cuenta tanto la formacion de pares
de Cooper por electrones como por huecos [26]. Esta teoria, la cual recibe el nombre de Modelo
Bosén-Fermién Completo (CBFM), completo en el sentido de que considera las participacién de
los huecos, es desarrollada para ver: a) si el modelo de interaccién tipo BCS para el mecanismo
dindmico electrén-fonén es suficiente para predecir los altos valores de T./Tr (~ 0.01 — 0.05
[35]) exhibidas por los llamados superconductores exéticos en 2D y 3D (los valores predichos
por BCS son < 1073, valores que corresponden a los superconductores convencionales); y b) si
se puede explicar porqué los materiales superconductores dopados con huecos tienen mas altas
T.’s.

En la teoria BCS original se considera a los fermiones como particulas individuales, aunque
sabemos que estos estan interaccionando fuertemente con los pares de electrones y huecos con-
densados a la Bose-Einstein. De hecho los creadores de la teorfa BCS [1] nunca aceptaron que
la superconductividad fuera una BEC. Aqui consideraremos los pares de Cooper no como dos
electrones con espines directamente opuestos moviéndose con direcciones opuestas cuyo mo-
mento es hky; y —hk; y con una fuerte correlacion de Cooper, si no como particulas bosoénicas
individuales en estados de enlace 2e (= dos electrones) o 2h (= dos huecos), es decir, como
particulas extendidas compuestas de tamano finito las cuales sélo existen en la fase supercon-
ductora. Aunque los operadores de creacién y aniquilacién para los pares de Cooper con k;y y
ko definidos no satisfacen exactamente la familiar relaciéon de conmutacién de bosones [10], los
pares con K definida (pero no k) pueden ser tratados como bosones ya que obedecen la distribu-
ci6n de Bose-Einstein. Esto es porque con el modelo de interacciéon BCS (ver Ec. (56)) habra,
para cualquier acoplamiento y en el limite termodinamico, un numero indefinido de valores

para el momento relativo hk = %(hkl — hks) que dan un sélo valor de hK total = hky + hks.
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4.2 Hamiltoniano de interaccion

En el modelo CBFM se propone el Hamiltoniano H = Hy + Hj;,; para un sistema de
muchos electrones dentro de un volumen de tamafio L¢ (el cual lo reescribiremos para el caso
2D), donde el Hamiltoniano sin perturbacién H, corresponde a un gas ideal (es decir, sin
interaccién) compuesto de la mezcla de electrones mas ambos tipos de pares de Cooper (CP,

por sus siglas en inglés), 2e y 2h. Dicho Hamiltoniano estd dado por [26]

Hy =Y ), o 08 + Y B (K)bkbk — > E_(K)ckex, (130)
ki,s1 K K
donde aIl s ¥ Gk, s, son los operadores de creacion y aniquilacién de electrones, respectivamente,
con momento hk; y proyeccién de espin si; by, bk v ¢, ck son operadores de creacién y
aniquilacion para 2e- y 2h-CP respectivamente, de momento total AK. La energia para los
electrones estd dada por €, = h?k?/2m. La energia para 2e estd dada por £, (K) = E(0) +
2A 4+ \/2nhvp K; donde E, (0) es la energia de estado base del par de electrones y A es el gap
fermidnico introducido por BCS, el fartor 2 viene de que son dos fermiones. La energia de 2h
es E_(K)=F_(0) — 2A — \/2rhvp K, ésta es de signo contrario a la de 2e ya que la energia
de una particula es la necesaria para meterla al sistema, y la energia del hueco es la energia

necesaria para sacar la particula. £_(0) es la energia de estado base del par de huecos.

En el presente modelo las interacciones entre electrones, entre pares 2e y entre pares 2h son
omitidas. Son tomadas en cuanta las interaciones entre electrones y los pares 2e y 2h debido a
los procesos elementales de decaimiento de 2e o 2h en un par de electrones o de huecos. O bien,

los procesos inversos.

El Hamiltoniano de interaccién Hy,; tiene la siguiente forma [26]

) _ —d/2 + + +
Hyp = L ; f+(k){ak%K’Ta_H%K’le+a,k+%K,lak+%K,TbK}

+LY? Z f-(k) {GL%K,TGfk%K,iCE + a—k+%K71ak+%KvTCK} ' (131)
kK

donde L9 es el volumen del sistema, f, (k) es el pardmetro de interaccién entre los electrones y
los pares 2e; f_(k) es el pardametro de interaccién entre los electrones y los pares 2h. La primera
suma describe los siguientes procesos: 1) aniquilacién de un bosén 2e con momento dado por
hK y creacion simultanea de dos electrones con espines opuestos cuyo momento estd dado por

hk + %hK y —hk + %hK; 2) creacién de un boson 2e con momento dado por AK y aniquilacién
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simultanea de dos electrones con espines opuestos cuyo momento estd dado por —hk + %hK y
hk + %hK.

La segunda suma describe los siguientes procesos: 1) creacién simultdnea de un bosén 2h con
momento dado por AK y dos electrones de espines opuestos con momento dado por hk + %ﬁK
y —hk + %hK; 2) aniquilacién simultdnea de un bosén 2h con momento dado por K y dos

electrones con espines opuestos cuyo momento estd dado por —hk + %hK y hk + %hK.

Al considerar una condensacién de Bose-Einstein (BEC) con Ny pares de electrones y M
pares de huecos con K = 0 y reemplazar cada operador de creacién y aniquilacién bf y bo
por /Ny y cada operador cg y ¢y por /My, ademds de despreciar las interacciones entre
electrones desapareados y bosones excitados (K # 0) pero tomando en cuenta las interacciones

entre electrones desapareados y bosones condensados, el Hamiltoniano propuesto en CBFM se

reduce a
H— NN - [E+(0) - QN]NU + [2/1' - E MO + Z kl akl 51 0Kk1,51
k1 S1
+ ) (B (K) = 2u)bbk + Y [20 — E_(K)]egex

K40 K#0

S WA S () + /oS- () (a0t + o jai), (132)

donde p es el potencial quimico fermiénico, ng = No/L? y mg = My/ L.

Antes de continuar recordemos algunas relaciones entre los potenciales termodindmicos (ver
por ejemplo [36]). La energfa libre de Helmholtz se define a través de la energia interna F, la

temperatura T y la entropia S como
F=FE-TS. (133)

El potencial gran candnico o termodinamico € es, al igual que la energia libre de Helmholtz,

una transformada de Legendre de la energia interna
Q=E-TS—uN. (134)
De las Ecs. (133) y (134) vemos que
F=Q+ uN. (135)
El potencial termodindmico se puede ver como [29]

QLY T, 11, No, My) = —kpTInTr[exp {—B(H — uN)}] (136)
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(donde Tr significa traza y = 1/kgT con kg = constante de Boltzmann).

De los valores propios del operador (132) y la relacién (136) se obtiene que el potencial

termodinamico §2 por unidad de volumen tiene la forma

(2(,1_'7 Ld, H, No, MO)

= /000 deN(e)le — p — E(€)] — 2kgT /000 deN (e) In{1 + exp[—BE(¢)]}

Id
+[E(0) —2ulng + kpT /220 deM (e) In{1 — exp[—f(e + E+(0) — 2u)]}
+2u—E_(0)jmg + kT /OO deM (e) In{l — exp[—f5(e — E_(0) + 2u)]} (137)

donde ng y myg son las densidades del nimero de pares condensados dos-electrones y dos-huecos,
respectivamente; € es la energia de los pares de electrones o de huecos dada en (94) pero ahora
se incluye la energia necesaria para alcanzar el primer estado excitado A, que segun la teoria
BCS es hwp/sinh(1/\), ver ecuacién (2.40) de [1]. Es decir,

A

N(e) es la densidad de estados fermiénicos y M (e) la densidad de estados bosénicos. En (137)

también se utilizd la definicién

E(e) = /(e — p)? + A%(e) (139)

que es la energia de exitacién fermiénica, donde el gap fermiénico de energia (energia de minima

excitacién fermidnica) A(e) tiene la siguiente forma
Ale) = vnofr(€) + v/mof-(e). (140)

Definamos los parametros

5o = %[&(0) —E(0)), (141)
Y 1
By = (B0 + £-(0)] (142)

no confundir con la usual energia de Fermi de un gas ideal de Fermi. Estos dos parametros

tienen caracter fenomenolégico. Es evidente que

En contraste con la teoria BCS, en la CBFM las energias £, (0) de CPs sin movimiento (es

decir, K = 0) no estan relacionadas con la energia de Fermi Fp.
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4.3 Ecuaciones de nimero y de gap

De la relacién termodindmica 09/0u = —N se llega a la ecuacién de niimero
n = N/L*=2np(T) —2mp(T) +ns(T) =
o 2
2 M(e)d
n0+/ (€)de {GXP[5(5+2Ef+55_2M)] —J

2
—2mo—/ M (e)de [exp[ﬂ(g_gEeréeJrQM)]_J

/ N(e)de [1_ E()tanh%ﬁE(e)], (144)

donde n es el namero total de electrones dividido entre el volumen del sistema, npg es el nimero
de pares 2e dividido entre el volumen, mp es el nimero de pares 2h dividido entre el volumen

y ny es el nimero de electrones libres dividido entre el volumen.

El nimero de pares de electrones excitados (i.e., con K > 0) es

Y 1
np+(T) = /m M (e)de pr T3+ Bo(0) — 2] = 1] (145)

mientras que el nimero de pares de agujeros excitados es

mp(T) = /QA M (g)de [exp T = Ef(o) oy 1] . (146)
Es evidente que
np(T) =no(T) + np(T) (147)
y
mp(T) = mo(T) + m (7). (148)

El pardmetro ns(7") es el nimero de electrones desapareados y estd dado por la tltima integral
de (144).
De la minimizacién de €2, Ec. (137), con respecto de Ny y M, se llega a las ecuaciones tipo

gap que tienen la forma

2 /is [ (0) — 2] = /0 h N(e)de% tanh %515(6), (149)

. AOF(),
2/ (20 — E_( / N(€)de= 775 tanh ﬁE() (150)
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El modelo de interaccién boson-fermién (BF') entre electrones y pares de electrones estd dado
por [37]

(151)
0 en cualquier otro caso;

f si By <€<Ef+(58,

f+(e) = {
donde f es una constante de acoplamiento positiva y puede ser tomada como pardmetro
fenomenolégico. Esta ecuacion nos dice que hay probabilidad de la formacién de una pares

2e si los electrones que la van a formar estan en los niveles de energia Fy y Ey + d¢.

El modelo de interaccién BF entre electrones y pares de huecos

f_(e)E { f SiEf—(5€<€<Ef, (152)

0 en cualquier otro caso,

en palabras, hay probabilidad de formacion de pares 2h si dos electrones saltan de la regién
que va desde E; — de hasta Ey a la regién que se forma entre Ey y Ef + de, ver Fig. 10.
Utilizando el modelo de interaccién anterior en la Ec. (140) llegamos a la siguiente expresién

del gap fermidnico de energia

f\/n_g SiEf<€<Ef—|-(56,
Ale) =< fymo siE;—de<e<Ey, (153)

0 en cualquier otro caso.

Si consideramos my(T) = no(T) y mp(T) = np(T'), es decir, simetria perfecta, segin (145)
y (146) necesitamos que
E.(0) = 2u=2p— E_(0),

y de (142) se deduce

De manera andloga se puede ver que si Ey > 1 se tiene npy < mpy y para Ey < pu se tiene
npt > Mpy.
Introduciendo (154) y el modelo de interaccién boson-fermién en las Ecs. (149) y (150)

obtenemos
L PN [

. 1
20e J, /(e — )2 + A2

~ fQN(,u) . 1 1 \/ﬁ
B R e (156

tanh%ﬂ\/ (e —p)? + A2 (155)
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E. + ¢
2e

E,
2h

E, - d¢

Figura 10: Este diagrama nos senala los niveles de energia donde hay formacion de pares de
electrones (regién 2e)y la region donde se forman pares de huecos (regién 2h). La formacién de

pares de huecos es debido al salto de electrones de la region 2h a la region 2e.

donde se definié A = f,/ng = f\/mg. Las relaciones (155) y (156) son exactas en 2D y una
buena aproximacion en 1D y 3D si de < p. Si hacemos el cambio de variable £ = ¢ — p, el

integrando de (155) y (156) resulta simétrico; por tanto sus integrales son idénticas y se vuelven

~ PN

h- 2 4+ A2 1
2= ), 5\/§7tan ﬁ\/f + (157)
Identificando
f2

donde V' es la intensidad del potencial de interaccién BCS y hwp la energia de Debye, la Ec.
(157) en el limite de acoplamiento pequenio f = v/2hwpV — 0 se puede reescribir como

tanh%ﬂx/ﬁ2 + A2, (159)

hwp
12 VN(Ep) / d¢
0

1
N
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que es la ecuacién fundamental de la teoria BCS (ver Ec. (3.27) de la ref. [1]). En resumen, la
teoria CBFM reproduce BCS al considerar simetria perfecta con respecto al nimero de pares
de electrones y al niimero de pares de huecos. Esto muestra que ignorando ya sea los pares 2e
o los pares 2h no se puede reproducir la ecuacién del gap de la teoria BCS.

La regién de temperaturas que nos interesa tienen valores lo suficientemente pequenos para

hacer la aproximacion pu =~ Er. Veamos por que.

™ T\
1 [ —

12 <TF>
El valor de Ty est4 dentro del rango 10* — 10°K. Cuando T' = 1000K se tiene p ~ 0.99E . Por

esta razén en (159) se sustituyé u por Ep.

En [9], Pag. 348, se deduce la relacién

i~ Ep . (160)

En la Figura 11 se ilustran las regiones en las que la teoria CBFM reproduce otras teorias
referentes a la superconductividad. El eje mg representa la fase condensada pura myg; el eje
ngo representa la fase condensada pura ng. El plano sombreado es la regién para la simetria
ng = mg. En dicho plano tenemos la regén BCS cuando el acoplamiento, dado por A, es débil.
Cuando el acomplamiento es fuerte el plano sombreado nos da la regiéon que estudia la teoria
de la condensacion de Bose-Einstein BEC con sus pares irrompibles. Cuando el acoplamiento

es intermedio el plano sombreado nos senala la teoria BCS-Bose crossover.

4.4 Energia de condensacion

Utilizaremos el potencial termodindmico {2 para encontrar la energia que se necesita
sacar al sistema fermién-bosén en d-dimensiones descrito por la teoria CBFM para condensarlo
(a ésta se le llama energia de condensacion). La relacién entre la energia libre de Helmholtz F'y
la energia interna F se describe como F' = E — TS, donde T es la temperatura y S la entropia.

En términos de 2 la energia libre de Helmholtz es F' = 2 4+ uN. Por lo que para T'= 0
E=Q+ uN. (161)

donde p es el potencial quimico y N el ntumero total de fermiones. Sea E, y ) la energia
interna y el potencial termodindmico, respectivamente, del sistema bosén-fermion en el estado

superconductor, es decir, en el estado condensado de los bosones. Sea F,, y €2, la energia interna
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m, (2h-BEC)
7

SV’
BEC (A= ),/

nO
(2p-BEC)

BCS-Bose crossover
[if np,(T) =my.(T)]

BCS for A << 1

1/A

Figura 11: Diagrama de fases donde los ejes representan las fases puras y la linea a trazos la
fase a simetria perfecta donde mgo(T) = no(T) y mp(T) = ng(T). El eje 1/X nos sirve para
senalar las regiones sobre el plano sombreado: para acoplamiento débil encontramos la regién
BCS,; si el acoplamiento es fuerte obtenemos la regién BEC, y el acoplamiento intermedio que

nos lleva a la teoria BCS-Bose crossover.

y el potencial termodinamico, respectivamente, en el estado normal. Asi, en T" = 0 la energia

de condensacién es

= : (162)

ya que x4y IN se mantienen constantes. Nuestro problema ahora es encontrar Qv €2, a T = 0.

Para ng(T) = mo(T) vy np(T) = mp(T) el pardmetro de, dada en (141), es la energia de
Debye, ver Ec. (158). Para el presente caso, en T' = 0, la Ec. (137) es,

RO —shopne) + [T deN () [e— - VeI ATA). (63

Recordando que para simetria perfecta = Er y representando con la letra A al valor de A(e)
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en los intervalos de energia donde es distinta de cero, ver Ec. (153), llegamos a

0, (T - 0)
L4

p+hwp
de [e—u— (E—M)Q+A2].

(164)

La densidad de estados sale de la integral ya que el rango de integracién sobreviviente, después

— 2hewnne(0)42 /0 T BN (O)e— ]+ N (Er) / B

de introducir (153), es muy pequenio y estd alrededor de u que es igual a Ep para T = 0, ver
Ec. (160). Observemos que el primer y segundo integrando de la segunda integral son funciones
par e impar, respectivamente; por lo tanto

pthwp

L0 snapno0)+2 [ aentee—-on () [ /i A (165

Por otro lado, para el estado normal el niimero de particulas condensadas en un estado cualquiera
es muy pequeno comparado con el total de particulas bosénicas, de modo que ny = 0, mg = 0.
Por tanto de la definicién (153) A(T) = 0. Asi, tomando en cuenta (139) y recordando que
T =0 de (137) tenemos

2O = [Cav@ienle—ul =2 [ aen@fe- 4l (166)

Segun la Ec. (162) la energia de condensacién en el CBFM se obtiene restando (166) de (165).
Asi
E,—E, pt+hwp
= = 2hwpno(0) + 2N (Er) / de [e —p—e—p2+ N] . (CBFM) (167)

12

Utilizando la Ec. (2) de la Sec. 4.3.3.1 de la Ref. [38] la integral vale

1 hwp)? 1
—5hwp (mD)2+A2+@+§A2m

A
2 hwp + +/(hwp)? + A?
6

1., A 1., 1 At A

Por otro lado, de la Ec. (153) obtenemos

no(0) = A%/ f7. (169)

Sustituyendo (168) en (167) y usando la relacién anterior encontramos que para acoplamiento

débil, f — 0, es decir, A = f,/ng — 0, la energia de condensacién segin CBFM para simetria

! A 2+0 A \*
4 \ hwp hwp

perfecta es

E,—E 1
T T CN(Ep)A?

T4 03 (170)
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Por otro lado, con el fin de comparar la energia de condensacién obtenida por medio de
la presente teorfa y la que obtuvo originalmente BCS, reescribamos la Ec. (167). Para esto,
consideremos la siguiente relacién

pt+hwp
[
m

u+th )2 pt+hwp A2

(=) de . (171)
\/e— +A2 (e — )2+ A2
esto se demuestra sumando los dos integrandos de la derecha. La ecuacién del gap fermiénico
de la teoria BCS, dada en la Ec. (2.39) de Ref. [1], en T'= 0 es

pthwp 1
de (172)
sustituyendo (172) en (171) se obtiene
pthwp /Hrth ( )2 A2

der/ (€ — 2+A2—/ 173
[ v # =t yEgy )

Ahora, de (169) y recordando que V = f?/2de, ver Pag. 43 de [26], resulta lo siguiente

A2

donde V' es el potencial de interaccién entre fermiones. Sustituyendo (173) y (174) en (167)

obtenemos

E,—E, pthwp

—7i = QN(EF)/u

que es la expresién original dada por la teoria BCS en la expresién (2.41) de Ref. [1]. La

(e —p)? A?
de le—u— G v (175)

ecuaciéon para la energia de condensacion calculada bajo la teoria CBFM o bajo la teoria BCS
son equivalentes para toda A = VN (Er) = f2N(Er)/2de. Con esto se refuerza la idea de que
CBFM reproduce BCS haciendo la restriccion mp(T') = np(T) asi como mo(T") = no(T).

4.5 Interaccién delta atractiva en 2D segiin CBFM

Recordemos que el modelo BCS nos dice como una interacién electréon-fonén puede
llevar a una interaccion atractiva entre dos electrones. Podemos ver el problema como una
sola particula de masa reducida en el centro de masa y que esta en un potencial atractivo

que es una funcién de la coordenada relativa. Dicho potencial puede ser una delta atractiva
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V(r) = —vod(r), donde vy > 0 es la intensidad de la interaccién. En el espacio de los momentos

una interaccion interfermiénica separable es

Vkk! = —Uo/ L29kgk’

donde L es la longitud del sistema y g = (1 + k2/k2)~Y/2 con kq el inverso del alcance del
potencial. Asi para el potencial delta kg = 0o, 0 bien, g = 1, vprr = —vg. La transformada de
Fourier de la funcién delta es una constante. De aqui que no debe de haber restriccién para el

acoplamiento entre particulas y pares. Para este caso, el modelo de interaccion es

fi(e) = fr para 0<e< oo (176)

f-(e) = f_ para 0<e< oo, (177)

donde a diferencia de la CBFM aqui las electrones y los huecos no necesariamente tienen la
misma constante de acoplamiento, esto se discutirda mas adelante. Veamos primero la ecuacién
de nimero dada en Ec. (144). Como en 7' = 0 no hay bosones excitados y la tangente hiperbélica

de infinito vale la unidad, entonces, la ecuacién mencionada se simplifica a la siguiente expresién

€—fu
e— )’ + A2

n = 2ng — 2mgy + /OO N(e)de [1 - ( (178)

Como A(e) = /nofyi(€) + /mof-(€), ver (140), y como, para el presente caso, fi(€) y f_(e)
son constantes, ver las Ecs. (176) y (177), el gap de energia A no depende de e.

Por otro lado, tomando en cuenta que para 2D la densidad de estados N(e) es constante,

ver Ec. (18), la densidad de nimero de fermiones se puede calcular de la siguiente manera

nzZN/ de =>n=2NEr = N=—. (179)

Sustituyendo, (179) en (178)

n—(QnO—ZmO)ZEF:/Ood6 . eE—
n 0 (e —p)?+ A2

(180)

Haciendo u = (e—pu)?+A? es fcil calcular la integral de (180). Después de integrar y reacomodar

términos

(2"fT(mEF>2 - 4”fT(O)EFu = A%, (181)
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donde
ng(0) =n — (2ng — 2my) (182)
es el numero de fermiones desapareados en T' = 0.

Ahora introduzcamos la interacion delta a las ecuaciones tipo gap de la teoria CBFM, Ecs.
(149) y (150). Asi, la Ec. (149) con (176) es

2 /s [, (0) — 2u] = Af, /O h N(€)degs tanl %515(6), (183)
y (150)con (177)
2ymo 2u— E_(0)] = Af- / N (e de tanh ﬁE( ). (184)

Definamos el potencial de interaccién entre dos electrones, vy, y entre dos huecos, v, , como

Lo fi

Empleando la definiciones (143) y (185) las Ecs. (183) y (184) nos dan

20 /oS [zEf — Fy 1] = Avf /0 " N(Q)de B o %ﬂE(e). (186)
y
Naria [ E(S } AUO/ N (€)de g5 o 513() (187)
Sumando las dos dltimas ecuaciones
Vs = Vi) P (VTaf 4 iTf-) = Alugui) [ N(ode tan 355 ()
(188)

dividiendo entre 2A

(\/‘/:ﬁJrg; ) Ef(S; _% ”0 / N(€)de gy tanh 5 BE( ), (189)

En CBFM el pardmetro de nos da el intervalo de interacién en el espacio de momentos, entonces,

para el presente caso no podemos hacer de = hwp, debemos hacer de — oco. Ademds, como la

diferencia Ey — p es finita, entonces,

vo —H)O

= / N(e tanh ﬁE() (190)
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Si hacemos que los potenciales de interaccién fermiénica sean iguales, v, = vy, aplicando
de — 00 a la suma de las ecuaciones (186) y (187) se obtiene ny = my. Es decir si hay igualdad
entre los potenciales de interaccién entre electrones y entre huecos, hay igual probabilidad de

obtener pares de huecos que pares de electrones, recuperamos el caso BCS.

Volviendo al caso general busquemos una expresién para v, suponiendo dos particulas en el
espacio libre que interactuan a través de un potencial delta. Para esto denotemos los estados
k por |k), la funcién de onda como ¥ = ¥, Cx|k) v la energia de enlace para estados ligados

—B,. Asi, la ecuacién de Schrodinger es
HYyCw K'Y = —ByY Cio [K'). (191)

Sea (k|H k) la energia del estado k de los dos electrones formando el par o alternativamente,
la energia de una particula de con masa reducida mm/(m + m) = m/2 en el centro de masa
que experimenta el potencial delta atractivo que es una funcién de la coordenada relativa. Por

lo tanto
h2 k2 h2k?

2(m/2)  m

El potencial de intercién entre un fermién en el estado k y otro en el estado k’ estd repre-

(k|H|k) = = 2.

sentado por (k|H|k') = vy. Utilizando las dos definiciones anteriores después de multiplicar
(191) por (k| se obtiene

QEka + Ek'Ck/Ukk/ = —Bng. (192)
reordenando 50
Vo 2k’ Ui/
Cp = =X —% 193
k 2€k + 327 ( )
donde se utilizé el hecho de que la transformada de Fourier de una delta es constante, es decir,
si V(r) = —wvod(r), entonces, vgy = —vg para toda k. Sumemos sobre k
UOEk/Ck/ 1
Cx = = 194
Z k Z2€k+BQ Z2Ek+Bg ( )
En el limite L — oo 4
1 o €
— = N(€)m—— 195
Vo A (6> 2€ + B2 ’ ( )

donde como antes N (e) es la densidad de estados por unidad de volumen. Debemos notar que
este andlisis se realiz6 en el vacfo. Suponiendo que vy = v, + vy, podemos utilizar (195) en
(190)

/0 N<e)2€fB2 _ /0 N(e)de 2E1( S tanh 5 13m0, (196)
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donde A — 0. ParaT =0

A de A 1
/ N(e) :/ N(e)de =
0 2¢ + By 0 2y/(e— p)2+ A3

donde se puede eliminar N(E) por ser constante en 2D. Integrando obtenemos

In(2A) — In By = In (2A) — In (—u ERNen A2) , (197)
es decir

By +p =12+ A2, (198)

o bien

A* = B} + 2By (199)

Combinemos (181) y (199)

después de eliminar el factor (ns(0)Er/n + By/2) de ambos lados de la igualdad, encontramos

la siguiente expresion para el potencial quimico

= ——2FEp——. 200
n r 2 (200)
Por tltimo, sustituyamos esta forma de p en (199) para obtener A
0
A2 g B, (201)
n

Las ecuaciones (200) y (201) son la generalizacién de las ecuaciones de Miyake [3] el cual es el
caso de BCS con interaccién tipo delta entre fermiones. De tal forma, si ng = mg (200) y (201)

se reducen a las ecuaciones de Miyake [3]:

By
— Ep— 22
K 2

A =+/2ByFp.
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4.6 Temperatura de transiciéon al estado condensado

De las ecuaciones (144), (149) y (150) podemos calcular la temperatura de transicién al
estado condensado T.. y el potencial quimico como una funcién de n/n; (donde n = N/L? con L?
el volumen del sistema, y ns la densidad de nimero de fermiones desapareados). Comencemos

calculando T..

Dividiendo la Ec. (144) entre el nimero de electrones desapareados a la temperatura 7T,
ns(T),
2np(T)  2mp(T) n

w0 (1) T ng ) (202)

El pardmetro n/ns(T) es una medida de la simetria en cuanto al nimero de pares de huecos y

de electrones, por ejemplo, cuando n/ns(7) = 1 la simetria es perfecta.

Tomemos el caso mg = 0. Por definicién de la temperatura de transiciéon en 7" = T, tenemos
no = 0, para este caso, segin (140) se tiene A(e) = 0. Para encontrar una expresién de 7.
hagamos 7" = T, en la Ec. (149). Para reducir esta ecuacién debemos tomar en cuenta el
modelo de interaccién boson-fermién de la Ec. (151). La densidad de estados N(¢€) en 2D puede
salir de la integral ya que es constante. Otra cosa que debemos tener presente es que el producto
de la densidad de estados electrénicos de un sélo espin en la energia de Fermi Er por el potencial
de interacciéon V' se le conoce como el parametro adimensional de acoplamiento A = N(Ep)V
(ver [1]) y Tolmachev definié en Pag. 403 de [26] V = f?/2de. Es decir,

A= % (203)
Con todo lo anterior llegamos a una nueva forma de (149)
Ej+8e e—u
2[E.(0) —2u] = 20eX /Ef dEE — tanh QkBTc; (204)
donde utilizamos tanh(z) = — tanh(—z) para quitarnos el valor absoluto de |e¢ — ul|. Intro-

duciendo E,(0) en la forma dada en (143), identificando de = hwp y adimensionalizando con

E; llegamos a

hwop _ hwp /H"MD 1 e
1+——-—pu=—2X d tanh — 205
2 o 2 1 65 -0 2T, (205)

donde la linea sobre la cantidad nos dice que estd dividida entre Ey.
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Por el momento, restrinjamos nuestras ecuaciones al caso 2D. El nimero total de fermiones

por unidad de volumen n lo podemos despejar de (30)

N mEF
"= (206)
donde se utiliz6 la forma de la densidad de estados dada en (18). Andlogamente
Er mkE
=2 [ N(e)de = — 207
ny=2 [ Niede=" (207)

Dividiendo (206) entre (207) obtenemos una relacién entre la energia de Fermi y el parametro
Ey,

E
Lz (208)
ny By
con la cual podemos pasar de (205) en unidades de Ey a una expresion en unidades de Ep
T - -
ng v . U n 1 €E—
— 4+ - —pu==A de——=tanh ——; 209
n+2 1 2/nf Ee—,u an 7 (209)

aqui definimos v = hwp/Er vy € = ¢/EF.
La ecuacién anterior tiene dos incégnitas: i, y 4 como funcién de n/ny, por lo que debemos
obtener otra ecuacién si deseamos conocer T.. Trabajemos con la Ec. de nimero (144) en su

fase pura 2e, es decir, my = 0. En estas condiciones (144) toma la forma

"= /m M e o) — 2] 1 /M M T~ B () + 2m)] 1
+ /0 N(e)de [1 — tanh ;k;; ] . (210)

La densidad de estados fermidénicos por unidad de volumen se encuentra en la Ec. (18). Para
construir la densidad de estados bosénicos por unidad de volumen M (¢) consideremos la relacién
de dispersion lineal (138) que tiene la forma de (14). La densidad de estados para una relacién
de dispersién de esta forma se da en (15). Asi, en (15) debemos hacer la identificaciéon F = ¢,
B =2A,Cy = (\/2m)hvp, d =2y s = 1, para obtener,

2m

ME) = Sapaez

[e —2A]. (211)

Sustituyendo las densidades de estados en (210), adimensionalizada con Ey, se tiene

2m? > £—2A
no_ %ﬂ dE < _ (212)
ny N on Jox exp[(E+2+46e —2m) /T —1

2r2ny [ £—2A

1 [ E—T
— dg — — +—/ dE{l—tanh — ]
A2 n Jox exp[(§—2+(5€+2ﬁ)/Tc]—1 2 Jo 2T,
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también se usaron (143) y (208). La linea sobre los parametros energéticos significa que estan
divididos por Ey; T = T/T; con T} la temperatura correspondiente a la energia F;. En unidades

de Er la ecuacién de numero tiene la forma

272 /°° _ F-2A
1 = B de —
N LA exp {[g+ 2ny/n) + v — 2/7]/Tc} 1

272 /°° _ F-2A
7z |- de - —
2A exp{[e—Q(nf/n)—l—y—l—Q,u}/Tc}—1

1 [ T n
+—/ de [1 — tanh < J‘} , (213)
2 /o 2T,

la tilde sobre los parametros energéticos significa que estan divididos por Er; T = T /Ty con

Tr la temperatura correspondiente a la energia de Fermi.

Andalogamente, en la fase pura 2h (ny = 0) las ecuaciones para p y T, son

_ ngn 1 = _ 37
_E+K+M:ZA/ de—— tanh = (214)
n 2 2 (ng/n)—v €E— U 2TC
y
o2 [ g-2A
1= 2 [ @& - =
N Joa exp{[g+ 2(ny/n) +1/—2ZZ]/TC} 1
o2 [ F-2A
—%/N de c po
Vs exp { - 2ng/n) + v+ 20T} -1
1/°° [ E—ﬁ}
+— de |1 — tanh ——| . 215
2 /o T. 219

Con las Ecs. (209), (213), (214) y (215) obtenemos la forma de 7T, a varios valores de A, ésta se
exhibe en la Figura 12. El valor més grande que tomamos para A es el 2.89, ya que para valores
mas grandes, tedricamente, la resistividad crece al disminuir la temperatura, ver Figura 1 de
[39]. También graficamos T, para A = 1/2 valor considerado como frotera entre en acoplamiento
débil y fuerte. Este rango de valores de A intenta mostrar que el modelo de interaccién BCS
con acoplamiento moderadamente débil es suficiente para predecir valores de T, inusualmente

grandes.

Los valores promedios experimentales de la temperatura de Debye y de Fermi para cupratos
son ©p = 400K y Tp = 12,000K (ver [40] y [41] respectivamente). Con esto obtenemos el

coeficiente v = ©p /Tr = 0.033, el cual usamos para obtener los resultados de la Figura 12.
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Cuando se consideran sélo bosones 2e en el condensado la Figura 12 muestra curvas monétonas
crecientes. Esto tiene una interpretacién. Cuando n/n § crece, como n es constante, ny decrece
y por tanto, el nimero de fermiones apareados aumenta. Bajo estas condiciones, segiin la teoria

de la condensacién de Bose-Einstein T, debe aumentar [30].

Al calcular la temperatura de transicién con el condensado formado sélo de bosones 2h, la
tnica forma de elevar la temperatuta de transicién es elevar el nimero de pares 2h y la 1nica
forma de elevar el nimero de las pares 2h es elevar el nimero de electrones libres, ver ecuacién
(131). Es decir, para el caso 2h, T, aumenta cuando n/n; disminuye. Lo cual se refleja en las
curvas en trazos de la Figura 12 que fueron calculadas considerando una condensacién sélo
de bosones 2h. Para este caso, las regiones mondtonas crecientes se pueden ver como regiones
inestables. De esta manera notamos que para cada valor de n/n; donde hay una temperatura

de transicion estable hay una inestable.

En 2D no hay curvas en trazas para A = 1/2 ya que sélo hay solucién para T, en valores de

n/ny menores o iguales a la unidad.

Las curvas T./Tp vs. n/ny con ng = 0 deben de estar por arriba de aquellas con my = 0.
Esto es por que la superconductividad por huecos en cupratos tiene mas alta T, que la super-
conductividad por electrones [42]. En la Figura 12 vemos que al considerar en el condensado
sélo pares de huecos se tienen mas altas T.’s que cuando se consideran en el condensado sdélo

pares de electrones.

Otra observacién del resultado plasmado en la Figura 12 es que cuando n/ny — 0 tenemos
T./Tr — o0. Esta “catastrofe”se exhibe atin cuando la relacién de dispersién es cuadratica (ver
Pég. 62 de [43]), donde la teorfa de la condensacién de Bose Einstein predice T, = 0, ver [30].
Sin embargo, el pardmetro n/ny no puede ser menor a la unidad, el niimero de electrones libres

no puede ser mayor al nimero total de electrones.

Cabe mencionar, por ejemplo, que en YBaCuO [44] y en HgBaCaCuO [45], los cuales pueden
ser tratados en 2D, el condensado consiste de pares de electrones ya que el coeficiente de Hall
se vuelve negativo por debajo de T,.. Para este caso, se puede descartar la condensacién por

parte de los pares de huecos.

En la Figura 13 mostramos curvas de la temperatura de transicién en 3D con v = Op/TF =
0.005, que es un valor experimental representativo. Para poder comparar los dos casos 3D y
2D tomamos los mismos valores de A. El comportamiento de T, en 2D y 3D es muy parecido.

Todas las curvas para 2h tienen la forma de “hoz” que tiene la curva para A = 2.75 en la Figura
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Figura 12: Las curvas en trazos nos dan el comportamiento para la fase con ny = 0. Para la
fase con my = 0 utilizamos curvas continuas. Todas las curvas estéan etiquetadas con el valor de
A que fueron calculadas. También incluimos, en puntos gruesos, la temperatura de transicion
que se obtiene por madio de BCS con A = 0.5 y 2.89 en orden ascendente. Estas curvas fueron
calculadas con f # 0.

12 solamente que para las demas el regreso se encuentra en valores de n/ny tan grandes que no
los incluimos en la figura.

El limite BCS se obtiene de hacer ng(T) = mp(T) y no(T) = mo(T), lo que equivale a
n/ny =1, ver (202). La temperatura BCS esta dada por

T. Op 1
— =1.14—7— —_ 216
o= Lt exp[ A] (216)

ver Ec. (3.29) de [1]. El punto negro en las Figuras 12 y 13 representa este limite, punto que
debe coincidir con el cruce de las curvas continuas (representando a los pares de electrones) y en
trazas (representando a los pares de huecos) con la misma A. Considero importante mencionar

que en 2D el cruce entre los dos tipos de curvas, con A’s mayores a 2, se aleja del resultado
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Figura 13: Las curvas en trazas nos dan el comportamiento para la fase con ng = 0. Las curvas
continuas representan la fase con mg = 0. Todas las curvas estan etiquetadas con el valor de
A que fueron calculadas. Los puntos gruesos sefialan la temperatura de transicion BCS para

A=1/2y 289

BCS, realizandose en valores mayores de T.. Este alejamiento crece junto con .

Las curvas de las Figuras 12 y 13 estan contenidas, en un buen tramo, en la regién de
temperaturas ambiente (RTSC, siglas de “room-temperature superconductivity” ), saliéndose de
esta regién al acercarse al limite BCS. En general vemos que entre méas grande es la diferencia
entre el nimero de pares 2h y el nimero de pares 2e, obtenemos una mayor temperatura de
transicién al estado condensado, o lo que es lo mismo, mayor temperatura de transicion al

estado superconductor.
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4.7 Potencial quimico fermidnico

De (209) y (213), obtenemos la forma del potencial quimico fermiénico en la temperatura
de transicién, p(7.), como una funcién de n/ny, para la fase my = 0; en la Figura 14 ésta se
encuentra en la region n/ny < 1. De (214) y (215), obtenemos la forma de p(7,) como una
funcién de n/ny, para la fase ng = 0, la cual se exhibe en la regiéon n/ny > 1 de la Figura 14.
En dicha figura vemos que el potencial quimico fermiénico decae monotonicamente conforme

disminuye el nimero de electrones libres.

20 T | T T T T

0 0.4 0.8 1.2 1.6 2

n/n,

Figura 14: Comportamiento del potencial quimico del sistema descrito por la teorfa CBFM en

2D. A la derecha de n/ny = 1 tenemos la fase pura ng = 0, la izquierda 7. /T la fase mgo = 0.

4.8 Energia libre de Helmholtz

El estado de minima energia potencial es el que determina en cual de las posibles fases

de equilibrio termodindmico se encontrara un sistema. Un estado microscopico significa una
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especificacién en detalle del momento y las posiciones de todas las particulas. Asi la energia F

del sistema es la suma de las energias cinéticas y potenciales.

El principio fundamental de la mecanica estadistica es que la probabilidad de encontrar al
sistema en un cierto estado microscépico con energia E es proporcional a exp(—FE/kgT) (ver
Ec. 7.7 de [9]). Todos estos estados microscépicos tienen la energia F vista macroscépicamente.
Asi, un estado macroscépico dado de energia F tendra un gran nimero de estados microcépi-
cos correspondientes al nimero de formas p(E) en que la energia E puede ser particionada
entre los muchos grados de libertad. Por lo tanto la probabilidad de ocurrencia de un estado
macrocopico debe ser proporcional a p(E)exp(—E/kgT). De (133), podemos reescribir esto
como exp(—F/kgT), donde S = kg In[p(F)] es la entropia. De esto podemos ver que el estado
més probable es el que corresponde al minimo valor de F', a diferencia del sistema de una sola
particula en el cual el estado més probable es el que corresponde al minimo valor de E. En
T = 0 la minimizacién de F' corresponde con la minimizacién de F, ya que para este caso, segin
(133), F = E. Este estado de méds baja energia tiene sélo una forma de particionar la energia,
es decir p = 1 lo que implica S = 0. El estado base es el mas ordenado correspondiendo a
entropia cero. Es evidente que a temperaturas lo suficientemente altas el término de la entropia
en F' puede dominar la energia libre. En general p(F) y, por lo tanto, la entropia incrementa
con la energia habiendo mas formas de particionar la energia entre los grados de libertad. El

correspondiente estado macroscépico es mas desordenado.

A continuacion se calcula la energia libre de Helmholtz en 2D como funcion de la temperatura

de transicion 7T, con la ayuda del potencial gran canoénico 2.

Habiendo deducido las ecuaciones (209) y (213) que nos dan la temperatura critica y el
potencial quimico como funciones del pardmetro de simetria n/ny, necesitamos una expresién
para el potencial termodindmico en funcion de T, y u. Por tanto, sustituyamos T'=T,, A = 0,
no =0,y my =0, en (137), asi,

Qg) = 2 /0 " deN (€)(e — ) — 2kgT. /O ' deN(€) In{1 + exp[B.(e — )]}

—9%kpT. /OO deN (€) In{1 + exp[—LF.(e — p)]}

+kpT, /OO deM(e) In {1 — exp[—f.(c + 2E + 0 — 2u)] }
21

+kgT. /00 deM(e) In {1 — exp[—f.(e — 2E; + e +2p)] } ; (217)
24

donde se utilizaron las Ecs. (139) y (143). La densidad de estados fermidnicos y bosénicos por
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unidad de volumen estd dada en (18) y (211) respectivamente.

Tomando en cuenta la relacién (208) asi como (207) y Er = mv2 /2 llegamos a otra relacién

que nos ayuda a obtener la expresion final del potencial gran candénico

onE? 12 n2
;o f
NR2E T N2 (218)

Con la ayuda de las relaciones anteriores y adimensionalizando la tdltima expresion para 2

con el parametro F; obtenemos

OT) _ P 5 /“dan{1+exp[<z—m/m

LzEfTLf 2 0

T, / " den{1 + exp|— (e — 1)/T.)}

+Tc——/ dz[e — 2A]In {1 — exp[—(2 + 2 + de — 210) /T.] }

T——/ dz[e — 2A]In {1 — exp[—(F — 2+ = + 2p) /T.|}, (219)

donde la linea sobre las variables de energfa significa su adimensionalizacién con E; de la misma
manera, T’ = T, /7. Para escribir esta expresion en unidades de Er basta con multiplicar todas

las variables de energfa por E;/Ep,

fjlv(;) _ _%_TC/Oude”ln{l+exp[(?—ﬁ)/fc]}

7 / " @1 + expl-E— B)/T}

+1.55 /2;) aE[E = 2G(0)] n {1 = exp[—(E + 2ng /) + b2 — 273)/T.] }

+1.55 /2 » dZ[E — 2G(0)] In {1 — exp[— (5 — 2(ny/n) + 6¢ + 270) /i]} : (220)

la tilde significa las variables de energia estan en unidades de EFr y la temperatura en unidades
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de Tr. De (135) vemos que

F(T)
NEp

= - %2 ~ T /oﬂ deIn{1 + exp[(c — 71)/T.]}
~T. [o deIn{1 + exp[— (€ — 1) /T.]}

+fcﬁ /26(0) dZ[E — 2G(0)] In {1 — exp[—(8 + 2(ny/n) + e — Qﬁ)/i]}

+’T;7;—z /i ) 2[5 — 2G(0)] In {1 — exp[—(Z — 2(nys/n) + 0¢ + zﬁ)/fc]} (221)
2G(0
La forma de F sin tomar en cuenta los pares de huecos condensados se obtiene de (221) al
utilizar la ecuacién tipo gap (209) y la ecuacion de nimero (213) para fiy T.. Para obtener F
sin pares de electrones condensados utilizamos (221), (214) y (215). En la Figura 15 se grafican
estas dos ramas de F' como una funcién de n/ny. Para n/ny < 1 son més estables los pares de
huecos y para n/ny > 1 mds estables los pares de electrones. Notemos que, segun (202), para
n/ng(T) < 1 el nimero de pares de huecos es mayor que el de pares de electrones electrones y
para n/ns(T) > 1 lo contrario. En n/ny = 1 tienen la misma estabilidad, estamos en el caso

BCS donde hay igual nimero de pares de electrones y huecos.

4.9 Temperatura de transicion en 2 < d < 3

Veamos el comportamiento de T, tomando la dimensién espacial en el intervalo que va
desde d = 2 hasta d = 3. Para esto restrinjamonos a my = 0. Recordemos que en la temperatura
de transicién el nimero de bosones condensados es cero, ng = 0, comparados con los bosones

excitados y que A(e) = 0. Con esto, la Ec. (144) se reduce a

& 2
= M(e)d
" /2A () €exp [Be(e +2Ef 4+ 0 —2p)] — 1

o 2
B /QA M(g)dgexp [ﬁc(g —2Ey + oc + QM)] -1

+ /OOO N(e)de {1 — tanh %50(6 — ). (222)

Tomemos la relacién de dispersion cuadrética (16) para describir a las particulas fermiénicas.

Haciendo Cy = h*/2m, s =2y B = 0 en (14) y (15) construimos la densidad de estados en
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Figura 15: F//NEp vs. n/ny. En la regiéon n/ny < 1 son maés estables los condensados con pares

de huecos y en n/ny > 1 mas estables los condensados con pares de electrones.

d-dimensiones para dichas particulas,

m d/2
N(e) = g(ﬁ) = (%) T

cd/2-1

(223)

Busquemos una relacién de dispersion bosénica. Tomando el caso de la relacion de dispersion

lineal, s = 1, el coeficiente de proporcionalidad entre € y K en 2D es
Cl = ()\/Qﬂ)th (224)

y en 3D
Cy = (M\/4)hvg. (225)

Sin embargo, necesitamos una expresién para C que recorra el intervalo continuo d = 1 — 2.
Como una aproximacién a dicha expresién propongamos que sea lineal, es decir,
dim—2)—27+6

O =
! 47

AR, (226)
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que en d = 2 reproduce a (224) y en d = 3 reproduce a (225).
Sustituyamos s = 1, B = 2A y el valor obtenido para C; en (15)

gl£) __ d (4m)?[e — 2A]"
O Ld 2ym)AT(1+d/2)[{d(r —2) — 27 + 6} \hvp|d

(227)

Ahora veamos la forma del ntimero total de fermiones en d-dimensiones. Como dicho niimero
es independiente de la temperatura, nos conviene hacer T' = 0, donde la distribucién de Fermi

vale uno de e = 0 a e = Ep y cero en cualquier otro intervalo de energias, es decir,

Er m\ /2 EY?
=2 [ N(de=2(-) 228
n=2) NOde=2(") Tamsom (228)

Anéalogamente,
N )2 E/2
=2(2) ot 229
"=\9r)  T(dj2 + Dk (229)
Dividiendo estas dos relaciones obtenemos una ralaciéon entre n y ny
B\ 42
A <—F> (230)
ny  \Ey

Auxiliandonos de estas relaciones y haciendo y = ¢/Ey y © = €/ Ey la ecuacion de ntimero (222)

se reescribe como

no 20=1qrd ng [ 2y — 2A]4!
n_f N )\d[d(ﬂ'—Q)—Qﬂ'+6]d;/2A exp [(y+2+de—2p)/T.] — 1
24-1dmd ny [ 2[y — 2A]41
_Ad[d(W—Q)—2W+6]d7/2A yexp [(y—2+de+2n)/T.] —1
-I—El /OO drx?/?1 [1 — tanh 2 :,u} (231)
4 /o 2T,

donde la barra significa que la cantidad estd dividida por Ey.
Ahora encontremos la expresién para la ecuacién tipo gap (149). Si en dicha ecuacién susti-
tuimos (140) y (151), recordando que estamos considerando el caso mp = 0,
Ef+de 2

€—p
2/E,(0) —2u| = N(e)d tanh
B0 =2 = [T Nee Tt S

(232)

y en unidades de Fy

3z 3e 1-2/d [l+0e d/2—1 _
1+ 28, 20% (ﬂ> / dr>— tanh T H. (233)
1

2 2 \n rT—q 2T,
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Nos conviene escribir las ecuaciones en términos de 6 = de/Er en lugar de de, ya que el primero

se puede relacionar con el parametro fenomenolégico v. La Ec. (231) queda como

no 241l ny /OO dy 2y — 2A]"!
ny MNd(m—2) =27 +6] n Jox exp {[y 4924 C%(nf/n)Z/d _ Qﬁ]/TC} -1
2 dn” ny [ 2ly — 28)""
S M[d(r —2) —2n + 64 n LW s 1 /P
5 exp { [y — 2+ de(ny/m)4 + 27T} — 1
+c_i / drz?/?! [1 — tanh 2 :'M} (234)
1), o,
y la (233) como
nyy2/d 5e 2/ )\52 npy 1-2/d 1+5~s("7f)2/d ; 24/2-1 N -0 )
= —_ _ L =— (2 t —
(n) *t3 “<n> 2<n> /1 R (235)

Con estas ecuaciones obtenemos la grafica de la Figura 16 que nos senala un comportamiento
decreciente de T,/Tr con la dimensién espacial del sistema, en el intervalo 2 < d < 3, cuando
estamos alrededor del caso BCS. En dicha grafica se nota que cuando el parametro de simetria

n/ny crece, la temperatura de transicién aumenta.

4.10 CBFM con f =0

Si en el presente modelo despreciamos la interaccién entre los electrones desapareados y
los 2e-CP, lo mismo para la interaccion entre los huecos desapareados y los 2h-CP, el potencial
termodindmico, dado en (137) se reduce a

QO(T7 L27 M, N07 MO)

= [E4(0) = 2uJno(T) + 210 — E(0)]mo(T)

Ld
_g " ki In[1 + exp{—p(ex — p)}]
0
+k§_T KdK In[1 — exp{—0[E,(K) — 2u]}]
m o+
+%§ KdK [l — exp{—B2u — E_(K)]}l,  (236)
0+

con las definiciones ng(T) = No(T)/L* y mo(T) = Mo(T)/L>.
De la relacién termodindmica N = —0€/0u, podemos encontrar el nimero total de elec-

trones al derivar el potencial termodinamico con respecto al potencial quimico, asi,

n= N/L* = ny(T) + 2np(T) — 2mp(T), (237)
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Figura 16: Comportamiento de 7,./TF con la dimensién espacial d a diferentes valores de n/ny.

donde
i) = 1 [ kdklexp{Bta — ) + 117! (239)
ng = no(T) + % (: KdK [exp{B[E;+(0) — 2u 4+ ex]} — 1] (239)
Yy
mp = mo(T) + % [ KK lesp{plen— B0+l -1 (240)

La ecuacién de nimero (237) nos asegura la conservacion del nimero de particulas al transfor-

marse de fermiones a bosones y viceversa.

Con el fin de simplificar nuestra ecuacién de nimero escribamos la densidad de ntimero n

en términos de kp. Asi, sustituyamos Er = h%k%/2m en (206) para obtener

_ ki

=5 (241)

n



63

Sustituyendo este resultado en (237), junto con las definiciones (238), (239) y (240), llegamos a

T o= [ hakies{s(e - w} + 1
+2mno(T) + Oio KdK[exp{B[E+(0) — 2u+ex]} —1]7°
—2mmo(T) — Ojo KdK[exp{B[2u — E_(0) + ex]} — 1] (242)

Para equilibrio termodinamico debemos tener un valor mimimo de €y con respecto a ng y
mg. Al derivar la ecuacién (236) respecto a ng sélo sobrevive el primer sumando, ya que es el
tnico que tiene dependencia en ng. Al derivar la ecuacién (236) respecto a mq s6lo sobrevive el

segundo sumando, ya que es el tnico que tiene dependencia en mg. Asi, llegamos a
0
OMy

Imponiendo £ (0) = 2u sélo la primera ecuacién es satisfecha. Esto quiere decir que My = 0,

— 2 — E_(0) = 0. (243)

asi que estamos en la fase pura 2e—CP. La condensacién de Bose Einstein BEC ocurre por
abajo de una temperatura 7, determinada por ny(7.) = 0. Para el presente caso la Ec. (143),
con de = hwp, es

o =2E;+hwp y  E_(0)=2E; — hwp. (244)
Con lo anterior y sustituyendo €, = h*k?/2m y e = 2A + NwpK /27 (ver Ec. (69) de [34]),

después de adimensionalizar con Ep, la ecuacién de nimero (242) se reduce a

% = /000 kdk[exp{(k* —a~' — g)/Tc} +1]
+ [ RdR[exp{(2A0) + AK /=) /Ty — 1]
_ [ Raklexp{(2v + 2A(0) + g)/fc} -1 (245)

en esta ecuacién hemos definido k = k/kp, K = K/kp, 7 = n/ns, T, = T./Tr, A(0) = A(0)/Ep
y v =hwp/Ep.

La funcién polylogaritmo, PolyLog|o, —az], estd definida en [46] como sigue

[ ot 1 (—az)
PolyL ,—az] = ——— dpy————— = =370 246
olyLog|o, —az] oTo /. T eprta @2 I (246)
Cuando a = —1 esta funcién se reduce a la integral de Bose g,(z), que tiene la forma

o

l
z
gd/s(ZB) = ld]/s’s’ (247)
=1
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ver Apéndice E de [29]. Esta a su vez, para z = 1 coincide con la zeta de Riemann, ¢ (o), ver
Apéndice E de [29]. Para a = 1 la funcién PolyLog[o, —az| se vuelve la integral de Fermi f,,(2)
definida en el Apéndice D de [29] y que tiene la forma

falze) = (-1 (248)

=1

donde z, = exp {ﬁe / f] Con la ayuda de dichas funciones la igualdad (245) toma la forma

T, ~
1/2 = —jPolyLog[l, —exp{(R~" + g)/Tc}]

N <7TT0> {PolyLog[2, exp(—2v/ sinh(1/))/T.)]

A
— PolyLog[2, exp{—[2v + 2v/ sinh(1/\)] /T, }]}; (249)

donde se tomo la forma de A dada por

~ 1%

G(0) = S (173’ (250)

ver Ec. (2.40) de [1].

Para obtener la ecuacion correspondiente a la fase pura 2h—CP del condensado de Bose-
Einstein debemos tomar F_(0) = 2u con lo cual solamente la segunda igualdad de (243) es
satisfecha. De esta forma, siguiendo un procedimiento anédlogo con el que obtuvimos (249)
podemos obtener la correspondiente ecuacién de nimero para la fase pura 2h—CP la cual tiene

la forma

1/2 = —=PolyLogll, ~exp{(i™* ~ 2)/T.)]

A
—PolyLog[2, exp(—2G(0)/T.)]}]}- (251)

+ (W—Tc> {PolyLog[2, exp{—[2v + 2G(0)] /T

Usando (249) se obtuvieron las curvas continuas de la Figura 17 y con (251) las curvas en trazas.
En esta figura se grafica T'/Tr vs. n/ny para v = Op/Tp = 0.033 a varios valores de . En
dicha figura se muestra que para la fase pura 2e—CP siempre se obtiene una curva monétona
creciente para la temperatura de transicion. Esto es debido a que cuando la supercondutividad
es debida solo a pares de electrones, la temperatura de transicién es proporcional al niimero de
2e, ver Ec. (9).
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Para la fase pura 2h—CP cuando n/ny decrece (es decir el nimero de fermiones libres crece)
la temperatura de transicion crece. Esto es de esperarse por que cuando la superconductividad
es debida sélo a los pares de huecos, la temperatura de transicion aumenta con el nimero de
pares de huecos (que son las que juegan el rol de los bosones, ver Ec. (9)), y el nimero de 2h
crece con el incremento de electrones libres, ver ecuacién (131). Podemos decir que el intervalo

en que crece T, con n/ny, para la fase pura 2h—CP, esta formado por estados inestables.

Por otro lado, observemos que para ny = 0 tenemos una 7, méas grande que para mg = 0 (ver
Figura 17). Lo cual no es de extranarse ya que la superconductividad por huecos en cupratos

tiene mds alta Tc que la superconductividad por electrones [42].

Cabe mencionar que para los valores utilizados de A y de ©p/Tr no hay diferencia signi-
ficativa entre los resultados obtenidos con f # 0, ver Figura 12, y los resultados obtenidos con
f =0, ver Figura 17. Sin embargo, cuando tomamos ©p/Tr = 0,35 la diferencia fundamental
del comportamiento de la temperatura de transicion como funcién del pardmetro de simetria
es que con f = 0 no hay interseccién entre la curva ng = 0 y su correspondiente, respecto a
su valor de A\, my = 0. Recordemos que el cruce, como se da en n/ny = 1, nos da el valor
BCS. Esto refleja el acierto del modelo CBFM al introducir la interccién entre los electrones

desapareados y los electrones o huecos apareados.

Reescribiendo la ecuacién de nimero para la fase pura 2e—CP ahora con relacién de dis-

persién bosénica cuadrética, ex = h?K?/2m, obtenemos,

|- T /O”dx[exp{x—mwg)/i}m1

+T.9:(1) — Tc/ dz[exp{2v/T.} exp{z} — 1]}, (252)

0+

donde 2 = K?/T,. Como g;(1) diverge (ver Apéndice D de [29]), la ecuacién anterior nos lleva
a una aparente contradiccion. De un lado de la igualdad tenemos la unidad y del otro lado
una divergencia. Propongamos 7, = 0. En la primera integral, como (n=t + %)/TC — 00, el
integrando vale uno a menos que x sea infinito, donde nuestra funcién vale 1/2. Como una
buena aproximacién, podemos tomar nuestro integrando como la unidad si tomamos el limite

superior de la integral como (2" 4%)/ T.. Con esta idea, después de realizar la primera integral,

la ecuacién (252) se reduce a

o

+ (1) - T, / delexp{2v T} exp{a} — 1], (253)

0+
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Figura 17: Las curvas continuas nos dan el comportamiento para la fase mg = 0. Para la fase
ng = 0 utilizamos las curvas en trazas. Todas la curvas estan etiquetadas con su valor de .
Los dos puntos negros indican el valor BCS de T../Tr con A = 1/2 y 2.89 en forma ascendente.

Estas curvas fueron calculadas con f = 0.

La solucion a esta ecuacion es T, = 0, ya que sélo este valor contrarresta la divergencia de

91(1); ademas el integrando se hace cero.

Para la fase pura 2h—CP tenemos la misma conclusién
1+771— g = T.q1(1). (254)

El que T, sea cero en 2D para relacion de dispersion cuadrética, es un resultado muy
conocido, ver Ec. (9). La teoria de la condensacién de Bose-Einstein concluye que no hay estado
condensado para sistemas tales que d/s < 1 [30]. El mismo resultado se obtiene si en CBFM
hacemos A = 0 en vez de f = 0. Esto resulta de que en la temperatura critica el potencial

quimico bosénico alcanza el valor del estado base de energia, es decir,

pip = 2p = 2E; + hwp = E,(0) (255)
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o bien,

pp =2 =2E; — hwp = E_(0) (256)

lo cual es la condicién para obtener las faces puras 2e—CP y 2h—CP respectivamente.

Para CBFM con f finito el potencial quimico bosénico no alcanza el estado base del espectro
bosoénico, esto es debido al mecanismo de formacion y destruccion de pares de fermiones lo que

esta reflejado en las ecuaciones del potencial quimico (149) y (150).

La discusién méas importante de este capitulo es la generalizacion de la teoria BCS al ale-
jarnos de la simetria perfecta entre el nimero de pares de electrones y de huecos en el estado
condensado. Esto nos llevé a obtener mas altas temperaturas de transicién tedricas. Segun
CBFM, si experimentalmente se pudieran aumentar el niimero de pares de particulas por sobre
el nimero de pares de huecos en un material superconductor, se podria llegar a una T, del orden
de la temperatura ambiente. Més atin, si en este mismo limite los portadores de carga son pares
de huecos se podria llegar a T,’s todavia mas altas que si los portadores fueran pares de particu-
las, ver figuras 12, 13 y 17. Esto resalta la idea que hemos llevado a lo largo de este trabajo al
defender la participacién de los pares de huecos en el fenémeno de la superconductividad.

También debemos mencionar que el papel que juega la dimensionalidad es irrelevante en el
incremento de la temperatura de transicion al alejarnos de la simetria perfecta, ver figuras 12

y 13. Aunque muy cerca de la simetria perfecta la temperatura de transicién es menor en 3D.
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Capitulo 5

Conclusiones

e Tratando a un sistema superconductor como una mezcla ideal de fermiones y bosones
encontramos que la cuspide del calor especifico que exhiben gréaficas experimentales en super-
conductores considerados por algunos autores en 2D, como por ejemplo los cupratos, desaparece
conforme disminuye el nimero de bosones. Este resultado reafirma que los pares de Cooper,
introducidos a la teoria de la superconductividad por BCS, los cuales son los causantes de la

transicién al estado superconductor, pueden tratarse como bosones.

e Para T > 057, y d = 3, 2 y 1 la relacion de dispersion bosénica es lineal en su fase
pura (sélo 2e— o 2h—CP). Para mds bajos valores de T’s uno puede argumentar que una fase
mixta de BEC conteniendo 2e— y 2h— CP’s es més estable (es decir, tiene una energia libre de

Helmholtz més baja).

e Al utilizar una relacién de dispersién que no toma en cuenta el papel que juegan los pares
de huecos en el mecanismo que conduce a la superconductividad, la temperatura de transicién
tiende a T, = 0.2027F (donde Tr es la temperatura de Fermi) cuando el acoplamiento tiende
a cero. Esta temperatura es grande, y ain mas tomado en cuenta que el acoplamiento entre
fermiones para formar un par bosénico es cero. Fisicamente esperariamos que, al ser muy dificil
el apareamiento, la temperatura de transicion al estado condensado sea muy chica de modo
que la vibracién térmica de la red cristalina sea lo suficientemente pequena de forma que no
pueda impedir el apareamiento. Al introducir una relacién de dispersiéon que toma en cuenta
la participacién de los pares de huecos en la superconductividad se obtiene que cuando el
acoplamiento tiende a cero la temperatura de transicion también tiende a cero, como se espera
fisicamente. De ésto también notemos que el tratamiento bosénico que se le da a los pares de

Cooper no contrasta con el acoplamiento fermiénico introducido en la teoria BCS.

Algo andalogo ocurre en 3D. Cuando utilizamos la relacién de dispersién independiente de
A encontramos que al tender a cero el acoplamiento, T, tiende a 0.9887%. Al introducir la
dependencia de A en la relacion de dispersién T, tiende a cero cuando el acoplamiento tiende a
cero.

e Por medio de la teoria CBFM se estudié de la energia libre de Helmholtz en 2D. Encon-

tramos que para n/ny; < 1 son més estables los pares de huecos y para n/ny > 1 mas estables

los pares de electrones. En n/n; = 1 tienen la misma estabilidad, estamos en el caso BCS donde
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hay igual niimero de pares de electrones y huecos.

e En todas nuestras graficas de T./TF vs. n/ns vemos que cuando el condensado consta sélo
de pares de huecos la T, es mas grande que cuando el condensado consta tinicamente de pares

de electrones. Resultado que concuerda con resultados experimentales.

e Otro resultado de interés que nos arroja el andlisis de las curvas T, /Ty vs. n/ny es que
conforme A crece por arriba de 1/2 la teoria CBFM se aleja de BCS. En A = 1/2 se obtiene,
por medio de CBFM, el valor de T, obtenido con BCS, pero en A = 2.89 CBFM predice una

T, ligeramente mas grande que BCS.

e La conclusiéon méas importante que se obtiene del estudio de la teoria CBFM es que para
acoplamiento fermiénico moderadamente débil el modelo de interaccion BCS es suficiente para
predecir valores de T, inusualmente grandes. Cuanto mayor es la diferencia entre el nimero de
pares de electrones y el numero de pares de huecos, mayor es la temperatura de transicién al

estado superconductor.

e También se analiz6 la teoria CBFM sin interaccion entre fermiones y bosones. Al introducir
la relacion de dispersion cuadrética para bosones en CBFM con f = 0, o alternativamente A = 0,
se obtiene T, = 0, resultado que concuerda con la teoria de la condensacién de Bose-Einstein.
Esto resulta de que al hacer f = 0, o bien, A = 0, a la temperatura 7T, el potencial quimico

bosoénico es igual al estado base de energia bosénica.

Al calcular T, con interaccién entre fermiones y bosones se puede ver que, con f y A distintos
de cero, caso en el que T, # 0, el potencial quimico bosénico no alcanza el estado base del
espectro bosonico. Esto nos hace pensar que la distancia entre el potencial quimico bosénico y

el estado base es proporcional al intervalo de energias donde se forman los pares.

e Trabajando con la teoria CBFM en simetria perfecta y con la teoria BCS se llegd al
mismo resultado al calcular la energia de condensacién. Este resultado refuerza la idea que
CBFM reproduce BCS haciendo mo(T') = no(T) asi como mg(T) = ng(T).

e Estudiamos la interaccién atractiva entre los electrones (o huecos) de la teoria CBFM
como una sola particula, de masa reducida en el centro de masa, en un potencial atractivo que
es una funcién de la coordenada relativa. Tratamos dicho potencial como una delta atractiva
V(r) = —V4d(r), obtenemos una generalizacién, al sistema en que se considera, no sélo los
electrones y pares de electrones, sino también huecos y pares de huecos, de las ecuaciones que
W. Miyake publicé en 1983 .

e A través de la teoria CBFM se puede llegar a una descripcién tedrica de superconduc-
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tores tanto de alta como de baja temperatura de transicion. Con ésta se podria investigar las

condiciones bajo las cuales se puede dar la superconductividad a temperatura ambiente.
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