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Introduccion

La teoria de selecciones de funciones multivaluadas o multifunciones fue
introducida a principio de la década de los 50’s por el matematico esta-
dounidense Ernest Michael, quien demostré los resultados fundamentales de
esta area de la Topologia. Desde entonces, dicha teoria se ha ido desarrollan-
do ampliamente y se ha aplicado a otras areas de las matematicas, como son,
el Anélisis Funcional y Convexo, Topologia General, Topologia Geométrica,
Teoria del Punto Fijo y la Teoria de Extension de Funciones, entre muchas
otras.

Sin entrar en detalles, la Teoria de Selecciones trata basicamente de lo
siguiente: si X y Y son dos espacios topolégicos y ¢ es una multifuncion
inferiormente semicontinua de X a los conjuntos no vacios de Y, se pregunta
qué condiciones se debe pedir a X, a Y y a ¢, para poder encontrar una
funcién continua f : X — Y tal que f(z) € ¢(z). Esta funcién f es lo que
llamaremos una seleccion de ¢

Al terminar mi tesis de licenciatura, en la cual daba una pequena re-
visién de los teoremas clasicos de la teoria de selecciones y algunas de sus
aplicaciones, surgié la siguiente pregunta: Si X y Y son G-espacios (espacios
topoldgicos en los cuales actiia continuamente un grupo topolégico G) y ¢ es
una multifuncién equivariante (es decir, ¢(gr) = gé(z), para todo elemento
g del grupo), ;bajo qué condiciones de G, de X, de Y y de ¢ es posible
encontrar una seleccién equivariante? En otras palabras, nos preguntdbamos
si era posible generalizar algunos de los teoremas clésicos de Michael a la
categoria G-Top.

El método (no equivariante) usado por Michael, consiste en encontrar
primero una cast seleccion, es decir, una funcién continua f: X — Y, en la
cual f(x) y ¢(x) estuvieran arbitrariamente cercanos. Luego, construir una
sucesién de casi selecciones que convergiera uniformemente a una seleccién.
Tratando de seguir este método, notamos que el problema radicaba precisa-
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VIII INTRODUCCION

mente en encontrar un teorema que nos garantizara la existencia de una cas?
seleccion equivariante. Aparentemente, este problema era mas dificil que el
de encontrar una seleccién equivariante por otro método. En el articulo [1],
se demuestra la existencia de una seleccién equivariante, en el caso de que el
dominio sea un G-espacio paracompacto y el rango un G-espacio de Banach
(en este caso G es un grupo compacto). El método usado consistia en usar la
integral vector valuada respecto a la medida de Haar, para integrar una se-
leccién arbitraria (cuya existencia estd garantizada por los teoremas clésicos
de Michael), obteniendo finalmente una seleccién equivariante. Sin embargo,
por este camino no habia forma de encontrar una casi seleccién. Ademas, la
hipdtesis de que el rango fuera un espacio completo, era algo muy fuerte, ya
que en los teoremas no equivariantes dicha hipdtesis no es necesaria.

Paralelamente comenzamos a estudiar el articulo de T. Dobrowolski y J.
Van Mill, Selections and near-selections in linear spaces without local con-
vezity ([8]). En dicho articulo se da una caracterizacion de los retractos ab-
solutos (en el caso de espacios lineales metrizables) a través de una condicién
de casi seleccién. Inspirados en el método usado en este articulo, regresamos
a la pregunta original sobre la existencia de una casi seleccién equivariante,
encontrando finalmente el teorema de casi seleccién equivariante deseado y
generalizando el teorema de seleccién equivariante de [1] a un teorema en el
cual el rango no es necesariamente completo (ver Capitulo 2).

Finalmente, en el Capitulo 3 de este trabajo, se demuestra un teorema
de extensién de funciones equivariantes, a través del uso de casi selecciones
equivariantes, mostrando asi la utilidad que dichas funciones tienen.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introduciremos los conceptos y resultados basicos que
usaremos a lo largo del texto. Para ello, es conveniente establecer desde ahora
alguna de la notacién que se utilizara, asi como hacer algunas aclaraciones
sobre lo que se trabajard mas adelante.

Todos los espacios topolédgicos con los que trabajaremos seran espacios de
Hausdorff, a menos que se especifique lo contrario. Por un espacio topologi-
co lineal(o simplemente, espacio lineal) entenderemos un espacio vectorial
real provisto de una topologia que hace continua la suma de vectores y la
multiplicaciéon por escalares. Cuando trabajemos con un espacio vectorial,
daremos por entendido que los signos + y > denotan la suma de vectores
en dicho espacio.

Si (G, %) es un grupo, para facilitar la notacién, eliminaremos el signo *
que denota la operacién, sustituyéndolo por la yuxtaposicién de los elementos
del grupo. Asi, si a y b son elementos de G, el producto a * b lo denotaremos
simplemente por ab.

Por otro lado, si X es un espacio topolégico y A un subconjunto arbitrario
de X, denotaremos por A a la cerradura de A en X; es decir, el conjunto
formado por todos los puntos de adherencia de A. Por 0A, denotaremos a la
frontera de A. Y, por |A| denotaremos la cardinalidad de A.

Si X es un espacio métrico, con métrica d, usaremos el signo B(x,r) para
denotar la bola abierta con centro en el punto z y radio r; esto es,

B(z,r) ={z€ X | d(z,z) < r}.
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Definiciones basicas como paracompacidad, particion de unidad, redes,
seran obviadas. Sin embargo, éstas pueden ser consultadas en [9]. El resto de
la notacién sera introducida a lo largo del texto.

1.1. Conjuntos Convexos

Uno de los conceptos que méas usaremos a lo largo de este trabajo es el de
conjunto convexo. Por ello, es conveniente repasar esta definiciéon asi como
algunos resultados basicos al respecto.

Consideremos un espacio topoldgico lineal Y. Diremos que un conjunto
A C Y es convexo, si para cualesquiera dos puntos a y b de A, el segmento

T={yeY | y=(1—-t)a+tb te€0,1]}

estd contenido en A.

Si A es un subconjunto arbitrario del espacio lineal Y, llamaremos casco
convexo de A (y lo denotaremos por Conv(A)) al conjunto convexo mas
pequeno que contenga a A. Es decir,

Conv(A) = ﬂ{K | Kes convexoy A C K}.

Por otro lado diremos que un vector v € Y es una combinacion convexa

de elementos de A, si
n
V= Z )\iai,
i=1

donde a; € A, Y-\ =1y A\ €0,1] para toda i € {1,...,n}.
i=1

Para cada n € N, definimos el conjunto Conv,(A) de la siguiente forma:

CODVn(A) = {Z )\ia,- | a; € A, )\Z - [O’ ]_]7 Z/\Z = 1} .
i=1 i=1

Proposicion 1.1.1. Sean Y un espacio topoldgico lineal y A un subconjunto
de Y. Entonces se cumplen los siguientes enunciados:

1. Conv(A) = Ej Conv,(A),
n=1



1.1. CONJUNTOS CONVEXOS 3

2. si A es finito, entonces Conv(A) es compacto.

o0

Demostracién. 1. Primero demostremos que |J Conv,(A) es un conjunto
n=1

o0
convexo. En efecto, si a,b € [J Conv,(A), entonces podemos suponer que

n=1
a €Conv,,(A) y b €Convy(A), para ciertos m, k € N. De esta manera, existen
puntos @y, ...,am y by, ..., b en A, y escalares Ay,..., A\, y t1,...,tp en [0, 1]
tales que
m k
OJ:ZAiO,i y bzzt]b]
i=1 j=1
y ademas,
m k

Sea s € [0, 1] arbitrario, entonces

m k m k
(I1—=s)a+sb=(1-15s) Z Aia; + sthbj = Z(l — s)\a; + Z st;b;.
i=1 Jj=1

i=1 j=1

Notemos que en este caso, (1 —s)\; € [0,1] para todo i =1,2,...,m. De
igual manera observemos que st; € [0, 1] para todo j = 1,2,..., k. Por otro
lado,

m k m k
Z(l—s)A,«i—Zst(1—3)2&-%—32%:(1—3)+3:1.
1 j=1 i=1 J=1

=

De esta manera, (1—s)a+sb €Conv,, (A), por ser una combinacién convexa
de m + k puntos de A. Luego, (1 — s)a + sb € |J Conv,(A), lo cual prueba

n=1
que este ultimo conjunto es convexo, como se queria demostrar.

Ahora observemos que A C |J Conv,(A), por lo que
n=1

Conv(A) C U Conv,(A).
n=1
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Demostraremos por induccién sobre n que Conv,(A) CConv(A).Sin =1,
entonces

Convy(A) = A C Conv(A).

Supongamos que para toda k < n, Convg(A) CConv(A). Seay € Conv,1(A),
entonces existen puntos ay,...,a,+1 en A, y escalares A,..., A1 € [0,1],
tales que

n+1 n+1

] =1

Podemos suponer sin perder la generalidad que y ¢ A. Entonces
S0
i=1

lo cual nos permite definir A = 1/>° A;. Notemos que u; = A+ \; € [0, 1], para
i=1
cada i € {1,...,n}. Ademés

por lo que

v = Z pia; € Convy,(A).

=1

Aplicando la hipétesis de induccién, podemos afirmar que v €Conv(A). Como
Conv(A) es un conjunto convexo, el punto

( )\i> VA A1l = <Z )\i)v + (1 - Z )\i) Apy1
1 =1 =1

=



1.1. CONJUNTOS CONVEXOS 5

pertenece a Conv(A). Ahora bien,

n+1

y= Z Aia; = (Z /\iai) + Ang1Gns1
i=1 i=1
< i /\i) (A i )\iai> + At 1Gng1
i=1 i=1
= (Xn: /\i) U+ Apg1Gnyt-

=1

Por lo que podemos concluir que y €Conv(A), y por lo tanto

Conv(A) = U Conv,,(A).

2. Ahora supongamos que A es finito y demostremos que Conv(A) es
compacto. Sea n = |A|. Por la parte 1 de esta proposicién, sabemos que
Conv(A) =Conv,(A). Consideremos el simplejo estandar

A, = {(Al,...,An) ER' | N e[0,1], X N = 1},
i=1
asi como el cubo unitario I™ C R"™. Sabemos que I™ es un subconjunto cerrado
y acotado de R™. Como A, C I", el simplejo A,, estd acotado. Por otro lado,
N, = f71{1}) N I", donde f : R® — R es la funcién continua definida en
cada (z1,...,x,) € R" como:

Fn, ) =3
i=1

Como {1} es un subconjunto cerrado de R, la continuidad de f nos garantiza
que f71({1}) es un subconjunto cerrado de R". Asi, A, = f~1({1}) N I" es
un subconjunto cerrado y acotado de R"™. De esta manera, podemos conluir
que A, es compacto.

Como A es finito, A es compacto. Por lo tanto A™ también es compacto.
Luego, el producto X = A, x A" es un espacio compacto. Definamos la
funcién g : X —Conv(A) de la siguiente manera:

9((My-An), (an, - ap)) = Z)\iai.
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Es claro que g esta bien definida y es continua. Ademas, se sigue de la defini-
cién de Conv,(A), que g es una funcién suprayectiva. Entonces

g(X) = Conv,,(A) = Conv(A)

es un espacio compacto, como se queria demostrar.

]

Diremos que un espacio topoldgico lineal es localmente convexo, si el
origen tiene una base local de vecindades convexas.

Supongamos que Y es un espacio lineal metrizable y que d es una métrica
en Y. Diremos que d es invariante bajo traslaciones si para cualesquiera
puntos x,y, z € Y, la métrica d satisface:

d,y) = d( + 2,y +2).

Por ejemplo, si (Y, ||+ ||) es un espacio normado, la métrica d determinada
por la norma es una métrica invariante bajo traslaciones. En efecto:

dx+2z,y+2z) =z +2) = (y+2)| =z -yl =d=,vy),

para todo z,y,z € Y.

Como veremos en el siguiente teorema, la existencia de una métrica in-
variante bajo traslaciones es una propiedad de todos los espacios lineales
metrizables.

Teorema 1.1.2. Sea Y un espacio lineal metrizable. Entonces existe una
métrica d en Y, compatible con la topologia de Y, tal que d es invariante
bajo traslaciones. Mds aun, si 'Y es localmente convero, entonces las bolas
determinadas por la métrica d son convezas.

Para la demostracién de este teorema, se puede consultar ([12], pag. 18).

Proposicion 1.1.3. Sea Y un espacio lineal metrizable. Supongamos que d es
una métrica en d, invariante bajo traslaciones y tal que las bolas determinadas
por dicha métrica son conjuntos convexos. Entonces, para todo r > 0, y para
todo subconjunto convexo A deY, el conjunto

B(A,r)={y €Y | d(y,a) <r, para algin a € A} = U B(z,r).
z€A

€S CONVEXO.
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Demostraciéon. Primero notemos que, por la invarianza de d bajo trasla-
ciones, d(x,y) < r siy sblo si d(0,y —x) < r. Afirmamos que B(x,r) =
xz + B(0,r). En efecto, si y € B(z,r), entonces y = z + (y — x) y, como
y—x € B(0,r), sucede que y € z + B(0,r). A la inversa, si y € z + B(0,r),
entonces y = = + z donde z es un punto de B(0,r). Luego, d(0,y — x) =
d(0,z) < r, por lo que d(x,y) < r y por lo tanto y € B(x,r). Esto prueba
que B(x,r) =z + B(0,r). Asi,

B(A,r)=|JBla,r) = J(a+ B(0,r)) = A+ B(0,r).

a€A a€A

Con esto, hemos probado que B(A,r) = A+ B(0,r).

De esta manera, si x,y € B(A,r), entonces existen puntos a;,as € A,y
x1, Ty € B(0,r) tales que

T =a;+ I vy Y =as+ Ta.
Asi, sit € [0, 1], entonces

te + (1 —t)y =t(ar +x1) + (1 — t)(az + x2)
= (tar + (1 — t)ag) + (tz1 + (1 — t)xs).

Como A y B(0,r) son convexos,
(ta; + (1 —t)ag) € A y (tzy + (1 —t)xe) € B(O, 7).

Luego,
tr+(1—t)ye A+ B(0,r) = B(A, 1),

lo cual demuestra que B(A,r) es convexo. ]

1.2. Aciones de Grupos Topoldégicos

Un grupo topolégico G es un grupo provisto de una topologia que hace
continua a la funcién producto:

GxG—G
(g,h) — gh
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y a la funcién que manda cada elemento a su inverso:

G —d
g—g!

Como ejemplos de grupos topolégicos tenemos R™ con la suma de vectores;
el grupo general lineal GL(n,R) con la topologia heredada de R™, asi como
sus subgrupos: el grupo ortogonal O(n) o el grupo especial ortogonal SO(n).
De hecho, todos estos ejemplos son también grupos de Lie. Para ser mas
especificos, un grupo de Lie es un grupo provisto de una estructura de
n-variedad diferenciable donde el producto y el inverso son funciones C*°.

En lo sucesivo, usaremos las letras G o H para denotar a los grupos
topologicos. La letra e denotara siempre el neutro del grupo en cuestion, y
utilizaremos las letras g y h para representar los elementos del grupo.

Definicién 1.2.1. Sean G un grupo topoligico y X es un espacio topoldgico.
Una accion continua de G en X es una funcion continua 0 : G x X — X
que satisface las siguientes condiciones:

1. O(e,x) = z, para todo x € X;
2. 0(h,0(gx)) = 0(hg, ), para todo g,h € G, y x € X.

En la préactica a las acciones continuas les llamaremos simplemente ac-
ciones. Ademas, si 6 : G x X — X es una accién de G en X, es comin
escribir 6(g, x) simplemente como gz. Entonces, las propiedades 1 y 2 de la
definiciéon anterior, indican que

er = x, y h(gz) = (hg)z,

para cada x € X y cada g, h € GG. Cuando exista una accién continua de un
grupo topoldgico G' en un espacio X, diremos que G actia continuamente
en X o que X es un G-espacio. En dicha situacién, si z € X, el conjunto

G(r) ={gz | g€ G}

recibird el nombre de orbita de . Si A € X y M C @, denotaremos por
M A al conjunto
MA={ha | heH,ac A}
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Si X es un G-espacio, entonces cada elemento g € G induce una funcion
6, : X — X, donde ,(x) = gx. La funcién 6, recibird el nombre de transi-
cién. La continuidad de la accién, nos garantiza que ¢, es continua. Ademas,
para cualesquiera g € GG, x € X, se cumple que:

0y 0 0y-1(x) = Oy(g™ ') = (997 )z = =,
y también

Og-100y(x) =0, (92) = (¢ 'g)r ==
Por lo que 6, es en realidad un homeomorfismo de X en X. Este hecho nos va
a permitir operar en el grupo con facilidad. Por ejemplo, afirmaciones como

gA = gA, g(ANB) = gAN gB o gU es abierto (cerrado) si y sélo si U es
abierto (cerrado) son claramente ciertas.

Diremos que un subconjunto A de un G-espacio X es G-invariante
(o simplemente invariante, cuando se sobreentienda quién es el grupo en
cuestion), si GA = A.

Supongamos que X y Y son G-espacios, y que f : X — Y es una funcion.
Diremos que f es G-equivariante si

f(gx) = gf(x), para cualesquiera = € X, g € G.

Otro tipo de funciones importantes con las que vamos a trabajar son
las funciones invariantes. Una funcién f : X — Y, entre dos G-espacios es
G-invariante, si

f(gx) = f(x), para cualesquiera z € X, g € G.

En lo sucesivo, a las funciones G-equivariantes (G-invariantes) les lla-
maremos simplemente equivariantes (invariantes).

Si X es un G-espacio y x € X, definimos el grupo de isotropia de = o
estabilizador de = como el subconjunto G, C G determinado por

G, ={9€G|gr=uzx}
Claramente G, es un subgrupo de G.
Proposicién 1.2.2. Si X es un G-espacio y (g,x) € G x X, entonces:

-1
ngg = Ggm-
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Demostracion. Si h € (G, entonces

ghg™' (9z) = gh(g™'gz) = (gh)z = gz,
por lo que ghg™ € Gy, de donde gG,g7" C Gy,
Por otro lado, si h € Gy, entonces h(gx) = (hg)r = gz, por lo que
z = (97" hg)z.

Esto garantiza que (¢g~'hg) € G, y en consecuencia,

h=g(g"'hg)g™" € gGog™".
Asi G, C gGog™t, de donde G, = gG,g™ ", como se querfa demostrar.  []
La siguiente propiedad sera usada més adelante.

Proposicién 1.2.3. Sean X un G-espacio y H C G un subgrupo. Entonces
el conjunto
X[H={zxe X | HCG,}

es cerrado en X.

Demostracién. Sea x € X[H]|. Entonces existe una red (z;);c; C X[H] que
converge a x. Como x; € X[H], se cumple que hz; = x; para todo h € H, y
para todo ¢ € I. Luego, si aplicamos la continuidad de la accién obtemenos
que

hr =lim hx; = limx; = x.

De este modo podemos concluir que h € G, para todo h € H, y por lo tanto
r € X[H]. m

1.2.1. Espacio de Orbitas

Proposiciéon 1.2.4. 57 X es un G-espacio, entonces cualesquiera dos orbitas
de X son iguales o son ajenas.

Demostraciéon. Supongamos que x1, 25 € X son puntos tales que
G(l‘l) N G(ZL’Q) ?é @
Entonces existen ¢ € Gy g2 € G tales que g1 = goxo, y por lo tanto

Ty = gy ' gom2 € G(29), y Ty = gy 111 € G(21).
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Este hecho nos permite concluir que
G(Jfl) C G(J}Q) C G(I'l),

lo cual garantiza que G(x1) = G(x2). O

Denotaremos por X/G al conjunto de érbitas de un G-espacio X. Este
conjunto es a su vez un espacio topologico, provisto de la topologia cociente
que hereda de X. Al espacio topolégico X/G lo llamaremos espacio orbital,
y, a la funcién cociente 7 : X — X /G le llamaremos proyeccién orbital.

Notemos que si X es un G-espacio, y C' C X es un subconjunto arbitrario,
entonces 71 (7(C)) = GC. En efecto, si x € GC, entonces r = gc para algtin
g € G, c e C. Luego, m(x) = w(c) y por lo tanto z € 7~ 1(n(C)), de donde
concluimos que

GC c n1(=(0)).

Por otro lado, si z € 77(7(C)), entonces existe ¢ € C' tal que 7(z) = 7(c).
Asi, x = gc para algin g € G y por lo tanto x € GC. Este hecho demuestra
que 7 H(w(C)) € GC, lo cual nos permite concluir que

= (7(C)) = GC.
En los siguientes resultados usaremos frecuentemente esta ultima igualdad.
Proposicién 1.2.5. La proyeccion orbital m : X — X/G es abierta.

Demostracién. Sea U abierto en X. Entonces

N (U) = GU = | o0,

geG
lo cual es una unién de abiertos (ya que cada gU es abierto) y, por lo tanto

7(U), es abierto. O

1.2.2. Acciones de Grupos Compactos

Sea X es un G-espacioy 0 : G x X — X la accién de G en X. Definamos
para cada punto z € X, una funciéon 6, : G — X dada por

0.(9) = gz (1.1)
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Como 6 es una funcion continua, 6, también lo es. Notemos que 0,.(G) = G(x)
es la érbita de z. Entonces, si G es compacto, podemos concluir que 6,(G)
es compacto, y por lo tanto todas las 6rbitas de X son conjuntos compactos.
También observemos que

0, {z}) ={9 € G | gz =2} = G,.

De este modo, por la continuidad de la funcién 6, podemos concluir que G,
es un subgrupo cerrado de G, para todo x € X. Luego, si G es compacto,
entonces G, también es compacto.

Todo lo anterior lo podemos resumir en la siguiente observacion.

Observacion 1.2.6. Si G es un grupo compacto y X es un G-espacio, en-
tonces:

1. las orbitas son subconjuntos compactos de X;

2. los grupos de isotropia son subgrupos compactos.

Supongamos que X es un G-espacio y que G es compacto. Para cualquier
punto x € X, el subgrupo G, actia en G de la siguiente manera:

G, xG—G
(h,g) — gh™"

Por la continuidad del producto en el grupo, dicha acciéon es continua. En-
tonces G es un G -espacio y, por lo tanto, podemos pensar en el espacio de
érbitas G/G,. Sea m : G — G /G, la proyeccién orbital. Notemos que G/G,
lo podemos ver como el conjunto de clases laterales:

G/G, ={9G. | g € G}.

Ahora podemos pensar que G actiia en G/G,, por traslaciones izquierdas, es
decir

G x (G/G,) — G/G,
(g,hGy) — ghG,

Esta accién es continua y, por tanto, G/G, es a su vez un G-espacio.
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Consideremos la funcién 6, : G — G(z) definida anteriormente. Notemos
que para cualesquiera g € G, v h € G, se cumple que

0.(gh) = (gh)x = g(hx) = gx = 0.(g).

Por la propiedad universal del cociente, existe una funcién continua 6, :
G/G, — G(x), que hace conmutar el siguiente diagrama:

G —>G(x)

Notemos que 0,(9G,) = 0,(7(g) = 0.(g) = gz, para cada g € G, y cada
x e X.

Proposicion 1.2.7. Si X es un G-espacio de Hausdorff y G es un grupo
compacto, entonces 0, : G/G, — G(x) es un homeomorfismo equivariante.

Demostracién. La propiedad universal del cociente nos garantiza que 6, es
continua. Como G es compacto y 7 es continua, el espacio G /G, es compacto.
En vista de que G(z) es de Hausdorff, podemos concluir que 0, es una funcién
cerrada. Por otro lado, para cada g,h € G y cada z € X,

0:(hgGs) = (hg)z = h(gz) = h8:(9G.),

lo cual demuestra que_@x es equivariante. Para completar la prueba necesi-
tamos demostrar que 6, es una biyeccién. Si y € G(x), existe g € G tal que
gr = y. Entonces

asi que 6, es una funcién suprayectiva. Ahora supongamos que ¢1Gy v oGy
son dos clases laterales en G/G,, tales que

Pero 0,(9;G.) = 0.(g:) = gix, para i = 1,2. Entonces gjx = gox y por lo
tanto g; 'gox = , lo cual demuestra que g; ‘g, € G, de donde

glGx - g2Gx'

De esta manera hemos demostrado que 8, es inyectiva y, por lo tanto, 6, es
un homeomorfismo. O
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Proposicion 1.2.8. Sean G un grupo compacto y X un G-espacio arbitrario.
Entonces la accion 0 : G x X — X es una funcion cerrada.

Demostracién. Sea FF C G x X cerrado. Consideremos una red (g;, x;)icr

en F' de manera que la red (g;x;);c; converge a un punto x € X. Necesitamos

probar que xz € #(F). Como G es compacto, la red (g;)ics tiene una subred

(9i,) que converge a un elemento g € G. Como G es un grupo topoldgico,
-1 -1 1

la red (g; ") converge a g=*. Pero z;, = g; (¢s,%:,), por lo que la red (z;,)

converge a g~ 'z y, por lo tanto, la red (g; ,; ) converge a (g,g 'x). Como
F es cerrado, (g, g 'x) € F, Luego

v =g(g~'w) =0(g.9'x) € O(F),
como se queria probar. O]

Proposicion 1.2.9. Sea X un G-espacio, donde G es grupo compacto. En-
tonces la proyeccion orbital m: X — X /G es perfecta.

Demostracion. Necesitamos demostrar que la proyeccién es cerrada y con
fibras compactas. Dado C' C X, cerrado, tenemos que 7 (7(C)) = GC el
cual es cerrado por la Proposicién 1.2.8, y por lo tanto 7(C) es cerrado en
X/@G, lo cual demuestra que la proyeccién orbital es una funcién cerrada.
Para ver que las fibras son compactas, simplemente notemos que cada fibra
es, de hecho, una orbita en X y por lo tanto es compacta. O

Corolario 1.2.10. S5 G es compacto y X es un G-espacio paracompacto,
entonces X/G es paracompacto.

Demostracion. Como la paracompacidad se preserva bajo funciones ce-
rradas, (véase [9], pdg. 310), si X es paracompacto, entonces X /G también
lo es. O

Si X es un G-espacio, diremos que una cubierta de X, {U,}aca, €s in-
variante si cada U, es invariante bajo la accién de G.

Proposicion 1.2.11. Sea X un G-espacio paracompacto. Si G es com-
pacto, entonces toda cubierta abierta invariante de X, {Ua}aca, tiene un
refinamiento abierto, invariante y localmente finito.
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Demostracién. Consideremos {U,},c4 una cubierta abierta e invariante
de X. Sea 7 : X — X/G la proyeccién orbital. Por el Corolario 1.2.10,
X/G es paracompacto. Como 7 es abierta, la familia {7(U,)}aca consti-
tuye una cubierta abierta de X/G y, por la paracompacidad de este espacio,
existe un refinamiento localmente finito {Vy}iea. Por la continuidad de ,
la familia {77'(V))}rea €s un refinamiento abierto y localmente finito de
{Us}aca- Ademds, cada conjunto m—!(Vy) es G-invariante, lo cual prueba
que {771 (V) }aea es el refinamiento buscado. O

Proposiciéon 1.2.12. Sea {U,}aca una cubierta abierta, invariante y lo-
calmente finita de un G-espacio X. Si G es compacto y X paracompacto,
entonces existe {Pa}aca una particion de unidad invariante subordinada a

{Ua}ocEA-

Demostracién. Consideremos la proyeccién orbital 7 : X — X/G. Como
X /G es paracompacto, existe una particiéon de unidad {g, }ae4 subordinada a
la cubierta {7(U,)}aca de X/G. Para cada a € A, definamos p,, : X — [0, 1]
por

Pa = Q4o O T.

Claramente {p,}aca €s una particién de unidad subordinada a la cubierta
{Uq4}aca. Para completar la prueba, sélo necesitamos demostrar que cada p,
es invariante. Si g € G y x € X, entonces 7(z) = 7(gx), por lo que

Pa(92) = qa(7(97)) = qu(7(2)) = pal2),

lo cual prueba que p, es invariante, para cada « € A. Por lo tanto {pa,}aca
es la particién de unidad buscada. O

Teorema 1.2.13. Sea X un G-espacio métrico con métrica p. Si G es com-
pacto, entonces la funcion d : X x X — [0,00) definida en cada (z,y) € X xX
como

d(z,y) = Slelg{p(ga:, 9y)}

es una métrica en X, invariante bajo la accion del grupo (es decir d(gx, gy) =
d(z,y) para cada x,y € X, y cada g € G) y compatible con la topologia de
X.

Demostraciéon. Como G es compacto y la funcién G — R dada por g —
p(gx, gy) es continua, podemos garantizar que d(z,y) existe y es un nimero
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finito. Es claro que d(z,y) > 0 para todo z,y € X. Ademas, si z = y, entonces
gx = gy para todo g € Gy por lo tanto d(z,y) = 0. Por otro lado, si d(z,y) =
0 entonces p(gzx, gy) = 0 para todo g € G, en particular p(ex, ey) = p(z,y) =
0 por lo que z = y. Claramente p(gzx, gy) = p(gy, gz), de donde concluimos
que d(z,y) = d(y, z). Para ver la desigualdad del tridngulo notemos que

p(9z, gy) < pgz, 92) + p(9z,9y), para todo g € G, x,y,z € X,
por lo que
d(x,y) = sup{p(gz, gy)}

geG

< sup{p(gz, gz) + p(9z, 9y)}
geG

<sup{p(gz, gz)} + sup{p(gz, 9y)}
geG geG

=d(z,2) +d(z,y),

lo cual prueba que d es una métrica. Para ver que d es invariante bajo la
accion del grupo, notemos que si ¢’ € G entonces

d(g'z, g'y) = sup{p(g9g'z, 9g'y)} = sup {p(gg'z, 99'y)}
geG gg9’eG

= sup{p(hx, hy)} = d(xa y)
heG
Para completar la prueba demostremos que la topologia generada por d es la
misma que la topologia generada por p. Primero notemos que

p(z,y) < d(x,y) para todo z,y € X,

por lo que la funcién identidad de (X, d) en (X, p) es continua. Para completar
la prueba demostremos que la funcién identidad de (X, p) en (X, d) también
es continua. Sea zp € X. Consideremos una funcién ¢ : G x X — R (en este
caso X tiene la topologia inducida por la métrica p) definida por:

©(g,7) = p(gr, g0)-

La continuidad de la accion y la continuidad de la distancia p garantizan
que @ es una funcién continua. Ademds, ¢(g,z¢) = 0, para todo g € G. Asi,
dados € > 0, y g € G, podemos encontrar una vecindad abierta O, de g,
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y 6, > 0 tales que, para todo h € O, y para todo = € B(xg,0,) = {y €
X|p(y, zo) < 04}, se cumpla que

lp(h,z) — (g, 70)| = @(h,x) = p(hx, hxo) < /2.

La familia {O,},cc es una cubierta abierta del espacio compacto G. En-
tonces existe una subcubierta finita de {Oy} e, digamos {Oy,, ... O,, }. Sea

d =min{d,li =1,2...,n}.

Consideremos = € X tal que p(z,xy) < . Notemos que para todo g € G,
existe g; tal que g € Og,. Por la eleccién de ¢, también se cumple que = €
B(xg,d,,). Entonces

©(g, ) = p(gx, gro) < /2.

Como podemos hacer esto para todo g € G, podemos concluir que
p(gx, grg) < £/2, para todo g € G,
y por lo tanto

d(x,x0) = sup{p(gzx, gzo)} < ¢,
geG

lo cual demuestra que la identidad de (X, p) en (X, d) es continua. O

1.3. Rebanadas

Definicién 1.3.1. Sean X un G-espacio y H C G un subgrupo cerrado.
Diremos que un subconjunto S C X es una H-rebanada si se satisfacen los
siguientes enunciados:

1. S es cerrado en G(S) ={gx | g € G, x € S}.

2. S es H-invariante, es decir, HS = S.

3. Para cada elemento g € G\ H, se cumple que gS NS = 0.
4. G(S) es abierto en X.

En estas condiciones, el conjunto G(S) recibe el nombre de H-tubo.
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En la Observacion 1.2.6 indicamos que si GG es compacto, entonces G, =
{9 € G|gxr = z} es un subgrupo compacto de G, para cada z € X. En
particular, cada G, es un subgrupo cerrado de GG. Asi, podemos preguntarnos
por la existencia de G -rebanadas. El siguiente resultado, conocido como el
Teorema de la Rebanada, nos da condiciones bajo las cuales esto es posible.

Teorema 1.3.2. Sean G un grupo compacto de Lie, y X un G-espacio com-
pletamente regular. Entonces, para cualquier punto x € X, ewxiste una G-
rebanada S C X, tal que v € S.

Para una prueba del teorema anterior, véase [6] pag. 86.

Teorema 1.3.3. Sean G un grupo compacto, X un G-espacio, y S C G una
G-rebanada, para algin x € S. Entonces existe una retraccion equivariante

r:G(S) — G(z) tal que r~'(x) = S.

Demostracién. Construyamos la funcién r : G(S) — G(z) de la siguiente
manera:

r(y) = gz, siy € gS.
Siy € gSNhS, entonces
hlgSNS #0.

Como S es una G, -rebanada, h~'g € G, y por tanto gz = hx. Esto demuestra
que r estd bien definida. Claramente r(gx) = gx para todo gz € G(z), y
r~'({z}) = S. Para ver que r es equivariante, consideremos y € G(S) y
h € G. Siy € ¢S, entonces hy € (hg)S, por lo que

r(hy) = (hg)x = h(gz) = hr(y).

Para completar la prueba necesitamos demostrar que r es continua. Sean
y € G(S) v (yi)ier una red en G(S) que converja a y. Entonces para cada
1 € I, existe x; € Sy g; € G tal que y; = g;x;. Como G es compacto,
podemos suponer, sin perder la generalidad, que la red {g;}ic; converge a
g € G. Entonces g; 'y; = x; v, por la continuidad de la accién, tenemos que

limz; = lim g; 'y; = g~ 'y.

Como S es cerrado en G(S), podemos concluir que g~ 'y € S, ya que la red
(x;)ier estd contenida en S. Llamemos z = g~ 'y. Entonces

limr(y;) = limr(g;x;) = lim g;r(z;).
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Pero r(z;) = x ya que x; € S, para todo i € 1. Asi,

limr(y;) = lim g;z = gz = r(gz) = r(y),
lo cual demuestra que r es continua. O

Corolario 1.3.4. Sean G un grupo compacto y X un G-espacio. Supongamos
que existe una G -rebanada, S C X, para algin x € S. Entonces, para todo
abierto O C G, el conjunto OS es abierto en X.

Demostracién. Como G(S) es abierto en X y OS C G(S), es suficiente
demostrar que OS es abierto en G(S). Para esto utilizaremos las funciones
0,: G — G(x)y0,: G/G, — G(z) que definimos anteriormente. Recorde-
mos que, para cada g € G,

0:(9) = gz, y 0.(9G:) = gz.

Ademés, si 7 : G — G /G, es la proyeccién orbital, entonces 6, o1 = 6,. Por
la Proposicién 1.2.5, m es una funcién abierta y, por la Proposicién 1.2.7, 6,
es un homeomorfismo. Por tanto, la composicién 8, o7 es una funcién abier-
ta. Luego, 6, es abierta. Esto implica que 6,(0O) es abierto en G(x). Ahora
consideremos la retraccién r : G(S) — G(z), como en el teorema anterior. La
continuidad de esta funcién nos garantiza que W = r=(6,(7(0))) es abierto
en G(S). Pero r~*(gz) = ¢S para todo g € G, por lo que

w=|]JgS=0s5,

ge0
lo cual demuestra que OS es abierto en G(S5). O

Diremos que una cubierta {U,}oea de un G-espacio X es una cubierta
tubular si cada conjunto U, es un H,-tubo, para algin subgrupo cerrado
H, CG.

Hemos visto que toda cubierta invariante de un G-espacio paracompacto
admite un refinamiento invariante y localmente finito (cuando G es com-
pacto). Ahora probaremos un resultado andlogo en el caso de cubiertas tubu-
lares. Para ello es necesario el siguiente lema.

Lema 1.3.5. Sea G un grupo topoldgico que actia continuamente en un
espacio X. Supongamos que H C G es un subgrupo cerrado y que S C X es
una H-rebanada. Consideremos U C X un abierto invariante. S1 UNS # 0,
entonces U NS es una H-rebanada.
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Demostracion. Consideremos x € UNS y h € H. Como S es H-invariante,
hs € S para cada s € S. Ademas, como U es invariante, también se cumple
que hs € U para cada s € U. Por tanto, hs € UN S para cada s € UNS.
Esto muestra que U N S es H-invariante.

Por otro lado, si g € G\ H, entonces ¢S NS = () y por lo tanto

gUNS)yNUnNS)=0.

Para demostrar que G(U N S) es abierto en X, primero notemos que
G(UNS) =UnNG(S). En efecto, si z € U N G(S), entonces z = gs para
algiin g € Gy s € S tal que gs € U. Como U es invariante, s = g7'lz € U y
por lo tanto x = gs € G(U N S), de donde concluimos que

UNG(S) Cc GUNS).

Ademés, como U es invariante, G(U N'S) C U N G(S). Esto prueba que
UNG(S)=GUNS).
Como G(S) es abierto en X y U también es abierto en X, se tiene que
G(UNS)=UNG(S) es abierto en X.
Por ltimo, como S es cerrado en G(.S), existe un conjunto cerrado C' en
X tal que
S=GS)NnC.

Entonces
unsS=UnGENC)=UnNnGO)NC=GUNS)NC.

Esto prueba que U N S es cerrado en G(U N S), quedando asi demostrado
que U N S es una H-rebanada. O

Proposicion 1.3.6. Sean G un grupo compacto y X un G-espacio para-
compacto. Sea {G(Sq)}aca una cubierta tubular, donde cada S, es una H,-
rebanada. Entonces {G(Sq)}aca admite un refinamiento tubular localmente
finito.

Demostracién. Para cada a € A, sea U, = G(S,). Consideremos el refi-
namiento {7~ 1(V})}rea, como en la demostracién de la Proposicién 1.2.11.
Para cada A € A, existe a), € A, tal que

7Y (V3) C Uay = G(Say).
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Llamemos Qy = S,, N 7 (V). Entonces, por el Lema 1.3.5, Q) es una
H,,-rebanada, y

T (Va) = G(Q»),

por lo lo que {G(Q») }aea es el refinamiento localmente finito que buscdbamos.
O]

1.4. G-Espacios Lineales

Sea L un espacio lineal en el cual actia continuamente un grupo G.
Diremos que L es un G-espacio lineal, si para cada g € G, z,y € L y para
cada escalar ¢, se cumple que

g(x +y) =gz + gy, y g(tx) = tgx.

En otras palabras, L es un G-espacio lineal, si las transiciones son fun-
ciones lineales.

Teorema 1.4.1. Supongamos que L es un G-espacio lineal metrizable. En-
tonces existe una métrica d en L que es invariante bajo traslaciones e invarian-
te bajo la accion del grupo. Mas aun, st L es localmente convexro, entonces
las bolas determinadas por la métrica d son convexas.

Demostracion. Sean p una métrica en L invariante bajo traslaciones y sea
d la métrica en L definida por

d(z,y) = Slelg{p(gx, 9y)}-

Por el Teorema 1.2.13, d es una métrica invariante bajo la accién del grupo
y compatible con la topologia de L. Veamos que también es invariante bajo
traslaciones. Sean x, y, z € L. Como p es invariante bajo traslaciones, tenemos
que

p(g9x + gz, gy + 9z) = p(gx, gy), para todo g € G.
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De este modo

d(x +z,y+2) = Slelg{p(g(rv +2),9(y + 2))}

= sup{p(gz + g2, gy + 92)}
geG

= sup{p(gz, gy)}
geG

=d(z,y),

lo cual prueba que d es invariante bajo traslaciones.

Ahora supongamos que L es localmente convexo. Entonces, por el Teo-
rema 1.1.2, podemos suponer que las bolas determinadas por la métrica p
son convexas. Demostremos que también las bolas determinadas por d son
convexas. Sean z € Ly ¢ > 0. Supongamos que d(z,z) < ¢y d(y,z) < ¢.
Necesitamos demostrar que para todo ¢ € [0,1], d(tx+ (1 —1t)y, z) < e. Como
las bolas determinadas por p son conjuntos convexos, tenemos que para todo
g € G y para todo t € [0, 1],

p(tgzr + (1 —t)gy, gz) < max{p(gz,gz), p(gy, 92)}.

Por esta razon podemos usar la linealidad de la accién para concluir que

d(tr + (1 —t)y,z) = Sgg{p(g(tx +(1—1t)y),92)}

= sup{p(tgr + (1 — t)gy, g2)}
geG

< sug{méX{p(gx, 92),p(9y, 92)}}
ge

<E.

Esto prueba que las bolas determinadas por d son convexas. O

1.5. Extensores Equivariantes

Supongamos que G es un grupo topoldgico y que X y Y son G-espacios.
Diremos que Y es un G-extensor absoluto de vecindad para X, o en
simbolos que Y € G-ANE(X) si para todo subconjunto cerrado e invariante
A C X, y para toda funcién continua y equivariante f : A — Y, existe una
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vecindad invariante de A, U C X, y una funcién continua y equivariante
F :U — Y que hace conmutar el siguiente diagrama

Bajo las mismas condiciones, diremos que Y es un G-extensor absoluto
para X, o en simbolos que Y € G-AE(X), si para todo subconjunto cerrado
e invariante A C X y para toda funciéon continua y equivariante f : A — Y,
existe otra funcién F' : X — Y, la cual extiende continua y equivariantemente

a f.

Ahora supongamos C es una clase de G-espacios topologicos. Diremos que
un G-espacio Y es un G-extensor absoulto de vecindad para la clase C,
siY € G-ANE(X), para todo X € C. Este hecho lo denotaremos en simbolos
por Y € G-ANE(C).

Anélogamente diremos que Y es un G-extensor absoluto par la clase
C o en simbolos que Y € G-AE(C), si Y € G-AE(X), para todo X € C.

Teorema 1.5.1 (Version equivariante del Teorema de Dugundji). Supon-
gamos que G es un grupo compacto de Lie y que L es un G-espacio lineal.
Si L es localmente convexo, y V C L es un subconjunto convexo, entonces
V € G-ANE(M), donde M es la clase de todos los G-espacios metrizables.

Para la demostracién de este teorema véase [2].

1.6. Multifunciones y Selecciones Equivariantes

Definiciéon 1.6.1. Consideremos dos espacios topologicos X y Y. Una mul-
tifuncion o funcion multivaluada es una funcion de X a los subconjun-
tos no vacios de Y .

Si ¢ es una multifuncién de X a Y, escribiremos ¢ : X = Y. Asi ¢ asocia
a cada punto z € X un subconjunto no vacio ¢(z) de Y.
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Se dice que una multifuncién ¢ : X = Y es inferiormente semiconti-
nua (y lo denotaremos por i.s.c.), si para cualquier abierto U de Y el conjunto

o (U) ={z e X | ¢(x)NU # 0}

es abierto en X.

Cuando X y Y sean G-espacios (para algun grupo topoldgico G), dire-
mos que una multifuncién ¢ : X = Y es G-equivariante (o simplemente,
equivariante) si para todo g € G, se cumple que

o(gz) = gd(z) = {gy | y € é(z)}.

Proposicién 1.6.2. Si ¢ : X = Y es una multifuncion i.s.c. yp : X =Y
es otra multifuncion tal que, para cualquier r € X,

U(z) = o(x),
entonces 1 es i.s.c.

Demostracion. Sea U C Y un subconjunto abierto. Recordemos que para
cualquier subconjunto A de Y, ANU # () siy sblo si ANU # (). Por esta
razén se tiene lo siguiente:

VEU) ={ze X | ¢()nU #0}
={zeX | ¢@@)nU #0}
—{reX| ¢(x)nU +# 0}
={z e X | ¢(x)NU # 0}
= o= (U).
Como ¢ es i.s.c., ¥<(U) = ¢=(U) es abierto en X y por lo tanto 9 es i.s.c.
O

Corolario 1.6.3. 5i ¢ : X = Y es una multifuncion 1.s.c., entonces la
multifuncion ¢ : X =Y, dado por

€s 1.8.cC.
Ademds, si X yY son G-espacios y ¢ es equivariante, entonces 1 también
es equivariante.
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Demostraciéon. Simplemente notemos que

() = ¢(x) = ¢(x)

y apliquemos la Proposicién 1.6.2. Por otro lado, si X y Y son G-espacios y
¢ es equivariante, entonces

o(gx) = gop(x), paratodor e X y ge€G.

Luego ¢(gz) = gp(x) = gp(x) = gy(x), lo cual demuestra que 1) es equi-
variante. O

Proposicién 1.6.4. Sean f: X — Y wuna funcion continua entre dos espa-
cios topologicos y r > 0. Supongamos que Y admite una métrica d la cual
define su topologia y que ¢ : X =Y es una multifuncion i.s.c. tal que, para
cada x € X,

d(f (@), d(x)) <.

Entonces la multfuncion ¢ : X =Y dada por

P(x) = o) N B(f(x),7)

es i.s.c.. Ademds, st X yY son G-espacios y d es invariante bajo la accion
del grupo, entonces 1 es equivariante si ¢ y f son equivariantes.

Demostracion. Consideremos un conjunto abierto V' C Y. Demostraremos
que el conjunto <(V) es abierto en X. Sea x € ¥ =(V). Entonces existe
y €Y tal que

y € (@) NV = (o(z) N B(f(x), 1)) NV.

Evidentemente d(y, f(z)) < r, por lo que ¢ = r — d(y, f(x)) > 0. Escojamos
d € (0,¢) tal que
B(y,8) € B(f(x),r) V.

Como ¢ es i.s.c., el conjunto

Wi =¢7(B(y,6/2)) ={z € X | ¢(2) N B(y,6/2) # 0}

es abierto en X. Mds atin, como y € ¢(x) N B(y,d/2) podemos garantizar
que W es una vecindad abierta de x. Por otro lado, como f es continua, el
conjunto

Wy = f1(B(f(2),0/2))
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es una vecindad abierta de x. Sea O = W, NW,. Entonces O es una vecindad
abierta de x. Consideremos 2’ € O, entonces f(z') € B(f(x),d/2), por lo que

d(f(z'), f(x)) < 6/2.

Ademas, ' € Wy, por lo que existe un punto y' € ¢(2') N B(y,0/2) C V.
Luego
d(y',y) <4/2.

Utilizando estas dos ultimas desigualdades, concluimos que

d(y', (&) < d(y,y) + dly, f(2)) + d(f (), f())
<6/24(r—e)+0/2
<0/2+ (r—20)+6/2

=T

Asi, podemos garantizar que ' € ¢(2') N B(f(2'),r) NV = (2') N V. Luego
' € Yp=(V) y por lo tanto O C U. De lo anterior, se sigue inmediatamente
que U es un conjunto abierto. Esto prueba que 9 es i.s.c.

Ahora supongamos que X y Y son G-espacios, que las funciones ¢ y f son
equivariantes y que la métrica d es invariante bajo la accién de G. Entonces
¢(gr) = gp(x) para cualesquiera g € G, x € X. Por otro lado d(f(z),y) <r
si y sélo si d(gf(z),gy) <, para todo g € G. Como f es equivariante, esto
ultimo sucede si y sélo si d(f(gz), gy) < r. De aqui concluimos que

B(f(gx),r) = gB(f(x),r), para cualesquiera g € G,z € X.
Asi, podemos observar que
b(gx) = d(gz) N B(f(gx),7) = g¢(x) N gB(f(z),7)
= 9(o(x) N B(f(x),7)) = g¢(x),
lo cual garantiza que 1 es equivariante. O

Consideremos dos espacios topolégicos X v Y, v ¢ : X = Y una mul-
tifuncion. Una seleccién de ¢ es una funcién continua f : X — Y tal que
f(z) € ¢(x), para toda x € X. Ademds, si X y Y son G-espacios y ¢ es
equivariante, diremos que f es una G-seleccion o seleccién equivariante,
si es una seleccion tal que

f(gx) = gf(x), para cualesquiera g € G, = € X.
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SiY es un espacio métrico con métrica d y € > 0, diremos que f : X — Y
es una e-seleccion o casi seleccién para ¢ si

d(f(z),¢(z)) = inf {d(f(z),y)} <e.
yEd(z)
En el caso de que X y Y sean G-espacios, diremos que una e-seleccién
es una e-seleccion equivariante o casi seleccion equivariante si como
funcion es equivariante.
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Capitulo 2

Selecciones Equivariantes

En el articulo [1], se prueba un teorema de seleccién equivariante para
multifunciones cuyo dominio es un G-espacio paracompacto y cuyo rango
es un G-espacio de Banach, donde G es un grupo compacto. El método
usado permite encontrar una seleccion equivariante a partir de una seleccion
arbitraria. Sin embargo, en la prueba de dicho teorema es indispensable que
el rango sea un espacio completo. Ademas, dicho camino es muy diferente
al método usado por Michael en [11], en el cual primero se demuestra la
existencia de una e-seleccion, y luego se encuentra una seleccién como el
limite uniforme de una sucesién de e-selecciones.

En este capitulo, demostraremos un teorema de casi seleccion que nos
permitira (siguiendo el método de Michael) encontrar un teorema de seleccién
equivariante en el cual el rango no es completo, generalizando de esta manera
el Teorema 3.4 de [1].

2.1. Un Teorema Sobre Punto Fijo

Sean L un espacio lineal, localmente convexo y metrizable y G un grupo
compacto de transformaciones que actia lineal y continuamente en L. Supon-
gamos que K C L es un subconjunto convexo, completo e invariante. Conside-
remos C'(G, K), el espacio de todas las funciones continuas de G en K, pro-
visto de la topologia compacto abierta. En C'(G, K) podemos definir una
accion de G de la siguiente manera:

G x (G, K) — C(G, K)

29
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(9, f)=9g*f,

donde
(g* f)(h) =gf(h), para todo h € G.

Para cada f € C(X,G),y g € G, sea ,f € C(G, K) dada por:
of(h) = f(hg), para todo h € G.
Anélogamente definimos f, € C'(G, K) por
fq(h) = f(hg), para todo h € G.

Teorema 2.1.1. Eziste una funcién continua, [ : C(G,K) — K, la cual
satisface las siguientes condiciones:

1 [of=[f=[/fs paratodogeGyfeC(G K);

2. [g*f=g][ [, para todo g€ Gy f € C(G,K);

3. st f(g) = xo € K, para todo g € G, entonces [ f = xy.
Para la demostracién de este teorema véase [5].

Corolario 2.1.2. Sean G un grupo compacto y L un G-espacio lineal, lo-
calmente convexo y metrizable. Supongamos que K C L es un subconjunto
convexo, completo e invariante. Entonces existe un punto a € K tal que
ga = a para todo g € G.

Demostracion. Sea z € K un punto arbitrario. Definamos una funcién
continua f : G — K de la siguiente manera

f(g) =gz

Llamemos a = [ f € K, donde [ es la funcién definida en el Teorema 2.1.1.
Notemos que para todo g € G, g * f = ,f. En efecto, si h € GG, entonces,

g* f(h) = gf(h) = ghz = f(gh) = 4f(h).

De esta manera, si g € G es un elemento arbitrario, entonces:

sa=g[t=[oet=[u=[r=a

lo cual demuestra que a es un punto fijo, como se queria probar. O
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2.2. Espacios Ricos

Definicién 2.2.1 ([4]). Sea G un grupo topoldgico y H C G un subgrupo
cerrado. Diremos que H es grande, si existe un subgrupo normal N C H tal
que G/N es un grupo de Lie.

El siguiente teorema nos brinda una 1util caracterizacién de los subgrupos
grandes.

Teorema 2.2.2. Sea H C G un subgrupo cerrado de un grupo localmente
compacto G. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1. H es un subgrupo grande.

2. G/H es un G-ANE metrizable para la clase de todos los G espacios
paracompactos.

3. G/H es localmente contraible.

Para la demostracién de este teorema véase [4].

Supongamos que G es un grupo compacto que actiia continuamente en
un espacio de Hausdorff X. Observemos que si z € X es un punto cuyo
estabilizador, G, es un subgrupo grande, entonces la érbita G(x) es un G-
ANE para la clase de todos los G-espacios paracompactos, ya que G(z) es
G-homeomorfo a G /G,. Esto lo podemos resumir en la siguiente observacién.

Observaciéon 2.2.3. Sean G compacto y X un G-espacio de Hausdorff. Si
G, es grande para algin x € X, entonces G(x) € G-ANE para la clase de
todos los G-espacios paracompactos.

Definiciéon 2.2.4 ([4]). Sea G un grupo compacto y X un G-espacio. Diremos
que X es un G-espacio rico, si para cualquier punto x € X, y para cualquier

vecindad U de x en X, existe un punto y € U tal que G, es grande, y
G, C Gy,

Evidentemente, si G es de Lie, cualquier GG-espacio es un espacio rico.

Teorema 2.2.5. Sea G un grupo compacto de Hausdorff y X un G-espacio
completamente regular. Supongamos que X € G-ANE(P), donde P denota
la clase de todos los G-espacios paracompactos. Entonces, X es un G-espacio
Ti.CO.
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Para la demostracién de este teorema véase [3].

Teorema 2.2.6. Supongamos que G es un grupo compacto y que X es un
G-espacio rico. Entonces, para cada punto x € X y para cada vecindad U de
x, existe un punto y € X y una Gy-rebanada S C U que contiene al punto
z, tal que G es grande y G, C G,,.

La demostracién de este resultado se puede consultar en [4].

2.3. Casi Selecciones Equivariantes

Lema 2.3.1. Sea G un grupo compacto. Sean X yY G-espacios. Supongamos
que d es una métrica en Y invariante bajo la accion del grupo. Sea ¢ :
X =Y una multifuncion equivariante i.s.c. y 0 > 0. Supongamos que existe
un subespacio invariante Xo C X y una funcion continua y equivariante
f: X =Y tal que flx, es una 0-seleccion para ¢|x,. Entonces, para todo
e > 0 existe una vecindad abierta e invariante de X, U, tal que fly. es una
(0 + €)-seleccion de ¢|y. .

Demostracion. Para cada x € X, sea

We = [TH(B(f(2),¢/2)) N 6" (B(f(x),d +¢/2)).

Como f es continua y ¢ es i.s.c., el conjunto W, es una vecindad abierta de
x. Consideremos la unién

U.= | J w..

z€Xo

Esté claro que U. es una vecindad abierta de X,. Veamos que es la vecindad
que estamos buscando. Primero demostremos que U. es invariante. Para ello
tomemos un punto x € U, y un elemento g € GG. Entonces existe zo € X, tal
que z € W,,. Como X es invariante, se sabe que gry € X,. Por otro lado,
como

¢(x) N B(f(z0),0 +¢/2) # 0,

podemos encontrar un punto y € ¢(z) tal que d(y, f(zo)) < 6 +¢/2. Como d
es invariante y f es equivariante, se tiene que

d(gy, f(gz0)) = d(gy, 9f (z0)) = d(y, f(x0)) < 6 + /2.
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Pero gy € go(x) = ¢(gz), lo cual demuestra que

¢(gz) N B(f(gz0), 0 +¢/2) # 0,

y por lo tanto
gr € ¢=B(f(920),0 +£/2).
Por otro lado, como z € f~Y(B(f(z0),&/2)) sabemos que

d(f(x), f(x0)) <e/2.

Pero si usamos nuevamente la invarianza de d y la equivarianza de f llegamos
a que

d(f(gz), f(g20)) = d(gf(x), 9 (x0)) = d(f(x), f(x0)) < &/2,
lo cual nos garantiza que gz € f~Y(B(f(gx0),£/2)). Luego,

gz € fTH(B(f(g9x0),€/2)) N ¢ (B(f(920), 6 +¢/2)) = Wy, C UL,
lo cual prueba que U, es invariante.

Ahora demostremos que f|y. es una (J + ¢)-seleccién de ¢|y.. Sea x € U..
Entonces existe zo € X tal que z € W,,. Por la definicién de W, , las
siguientes desigualdades se cumplen:

d(f(x), f(x0)) <e/2,

d(f(zo),p(x)) < d+¢/2.

Asi, podemos estimar la distancia entre f(z) y ¢(z):

d(f(x), ¢(x)) < d(f(x), f(x0)) + d(f(x0), d(x))
<e/24+6+¢/2=0+¢.

Esto nos dice que f|y. es una (§ + €)-seleccion de |y, .
[

Definicién 2.3.2. Si X es un G-espacio topologico y L es un G-espacio
lineal y metrizable, diremos que L tiene la propiedad de casi seleccion
equivariante respecto a X (o en simbolos, L € G-PCS(X)), si para todo
e > 0 y para toda multifuncion equivariante i.s.c., ¢ : X = L, cuyos valores
o(x) son conjuntos completos y convezos, existe una e-seleccion equivariante.
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Teorema 2.3.3. Sea G un grupo compacto y L un G-espacio lineal local-
mente convexo y metrizable. Sea X un G-espacio paracompacto. Si L es un
G-espacio rico, entonces L € G-PCS(X).

Demostracion. Consideremos un G-espacio paracompacto X y ¢ : X —
L una multifunciéon equivariante i.s.c., con valores completos y convexos.
Supongamos que d es una métrica en L. Sin perder la generalidad, podemos
suponer que d es invariante bajo traslaciones y bajo la accion del grupo y que
las bolas determinadas por d son conjuntos convexos. Sea x € X un punto
arbitrario. Como ¢ es equivariante, se tiene que

¢(x) = d(gz) = g¢(x), para todo g € Gy

Por lo tanto ¢(x) es G -invariante, es decir, el grupo de isotropia de x
estd actiando en el conjunto completo y convexo ¢(x). Por el Corolario 2.1.2
podemos encontrar un punto a, € ¢(x), tal que ga, = a, para todo g € G,.
Definamos ahora una funcion pu, : G(x) — L de la siguiente manera

pa(97) = ga.

Notemos que i, estd bien definida ya que si g1 = gox, entonces g5 g1 € Gy,
por lo que

95 ' g1a, = ag,
y por lo tanto
g1az = g2Qy.

Claramente pu, es una funciéon equivariante y ademas, por la continuidad de
la accion, p, es una funciéon continua. Mas atn, p, es una seleccion para

Pla(z) ya que
L (9) = ga, € go(x) = ¢(gz).

Sea € > 0. Como L es rico, podemos aplicar el Teorema 2.2.6, para en-
contrar un punto y € L y una G,-rebanada por y, S, C B(z,g/2), tal que
G, sea un grupo grande que contenga a (5, y de manera que

r € S,.
Sea r, : G(S;) — G, definida por

r2(gs) = gy, paratodo g € G, s € S.
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Por el Teorema 1.3.3, r, es una retraccién equivariante. Entonces
d(m(aw), (lz) - d(y7 am) < 5/2

Definamos f, : G(z) — G(y) por

frfc(z) =TzO0 Mm<z)‘

Entonces f, es una funcion continua y equivariante definida en un subcon-
junto cerrado de un G-espacio paracompacto. Como G(y) es un G-ANE para
la clase de los G-espacios paracompactos (por la Observacién 2.2.3), pode-
mos encontrar una vecindad invariante W, asi como una extension continua y
equivariante de f,, digamos F, : W, — L. Notemos que para todo gz € G(x),

F,(gx) = fz(gx) y por lo tanto

d(Fy(gx), pe(g2)) = d(fu(97), 9a.) = d(r.(gaz), gaz)
= d(grx(a), 9a,) = d(rx(x)v Q)
<e/2.

Como ,(9:) € ¢(gr) podemos concluir que Fy|g(z) €s una e/2-selecciéon para
®|c(w)- En estas condiciones, podemos aplicar el Lema 2.3.1 y encontrar una
vecindad abierta e invariante de G(z), U, C Wy, tal que F|y, sea una e-casi
seleccién de |y, -

Hagamos esto para cada x € X. De este modo obtenemos una cubierta
abierta e invariante de X, {U, },ex. Como X es paracompacto, podemos en-
contrar una refinamiento localmente finito e invariante {Og, }aca de {Us }rex.
Para cada a € A, sea z(a) € X tal que O, C Uy). Entonces, para cada
a € A, extendamos la funcién F,) a una funcién Fa : X — L definida de
la siguiente manera

F~1 ( ) Zx(a)(Z), Si z € Oa,
a Z) =
0, siz € X\ O,.

Ahora consideremos una particion de unidad invariante {p, } e 4 subordinada
a la cubierta {O, }aea. Definamos f : X — L a través de la siguiente férmula:

f(2) = pal(z) Falz).

acA
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Como la familia {O,, }4e4 es un cubierta abierta localmente finita y puesto
que la restriccién de F,, a O, es una funcién continua, podemos concluir que
f es continua. Para cada z € X, sea Q(z) el conjunto de todos los indices
a € A tales que z € O,. Evidentemente, si o ¢ Q(z), se tiene que p,(z) = 0.

Entonces )
f(z)= > pal2)Fa(2).
a€Q(z)

Mids atn, como z € O, para todo a € Q(z), tenemos que ﬁa(z) = Fya)(2),
para todo o € Q(z). Asi, podemos reescribir a f(z) de la siguiente manera:

F2) =D Pal2)Fea)(2).
a€Q(2)

Recordemos que cada O, es invariante. Esto nos dice que z € O, si y solo si
gz € O, para todo elemento g € GG. De este modo se tiene que

Q(z) = Q(gz), para cualesquiera z € X, g € G.

Asi, podemos usar la linealidad de la accién y el hecho de que F ) es equi-
variante, para concluir que

F92) = Y pal92)Fa(92) = Y Pal2)gFr.(2)

a€Q(gz) acQ(z)
=g Z pa(Z)Fm(a)(Z) =gf(2).
acQ(z)

Esto demuestra que f es equivariante.

Por dltimo demostremos que f es una e-seleccion de ¢. Para cada indice
a € Q(2), Fyo)(2) € B(¢(2),€). Ahora observemos que

f(z) = Z Pa(2) Fina)(2)
acQ(z)
satisface que p,(z) > 0 para todo o € Q(z), y que

Z pa(2) = 1.

a€Q(z)
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Por lo tanto, f(z) es una suma convexa de elementos del conjunto convexo
B(¢(2),¢€). Esto prueba que f(z) € B(¢(2),¢), y consecuentemente f es una
e-casi seleccién equivariante.

O

Corolario 2.3.4. Sea G un grupo compacto y L un G-espacio lineal, local-
mente convezo y metrizable. Si L es un G-ANE(P) (donde P denota la clase
de todos los G-espacios paracompactos), entonces L € G-PCS(X), para todo
G-espacio paracompacto X.

Demostracion. Por el Teorema 2.2.5 L es un G-espacio rico. Asi, en virtud
del Teorema 2.3.3, podemos concluir que L € G-PCS(X) para todo G-espacio
paracompacto X. O]

Una variante del Teorema 2.3.3 es el siguiente resultado.

Teorema 2.3.5. Sea G un grupo compacto y L un G-espacio lineal, local-
mente convero y metrizable. Supongamos que X es un G-espacio paracom-
pacto. Si L es un G-ANE(X) entonces L € G-PCS(X).

Demostracién. Sigamos la prueba del 2.3.3 hasta construir la funcién .
Como L € G-ANE(X), podemos extender directamente la funcién p, a una
funcién continua y equivariante F), definida en una vecindad invariante W, de
G(z). Luego continuemos la prueba exactamente como se hizo en 2.3.3. [

teorema

Corolario 2.3.6. Sea G un grupo compacto de Lie y L un G-espacio lineal
localmente convexo y metrizable. Entonces L € G-PSC(X) para todo G-
espacio metrizable X.

Demostracion. Sea X un G-espacio metrizable. Por el Teorema 1.5.1, L €
G-ANE(X). Asi, en virtud del Teorema 2.3.5, L € G-PCS(X). O

2.4. Selecciones Equivariantes

Asi como definimos la propiedad de casi seleccion equivariante, podemos
definir la propiedad de seleccion equivariante de la siguiente manera.
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Definicién 2.4.1. Sean X un G-espacio y L un G-espacio lineal. Diremos
que L tiene la propiedad de seleccion equivariante respecto a X (Y €
G-PS(X)) si cada multifuncion equivariante i.s.c., ¢ : X =Y, cuyos valores
son conjuntos convexos y compactos, admite una seleccion equivariante.

Teorema 2.4.2. Sean G un grupo compacto y X un G-espacio paracompacto.
Supongamos que L es un G-espacio lineal localmente convero y metrizable.

Si L € G-PCS(X), entonces L € G-PS(X).

Demostracion. Sea d una métrica en L. Podemos suponer sin pérdida de
generalidad que las bolas determinadas por d son conjuntos convexos y que d
es invariante bajo la accién del grupo y bajo traslaciones. Sea ¢ : X = L una
multifuncién equivariante i.s.c. Construiremos por induccién una sucesion de
funciones continuas y equivariantes de X en L, (f,)nen, que cumplird las
siguientes dos propiedades:

(1) d(fn(), fasi(x)) < 2™V para todo # € X y para todo n € N.
(11) d(fn.(z),d(x)) < 27, para todo x € X y para todo n € N.

Sin =1, como L € G-PCS(X), podemos encontrar una funcién equivariante
fi + X — L tal que d(fi(x),¢(x)) < 1/2, para toda x € X. Ahora supon-
gamos que hemos construido funciones equivariantes f1, fo, ... f,, que satis-
facen las propiedades (1) y (II). Definamos una multifuncién ¢, : X = L
por

On(z) = ¢(x) N B(fa(),277).
La Proposicién 1.6.4 y por el Corolario 1.6.3 nos garantizan que la multi-
funcién ¢, es i.s.c. Ademds, observemos que ¢, (z) es un conjunto convexo
y completo. Veamos que ¢, es ademas una funcién equivariante. Para ello
notemos que si y € B(f,(x),27"), entonces,

d(gy, fu(gr)) = d(gy, 9fu(v)) = d(y, fu(x)) < 27", paratodo g € G.

)
Asi, concluimos que ¢B(f,(x),2™") = B(f.(g9x),27"). Por otro lado, como ¢
es equivariante, sabemos que ¢(gz) = go(zx). Luego,

gon(x) =

)
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Esto demuestra que ¢, es equivariante. Aplicando nuevamente el hecho de
que L € G-PCS(X), podemos encontrar una funcién f, 41 : X — L tal que

d(fri1(z), pn(x)) < 27", para toda x € X.

Como ¢, (z) C ¢(z) = ¢(z), es claro que f,+1 satisface la propiedad (I7).
Veamos que también satisface la propiedad (I). Sea z € X. Como f,11(x)
pertenece a B(¢,(x),27""1), podemos encontrar un punto y € ¢, () tal que

d(fosr(2),y) <2777

Notemos que
On(x) C B(fulx),27") C{z € L [ d(z, fu(x)) <277},
y por lo tanto

d(y, fu(z)) <27

Utilizando estas dos tltimas desigualdades concluimos que

d(fu(@), far1(2)) < d(ful@), y) + d(y, fora(z))
< 2771 4 27n71
< 2—n+1‘
Consecuentemente, f, . satisface la propiedad (I), lo cual completa la cons-
truccién por induccién.
Afirmamos que para toda x € X, lim f,(x) existe y pertenece a ¢(x).

En efecto, por (I7), para cada n € N, existe un punto a, € ¢(z), tal que
d(ayn, fo(x)) < 27". Entonces,

A, Any1) < d(an, fo(7)) +d(fr(2), for1(2)) + d(fri1(T), angr)
< 27" 4 277 g o=(nFD) £ o=(n=2)

Consecuentemente, (a,),en €s una sucesion de Cauchy en el subespacio com-
pleto ¢(x) y por lo tanto el limite de la sucesién (a,)nen existe y pertenece
a ¢(x). Pero

d(fu(z),a,) <277,
por lo que las suceciones (f,(z))nen ¥ (@n)nen convergen al mismo punto de
¢(z). Definamos f : X — L, por

() = lim fy(a).
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Demostremos que (f,) converge uniformemente a f. Sea ¢ > 0, entonces
existe N € N tal que 27V*2 < . Luego, si n > m > N, podemos aplicar la
propiedad (I) para obtenerla siguiente desigualdad:

n—m—1

d(fn( m Z dfm—&-z fm+z+1( ))

1=

| [e=]

1

d(fysi(@), fasivi(x))

n

(]

i=0
n—N-—1
< Z 9—(N+i-1)
i=0
< 2~ (N=2)

Asi,
A(f (@), fnl@)) = Jim d(fo(@), fn(x) <2702 <

lo cual demuestra que la sucesién (f,,)nen converge uniformemente a f. Esto
nos permite concluir que f es continua. Ademas, como cada f, es equi-
variante, dado g € G y x € X, se tiene que

flgr) = lim f(gr) = lim gf.(z) = gf(z),

por lo que f es equivariante. Esto demuestra que f es una seleccién equiva-
riante de ¢. [

De este 1ltimo teorema se desprenden inmediatamente los siguientes coro-
larios.

Corolario 2.4.3. Sea G un grupo compacto y L un G-espacio lineal, lo-
calmente convexo y metrizable. Si L es un G-espacio rico entonces L € G-
PS(X), para todo G-espacio paracompato X.

Corolario 2.4.4. Sea G un grupo compacto y L un G-espacio lineal, local-
mente convezo y metrizable. Si L es un G-ANE(P), entonces L € G-PS(X),
para todo G-espacio paracompato X.

Corolario 2.4.5. Supongamos que G es un grupo compacto y X es un

G-espacio paracompacto. Sea L un G-espacio lineal, localmente convexo y
metrizable. Si L € G-ANE(X), entonces L € G-PS(X).
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Corolario 2.4.6. Sea G un grupo compacto de Lie y L un G-espacio lineal

localmente convexo. Entonces L € G-PS(X), para todo G-espacio metrizable
X.
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Capitulo 3

Extension de Funciones
Equivariantes

Una condicién més débil que la propiedad de casi seleccién equivariante
es la propiedad de casi seleccion equivariante de dimension finita. En este
capitulo veremos como dicha propiedad es una condicién suficiente para que
un espacio sea un G-ANE.

3.1. (G-Equiconexidad Local

Definicién 3.1.1. Sea X un G-espacio. Consideremos el producto topologico
X x X = X? con la accion

GxX?>— X?

(9,7, y) — (9, gy).

Diremos que X es G-localmente equiconexo si existe una vecindad
invariante V-.C X x X de la diagonal A = {(xz,z) | x € X} C X x X y una
funcion continua v : V x [0,1] — X que satisfaga las siguientes condiciones:

1. y(z1,22,0) = 19

2. y(w1,x9,1) = 9

3. (@, 2,t) =

4. (gz1, gr2, t) = gy(@1, T2, t)

43
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para cualesquiera x,xy,xo € X, t € [0,1]. Si V = X x X, diremos que X es
G-equiconexo.

Evidentemente un espacio G-equiconexo es G-localmente equiconexo.

Ejemplo 3.1.2. Sea L un G-espacio lineal yY C L cualquier subconjunto
convexo y G-invariante de L. Entonces Y es G-equiconexo. En efecto, la
funcion v :Y? x I —'Y dada por

Y(xq, 29, t) = (1 — t)x1 + Lty

satisface las condiciones de la Definicion 3.1.1.

Sean X un espacio topoldgico y Y un espacio métrico. Diremos que una
sucesién de funciones (f, : X — Y),eny converge en compactos a una
funcion f : X — Y, si para cualquier subconjunto compacto K C X, la suce-
sion (fn|x)nen converge uniformemente a f|g. Claramente la convergencia
en compactos es una condiciéon mas débil que la convergencia uniforme.

Teorema 3.1.3. Sean G un grupo compacto, (Z,d) y (X,p) G-espacios
métricos (donde las métricas p y d son invariantes bajo la accion del grupo)
y A C Z un subconjunto invariante. Supongamos que X es G-localmente
equiconexo, y que f : A — X es una funcion continua y equivariante. Sea
(fn)nen una sucesion de funciones continuas y equivariantes de A en X la
cual converge en compactos a f. Si f, es extendible continua y equivariante-
mente a una vecindad tnvariante de A, entonces existe una vecindad inva-
riante de A, en la cual f se extiende continuamente a una funcion equiva-
riante.

Demostracién. Para cada n € N, sea I/, una vecindad invariante de A y
fn : W, — X una extensién continua e invariante de f,. Para cada n € N,
sea O, la vecindad de A dada por

Op,={xeZ|dx,A) <1/n}.

Afirmamos que O,, es un conjunto invariante. En efecto, si x € O,, vy g € G,
entonces

d(gr, A) = d(x,g ' A) = d(z, A) < 1/n,
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lo cual prueba que O, es invariante. Por otro lado, es claro que la familia
{0,,} satisface que

Ons1 COn1 COnyy  [|On=A
n=1

Llamemos O], = O, N W,,. Entonces O,, también es una vecindad invariante
de A en la cual esta definida la funcion fn Escojamos para cada z € Z un
punto a, € A tal que

d(z,a,) <2d(z, A).

Si z € A, supongamos que a, = z.

Sea n € N fijo. Como fn es continua en W, para cada z € W, existe
0, > 0 tal que si d(z,y) < 6., entonces p(f(2), fu(y)) < 1/2n. Como las
métricas d y p son invariantes y fn es equivariante, podemos suponer sin
perder la generalidad que d,, = J, para todo g € G. Ahora consideremos una
nueva vecindad

U, = J{B(2,6./8) | z € W,,d(z, A) < 4./4}.

Claramente U/ es una vecindad abierta de A. Ademads, siy € U]y g € G,
entonces existe z € W, tal que

d(z,y) < 6./8, y d(z,A) < 6./4.

Como W, es invariante, gz € W,,. De la invarianza de la métrica d y por la
eleccion de 0., se desprenden las siguientes desigualdades:

d(gz, gy) = d(z,y) < 6./8 = 0,4./8

2d(gz, A) = 2d(z,g7'A) = 2d(z, A) < 6,/2 = 0, /2.

Esto garantiza que gy € B(gz,d,./8) C U] y por lo tanto U}, es una vecindad
invariante de A. Llamemos U,, = U], N O}, y hagamos esto para cada natural
n. Asi, {U,}nen es una familia de vecindades abiertas e invariantes de A.
Notemos que si y € U,, C U}, existe z € W, tal que

y € B(2,6./8), y d(z,A) < 4,/4.
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Consecuentemente,
d(y,ay) <2d(y,A) <2d(y, z) +2d(z,A) <26,/8+0,/2=35,/4.
Luego,
d(z,ay) < d(z,y) +d(y,a,) <0,/8+39,/4 <6,
De este modo hemos demostrado que d(z,a,) < J,, y por lo tanto
p(fu(2), fulay)) < 1/2n, para cualesquiera n € N, z € W,
Notemos también que d(z,y) < §,/8 < ., y por lo tanto

p(fu(2), fa(y)) < 1/2n.

Usando estas dos ultimas desigualdades podemos concluir que

p(fa(y), fn(ay)) < P(fn(y)v fn(z)) + p(:fn(z)afn(ay))
<1/2n+1/2n

=1/n.

Recapitulemos un poco: hemos construido una familia {U, },en de vecin-
dades de A que satisface las siguientes condiciones:

1. U, es invariante;

2. la funciéon f,, : A — X se extiende de manera continua y equivariante-
mente a la funcién f,|y, : U, — X;

4. Uy C Un—i—l C Uy

5. Para cada n € N, y para todo y € U, se cumple la siguiente desigual-
dad:

p(fu(y), falay)) < 1/n.
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Ahora consideremos la funcién A : U; \ A — (1, 00) dada por

d(0U,, x)

No) = G ) + d@Un.7)

+n, sixeU,\ U,

donde O denota la frontera de un conjunto. Claramente A es una funcién
invariante (por la invarianza de la métrica d y por que los conjuntos 0U,, son
invariantes). Ademds, se observa inmediatamente que A satisface las sigu-
ientes condiciones:

(1) MU, \ Upi1) C (n,n+ 1), para todo n € N;
(11) A(OU,41) = n+ 1, para todo n € N;
(I11) A es continua.

Como X es G-localmente equiconexo, podemos encontrar una vecindad
invariante, V, de la diagonal en X x X y una funcién v : X2 x [0, 1] como en
la Definicion 3.1.1. Para cada n > 2 sea

Vo ={z € Up | (fa1(2), fu(2)) € V}.

Llamemos W al conjunto definido por

W =AU (G(Vn\UnH)) .

n=2

Demostraremos que W es una vecindad invariante de A. Para ello es
suficiente demostrar que todos los puntos de A son puntos interiores de W.
Lo haremos a través de una serie de afirmaciones.

Afirmacién 1. Para todo punto a € A y para todo € > 0 existe un nimero
natural M € Ny una vecindad de a abierta en A, N(a), tal que

p(fn(ad), fu(a)) <e, para cualesquiera o’ € N(a), y n > M.

Supongamos que no es asi. Entonces podemos encontrar un punto a € A y
e > 0 tal que para todo M € N, y para toda vecindad N(a) C A de a existe
k> M,y d € N(a) tal que

p(fe(d), fr(a)) > e.
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Luego, si M =1, existe a; € Ay n; > 1 tal que

€ S p(fn1(a1)vfn1(a))’ y d(alﬁa) <L

Continuando recursivamente, podemos encontrar ng > ni_1 y ar € A, los
cuales satisfacen las siguientes desigualdades

€< Io(fnk(a’k)7fnk<a))7 y d<ak>a> < 1/k

Claramente la sucesion (ag)geny converge al punto a, por lo que el conjunto
B = {a} U{ax}2, C A es un conjunto compacto. Como la sucesién (f,)
converge en compactos a f, podemos encontrar Ny € N tal que

fa(B) C B(f(a),e/2), paratodon > Ny.

En particular, para toda ny > Ny, se cumplira que f,, (ax) € B(f(a),e/2) vy
fn.(a) € B(f(a),e/2). Esto nos permite concluir que

P(fr(@ny); fri (@) < p(fu,(an,), (@) + p(f(a), fn,(a))
<e/2+¢/2
= g’
lo cual contradice nuestra eleccién de ng y ax. Por lo tanto la afirmacion 1
es cierta.
Afirmacién 2. Para todo a € A y para todo € > 0 existe K € N y una
vecindad de a abierta en Z, U(a), tal que
o(fu(2), f(a)) <&, paratodo ze€ U(a)NU,, n>N.

En efecto, sean a € Ay € > 0. Por la afirmacion 1, existe > 0y M; € N
tal que para tod @’ € N(a) = B(a,d) N A, y para todo n > M; se satisface la
siguiente desigualdad:

p(fula), fula')) < e/4.

Como la sucesion (fy,(a))nen converge a f(a), existe My € N tal que para
todo n > Ms, se cumple que

p(fula), fla)) < e/4.

Esto nos permite concluir que para cualquier punto a’ € N(a), y para todo
n > max{ M, M},

p(fuld), f(a)) < p(fuld), fula)) + p(fala), fa)) <c/d+e/d=e/2. (3.1)
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Sea M3 € N tal que 1/M; < ¢/2. Llamemos K = max{M;, My, M3} y
definamos U(a) = B(a,d/4). Veamos que esta es la vecindad que estamos
buscando. Si z € U(a) N U, y n > K, entonces d(z,a) < /4. Esto nos
permite estimar la distancia entre z y a, de la siguiente manera:

d(z,a,) <2d(z,A) <2d(z,a) < §/2.

Luego,
d(a,a,) <d(a,z)+d(z,a,) <d/4+/2 <9,

por lo que a, € N(a). Asi, en virtud de la desigualdad (3.1), se tiene que

p(fnlaz), f(a)) <e/2. (3.2)

Por otro lado, como z € U, sabemos que la siguiente desigualdad se cumple

pfalaz), fu(2)) <1/n < 1/K <e/2.

Utilizando esta tltima desigualdad asi cimi la desigualdad (3.2), obtenemos
que

p(fa(2), F(a)) < p(fu(2), fulaz)) + p(fulaz), f(a))
= p(fn(2), fu(a2)) + p(falaz), f(a))
<e/2+¢/2
Esto demuestra la afirmacién 2.

Afirmacién 3. Para cada a € A existe una vecindad de a abierta en Z,
O(a), y un natural N € N tal que para todo z € O(a) N U(n) y para todo
n > N, se cumple que

(fa-1(2): f(2)) € V.
En efecto, como (f(a), f(a)) € V, podemos encontrar £ > 0 tal que
B(f(a),e) x B(f(a),e) C V.

Por la afirmacién 2, existe una vecindad U(a) de a y N € N tal que para
todo n > N, y para todo z € U(a) NU,, se cumple que

p(fu(2), fla)) < e.
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Consecuentemente, si tomamos O(a) = U(a) N Uyny1, podemos garantizar
que para todo z € O(a), existe n > N tal que z € U,. En estas condiciones
se tienen las siguientes desigualdades:

p(faa(2), f(@) <&y plfal2), fa) <e.

Asi, concluimos que

(fa-1(2), u(2)) € B(f(a),€) x B(f(a),e) C V,
y por lo tanto z € V,, para todo z € O(a) N U,,.

Afirmacién 4. W es una vecindad invariante de A.

En efecto, W es una vecindad invariante de A puesto que A es invariante
y cada uno de los conjuntos V,, \ U, es invariante. Demostremos que A
estd en el interior de W. Sea a € A, y escojamos O(a) y N € N como en la
afirmacién 3. Luego, O(a) C Uny1. Siz € O(a)NA, entonces z € W. Por otro
lado, si € O(a) \ A, entonces existe k > N tal que z € Uy, pero x ¢ Ug,;.
En particular x € O(a) N Uy. Esto garantiza que z € Vi y « ¢ Uj,q. Por
tanto = € Vi \ Ugy1 C W. Luego

a€Oa) CW,

Lo cual demuestra que W es una vecindad de A.

Ahora sdlo nos queda extender la funcién f a una funcién continua y
equivariante. Sea F': W — X definida en cada z € W por

F(Z) _ 7(fn—1<z)>fn(z)v>‘(z) - n)a S? z eV, \ Un+1,
f(2), si z € A.

Claramente F' es una extension de f. Para ver que es equivariante, conside-
remos z € Wy ge G.Size A, entonces gz € A por lo que

F(gz) = f(g2) = 9f(2) = gF(2).

Por otro lado, si z € V,, \ U,41, entonces gz € V,, \ Upy1. Asi,

F(gz) = v(fu-1(92), fu(92), AM(gz) — n)
=Y(9fn-1(2), 9fu(2), A(2) — n)
= 97(fu1(2), fu(2), A(2) — n)
= gF(z).
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Esto prueba que F' es equivariante. Para terminar la demostracién falta de-
mostrar la continuidad de F. Para ello es suficiente demostrar que F' es
continua en A asi como en 90U, 1, para cada n > 2.

Primero consideremos a € Ay M C X una vecindad de f(a), Como - es
continua, y [0, 1] es compacto, podemos encontrar € > 0 tal que

fla) €7(B(f(a),€), B(f(a),€),[0,1]) € M.

Por la afirmacién 3, podemos encontrar N € Ny O(a) C Uy41 una vecindad
abierta de a, tal que para todo n > N,

O(a)NU, CV, v plfa(2),f(a)) <e, para cada z € U,.

Consecuentemente, si z € O(a) \ A existe k > N tal que z € Vj, \ Uy41. Luego
fr—1(2) v fr(2) pertenecen a B(f(a),e) y de esta manera,

F(z) = v(fn-1(2); ful2), AMz) = n) € M.

Por otro lado, como f es continua, existe § > 0 tal que f(AN B(a,d)) C M.
Sea @ = O(a)N B(a,d). Entonces @ es una vecindad de a tal que F(Q) C M,
lo cual demuestra que F' es continua en A.

Para demostrar la continuidad en OU,,; consideremos un punto x €
OU,,+1. Supongamos que (zx)reny €s una sucesion en W que converge a z.
Podemos suponer sin perder la generalidad que (xy)gen C Vig1 \ Unyo. En-
tonces

lim A(zp) = AMz) =n+1,

k—o0

por lo que

lim F(zy) = i y(fa(zr), fasa (zr), Maw) —n+1)

= 7(fn<x)’ fn—i-l(x)? 0)

Por otro lado,

F(ZL‘) = V(fn—l(x% fn(l‘)7 /\(f) - n) = V(fn—l(x)afn(x)vn +1- n) = fn(l‘)

De esta manera podemos concluir que klim F(x) = F(x), Esto nos dice que
— 0

F es continua en 0U,, ;1 y por lo tanto es continua en todo W, como se queria
probar. ]
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Como una aplicacion de este teorema, tenemos el siguiente resultado sobre
extension de funciones.

Corolario 3.1.4. Sea G un grupo compacto que actua linealmente en un
espacio lineal localmente convexo y metrizable, L. Consideremos un subcon-
junto convexo e invariante Y C L. Si'Y es un G-espacio rico, entonces

Y € G-ANE(M), donde M denota la clase de todos los G-espacios metri-
zables.

Demostracién. Sea d una métrica en L. Podemos suponer, sin perder la
generalidad, que d es invariante bajo traslaciones y bajo la accién del grupo,
y que ademas las bolas determinas por d son conjuntos convexos.

Consideremos un G-espacio metrizable X y f : A — Y una funcién
equivariante y continua definida en un subconjunto cerrado e invariante de
X. Necesitamos encontrar una vecindad invariante W de A, y una funcién
continua y equivariante F' : W — Y que extienda a f. Para ello, en virtud del
Teorema 3.1.3, es suficiente encontrar una sucesion de funciones continuas y
equivariantes (f, : A — Y),en tal que cada una de las funciones f, se
extienda continua y equivariantemente a una vecindad invariante de A, y de
manera que la sucesién (f,),en converja en compactos a f.

Sea n € N. Como Y es un G-espacio rico, para cada a € A, existe un
punto z, € Y y una G, -rebanada por z,, S, tal que f(a) € S,, G, es un
subgrupo grande, y

Se C B(f(a),1/3n).

Luego, por el Teorema 1.3.3, podemos encontrar una retraccion equivari-
ante r, : G(S,) — G(z,), tal que r,(f(a)) = x,. Por esta razén, para todo
punto ga € G(a), se cumple que

d(f(ga),ra(f(ga))) = d(gf(a),gra(f(a)) = d(f(a), o) < 1/3n.

Definamos f, : G(a) — G(z,) por f, = rq o f. Entonces f, es una funcién
continua y equivariante, tal que para tod ga € G(a) se satisface la siguiente
desigualdad:

d(f.(ga), f(ga)) < 1/3n.

Como la érbita G(a) es un subconjunto cerrado e invariante de X y como
G(z,) € G-ANE(M), podemos encontrar una vecindad invariante de G(a),
W,, y una funcién continua y equivariante F, : W, — G(x,) que extienda a
fa. Por la continuidad f, existe una vecindad O, C X de a, tal que

f(ANO,) C B(f(a),1/3n).
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De igual manera, como F, es continua, existe una vecindad de a, V,, tal que
F,(V,) C B(Fu(a),1/3n) = B(xz,,1/3n).

Entonces, M, = G(O,NV,)NW, es una vecindad invariante de la érbita G(a)
en la cual esta definida la funcion F,. Notemos que si y € A N M,, entonces
y = gz para algin z € O, N'V,, y para algin g € G. Comoy € Ay A es un
conjunto invariante, se tiene que z = gy € AN O,. Luego,

d(f(y), f(ga)) = d(f(g2), f(9a)) = d(gf(2), 9/ (a)) = d(f(2), f(a)) <1/3n,

por lo que d(f(y), f(ga)) < 1/3n. Por otro lado, como z € V,, se tiene que
d(F,(2), Fa(a)) < 1/3,. Entonces

d(Fa(9z), Fu(ga)) = d(gFu(z), gFa(a)) = d(Fa(2), Fa(a)) <1/3,

y por lo tanto d(F,(y), Fu(ga)) < 1/3n. Ademas recordemos que

d(Fy(ga), f(ga)) < 1/3n.

Si usamos estas ultimas desigualdades, podemos concluir que

d(Fu(y), f(y)) < d(Fu(y), Fu(ga)) + d(Fu(ga), f(ga)) + d(f(ga), f(y))
<1/3n+1/3n+1/3n
=1/n.

Entonces la funcién F, satisface
d(F,(y), f(y)) <1/n, paratodoy e M,N A.

Sea W,, = |J M,. Entonces W,, es una vecindad invariante de A. Ademas,
acA
la familia {M,}.ca es una cubierta invariante de W, el cual es un espacio

paracompacto. Como lo hemos hecho anteriormente, podemos encontrar un
refinamiento abierto, invariante y localmente finito, {Qx}xea, de {M}aca
Para cada A € A, sea a) € A, talque @\ C M,,. Luego, consideremos las
funciones F) : W, — Y, A € A, definidas por

P Fa(2), size@y,
b, siz ¢ Q,
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donde b € Y es un punto arbitrario. Consideremos {py}rea una particién de
unidad invariante subordinada a la cubierta {Q,}xea. Ahora construyamos
una nueva funcién, F,, : W, — Y definida en cada punto z € W, por

Fu(z) =Y pa(2)Fa(2).

AEA

Notemos que la funcién F,, es continua y equivariante. Ademas, para ca-
da punto a € A, el valor F,(a) es una suma convexa de elementos de
B(f(a),1/n), el cual es un conjunto convexo. Asi, para todo a € A,

F.(a) € B(f(a),1/n).

Esto garantiza que d(F,(a), f(a)) < 1/n. Llamemos f, = F,|4. Entonces
fn es una funcién continua y equivariante la cual se extiende continua y
equivariantemente a la funcién F,, definida en la vecindad invariante de A,
W,,. Ademas, la sucesion (f,,)nen converge uniformemente a f (y por lo tanto
converge en compactos). Luego, por el Teorema 3.1.3, podemos concluir que f

se extiende continua y equivariantemente a una vecindad W de A, probando
asi que Y € G-ANE(M). O

En este teorema de extension de funciones equivariantes, al igual que en
el teorema de Dugundji (1.5.1), es necesaria la convexidad local del contrado-
minio para garantizar la existencia de la extension. Al final de este capitulo,
presentaremos un teorema de extension equivariante, en el cual la condicién
de convexidad local sera sustituida por cierta condicién de casi seleccion.

3.2. Cubiertas GG-Candnicas

Definicién 3.2.1. ([2]). Sea U un subconjunto abierto e invariante de un
G-espacio X. Consideremos una familia {G(Sa) taca de conjuntos tubulares
que cubran a U, donde cada S, es una H,-rebanada (H, C G es un subgrupo
cerrado). Diremos que la cubierta {G(Sy) taca €s G-candnica respecto a X
st se cumplen los siguientes enunciados:

1. {G(Sx)}ren es localmente finita.

2. Para cada indice X € A, existe un punto x € U tal que Hy = G,.
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3. Para cada punto a € X \ U y para cada vecindad V, de a, existe otra
vecindad del punto a, U, C V,, de modo que para cada elemento g € G,
si gSxNU, # 0, entonces:

a) gSy C 'V,
b) Eziste un elemento h € G tal que ha € V, y Hy C g7 Ghag.

En esta seccién demostraremos que cualquier subconjunto abierto e in-
variante de un G-espacio metrizable (G un grupo compacto de Lie), admite
una cubierta G-canoénica. Para ello serd necesario probar los siguientes lemas.

Lema 3.2.2. Sea G un grupo compacto de Lie y X un G-espacio comple-
tamente reqular. Entonces para cada orbita G(x) C X, existe una vecindad
invariante N de G(x) tal que para todo y € N,

G, C gG,g~", para algin g € G.

Demostracién. Sea z € X y S, una G,-rebanada por z (la cual existe
por 1.3.2). Llamemos N = G(S,) y veamos que es la vecindad buscada.
Primero notemos que si s € S, entonces para todo g € G4 se cumple que
9S; NS, # () y por tanto g € G,. Esto prueba que

Gs C G, para todo s € S,.
Ahora tomemos y € N. Entonces existe s € S, y g € G tal que y = gs. Asi,
Gy = Ggo = gGeg™" C gGag™,
como se queria probar. O

Lema 3.2.3. Sea X un G-espacio completamente reqular, donde G es un
grupo compacto de Lie. Entonces, para cada punto x € X y para cada vecin-
dad O de e en G, existe una vecindad U de x, tal que para cualquier punto
yelU,

G, C gG,g~ " para algin g € O.

Demostracién. Consideremos una G,-rebanada por z, S, (1.3.2). Lla-
memos U = OS,. Por el Teorema 1.3.4, U es abierto en X. Ademas, si
y € U, existe g € Oy s € S, tal que y = gs. Por la demostracion del lema
anterior podemos concluir que G, C gG,g™ ", lo cual demuestra que U es la
vecindad buscada. O]
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Teorema 3.2.4 ([2]). Sea G un grupo compacto de Lie. Para cada subcon-
gunto invariante U de un G-espacio X, existe una cubierta G-canonica de U
respecto a X.

Demostracion. Si U = X, entonces cualquier cubierta tubular localmente
finita es una cubierta G-candnica. Supongamos entonces que X \ U # (). Sea
d una métrica invariante en X. Para cada x € U consideremos

ry =1/4d(x, X \U) > 0.

En cada érbita G(z), x € U, fijemos una G,-rebanada por x, digamos Q.
Para cada una de estas rebanadas, consideremos

R, = Q. N B(z,1,).

Claramente R, también es una (G,-rebanada cuyo didmetro es menor igual
que 2r,. La familia {G(R,)} es una cubierta tubular de U y por la Proposi-
ci6én 1.3.6 existe un refinamiento tubular localmente finito, digamos {Uj } xea.
Entonces cada Uy es de la forma U, = G(S,), donde Sy = Uy N R,, para
algin z € U. De este modo Sy es una H)-rebanada, donde Hy = G, por lo
que la cubierta {G(S))} satisface las condiciones 1y 2 de la Definicién 3.2.1.
Veamos que también satisface la tercera condicion.

Sea a € X \ U y V, cualquier vecindad de a. Por la continuidad de la
accién, existe una vecindad O del neutro e € G tal que para todo g € O,
ga € V,. Por el Lema 3.2.3 existe una vecindad U, de a tal que para todo
y € U, existe un elemento h € O tal que G, C hG,h™*. Sea £ > 0 tal que

B(a,e) C V,NU,.

Consideremos W, = B(a,e/4) y veamos que W, es la vecindad buscada.
Supongamos que gSyNW, # (0. Sea y € ¢S\ NW,. Como Sy = UyNR,, para
algin x € U, tenemos que y € gR, N W, por lo que

d(a,y) < e/4, y d(y, gx) < diam gR,.
Pero la métrica d es invariante bajo la accién del grupo, de manera que
diam gR, = diam Rx < 2r,.

Asi,
d(y,gx) < 2r, =1/2d(x, X \U) = 1/2d(gz, X \ U).



3.3. UN TEOREMA DE EXTENSION EQUIVARIANTE o7

Luego, podemos obeservar que
d(a, gz) < d(a,y) + d(y, gv) < e/4+1/2d(gx, X \U) < e/4+1/2d(gx, a)

ya que a € X \ U. Despejando d(a, gz) de la dltima desigualdad obtenemos
que d(a, gx) < £/2. Pero

diamgR, < 1/2d(gz, X \U) < 1/2d(gz,a) < /4.
Entonces, si z € gRx, se cumple que

d(a,z) <d(a,y) +d(y, z)
< e/4+ diam gR,
<e/d+e/d
=¢e/2.

Esto nos garantiza las siguientes contenciones
gS\ C gR, C B(a,e) C V,NU,.

Por otro lado, como gx € gR, C U,, podemos encontrar un elemento h € O
tal que ha € V, (por la eleccién de O) y tal que

¢G,g ! = Ggz C hG.h ™! = Gha.
Pero G, = H,, por lo que
Hy C g7 Ghay.

Asi queda demostrado que la cubierta {G(Sy)}rea es G-candnica. O

3.3. Un Teorema de Extensién Equivariante

Lema 3.3.1. Sea H C G un subgrupo cerrado de un grupo compacto G.
Supongamos que X es un G-espacio y S C X es una H-rebanada. Entonces
existe una unica funcion equivariante g : G(S) — G/H con la propiedad de
que g € g(x), para todo g € G tal que x € ¢S (la accion de G en G/H es por
traslacion izquierda, es decir: g(¢'H) = gg'H).
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Demostracién. Para cada z € G(S) existe un elemento g, € G tal que
x € g,S. Definamos ¢ de la tinica manera posible:

g(z) = g. H

Para ver que g estd bien definida, notemos que si z € ¢,S N h,S, entonces
h tg, € H, por lo que
g.H = h, H.

Esto demuestra que ¢ esta bien definida. Para ver que ¢ es equivariante,
simplemente observemos que si ¢ € ¢S y h € G, entonces hx € hg,S. De
este modo

g(hl’) = hgmH = h(ng) = hg(I),

por lo que g es equivariante. Para completar la prueba demostremos que
g es continua. Sea xy € G(S) y U una vecindad arbitraria de g(zg). Sea
q : G — G/H la proyeccién cociente. Entonces M = ¢~}(U) es abierto en
G. Por el Corolario 1.3.4, el conjunto M .S es abierto en X y por lo tanto es
abierto en G(5). Claramente xy € M S, veamos que g(M.S) C U. Para ello
tomemos un punto x € M.S arbitrario. Entonces x = gy para algin g € M y
para algin y € S. Esto nos garantiza que xz € ¢S y por lo tanto

g(x) =gH €U,

ya que gH € q(M) = U. De esta manera, g(MS) C U, lo cual demuestra que
g es continua. 0

Lema 3.3.2. Sea G un grupo compacto y H C G un subgrupo cerrado. Sea
q: G — G/H la proyeccion cociente. Supongamos que X es un G-espacio y
denotemos por X[H| al conjunto de todos los puntos de X que quedan fijos
bajo H; es decir

X[H|={ze X |H C G,}.

Definamos una funcion © : G/H x X[H] — X dada por
O(gH,x) = gx.

Entonces © es una funcion continua.
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Demostracion. Primero veamos que © estd bien definida. En efecto, si
g1H = g.H, entonces g; = goh para algin elemento h € H. Consecuente-
mente

O(g1H,7) = q12 = gohaw = gow = O(g2H, ),

por lo que O esta bien definida. Para demostrar la continuidad de © observe-
mos el siguiente diagrama conmutativo:

G/H x X[H] -2 X
qX[dX[H]T

G x X[H]

donde w es la restriccion de la accién a G x X[H] y Idxg) denota la identidad
en X[H]. Como w es continua y ¢ x Idxg] es abierta, podemos concluir que
© es una funcién continua. ]

Consideremos la funciéon © del lema anterior Observemos que si g € G es
un elemento arbitrario de G, entonces para cualquier par (¢'H,z) € G/H X
X[H] se cumple que

O(g(¢'H),z) = g¢'v = gO(¢'H, x) (3.3)

Definicion 3.3.3. Sea L un G-espacio lineal y Y C L un subconjunto in-
variante y metrizable. Diremos Y tiene la G-propiedad de cast seleccion
de dimension finita, si para todo G-espacio metrizable X, para todo € > 0
y para toda multifuncion equivariante i.s.c., ¢ : X =Y, tal que ¢(x) sea
un conjunto compacto convexo y de dimension finita, existe f : X —'Y una
g-seleccion equivariante de ¢.

Observemos que esta propiedad es una condicién méas débil que la propiedad
de casi seleccién equivariante respecto a espacios metrizables.

Teorema 3.3.4. Sea G un grupo compacto de Lie, y'Y C L un subconjunto
convexo, invariante y metrizable de un G-espacio lineal L. Si'Y tiene la G-
propiedad de casi seleccion de dimension finita, entonces Y € G-ANE(M).

Demostracién. Sea (X, d) un G-espacio métrico y A C X un subespacio
cerrado e invariante. Supongamos que f : A — L es una funcién continua y
equivariante. Por el Lema 3.2.2, para cada punto a € A existe una vecindad
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invariante N, C X con la propiedad de que para cada punto x € N, existe
un elemento g € G tal que

G, C gGag~ .

Llamemos W = |J N,. Entonces W es una vecindad invariante de A. Sea
acA
{G(S))} rea una G-cubierta canénica de W\ A con respecto a W. Para cada

indice A € A sea H), C G el sugbrugo rebanador de S,. Definamos A, como
sigue:
A)\:{CLGA’H)\CGG}.

Por la Proposicién 1.2.3, Ay es un subconjunto cerrado de X. Demostraremos
que para cada A € A, A, es no vacio. Para ello notemos que dado A € A,
existe x) € W tal que

H)\ = Gxx

Pero z, € N,, para algun ay € A, por lo que
G, C gGaAg_1 = Gyq,-

Como A es invariante, gay € A y por lo tanto gay € A,. Esto prueba que el
conjunto A, es no vacio. Escojamos, para cada A € A, un punto x, € S, y
otro punto ay € A, tal que

d(.’I?)\, a)\) S 2d($)\, A)\)

Para cada A\ € A, sean g, : G(S\) — G/H, como en el Lema 3.3.1. y O, :
G/H), x X[H)] — X como en el Lema 3.3.2. Observemos que Ay C X[H,].
Asi podemos definir, para cada A € A una funcién p, : G(S)) — A, a través
de la siguiente formula:

pa(x) = OA(Gr(), an).

Por ser p) composicién de funciones continuas, podemos asegurar que py
es una funcién continua. Més atn, si g € Gy x € G(95), la ecuacién (3.3) nos
garantiza que

pa(gz) = Ox(9r(97), ax) = Ox(gga(z), ax) = gOA(gr(7), axn) = gpa(g)

lo cual demuestra que p) es una funcién G-equivariante. Para cada x € W\ A,
sea E(x) ={A € Az € G(S)\)}. Como la cubierta {G(Sy)}rea es localmente
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finita, £'(x) es un conjunto finito. Ahora definamos ¢ : W — Y de la siguiente

o) = {f(x), sixz € A,
Conv{f(pxr(z)) | A€ E(x)}, size W\ A.

Claramente los conjuntos ¢(x) son compactos, convexos y de dimensién finita.
Veamos que la funcién ¢ es inferiormente semicontinua. Sean U C Y un
conjunto abierto y z € ¢=(U).
Caso 1. Si x € W \ A entonces el conjunto O = ()| G(S)) es una
AEE(x)
vecindad invariante de x. Como z € ¢*=(U), existen numeros ty € [0,1]
(A € E(x)) tales que

Z h=1 'y Z trf(pa(z)) € o(z) N U.

AEE(z) AEE(z)

Como E(z) C E(y) para todo y € O, podemos definir una nueva funcién
w: O —Y por

puly) = Z tf(pa(y),

XEE(x)

la cual es una funcién continua por ser suma de funciones continuas. Notemos
que u(y) € ¢(y) por ser una suma convexa de elementos de la forma f(py(y)),
A € E(x) C E(y). Ademas, como p es continua, existe una vecindad O’ de x
tal que u(O") C U. Entonces, para todo y € O', se cumplird que

u(y) € UNo(y).

Asi, O' C ¢=(U), y por lo tanto = es punto interior de ¢=(U).

Caso 2. Si x € A, entonces existe € > 0 tal que f(B(z,e) N A) C U. Sea
V. = B(x,e/6). Por la definicién de cubierta candnica, existe una vecindad
de =z, W, C V., que satisface las condiciones de la Definicion 3.2.1. De-
mostraremos que W, C ¢<(U). Como W, NA C V,NA C B(z,enA) se
tiene que

fW,nA) CU.
De esta manera, para todo y € W, N A, ¢(y) = {f(y)} € U, por lo que

W,NAC ¢ (U).
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Demostremos que también W, \ A C ¢=(U). Supongamos que y € W, \ A.
Entonces existe A € A y g\ € G tal que

Y € gaSh.

Consecuentemente ¢Sy N W, # (), por lo que g,Sy C V,. En particular g\x
pertenece a V. Luego,
d(grxx, x) < /6. (3.4)

Ademas, por la Definicion 3.2.1, existe h € H tal que hxr € V, y
H, C g;lthg,\ = Gg;lhm'
Por esta razon, el punto g;lh:c € A,. Ahora notemos que

d(xy,ay) < 2d(x)yAy) < 2d(:):)\,g;1hx) = 2d(grx, hx)

Pero g x) y ha se encuentran en V, = B(z,£/6). Esto nos permite concluir
que

d(grzx, hr) < d(gawy, ) + d(x, he) <e/6 +€/6 =¢/3.

Usando esta ultima desigualdad y nuestros célculos previos, podemos estimar
la distancia entre x) y ay:

d(xy,ay) < 2d(grzy, hx) < 2¢/3.

Por 1ltimo, usemos la desigualdad anterior asi como la desigualdad (3.4) para
estimar la distancia entre x y gjay:

d(x, grax) < d(x, gaza) + d(gaza, gray)
=d(z, gxxy) + d(xy, a))
<e/6+2¢/3 =D5e/6
< €.

Por lo tanto gya) € B(x,) N A, lo cual nos garantiza que
flgran) € U

Pero gyax = pa(y) ya que y € ¢g\Sy. Por lo tanto f(gaayn) = f(pa(y)) € o(x).
Esto garantiza que
ly)NU #0



3.3. UN TEOREMA DE EXTENSION EQUIVARIANTE 63

y por tanto y € ¢=(U). De esta manera W, C ¢=(U), lo cual demuestra
que z es punto interior de ¢=(U). Consecuentemente ¢ es una multifuncién
inferiormente semicontinua con valores compactos, convexos y de dimension
finita. Demostremos que ¢ es G-equivariante. En efecto, si g € G,y x € A,
entonces

o(gx) = {f(92)} = {gf (@)} = 9{f(2)} = go(x),
ya que la funcién f es equivariante. Por otro lado, si g € Gy z € W\ A,
entonces E(gr) = E(z) ya que x € G(S)) siy sblo si gz € G(S)). De este
modo:

qb(gx) = { Z t)\f(p)\(gl')) PYS [07 1]7 Z =
AEE(gx) AEE(gx)
= { Z t)xf(p)\(gx)) t/\ € [07 1]7 Z t/\ =1
AEE(x) AEE(x)
= { Z t)xf(gp/\(x)) I\ € [07 1]7 Z = 1
AEE(x) AEE(x)
- { Z t)\gf<p)\(x)) t)\ € [07 1]7 Z t)\ -
AE€E(z) \EE(z)
= {9( Yo @) [he01], Y =1
AEE(x) AEE(x)
=g¢ Y taf(pal(x)) ’ thel01], > t=1
AEE(x) AEE(x)
= g¢().

Asi queda demostrado que ¢ es una multifuncién inferiormente semicon-
tinua y equivariante. Por hipdtesis, Y tiene la propiedad de casi seleccion
equivariante de dimenision finita. Asi, para cada n € N, podemos encontrar
fo:W =Y, unal /m-seleccién equivariante de ¢. Sea f,, = fn| A. Entonces,
para todo = € A, se tiene que

p(f (@), ful@)) = p(6(2), fulz)) < 1/n,
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lo cual demuestra que la sucesién (f,)nen converge uniformemente (y por
lo tanto en compactos) a la funcién f. Ademds, f, se extiende continua
y equivariantemente a la funcién f, definida en la vecindad invariante W
de A. Como Y es convexo y la accién en L es lineal, Y es G-equiconexo
(Ejemplo 3.1.2). Lo cual nos permite aplicar el Lema 3.1.3, para encontrar
una vecindad invariante U de A y una extension continua y equivariante de
f, F:U — Y. Asi, queda demostrado que Y es un G-ANR. n
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