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Capítulo 1

Introducción

La industria petrolera a nivel mundial ha tenido desarrollos tecnológicos impor-

tantes durante los últimos años. Actualmente la producción de hidrocarburos en México

proviene en su mayoría de formaciones geológicas donde los yacimientos están compuestos

de rocas carbonatadas naturalmente fracturadas.

De estos yacimientos naturalmente fracturados, gran cantidad de ellos tienen un

acuífero activo el cual a través de las fallas o fracturas, generan un gran efecto en el

movimiento de los �uidos presentando una invasión temprana de agua en pozos produc-

tores de aceite, evitando que el barrido de la formación sea uniforme, debido a esto se

tienen problemas severos de producción. Por lo tanto seria de gran utilidad poder predecir

el tiempo de invasión de agua para evitar situaciones desastrosas en proyectos de inyección,

en casos de entrada de agua o para poder calcular el gasto óptimo de los pozos productores

cercanos a fallas conductivas. Trocchio [1] resalta la importancia de considerar la prescencia

de fallas conductivas y proporciona un criterio para planear la posición futura de pozos a
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lo largo de la explotación de el yacimiento.

El ingeniero petrolero debe tener su�ciente información para poder analizar el

comportamiento de la formación. Mucha de esta información puede obtenerse a partir de

pruebas de presión y de acuerdo a la información que se requiera se puede elegir el mo-

delo más adecuado, con la cual se podrá determinar ciertas propiedades importantes del

yacimiento como daño, permeabilidad, detectar heterogeneidades y evaluar las característi-

cas de �ujo y almacenamiento en la formación sin embargo con estos datos no es su�ciente

calcular el tiempo de irrupción cercano a una falla conductiva. Por lo tanto se desarrolló

un método y con ayuda de la información obtenida a partir de las pruebas de presión será

útil para tener un pronóstico más completo del comportamiento del yacimiento el cual nos

ayudará a poder obtener el tiempo de invasión, con la �nalidad de estimar el rendimiento

económico que proporcionará la óptima explotación de un yacimiento, en la �gura 1.1 se

muestra el sistema a estudiar.

Figura 1.1: Modelo físico esquemático del problema [2].
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1.1. Desarrollo de la tesis

A continuación se presenta una descripción breve del contenido de este trabajo.

En el capítulo 1 se presenta antecedentes e información general del problema a

resolver así como las características principales que ayudaron a proponer la solución.

En el capítulo 2 se inicia con una descripción general de los conceptos básicos

empleados para el desarrollo de este trabajo.

En el capítulo 3 se realiza una revisión bibliográ�ca donde se presenta un resumen

de las diferentes soluciones obtenidas por varios autores.

En el capítulo 4 se plantea las ecuaciones que describen el comportamiento de los

�uidos en la falla y en el yacimiento, así como sus curvas tipo.

En el capítulo 5 se describe el método para obtener el tiempo de irrupción en pozos

cercanos a fallas conductivas.

En el capítulo 6 se describe la aplicación de campo, los resultados obtenidos por

medio del método desarrollado.

En el capítulo 7 se presenta, una discusión de los resultados principales, así como

las propuestas para extender este trabajo.

En los apéndices se presentan las derivaciones analíticas discutidas en el texto

principal.
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Capítulo 2

Conceptos Básicos

En la actualidad se cuenta con una cantidad de soluciones matemáticas que des-

criben el fenómeno de discontinuidades o barreras. Estas soluciones tienen como objetivo

representar el comportamiento de presión en yacimientos con fallas, y que permiten obtener

parámetros muy importantes para conocer el comportamiento del yacimiento.

Una de las consideraciones más importante de estas soluciones es el tipo de �ujo

en el yacimiento y en la falla, que pueden ser en régimen transitorio o estacionario. Por

estado estacionario se considera que las condiciones en cada uno de los puntos de corriente

no varía con el tiempo [3], mientras que en estado transitorio las condiciones varían con el

tiempo.

Este capítulo presenta algunas de�niciones importantes en las que se apoya esta

tesis para fundamentar su desarrollo.
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2.1. Fallas

Las fallas en los yacimientos de petróleo pueden ser sellantes o no sellantes. Es

importante apuntar que algunas fallas sirven para sellar la migración de hidrocarburos

mientras otras son conductivas [4]. Las fallas sellantes ver �gura 2.1 bloquean el �uido

impidiendo el �ujo de �uidos a través de ellas, mientras que las fallas conductivas actúan

como fuentes que ayudan al mantenimiento de la presión, y permiten una transferencia de

�uidos a través del plano de la falla.

Figura 2.1: Falla sellante impide el �ujo de �uido lateral.

2.2. Tipos de Geometrías de Flujo

Para dar solución a los problemas de �ujo en el yacimiento, es necesario represen-

tarlos a través de sistemas geométricos de poca complejidad; los utilizados principalmente

son: lineal y radial. En el �ujo lineal como se muestra en la �gura 2.2, las líneas de �ujo son

paralelas y la sección transversal expuesta al �ujo es constante. En el �ujo radial las líneas

de �ujo son rectas y convergen en dos dimensiones a un centro común; por ejemplo, un
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pozo. La sección transversal expuesta al �ujo disminuye a medida que el centro se aproxi-

ma. Ocasionalmente, el �ujo esférico es de interés, y en éste las líneas de �ujo son rectas

y convergen en tres dimensiones hacia un centro común. Aunque las trayectorias reales de

las líneas de �ujo en las rocas son irregulares debido a la forma de los espacios porosos,

las trayectorias generales o promedio pueden representarse por líneas rectas en �ujos lineal,

radial y esférico [5].

Figura 2.2: Diferentes geometrías de �ujos.

En los yacimientos de petróleo no se encuentran ninguna de estas geometrías e-

xactamente, pero para muchos �nes de ingeniería, la geometría existente puede a menudo

representarse por una de estas idealizaciones. Para este trabajo de tesis, el enfoque inicial

se dará para dos geometrías principales: radial y esférica; a continuación se presentarán las

ecuaciones que rigen el �ujo radial y el �ujo esférico en un estado estacionario.

2.2.1. Flujo Radial en Estado estacionario

Las ecuaciones fundamentales [6, 7] que gobierna el movimiento del �ujo horizontal

en coordenadas cilíndricas en estado estacionario son:

1

r

d

dr

�
r
dp

dr

�
= 0; (2.1)
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vr = �
k

�

dp

dr
y v� = �

k

�

dp

d�
; (2.2)

donde vx y vy son la velocidades de Darcy, respectivamente. Resolviendo la ecuación 2.1, el

resultado es:

p = c1 log r + c2: (2.3)

La ecuación (2.3) representa la expresión general para la distribución de presiones en un

sistema de �ujo radial. El �ujo radial puede caracterizarse por las siguientes condiciones de

frontera. Ver Figura 2.3.

Figura 2.3: Esquema de un sistema radial.

r = rw p = pw; (2.4)

r = re p = pe;

donde rw corresponde al radio del pozo y pw a la presión en la cara del pozo. Resolviendo

el sistema de ecuaciones, la ecuación de presión en un �ujo radial.

p =
pe � pw
log (re=rw)

log

�
r

rw

�
+ pw: (2.5)

Aplicando la ecuación (2.2) toma la forma de

vr = �
k

�

dp

dr
= � k

�r

[pe � pw]
log (re=rw)

: (2.6)
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Figura 2.4: Coordenadas esféricas.

Finalmente el �ujo total por unidad de tiempo desde la formación productora hacia el pozo

está dada por la ecuación

q = �h
Z 2�

0
rvrd� =

2�kh [pe � pw]
� log (re=rw)

;

donde h es el espesor de la formación. En términos de q puede ser escrita como

p =
q�

2�kh
log

r

rw
+ pw; (2.7)

vr = �
q

2�rh
: (2.8)

2.2.2. Flujo Esférico en Estado Estacionario

La ecuación diferencial básica en coordenadas esféricas está dada por la siguiente

ecuación [6, 7].

1

r2
@

@r

�
r2
@�

@r

�
+

1

r2sen�

@

@�

�
sen�

@�

@�

�
+

1

r2sen2�

@2�

@�2
= 0: (2.9)
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Las coordenadas esféricas, se ilustra en la �gura 2.4. Reduciendo el caso a ��ujo esférico�

se tiene

1

r2
d

dr

�
r2
d�

dr

�
= 0: (2.10)

Así que

� = �c1
r
+ c2: (2.11)

Esta es la función de distribución general para el potencial � en un sistema de �ujo esférico.

Su característica principal es que el potencial varía inversamente con el radio r. Para ver

el signi�cado físico de las dos constantes c1 y c2, se necesita sustituir las condiciones de

frontera en la ecuación (2.10).

r = rw; � = �w; (2.12)

r = re; � = �e:

La ecuación para el potencial está dado por:

� =
�e � �wh
1
re
� 1

rw

i �1
r
� 1

rw

�
+�w: (2.13)

La velocidad en el sistema, es

vr = �
d�

dr
=
�e � �wh
1
re
� 1

rw

i 1
r2
; (2.14)

y el �ujo total a través del sistema está dado por

q = �
Z 2�

0
d�

Z �

0
r2sen�vrd� =

4� [�e � �w]�
1
rw
� 1

re

� : (2.15)

El potencial � y la velocidad vr pueden expresarse como

� =
q

4�

�
1

rw
� 1
r

�
+�w; (2.16)

vr = � q

4�r2
:



11

Capítulo 3

Revisión Bibliográ�ca

En este capítulo se explicará brevemente la revisión bibliográ�ca donde los autores

trataron el tema de una falla cercana a un pozo.

3.0.3. Método para detectar fallas con pruebas de incremento

Horner fue el primero en detectar la presencia de una barrera sin �ujo (falla se-

llante) mediante el análisis de pruebas de incremento de presión [8]. Este tipo de prueba,

es probablemente la más familiar dentro de la industria petrolera. La prueba de incremento

de presión requiere que el pozo se cierre durante la duración de la misma. Además el gasto

de producción antes del cierre del pozo debe ser constante. En la �gura 3.1 se muestra

esquemáticamente el comportamiento del gasto y la presión durante una prueba de incre-

mento. La presión se mide inmediatamente antes del cierre, y se registra como una función

del tiempo durante el período de cierre [9].

La ecuación básica para el análisis de pruebas de incremento bajo condiciones de
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Figura 3.1: Comportamiento del gasto y presión en una prueba de incremento.

�ujo radial, es la siguiente.

pws = pi � 162.6
qB�

kh
log

�
t+�t

�t

�
: (3.1)

Si gra�camos el comportamiento de la presión observada durante un período de cierre pws

contra log
�
t+�t
�t

�
, obtenemos una línea recta cuya pendiente es m = 162.6qB�

kh : Despejando

la permeabilidad, obtenemos

k =
162.6qB�
mh

: (3.2)

Horner señalo que los datos de incremento de presión en una grá�ca de pD contra log
�
t+�t
�t

�
exhiben dos líneas rectas, donde la segunda línea recta tiene una pendiente igual al doble

de la primera recta, �gura 3.2 . A partir de la grá�ca se obtiene el tiempo de intersección

�tx de las dos líneas rectas semilog. La distancia a la falla se estima utilizando la siguiente

ecuación[10]

L = 0.01217

s
k�tx
��c

: (3.3)

El radio de investigación (que es la distancia lejos del pozo que es investigada durante un
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Figura 3.2: Grá�ca semilog de una prueba de incremento mostrando la in�uencia de una
falla.

tiempo de producción), puede estimarse por medio de la ecuación (3.4):

rinv = 0.02897
�
ktp
��c

�0.5
: (3.4)

El radio de investigación debe exceder la distancia a la falla, para que sea detectada. Para

propósitos prácticos, el radio de investigación debe ser al menos 4 veces mayor a la distancia

a la falla para que la curva de incremento sea lo su�cientemente de�nida, y así se pueda

apreciar la segunda línea recta de pendiente doble. Por lo tanto, empleando este criterio en

la ecuación (3.4), podemos establecer que �tx � 0.6tp; ó expresado en términos de una

grá�ca de Horner, tp+�tx�tx
� 2.7.

3.0.4. Método para obtener la distancia de un pozo a una barrera imper-

meable (falla sellante)

Martínez y Cinco Ley [11], mostraron que la diferencia entre los datos de presión y

la extrapolación de la primera línea recta semilog (lado iqzuierdo), proporciona un principio
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para determinar la distancia a la barrera, aún cuando la segunda línea recta semilog (lado

derecho) no se alcance en la prueba, ver �gura 3.3. El tiempo de producción tiene un papel

muy importante en la detección de una falla sellante; un tiempo de producción pequeño

puede causar que la presión se desvié hacia abajo de la primera línea recta semilog y en

algunos casos, el comportamiento de la doble pendiente no se observa, no siendo en este caso

aplicable el método de análisis basado en la intersección de las dos líneas rectas semilog.

La técnica de ajuste por curva tipo también puede usarse para estimar la distancia

entre el pozo y la barrera. En algunos casos, la técnica de curva tipo no requiere que se

alcance la segunda línea recta semilog.

La caída de presión adimensional para un pozo produciendo a un gasto constante

cercano a una barrera puede expresarse por la siguiente ecuación, tal como lo demostraron

Martínez y Cinco Ley.

pwD (tD) = pD (rD = 1; tD) + pD (rD = 2dibD; tD) ; (3.5)

donde:

pD =
kh [pi � p (r; t)]

�kt
; tD =

�kt

��ctr2w
;

rD =
r

rw
y dibD =

dib
rw
:

El primer término del lado derecho de la ecuación (3.5) representa la caída de presión

causada por la producción del pozo y el segundo término representa la caída de presión

causada por la barrera (pozo imagen). La ecuación (3.5) puede expresarse en términos de
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variable reales.

pw = pi �
1.151�qB�

kh

�
log t+ log

�
4�k

��ctr2w


�
+ 0.87S

�
(3.6)

��qB�
2kh

E1

�
4��ctd

2
ib

4�kt

�
:

Para tiempos pequeños se tendrá un comportamiento de yacimiento in�nito, o sea que la

barrera no afecta al pozo, quedando la ecuación anterior en la siguiente forma.

pw = pi �
1.151�qB�

kh

�
log t+ log

�
4�k

��cr2w


�
+ 0.87S

�
: (3.7)

Para valores largos de tiempo de producción el segundo término del lado derecho de la

ecuación (3.6) puede expresarse en términos de la aproximación logarítmica de la integral

exponencial.

pw = pi �
2.303�qB�

kh

�
log t+ log

�
4�k

��ctr2w


�
� log (2dibrw) + 0.4343S

�
: (3.8)

Las ecuaciones (3.7) y (3.8), indican que el comportamiento de la presión presentan dos

líneas rectas como se aprecia en la �gura 3.3. La primera línea recta tiene una pendiente

m = 1.51�qB�
kh y la segunda tiene una pendiente igual a 2m. El tiempo de intersección de las

Figura 3.3: Grá�ca semilog para una prueba de decremento cerca una barrera lineal.



16

dos líneas rectas semilog es

tint =

��ctd

2
ib

�k
; (3.9)

despejando dib distancia a la barrera sellante:

dib =

�
�ktint

��ct

�0.5
: (3.10)

La ecuación 3.10 puede usarse para estimar la distancia hacia la barrera con la condición

de que estén presentes las dos líneas rectas semilog en la prueba. El tint puede determinarse

de la grá�ca semilog.

Martínez y Cinco Ley proporcionaron una técnica para calcular dib , que puede

aplicarse siempre para el caso cuando la prueba no es lo su�ciente larga para alcanzar la

segunda línea recta semilog. Esta técnica emplea el análisis de curvas tipo. Se analiza la

caída de presión causada por la barrera mediante el uso de la curva de solución de línea

fuente como una función de variables adimensionales �pibD contra tD=4d
2
ibD , ver �gura

3.4. Este método requiere una grá�ca de log�pib contra log t en un papel semitransparente.

El ajuste vertical puede obtenerse mediante la ecuación siguiente:

(pD)M =
1.151 (�p)M

m
:

A partir de los puntos del ajuste horizontal, (t)M y
�
tD=4d

2
ibD

�
M
, la distancia de

la barrera al pozo se calcula aplicando la siguiente ecuación.

dib =

 
�k (t)M

4��c
�
tD=4d2ibD

�!0.5 :



17

Figura 3.4: Curva tipo para estimar la distancia a una barrera para una prueba de
decremento.

3.0.5. Método de Cinco Ley, L.H., Samaniego V.F. y Domínguez A. N .

Los autores desarrollaron un modelo matemático [12] para estudiar el compor-

tamiento de la presión transitoria para un pozo cerca de una fractura vertical de conduc-

tividad in�nita, �gura 3.5.

Figura 3.5: Sector de un yacimiento teniendo un pozo en su centro con una fractura vertical.

El �uido del yacimiento es ligeramente compresible a través de un medio poroso

isotrópico y homogéneo. El pozo se aproxima por medio de una línea fuente y la fractura

vertical de conductividad in�nita se aproxima como un plano, usando el principio de super-
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posición tenemos la ecuación siguiente:

pfD =
1

2
E1

�
x2D + y

2
D

4tD

�
+
1

2

Z tD

0

Z xmD+1=2

xmD�1=2

qD(x
0
D; �)e

� (x
0
D�xD)

2
+(yD�dD)

2

4(tD��)

(tD � �)
dx0DdtD; (3.11)

con las condiciones siguientes:
R xm+Lf=2
xm�Lf 1=2

qf (x�; t)dx
0 = 0 y �p(x; d; Lf ; d; dm; t) = const.

Después de obtener los gastos tanto en posición como en tiempo, la presión en cualquier

punto en el yacimiento puede calcularse como sigue

pfD =
1

2
E1

�
x2D + y

2
D

4tD

�
+
1

2

NX
j=1

MX
l=1

�xDjqj;l

"
E1
(yD � dD)2 + (xD � xDj)2

4
�
tD � tD(l�1)

� (3.12)

�E1
(yD � dD)2 + (xD � xDj)2

4
�
tD � tD(l)

� #
:

3.0.6. Método de Yaxley.

El autor derivó soluciones analíticas para fallas parcialmente comunicantes [13].

El pozo se consideró como una línea fuente y la falla se supuso como una barrera lineal

vertical semipermeable.

La solución analítica está dada por la interferencia de la respuesta en un pozo de ob-

servación y el comportamiento en un pozo activo; el modelo depende de las consideraciones

siguientes: el �uido del yacimiento está en una sola fase, y ligeramente compresible de com-

presibilidad y viscosidad constantes, el yacimiento es homogéneo en todas las propiedades

de la roca e isotrópico con respecto a la permeabilidad en cada lado de la falla, el espesor

de la formación es constante.

El modelo se expresa por medio de la ecuación de difusión en coordenadas carte-

sianas para cada lado de la falla, �gura 3.6.
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Figura 3.6: Sistema coordenado para un modelo de una falla parcialmente comunicada.

La distribución de la caída de presión en la región del pozo de observación es:

pD =
p
��L

Z tDL

0
exp

�
4�2Lu+ 2�L

�
erfc

�
2�L

p
u+

1

2
p
u

�
dup
u
: (3.13)

donde �L =
�
kfh
lf�

�
=
�
kh
L�

�
, kf representa la permeabilidad efectiva y lf el ancho efectivo

de la fractura, ver �gura 3.7. Se gra�ca la solución para diferentes valores de transmisibi-

lidades como se muestra en la �gura 3.8. La grá�ca muestra que a tiempos grandes las

respuestas de presión tienen la misma pendiente y son paralelas a la solución de la integral

exponencial .El comportamiento de la caída de presión en el pozo productor es:

Figura 3.7: Barrera vertical semipermeable.

pDw = �1
2
Ei

�
� r

2
Dw

4tDA

�
� 1
2
Ei

�
� 1

4tDA

�
�
p
��A � (3.14)Z tDA

0

�
exp

�
4�2Au+ 4�A

�
erfc

�
2�A

p
u+

1p
u

�
dup
u

�
;



20

Figura 3.8: Comportamiento de la caída de presión de un pozo cerca de una falla parcial-
mente comunicante.

donde rDw = rw=b, tDA =
�t
b2
y �A =

�
kfh
lf�

�
=
�
kh
b�

�
. �A se de�ne como una transmisibilidad

con respecto a la distancia a la falla b.

3.0.7. Método de Ambastha.

El autor propone un modelo analítico para el comportamiento transitorio de pre-

sión en un pozo, considerado como una línea fuente, produciendo a gasto constante en un

yacimiento con daño en la discontinuidad lineal y con propiedades diferentes en ambos lados

de la misma [14].

Figura 3.9: Esquema de un yacimiento compuesto con una falla parcialmente comunicante;
la falla se modela con daño en la frontera.
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La �gura 3.9 muestra dos regiones separadas por una falla. La con�guración del

yacimiento se simpli�ca removiendo la discontinuidad vertical causada por la falla, haciendo

que las dos partes horizontales coincidan a cada lado de la falla, como se muestra en la parte

de abajo de la �gura.

La �gura 3.10 inciso (a) representa un yacimiento con dos fronteras paralelas donde

no hay �ujo; el inciso (b) representa una yacimiento in�nito con una discontinuidad lineal.

Las dos regiones en ambos lados de la falla pueden tener transmisibilidades diferentes y la

resistencia al �ujo en la falla es modelado a través del daño.

Figura 3.10: Esquema de una yacimiento compuesto con una falla parcialmente comunicante
a) yacimiento con dos fronteras paralelas b) yacimiento compuesto in�nito.

El modelo matemático y la solución para un yacimiento, de la �gura 3.10 inciso

(a) considera el �uido del yacimiento es de una sola fase, compresibilidad constante, el

yacimiento es homogéneo en todas las propiedades de la roca e isotrópico en cada lado

de lado de la falla parcialmente penetrante, el espesor de la formación es constante, S

representa el daño S = k1h(�p)da~no=141.2qB�1 y M la movilidad entre las regiones 1 y 2,

a la distancia a la falla y b es la coordenada del pozo. La ecuación para la región xD � 0
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puede expresarse como:

p1D = �
�3
2
p
�1

�
e�jxD�aDj

p
�1 +

p
�1 + SM

p
�1�2 �M

p
�2p

�1 + SM
p
�1�2 +M

p
�2
+ e�(xD�aD)

p
�1

�
; (3.15)

donde

�1=v
2m2 + st; (3.16)

�2=v
2m2 + (st=�) ; (3.17)

�3=
�
�2� cos(mbD)

�
=st; (3.18)

m es la variable de Fourier, st es la variable de Laplace, v = �=wD, w es el ancho

del yacimiento y � = (k=��ct)2 = (k=��ct)1.

Y para la región xD � 0:

p2D = �
�3e

�xD
p
�2�aD

p
�1

p
�1 + SM

p
�1�2 +M

p
�2
: (3.19)

donde

�1=m
2 + st; (3.20)

�2=m
2 + (st=�) ; (3.21)

�3=

�
�
p
2�eimbD

�
=st: (3.22)

La solución para un yacimiento in�nito se muestra a continuación, �gura 3.10

inciso (b).

p1D (xD; bD; st) =
1

st

Z 1

0

�
1
p
�1

�h
e�jxD�aDj

p
�1 + fe�(xD+aD)

p
�1
i
dm; (3.23)

p2D (xD; bD; st) =
1

st

Z 1

0

e�xD
p
�2�aD

p
�1

p
�1 + SM

p
�1�2 +M

p
�2
dm: (3.24)



23

3.0.8. Método de Abbaszadeh y Cinco-Ley.

Los autores desarrollaron una solución analítica para determinar la distribución

de presión en el yacimiento causada por la caída de presión de un pozo activo cercano a una

falla no intersectante de conductividad �nita [4, 15]. La solución considera �ujo en ambos

lados de la falla, a lo largo y a través de la falla. Como se muestra en la �gura 3.11. La falla

Figura 3.11: Esquema típico del �ujo de líneas.

es de un espesor wf y permeabilidad kf : La falla está localizada a una distancia df desde

el pozo activo, el cual produce un gasto constante qw. Hay una zona alterada alrededor de

la falla con una extensión wa y una permeabilidad ka. Las propiedades del yacimiento se

consideran diferentes del lado izquierdo de la falla y del lado derecho de la falla. El sistema

se considera con una presión inicial uniforme pi. El �ujo es isotérmico, de un �uido de

compresibilidad pequeña y efectos gravitaciones despreciables. El problema se esquematiza

con la �gura 3.12 siguiente:
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Figura 3.12: Esquema y nomenclatura del sistema.

La solución al problema de pruebas de presión en yacimientos con fallas de con-

ductiviad �nita, es obtenida al dividir el �ujo dominante en el yacimiento y el de las fallas.

Estos dos problemas, que se resuelven separadamente y se acoplan a el plano de la falla por

el requerimiento de continuidad de presión y condiciones de �ujo.

La solución para la distribución de presión dentro de la falla es

pfD (yD; tDf ) = �
2�

FCD

Z 1

yD

Z y�D

0
qfD (y�D; tDf ) dy�DdyD: (3.25)

El �ujo en el yacimiento, se considera como dos yacimientos semin�nitos, en el

lado izquierdo y el lado derecho del plano de la falla.

El yacimiento semi-in�nito del lado izquierdo de la falla consiste de un pozo activo

con �ujo a gasto constante qw en (x = 0; y = 0) y el origen de la falla en x = df . Debido a

la linealidad del problema, el lado izquierdo del yacimiento semin�nito se puede convertir

en un yacimiento in�nito insertando un pozo imagen del lado derecho del yacimiento en

x = 2df : Habrá dos pozos productores en (x = 0; y = 0) y en (x = 2df ; y = 0), cada uno a
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gasto constante qw, y un plano origen dependiendo de la posición y tiempo con 2qf .

pLD (xD;yD; tDf ) =

Z tDf

0

Z 1

0

qfD (y�D; �D)

tDf � �D

(
exp

"
�(1� xD)

2 + (yD + �yD)
2

4 (tDf � �D)

#

+exp

"
�(1� xD)

2 + (yD � �yD)2

4 (tDf � �D)

#)
dy�Dd�D (3.26)

�1
2
Ei

�
�x

2
D + y

2
D

4tDf

�
� 1
2
Ei

 
�(2� xD)

2 + y2D
4tDf

!
:

El yacimiento semi-in�nito del lado derecho de la falla también se modela por medio de

una imagen del otro lado del yacimiento, en contra del plano x = df . Los resultados de un

yacimiento in�nito que contiene solo el plano origen en x = df , dependiendo del tiempo y

la posición,

pRD (xD; yD; tDf ) =

Z tDf

0

Z 1

0

qfRD (y�D; �D)

tDf � �D

(
exp

"
�F�

(1� xD)2 + (yD + �yD)2

4 (tDf � �D)

#

+exp

"
�F�

(1� xD)2 + (yD � �yD)2

4 (tDf � �D)

#)
dy�Dd�D: (3.27)

Donde F� = (k=��ct)1 = (k=��ct)2 :

Las ecuaciones del yacimiento y la falla se acoplan en el plano de la falla, preser-

vando continuidad en la presión y �ujo. La caída de presión en el fondo del pozo es:

pwD = 4

yDf+lX
l=1

qfLD (yD; tDf )

Z yDf+l

yDl

K0

(rh
(1� rwD)2 + �y2D

i
s

)
d�yD (3.28)

+
1

s
K0
�
rwD

p
s
�
+
1

s
K0
�
(2� rwD)

p
s
�
;

donde rwD = rw=df :

Características de �ujo en fallas conductivas.

Las características de �ujo en un yacimiento que contiene una falla conductiva es

complejo y depende del tiempo, la falla transmite �uido a lo largo y a través del plano de la



26

falla [16]. Para tiempos cortos la falla no ha detectado el pozo y se presenta un �ujo radial

alrededor del pozo activo, en la �gura 3.13 inciso a) se muestra la región afectada por la

expansión del �uido, o sea la difusión de presión. La presión transitoria se propaga por la

falla y para tiempos intermedios las líneas de �ujo dominan e indican que hay una frontera

a presión constante inciso b), continuando con un �ujo bilineal en el inciso c).

Figura 3.13: Esquema del líneas de �ujo a diferentes tiempos con una falla conductiva.

En el inciso b) el sistema actúa como una fuente en estado estacionario, donde la

falla es la fuente del �uido que suministra al yacimiento y el pozo activo constituye el punto

de extracción de los �uidos. En el inciso c) virtualmente todo el �uido producido pasa a

través de la falla y no hay expansión en las regiones alrededor del pozo, el cual alcanza

una estado bilineal. El �ujo en el yacimiento es lineal en ambos lados de la falla derecho e

izquierdo. En el inciso d) a tiempos grandes donde la presión se propaga a través de la falla

(usualmente para casos de baja conductividad en la falla), hay un �ujo pseudoradial.
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Capítulo 4

Formulación Matemática

El objetivo principal es desarrollar un método para determinar el tiempo de in-

vasión del agua causada por la caída de presión de un pozo cercano a una falla conductiva

no intersectante. Para la solución matemática del sistema a estudiar, se plantean dos tipos

de �ujo de �uidos en el yacimiento: �ujo radial y �ujo esférico.

El sistema a estudiar está conformado por una falla que provee �uido hacia el pozo

productor, la cual se considera como una frontera a presión constante. La frontera externa

se representa como una �línea fuente in�nita�, donde el agua avanza en forma de una �línea

directa�, desplazando el aceite hacia el pozo cerca de una interfase agua-aceite; se considera

un desplazamiento de �ujo tipo pistón. La �gura 4.1 muestra un esquema de una falla típica

en un yacimiento. En la invasión vía las fallas se forman alrededor de ellas corredores de

muy alta permeabilidad a través de los cuales �uye el agua hacia los pozos ver �gura 4.2.

La solución al problema se obtiene considerando el �ujo dominante en el yacimiento

y el �ujo en la falla, los cuales se resuelven separadamente; ver �gura 4.3, a continuación se
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Figura 4.1: Pozo cercano a una falla.

Figura 4.2: Concepción de una falla conductiva de �uido [1].

describe brevemente cada uno de ellos.

4.1. Problema de Flujo en el Yacimiento

La solución del modelo se basa en la premisa de que en ambos lados de la falla el

comportamiento de la presión obedece la ecuación de difusividad para el problema de �ujo

de �uidos en el medio poroso, la cual se resuelve para coordenadas radiales y esféricas en el
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Figura 4.3: Modelo sistemático del problema.

yacimiento.

Para modelar una falla conductiva se considera el yacimiento con una frontera a

presión constate, el modelo se puede resolver utilizando elmétodo de imágenes [8, 17, 18, 19];

el sistema original tiene solamente un pozo activo con gasto constante en las coordenadas

(x = 0; y = 0) y la frontera externa se encuentra a la distancia x = df . En el sistema

propuesto se plantea una linealidad, debido a esto el lado izquierdo del yacimiento semi-

in�nito puede ser convertido en un yacimiento in�nito colocando un pozo imaginario a una

distancia x = 2df del pozo productor con gasto negativo, es decir, se considera un pozo

inyector. La falla se ha removido y se inserta un segundo pozo, de tal manera que se tienen

los mismos efectos equivalentes de la falla; este pozo imagen simula un empuje de agua en
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forma de desplazamiento tipo pistón [21] (desplazamiento de un �uido por otro), la �gura

4.4 muestra el sistema propuesto.

Figura 4.4: Modelo físico esquemático del �ujo en el yacimiento.

A continuación se incluyen los pasos siguientes que se siguen en coordenadas ra-

diales y esféricas en un comportamiento transitorio y estacionario, para derivar una expre-

sión que represente la velocidad del �ujo de �uidos en el yacimiento, para �nalmente obtener

el tiempo de invasión:

Se plantea separadamente la ecuación de �ujo y sus condiciones de frontera para

ambos lados de la falla.

Se resuelven las ecuaciones de �ujo separadamente para obtener el comportamiento

de la presión.

Se suma la distribución de presiones de ambos lados de la falla.

Se deriva la ecuación de presión del pozo productor y del pozo imagen inyector con

respecto a la distancia.
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Para obtener la ecuación de velocidad macroscópica o aparente, se sustituye el gra-

diente de presión con respecto al tiempo en la ecuación de la Ley de Darcy; pero en

este trabajo se considera la velocidad microscópica o real a través de los canales de

�ujo, la cual se puede obtenerse dividiendo la velocidad aparente o macroscópica por

la porosidad [20]:

vmicro =
vmacro
�

= � k

��

dp

dx
: (4.1)

Finalmente con la ecuación de velocidad, se obtiene el tiempo de invasión de �ujo para

los casos siguientes:

� Flujo estacionario, la ecuación analítica que se obtiene es lineal la cual se puede

resolver integrando el inverso de la velocidad para obtener el tiempo.

� Flujo transitorio, la ecuación de velocidad presenta una no linealidad, la cual

se resuelve por medio del método de diferencias �nitas.

4.1.1. Flujo Radial en Estado Transitorio

Desarrollando los pasos anteriores se llega a la solución siguiente de la ecuación

que determina la velocidad adimensional del frente de agua en una dimensión; la solución

para derivar la ecuación de la velocidad adimensional es desarrollada detalladamente en el

Apéndice A.

vD = qD

"
� 1

xD
exp

�
� x2D
4tfD

�
� 1

(2� xD)
exp

 
�(2� xD)

2

4tfD

!#
; (4.2)

en donde las variables adimensionales para el caso de �ujo transitorio radial se de�nen como:
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xD =
x

df
; dD =

df
rw
; qRD1 =

qB�ct
2�khd2D

y tfD =
tk

��ctd2f
: (4.3)

El objetivo principal de esta tesis es estimar el tiempo de irrupción conforme el agua llega al

pozo; como se puede observar la ecuación diferencial (4.2) es no lineal, la cual no tiene una

solución simple de obtener. Por lo tanto, para resolver está ecuación no lineal se programó

un código numérico en lenguaje FORTRAN, el cual resuelve la ecuación discretizada para

el �uido y tiene iteración interna, producto de la no linealidad, y como salida proporciona

el tiempo que tarda el �ujo proveniente de la falla hacia el pozo.

La solución del método numérico requiere que el espacio continuo (xD, tfD) se

proyecte a uno discreto, considerando un mallado con puntos no equiespaciados se resuelve

bajo las condiciones iniciales cuando xD = 1 en tfD = 0, lo que signi�ca que al principio

del cálculo el agua se encuentra en la falla y se va calculando el tiempo conforme avanza

hacia el pozo.

El mapeo desde el espacio y el tiempo continuos de la ecuación (4.2) del frente de

avance al espacio y tiempo discretos tienen la forma:

xD =

�
xDj+1 + xDj

2

�
: (4.4)

4tfD = tfDi+1 � tfDi:

tfD =

�
tfDi+1 + tfDi

2

�
:

4xD = xDj+1 � xDj :

Denotamos a xDj+1; como la solución aproximada de la ecuación diferencial, que será aquella
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solución de la ecuación en diferencias �nitas siguiente:

xDj+1 = xDj � (tfDi+1 � tfDi)qRD1

264 2

xDj+1 + xDj
exp

0B@�
�
xDj+1+xDj

2

�2
4
�
tfDi+1+tfDi

2

�
1CA (4.5)

+
1�

2�
�
xDj+1+xDj

2

�� exp
0B@�

�
2�

�
xDj+1+xDj

2

��2
4
�
tfDi+1+tfDi

2

�
1CA
375 ;

De la ecuación (4.5), se calcula el comportamiento del tiempo adimensional a un gasto adi-

mensional y distancia adimensional; la ecuación se resolvió por técnicas convencionales como

el método iterativo y la condición de convergencia. La grá�ca 4.5 presenta el comportamien-

to del tiempo adimensional para un gasto adimensional contra la distancia adimensional

obtenida a partir de la ecuación (4.5).
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Pozo Productor Falla

tfD=kt / φµctdf
2

Figura 4.5: Variación del tiempo adimensional para un gasto adimensional unitario contra
la distancia adimensional, para �ujo radial en estado transitorio.

En la grá�ca 4.6, se representa el comportamiento del tiempo adimensional que

tarda en llegar el �uido para diferentes gastos adimensionales proveniente de una falla
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conductiva. Es posible observar que para valores de gasto adimensional qRD1 grandes el

tiempo adimensional tfD en que tarda en llegar el agua al pozo es menor.
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Figura 4.6: Variación del tiempo adimensional contra la distancia adimensional, para �ujo
radial en estado transitorio.

4.1.2. Flujo Radial en Estado Estacionario

La ecuación analítica que representa la solución del comportamiento de la velocidad

de los �uidos para un régimen estacionario es:

vD = �qRD2
�

4

2xD � x2D

�
: (4.6)

donde el gasto está de�nido como

qRD2 =
qB�ct
4�kh

:

Como se puede observar la solución de la ecuación de velocidad adimensional del �uido es

una ecuación lineal muy simple de resolver, así que para determinar el tiempo se integra el
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inverso de la velocidad obteniéndose:

tfD =

Z x=d

1

dxD
vD

: (4.7)

Finalmente la ecuación analítica que representa el tiempo de invasión de un pozo productor

cercano a una falla conductiva es:

tfD =
1

12qRD2

�
x3D � 3x2D + 2

�
: (4.8)

El desarrollo matemático se encuentra en el Apéndice B. La grá�ca 4.7 presenta el compor-

tamiento del tiempo adimensional contra la distancia adimensional, para �ujo estacionario,

obtenido por medio de la ecuación (4.8).

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

qRD2= qBµct  / 4πkh

q R
D

2 *
 t f D

xD=x/df FallaPozo Productor

tfD= kt / φµctdf
2

Figura 4.7: Variación del tiempo adimensional con un gasto adimensional unitario con res-
pecto a la distancia adimensional, para �ujo radial en estado estacionario.

A continuación se generó la grá�ca 4.8 siguiente, la cual representa el compor-

tamiento del tiempo adimensional con respecto a la distancia adimensional a diferentes
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gastos adimensionales, para un sistema de un pozo cercano a una falla. A partir de los re-

sultados anteriores, es posible establecer que por medio de la ecuación (4.8) se puede estimar

una manera sencilla para calcular el tiempo de irrupción para un pozo productor cercano a

una falla conductiva para un �ujo estacionario.Para poder comparar los resultados que se
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Figura 4.8: Variación del tiempo adimensional con respecto a la distancia adimensional,
para �ujo radial en estado estacionario.

obtuvieron para el régimen estacionario y régimen transitorio de �ujo radial, se emplearon

las mismas escalas adimensionales de tiempo y distancia que permiten observar el compor-

tamiento de los dos régimenes estudiados, a continuación se muestra la comparación de las

dos curvas en la �gura 4.9, para algunos valores reales de campo.
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Figura 4.9: Comparación de �ujo radial en estado estacionario y en estado transitorio para
valores de un caso de campo.

La solución analítica del �ujo estacionario es una aproximación al caso real de un

pozo localizado a una distacia de una falla que proporciona resultados casi idénticos a los

obtenidos con la solución de �ujo transitorio cuando se evalúa para valores reales de campo,

como se puede ver en la �gura 4.9.

4.1.3. Flujo Esférico en Estado Transitorio

La expresión siguiente representa la velocidad de �ujo esférico, la solución se desa-

rrollo detalladamente en el Apéndice C, como se puede observar la ecuación diferencial es

no lineal, la cual no se puede resolver fácilmente
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vD =
qB�ct
4�kdfd

2
D

24 1

�xD
p
tfD

exp

0@� xDdD � 1
2dD

p
tfD

!21A� 1

x2D
erfc

 
xDdD � 1
2dD

p
tfD

!

�
exp

�
xDdD � 1 + d2DtfD

�
�xD

p
tfD

exp

0@� 2d2DtfD + (xDdD � 1)
2dD

p
tfD

!21A
+
exp

�
xDdD � 1 + d2DtfD

�
x2D

erfc

 
2d2DtfD + (xDdD � 1)

2dD
p
tfD

!

�
exp

�
xDdD � 1 + d2DtfD

�
xD

erfc

 
2d2DtfD + (xDdD � 1)

2dD
p
tfD

!

+
1

� [2� xD]
p
tfD

exp

0@� dD (2� xD)� 1
2dD

p
tfD

!21A
� 1

(2� xD)2
erfc

 
dD (2� xD)� 1
2dD

p
tfD

!

�
exp

�
dD (2� xD)� 1 + d2DtfD

�
[2� xD]�

p
tfD

exp

0@� 2d2DtfD + dD (2� xD)� 1
2dD

p
tfD

!21A
+
exp

�
dD (2� xD)� 1 + d2DtfD

�
(2� xD)2

erfc

 
2d2DtDd + dD (2� xD)� 1

2dD
p
tfD

!

�
exp

�
dD (2� xD)� 1 + d2DtfD

�
(2� xD)

erfc

 
2d2DtfD + dD (2� xD)� 1

2dD
p
tfD

!#
: (4.9)

Para resolver la ecuación diferencial no lineal (4.9), correspondiente a �ujo esférico

se sigue el mismo procedimiento señalado anteriormente para �ujo radial, es decir se re-

suelve la ecuación utilizando un método numérico. La ecuación diferencial no lineal (4.9),

al principio se resuelve bajo la condición inicial xD = 1 (nos localizamos en la frontera

externa) a un tiempo tfD = 0. La ecuación se discretiza de tal manera que la posición y

el tiempo están de�nidos por las ecuaciones 4.4. La ecuación para �ujo esférico en régimen

transitorio es:
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�xD = qED1�tfD

24 1

�xD
p
tfD

exp

0@� xDdD � 1
2dD

p
tfD

!21A (4.10)

� 1

x2D
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xDdD � 1
2dD

p
tfD
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�
exp
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xDdD � 1 + d2DtfD
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�xD

p
tfD

exp

0@� 2d2DtfD + (xDdD � 1)
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p
tfD

!21A
+
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!
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0@� dD (2� xD)� 1
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p
tfD

!21A
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2dD

p
tfD

!

�
exp
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dD (2� xD)� 1 + d2DtDd

�
[2� xD]�

p
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exp

 
�
�
2d2DtDd + dD (2� xD)� 1

2dD
p
tDd

�2!
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exp

�
dD (2� xD)� 1 + d2DtfD

�
(2� xD)2
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exp
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�
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p
tfD

!
:

Para propósitos reales es práctico gra�car el tiempo de irrupción en cualquier

punto del yacimiento en función de variables adimensionales. Las de�niciones de las variables

adimensionales para �ujo esférico en régimen transitorio son las siguientes.

xD =
x

df
, dD =

df
rw
; qED1 =

qB�ct
4�kdf

y tfD =
tk

��ctd2f
: (4.11)

El método empleado de solución de diferencias �nitas es similar al de �ujo radial, aunque,

debe mencionarse que la función error complementaria presentó problemas al momento de

programarla para valores donde las distancias son muy grandes, ya que generaba un error de
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precisión por el rango de dígitos que maneja la computadora para funciones exponenciales;

por lo anterior, se buscó otra alternativa para programar la función error, después de varios

intentos utilizando otras opciones como series asintóticas e identi�cando las funciones donde

se tiene el problema, se resolvió haciendo uso de la de�nición de la integral de la función error

complementaria erfc (z) = (2=
p
�)
R z
0 e

�t2dt utilizando un método numérico para programar

la integral como una función, con esta solución se logró obtener óptimos resultados correctos

para un rango muy grande de distancias a la falla. La ecuación �nal para obtener los tiempos

de irrupción en un �ujo esférico en comportamiento transitorio, bajo diferencias de posición

y tiempo quedó como.

4xD = qED14tfD

"
� 1

x2D
erfc

 
xDdD � 1
2dD

p
tfD

!
(4.12)

+
2p
�x2D

Z 1

2d2
D
tfD+xDdD�1
2dD

p
tfD

exp
�
xDdD � 1 + d2DtfD

�
exp

�
�t2
�
dt

� 2p
�xD

Z 1

2d2
D
tfD+xDdD�1
2dD

p
tfD

exp
�
xDdD � 1 + d2DtfD

�
exp

�
�t2
�
dt

� 1

(2� xD)2
erfc

 
dD (2� xD)� 1
2dD

p
tfD

!

+
2

p
� (2� xD)2

Z 1

2d2
D
tfD+(2�xD)dD�1
2dD

p
tfD

exp
�
(2� xD) dD � 1 + d2DtfD

�
exp

�
�t2
�
dt

� 2p
� (2� xD)

Z 1

2d2
D
tfD+(2�xD)dD�1
2dD

p
tfD

exp
�
(2� xD) dD � 1 + d2DtfD

�
exp

�
�t2
�
dt

35 :
Este sistema se resolvió por el método iterativo y la condición de convergencia. La

grá�ca 4.10 correspondiente representa el comportamiento del tiempo adimensional para

un gasto adimensional contra la distancia adimensional, estimada a partir de la ecuación

(4.12).

La curva tipo 4.11, representa el comportamiento del tiempo adimensional contra
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Figura 4.10: Tiempo adimensional para un gasto adimensional unitario contra la distancia
adimensional, para un �ujo esférico en un régimen transitorio.

la distancia adimensional para varios gastos adimensionales para un sistema con un pozo a

una distancia a una falla. Es posible observar que para valores de gasto adimensional qED1;

grandes el tiempo adimensional tfD que tarda en llegar el agua es menor.De la ecuación

(4.12) se puede calcular el comportamiento del tiempo adimensional a cualquier gasto y

distancia adimensional si se conocen los demás parámetros involucrados.

4.1.4. Flujo Esférico en Estado Estacionario

La ecuación que representa el comportamiento de la velocidad conforme avanza el

agua hasta el pozo productor, en un régimen estacionario en �ujo esférico es

vD = �qED2
�
2x2D � 4xD + 4
x4D � 4x3D + 4x2D

�
: (4.13)



42

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
10­4

10­2

100

102

104

106

108

1010

1012

qED1=1

Pozo Productor Falla

qED1= qBµct / 4πkdf

qED1=10­2

qED1=10­12

qED1=10­10

qED1=10­8

qED1=10­6

qED1=10­4

t f D
 =

  k
t  

/ φ
 µ

c t d
f2

xD=x/df

Figura 4.11: Tiempo adimensional contra la distancia adimensional, para �ujo esférico en
un estado transitorio.

En el apéndice D, se ha realizado un análisis más detallado de las ecuaciones. De la misma

manera que en �ujo radial en régimen estacionario, es una ecuación lineal muy simple de

resolver. Por lo tanto se integra el inverso de la velocidad, obteniéndose la integral siguiente:

tfD =

Z x=d

1

dxD
vD

: (4.14)

tfD = �
1

qED2

Z x=d

1

�
x4D � 4x3D + 4x2D
2x2D � 4xD + 4

�
dxD: (4.15)

La ecuación analítica que expresa el tiempo de irrupción cercano a una falla conductiva,

para condiciones de �ujo esférico en estado estacionario es:

tfD = �
1

qED2

�
1

6
x3D �

1

2
x2D � xD + 2arctan (xD � 1) +

4

3

�
: (4.16)

Las de�niciones para las variables adimensionales para �ujo esférico son las siguientes:

xD =
x

df
, tfD =

kt

�ct�d2f
y qED2 =

qB�ct
4�kdf

: (4.17)
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La grá�ca 4.12, representa el comportamiento del tiempo adimensional para un gasto adi-

mensional contra la distancia adimensional, en estado estacionario a partir de la ecuación

(4.16).
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Figura 4.12: Tiempo adimensional para un gasto adimensional unitario con respecto a la
distancia adimensional, para un �ujo esférico en un estado estacionario.

A continuación se generó la curva tipo 4.13 siguiente, que representa el compor-

tamiento del tiempo adimensional contra la distancia adimensional para diferentes gastos

adimensionales en un sistema de un pozo cercano a una distancia a la falla.

Se presenta la grá�ca que permita observar el comportamiento del régimen tran-

sitorio y estacionario para �ujo esférico. La solución analítica del �ujo estacionario es una

aproximación al caso real de un yacimiento in�nito con un pozo a una distancia de una

falla estos proporcionan resultados casi idénticos a los obtenidos con la solución de �ujo

transitorio cuando se evalúa para valores de campo, ver la grá�ca 4.14 siguiente .



44

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
10­4

10­2

100

102

104

106

108

1010

1012

qED2 = qBµct / 4πkdf

qED2=10­2

qED2=10­4

qED2=10­6

qED2=10­8

qED2=10­10

qED2=10­12

qED2=1

t f D
 =

 tk
  /

φ 
µ

c td f2

xD=x/df
Pozo Productor Falla

Figura 4.13: Tiempo adimensional contra la distancia adimensional, para un �ujo esférico
en un estado estacionario.

4.2. Problema de Flujo en la Falla

La solución para el �ujo en la falla, se resuelve independientemente al problema del

yacimiento. El objetivo principal de esta sección es derivar una ecuación para determinar

el tiempo en que el �uido proveniente del acuífero �uye a través de la falla hasta llegar al

nivel del pozo activo, como se muestra en la �gura 4.15.

Un �ujo bilineal resulta al combinar el �ujo del yacimiento, dentro de la falla y el

�ujo lineal en el plano de la falla [22]. En la �gura 4.15 se puede observar que el �ujo viaja

hacia y por adentro de la falla; por lo tanto se toma como base la solución desarrollada para

�ujo bilineal de Cinco-Ley y Samaniego[22], en la cual se tiene un pozo intersectante a una

falla conductiva. Para este caso particular los resultados se extienden cuando el pozo no

intersecta el plano de la falla, la cual se encuentra a una distancia df , así que las coordenadas
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Figura 4.14: Comparación del comportamiento de �ujo esférico en estado estacionario y en
estado transitorio para valores reales de campo.

del sistema se ajusta para que coincidan con el plano de la falla.

En la solución del problema de �ujo en la falla se utilizan los mismos pasos em-

pleados para la parte del yacimiento. De la solución de la ecuación de presión en la falla

del �ujo bilineal[22] se deriva con respecto a la distancia y el gradiente se sustituye en la

ecuación de la Ley de Darcy para obtener la velocidad de los �uidos que viajan del contacto

por la falla hasta llegar al nivel del pozo productor cuando xD = 0. En el Apéndice E se

describe el desarrollo detallado antes descrito.

La ecuación de velocidad de los �uidos que viajan a través y a lo largo de la falla

es:

vfD = �
�m
�f
qD

�
1

bfD

��
1

s
exp

�
�yCD

r
2

FCD
s1=4

��
(4.18)
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Figura 4.15: Modelo físico esquemático del problema del �ujo en la falla.

donde las variables adimensionales se de�nen como:

qD =
qB�ct
2kh

; bfD =
bf
df
; yCD =

dC
df
; FCD =

bfkf
kdf

y tfD =
kt

��ctd2f
;

donde yC es la distancia al contacto y FCD es la conductividad adimensional de la falla.

La ecuación de velocidad en la falla es una ecuación no lineal por lo tanto su solución no

se puede resolver fácilmente, por lo tanto se resuelve numéricamente utilizando diferencias

�nitas y métodos iterativos, la ecuación se discretiza utilizando diferencias �nitas centradas.

yCD =

�
yCDk+1 + yCDk

2

�
: (4.19)

4tDf = tfDi+1 � tfDdi:

tfD =

�
tfDi+1 + tfDi

2

�
:

4yCD = yCDk+1 � yCDk:



47

El resultado de la ecuación de la velocidad en la falla en diferencias �nitas es:

vfD = �
�m
�f
qD

�
1

bfD

��
1

s
exp

�
�
�
yCDk+1 + yk

2

�r
2

FCD
s1=4

��
: (4.20)

La ecuación (4.18) no lineal, se resuelve utilizando iteración con relajación para cada tiempo.

El grado de convergencia que se pide para cada iteración es de 1 � 10�5; además como se

puede observar en la ecuación 4.20 se tiene la variable de Laplace por lo que posteriormente

se utiliza el algoritmo de Stefest [23] para resolver la antitransformada de Laplace.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
1E­3

0.01

0.1

1

10

FCD=10000
FCD=100

t fD
 =

 k
 t 

/φ
 µ

c t d
f2

yCD = dc / df

FCD=1

bfD=1
yD=1

qD=1

Figura 4.16: Comportamiento del tiempo del �ujo del agua el cual viaja desde la distancia
al contacto dc hasta el nivel del pozo a través de una falla conductiva.

Al gra�car la ecuación de velocidad del �uido en la falla como se muestra en la

grá�ca 4.16, se puede observar que el comportamiento del �uido varía dependiendo del valor

de la conductividad adimensional FCD; mientras más grande es la conductividad de la falla

el �uido se trasladará más rápido por la falla, cuando la distancia al contacto dc es la misma
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que la distancia a la falla df el valor de yCD = 1.0. Estos resultados tambien dependen del

gasto adimensional qD y ancho adimensional bfD.

De forma similar a la �gura 4.16 anterior, la �gura 4.17 muestra el comportamiento

del agua en la falla, conforme qD es mayor el tiempo es menor, lo cual indica que para el

modelo de �ujo el qD controla la velocidad del agua en la falla.
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Figura 4.17: Comportamiento del �uido a través de la falla, a diferentes gastos adimensio-
nales qD.

Los resultados que se presentan en la �gura 4.18 son para un rango mayor de

yCD; valores de qD = 10�4; bfD = 10�2 y variando FCD; se observa que la variación de

la FCD in�uye en el tiempo en que tarda en viajar el agua en la falla; a mayor FCD el agua

llegará más rápido al pozo. Además se muestra que a valores de yCD pequeños las curvas

de diferente FCD se van juntando caso contrario sucede cuando las distancias son mayores
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Figura 4.18: Comportamiento del tiempo adimensional con respecto a la distancia adimen-
sional para qD = 10�4, bfD = 10�2 y diferentes FCD.
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En la �gura 4.19 podemos comprobar una vez más el comportamiento de la

ecuación (4.20) conforme FCD aumenta el tiempo disminuye; comparando las dos �guras

4.18 y 4.19 se observa que conforme el qD es mayor el �uido se trasladará más rápido por

la falla.
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Figura 4.19: Comportamiento del tiempo adimensional contra la distancia al contacto agua-
aceite para qD = 10�6, bfD = 10�2 y diferentes FCD:

A continuación, la �gura 4.20 muestra una tendencia similar, dado valores de

bfD = 10
�4 y qD = 10�4 a diferentes conductividades adimensionales FCD; si se compara

las �guras 4.18 y 4.20 se puede notar que el comportamiento del agua viajará mucho más

rápido por la falla cuando bfD es menor, lo cual se debe a que el comportamiento de la

velocidad del modelo planteado depende de la distancia entre el pozo y la falla, lo cual

implica que al disminuir df el tiempo será menor.
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qD=10­4

Figura 4.20: Comportamiento del tiempo adimensional contra la distancia al contacto agua-
aceite para un qD = 10�4, bfD = 10�4 y diferentes FCD.
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En las grá�cas siguientes se muestra la variación del parámetro gasto adimensional

qD, observándose que conforme disminuye el valor de qD, la curva se hace más pronunciada,

lo cual nos indica que los �uidos viajaran más lentamente por la falla como se muestra en

la �gura 4.21.

10 100 1000
10­2

100

102

104

106

108

1010

1012

1014

FCD=1

qD=10­4

qD=10­2

bfD=10­2

qD=1

yCD = dC / df

t f D
 =

 k
 t 

/φ
 µ

c t d
f2

qD=10­12

qD=10­10

qD=10­8

qD=10­6

Figura 4.21: Comportamiento del tiempo adimensional contra la distancia al contacto agua-
aceite para FCD = 1, bfD = 10�2 y variando qD.

A continuación se muestra la variación del parámetro FCD comparando la grá�ca

4.21 con las gra�cass 4.22 y 4.23, se puede observar que conforme el valor de FCD es más

grande el comportamiento del tiempo será menor. De las grá�cas mostradas, también se

concluye que para valores de FCD el comportamiento del tiempo es casi el mismo.
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Figura 4.22: Comportamiento del tiempo adimensional contra la distancia al contacto agua-
aceite para FCD = 100, bfD = 10�2 y variando qD.
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Figura 4.23: Comportamiento del tiempo adimensional contra la distancia al contacto agua-
aceite para FCD = 1000, bfD = 10�2 y variando qD.
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4.2.1. Comprobación de la ecuación de velocidad en la falla

Para realizar la comprobación de la ecuación (4.18) se toma en cuenta la aportación

del acuífero a la falla, ver �gura 4.24, tomando la ecuación de la presión en la fractura del

artículo de �ujo bilineal [22] y sustituyendo la ecuación en el gradiente de la presión del

yacimiento [22] se obtiene el gradiente de la presión con respecto a la distancia en xD = 0;

separadamente se obtiene el gasto de la aportación del acuífero a la falla, esto es desde el

in�nito hasta la distancia al contacto y se sustituyen en la Ley de Darcy para obtener la

velocidad del �ujo en la falla: el método se describe detalladamente en el Apéndice F.

Figura 4.24: Esquema propuesto para la comprobación del �ujo en la falla.

Finalmente se comprueba que la solución de la ecuación es la misma que la ecuación

(4.20).

vfD = �qD
�
1

bfD

��
1

s
exp

�
�yCD

r
2

FCD
s1=4

��
(4.21)
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Capítulo 5

Método para obtener el tiempo de

invasión de agua

1. Obtener información de algunas propiedades del yacimiento, como la permeabilidad

k, compresibilidad total del sistema ct, distancia a la falla df y conductividad en la

falla FCD; la cual se extima utilizando paquetes especializados de análisis de pruebas

de presión.

2. Obtener información a través de registros geofísicos y análisis de �uidos contenidos en

los núcleos, porosidad � y viscosidad �; respectivamente.

3. Obtener la distancia al contacto agua-aceite dc, por medio de planos estructurales y

calcular la variable yCD donde yCD = dC=df :

4. Obtener el tiempo de producción de agua por medio de las historias de producción

del pozo y pasarlo a unidades adimensionales tPD.
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5. Obtener el tiempo t1 que tarda en llegar el agua de la falla al pozo y convertirlo a

unidades adimensionales tfD1, a través de los cuatro modelos matemáticos planteados

de acuerdo con el tipo de geometría de �ujo de �uidos en el yacimiento. Los cuatro

modelos desarrollados son:

Flujo radial en el yacimiento para estado transitorio y estado estacionario.

Flujo esférico en el yacimiento para estado transitorio y estado estacionario.

6. Calcular tfD2 el cuál es el tiempo en que tarda en llegar el agua a través de la falla,

tfD2 = jtfD1 � tPDj.

7. Calcular el gasto adimensional qD:

8. Utilizando el programa desarrollado para obtener el tiempo tfD2 en que viaja el agua

a través de la falla dadas las variables de entrada yCD, qD y FCD, se construye la

grá�ca bfD con respecto a tfD2:

9. De la grá�ca obtenida y el valor de tfD2 del paso 6, se obtiene bfD con el cual se

calcula el ancho de la falla bf :

10. Con el valor de bfD se construye la grá�ca tfD2 contra yCD y con el valor de la variable

yCD obtenemos tfD2 para obtener el valor del tiempo t2 que tarda en llegar el agua a

través de la falla.

11. Finalmente se obtiene el tiempo de invasión del agua tf , sumando los tiempos t1 y t2:
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Capítulo 6

Aplicación de Campo

6.1. Antecedentes y Objetivo del Caso de Campo

El Campo Jujo-Tecominoacán ha producido desde 1980, principalmente mediante

el mecanismo de expansión volumétrica del sistema con entrada de agua. El yacimiento

es naturalmente fracturado conteniendo fallas conductivas semipermeables e impermeables,

existiendo evidencia de una comunicación vertical excelente ocasionada por fracturas na-

turales. En algunos casos el agua ha invadido los pozos vía fallas conductivas, tal como lo

indican las pruebas de presión y los datos de producción.

La producción del campo ha descendido debido al depresionamiento del campo y

a la invasión de pozos por agua, ver �gura 6.1.

De acuerdo a las pruebas de presión disponibles, se seleccionó dos pozos de Tecomi-

noacán, los cuales presentan la característica principal de frontera a presión constante.

Por lo anterior los pozos 446 y 125 de Tecominoacán tiene la característica principal

para poder aplicar la metodología para estimar el tiempo de invasión de agua cercanos a
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Figura 6.1: Plano estructural del campo Jujo-Tecominoacán, el cual indica arealmente el
movimiento del agua del acuífero en los pozos de campo.

fallas conductivas, de tal forma que ayude para tomar medidas preventivas para retardar su

irrupción y consecuente invasión del pozo. Hay que tomar en cuenta que esta metodología

no se puede aplicar para pozos nuevos, debido a que se necesitan las historias de producción.

Pozo Tecoaminoacán 446

La �gura 6.2 presenta el caso de una prueba de incremento, la curva de derivada

muestra inicialmente una pendiente unitaria característica del efecto de almacenamiento;

posteriormente los datos muestran rápidamente una pendiente negativa unitaria, que es
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característica de una frontera a presión constante y que además la falla se encuentra muy

cercana al pozo. El análisis de las pruebas presión indican que los datos de pozo se ajustan

a un modelo de un pozo en un medio homogéneo cercano a una falla conductiva con los

siguientes parámetros.

Figura 6.2: Presión y derivada de presión para la curva de incremento del pozo T-446.

Permeabilidad, k = 21 md
Porosidad, � = 0.02
Distancia a la falla, df = 514.7 ft = 156.88 m
Espesor, h = 640 ft = 195.072 m
Compresibilidad Total, ct = 3� 10�5 psi�1
Viscosidad, � = 0.335 cp
Factor de volumen de aceite, B = 1.2
Gasto inicial, q = 1525 bls=d�{a
Radio del pozo, rw = 0.21 ft
Conductividad de la falla, FCD = 0.1; 1; 10; 100
Distancia del contancto agua/aceite, dC = 13; 123.35 ft = 4000 m

De las historias de producción se obtiene el tiempo que tarda en entrar el agua al

pozo, para este pozo se tardó 68 meses (49674 hrs), el cuál se pasa a unidades adimensio-

nales el cual se representa con tPD:
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tPD = (2.637� 10�4) kt

��ctd2f

tPD = (2.637� 10�4) (21md)(68mes)(730.5hrs=mes)
(0.02)(0.335cp)(3� 10�5psi�1)(514.7ft)2 = 5165.99

A continuación se obtiene el tiempo de invasión del agua al pozo t1 = 22.5 meses

(16436.25 hrs) ; el cual se obtiene utilizando el modelo de �ujo radial desarrollado y se

expresa en forma adimensional tfD1; ver �gura 6.3.

Figura 6.3: Esquema del sistema

tfD1 = (2.637� 10�4) kt

��ctd2f

tfD1 = (2.637� 10�4) (21md)(22.5mes)(730.5hrs=mes)
(0.02)(0.335cp)(3� 10�5psi�1)(514.7ft)2 = 1709.33

Se resta los tiempos tPD y tfD1, se obtiene el tiempo tfD2; el cual es el tiempo que

tarda en llegar el agua por la falla desde el contacto hacia la altura del pozo
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tfD2 = jtfD1 � tPDj = 3459.65

Calculando el gasto adimensional

qD =
�
4.44� 104

� qB�ct
2kh

qD =
�
4.44� 104

� (1525bls=d�{a)(0.335cp)(1.2)(3� 10�5psi�1)
(2)(21md)(640ft)

= 3.30� 10�2

Con las variables adimensionales (qD; yCD; tfD2) se crea la grá�ca bfD contra tfD2

para obtener bfD y por lo tanto el ancho de la falla bf , después se construye la grá�ca tfD2

con respecto a yCD y se obtiene la variable tfD2 para así obtener el tiempo t2 que tarda en

viajar el agua por la falla desde el contacto hacia la altura del pozo.

Resultados

A continuación se presentan sólo los resultados obtenidos de las corridas del pro-

grama y del ajuste de las grá�cas construidas, a diferentes conductividades, las grá�cas no

se muestran debido a que son muchas

FCD= 100; qD = 3.30� 10�2; yCD = 25.5, tfD2 = 3459.6; se obtiene bfD y tfD2:

bfD = 0.82

bf = df � bfD = (514.7ft)(0.82)(1m=3.28ft) = 128.86 m

tfD2 = 3484.2

t2 =
��ctd

2
f tfD2

(2.637� 10�4)(730.5)k

t2 =
(0.02)(0.335cp)(3� 10�5psi�1)(514.7ft)2 (3484.2)

(2.637� 10�4)(730.5)(21md) = 45.69 meses
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FCD= 10; qD = 3.30� 10�2; yCD = 25.5, tfD2 = 3459.6; se obtiene bfD y tfD2:

bfD = 0.48

bf = df � bfD = (514.7ft)(0.48)(1m=3.28ft) = 75.32m

tfD2 = 3576.2

t2 =
��ctd

2
f tfD2

(2.637� 10�4)(730.5)k

t2 =
(0.02)(0.335cp)(3� 10�5psi�1)(514.7ft)2 (3576.2)

(2.637x10�4)(730.5)(21md)
= 47.07 meses

FCD= 1; qD = 3.30� 10�2; yCD = 25.5, tfD2 = 3459.6; se obtiene bfD y tfD2:

bfD = 0.004

bf = df � bfD = (514.7ft)(0;004)(1m=3.28ft) = 6.27m

tfD2 = 3951.35

t2 =
��ctd

2
f tfD2

(2.637� 10�4)(730.5)k

t2 =
(0.02)(0.335cp)(3� 10�5psi�1)(514.7ft)2 (3951;35)

(2.637� 10�4)(730.5)(21md) = 52.01 meses

FCD= 0;1; qD = 3.30� 10�2; yCD = 25.5, tfD2 = 3459.6; se obtiene bfD y tfD2:

bfD = 3.8� 10�7

bf = df � bfD = (514.7ft)(3.8� 10�7)(1m=3.28ft) = 5.96� 10�5m = 0.59 mm

tfD2 = 4108.53

t2 =
��ctd

2
f tfD2

(2.637� 10�4)(730.5)k

t2 =
(0.02)(0.335cp)(3� 10�5psi�1)(514.7ft)2 (4108.53)

(2.637� 10�4)(730.5)(21md) = 54 meses
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Finalmente se suma el tiempo (t2) que tarda en llegar el agua del contacto a la

altura del pozo y el tiempo (t1) que tarda en llegar el agua de la falla al pozo, para obtener

el tiempo de invasión de agua cercano a una falla conductiva.

tf = t1 + t2 = 22.5 + 54 = 76.5 meses

Por lo tanto el tiempo calculado es de 76.5 meses mientras que el tiempo que

invade el agua al pozo obtenido de las historias de producción es de 68 meses.

Pozo Tecoaminoacán 125

La �gura 6.4 presenta el caso de una prueba de incremento, la curva de deriva-

da muestra un comportamiento con fractura de conductividad �nita y se ajusta con una

frontera a presión constante con las siguientes propiedades:

Figura 6.4: Presión y derivada de presión para la curva de incremento del pozo T-125.
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Permeabilidad, k = 0.8 md
Porosidad, � = 0.03
Distancia a la falla, df = 175 ft = 53.34 m
Espesor, h = 1486 ft = 452.93 m
Compresibilidad Total, ct = 3� 10�5 psi�1
Viscosidad, � = 0.3254 cp
Factor de volumen de aceite, B = 1.2
Gasto inicial, q = 1946 bls=d�{a
Radio del pozo, rw = 0.21 ft
Conductividad de la falla, FCD = 1; 10; 100
Distancia del contancto agua/aceite, dC = 13; 123.35 ft = 4000.0 m

De las historias de producción se obtiene el tiempo que tarda en entrar el agua al

pozo, para este pozo se tardó 81 meses (59170.5 hrs), el cuál se pasa a unidades adimen-

sionales el cual se representa con tPD:

tPD = (2.637� 10�4) kt

��ctd2f

tPD = (2.637� 10�4) (0.8 md)(81mes)(730.5hrs=mes)
(0.03)(0.3254cp)(3� 10�5psi�1)(175ft)2 = 1391.7

A continuación se obtiene el tiempo de invasión del agua al pozo t1 = 7.3 meses

(5332.65 hrs) el cual se obtiene utilizando el modelo de �ujo radial desarrollado y se expresa

en forma adimensional tfD1:

tfD1 = (2.637� 10�4) kt

��ctd2f

tfD1 = (2.637� 10�4) (0.8md)(7.3mes)(730.5hrs=mes)
(0.03)(0.3254cp)(3� 10�5psi�1)(175ft)2 = 125.4

Restando los tiempos tPD y tfD1, se obtiene el tiempo tfD2; cual es el tiempo que

tarda en llegar el agua por la falla desde el contacto hacia la altura del pozo

tfD2 = jtfD1 � tPDj = 1266.26
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Calculando el gasto adimensional

qD =
�
4.44� 104

� qB�ct
2kh

qD =
�
4.44� 104

� (1946bls=d�{a)(0.3254cp)(1.2)(3� 10�5psi�1)
(2)(0.8md)(1486ft)

= 4.2� 10�1

Resultados

A continuación se presentan sólo los valores obtenidos del programa y de las grá-

�cas, las grá�cas se omiten debido a que son muchas Con las variables adimensionales

(qD; yCD; tfD2) calculadas se obtiene el ancho de la falla bf ;y el tiempo en que tarda en

viajar el �uido por la falla t2.

FCD= 100; qD = 4.2� 10�1; yCD = 75, tfD2 = 1266.26; se obtiene bfD y tfD2:

bfD = 1.8

bf = df � bfD = (514.7ft)(1.8)(1m=3.28ft) = 96.03 m

tfD2 = 1253.16

t2 =
��ctd

2
f tfD2

(2.637� 10�4)(730.5)k

t2 =
(0.03)(0.3254cp)(3� 10�5psi�1)(175ft)2 (1253.16)

(2.637� 10�4)(730.5)(0.8md) = 72.93 meses

FCD= 10; qD = 4.2� 10�1; yCD = 75, tfD2 = 1266.26; se obtiene bfD y tfD2:

bfD = 0.06

bf = df � bfD = (514.7ft)(0.06)(1m=3.28ft) = 3.30 m

tfD2 = 1354

t2 =
��ctd

2
f tfD2

(2.637� 10�4)(730.5)k

t2 =
(0.03)(0.3254cp)(3� 10�5psi�1)(175ft)2 (1354)

(2.637� 10�4)(730.5)(0.8md) = 78.80 meses
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FCD= 1; qD = 4.2� 10�1; yCD = dc=df = 75, tfD2 = 1266.26; se obtiene bfD y tfD2:

bfD = 7.9� 10�4

bf = df � bfD = (514.7ft)(7.9� 10�4)(1m=3.28ft) = 4.21� 10�4m = 4.21 mm

tfD2 = 1317.69

t2 =
��ctd

2
f tfD2

(2.637� 10�4)(730.5)k

t2 =
(0.03)(0.3254cp)(3� 10�5psi�1)(175ft)2 (1317.69)

(2.637� 10�4)(730.5)(0.8md) = 76.68 meses

Finalmente se suma el tiempo (t2) que tarda en llegar el agua del contacto a la

altura del pozo y el tiempo (t1) que tarda en llegar el agua de la falla al pozo, para obtener

el tiempo de invasión de agua cercano a una falla conductiva.

tf = t1 + t2 = 7.3 + 76.68 = 83.9 meses

Por lo tanto el tiempo calculado es de 83.9 meses mientras que el tiempo que

invade el agua al pozo obtenido de las historias de producción es de 81 meses.
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Capítulo 7

Conclusiones y Recomendaciones

7.1. Conclusiones

Basado en el desarrollo matemático expuesto, así como en los resultados del ejem-

plo de campo, a continuación se presentan las conclusiones siguientes:

1. Se desarrolló una metodología para obtener el tiempo de invasión de agua del pozo cer-

cano a una falla. La solución considera el yacimiento con frontera a presión constante

y �ujo bilineal en la falla.

2. El �ujo de desplazamiento en el yacimiento es tipo pistón.

3. Se desarrolló una metodología para obtener el ancho de la falla.

4. Se desarrolló una metodología para obtener el tiempo en que viaja el agua por la falla.

5. Las grá�cas representan el comportamiento del tiempo con respecto a la posición del

�ujo para diferentes valores del gasto.
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6. A mayor conductividad de la falla FCD el agua se desplaza más rápido en la falla.

7. Se observó a través de los resultados analíticos que conforme se incrementa el gasto

adimensional, los tiempos de llegada al pozo son menores.

8. En el ejemplo de campo de este trabajo, el tiempo de invasión obtenido por la

metodología propuesta se aproxima a las historias de producción del pozo.

9. Se puede observar a partir de la información de campo, que el comportamiento de

velocidad en el yacimiento es similar tanto para un �ujo transitorio como para un

�ujo estacionario. Por consiguiente el efecto de la compresibilidad del área de drene

del pozo es despreciable.

10. Se desarrolló un método para obtener el ancho efectivo al �ujo de la falla.

11. Con el presente método se podrá calcular el tiempo mínimo de surgencia para la

programación y localización de los siguientes pozos a perforar.

7.2. Recomendaciones

1. El presente modelo puede mejorarse si se considera la heterogeneidad en el yacimiento

(doble porosidad, estrati�cación, etc) y factor de daño en la falla.
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Apéndice A

Método para Flujo Radial en

Estado Transitorio

A.1. Desarrollo Matemático del Problema

El modelo de �ujo consideró las suposiciones siguientes: El yacimiento es isotrópico,

homogéneo y de espesor constante; además todas las propiedades de la formación se suponen

independientes de la presión, el �uido contenido en el yacimiento es ligeramente compresible

con compresibilidad ct y viscosidad � constantes. La falla se localiza a una distancia df , del

pozo.

La ecuación diferencial que representa el comportamiento de un �uido en un medio

poroso con �ujo radial es

@2p

@r2
+
1

r

@p

@r
=
��ct
k

@p

@t
; (A.1)
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con las condiciones de frontera siguiente. Condición inicial: distribución uniforme

p (r; 0) = pi: (A.2)

Condición de frontera interna: gasto constante en el pozo

@p (rw; t)

@r
=

q�B

2�khrw
: (A.3)

Condición de frontera externa: yacimiento in�nito

l��m
r!1

p (r; t) = pi: (A.4)

Las de�niciones de las variables adimensionales usadas tradicionalmente para este tipo de

�ujo son las siguientes:

rD =
r

rw
; (A.5)

pD (rD; tD) =
2�kh

q�B
(pi � p (r; t)) ;

tD =
kt

��ctr2w
:

El modelo de �ujo anterior formulado por las ecuaciones A.2 a A.4, escrito en forma adimen-

sional por medio de los grupos de�nidos en la ecuación A.5, resulta en la forma siguiente:

@2pD
@r2D

+
1

rD

@pD
@rD

=
@pD
@tD

: (A.6)

pD (rD; 0) = 0: (A.7)

@pD (1; tD)

@rD
= �1: (A.8)

l��m
rD!1

pD (rD; tD) = 0: (A.9)
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Obteniendo la solución para la ecuación diferencial planteada, conocida en la literatura

como la �solución línea fuente� [24, 25].

pD (rD; t) =
1

2
E1

�
r2D
4tD

�
: (A.10)

Del problema a resolver se de�ne el sistema coordenado de la manera siguiente, como se

muestra en la �gura A.1.

Figura A.1: Esquema propuesto para el �ujo radial, hacia un pozo localizado cerca de una
falla conductiva.

La solución del modelo se basa en la premisa de que en ambos lados de la falla el

comportamiento de la presión obedece la ecuación de difusividad para coordenadas radiales;

se plantea una ecuación para el lado izquierdo y derecho de la falla, un pozo productor y

un pozo inyector de cada lado; este arreglo representa una frontera a presión constante; por

lo tanto, se tiene la ecuación de presión siguiente [26]

pD (rD; t) =
1

2
E1

�
r2D1
4tD

�
| {z }
pozo productor

� 1
2
E1

�
r2D2
4tD

�
| {z }
pozo inyector

; (A.11)

donde el pozo imagen inyector simula el efecto una falla conductiva.

Expresando la ecuación (A.11), en coordenadas cartesianas, para el pozo productor
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y para el pozo imagen inyector, se tiene las variables adimensionales adicionales siguientes:

xD =
x

df
y yD =

y

df
; (A.12)

donde df es la distancia del pozo a la falla como se muestra en la �gura A.1. El pozo

productor se localiza en el origen del sistema coordenado; la ecuación se expresa como

r21 = x
2 + y2: (A.13)

Pasando las coordenadas del pozo productor a variables adimensionales

r2D1 = (xDdD)
2 + (yDdD)

2 ; (A.14)

donde se de�ne nuevas variables adimensionales

dD =
df
rw

y tfD =
tk

��ctd2f
: (A.15)

Ahora, para las coordenadas cartesianas del pozo imagen inyector son

r22 = (2df � x)
2 + y2: (A.16)

En variables adimensionales las coordenadas del pozo imagen inyector son

r2D2 = d
2
D (2� xD)

2 + d2Dy
2
D:

Sustituyendo en la ecuación (A.11), las ecuaciones para las coordenadas cartesianas adimen-

sionales y el tiempo adimensional, resulta la ecuación siguiente para la presión adimensional

del pozo productor y el pozo imagen

pD (xD; yD; tfD) =
1

2
E1

�
x2D + y

2
D

4tfD

�
� 1
2
E1

 
(2� xD)2 + (yD)2

4tfD

!
: (A.17)
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Se obtiene la derivada de la presión con respecto a la distancia cuando yD = 0, y

se sustituye en la ecuación de Darcy.

@pD(xD; yD; tfD)

@xD

����
yD=0

= � 1

xD
exp

�
� x2D
4tfD

�
� 1

(2� xD)
exp

 
�(2� xD)

2

4tfD

!
: (A.18)

Por otro lado expresando la Ley de Darcy en forma adimensional se obtiene

vD =
@xD
@tD

=
qB�ct
2�khd2D

@pD
@xD

����
yD=0

: (A.19)

Sustituyendo el gradiente de presión con respecto a la distancia en la ecuación de Darcy,

se tiene la solución que describe el avance del frente de agua, en función del tiempo y la

distancia.

vD =
qct�B

2�khd2D

"
� 1

xD
exp

�
� x2D
4tfD

�
� 1

(2� xD)
exp

 
�(2� xD)

2

4tfD

!#
: (A.20)

Resolviendo la ecuación no lineal de velocidad adimensional en diferencias �nitas,

se de�ne las variables siguientes:

xD =

�
xDj+1 + xDj

2

�
; (A.21)

4tfD = tfDi+1 � tfDi; (A.22)

tfD =

�
tfDi+1 + tfDi

2

�
; (A.23)

4xD = xDj+1 � xDj : (A.24)

Sustituyendo las variables en la ecuación (A.20)

xDj+1 � xDj = �4tfD
qB�ct
2�khd2D

264 2

xDj+1 + xDj
exp

0B@�
�
xDj+1+xDj

2

�2
4
�
tfDi+1+tfDi

2

�
1CA

+
1�

2�
�
xDj+1+xDj

2

�� exp
0B@�

�
2�

�
xDj+1+xDj

2

��2
4
�
tfDi+1+tfDi

2

�
1CA
375 : (A.25)
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Pasando toda la ecuación a las mismas variables en el tiempo,

xDj+1 � xDj = �(tfDi+1 � tfDi)
qB�ct
2�kh

264 2

xDj+1 + xDj
exp

0B@�
�
xDj+1+xDj

2

�2
4
�
tfDi+1+tfDi

2

�
1CA

+
1�

2�
�
xDj+1+xDj

2

�� exp
0B@�

�
2�

�
xDj+1+xDj

2

��2
4
�
tfDi+1+tfDi

2

�
1CA
375 : (A.26)

De�niendo un gasto adimensional para �ujo radial en estado transitorio como:

qRD1 =
q�ctB

2�kh
; (A.27)

Veri�cando que la variable es adimensional

qRD1 =

�
L3T�1

� �
MT�1L�1

�
[L2] [L] [ML�1T�2]

; (A.28)

tenemos

xDj+1 � xDj = �(tfDi+1 � tfDi)qRD1

264 2

xDj+1 + xDj
exp

0B@�
�
xDj+1+xDj

2

�2
4
�
tfDi+1+tfDi

2

�
1CA

+
1�

2�
�
xDj+1+xDj

2

�� exp
0B@�

�
2�

�
xDj+1+xDj

2

��2
4
�
tfDi+1+tfDi

2

�
1CA
375 : (A.29)
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Apéndice B

Método para Flujo Radial en

Estado Estacionario

B.1. Formulación Matemática del Problema

La ecuación diferencial que representa el comportamiento de un �uido en un medio

poroso con �ujo radial en estado estacionario en un yacimiento homogéneo e isotrópico es

la siguiente:

1

r

d

dr

�
r
dp

dr

�
= 0: (B.1)

Primera condición de frontera interna: gasto constante en el pozo.

dp

dr

����
rw

=
qB�

2�khrw
: (B.2)

Segunda condición de frontera interna

r = rw pjrw = pw:



76

Condición de frontera externa

r = re pjre = pe:

La caída de presión en variables reales se expresa como

p =
q�B

2�kh
Ln

�
r

rw

�
+ pw: (B.3)

Para la solución del problema se tiene un yacimiento con frontera a presión constante; por

lo tanto, se considera un pozo imagen inyector. Así la ecuación de la caída de presión del

pozo productor en r1 y el pozo inyector en r2 es.

p =
qB�

2�kh
Ln

�
r1
rw

�
+ pw| {z }

pozo productor

� qB�

2�kh
Ln

�
r2
rw

�
� pw| {z }

pozo imagen inyector

: (B.4)

Simpli�cando la ecuación (B.4) para la presión de un pozo productor y un pozo imagen

inyector

p =
qB�

2�kh
Ln

�
r1
r2

�
:

Expresando la solución en coordenadas cartesianas, se tiene que las distancias radiales al

pozo productor r1 y para el pozo imagen inyector r2 son:

r1 =
p
x2 + y2; (B.5)

r2 =

q
(2df � x)2 + y2: (B.6)

La ecuación para la presión (B.4) para �ujo radial en coordenadas cartesianas es

p =
qB�

4�kh
Ln

 
x2 + y2

(2df � x)2 + y2

!
: (B.7)

Haciendo uso de la ecuación de movimiento la �Ley de Darcy�:

v = � k

��

dp

dx

����
y=0

: (B.8)



77

Derivando la presión con respecto a la distancia y sustituyendo el gradiente obtenido en la

ecuación (B.8):

v = � qB

4�h�

�
4d

(2dfx� x2)

�
: (B.9)

Expresando esta ecuación para la velocidad en variables adimensionales, se tiene:

vD = �
qB�ct
4�kh

�
4

2xD � x2D

�
; (B.10)

de�niendo un gasto en �ujo radial en estado estacionario qRD2 se tiene:

qRD2 =
qB�ct
4�kh

: (B.11)

La ecuación que representa la solución del comportamiento de la velocidad conforme el agua

avanza hasta el pozo, en régimen estacionario para �ujo radial:

vD = �qRD2
�

4

2xD � x2D

�
: (B.12)

Para obtener el tiempo, se integra el inverso de la velocidad, obteniéndose:

tfD =

Z x=df

1

dxD
vD

: (B.13)

La ecuación analítica que representa el tiempo de irrupción en un pozo cercano a una falla

conductiva, que produjo �ujo bajo condiciones de �ujo radial es:

tfD =
1

12qRD2

�
x3D � 3x2D + 2

�
: (B.14)
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Apéndice C

Método para Flujo Esférico en

Estado Transitorio

C.1. Desarrollo Matemático del Problema

El modelo de �ujo en el yacimiento, se desarrolló con base en las consideraciones

siguientes, ver �gura C.1 del sistema propuesto:

Figura C.1: Esquema propuesto de un pozo cercano a una falla para �ujo esférico.
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El modelo de �ujo consideró las suposiciones siguientes: El yacimientos es isotrópi-

co, homogéneo y de espesor constante, además todas las propiedades de la formación se

suponen independientes de la presión, el �uido contenido en el yacimiento es ligeramente

compresible ct y viscosidad � constantes. La falla se localiza a una distancia df , tangente

del pozo.

La ecuación diferencial que representa el comportamiento de un �uido en un medio

poroso bajo condiciones de �ujo esférico es:

@2p(r; t)

@r2
+
2

r

@p(r; t)

@r
=
��ct
k

@p(r; t)

@t
rw < r <1 t > 0: (C.1)

Las condiciones de frontera empleadas en este problema de �ujo son las siguientes.

Condición inicial: Distribución uniforme

p(r; 0) = pi: (C.2)

Condición de frontera interna: Gasto Constante.

@p (rw; t)

@r
=
qB�

kA
: (C.3)

Condición de frontera externa: Yacimiento in�nito.

l�{m
r!1

p (r; t) = pi: (C.4)

Las de�niciones para las variables adimensionales usadas tradicionalmente para este tipo

de �ujo son las siguientes:

rD =
r

rw
: (C.5)

tD(rD; tD) =
kt

�ct�r2w
=
�t

r2w
:

pDE(rD; t) =
kA [pi � p(r; t)]

qB�rw
:
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Para el caso de la esfera de interés, su super�cie es: A = 4�r2w. Para propósitos reales es

poco práctico grá�car la presión en cualquier punto del yacimiento en función de todas las

variables que intervienen en el problema de �ujo; por lo tanto se tiene que adimensionar las

ecuaciones, donde es necesario buscar escalas correctas donde se quiere observar el problema.

La ecuación de presión y sus condiciones de frontera adimensionales son:

@2pDE(rD; tD)

@r2D
+
2

rD

@pDE(rD; tD)

@rD
=
@pDE(rD; tD)

@tD
: (C.6)

Condición inicial:

pDE (rD; 0) = 0: (C.7)

Condición de frontera interna:

@pDE (1; tD)

@rD
= �1: (C.8)

Condición de frontera externa:

l�{m
rD!1

pDE (rD; tD) = 0: (C.9)

La presión adimensional para condiciones de �ujo esférico [27]:

pDE(rD; tD) =
1

rD
erfc

�
rD � 1
2
p
tD

�
� e

(rD�1+tD)

rD
erfc

�
2tD + (rD � 1)

2
p
tD

�
: (C.10)

Las variables adimensionales para las coordenadas cartesianas de �ujo esférico son.

xD =
x

df
; yD =

y

df
y zD =

z

df
; (C.11)

donde df es la distancia del pozo a la falla. Las coordenadas del pozo productor se localizan

en el origen del sistema coordenado, donde se tiene r21 = x
2 + y2 + z2 = 0. Expresando en

variables adimensionales las coordenadas del pozo productor

rD1 =

q
(xDdD)

2 + (yDdD)
2 + (zDdD)

2; (C.12)
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donde

dD =
df
rw

y tfD =
tk

��ctd2f
: (C.13)

Las coordenadas cartesianas para el pozo imagen inyector son r22 = (2df � x)2 + y2 + z2:

En variables adimensionales las coordenadas del pozo imagen inyector.

rD2 =

q
d2D (2� xD)

2 + d2D (yD)
2 + d2D (zD)

2: (C.14)

En la solución para el �ujo esférico (C.10), se sustituyen las coordenadas cartesianas adi-

mensionales expresadas por la ecuación (C.12) y el tiempo adimensional ecuación (C.5),

obteniéndose la ecuación para la presión en el pozo productor en coordenadas cartesianas

siguiente:

pDE =
1q

(xDdD)
2 + (yDdD)

2 + (zDdD)
2
� (C.15)

erfc

0@
q
(xDdD)

2 + (yDdD)
2 + (zDdD)

2 � 1
2dD

p
tfD

1A

�
exp

�q
(xDdD)

2 + (yDdD)
2 + (zDdD)

2 � 1 + d2DtfD
�

q
(xDdD)

2 + (yDdD)
2 + (zDdD)

2
�

erfc

0BB@2d
2
DtfD +

�q
(xDdD)

2 + (yDdD)
2 + (zDdD)

2 � 1
�

2dD
p
tfD

1CCA
| {z }

Pozo productor

:
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Evaluando la ecuación (C.10) para la posición en que se tiene al pozo imágen

rD = rDI ecuación (C.14), se obtiene:

pDE = � 1q
d2D (2� xD)

2 + d2D (yD)
2 + d2D (zD)

2
� (C.16)

erfc

0@
q
d2D (2� xD)

2 + d2D (yD)
2 + d2D (zD)

2 � 1
2dD

p
tfD

1A

+

exp

�q
d2D (2� xD)

2 + d2D (yD)
2 + d2D (zD)

2 � 1 + d2D (tDd)
�

q
d2D (2� xD)

2 + d2D (yD)
2 + d2D (zD)

2
�

erfc

0BB@2d
2
D (tfD) +

�q
d2D (2� xD)

2 + d2D (yD)
2 + d2D (zD)

2 � 1
�

2dD
p
tfD

1CCA
| {z }

pozo imagen inyector

:

Velocidad Adimensional

Similarmente al caso anterior de �ujo radial, para obtener la velocidad se utiliza

la Ley de Darcy, la cual para este caso de �ujo esférico se deriva la presión expresanda por

la ecuación (C.16) con respecto a la distancia adimensional, considerando yD = 0 y zD = 0

[21].
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@pDE
@xD

����yD=0;
zD=0

=
1

�xDdD
p
tfD

exp

0@� xDdD � 1
2dD

p
tfD

!21A (C.17)

� 1

x2DdD
erfc

 
xDdD � 1
2dD

p
tfD

!

�
exp

�
xDdD � 1 + d2DtfD

�
�xDdD

p
tfD

exp

0@� 2d2DtfD + (xDdD � 1)
2dD

p
tfD

!21A
+
exp

�
xDdD � 1 + d2DtfD

�
x2DdD

erfc

 
2d2DtfD + (xDdD � 1)

2dD
p
tfD

!

�
exp

�
xDdD � 1 + d2DtfD

�
xDdD

erfc

 
2d2DtfD + (xDdD � 1)

2dD
p
tfD

!

+
1

� [2� xD] dD
p
tfD

exp

0@� dD (2� xD)� 1
2dD

p
tfD

!21A
� 1

dD (2� xD)2
erfc

 
dD (2� xD)� 1
2dD

p
tfD

!

�
exp

�
dD (2� xD)� 1 + d2DtfD

�
[2� xD]�dD

p
tfD

exp

0@� 2d2DtfD + dD (2� xD)� 1
2dD

p
tfD

!21A
+
exp

�
dD (2� xD)� 1 + d2DtfD

�
dD (2� xD)2

erfc

 
2d2DtfD + dD (2� xD)� 1

2dD
p
tfD

!

�
exp

�
dD (2� xD)� 1 + d2DtfD

�
dD (2� xD)

erfc

 
2d2DtfD + dD (2� xD)� 1

2dD
p
tfD

!
:

La ecuación de movimiento (Ley de Darcy) en variables adimensionales puede expresarse:

vD =
@xD
@tfD

=
qB�ct
4�kdfdD

@pDE
@xD

����
yD=zD=0

: (C.18)

Sustituyendo la ecuación para el gradiente de presión con respecto a la distancia ecuación
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(C.17), se obtiene la expresión siguiente para la velocidad adimensional:

vD =
q�ctB

4�kdfd
2
D

24 1

�xD
p
tfD

exp

0@� xDdD � 1
2dD

p
tfD

!21A� 1

x2D
erfc

 
xDdD � 1
2dD

p
tfD

!

�
exp

�
xDdD � 1 + d2DtfD

�
�xD

p
tfD

exp

0@� 2d2DtfD + (xDdD � 1)
2dD

p
tfD

!21A (C.19)

+
exp

�
xDdD � 1 + d2DtfD

�
x2D

erfc

 
2d2DtfD + (xDdD � 1)

2dD
p
tfD

!

�
exp

�
xDdD � 1 + d2DtfD

�
xD

erfc

 
2d2DtfD + (xDdD � 1)

2dD
p
tfD

!

+
1

� [2� xD]
p
tfD

exp

0@� dD (2� xD)� 1
2dD

p
tfD

!21A
� 1

(2� xD)2
erfc

 
dD (2� xD)� 1
2dD

p
tfD

!

�
exp

�
dD (2� xD)� 1 + d2DtfD

�
[2� xD]�

p
tfD

exp

0@� 2d2DtfD + dD (2� xD)� 1
2dD

p
tfD

!21A
+
exp

�
dD (2� xD)� 1 + d2DtDd

�
(2� xD)2

erfc

�
2d2DtDd + dD (2� xD)� 1

2dD
p
tDd

�
�
exp

�
dD (2� xD)� 1 + d2DtfD

�
(2� xD)

erfc

 
2d2DtfD + dD (2� xD)� 1

2dD
p
tfD

!#
:

Resolviendo la ecuación no lineal de la velocidad adimensional en difencias �nitas,

empleando las variables adimensionales siguientes:

xD =

�
xDj+1 + xDj

2

�
:

4xD = xDj+1 � xDj :

tfD =

�
tfDi+1 + tfDi

2

�
:

4tfD = tDdi+1 � tDdi :

Se presentaron problemas al programar la ecuación (C.19), por lo cual se simpli�có expre-
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sando la velocidad vD como �xD=�tfD; despejando �xD:

�xD =
qB�ct
4�kdf

�tfD

"
� 1

x2D
erfc

 
xDdfD � 1
2dD

p
tfD

!
(C.20)

+
exp

�
xDdD � 1 + d2DtfD

�
x2D

erfc

 
2d2DtD + (xDdD � 1)

2dD
p
tfD

!

�
exp

�
xDdD � 1 + d2DtfD

�
xD

erfc

 
2d2DtfD + (xDdD � 1)

2dD
p
tfD

!

� 1

(2� xD)2
erfc

 
dD (2� xD)� 1
2dD

p
tfD

!

+
exp

�
dD (2� xD)� 1 + d2DtfD

�
(2� xD)2

erfc

 
2d2DtfD + dD (2� xD)� 1

2dD
p
tfD

!

�
exp

�
dD (2� xD)� 1 + d2DtfD

�
(2� xD)

erfc

 
2d2DtfD + dD (2� xD)� 1

2dD
p
tfD

!#
:

Se de�ne un gasto adimensional (qED1) para �ujo esférico en estado transitorio

como:

qED1 =
qB�ct
4�kdf

; (C.21)

Veri�cando que el gasto es adimensional

qED1 =

�
L3T�1

� �
MT�1L�1

�
[L2] [L] [ML�1T�2]

;

Utilizando la de�nición de función de error complementaria

erfc (x) =
2p
�

Z 1

x
e�t

2
dt
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queda �nalmente la ecuación no lineal del pozo productor y el pozo inyector como

4xD = qED14tfD

"
� 1

x2D
erfc

 
xDdD � 1
2dD

p
tfD

!
(C.22)

+
2p
�x2D

Z 1

2d2
D
tfD+xDdD�1
2dD

p
tfD

exp
�
xDdD � 1 + d2DtfD

�
exp

�
�t2
�
dt

� 2p
�xD

Z 1

2d2
D
tDd+xDdD�1
2dD

p
tfD

exp
�
xDdD � 1 + d2DtfD

�
exp

�
�t2
�
dt

� 1

(2� xD)2
erfc

 
dD (2� xD)� 1
2dD

p
tfD

!

+
2

p
� (2� xD)2

Z 1

2d2
D
tfD+(2�xD)dD�1
2dD

p
tfD

exp
�
(2� xD) dD � 1 + d2DtfD

�
exp

�
�t2
�
dt

� 2p
� (2� xD)

Z 1

2d2
D
tfD+(2�xD)dD�1
2dD

p
tfD

exp
�
(2� xD) dD � 1 + d2DtfD

�
exp

�
�t2
�
dt

35 :
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Apéndice D

Método para Flujo Esférico en

Estado Estacionario

D.1. Desarrollo Matemático del Problema

La ecuación diferencial que representa el comportamiento de un �uido en un medio

poroso para �ujo esférico en estado estacionario es la siguiente:

1

r2
d

dr

�
r2
dp

dr

�
= 0: (D.1)

En el apéndice D, se ha realizado un análisis más detallado para el problema.

Primera condición de frontera interna: gasto constante en el pozo.

dp

dr

����
rw

=
qB�

Ak
=

qB�

4�r2wk
: (D.2)
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Segunda condición de frontera interna:

r = rw:

pjrw = pw: (D.3)

Condición de frontera externa

r = re:

pjre = pe: (D.4)

La ecuación de presión en variables reales se expresa como:

p =
qB�

4�k

�
1

rw
� 1
r

�
+ pw: (D.5)

Para la solución del problema, se tiene un pozo productor en r1 y una falla, la cual se

representa como un pozo imagen inyector en r2:

p =
qB�

4�k

�
1

rw
� 1

r1

�
+ pw| {z }

pozo productor

�qB�
4�k

�
1

rw
� 1

r2

�
� pw| {z }

pozo imagen inyector

: (D.6)

Simpli�cando, la ecuación (D.6) para la presión del pozo productor y el pozo imagen inyector

se tiene:

p =
qB�

4�k

�
1

r2
� 1

r1

�
: (D.7)

Las coordenadas cartesianas para el pozo productor y el pozo inyector son

r21 = x
2 + y2: (D.8)

r22 = (2df � x)
2 + y2: (D.9)
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La ecuación (D.7) para la presión del pozo productor y el pozo inyector, en coordenadas

cartesianas:

p =
qB�

4�k

24 1q
(2df � x)2 + y2

� 1p
x2 + y2

35 : (D.10)

Haciendo uso de la ley de Darcy para obtener la velocidad microscópica, se obtiene:

vmicro = �
k

��

dp

dx

����
y=0;z=0

: (D.11)

Realizando la derivada parcial de dp=dxjy=0 de la ecuación (D.10)

dp

dx

����
y=0

= �qB�
4�k

"
1

(2df � x)2
+
1

x2

#
: (D.12)

Sustituyendo la variables adimensionales y el gradiente de presión con respecto a la distancia,

se obtiene la velocidad microscópica:

vmicro = �
qB

4��d2f

�
1

(2� xD)2
+
1

x2D

�
: (D.13)

La velocidad expresada en variables adimensionales:

dx

dt
=

k

��ctdf

@xD
@tDd

: (D.14)

Para obtener la velocidad adimensional se igualan las ecuaciones (D.13) y (D.14),

vD =
dxD
dtD

= �qB�ct
4�kdf

�
1

(2� xD)2
+
1

x2D

�
: (D.15)

de�niendo un gasto adimensional qED2 de �ujo esférico en estado estacionario:

qED2 =
qB�ct
4�kdf

: (D.16)

vD = �qED2
�

1

(2� xD)2
+
1

x2D

�
: (D.17)
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La ecuación que representa el comportamiento de la velocidad conforme avanza el agua

hasta el pozo productor, en un régimen estacionario en �ujo esférico está expresada por la

ecuación (D.18):

vD = �qED2
�
2x2D � 4xD + 4
x4D � 4x3D + 4x2D

�
: (D.18)

Para obtener el tiempo adimensional, se integra el inverso de la velocidad, obteniéndose la

integral siguiente:

tfD =

Z x=d

1

dxD
vD

: (D.19)

tfD = �
1

qED2

Z x=d

1

�
x4D � 4x3D + 4x2D
2x2D � 4xD + 4

�
dxD: (D.20)

Resolviendo la integral de la falla al pozo

tfD = �
1

qED2

�
1

6
x3D �

1

2
x2D � xD + 2arctan (xD � 1)

�x=df
1

: (D.21)

Empleando la de�nición para la distancia adimensional xD = x=d que se tiene en la ecuación

(C.11) y la ecuación (D.21), puede escribirse la ecuación analítica que expresa el tiempo

de irrupción cercano a una falla conductiva, para condiciones de �ujo esférico en estado

estacionario:

tfD = �
1

qED2

�
1

6
x3D �

1

2
x2D � xD + 2arctan (xD � 1) +

4

3

�
: (D.22)
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Apéndice E

Flujo en la Falla

E.1. Flujo Bilineal

Se presenta el desarrollo de la Ecuación Diferencial Parcial EDP, y las condiciones

de frontera que describen el comportamiento de la presión en una falla con �ujo bilineal

[22], ver �gura E.1 .

La ecuación que describe el �ujo en el yacimiento es:

@2p

@x2
=
1

�

@p

@t
: (E.1)

Condición inicial

p(t = 0) = pini: (E.2)

Condiciones de frontera en y

l��m
y!1

p(x = 1) = pini; (E.3)

pf = p: (E.4)
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Figura E.1: Flujo bilineal en una fractura.

Variables adimensionales

xD =
x

df
; � =

k

��ct
; tfD =

tk

��ctd2f
y pD =

2�kh

q�B
(pini � p): (E.5)

Pasando la ecuación del yacimiento a variables adimensionales (x; t)! (xD; tfD)

utilizando la regla de la cadena

@2pD
@x2D

=
@pD
@tD

; (E.6)

pD(tfD = 0) = 0; (E.7)

l��m
xD!1

pD (xD !1) = 0; (E.8)

pDjxD!0 = pfD: (E.9)
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La ecuación que describe el �ujo de �uidos en la falla es

kf

�
@2pf
@y2

+
@2pf
@x2

�
= �fcf�

@p

@t
; (E.10)

@2pf
@y2

+
@2pf
@x2

=
�fcf�

kf

@p

@t
: (E.11)

Condición inicial

p(t = 0) = pini: (E.12)

Condiciones de frontera externa en y

�
@pf
@y

�
y=0

= � q�B

2bfkh
; (E.13)

l��m
y!1

pf (y; x; t) = pini: (E.14)

Condiciones de frontera en x

pf (x = 0) = p(x = 0); (E.15)

l��m
x!1

p(y; x; t) = pini: (E.16)

Variables adimensionales

yD =
y

df
; xD =

x

bf
; �fD =

kf�c

k�fcf
y FCD =

kbf
kfdf

: (E.17)

donde �m es la porosidad de la matriz, �f es la porosidad de la fractura y kf es la

permeabilidad de la fractura:

Pasando la ecuación de la falla a variables adimensionales (y; x; t)! (yD; xD; tfD)

@2pfD
@y2D

+
d2f
b2f

@2pfD
@x2D

=
1

�fD

@pfD
@tfD

: (E.18)
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Integrando con respecto a xDZ 0

1

@2pfD
@y2D

dxD +
d2f
b2f

Z 0

1

@2pfD
@x2D

dxD =
1

�fD

Z 0

1

@pfD
@tfD

dxD; (E.19)

@2pfD
@y2D

+
d2f
b2f

 
@pfD
@xD

����
x
D
=0

� @pfD
@xD

����
x
D
=1

!
=

1

�fD

@pfD
@tfD

: (E.20)

pD(tfD = 0) = 0: (E.21)

l��m
y
D
!1

pfD = 0: (E.22)

pfD(xD = 1) = pD(xD); (E.23)�
@pfD
@xD

�
x
D
=0

=
bfk

dfkf

�
@pD
@xD

�
xD=0

: (E.24)�
@pfD
@xD

�
x
D
=1

=
bfk

dfkf

�
@pD
@xD

�
x
D
=1

: (E.25)

Sustituyendo las condiciones de frontera en la ecuación tenemos

@2pfD
@y2D

+ 2

�
dfk

bfkf

�
@pD
@xD

����
xD=0

=
1

�fD

@pfD
@tD

; (E.26)

@2pfD
@y2D

+ 2

�
dfk

bfkf

�
@pD
@xD

����
xD=0

=
k�fcf

kf�ct

@pfD
@tD

; (E.27)

pfD(tfD = 0) = 0; (E.28)

l��m
x
D
!1

pfD = 0; (E.29)

pfD(xD = 0) = pD(x); (E.30)

pfD(xD = 1) = pD(xD); (E.31)

l��m
yD!1

pfD = 0; (E.32)

@pfD
@yD

����
y
D
=0

= �� kdf
bfkf

;

La EDP en variables adimensionales,

@2pfD
@y2D

+ 2

�
dfkx
bfkf

�
@pD
@xD

����
xD=0

=
k�fcf

kf�ct

@pfD
@tD

0 < yD <1; 8tD > 0: (E.33)
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Condición inicial,

pfD = 0 tD = 0; 8yD � 0: (E.34)

Condiciones de frontera interior,

�
@pfD
@yD

�
yD=0

= �� kdf
bfkf

8tD > 0: (E.35)

Condición de frontera exterior,

l��m
yD!1

pfD = 0 8tD > 0: (E.36)

Donde, las variables adimensionales están de�nidas como,

pfD =
2�kh [pi � pf ]

q�B
; ...yD =

y

df
y xD =

x

bf
: (E.37)

Aplicando la transformada de Laplace con respecto a tfD

pfD (yD; s) = LfpfD (yD; tfD)g ; (E.38)

d2pfD
dy2D

+ 2

�
kdf
bfkf

�
dpD
dxD

����
xD=0

=
k�fcf

kf�ct
spfD; (E.39)

pfD (yD; s) = LfpfDg = 0; (E.40)

�
@pfD
@yD

�
yD=0

= ��
s

�
kdf
bfkf

�
; (E.41)

l��m
yD!1

pfD = 0: (E.42)
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Para poder evaluar el segundo término del lado izquierdo de la EDP, es nece-

sario analizar el modelo de �ujo lineal en la formación, para lo cual se formula el modelo

matemático compuesto por la EDP, Condición Inicial y Condición Frontera para este tipo

de �ujo que es,

La EDP expresada en variables adimensionales,

@2pD
@x2D

=
@pD
@tfD

0 < xD <1; 8tD > 0: (E.43)

Condición Inicial,

pD = 0 tfD = 0 8xD > 0: (E.44)

Condición de Frontera Interior,

pDjxD = pfD: (E.45)

Condición Frontera Exterior,

l��m
xD!1

pD = 0: (E.46)

Aplicando la Transformada de Laplace con respecto a tfD en la ecuación diferen-

cial parcial, condición inicial y condición de frontera, la cual está de�nida como,

pD (xD; s) = LfpD (xD; tfD)g : (E.47)

Considerando el teorema de la Transformada de Laplace de derivadas, se tiene
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respectivamente.

d2pD
dx2D

= spD; (E.48)

pD = 0;

pDjxD=0 = pfD;

l��m
xD!1

pD = 0:

Aplicando la Transformada de Laplace con respecto a xD en la EDP, Condición

Inicial y Condición de Frontera, la misma que está de�nida como,

pD (r; s) = LfpD (xD; s)g : (E.49)

Y si se considera el teorema de la Transformada de Laplace de derivadas, se tiene

para la ecuación diferencial parcial

r2pD � r pDjxD=0 �
dpD
dxD

����
xD=0

= spD: (E.50)

Despejando pD y considerando que,

pDjxD=0 = pfD; (E.51)

pD =
rpfD +

dpD
dxD

���
xD=0

r2 � s : (E.52)

Obteniendo la Transformada Inversa de Laplace se tiene:

pD =
r

r2 � (
p
s)
2 pfD +

1

r2 � (
p
s)
2

@pD
@xD

����
xD=0

: (E.53)

Se obtiene,

pD = pfD cosh(
p
sxD) +

@pD
@xD

����
xD=0

� 1p
s
sinh(

p
sxD): (E.54)
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Si se considera la condición de frontera exterior del modelo de �ujo lineal en la

formación y las relaciones siguientes

l��m
yD!1

pD = 0; (E.55)

sinh z =
ez � e�z

2
; (E.56)

cosh z =
ez + e�z

2
; (E.57)

tanh z =
ez � e�z
ez + e�z

; (E.58)

l��m
z!1

tanh z = 1: (E.59)

Dividiendo la ecuación anterior para pD por cosh(
p
sxD) y tomando límites, se

tiene

0 = pfD +
@pD
@xD

����
xD=0

� 1p
s
; (E.60)

@pD
@xD

����
xD=0

= �pfD
p
s: (E.61)

Una vez obtenido esta representación con el modelo lineal de �ujo en la formación,

se retoma la ecuación y reordenando se obtiene,

d2pfD
dy2D

+

�
2
kdf
bfkf

��
�pfD

p
s
�
=
k�fcf

kf�ct
(s) pfD; (E.62)
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d2pfD
dy2D

=

��
k�fcf

kf�ct

�
s+

�
2
kdf
bfkf

�p
s

�
pfD; (E.63)

si se consideran

pfD = a; (E.64)

yD = b; (E.65)

� =

��
k�fcf

kf�ct

�
s+

�
2
kdf
bfkf

�p
s

�
; (E.66)

a��� �a = 0: (E.67)

La solución general es la siguiente

a = C1 � e
p
�b + C2 � e�

p
�b: (E.68)

A continuación se determina el valor de las constantes considerando las condiciones

de frontera.

De la condición de frontera externa:

l��m
xD!1

pD = 0; l��m
b!1

a = 0: (E.69)

Obteniendo este límite en la solución general anterior se tiene que:

l��m
b!1

C2 � e�
p
�b = 0; (E.70)
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Entonces la solución general puede expresarse:

0 = C1 � e
p
�b + C2 � e�

p
�b;

0 = C1 � e
p
�b + 0;

0 = C1: (E.71)

Tomando en cuenta este resultado, la solución general por la condición frontera

exterior queda,

a = C2 � e�
p
�b: (E.72)

Para evaluar esta constante se considera la condición de frontera interna

�
@a

@b

�
b=0

= ��
s

�
kdf
bfkf

�
: (E.73)

Derivando la ecuación respecto a b se obtiene,

a0 =
d (a)

d (b)
= �C2

p
� � e�

p
�b: (E.74)

Evaluando la ecuación anterior para a0 a b = 0 se tiene,

��
s

�
kdf
bfkf

�
= �C2

p
�; (E.75)

C2 =
�

s �
p
�

�
kdf
bfkf

�
: (E.76)

La solución particular es la siguiente:

a =

�
�

s �
p
�

�
kdf
bfkf

��
� e�

p
�b: (E.77)
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Reemplazando las variables a y b se tiene,

pfD =

2664 �

s �
r�

k�f cf
kf�ct

�
s+

�
2
kdf
bfkf

�p
s

�
kdf
bfkf

�3775 � e�
s�

k�f cf
kf�ct

�
s+

�
2
kdf
bf kf

�p
syD
: (E.78)

Tiempos Largos

Para tiempos largos ( tfD grandes) el operador s es pequeños, entonces

pfD =

2664 �

s �
r�

2
kdf
bfkf

�p
s

�
kdf
bfkf

�3775 � e�
s�

2
kdf
bf kf

�p
syD
: (E.79)

E.2. Método Uno, tiempos grandes

De la ecuación (E.79) de presión en la falla para tiempos grandes del �ujo bilin-

eal derivamos con respecto a la distancia al contacto, de�niendo las siguientes variables

adimensionales si y = dc

yD =
y

df
;

yCD =
dc
df
;

tD =
tk

��ctd2f
y FCD =

bfkf
kdf

:

donde dc distancia al contacto, bf es el ancho de la fractura y FCD es la conductividad de

la fractura.

pfD =

2664 �

FCD � s �
r�

2
kdf
bfkf

�p
s

3775 � e�yCD�
r�

2
FCD

�p
s
: (E.80)
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Derivando la ecuación de presión con respecto a yCD

@pfD
@yCD

(yCD; s) = �
�

�

s� FCD
exp

�
�yCD

r
2

FCD

p
s

��
: (E.81)

Expresando la ecuación para la velocidad en función de variables adimensionales:

v =
d(dC)

d(t)
= � kf

��f

@pf
@dC

; (E.82)

@pf
@dC

=
@yCD
@dc

@pfD
@yCD

@pf
@pfD

; (E.83)

@pf
@dC

= � qw�B

2�khdf

@pfD
@yCD

; (E.84)

@dC
@t

=
@tfD
@t

@yCD
@tfD

@dC
@yCD

; (E.85)

@dC
@t

=
k

�m�ctdf

@yCD
@tfD

: (E.86)

Igualando los términos de la izquierda y de la derecha

@yCD
@tfD

=
�mkf
�fk

�
qwB�ct
2�kh

@pfD
@yCD

�
: (E.87)

Sustituyendo el gradiente de la presión @pfD
@yCD

en la ecuación (E.87)

@yCD
@tfD

=
�mkf
�fk

�
qwB�ct
2�kh

��
� �

s � FCD
exp

�
�yCD

r
2

FCD

p
s

��
; (E.88)

@yCD
@tfD

= ��m
�f
qD

�
1

bfD

��
1

s
exp

�
�yCD

r
2

FCD
s1=4

��
: (E.89)

donde qD =
qwB�ct
2kh y el ancho adimensional bfD =

bf
df
.
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E.3. Método Alternativo

Validación de la Solución de la Ecuación de Velocidad en la Falla

De la ecuación E.80

pfD(yCD; s) =

24 �

sFCD

q
2

FCD

p
s
exp

�
�yCD

r
2

FCD

p
s

�35 ; (E.90)

pfD(yCD; s) =

�
�

s5=4
p
2FCD

exp

�
�yCD

r
2

FCD
s1=4

��
: (E.91)

Las variables adimensionales

FCD =
kfbf
kdf

; (E.92)

yCD =
dc

df
; (E.93)

tD =
kt

��ctd2f
; (E.94)

pfD =
2�kh

qB�
(pi � pf ) : (E.95)

De la ecuación E.61

@pD
@xD

����
xD=0

= �pfD
p
s: (E.96)

Sustituyendo la ecuación E.90 en E.96, se tiene:

@pD
@xD

����
xD=0

= � �

s3=4
p
2FCD

exp

�
�yCD

r
2

FCD
s1=4

�
: (E.97)

De�niendo el gasto entre el area de 0 a dC

qdC�1
A

= 2

1Z
dC

qf (dC ; t)d (dC) ; (E.98)

qdC�1 = �2
1Z
dC

�hk
�

@p

@x

����
x=0

d (dc) : (E.99)
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Expresando el gradiente @p=@x en variables adimensionales:

@p

@x
=

@xD
@x

@pD
@xD

@p

@pD
; (E.100)

@p

@x
= � qwB�

2�khdf

@pD
@xD

; (E.101)

qdC�1 = 2

1Z
dC

h
k

�

@p

@x

����
x=0

d (dc) ; (E.102)

qdC�1 = 2h
k

�

1Z
dC

 
� qw�

2�khdf

@pD
@xD

����
xD

!
d (dc) ; (E.103)

QyCD�1 =
qdC
qw

= �2
1Z
dC

�
df
df

�
1

2�

@pD
@xD

����
xD

dyCD; (E.104)

QyCD�1 =
qdC�1
qw

= �
1Z
dC

1

�

@pD
@xD

����
xD

dyCD: (E.105)

Pasando a variables adimensionales la ecuación de la velocidad

v =
qdC�1
hbf

; (E.106)

@dC
@t

=
@tD
@t

@yCD
@tD

@dC
@yCD

; (E.107)

@dC
@t

=

�
k

��ctdf

�
@yCD
@tD

: (E.108)

Si QyCD�1 =
qdC�1
qw

:Sustituyendo las variables de la parte izquierda y la parte

derecha

k

��ctdf

@yCD
@tD

=
QyCD�1qw

hbf
; (E.109)

@yCD
@tD

= QyCD�1 � qw
�
df
bf

��
��ct
kh

�
; (E.110)
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@yCD
@tD

=

�
qw��ct
kh

��
df
bf

�
�QyCD�1; (E.111)

@yCD
@tD

=

�
qw��ct
kh

��
df
bf

�24� 1Z
yCD

1

�

@pD
@xD

����
xD

dyCD

35 ; (E.112)

@yCD
@tD

=

�
qw��ct
kh

��
df
bf

�
L�1

8<:�
1Z
yCD

1

�

�
� �

s3=4
p
2FCD

exp

�
�yCD

r
2

FCD
s1=4

��
dyCD

9=; ;
(E.113)

@yCD
@tD

= �
�
qw��ct
2kh

��
1

bfD

�
L�1

�
1

s
exp

�
�yCD

r
2

FCD
s1=4

��
; (E.114)

@yCD
@tD

= �qD
�
1

bfD

�
L�1

�
1

s
exp

�
�yCD

r
2

FCD
s1=4

��
: (E.115)

donde qD =
qw��ct
2kh :
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Objetivo

El objetivo central de este trabajo es desarrollar un método para calcular el tiempo

de invasión temprana de agua en un pozo productor cercano a una falla conductiva no

intersectante. Este método presenta soluciones analíticas y numéricas que describen los

mecanismos de �ujo principal tanto para la parte del yacimiento como la parte de la falla.
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