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Introduccion

Este trabajo es s6lo uno de los intentos comprender més los sis-
temas dinamicos y acercarlos al estudio diario de las matematicas.

Los sistemas dinamicos han sido una gran fuente de trabajo a lo
largo de los anos, pero desde hace pocos se volteé a verla con mu-
cho mas admiracion debido a los dibujos artisticos que con ayuda de
las computadoras se nos revelan “facilmente” siendo una vez mas lo
fascinante de las matematicas, lo no explicable, lo anormal y sus ex-
presiones matematicas.

Las funciones elipticas son funciones meromorfas en el plano com-
plejo que pueden ser iteradas (excepto en los polos) y exhiben una
dindmica muy peculiar y distinta a la de las funciones racionales.
Aqui consideramos la funcion eliptica p de Weierstrass en un intento
por entender como es la dinamica de las funciones meromorfas.

Discutimos algunas propiedades de los conjuntos de Julia y Fatou
para la funcién eliptica p de Weierstrass y se dan suficientes condicio-
nes para que el conjunto de Julia sea toda la esfera dependiendo de
c¢dmo sea pq con respecto de una latiz €.

En esta tesis analiza en especial dos textos [7] y [8] y de ellos se
desprenden definiciones y resultados que dan un estudio de la iteracién
de la funcién g de Weierstrass, observando conjuntos de Fatou y de
Julia.

IX



El andlisis de estos dos textos se hace de manera que en el primer
capitulo se analizan las propiedades generales de las latices y de las
funciones elipticas.

En el segundo capitulo se analiza la funciéon pq y sus principa-
les caracteristicas como la gran utilidad de su ecuacion diferencial.
Asi mismo se caracteriza la parametrizacion de las latices con el estu-
dio de la funcién modular J.

Por dlimo se da a conocer la relacion entre las latices rectangu-
lares, triangulares, rombdicas, etc., y la dindmica de pg. Observando
los conjuntos de Julia y Fatou observamos una simetria interesante
asi como la estructura de las componentes del conjunto de Fatou.

Al final del texto mostramos varias imégenes con dos formas de
latices y sus respectivos conjuntos de Julia y Fatou. Estos dibujos nos
muestran que las matematicas sobreviviran largamente, ya que estos
dibujos vienen del querer desear.

Abril del 08.



Capitulo 1

Latices en el plano y
funciones elipticas

En este capitulo se dan las propiedades principales de las funciones
elipticas o doblemente periddicas. Veremos que las elipticas son las
funciones naturales que se definen en el toro y que juegan un papel
similar al que al que juega las meromorfas en la esfera de Riemann
C=CuU {0}

1.1. Periodos

Para una funcién f definida en el plano complejo C, un nimero
complejo w es llamado periodo de f siy sélo si:

fz+w) = f(2)

para toda z € C. La funcién es una funcién periddica si tiene algin
periodo w # 0 .

Por ejemplo, senz y cosz tienen periodo 2w, exp(z) tiene periodo
2mi y sen(2mz/w) tiene periodo w para cualquier nimero complejo
w # 0. Toda funcion es de periodo w =0 .

1
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El conjunto €24 de periodos de una funcién f tiene dos importantes
propiedades, una algebraica y la otra topoldgica, ambas validas para
funciones meromorfas no constantes. Ambas propiedades se muestran
en los siguiente teoremas.

Teorema 1.1.1. Si Qf es el conjunto de periodos de una funcion f
definida en C entonces 2y es un subgrupo del grupo aditivo de C.

Demostracion. Sea a, € Q. Entonces f(z + (a4 ) = f((2 +
a)+0) = f(z+a) = f(z), entonces v+ 5 € Q. Ademéds, f(z—a) =
f((z—a)+a) = f(z), asl —a € Q. Finalmente, f(z+0) = f(2), y
entonces 0 € (2y. Entonces §2; es un subgrupo de C. O

Un subconjunto A de un espacio topologico X es llamado discreto
si para cada x € A existe una vecindad abierta U tal que UNA = {z}.
Por ejemplo:

1. Los enteros Z forman un subconjunto discreto en R.
2. Cualquier subconjunto finito de R". es discreto.
3. {1/n|n €Z,n # 0} es un subconjunto discreto de R.

4. {1/n|n € Z,n # 0} N {0} no es discreto en R, dado que cada
vecindad de 0 contiene nimeros reales de la forma 1/n,n € Z.

Teorema 1.1.2. Si 2y es el conjunto de periodos de una funcion me-
romorfa no constante f definida en C entonces {2y es un subconjunto
discreto de C.

Demostracion. Si €2y no fuera discreto entonces existe w € €2y tal
que cada vecindad U de w contiene puntos de Q\{w}. Tomando estas
vecindades como discos con centro en w, con radio tendiendo a 0, obte-
nemos una sucesion de puntos periddicos w, # w con lim, _..w, = w.
Como w,w € Q se tiene que f(w) = f(w,) = f(0). Si f(0) = oo en-
tonces w, es una sucesion de polos que se acumulan en el polo w, pero
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esto llevaria a que f = oo una contradiccién. Si f(0) # oo entonces
la funcién meromorfa g(z) = f(z) — f(0) tiene una sucesién de ceros
convergente, esto implica que ¢ es identicamente cero y entonces f es
constante, dando una contradiccion. a

De hecho el conjunto de periodos de una funcién meromorfa no
constante sélo puede ser de tres tipos de subgrupo discreto de C,
isomorfo a {0}, isomorfo a Z o isomorfo a Z x Z.

Teorema 1.1.3. Sea Q2 un subgrupo discreto de C, entonces una de
las siguientes condiciones se cumple:

1. Q={0},

2. Q= {nwy | n € Z} para algin w; € C\{0} y en este caso Q) es
isomorfo a 7.,

3. Q = {mwi+nws | m,n € Z} para algunos wy,ws € C, donde w; y
wy son linealmente independientes sobre R, esto es, w; # 0 # wo
ywi/we & R, en este caso 2 es isomorfo a Z X 7.

Demostracion. Suponga que €2 # {0} . Primero mostraremos que
existe w; € Q\{0} con el menor valor para | w |. Dado que Q es
discreto, existe € > 0 tal que el disco | z |< € no contiene elementos
de Q\{0}. Luego para cualquier w € €, el disco | z — w |< € no
contiene elementos de Q\{w} en efecto si u € 2 satisface 0 <| u—w |<
€, entonces u — w es un elemento de 2 (dado que €2 es un grupo)
con distancia a cero menor que €. Como se muestra en la figura 1.1,
que es imposible. Asi cada w € 2 es centro de un disco de radio €
(independiente de w) que no contiene algin otro elemento de €. Por
lo tanto discos de radio %6, con centro en los elementos de €2, son ajenos
dos a dos. Ahora escojemos un disco de radio | z |< r suficientemente
largo para contener por lo menos un elemento de Q\{0}, junto con

1

su disco circundante de radio j€; este disco tiene drea 7r?, entonces,

como en la figura 1.2, puede contener solo un numero finito de discos



4 1.1. PERIODOS

ajenos de radio %e (de hecho, a lo méas 4r%¢~2); por lo tanto existen un
numero finito de elementos de Q\{0} con distancia r de 0, y dentro de
este conjunto finito podemos escojer w; con el menor modulo. (Puede
ocurrir que no sea el 1nico, de hecho podemos escojer a —w; y sirve
igual).

Figura 1.2:
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L —
/ w1 + wo
// W9
-w1 + wo ’2’;1
/ w1
/’/ 0 »
-W1
/wl — W2
“Wo
—1
-W1 — W2
Figura 1.3:

Ahora, sea L = {Aw; | A € R} la recta en C que pasa por 0y
wy; entonces () contiene {nwy | n € Z}, y este subgrupo se encuentra
sobre la recta L. Primero suponga que 2 C L; y asi Q = {nw; |€ Z},
y entonces () sera del tipo (2). Si Q contiene algin w # nw;, como
2 C L tenemos w = Aw; para algin A € R\Z, entonces n < A <n+1
para algiin n € Z. Dado que {2 es un grupo que contiene a w y a nwy,
también contiene w — nw; = (A — n)w;. Pero 0 #| (A — n)w; |<| wy |
lo que contradice la minimalidad de | w; |. Por lo tanto Q = {nw; |
n € Z}, y estamos en el caso (2). Ahora suponga que Q ¢ L. Por un
argumento similar al usado para w;, podemos mostrar que 2\ L tiene
un elemento w, con modulo minimo. Después, {2 contiene al subgrupo
A = {mw; + nwy | m,n, € Z}, y dado que wy &€ L, w1 y ws son
linealmente independientes sobre R, entonces A consiste de los vértices
de la teselacion de C de paralelogramos congruentes, como se muestra
en la figura 1.3. Ahora mostramos que €2 = A. Si este no es el caso,
entonces existe w € ) con w # mw; +nws para cualquier m,n € Z. Sea
w = Awy + pwsy con A, i € R, entonces sumando o restando multiplos
convenientes de w; y wy podemos suponer que | A |< 1, | p < 3.
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Si p = 0 entonces w = Aw;y € L, con | w |=| Aw;y |<| wy |; por la
minimalidad de w; tenemos w = 0 y entonces w € A contradiciendo lo
que suponiamos. Si A = 0 entonces w = uws, y de nuevo w = 0, esta
vez por la minimalidad de | we |. Y asi Aw; y pwq son distintas de cero
y entonces son linealmente independiente sobre R, dando

1 1 1 1
’W|<|/\W1|+|Mw2\§—|u)1’+§\wz|§§’W2|+§|W2’=\w2|,

la primera desigualdad es estricta ya que Aw; y Aws son linealmente
independientes. Ahora w € Q\L (dado que u # 0), entonces por la
minimalidad que | ws | tenemos w = 0, contradiciendo el hecho de que
A #0.Y asi w € A, entonces 2 = A y estamos en el caso (3). O

Con estas propiedades de los subconjuntos discretos €2y creamos la
siguiente defincion:

Definicién 1.1.4. Si una funcién f tiene un subconjunto 2 de pe-
riodos del tipo (2) entonces f es simplemente periddica, si §2f es
del tipo (3) entonces f es doblemente periddica o eliptica. Grupos
2 del tipo (3) son llamados grupos latiz y cualquier par wy,ws tal
que Q = {mw; + nwy | m,n € Z} es llamada una base de la latiz .

1.2. Latices y regiones fundamentales

Ahora enfoquémonos en subgrupos discretos €2 de C con la propie-
dad de que Q = {mw; +nwy|m,n € Z} para algunos wy, ws € C donde
w1 y wo son linealmente independientes sobre R esto es, wy # 0 # wy
y wi/wq € R; en este caso ) es isomorfo a Z x Z.

Una latiz es denotada como (wy,ws) donde {wy,ws} es base para
). Existen otras bases para 2 ademds de {wy,ws}, como por ejemplo
{w1, w1 + wo} es también base de €2, pues

w=muw; +nwy = (Mm —n)w; + n(w; + ws),
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conm—n,n € 7.
En general si w],w) € Q(wy,ws) entonces

wy = awsy + bwy,

Wi = cwy + dw,

donde a, b, ¢, d son enteros.

No es dificil ver que {w], wh} son base de la latiz Q(w],w}) si y sélo
sia,b,c,d e Z cumplen ad —bc =1 o0 —1.

Dada una latiz §2, decimos que z1, 2o € C, son congruentes mod (2,
escrito zp ~ zs, si 23 — 29 € ). La congruencia mod 2 es una relacién
de equivalencia en C y las clases de equivalencia son los conjuntos de
la forma z 4 €.

Podemos ver a {2 como un grupo actuando sobre C via la traslacién
T, : C — C dada por T,,(z) = z +w, esto es, hay una accion dada por

OxC—-C
(W, 2) = 2z +w

Definicién 1.2.1. Un conjunto cerrado y conexo P C C es una re-
gion fundamental de una latiz (2 si:

1. Para cada z € C, P contiene al menos un punto en la misma
Q-6rbita que z, (esto es, que todo punto z € C es congruente
con algin punto en P).

2. Cualesquiera dos puntos en el interior de P no son congruentes.
(esto es que ningin par de puntos en el interior de P estédn en
la misma Q-érbita).

Si P es una region fundamental de €2, entonces para cada t € C
fijo, el conjunto
P+t={z+t|ze€ P}
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es también una region fundamental. Esto ayuda cuando queremos en-
contrar regiones fundamentales. De hecho podemos ver que el parale-
logramo con vértices en 0, wy, ws, Wi + wy es una region fundamental,
y es llamado el paralelogramo fundamental de la latiz Q(w;, ws).

Usualmente (pero no siempre) escogemos a P un paralelogramo con
el 0 en su interior. De hecho podemos escoger regiones fundamentales
que no sean paralelogramos; ni siquiera poligonos.

Para obtener una regién fundamental que no son poligonos pode-
mos realizar el siguiente procedimiento. Sea P el paralelogramo fun-
damental de Q(w;,ws) con vértices en 0,wy,ws, wy + we. La transfor-
macion z — z + wq transforma el interior de P y lo coloca en el lado
opuesto. Si cortamos una seccion S de P que interseque un lado y lo
pegamos en S+ wy en el lado opuesto, entonces tendremos otra regién
fundamental (P\S) U (S + ws). Eso se muestra en la figura 1.4.

Cortando y pegando varios cuadrados, podemos obtener una re-
gion fundamental que es la unién de dos cuadrados como se muestra
en la siguiente figura 1.5.

Como un ejemplo final de region fundamental de una latiz €2, con-
sideremos la regiéon de Dirichlet

D(Q)={z€eC:|z|<|z—w]|VweQ}

Este es el conjunto de puntos que estan mas cerca de 0 que de cualquier
otro punto de la latiz. Claramente, 0 € D(f)), y como {2 es discreto
D(Q) contiene una vecindad de 0. Para cada w € Q\{0} el conjunto
{z € C| |z]| £ |z — w|} es un semiplano cerrado acotado por la
mediatriz del segmento de recta que une a 0 con w. Entonces D((2)
es una interseccion de semiplanos, a lo mas 6. Cada uno convexo,
entonces D(Q2) es convexo. Dado que D(2) es la interseccién de un
nimero finito de semiplanos, y dado que D(f2) tiene interior no vacio
(contiene al 0 por ejemplo) se sigue que D(£2) es un poligono. Por esta
razén se le llama poligono de Dirichlet.
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P — RS 1+

Figura 1.4: Cortamos la seccién S y la pegamos.
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Figura 1.5: Teorema de Pitdgoras.

Las siguientes figuras ilustran dos ejemplos de poligonos de Di-
richlet. En el caso general, como en la primera figura, D(£2) es un
hexagono con sus lados opuestos paralelos y de la misma longitud, pe-
ro cuando €2 es “rectangular”, esto es, si €2 tiene un par de generadores
perpendiculares como en la figura de la derecha, entonces D(£2) es un
rectangulo.

/ wa | wi + Wwoy W I w1 + wa
e __L N
/ D)™ _ / ‘D) [

| 0 s w1 . 0 , w1
-__! I~ ™ | -

Figura 1.6: Poligonos de Dirichlet
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Teorema 1.2.2. D(Q) es una region fundamental de Q.

Demostracion. Sea z; € C y sea 2y un punto de la 2-6rbita de
z1 con el menor mdédulo; este punto existe por el mismo argumento
usado para probar las distintas formas de un subconjunto discreto en
C. Entonces | 2 |<| 29 —w | para toda w € ), y entonces zo € D. Asi,
D(Q) contiene por lo menos un punto de cada Q-6rbita. Lo siguiente
que veremos es que si 21, 2o estan en el interior de D(2) entonces no
pueden estar en la misma Q-érbita. Si | z |=| 2 — w | para alguna
w € Q\{0}, entonces o bien z ¢ D(2) o z esta en la frontera de D(2).
Ademas si z esta en el interior de D(2) entonces | z |<| z — w | para
toda w € Q\{0}. Si dos puntos del interior zj, zo se encuentran en la
misma Q-6rbita esto implica que | z; |<| 22 | ¥y | 22 |<| 21 | lo cual
es una contradiccién. Entonces el interior de D(€2) contiene a lo més
un punto en cada €2-6rbita. Siendo una interseccion de semiplanos ce-
rrados, D(£2) es cerrado. Dado que D(€2) es convexo, es conexo por
trayectorias y por lo tanto es conexo. Entonces D(f)) es una region
fundamental. O

Hemos visto que la regiéon fundamental para una latiz no es tnica.
Sin embargo el siguiente teorema muestra que el area de cualquier
region fundamental es inica. Aunque este resultado es verdadero para
cualquier region fundamental bien portada solo veremos la prueba para
poligonos fundamentales.

Para cualquer conjunto medible X C C, sea u(X) el drea de X.
Para una notacién conveniente escribiremos w(X) para denotar X +w;
dado que la translacién z — 2z 4+ w es una isometria en C, tenemos

pw(X)) = p(X).

Teorema 1.2.3. Sea P, y P, dos poligonos fundamentales de una latiz
Q. Entonces u(Py) = u(Py).

Demostracion. Si @); es el interior de Pj(j = 1,2) entonces pu(P;) =

1(Q;). Ahora
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P DOPN U w(Q2) = U (P Nw(Q2)).

weN wef)

Como @5 es el interior de una regién fundamental, los conjuntos
P Nw(Q2) son ajenos, y entonces

p(P) =) p(PNw(Qs))

weN
_ZM )(P1) N Qo)
weN
—Z# (P1)NQ2),
weN

dado que sumar sobre w o sobre —w da la misma suma. Como P; es
una region fundamental

Jwr)=cC

weN

y entonces

U (w(P) NQ2) = Q2.

weN

Entonces

Y uw(P) NQs)) > 1(Q2) = p(P),

weN
dando la propiedad
n(Pr) = p(F).

Intercambiando P, y P tenemos p(FP2) > u(Py) y entonces p(Py) =
1(F).
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1.3. Formas de latices y del grupo modu-
lar

Frecuentemente nos referimos a la forma de la latiz por las for-
mas de las correspondientes regiones fundamentales. Para una latiz
Q(wy,ws), su apariencia es determinada por el cociente 7 = w;/ws.
Generalmente escogemos los generadores tal manera que I'm(7) > 0,
esto impone orientacién. Si Q(wq,ws) es una latiz y k € C\{0}, la
latiz kQ es {kw; w € Q(wy,ws)}, en tal caso diremos que 2 y k£ son
semejantes; en general Q(wy,ws) y ' (w],w)) son semejantes si para
algun k& € C\{0}, Q' = kQ.

Definimos el modulus de la base {wy,ws} para la latiz Q{w;, wa}
como T = wy/wy, con Im(wsy/wy) > 0 (si no intercambiamos w; y ws).
Cada latiz Q) determina un conjunto de moduli, los moduli de sus dife-
rentes bases. Como kws/kw; = wo/wy, se tiene que latices semejantes
determinan el mismo conjunto de moduli.

Ahora si Q(wq,ws) v ' (w],wh) son latices con moduli 7 = wy/wy,
y 7' = wh/wh, se tiene que Q y 2 son semejantes si y sélo si Q' = kQ
para algun k£ € C\{0} y entonces si y sélo si

wy = k(awy + bwy)

wy = k(cws + dw)

para algunos a,b,c,d € Z con ad —bc =1 0 —1 y en términos de 7 y
7/ si y sdlo si
, _at+b
cT+d
con a,b,c,de Ry ad—bc=10 —1.
Luego 7 y 7' estdn en el semiplano superior H" = {z € C; Im
z > 0} siy solosi 7/ = ‘;::[3, con a,b,c,d € Z'y ad —bc = 1. Asi en
resumen: Q(wy,ws) y Q' (w], wh) son semejantes si y sélo si

wy = k(aws + bw:)
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Wi = k(cwy + dw)

con a,b,c,d € Z, ad — bec = 1,k € C\{0}.

El grupo modular es PSL(2,Z) =SL(2,Z)/{I,—1} donde SL(2,Z)
es el conjunto de transformaciones de Mobius T'(z) = ‘;ZZIS cona,b,c,de
7y ad —bc=1.

El grupo modular ' = PSL(2,Z) actua en H* de la siguiente
manera;

I x HT — HT
(T,2) = T(2)

Como el grupo modular es discreto, actia discontinuamente y para
u € H" se define la regién de Dirichlet de T' centrada en u como

D,(T) ={z e H"; p(z,u) < p(z,T(w)) para todo T € T}

donde p(z,w) es la distancia hiperbdlica en HT, que se define por

p(z,w):log{lz_w|+‘z_w’}.

|lz—W|—|z—w]|

De hecho la accion clasica del grupo modular I' en el semiplano
superior nos da la relacién entre las posibles elecciones de 7 para una
misma forma. Una propiedad de una region fundamental de I' es que,
como es un conjunto simplemente conexo en el plano superior, tiene
exactamente un punto de la I'-6rbita para cada 7.

Consideramos la regiéon fundamental primitiva definida por:

B={re€C;-1/2 < Re(t) < 1/2,|7|> 1,con | 7 |> 1 si Re(r) > 0}

Entonces cualquier forma esta representada por exactamente un
punto en B. La regiéon B se muestra en la siguiente Figura.
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-0.5 0.5

Figura 1.7: La regién primitiva fundamental

Definicién 1.3.1.

1. Decimos que Q(w;,ws) es una latiz rectangular real si tiene
generadores wy real y wy imaginario puro.

2. Decimos que Q(w;,ws) es una latiz rombdica real si existen
generadores tales que wo = Wy.

3. Una latiz Q es cuadrada si i©2 = Q. (Equivalentemente, ) es
cuadrada si es similar a una latiz generada por {w,wi}, para
algin w > 0).

4. La latiz Q es real si Q = Q.

5. Una latiz es triangular si 2 = ¢>/3Q) (en este caso su poligono
fundamental se puede formar con dos tridngulos equildteros).
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En los casos 1, 2 y 3, el paralelogramo con vértices en 0,wy,ws v
w1 + wy es un poligono fundamental y resulta rectangular, rombdica o
un cuadrado respectivamente.

Teorema 1.3.2. Una latiz € es real si y solo si es rectangular real o
real rombaoica

Demostracion: Si Q = Q(wy,ws) es rectangular real, con w; € R
y wy € iR, entonces Q = Q(@,Tz) = Qw, —wy) = Qwi,ws) =
(), entonces () es real. Un argumento similar se usa para las latices
reales rombdicas. Ahora supongamos que €2 es real. Si w € €2 entonces
w+w,w—w € ), entonces ) contiene elementos tanto reales como
puramente imaginarios, y formemos los subgrupos discretos Q. N R =
My Q2N iR = piZ para ciertos A\, u € Ry A, > 0. Claramente €2 O
M+ piZ, v si tenemos la igualdad entonces € es real rectangular dado
que A, pi es una base. Entonces suponemos que existe w € Q\(A\Z +
wiZ). Sumando un elemento A\Z + piZ a w podemos suponer que 0 <
Re(w) < Ay 0 < Im(w) < u. Ahora

w=(w+w)+ (w—w),
conw+weNNR=Myw—-weQNiR = R, entonces tenemos
2w =mA\ + nut

para m y n enteros y las condiciones en Re(w) y Im(w) obligan a m
y n a tomar los valores 0 y 1. Dado que w no es ni real ni puramente
imaginario, tenemos que m = n = 1 y entonces w = 1/2(\ + ui).
Entonces todo elemento de Q\(AZ 4 piZ) tiene la forma

A ' A :

para a,b enteros, mientras que cada elemento de A\Z + uiZ tiene la

forma \ _ \ _
aX + bui = (a+b)( —;MZ) —I—(a—b)( _2/”)

Entonces 2 = Q(1/2(A+ i), 1/2(\ — ui)), que es un rombdica real. O
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Proposicion 1.3.3. Una latiz Q) es cuadrada si y solo si tiene genera-
dores de igual longitud y forma, que forman un dngulo recto entre si.
Con mas precision, toda latiz real cuadrada es rectangular y Q) = [w, w;]
para algin w positivo, o es rombdica y Q = [e™/*w, e”™/1w] para algin
Positivo w.

Proposicion 1.3.4. Una latiz es triangular si y solo si tiene sus ge-
neradores de la misma longitud y formando un dngulo de 27/3 entre
los dos. Con mas precision, toda latiz real triangular estd dada por
Q = [we™/3, we™™/3] para algin positivo w.

A veces la forma de las latices no es evidente.

Ejemplo. Q = [1,1+i] es una latiz rectangular cuadrada dado que
Q = [1,4] también. De aqui en adelante, si  es rectangular asumiremos
que los generadores han sido seleccionados para que w; sea un positivo
real y wy es un imaginario positivo. Si {2 es rombdica asumimos que
wy estd en el cuadrante [ y wy = wy.

1.4. Propiedades generales de las funcio-
nes elipticas

Sif:Cw— C es una funcién eliptica con respecto a una latiz 2 =
Q(wy,wz) podemos también pensar a f como una funcién f: 7T — C,
donde T es el toro T = C/Q. Cuando se consideran las funciones
meromorfas f : C — (@, la compacidad del dominio C nos permite
usar el teorema de Liouville para mostrar que si f es analitica entonces
f es constante. Aqui el dominio 7" también es compacto, entonces
podremos probar resultados similares para las funciones elipticas, de
hecho veremos que las funciones elipticas se comportan en el toro de
manera parecida a las funciones racionales con la esfera.

Hasta ahora las tinicas funciones elipticas que hemos visto han sido
constantes pero es un problema esencial querer hacer funciones elipti-
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cas no constantes. Antes de eso podemos ver propiedades generales de
las funciones elipticas.

Supongamos que f es eliptica con respecto a la latiz €2, que ¢ € C y
que f no es idénticamente igual a c. Entonces las soluciones de f(z) = ¢
son aisladas y cada solucién tiene un niimero finito de multiplicidades
(valores que trasladados por los valores propios son equivalentes), solu-
ciones congruentes tienen la misma multiplicidad. Dado que la solucién
es aislada, cualquier paralelogramo fundamental P para ) contiene
sélo un nimero finito de soluciones (dado que P es compacto) y reem-
plazando P por P +t (t € C), si es necesario, podemos suponer que
no existen soluciones en la frontera P de P. Sean z = zq, ..., z, las so-
luciones dentro de P, con multiplicidades ki, ...,k y N = ki + ... + k..
Entonces decimos que existen N soluciones de f(z) = ¢. Dado que
21, ..., 2 son representantes de las clases de congruencia de f(z) = ¢,
para z € C, podemos pensar en N como la suma de las multiplicidades
de la solucién de f([z]) = ¢, donde [z] € T = C/A.

Con todo esto en mente definimos el orden de una funcién eliptica
f, ord(f), como el nimero de soluciones de f(z) = oo; esto es, la
suma de los érdenes de las clases de congruencias de polos de f (Esto es
andlogo al grado de las funciones racionales) que son iguales al nimero
de soluciones de f(z) = oo contando sus multiplicidades. Supondremos
que f es eliptica con respecto a una latiz 2, que ord(f) = N y que P es
un paralelogramo fundamental con vértices t,t 4wy, t + wo, t + w1 +ws
donde wq,wy es base para €2, t es seleccionado de tal manera que 0P
no contiene polos ni ceros de f.

Teorema 1.4.1. f es constante si y solo si N=0. (Entonces una fun-
cion eliptica analitica tiene que ser constante).

Demostracion. Si f es constante y meromorfa entonces no tiene
polos en C y N = 0. Si suponemos que N = 0, f no tiene polos
y entonces f es analitica en C. Ahora como P es compacto y f es
continua, entonces f(P) es un subconjunto compacto de C por lo tanto
estd acotado. Debido a que f(C) = f(P), se sigue que f estd acotada
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en C, el teorema de Liouville implica que f es constante.

Teorema 1.4.2. La suma de los residuos de f en P es cero.

t+ w1 + wo
Iy
t—i-WQ F2
Ly t+ wq
Iy
t

Demostracion. Como f es meromorfa y analitica en 0P

e

21 Jap

O

es igual a la suma de los residuos de f en puntos de P. Ahora sean
I'',I'5, '3 y 'y los lados de P desde t hasta t4+wy, t+w; hasta t+w;+ws
de t + wy + ws hasta t +wy v t + wy hasta t respectivamente; entonces

LY / RO

donde la direccion de la integral a lo largo de I'; coincide con la orien-
tacién positiva de 9P (es decir al contrario de las manecillas del reloj)

f(z)dz= | f(z+we)dz
I's

I's

(debido a que wy es periodo de F)

. / £z + wa)d(z + w)
I'i+ws
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(debido a que I's = I'y + wy con el sentido contrario)
=— | [(2)dz
Iy

(sustituyendo z — ws por 2)

De manera similar fF4 f(z)dz = — fm f(z)dz debido a que w; es
periodo, entonces f@P f(2)dz = 0. Luego la suma de los residuos es
cero. O

Corolario 1.4.3. No existen funciones elipticas de orden N = 1.

Demostracion. Si f fuese una funcién eliptica de orden N = 1,
tendria un polo simple de orden 1 en P, digamos en z = a € P,
entonces su serie de Laurent alrededor de z = a, es

o0

fz) = aj(z—a)

j=-1

cerca de z = a con a; # 0. Entonces la suma de los residuos de f en
P seria igual a a;, que no es cero, contradiciendo el Teorema anterior.
O

Ahora que ya vimos que no existen funciones elipticas de orden
1 podremos continuar nuestro andlisis con ver si existen funciones
elipticas de orden 2; para esto construiremos una funcién eliptica @
de orden 2, y después demostraremos que el orden de las funciones
elipticas se puede expresar en términos de p, de manera tan simple
como todas las funciones con periodos simples se pueden expresar en
términos de €™, Esto lo dejaremos al siguiente capitulo. Por ahora
veamos otras propiedades generales.

Teorema 1.4.4. Si la funcion eliptica [ tiene orden N > 0 entonces
f toma cada valor de c € C exactamente N veces.
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Demostracién. Esta es la definicién de N si ¢ = o0, entonces po-
demos suponer que ¢ € C. Reemplazando f por f — ¢ (que tiene el
mismo orden que f), podemos suponer también que ¢ = 0. Ahora f’/f
es meromorfa y dado que 0P no contiene polos o ceros de f, f'/f es
analitica en OP. Ahora podemos integrar f’/f alrededor de 0P. Como
f es eliptica entonces f’/f también, y aplicando el mismo argumento
del teorema de los residuos igual a cero tenemos que

f'(2)
op [(2)

y asf la suma de los residuos de f’/f sobre P tiene que ser cero.

Ahora f’/ f tiene polos en los ceros y en los polos de f, y en ninguna
parte mas. Suponga que f tiene un cero de multiplicidad k en z = a €
P, entonces f(z) = (z — a)kg(z) cerca de z = a € P, donde g es
analitica y g(a) # 0. Asi f'(2) = k(z —a)*tg(2) + (2 — a)*¢/(2) cerca
de z = a, y entonces

dz =0,

flz) kg
= -

fz)  z—a  g(2)
cerca de z = a, entonces f'/f tiene residuo k en z = a. Un argumento
similar con f(2) = (z — a)*g(2), muestra que f'/f tiene residuo —k
en cada polo de la multiplicidad de k sobre f. Dado que la suma de
los residuos de f'/f es cero, el nimero de ceros de f debe ser igual
al nimero de polos, contando sus multiplicidades, y asi la ecuacién
f(2) =0 tiene N soluciones. O

Teorema 1.4.5. Sean f y g funciones elipticas con respecto a ) con
polos en los mismos puntos de C, y con la mismas partes principales
en estos puntos. Entonces f(z) = g(z) + ¢ para alguna constante ¢

Demostracion La funciéon f — g es eliptica, y su orden es 0 dado
que no tiene polos, entonces f — g es constante por el Teorema 1.4.1.
O
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Teorema 1.4.6. Sea [ y g funciones elipticas con respecto a €Y, con
ceros y polos del mismo orden en los mismos puntos de C. Entonces
f(2) = cg(2) para alguna constante ¢ # 0.

Demostracion. Reemplazando f — g por f/g en la prueba del teo-
rema anterior. O

Una funcién racional f : ¥ — X, que no es idénticamente cero, debe
tener un nimero finito de ceros (digamos en ay, ..., a, con multiplicida-
des ki, ..., k) y un nimero finito de polos (digamos en by, ..., bs son sus
multiplicidades [y, ..., ls) y reciprocamente, dada una coleccién de pun-
tos ay, ...a,, by, ...,bs € X y sus multiplicidades ky, ..., k., l1,....[s > 1,
entonces existe una funcién racional f con estos ceros y polos con estas
multiplicidades, siempre y cuando:

1. ky+...+ k.- =1 +...+ s (ambos tienen el mismo grado de f), y

2. los conjuntos ay,...,a, y by,...,bs son ajenos (ceros y polos no
coinciden).

En efecto bastard formar f(z) = [[;(» — aj)kf/]_[j(z — b;)%, donde
a;,b; € C, pero excluye los factores donde a; = 0o 6 b; = oo.

Si existe una funcion eliptica f : C — X que tiene ceros y polos
en las clases de congruencia [a1], ..., [a.] v [b1], ..., [bs] con sus multipli-
cidades kq, ..., k. v 11, ..., 5, entonces la condicion 1 es necesaria por el
teorema 3.4.4, y correspondientemente para la condicion 2 tenemos la
siguiente condicon necesaria.

2’. los conjuntos [a1], ..., [a,] y [b1], ..., [bs] son ajenos.

El siguiente resultado muestra que en comparacion con la situacién
de las funciones racionales, esta condiciones no son suficientes para la
existencia de f.

Teorema 1.4.7. Sean [a1], ..., [a.] y [b1], ..., [bs] las clase de congruen-
cua de los ceros y polos de una funcion eliptica f con sus multiplici-
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dades kv, ..., k. y ly,...,ls. Entonces

i k’j&j ~ iljbj mod)
j=1 j=1

Demostracion. Como es lo usual, sea P un paralelogramo funda-
mental para {2, de manera que no tenga ni ceros ni polos en JP. El
efecto de reemplazar cualquier a; o b; por un punto de congruencia es
anadir un elemento de Q a ) kja; — > 1;b;, v esto no afecta la conclu-
sién del teorema, entonces podemos suponer que a;, b; € P para toda
j.

Primero probemos que

_ 1 2f'(2)
ijaj - lebj = % o f(z) dz.

Los polos de zf’/f son los ceros y polos de f, y si f tiene un cero de
multiplicidad k en z = a, entonces f(z) = (2 — a)*g(z) cerca de z = a
con g analitica y g(a) # 0. Ast:

z2f'(z) z o)l Vel (s
)~ oy e 0T @) + (2 -0 (7))

/

kz L2 (2)
z—a  g(2)
cerca de z = a, con zg'/¢" analitica en a, entonces zf’/f tiene residuo
ka en z = a. De manera similar si f tiene un polo de multiplicidad [
en z = b, entonces zf’/ f tiene residuo —Ib en z = b. Ahora los ceros y
los polos de f dentro de P son ay,...,a, y by, ..., by con multiplicidades
ki,....k. v li,...,ls, que da como resultado que la suma de los residuos

sea igual a
1 2f'(2)

2mi Jop [f(2)
y toma el valor de ) kja; — > 1;b;.

dz,
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Si los lados de P tienen el mismo sentido que le dimos anterior-
mente, entonces:

z2f'(2) L (z —wi)f'(2) ., wi f'(2) ;
T / O A IOR
- ﬂf—L“‘ydz+wl[zng<z>1r2

2f'(2)

r, f(2)

para algun ny; € Z usando el hecho de que I'y igual al segmento I's —wy,

con la orientacion en el sentido contrario, que f y f’ son periédicos y

que logf(z) cambia su valor por un miltiplo entero de 27 mientras

z viaja a lo largo de I'y desde ¢t + wy hasta t + w; + we (dado que
f(t+wi) = f(t+ wi 4+ we)). De manera similar tenemos:

G, [ )

) T )

para algun nq € Z, y entonces

1 2f'(2)
> kja; =Y by = 5 0 700 dz
zf’
" omi Z/

=5 (27m12w1 + 2mngiws)

= MW + Nows,

dz + 2mnqiws

dz + 2mngiws

que es un elemento de €2, como se requeria. O

Cuando pidamos construir funciones elipticas, debemos ver que las
. s -
dos condiciones 1 y 2’ junto con la condicion que 3 que es ) k;ja; ~
>~ 1;b; mod Q, sean suficientes para la existencia de una funcién elipti-
ca f con ceros y polos predeterminados.
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1.5. Latices y toros

En esta seccién veremos las relaciones entre las latices y su geo-
metria.

Teorema 1.5.1. 5i Q) es una latiz, entonces C/$) es una superficie de
Riemann homeomorfa a un toro.

Demostracion. Primero mostraremos que C/Q es Hausdorff. Si p :
C — C/Q es la proyecciéon z — [z] = z 4+ Q, y U C C/Q se define que
es abierto si y sélo si p~1(U) es abierto en C, entonces p es abierta y
continua. Sea s; = [z1] y s = [22] dos puntos distintos en C/2. Dado
que 2 es discreto existe

= inwaQ‘ZZ - (Zl +w)’ > 07

entonces sean V) y V5 discos abiertos en C de radio 11/2 con centro en
21y 22, respectivamente. Ahora mostraremos que (V) +w) N Ve = ()
para toda w € 2. Si no, existiria algin z € V; yw € Q con z+w € Vs,
y la desigualdad del triangulo daria

22 = (21 +w)| <[z = W)+ (2 +w) = (21 + )

=l —(zrw)|+lz—al<E+E =y
2 2

contradiciendo la definicién de p. Dado que p es abierta, p(V) y p(V2)
son vecindades abiertas ajenas de s; y s en C/€2, entonces C/<2 es un
espacio de Hausdorff.

Ahora construiremos un atlas en C/€2. Dado que Q) es discreto,
entonces existe

0= infweg\{o}|w| > 0.

Si V es el conjunto de todos los discos abiertos en C de diametro a lo
méas de 0/2, entonces

1. VN (V+w)=0paratoda V €V, w e Q\{0};
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2. 81 V.V’ € V entonces V tiene una interseccién no vacia con a lo
mas uno de los transladados V' +w de V'(w € Q)

La desigualdad del tridngulo nos da (1). Para probar (2) supon-
gamos que z1 € VN (V' +w)y 22 € VN (V' 4+ wsy) con wy,wy € Q,
digamos que 21 = 2] + w1 ¥ 22 = 24 + wo con 21, 25, € V'; entonces el
elemento w; — wy de €2 satisface

|w1 —W2| = |(21 —Zi) - (22 —Z§)| = |(Zl —2’2) - (Zi —Z§)|
)
<o — 2o + |21 — 2] < gt5=9

entonces w; = wy por definicion de 4.

Por (1), la restriccién py de p a V' es biyectiva, y dado que p es
continua, también lo es py. Alin mas py es abierta: si un subconjunto
A de V es abierto relativo en V' (dado que V' es abierto) es entonces
A abierto en C, y py(A) = p(A) es abierto en C/Q (dado que p es
abierta) y entonces es un abierto relativo en py(A) = p(V). Por lo
tanto py es un homeomorfismo de V' en su imagen p(V') (= Uy, por
decir), entonces existe un homeomorfismo ®y = p‘_/1 : Uy — V. El
conjunto de todas las cartas (Uy, Py ) con V' € V que cumplen esto,
forman un atlas de C/(2, y entonces C/<) es una superficie.

Ahora para mostrar que este atlas es analitico, supongamos que (Uy, D)
y (Uyr, ®y+) son cartas con Uy NUy # (); debemos mostrar que la fun-
cion de transicién de cordenadas

dy o @;1 : (I)V(UV N UV/) — (I)V/(UV N UV/)

es analitica.

Sean z € Oy (UyNUy:) y 2’ = (®yro®y ') (Z); asi py (2') = &1 (2) =
pv(2), entonces p(2') = p(z) vy z = 2/ + w para algin w € Q (depen-
diendo posiblemente de z). Dado que z € V' y 2/ € V' tenemos que
VN (V' +w) # 0, y w es independiente de z por (2). Ahora 2’ = z —w
para una constante w € {2, entonces 2z’ es una funcién analitica de z,
como se pide.
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V

V' +w V!
\\.I(DV ¢} q);/l
C —_ >

s

A\

Dy

Uy Ui,
Figura 1.8:

De esta manera identificamos los lados opuestos del rectangulo y
asi vemos que C/Q es homeomorfa a un toro. a

Ahora haremos algunas observaciones, para €2 una latiz y aw =
{aw; con a € C\{0}} que resulta ser también una latiz.

Dos latices 2 y €' son semejantes si ) = a2 para algiin a € C\{0};
esto define una relacion de equivalencia. Denotaremos a los elementos

de C/Q por [z].

Teorema 1.5.2. Las superficies C/Q y C/Y son conformemente equi-
valentes si y solo si Q y Q' son semejantes. Ademds si Q' = af) con
a € C\{0}, la funcion f.,([2]) = [az + b]" es un homeomorfismo con-
forme entre C/Q2 y C/Y.

Demostracion. La clave estd en mostrar que si f : C/Q — C/¢V
es una funcién holomorfa, entonces existe un automorfismo f de C
tal que fop=p'ofdondep: C — C/Qyp :C — C/Q son las
proyecciones naturales.

Si f([z]) = [¢/]" entonces existen discos abiertos V' y V' en C, con
centro en z y z' que se transforman de manera holomorfa por p y
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C I 5 ¢
D o
C/Q > Cc/

f

p’ en vecindades U y U’ de [z] y [¢/]. Los homeomorfismos inversos
q:U—Vyq :U — V'son cartas descritas en 1.5.1 y dado que f
es holomorfa, la transformacién

F=qofop:qUnf(U))—dUNFU)

que representa el cambio local de cordenadas inducido por f es analiti-
ca. Note que F' no es la unica transformacién determinada por z, pode-
mos reemplazar V' por cualquiera de sus traslaciones V' 4+ /(v € '),
y esto tiene el efecto de reemplazar F' por F + w’. Ademas en cada
z € C tenemos un conjunto de gérmenes analiticos de hojas [F + /],
y se puede observar que si z se mueve en C, el conjunto G de todos
los gérmenes da una continuaciéon a todo C. Esto implica que, dado
que C es simplemente conexo, alguno de estos gérmenes se extiende a
una funcién analitica f : C — C satisfaciendo fop = p'o f (dado que
cada rama F' de fsatisface fop oF en su dominio). Llamamos a ]}V
un levantamiento de f. N

Dado que fop = p/ o J tenemos f([z]) = [()]' para toda = € C,
y entonces para cada w € Q fijo tenemos que f(z +w) = f(z) +
donde W, es un elemento de Q' dependiendo posiblemente de z. Ahora
la funcién

sl = fz+w) - f(2)

es continua (dado que f es analitica), y este transforma al espacio
conexo C en un espacio discreto €2, entonces tiene que ser constante.
Ademds w! depende solamente de w, y no de z, entonces podemos



eliminar el subindice z en W), y tendremos

fz+w) = f(z) +o

para toda z € C, donde ' € ', depende de w € Q. Al calcular la
derivada con respecto a z veremos que df/dz es eliptica con respecto

a {); es también analitica, dado que f lo es. Entonces tiene que ser
constante. Luego,

f(z)=az+b

para constantes a,b € C, entonces

f([2]) = [az + 0]

v f = fap- Paracada w € Q, f([z +w]) = f([2]) ¥ [a(z +w) + b] =
[az 4 b]'; asi aw € ' y también a2 C V.

El regreso; si af2 C €' entonces la transformacién f,; es un homeo-
morfismo conforme y su inversa holomorfa tiene que tener la forma
[2]" — [(z — b)/a] donde a™'QY C Q, para que ' C af) y entonces
Q' = af). Si Q' = af), entonces esto define una inversa holomorfa, y
asi f es un homeomorfismo conforme.

Corolario 1.5.3. Los automorfismos de la superficie de Riemann C /)
son de la forma fq5([2]) = [az + b], donde a,b € C y aQ) = .
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1.5. LATICES Y TOROS




Capitulo 2

La funcion p(z)

2.1. La funcién p de Weierstrass

Sea = Q(w1,ws) una latiz con base wy,ws y sea P el paralelo-
gramo fundamental de {2 que no tenga elementos de €2 en OP. Lo que
haremos primero sera construir funciones no constantes f que sean
elipticas con respecto a 2. Por el teorema 3.3.1 sabemos que una fun-
cion de ese tipo no puede ser analitica y debe tiene que tener polos en
P. Por el teorema 3.3.3 sabemos que f no puede tener un polo simple
en P, de modo que las funciones elipticas no constantes mas simples
tienen orden 2, con dos polos simples ¢ un polo de orden 2 en P. En
esta seccion veremos la funcién de Weierstrass o(z) que es una funcién
eliptica de orden 2 con respecto a €2 y tiene un polo de orden 2 en P.
Esta sera nuestra funcién eliptica base en el sentido de que cualquier
funcién eliptica con respecto a €2 es una funcién racional de g y su
derivada ¢'.

En vez de construir directamente p(z) la deduciremos a partir de
la funcién sigma de Weierstrass o(z), que estd relacionada con p(z)
casi de la misma manera que S(z) = wsennz estd relacionada con
P(z) = w?cosec*tz. Veremos que la convergencia de los productos y
las series que definen a la funcion de Weierstrass dependen de sumas

31
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similares acomodadas por la latiz 2. Para aclarar el significado de
una suma sobre €2 debemos de definir un orden para 2. Los conjuntos
I, = {awi + bwsla,b € R y max(|a|,|b]) = r}, para enteros r > 1,
son paralelogramos semejantes centrados en 0, como se muestra en la
siguiente figura.

(57

Figura 2.1: Paralelogramos semejantes centrados en 0.

Definiendo Q, = QN [],, tenemos
Q, = {mwy + nwalm,n € Z, max(|m|, |n|) =r}

Ahora Q es una unién ajena Q = {0}UQ; UQsU..., y para cadar > 1
tenemos

12| = 8r

Entonces podemos ordenar los elementos de {2 comenzando desde el 0y
después listando los elementos €21, {29, ... rotando alrededor de cada €2,
en el orden rwy, rws 4+ ws, ..., Tw; —ws para que la sucesion de espirales
vaya desde 0.

Si denotamos esta manera de ordenarlos por w® w® w® . en-
tonces w®@, = 0,wM = wy,w?® = W + wa, W = wy, ..., w® = wy —
wa, w9 = 2w, w19 = 2w + wy,...; claramente |w®| — oo cuando
k — oo.

Yoea (v Xlcq) denotan las sumas sobre todos los elementos de la
latiz (con apostrofe significa que sin el cero) tomados en el orden que



CAPITULO 2. LA FUNCION p(2) 33

M

W
-

Figura 2.2: Secuencia en espiral para dar orden.

le dimos; de hecho ¥ cqh(w) = X h(w™®) para cada funcién h, y de
manera similar X/ _oh(w) = 522 h(w®).

[TocaW Il cq) denotan los productos sobre los puntos de la latiz
(sin el cero respectivamente) en el orden visto anteriormente. Por con-
veniencia abreviaremos la notacién a X, Y II,II'. En la préctica, un
orden particular de 2 no es de suma importancia ya que son usualmen-
te absolutamente convergentes y eso hace que las sumas o productos
sean invariantes bajo reordenamientos.

Las propiedades de la convergencia de la funcién de Weierstrass
dependeran del siguiente resultado, que es un analogo en dos dimen-
siones al hecho de que la serie X2° ;n™° que define la funcién zeta de
Riemann es convergente si y s6lo si s > 1.

Teorema 2.1.1. Si s € R entonces ¥ ,ecq|lw|™® converge si y sdlo si
5> 2.

Demostracion. Si D y d son el mayor y el menor médulo de los
elementos del paralelogramo II; que contiene a {21, como

Q. CII, = {rz|z € I }

tenemos que rD >| w |> rd para todo w € €Q,.. Definiendo

Ors = §£:|“4_i

weN,
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tenemos por las desigualdades anteriores que o, s se encuentra entre
8r(rD)~* =8r'*D~5 y 8r(rd)~* = &' ~*d~*. Entonces Y -, 0, con-
verge si y sblo si Y oo pl=s 1 1 iy sélo si 2
ge siy sélo si Y >~ r'~° converge lo cual ocurre si y sélo si s > 2.
7 . / — o).

Dado que los términos de > ' |w|™® son positivos y se pueden agru-
: / _ . , .

par para obtener Y > 0, , se sigue que Y |w|™* converge si y sélo si
5> 2. O

Ahora serd facil construir funciones elipticas de orden N > 3.

Teorema 2.1.2. Para cada entero N > 3, la funcion

Fi(z) = Y (s =)™

we

es eliptica de orden N con respecto a €.

Demostracion. Sea K un subconjunto compacto de C\§2 entonces
los términos de (z —w) ™ son analiticos y por lo tanto acotados en K.
Dado que K es acotado podemos asegurar que para todo w € €2 salvo
un numero finito de elementos de €2 se cumple que | w |> 2|z| para todo
z € K. Llamemos ® C Q al conjunto ® = {w € Q; |w| > 2|2|Vz € K}.
Y ahora, como |z — w| > |w| — |z| > 3|w| para todo z € K,w € @, y
entonces ||(z—w) V|| < 2V|w|™ paratodow € ®. Si N > 3 entonces
por el teorema anterior y por el criterio de comparacion tenemos que
>vea ll(z = w) M|k converge, y Fy(z) = Y cq(z —w)™ converge
normalmente en K. Como cada término (z —w) ™" es meromorfo en C,
se tendrd que Fy(z) es meromorfa en C. ' Dado que la convergencia
normal implica convergencia absoluta, podemos reacomodar la serie
que define Fiy(z), y entonces si wy € €2 tendremos:

Fn(z+wo) = Z(z +wy—w)™N

weN

Ver, Singerman pédg. 81 y 82: Sea (u,) una secuencia de funciones analiticas

7 . o0 .
(o meromorfas) en una regién R C C; si )~ u,(z) converge uniformemente a
u(z) en todos los subconjuntos compactos de R, entonces u(z) es analitica en Ry

oo o un(z) converge uniformemente a u'(z) en en todos los subconjuntos de R.
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=S —w) N = Fy(),
w'eN
donde W' = w — wy varia sobre Q como w lo hace (pero en diferente
orden). Entonces Fiy(z) es periddica con respecto a 2, y por tanto es
eliptica. Dado que Fi(z) tiene un polo de orden N, Fiy(z) tiene orden
N. O

Este método falla cuando se quiere contruir una funcion eliptica
de orden 2, dado que el teorema 2.1.1 no puede usarse para probar la
convergencia de Fy(z) = > (2 —w) 2. Para garantizar la convergencia
es necesario hacer los términos mas pequeiios reemplazando (z —w) 2
por (z —w)™? — w2 para cada w # 0. La serie resultante es

1 1 1
-5+ 2 (=)
weN

y representa una funcién eliptica de orden 2 llamada funcién P de
Weierstrass. Dado que p(z) no tiene la forma ) _, f(z — w), la
periodicidad de @ no es obvia, pero demostraremos indirectamente
integrando la derivada @'(z), que es la funcién eliptica —2F3(z). Del
teorema 2.1.2 podemos deducir que p(z) es meromorfa haciendo la
comparacién de la serie con >’ |w|™3, pero lo que vamos a hacer es
seguir un enfoque un poco distinto y obtendremos p(z) de la funcidn
sigma de Weierstrass

o(z) = z- [ 9w, 2).

weN

o= (3 )

(El factor (1—(z/w)) aparece en g(w, z) para dar a ¢(z) un cero simple
en cada punto latiz w, mientras que el factor exponencial es incluido
para garantizar la convergencia del producto infinito)

donde
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Si K es cualquier subconjunto compacto de C, entonces dado que
K es acotado y que |w|®) — oo cuando k — oo, se deduce que
g(w®,2) — 1 uniformemente en K cuando k — oo. Luego existe
un entero N; tal que para todo & > Nj, Log(g(w(k),z)) estd bien
definido para z € K y satisface

2
*) N\ _ A G
Log(g(w™, z) = Log (1 w(k)> +Log (exp(w%) T3 (w(k)
z z 1 z 2

Ademés, dado que K es acotado, existe un entero N tal que |w®)| >
2|z| para todo z € K, k > N,. Entonces para todo z € K y todo
k > max(Ny, N3) tendremos

2
TR I DR
| Log(g(w'™, 2))| = ‘Log (1 w(k)> Tow T (w(k)

_123124
—gm +4_1W + ...

3

1| z
gg'm (1+1/24+1/4+..)
3
z
= |w®)

Se sigue del teorema 2.1.1 que Y, Log(g(w™®), 2)) converge normal-
mente en K, y entonces z H:.;eﬂ g(w, z) converge normalmente en K.
Este producto converge a la funcién o(z) que es analitica en C. Dado
que g(w,—z) = g(—w, z) entonces o(—z) = —o(z) esto significa que
o(z) es una funcién impar. La analogia entre o(z) y la funcién

S(z)=z-[[1- )

n=1
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se vuelve clara si a esta ultima igualdad la escribimos como

S(z) =z ﬁ (1 . %)ea:p(%).

n=—0oo

con n # 0.

La derivada logaritmica de o(z) da una serie infinita uniformemen-
te convergente en conjuntos compactos de C a una funciéon meromorfa,
que es denotada por ((z). Esta es la funcién zeta de Weierstrass
(que no se confunda con la funcién de Riemann ((s) = > 02 n~*),
esto es

((2) = 0'(2)/0(2)

= L (Log o()

X (raE) @

weN

Dado que o(z) es una funcién impar, ((z) es también impar. Ademés
((z) tiene polos simples en los puntos de la latiz, y es analitica so-
bre C\Q2. Como serie ((z) es una funcién meromorfa que converge
uniformemente en subconjuntos compactos de C y entonces podemos
diferenciar término a término para obtener una funcién meromorfa
¢'(z). Escribiendo p(z) = —(’(z) tendremos que

!/

weN

es una funcién par que es analitica en C\Q y tiene polos de orden 2
en cada w € €.

Teorema 2.1.3. p(2) es una funcidn eliptica con Q@ como su latiz de
Q, periodos.
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Demostracion. Hemos visto que p(z) es meromorfa, entonces es
suficiente probar que 2 = €2,. Dado que la serie (*) que define a p(z)
converge uniformemente en subconjuntos compactos de C, podemos
derivar para obtener

donde F3(z) es la funcién eliptica de orden 3 construida en el teorema
2.1.2. Se sigue que para cada w € Q la funcién p'(z + w) — ¢'(2) es
identicamente cero, y entonces p(z +w) — p(z) es constante, digamos
que p(z +w) — p(z) = ¢, para cada z € C. Tomando z = —w/2
tenemos ¢, = p(w/2) — p(—w/2) = 0 dado que p(z) es una funcién
par. Entonces p(z + w) = p(z) para toda z € C y w € § entonces,
Q C Q. Dado que 0 es un polo de p(z), existe un polo en cada punto
en Q; dado que p(z) no tiene polos en C\2 entonces €2, C ), enton-
ces 0 = Q, O

Usaremos este hecho mas adelante asi como el resultado de que
©(2) tiene orden 2 y que @'(z) tiene orden 3.

2.2. La ecuacion diferencial para p(z)

En esta seccién deduciremos una ecuaciéon importante que relacio-
na o(z) y ¢'(z), obtenida de la serie de Laurent para @(z) alrededor
de z = 0.

Iniciamos tomando la serie de Laurent de ((z),

g(z):§+i<ziw+£+§)---(*)

weN
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Sean m=min {|w|;w € Q\{0}} v D = {z € C;|z| < m} que es el disco
abierto centrado en 0 més grande que no tiene puntos latices w # 0.

Como
1 1 z 22

z—w w W W (z—w)

/1 / 1 1 z
podemos ver, comparando con Y oF due > ((Z_w) +I+ %) es

absolutamente convergente en C\Q2. Ademas, para cada w € Q\{0} la
serie binomial ﬁ = ’71 -5 - f}—i — .-+ es absolutamente convergente
para z € D. Podemos ahora sustituir esta serie en la ecuacién (*) y
cambiar el orden de sumar, ya que (*) es absolutamente convergente,

para obtener

y donde Gk = Gk(Q) = Z;EQ ﬁ

Las series Gy son absolutmamente convergentes para k > 3, por

el teorema 2.2.1. Como para k impar, (—w)™* = —w™" es claro que

G = 0, luego la serie de Laurent para ((z) alrededor del 0 es:
((2) = - i@nz%la
S—
y entonces
plz) = ~C'(:) = 5 + > on 1)
También se tiene que:

2
©'(2) = == 4+ 6G4z + 20Ge2" + - --
z
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4 Gy
2 _ 2
O (2)° = = 24 h 80Gs + 2P (2),
4 G
3 _ 4 2
4p(2)° = i 36 o + 60G¢ + 27 P2(2)

60G () = 60% + 2203(2)
2

donde ®4(z), Po(z), P3(2) son series de potencias convergentes en D.
Las ultimas tres ecuaciones se pueden acomodar para obtener que:

©'(2)? — 4p(2)* + 60G4p(2) + 140G = 22{®,(2) — Py(2) + P3(2)}

Las funciones del lado izquierdo son elipticas, luego f(z) = 22{®(z)—
$y(2) + P3(2)} es eliptica y como f(0) = 0, tambien se tiene que
f(w) = 0 para todo w € €. La funcién f solamente puede tener polos
donde p o ¢’ los tengan esto es en €2, pero ahi f no tiene polos, por
lo que f es constante igual a f(0) = 0, luego hemos demostrado

Teorema 2.2.1. La funcion o cumple ¢/ (2)? = 4p(2)* — 60G4p(2) —
140G

a
Esta es la ecuacién diferencial para ©(2). Se acostumbra escribir

!
g2 =60G, =60 w™

/
g3 = 140Gg = 140 ) w™®
por lo que
¢'(2)" = 4p(2)" = g20(2) — gs.
Si hacemos z = p(t) veremos que

dz\"
(a) =42° — goz — gs.
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entonces

gy [ 92
oe=t= [ No

donde p(z) es el polinomio ctibico 42% — gy2 — gs.

Esto muestra cémo las inversas de funciones elipticas aparecen co-
mo integrales indefinidas, de la misma manera en que las inversas de
funciones trigonométricas lo hacen.

Teorema 2.2.2. Sea 2 una latiz con base wy,ws, y sea ws = wy + ws.
St P es un paralelogramo fundamental con 0, %wl, %wg Y %u)g en su
interior, entonces %wl, %wg Yy %wg son los ceros de ¢ en P.

Demostracion. Como sabiamos '(z) tiene tres ceros dentro de P

ya que tiene orden 3. Si w € {2 entonces como %w ~ —%w modS? tene-

mos que ©'(iw) = ¢'(—iw); dado que ' es una funcién impar tenemos

que p'(—3w) = —p'(3w) y asf p'(3w) = 0 6 a co. Dado que el tinico
polo de @' en P es el polo triple en 0 tenemos que p’(%wj) = 0 para
j=1223. O

Definimos e; = p(iw;) para j = 1,2,3. Dado que S = [iw] U
[2ws]U[3ws] es el conjunto de ceros de ¢’ en C, tenemos que {ey, es, €3} =
©(S) es independiente de una base particular {wy,ws} elegida en €.

Teorema 2.2.3. Para cada ¢ € C\{ey, €9, 3,00} la ecuacion p(z) = ¢
tiene dos soluciones simples, para ¢ = ey, e, e3 6 00 la ecuacion tiene
una solucion doble.

Demostracion. Dado que @ es eliptica de orden 2, toma cada valor
¢ € C dos veces, dando dos soluciones simples (en z y en —z dado
que p es par) o una solucién doble. Si ¢ € C entonces p(z) = ¢ tiene
una solucién doble si y sélo si p/(z) = 0, luego z ~ tw;(j =1,2,3) y
entonces ¢ = e;. El polo de orden 2 en z = 0 muestra que p(z) = 0o
tiene una solucién doble. a
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Teorema 2.2.4. ey, es y ez son mutuamente distintos.

Demostracion. Sea f;(z) = p(z) — e; para j = 1,2,3. Como los
polos de f; son los mismos que g, f; es una funcién eliptica de orden
2 y entonces tiene dos clases de equivalencia de ceros, contando sus
multiplicidades. Como

fi(1/2 wj) = fi(1/2 wy) =0,

f; tiene ceros dobles en [sw;] y entonces no tiene otros ceros. En par-
ticular f;(3wy) # 0 para j # k. Dado que

[i(1/2 wi) = p(1/2 wj) — e,
= € — €y,

entonces e; # ey, para j # k. O
Y por la ecuacién ¢'(2)? = 4p(2)® — g2(z) — g3, el polinomio

p(z) =42° — g2z — g3

tiene ceros en z = p(t) donde ©'(t) = 0, entonces p(z) tiene tres ceros
distintos, z = ey, e3 y es.

2.3. EIl campo de las funciones elipticas

En esta seccién consideraremos una latiz fija €2 y una funcion elipti-
ca significard una funcién eliptica con respecto a €2. Si f y g son
elipticas entonces f + g, f — gy fg también son elipticas, y si g no es
idénticamente cero entonces 1/¢g es eliptica. Ademads, el conjunto de
todas las funciones elipticas es un campo, que denotaremos por F({2).
Este campo contiene al subcampo F;(£2) que consta de las funciones
elipticas pares. Las funciones constantes forman un subcampo de £(2)
isomorfas a C. Dado que E;(2) contiene a p(z) = pq(z), contiene a
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todas las funciones racionales de g (con coeficientes complejos); estas
funciones racionales forman un campo C(gp), el menor campo conte-
niendo a @ y las funciones constantes C. De manera similar, E((2)
contiene a p y a @’ y entonces contiene el campo C(gp, ') de funciones

racionales de g y de ¢, éste es el menor campo que contiene a @, ¢’y
a C.

Teorema 2.3.1.

1. Si f es una funcion eliptica par, entonces f = Ri(p) para alguna
funcion racional Ry. Luego E1(2) = C(p)

2. Si f esuna funcidn eliptica entonces f = Ry(p)+ Ra(p), donde
Ry y Ry son funciones racionales. Ast E(Q) = C(p, ¢')

Demostracion.

1) Sea f una funcién eliptica par. El resultado es obvio para fun-
ciones constantes, asi que supondremos que f tiene orden N > 0. Si
k € C, entonces f(z) = k tiene raices multiples cuando f'(z) = 0, y es-
to ocurre solo en un numero finito de clases de congruencia de puntos
z, ademads las soluciones de f(z) = k son simples para todos los valores
excepto en un numero finito de valores k. Entonces podemos escoger
dos nimeros complejos distintos ¢ y d tales que las raices de f(z) = ¢
y de f(z) = d sean simples y ninguna de estas raices sea congruentes
aloa %wj (j = 1,2,3). Dado que f es par, un conjunto completo
de raices de f(z) = ¢ tendra la forma ay, —aq, as, —ao, ..., a,, —a, es-
tas raices seran simples y mutuamente no congruentes, y de manera
similar las raices by, —by, ..., b,, —b, de f(z) = d. Ademds la funcién
eliptica

glz) = S = ¢
f(z) —d

tiene ceros simples en ay, —ay, ..., a,, —a, y polos en by, —by, ..., by, —b,
simples.
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Como vimos anteriormente, las ecuaciones p(z) = p(a;) v p(z) =
©(b;) tienen raices simples z = +a; y z = +b; respectivamente (1 <
i <n) de modo que la funcién eliptica

h(z) = (p(2) — p(a1))(p(2) = p(az))...(p(2) — p(an))
0(2) — 9(b1))(p(2) — 9(b2)).--(p(2) — p(bn))

tiene los mismos ceros y polos que g con sus mismas multiplicidades
(todas simples). Ademads por el teorema 1.4.6 si f y g son funciones
elipticas con respecto a una misma latiz y con el mismo orden de ceros
y polos entonces g = ph para alguna constante p # 0 . Al despejar

f(2) en
f(z)—c  (p(2) = pla1))(p(2) — plaz))...(p(2) — p(an))

FE =d () = pbn)(p() = 9(b) - (9(2) = 9(b0)
vemos que f es una funcién racional (con coeficientes complejos) Ry ()
de p.

2) Si f es impar, entonces f/¢’ es par, entonces por el inciso an-
terior tenemos que f = @' Ry(p) para alguna funcién racional Ry. En
general si f es cualquier funcién eliptica entonces

1 1
f(z) = 5(f(2) + f(=2)) + 5(f(2) = f(=2)),
donde 3(f(2)+ f(—=2)) es par y eliptica mientras que 1(f(z) — f(—z))
es impar y eliptica, entonces por los argumentos anteriores tenemos

f=Ri(p) + ¢ Rap)

donde Ry y Ry son funciones racionales. O

Usando la ecuacién diferencial (p')? = 49> — g2 — g3, podemos
reducir cualquier funcién racional de p y ¢’ a la forma Ry (p)+ ¢ Ra(p)
eliminando las potencias de g, por ejemplo

o' o9 = 1) (4" — 920 — gsp) — p'p
o+1 (9)-1 40 — gap — g3 — 1
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2.4. Curvas elipticas reales

Hemos visto que g satisface la ecuacién diferencial (¢')? = p(p),
donde p(z) es el polinomio cibico 423 — gox — g3, de modo que cada
punto ¢t € C/Q determina un punto (p(t), ¢'(t)) en la curva eliptica

E={(z,y) e Cx C|y* =p(x)}

Podemos pensar en £ como la gréafica de la ecuacion y? = p(x) para
2,y € C. Como subconjunto de C x C, E tiene una topologia natural;
el siguiente resultado mostrard que E es homeomorfo a un toro.

Lema 2.4.1. La transformacion de 6 : C/QQ — E.t — (p(t), ¢'(t)),
es un homeomorfismo

Demostracion. Los puntos ¢ = [0], [sw;] (y no otros) son llevados

por 6 a (00, 00) y (e;,0), respectivamente para j = 1, 2, 3. Para los pun-
tos que quedan (z,y) € E, tenemos que = # 00, €; y y # 00, 0; dado
que p es par y de orden 2, con un punto regular en cada t # [0], [%wj],
se sigue que para cada z # o00,e; existen dos soluciones distintas
t = +t; de p(t) = z. Ahora ¢/(t1) = —¢'(—t1) # ¢'(—t1) , entonces
©'(—t1) toma los dos valores de /p(p(t)) = v/p(z), y uno de estos
valores es y. Ademads existe un unico t(=t; 6 —t;) € C/Q que satis-
face 0(t) = (z,y), entonces 6 es una biyeccién. Siendo meromorfa y
no constantes, p y @' son funciones abiertas y continuas, y entonces
también lo es 0, y asi, 6 es un homeomoerfismo. O

Definimos la curva eliptica real Eg como {(z,y) € R?|y? = p(x)};
es decir, la grafica de y?> = p(x) como ecuacién entre variables reales.
Eg es simétrica con respecto al eje  de R2. Otras propiedades de esta
curva se puede obtener analizando la gréfica de p(z) y después toman-
do las raices cubicas donde p(x) > 0. Por ejemplo, un polinomio cubico
real sin raices repetidas p(x) tiene una o tres raices reales dependiendo
se el discriminante A = g3 —27¢2 es negativo o positivo (esto se puede
ver considerando las puntos estacionarios de p(z)), la curva Eg tiene
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uno o dos componentes respectivamente como se muestra en la figura.
Las curvas de la izquierda representan a y = p(z), y las de la derecha

ay’ = p().

Ahora analizaremos las condiciones bajo las cuales los coeficientes
ga2, g3 son reales.
Definiciéon 2.4.2. Una funcién meromorfa f : C — C es real si
f(Z) = f(z) para toda z € C (donde &0 = o0).
Teorema 2.4.3. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. 92,93 € R;

2. Gk € R para todo k > 3;

3. p es una funcion real;

4. Q es una latiz real.

Demostracion. (1)=-(2). Derivando de cada lado de la identidad,
(9')? = 49> — g2 — g3, v después dividiendo entre 2’ (que no es
idénticamente 0), tenemos que

Consideremos el desarrollo de Laurent de p(z),
p(z) =272+ a2,
n=1

alrededor de z = 0, donde

/

an = (2n + 1)Gopio = (2n+ 1) Zw’zn’Q.

w
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Y y .'
/\\93 y/: p(z) y? = p(x)f//
N D>
/ N 7*"\
E
R\
A>0,9g0>0
/
7
/
T'
/‘\ '\\
A <0,g0>0,93>0
A<0,99>0,93<0
/
!
'T:

A<0,90<0
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El coeficiente de 272" en el desarrollo de " (z) es (2n+2)(2n+1)a, 1,
mientras que el coeficiente de z*" en p(2)? es 2an41 + Y, _, Grls.
Igualando los coeficientes de @” = 6p? — % tendremos que para cada
n>1,
(2n+2)(2n + Dann = 120,10 +6 Y aa,,
r4+s=n
(2n+5)(n —1)ap41 =3 Z Ay Q.
r+s=n

Para n > 2 tendremos

3
Apy1 = <2n + 5)(7’?, _ 1) Z ArQg,

r+s=n

una expresion de a,.; en términos de aq, ..., a,. Luego

1
ag = ga%
3
ay = ﬁa1a2,

1 1
as = 1—3(2(11@3 +a3) = E(Qa% + 3a3), ete.

Por induccion sobre n, se puede deducir que cada coeficiente a,, es
un polinomio en a; y ag, con coeficientes racionales. Usando a, =
(2n+ 1)Gopya, g2 = 60G4 y g3 = 140G, tenemos que cada Gy, (k par,
k > 4) es un polinomio en gs y g3 con coeficientes racionales. Si go y
g3 son reales entonces también Gy; dado que G = 0 para todos los k
impares, entonces (2) esta probado.

(2) = (3) Si G\, € Rparatoda k > 3, entonces los coeficientes de la

serie de Laurent para p(z) son reales, entonces p(z) = p(z) alrededor
de z = 0. Ahora p y p(Z) son funciones meromorfas, idénticas en una
vecindad del 0, entonces son idénticas en C. Luego p es una funcion

real.
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(3) = (4). Seaw € €, entonces p(z+w) = p(Z +w) = p(Z) = p(z)
dado que @ es real y tiene a w como periodo; por lo que W € {,
esto nos da que {2 C ). Tomando de nuevo conjugados, tenemos que

Q=0 CQ, entonces Q = Q y asf Q es real.
(4) = (1). Si Q es real entonces go = 60> w™ y de g3 =
140 >~ w9 son niimeros reales. O

Recordemos que §2(wq,ws) es rectangular real si w; € iR y wy € iR,
y es romboica real si wy = wy. Y que € es real si y solo si es rectangular
real o rombdica real por el Teorema 1.3.3.

Teorema 2.4.4. Sea 2 una latiz real. Entonces la curva eliptica real
ER tiene uno ¢ dos componentes segun si €2 es rombdica real o rectan-
gular real, respectivamente.

Demostracién. Dado que Eg es la gréifica de y? = p(z), podemos
contar sus componentes, contando las raices de p(x), esto es, los puntos
(z,y) € R? para los cuales y = ¢'(2) = 0y = = p(z) € R para algtin
z € C. Dado que p(x) es un polinomio cubico con raices diferentes,
existen uno 6 tres puntos que son raices y Er tendra dos componentes
respectivamente. Las tnicas soluciones de ©'(z) = 0 son de la forma
z o~ %Wj(j = 1,2,3), entonces es suficiente con determinar cuéles
e; = p(3w;) son reales.

Supongamos que 2 = Q(wq,ws) es rectangular real, con w; € Ry
ws € iR.

Dado que p es real, p(R) C R U {oo}, entonces ¢; = p(s3w;) € R.
Si z € tws + R, entonces Z = z — wy y entonces p(z) = p(z — wa) =
p(Z) = p(z), entonces p(z) € R; en particular, poniendo z = ws, ws
tenemos eg, e3 € R. Luego p(x) tiene tres raices reales, entonces Ep se
intersecta con el eje x en los tres puntos ey, s, e3 y entonces tiene dos
componentes, una no acotada que contiene a (e, 0), correspondiente a
z € R, la otra acotada que contiene a (e, 0) y (e3,0), correspondiente
aze %wg + R.
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W2 W3
w3/2
A 24+ R
w2/2 5 CUQ/ +
_d R
w1
—w2/2 Z=
Figura 2.3:
i
g
N 2
\\_j /|
Yy
%

Figura 2.4:
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Si Q = Q(wq,wsq) es rombdica real, con Wy = wy, entonces de nuevo
tendremos p(R) C RU {oo} y e3 € R. Ahora 107 = fws, y e =

p(3ws) = p(3w1) = p(iwi) = e, dado que €1 y ey son distintas.
Ninguna puede ser real, de modo que p(x) tiene una tnica raiz real, y
Er tiene una sola componente, encontrandose con el eje = en (e3,0) y
corresponde a z € R. O

Figura 2.5:

2.5. La funcion modular J

Anteriormente hemos visto que si p(z) es cualquier polinomio cibi-
co con distintas raices entonces la superficie de Riemann S de /p(z)
tiene grado 1.

Nuestro objetivo es crear una latiz  tal que S = C/€, o equiva-
lentemente parametrizar S por medio de funciones elipticas. En esta
seccién daremos condiciones necesarias y suficientes para que p tenga
raices distintas. Vimos también que la funcién p de Weierstrass sa-
tisface la ecuacion diferencial ¢ = /p(p), donde p es un polinomio
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cubico de la forma

p(2) = 42 — gz — g3, (g2, 93 € C)

se dice que cualquier polinomio de esta forma tiene la forma nor-
mal de Weierstrass. Por medio de una sustitucién de la forma
O(z) = az+ b (a,b € C,a # 0), cualquier polinomio ctibico puede
llevarse a esta forma. Como © : C — C es una biyeccién, preserva las
multiplicidades de las raices, sin pérdida de generalidad podemos res-
tringir nuestra atencién a los polinomios ctibicos p en la forma normal
de Weierstrass. Si e, es y ez son las raices del polinomio p, entonces
definimos el discriminante de p como:

A, =16(e; — e2)?(ez — e3)*(es — )%
claramente estas raices son distintas si y sélo si A, # 0.
Teorema 2.5.1. A, = g5 — 27¢g3.
Demostracién. Poniendo p(z) = 423 — g2z — g3 en la forma
p(2) = 4(z — e1)(z — e2)(z — ea),
e igualando coeficientes en las dos expresiones de p(z) obtenemos

e1+er+e3=0

g2

€169 + eses + eze; = _Z
e1ese =%
16263 = —
4

Otras funciones simétricas de las raices pueden ser obtenidas de las
tres anteriores; por ejemplo

el +e5+ e = (e; +ey+e3)® —2(eren + eges +ezer) = %,
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y

9

22, 292, 29 2
eje; + ese; + ese] = (e1e2 + eges + ezer)” — 2ejeges(er + ea +e3) = 16

Ahora derivando p(z) y usando la primera férmula de este teorema
evaluada en z = e, tenemos

4(e; — ex)(ey — e3) = p'(er) = 122 — go,
Con una expresion similar para p'(e2) v p'(es). Entonces

1

A= —Zp’(eﬂp'(@z)p’(%)

1
=1 [T(12¢7 — g2)
1
= —1(1728(616263)2—144g2(6%6%+636§+6§€%)+129§(6%+6%+6§)—gg)

1
= —1(10893 — 9g5 + 695 — g3)

= g5 — 2793

como se requeria. a

Podemos obtener de esto el siguiente corolario.
Corolario 2.5.2. p tiene raices distintas si y sélo si g5 — 2793 # 0.

Podemos dar una prueba mas directa para este corolario sin intro-
ducir A,, eliminando z de las ecuaciones p(z) = 0 y p/(z) = 0 dando
una condicién necesaria y suficiente para que p y p’ tengan una raiz
en comun.

Hemos visto que podemos sacar informacién sobre latices y toros
estudiando la acciéon del grupo modular I' en el semiplano superior
U. Con esto en mente podemos construir una funcién J: U — C con
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la propiedad de que J(7') = J(7) si y sélo si 7/ = T'(7) para alguna
T € I'; luego J distingue entre clases similares distintas de latices y
entonces entre diferentes clases de equivalencia conformes del toro. La
funcion p de Weierstrass asociada a la latiz €2 satisface o' = /p(p),
donde p es un polinomio ctibico en la forma normal de Weierstrass

p(2) = 42° — goz — g3,

con

Si escribimos A(€2) para el discriminante A, de p, tenemos que
A(Q) = g2()* — 27g3(2)”

Esto implica por el corolario anterior que p tiene raices distintas, si y
sélo si A(§2) # 0. Entonces podemos definir la funciéon modular J(2),

o e gy
A(Q)  g2(2)3 —27g3(Q2)3

Para una latiz similar uQ (u # 0) tenemos

J(Q)

g2(pS) = 60 ) ()" = " "g2(Q)

weN
y !
g3(1Q) = 140 Y () = p0g5(Q2).
weN
entonces

A(uQ) = p2A(Q).
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Se sigue que
Jp9) = J(©)

para toda p € C\{0}, de modo que latices similares determinan el
mismo valor para J.

Podemos ver a g9, 93, A v J como funciones de 7 € U evaluadas
en la latiz Q = Q(1,7) donde tienen a 7 como uno de sus moduli.
Entonces

g2(t) =60 (m+n7)™*

g3(r) =140 “(m +n7)",

m,n

donde Z:nn denota la suma sobre toda (m,n) € Z x Z excepto el
(0,0); entonces
A(T) = go(7)% — 27g5(7)?

J(r) = 9;((77))

Si 7/ = T(7) para algin T € T, entonces las latices 2 = Q(1,7)
son similares, y ast J(7') = J(7). Y esto prueba

Teorema 2.5.3. J(T'(1)) = J(7) para todaT€ Uy T eT.
O

Ademds J(7) es invariante bajo la accién del grupo modular I';
ahora mostraremos que las funciones go(7), g3(7) y A(7) comparten la
siguiente propiedad. Si T : 7 +— (a7 + b)/(cT + d) es un elemento de

I', entonces
!/

(aT+b), 4
92(T(7)) = 60> (m+ et d))
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=60(ct +d)™* Xl:(m(m' +d) +n(ar + b))

= 60(cr + )Y ((md + nd) + (me + na)r) ™

m,n

dado que ad — bc = 1, la transformacién (m,n) — (md + nb, mc+ na)
sélo permuta los elementos del conjunto de indices (Z x Z\{(0,0)}),
entonces por la convergencia absoluta tenemos

!/

g2(T(7)) = 60(cT +d)™* Z(m + 7)™t
= (e1 +d) " ga(7).
De manera analoga
93(T (7)) = (c1 + d)°gs(7),
y entonces
A(T(1)) = (er +d) "2 A(7).

En el caso especial donde a = b =d =1y ¢ = 0, tenemos T'(7) = 7+1,
dando el siguiente teorema:

Teorema 2.5.4. Las funciones g2(7), g3(7), A(T) y J(T) son periodicas
con respecto a 7.

(I
Es 1til determinar el efecto en las funciones que invierten la orien-

tacion, que son las transformaciones de U en U de la forma
T+b
T(r)= % (a,b,¢,d € Z,ad — be = —1)

Haciendo los célculos de manera similar a lo anterior tenemos

92(T(7)) = (T +d)"ga(7),
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95(T(7)) = (7 + d)°gs(7),
A(T(7)) = (7 + ) *A(),

J(T(r)) = J(7)

Finalizamos esta seccion con el siguiente resultado.

Teorema 2.5.5. Las funciones go,93,A y J: U — C son analiticas
en U.

Demostracion. Sean 79 € U, 6 = 1Im(r) > 0y K(7) el disco
compacto {7 € U| | 7 — 79 |[< d}. Ahora las funciones (m + n7)™* y
(m + n7)7% son analiticas en U para toda (m,n) € (Z x Z)\{(0,0)}.
Entonces si podemos mostrar que las series que definen a go(7), g3(7)
convergen normalmente en cada K (1), 7 € U, entonces se tendra que
estas dos funciones son analiticas en U.

Para toda m,n € Z con n # 0 tenemos —m/n € R y entonces

|2 7[> Im(no) = 26
n
Luego para toda m,n € Z (incluyendo n = 0) y 7 € K (1) tenemos
| (m+nt)—(m+n7)|=|n||7—70].

1
§|n|5§§]m+n70|7'0

y entonces la desigualdad del triangulo nos da
1
|m+nt|>m+nr|—|(m+nt)—(m+nm) > 5 | m+ nry |

Entonces para cualquier 7 > 0 tenemos que
|m4nr |77< 27 | m+nr |

para toda 7 € K (1) y (m,n) # (0,0).
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|—2r

. !/
Entonces la serie Y | m 4+ nrt converge para cada r > 1

entonces Y. (m+n7)~?" converge normalmente en K (7). Tomando
r=2yr =3, vemos que go(7),g3(T) son analiticas en U. Como
A = g3 — 27g2 es inmediato que A es analitica en U. Como las raices
e1, €s, ez son diferentes se tiene que A # 0 y entonces J= % estd bien
definido y por ser cociente de analiticas, J es analitica en U.

2.6. La superficie de Riemann de /p(z)

Nuestro objetivo principal en esta seccién es mostrar que si p(z) es
un polinomio ctibico en C[z], con raices distintas, entonces existe una
latiz 2 tal que la superficie de Riemann de /p(z) es conformemente
equivalente a C /€. El argumento principal es mostrar que J transforma

U sobre C, un resultado que requiere todo lo aprendido sobre J y
PSL(2,7).

Lema 2.6.1.

1. Si 2Re(T) € Z entonces go(7), g3(7), A(T) y J(T) son todos reales.

entonces go(T) = T492(7')7 g3(1) = 7'693(7)7 A=
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Demostracion. Si 2Re(t) = n € Z entonces T'(1) = n — T fija a
T(T(r)=n—-T=7en=7+7=2Re(r)). Como T : U — U

es una transformacién de la forma T'(7) = % con a,b,c,d € Ry
ad—bc = —1;enestecasoa=—1,b=n,c=0y d= 1. Tenemos por

las identidades que aparecen después de Teorema 2.6.4, que go(7) =
92(T(7)) = g2(7), luego go(7) es real. de manera analoga las otras
funcioes son reales.

Si| 7 |=1, entonces T(7) = L fija a 7y es la forma T(7) = <
cona =d=0,b=c =1, de nuevo por las identidades senaladas
tenemos por ejemplo que g3(7) = g3(7(7)) = (7)°gs(7) = °g3(7).
Para las otras funciones se puede hacer algo similar. O

Sabemos que I" tiene por regién fundamental
F={reU||7|>1y | Re(r) |<1/2}.
Tenemos entonces

Corolario 2.6.2. J(7) es real cuando T estd en el eje imaginario o
en la frontera OF de F.

Demostracion. Si T estd en el eje imaginario 2Re(7) = 0 y si 7
estd en la frontera de F' entonces cumple con | 7 |=1 o [2Re(7) |= 1.
O

Corolario 2.6.3. ¢2(p) = g3(i) = J(p) = 0 y J(i) = 1, donde p =
e27ri/3‘

Demostracion. La parte 1) del Lema 2.7.1. muestra que go y g3
toman valores reales en i y p, mientras que la parte 2) muestra que

g2(p) = pg2(p) v 93(i) = —g3(i), Entonces g2(p) = g3(i) = 0, entonces
J(p) =0y J@i) = 1. O

Sea L = L1 U Ly U L3, donde:
Li={reVU||7|>1yRe(r)=-1/2}
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Ly={reVU||7|=1y —1/2 < Re(r) <0}
Ly={re€VU||7|>1y Re(r) = 0} como se muestra en la figura
2.14.

Ly Ls
P e TS
YL, 1 i
s | I N\
7 I \
£ I \
. I \
N 1
1 -3 0
Figura 2.6:

Por el Corolario 2.7.2 tenemos que J(L) C R, pero de hecho pode-
mos demostrar la igualdad.

Teorema 2.6.4. J(L) =R.

Demostracion. Las funciones f con periodo los enteros Z se pueden
escribir de la forma f(z) = ¢(e**). En particular como J(7 + 1) =
J(7), se tiene que J(17) = ¢(q) con g = €*™7 la funcién ¢ es

(q) = 1728( +Z )

para algunos enteros c¢(n), que en este trabajo no encontraremos, ver
Apostol.

SiT € Lz entonces 7T =iy cony > 1yq=e?™ =e 2™ > ( por
lo que lim, .o, ¢ = 0, luego lim,_., J(iy) = lim, o+ ¢(q) = +o0.
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Si 7 € Ly entonces 7 = —1/2 + iy, g = 271240 = _72m < ()
luego limy—.—ooq = 0, limy_.oo J(—=1/2 +iy) = lim,_o-¢(q) = —o0.

Luego la funcion J en L toma valores reales y no estd acotada ni
por arriba ni por abajo, ademés J es continua, por lo que la imagen
del conexo L es un conexo, esto es J(L) es un conexo no acotado ni
por arriba, por abajo, luego debera ser R eso es J(L) = R. O

Por el Teorema 2.6.3, J es constante en cada orbita de I en U.
Los siguientes dos resultados explican por qué hemos puesto tanta
atencion a J.

Teorema 2.6.5. Para cada ¢ € C existe exactamente una orbita de I’
en U en la cual J toma el valor c.

Antes de ver la demostracién, veamos su utilidad en el siguiente

Corolario 2.6.6. Si las latices Q) y Q' tienen modulo 7,7 € U, en-
tonces los toros C/Q) y C/Q son conformemente equivalentes si y sdlo

st J(T) = J(1').

Demostracion. El teorema anterior y el 2.6.3 garantiza que J(7) =J(7')
si y sélo si 7/ = T'(7) para alguna 7' € I". Y por el Teorema 2.1.4 te-
nemos que C/Q y C/€ son conformemente equivalentes si y sélo si
7" = T(7) para alguna T € I, luego el resultado. O

Demostracion del Teorema 2.7.5. Cada 6rbita de I' se interseca con
la region fundamental F' en un tinico punto en su interior F, 0 en uno
6 dos puntos equivalentes en OF'.

Primero supongamos que ¢ € C\R; dado que J(OF) C R por el
Corolario 2.7.2, es suficiente probar que existe una tnica solucion de
J(1) = c en el interior de F'. Por el Teorema 2.6.5. y el corolario 2.7.3,
J es analitica y no identicamente nula en ¢, entonces la funciéon
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es meromorfa en U; y por un argumento andlogo al utilizado en la
prueba del teorema que dice que no hay funciones elipticas de orden
N =1, a € U es una solucién de J(7) = ¢ con multiplicidad & si y
sélo si g(7) tiene un polo con residuo k en a. Podemos usar

) = 010) = g5 (3 + et

para expresar a ¢g(7) como funcién de ¢ = €*™7. Resulta que g(7) es
meromorfa en ¢ = 0 dado que J(7) lo es y g(7) es analitica es una
vecindad agujerada 0 <| ¢ |< d, lo que obliga a que Im7 > k para
algin £ > 1.

Ademas los polos de g(7) en F caen en el interior de G = {7 €
F|Im(7) < K}, como se muestra en la figura 2.8.

1, 1 .
—5 +iK 7{ 5 TikK
G
v N
l
L J
p p+1
Figura 2.7:

Entonces la suma de los residuos de g(7) en F' (es decir el niimero
de soluciones contando multiplicidades) es igual a

1
— d
5 6)Gg(T) T,
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donde la frontera OG tiene orientacion positiva.

Ahora los lados Re(r) = —3 v Re(7) = 5 de G son equivalentes
bajo la transformacién 7 — 74 1 de I, entonces J(7) y ¢(7) toman
los mismos valores en puntos equivalentes en los lados; de modo que
las integrales de g(7) a lo largo de los lados se cancelan en la integral
definida anteriormente, y de manera similar la integral a lo largo del
circulo unitario de p a i se cancela con la integral desde ¢ a p + 1,
usando la transformacién 7 — —1/7. Asi,

/8 ol = / g(r)dr,

donde v es el lado Im(7) = K de G, orientado desde 5+iK a —3 +iK.
Lejos de los polos de g(7), cada rama de la funcién logaritmica satisface

T loglI(r) = ) = 550 = g(r)

entonces

/ g(r)dr = [log(J(7) - ¢)),,

el cambio en el valor del log(J(T) — ¢) salen de la condicion de ser
analitica y continua a lo largo de de . Mientras 7 recorre a v, ¢ gira
una vez (en la direccién negativa) a lo largo del circulo § dado por

| ¢ |= e7* K comenzando y terminando en —e?™ (Véase Figura).
Como
J
=55 0w
q(J(7) — ¢) es analitica y distinta de cero para 0 <| ¢ |< e ™Ky,

dado que este conjunto es simplemente conexo se tiene que

llog q(J(7) = )], =0,

entonces

[log(J(T) = ¢)], = [log q(J(T) — ¢) — log q],
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_6—27rK

7= 627rit

Figura 2.8:

= [—log q], = 2mi

De esta manera, la integral definida anteriormente nos muestra que
el nimero de soluciones de J(7) = c en F es igual a (1/27i) - 2mi = 1,
como se requiere.

Finalmente, supongamos que ¢ € R. Por el Teorema 2.7.4. existe
al menos una orbita de I' en la cual J toma el valor de c. Si hubiera
mas de una érbita, existirian dos soluciones no equivalentes 7, 7 de
J(T) = ¢, entonces escogiendo ¢ € C\R, suficientemente cerca de ¢
tendriamos dos soluciones no equivalentes 71, 75 de J(7) = ¢/, cerca de
T1, To Tespectivamente, pero esto es imposible por lo demostrado ya en
el caso C\R y en consecuencia la érbita es tunica. a

Corolario 2.6.7. i ¢y, c3 € C satisface ¢3 —27c3 # 0, entonces existe
una latiz Q C C con g,(2) = ¢ para k =2, 3.

Demostracion. Primero supongamos que c; = 0, entonces c3 #
0. Por el Corolario 2.7.3, g2(p) = 0 y entonces g3(p) # 0 dado que
go(7)? —27g3(7)? = A(7) no se anula en U. Entonces podemos escoger
p € C\{0} tal que = %g3(p) = c3; al hacer

Q= pQ(1,p)
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= Q(u, pp)

tenemos g2(Q) = p*ga(p) = 0 = c2 y g3(Q) = pgs(p) = 3, como
se requeria. De manera analoga, si c3 = 0 entonces ¢ # 0. Tenemos
que g3(i) = 0 # g2(i), entonces podemos escoger u € C\{0} tal que
1tga(i) = o, y ast Q = Q(p, pi) satisface g2(Q) = p~1g2(i) = co y
93(2) =0 =cs.

Finalmente consideremos el caso general, donde ¢y # 0 # c3. Por
el Teorema 2.7.5. existe 7 € U tal que

3
Co

J(r) = — 2
(7) c3 —27c2
Para cualquier € C\{0} la latiz Q = Q(u, u7) satisface go(Q) =
ptga(7) y 93(Q) = pCg3(7), ambas siendo distintas de cero. Dado
que
92()° c
— Q) = J(r) = 2
@) —argyp =0 =g

no toma los valores 0 6 1, ya que ¢y # 0 # c3. Podemos escoger p # 0
para que

o gs(T
C3 92(7')7

y entonces

92(2) _ plep(r) o

93(Q)  pOgs(r) e
Ademas gr(2) = A¢i (k = 2,3) para algin A # 0, entonces substitu-
yendo en J(€2) y usando la férmula para J(7) tenemos

3
Co

3 2 =

J(Q)

B A3c3
N3¢ — 27023



3
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Entonces A = 1, por lo que g(2) = ¢ (k =2,3). O
Y ahora podemos dedicarnos a probar nuestro principal objetivo:

Teorema 2.6.8. Si p(z) es un polinomio cubico en C[z] con raices
distintas, entonces la superficie de Riemann S de w = \/p(2) es con-
formemente equivalente a C/$) para alguna latiz Q C C.

Demostracion. Dado que las transformaciénes 6(z) = az + b con
a,b € Cya # 0son automorfismos de C, dejan invariante la estructura
compleja de S . Usando tales transformaciones podemos suponer que
p(z) es de la forma normal de Weierstrass

p(2) = 42° — o2 — c3.

Dado que p(z) tiene raices distintas, se tendrd por el Corolario 2.6.2
que 3 — 27¢2 # 0. Entonces el Corolario 2.7.7. implica que existe una
latiz 2 C C con gx(Q2) = cr(k = 2,3).

Sea p la funcén de Weierstrass asosciada a ). Sea a : C/2 — §
el homeomorfismo, que manda cada t € C/Q al germen [f]. € S
donde ¢ = p(t) y f es una rama local de /p alrededor de ¢ que sa-
tisface f(¢) = ¢'(a), tomando ¢ = [a] € C/Q con a € C tenemos
que ¢ = p(a) y f(c) = ¢'(a). Es suficiente con mostrar que « in-
duce una transformacion conforme de coordenadas locales de C/Q2 a
S. Las cartas en C/Q en t tienen la forma (Uy, ®y) donde V' es un
disco pequeno en C conteniendo a y @y es la proyeccién inversa py
de V sobre su imagen Uy C C/€Q. En S, condicionando a ¢ a que no
sea una de los cuatro puntos de ramificacién, usamos la projeccién
T : S — C,U([f].) = z para dar coordenadas locales alrededor de c.
Se sigue que lejos de los puntos de ramificacion, « induce la transfor-
macion ¥ o o o @{,1 = Voaopy = @opy de coordenadas locales,
y esta es exactamente la restriccion de g con V. Ahora los puntos de
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ramificacién en S, se encuentran arriba y las raices e, e5 y e3 de p, co-
1 1

rresponden bajo a a los puntos [0], [fwi], [3ws], ¥ [ws] de C/€. Dado
que @ no tiene derivada igual a cero en (C\%Q, a transforma las coor-
denadas locales conformes lejos de los puntos de ramificacién. Cada
punto de ramificacién tiene orden 1, entonces usamos las coordenadas
locales ¢ = z71/2 (cerca de o00) 6 ¢ = (2 —¢;)'/? (cerca de e;), entonces
© toma los valores oo y e; con multiplicidad 2, entonces las funciones
o 2y (p —e;)”/?, representan las transformaciones de coordenadas

locales en los puntos de ramificacion y son conformes. O
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Capitulo 3

Iteracion de la funcion p(z)

3.1. Iteracidon de funciones meromorfas

Sea f : C — C una funcién meromorfa donde C = C U {oo}
es la esfera de Riemann. La iterada enésima de f denotada por f"
es la composicion de f n-veces fo fo---o f y estd definida en las
2z € C que no son polos de f, f2,..., f* . El conjunto de Fatou
denotado como F'(f) es el conjunto de puntos z € C tal que la familia
{f™:n € N} estd definida (esto es que no tenga polos de ninguna f")
y es normal en alguna vecindad de z. Recordemos que una familia F' es
normal en U si toda sucesion de F' tiene una subsucesion que converga
uniformemente en cada compacto de U. Asi F'(f) es el méximo abierto
en C donde las iteradas f™ estan definidas y la familia {f"} es normal.
El conjunto de Julia es el complemento de Fatou en la esfera de
Riemann, J(f) = C\F(f).

Nota: la condicién de que {f™} esta definida en una vecindad de
z, sale sobrando en el caso de que f sea racional o cuando f es entera,
desde luego en este caso (de f entera), co € J(f). Ahora si f es
meromorfa con exactamente un polo zy de manera que zp no sea un
valor omitido (es decir que exista un z; con f(z1) = zp), entonces f™
estard definida para toda z € C\{z0,00} y {20,00} C J(f) Ademés

69
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uno puede mostrar que f tiene la forma

e9(2)
f(Z) Zo + (Z—Z())m
para alguna funcién entera g y un entero positivo m (el orden del
polo).

Pero si f tiene mas de 2 polos o tiene un polo que sea un valor
omitido, entonces hay una infinidad de puntos que son llevados bajo
iteraciones de f a un polo de f.

Si 07 (20) := Un>o0f "(20) es la orbita hacia atraz de z, bajo f,
donde f~"(z9) = {z;f™(2) = 20}, entonces lo anteriormente dicho
(para una funcién f con un polo que es valor omitido), se puede decir
brevemente como 67'(co) es un conjunto infinito, en efecto por el
Teorema de Picard, f~3(oc0) es infinito.

Asi el abierto mas grande donde las iteradas de f estan defi-
nidas es C\0~(c0) = C\Upsof"(o0) y como f(C\Upsof "(c0) C
@\Unzof_”(oo) tenemos que f omite 3 o mas puntos, por tanto el
Teorema de Montel ! garantiza que la familia {f"} es normal en
C\Unzof*”(oo), por lo que

F(f) = C\Unzof (c0)

J(f) = Unzof " (0).

Como estaremos interesados en las iteraciones de la funcion pgq
de Weierstrass, que solo tiene polos dobles en los puntos latiz se
tendra que,

F(pqa) = C\Unz00g" (00)

J(pa) = Unzopg" (00)

! Teorema de Montel. Sea F una familia de funciones meromorfas definidas en
un dominio U. Suponga que existen puntos distintos a, b, c en C para toda f € F,
f(U) c C\{a,b,c} entonces F es una familia normal en U.
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Denotamos por Crit( f) el conjunto de puntos criticos de f, es decir,

Crit(f) ={z: f'(z) = 0}.

Si zp es un punto critico, entonces f(zg) es un valor critico. Dire-
mos que w es un valor asintético de f siy solo si existe una curva con-
tinua « : [0,00) — C tal que lim; o |a(t)| = 0o y im0 f(a(t)) = w.
El conjunto singular Sing(f) de f es el conjunto de valores criti-
cos, valores asintdticos finitos y sus puntos limites. Una funcién es
llamada de clase S si f tiene s6lo un nimero finito de valores criti-
cos y valores asintéticos. El conjunto postcritico de f es P(f) =
Un>0/"(Sing(f)). Como la funcién pgq solamente tienen 3 valores criti-
cos €1, €2 ¥ e3, y por ser doblemente periddica no tiene valores asintéti-
cos por lo que pqo pertence a la Clase S, el conjunto Sing(pq) =
e, e2,e3t y Ppa) = Unsof{e1, €2, €3}

Un punto zy es periddico si existe p > 1 tal que fP(z)) = zo.
Tal punto es llamado atractor, repulsor o neutro si |(f?)'(z0)| es
mayor, menor o igual a 1 respectivamente. Si |(f?)'(z9)| = 0 entonces a
2o se le llama punto periédico superatractor. Como en el caso de las
iteraciones de funciones racionales, el conjunto de Julia es la cerradura
de los puntos periédicos repulsores.

Supongamos que Fj es una componente conexa del conjunto de
Fatou. Diremos que Fj es preperiddica si existen n > m > 0 tales
que f"(Fy) = f™(Fy), y el minimo de n — m = p para los enteros
n,m que cumplen la igualdad f"(Fy) = f™(Fp) es el periodo del
ciclo. Un componente de Fj que no es preperiédica se llama dominio
errante.

La clasificacién de las componentes periddicas de Fatou para fun-
ciones meromorfas es un poco mas complicada que para las funciones
racionales en la esfera. Para una funcién f meromorfa que tenga 2 o
mas polos o un polo que no es valor omitido las componentes peridédi-
cas solo pueden ser de los siguientes tipos: componentes atractoras,
dominios parabdlicos, discos de Siegel, anillos de Herman o dominios
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de Baker (ver, [10] Teorema 2.3). Las definiciones de las cuatro pri-
meras son las mismas que en las funciones racionales, y son asi una
componente periddica Fy con periodo p de F(f) es:

a) una componente atractora si contiene un punto periédico zg
atractor de periodo p.

Si para toda z € Fy, el lim,,_o, f™(z) = z se dird que Fj es la
cuenca de atraccion inmediata de z,. En este caso, si el punto
es super atractor se llamard dominio de Bottcher, en otro caso se
llamard dominio de Schroder.

b) una componente de Leau 6 componente parabdlico si
existe un punto periédico zg de periodo p en la frontera de F y tal
que f"(z) — 2o para toda z en Fj.

c) un disco de Siegel si f : Fy — Fj es conjugada analitica
a una rotacion euclidiana con angulo irracional del disco unitario en
si mismo.

d) un anillo de Herman si f : Fy — Fj es conjugada analitica a
una rotacion con angulo irracional de algtin anillo en si mismo.

e) es un dominio de Baker si existe zp € OF. Tal que f"(z) — 2
para z € Fy pero, fP(zy) no esta definido.

Si f es de clase S, entonces f no tiene dominios errantes 6 dominios
de Baker [6].

Sea C' = {Uy, Uy, ...,U,_1} un ciclo periédico de componentes de
F(f). Si C es un ciclo de cuencas de atraccién inmediata o dominios
de Leau, entonces U; N Sing(f) # 0 para algin 0 < j <p—1. Si C es
un ciclo de un disco de Siegel 6 un anillo de Herman entonces 0U; C
Un>0f"(Sing(f)), para todo 0 < j < p — 1. En particular, los puntos
singulares siempre estan presentes en cualquier tipo de componente
preperiédica de Fatou.
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3.2. Otras propiedades de @(z)

Proposicion 3.2.1. Sea Q2 una latiz, pq la funcion eliptica de Weiers-
trass asociada a 2 y k € C\{0}.

1 :
pralks) = on(2),  (homogeneidad de o)

1
Ora(kz) = Ep&(z), (homogeneidad de pg,).

Demostracion.
Para la primera parte:

/ !

1 1 1 1
kz) = — = —
pra(k2) ; (kz — kw)?  (kw)? k(2 —w)?  k2w?

ST SR S e

Para la segunda parte:

Pra(ke) = 22 kz—kw __2Zk3z—w

O

Proposicién 3.2.2. Sea 2 una latiz y o su funcion de Weierstrass

1 (@’(U) —¢'(v)

putv) = —p(u)—p(v)+- o) — o(0) ) ., (propiedad aditiva).

/! 2
(p (u)> —2p(u), (propiedad duplictativa).
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Demostracion. Para cualesquiera constantes a, b la funcién, f(w) =
@ (w) —ap(w)—b es eliptica de orden 3 con polos triples en cada punto
de la latiz 2. Las constantes a,b pueden ser elegidas de manera que
f(w) se anule en los valores u y v, o bien que que f(w) tenga un
cero doble en u. Como f(w) tiene 3 ceros por ser de orden 3y por el
Teorema 1.4.7 la suma de los ceros es congruente a cero modulo €2; el
otro cero es —(u +v) y —2u en el segundo caso.

Esto lo podemos escribir asi:

'(u) —ap(u) —b=0
Z’(U) - ag(v) —b=0 (3.1)

o bien

¢ (u) —ap(u) —=b=0
o'(u) - ag/(u) = 0 (32)
Lo que obliga en el primer caso a que:

_ oW =) e (v) — p(v)p'(w)

= o) ) o) — o0 &
y en el segundo caso:
_ 9w, 9P(w) — p(u)p"(u)
e T dw B4

Dado que ¢'(w) = f(w) + ap(w) + b, satisface la identidad
(f(w) + ap(w) +b)* = 4p*(w) — gap(w) — g3,
al tomar f(u) = 0 nos queda
4% (u) — a’p*(u) — (2ab+ ga)p(u) — (0° + g5) = 0.
Asi, las raices de la ecuacion

42° — a*x? — (2ab+ go)x — (B* +¢g3) =0
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son p(u), p(v), p(u + v) en el primer caso y p(u), p(u), p(2u) en el
segundo caso. Como la suma de las raices es % tenemos que

p'(u) = ¢'(v) }2

o)+ 9(0) + o+ o) = 1{ ZI =0

4

en el primer caso, y en el segundo caso

2p(0) + o(20) = 1{
O

Lema 3.2.3. 51 Q) es real entonces pq transforma el eje imaginario
en el eje real.

Demostracion. Si Q = Q{wy,ws} es rectangular real (w; € R, wy €
iR) entonces if) esta generado por {iwy, iws} como iw; € IRy iw, € R,
entonces i) es rectangular real. Si Q = Q{w,w} es rombdica real
entonces i) estd generado por {iw,iw} y entonces i€ es rombdica
real. En cualquiera de los casos g, transforma los reales en reales.
Ahora, por la homogeneidad de ggq se tiene

/ /

1 1 1 1
pal=b) =2 (iw+0)2  (w)? 2 (iw —i()?  (iw)?

w ]

= 00(it) = —pa(ib)

Luego si b € R, como p;n(—b) es real se tiene que pq(ib) es real.
O

Lema 3.2.4. Si Q) es una latiz cuadrada rectangular real o rombdica
real entonces po(a + ia) y po(a — ia) son imaginarios puros, para
acR.
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Demostracion. Por la propiedad aditiva de gq y las propiedades de
homogenidad de pq y ¢f

pala) - pb(m))z

pala+ia) = —pa(a) — pa(ia) + 411 (m(a) — palia)

1 ) — ipg(a) 2
= —pa(a) + pala +Z a )
oal

a) + pa(a)
-5 (5 EZ>)

pero po(a) v ©h(a) son ambos reales por el lema previo. Un argumento
similar funciona para a — ia. O

Recordemos que los valores criticos de la funcion eliptica de Weiers-
trass de una latiz arbitrdria Q{w;,ws} los determinamos asi: para
Jj = 1,2,3 notemos que po(w; — 2) = pqo(z) para toda z, donde
w3 = wy + wy. Tomando las derivadas de ambos lados obtenemos que

—po(w; — 2) = @o(2). Substituyendo z = %, % 6 %, vemos que

96 = 0 en estos valores. Usamos la siguiente notacién

w1 w2 w3
€1=pﬂ<7>, 622@9(?>7 632@9(7>

para denotar los valores criticos. Como gpq satisface la ecuacién dife-

rencial
(pa(2))? = plpa(2)]

donde p(z) = 423 — go2 — g3 es el polinomio asociado a 2, tenemos que
e1, es, e3 son ceros distintos del polinomio 4z% — goz — g3, por lo que

423 — goz — g3 = 4(z —e1)(z — e2) (2 — e3)

Al igualar coeficientes en la identidad anterior obtenemos:

92 g3
€1 t+eg+e3 = 0, €162 + €e9€3 + e3e1 = T, €1€2€3 = Z
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El discriminante de p(z) es A = g3 — 2793 # 0.

Naturalmente, la forma de las latices esta relacionada con las pro-
piedades dinamicas de su correspondiente funcion eliptica de Weiers-
trass.

Lema 3.2.5.

1) Si Q es rectangular real, entonces el discriminante es positivo
y g2 > 0; en este caso las tres raices de p son reales y distintas. Si
g3 > 0 entonces los lados verticales del rectdngulo son mayores que los
horizontales y si g3 < 0 entonces los lados horizontales del rectdngulo
son mayores que los verticales.

2) Si Q es rectangular cuadrada, entonces go > 0 y g3 = 0; en este
caso las raices de p son 0,%,/g2/2.

3) Si Q es real rombdica, entonces el discriminante es negativo;
en este caso las raices de p son una real y una pareja de complejos
conjugados. Si g3 > 0 entonces la diagonal vertical del rombo es mayor
que la diagonal horizontal, y si g3 < 0 entonces la diagonal horizontal
es mayor que la diagonal vertical.

4) Si Q es cuadrada rombdica , entonces go < 0 y g3 = 0; en este
caso las raices de p son 0,£,/g2/2.

5) Si Q es triangular, entonces go = 0. En este caso las raices de
p son las raices cibicas de gs/4.

Demostracion.

1) A = g5 —27g% = 16(e; — e2)*(e2 — e3)%(e3 — €1)? y ya que las ¢;
son reales (e; = p(%), e2 = p(“¢) son reales por 3.2.3 y el Lema 3.2.4
y como e3 = —ej — eg, también es real) diferentes el discriminante es
real positivo. Ademds como g5 = A +27¢2 > 0, go > 0.

2) SiQ) = Hw,iw},w € R, de nuevo los e; son reales diferentes, por
lo que A > 0, go > 0 pero como ez = p(“£*) es imaginario y también
real, e3 = 0 luego g3 = 0. Como en éste caso, p(z) = 42% — gy2, se tiene
que las raices son 0 y %,/g2/2.
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3) Si Q = Q{w,w} es rombdica real.

w w w4+ w
61295762295,632@ 9

Como g es real, e3 € Ry p(%) = p(¥), luego e; = &. Asi las raices
de p(z) son una real y dos complejas conjugadas.

A =16(e; — e3)*(eg — e3)*(e3 — e1)? = 16(2i Im e1)? | ey —es [* <O.

Como g3 = 4ejeses = 4 | ey |2 e3, gzyes tienen el mismo signo.

4) Si Q = Q(w,w) es rombdica cuadrada (W = iw). Como en (2)
g3 > 0y como en (3) A < 0y entonces go < 0. Las raices de p(z) =
42% — goz son 0y £,/g2/2.

5) Si Q = Q(ae™/?, ae~™/3) es triangular, la simetria de la latiz Q,
sirve para mostrar que son las raices cibicas de %. O

El siguiente resultado, se sigue del lema anterior, sera til para el
estudio del conjunto de Fatou de la funcion de Weierstrass.

Corolario 3.2.6.

1) Si Q) es rectangular real entonces los valores criticos son todos
reales. Si g3 > 0 entonces es < e3 < 0 < ey, y st g3 < 0 entonces
ey <0<es3<ey.

2) Si Q es una latiz cuadrada rectangular entonces ey = —ey =
V92 o
5 > 0, yes =0.

3) Si Q es una latiz rombdica entonces ey = € son las raices

complejas conjugadas, y es es real. Si g3 > 0 entonces e > 0, y si
g3 < 0 entonces ez < 0.

4) 51 €2 es rombdica cuadrada entonces e3 =0, y e = —ey = @,
S0M 1Maginarios puros.

5) Si Q es triangular entonces es # 0 es real, e; = e'™/3es, y
ey = €2m/3€3.

Lema 3.2.7. Si pq es real, entonces como funcion en R es periddica
7
y tiene una infinidad de puntos criticos reales y por lo menos un valor
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critico real. Si €1 es rombdica, entonces tiene exactamente un valor
critico real ey que es negativo si y solo si g3 < 0. De otro modo existe
al menos un valor critico no negativo. En cualquier caso la imagen de
los puntos criticos reales es el minimo de oo en R. En particular, si e,
denota el valor critico real, entonces pq |r: R — [e,, 00| es mondtona
por pedazos y suprayectiva.

Demostracion. Por 2.4.3, ) es rectangular real o rombdica real. Si
Q) es rectangular real entonces uno de los generadores es real y asi la
periodicidad es clara. Si §2 es rombdica entonces tiene generadores que
son complejos conjugados. Sean w; y wy = wy los generadores como
po(r +w; +wy) = pa(x) para todo x € Ry como wy +wy € R, pq es
periddica en R con periodo 2a = w; +ws. Dado que los puntos criticos
son la mitad de los puntos latiz y la suma de la mitad de los puntos
latices, entonces para una latiz rombdica, todos los puntos de la forma
ma, donde m es par, son los puntos criticos. En el caso rectangular,
una infinidad de medios puntos medios latiz se encuentran a lo largo
del eje real. Dado que hay un ntmero infinito de puntos criticos, uno
en cada intervalo periddico, entonces sus valores comunes son valores
criticos reales. La ultima parte se sigue del Lema 3.2.7. Dado que gf,
es estrictamente creciente y negativa a la izquierda del punto critico
y positiva a la derecha (en cada intervalo periédico), entonces e, es
el minimo en R. En particular, si a es el periodo real de po y m es
cualquier entero, entonces pq restringida al intervalo (ma, ma+a/2] es
mondtona y suprayectiva sobre [e,, 00). De igual manera pg, restringida
al intervalo [ma + a/2,(m + 1)a) es mondtona y suprayectiva sobre
e, 00). O

La simetria de las latices afecta la dinamica de pq, en particular
al conjunto postcritico como veremos en la siguiente.
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Proposiciéon 3.2.8.

1) Si Q es rectangular real, entonces el conjunto postcritico es real
y, excepto por a lo mds un numero finito de puntos (inculyendo posi-
blemente a o), P(pq) estda contenido en el semieje real no negativo.

2) Si Q es rombdica real, entonces P(pq) consiste de una parte real
(posiblemente incluyendo a oo) y dos partes que son son conjugadas
complejas.

3) Si Q0 es rombdica o rectangular cuadrada, entonces P(pq) es
real y positivo excepto por un numero finito de puntos incluyendo a
00. Ademds ez € J(pq).

4) Si Q es triangular, entonces P(pq) estd contenido en tres rayos
invariantes: un rayo es a = [es, 00| sobre el eje real, y los rayos €*™/3
y e Ba. Note que es puede ser positivo o negativo, si es < 0 entonces
los tres rayos se intersectan en el origen.

Demostracion. En cada caso, usamos los resultados de 3.2.5, 3.2.6
y 3.2.7. En el caso rectangular, dado que las raices de g son reales se
mantienen reales bajo la iteracion de pq en particular la iteracion de
los valores criticos, y 3.2.7 garantiza que P(pq) C [e1, 00)U{eq, €3, 00}.
Si Q es real rombdica entonces la érbita hacia adelante de es se en-
cuentra a lo largo de [eg, 00]. Dado que e; = €7 y pq es real, la érbita
hacia adelante de e; consiste de los puntos que son los conjugados de
los puntos de la 6rbita de e;. Luego P(pq) tiene una parte real y dos
partes conjugadas.

Si €2 es rombdica cuadrada entonces sus partes conjugadas even-
tualmente coinciden. Sabemos que e3 = 0, que es un prepolo. Por el
lema 3.2.6, e; y es se encuentran en el eje imaginario y e = —ey. El
Lema 3.2.5 implica que pq(es) = pa(er) es real y negativo, y asi pg,(e2)
se encuentra en la parte real no negativa para n > 2. Entonces para
romboicas cuadradas tenemos P(pq) C [0,00) U {e1, €2, p(e1), 00}

Si €2 es rectangular cuadrada entonces e3 = 0 es un prepolo y tiene
que estar en J(pgq). Ademas P(pq) C [e1,00) U {0, e, 00}.

Si €2 es triangular entonces la 6rbita hacia adelante de los valores
criticos reales se encuentran sobre el rayo a = [e3, 00| que estd en el
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eje real por 3.2.8. Sea € = €2™/3. Dado que €€ = ), la homogeneidad,
Proposicién 3.2.1. implica que

pa(eu) = paalen) = on(w) = epa(u).

De manera andloga, pq(c?u) = €pq(u). Y la érbita hacia adelante
de e; se mantiene en el rayo €2a y la orbita hacia adelante de e,
se mantiene en el rayo ea. Note que si g3 > 0 entonces estos rayos
solamente se intersectan en oco. O

3.3. Puntos fijos

Para cualquier latiz €2, oo es meromorfa con una infinidad de pun-
tos periodicos de periodo n para cada n > 2 ([3], Teorema 2, pagina
158). Y en general, una funcién meromorfa no necesariamente tiene
puntos fijos. Por ejemplo f(z) = z+ 1/sen(z). Sin embargo, para lati-
ces reales se puede mostrar que pq tiene una infinidad de puntos fijos,
mas concretamente.

Proposicion 3.3.1. Sea 2 una latiz real y pq la correspondiente fun-
cion eliptica. Entonces oq tiene una infinidad de puntos fijos en R.

Demostracion Para una latiz real, 3.2.5 implica que pq tiene puntos
criticos en el eje real. Dado que pq y pg son periédicas en R, existen
una infinidad de puntos criticos a lo largo del eje real. Sea e, el valor
critico de los puntos criticos reales. (Si €2 es rectangular entonce e, = ¢,
y si 2 es rombdica entonces e, = e3). Encontraremos un punto critico
cm tal que ¢, > e, v ¢, > 0. Si el periodo a lo largo del eje real
es p, entonces consideramos pq : (¢, — p/2,¢m] — e, 00) que es
continua y mondtona decreciente. Consideramos pq(x) — x, que es
positiva alrededor de ¢,, — p/2 y negativa en ¢,,. Por el teorema del
valor intermedio, existe un punto en (¢, — p/2, ¢;,] donde pq(x) = x.
Esto se cumple para cada segmento de la forma (c—p/2, c] o [¢, c+p/2],
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donde ¢ es un punto critico y ¢ > e,, y asi como hay una infinidad de
puntos criticos, hay entonces una infinidad de puntos fijos. O

La demostraciéon del siguiente resultado implica que en cada inter-
valo periddico en R, existiran 0, 1 o 2 puntos fijos. Después de haber
encontrado el primer intervalo periédico L que contiene un punto fijo,
todos los intervalos a la derecha de L contendréan dos puntos fijos.

En particular, pq transforma cada intervalo periddico de la parte
no negativa del eje real sobre [e,, 00), si elegimos un intervalo periédico
L que no tenga polos en su interior, entonces p3 = pqopq estd definida
dentro de L, y lo siguiente se deduce.

Proposicion 3.3.2. Para toda latiz real ) y para todo intervalo pe-
riodico L a la derecha de e,., que no contiene polos de pq en su interior,
existen una infinidad de ciclos de periodo 2 para pq. Los extremos de
L son puntos de acumlacion de los ciclos de periodo 2.

Demostracion. Puntos w de la forma w = pq(z) con z € L, incluye
todos los puntos criticos reales. Entonces p3 como funcién de L en
[er, 00), es monétona por pedazos con una infinidad de pedazos, y
cada intervalo de monotonicidad tiene un punto fijo. Este corresponde
a un punto periédico de periodo menor o igual a 2. O

El mismo resultado se mantiene para los puntos periédicos de ma-
yor periodo, pero no existe intervalos periodicos L para pq tal que pf)
estd definida en todas partes en L.

3.4. Simetria de los conjuntos de Fatou y
Julia

Iniciamos analizando un resultado sobre la simetra de los conjuntos
de Fatou y de Julia para una latiz arbitraria. Como siempre J(p)
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denota el conjunto de Julia de la funcién p y F(p) al conjunto de
Fatou del g.

Teorema 3.4.1. Si ) es una latiz entonces
1. J(pa) + Q= J(pa) y F(pa) +Q = F(pa).

2. (—=1)J(pa) = J(pa) y (—1)F(pa) = F(pa).

Demostracion. Supongamos que z € F(pq) v sea w € . Entonces
0 (2) estd definida para toda n € Z y existe una vecindad U de z
donde {p3(U)} es una familia normal. Pero p3(z + w) = ©i(2) vy
oo(U +w) = p¢(U), luego U + w es una vecindad de z + w donde pg,
es normal, por tanto z + w € F(pq).

Para la segunda parte sea z € F(pq). Por definicién, pf,(2) existe
para toda n. Sea U una vecindad alrededor de z y sea V = —U,
dado que pq es par, tenemos que p¢(V) = p¢(U) para toda n >
1 y entonces {p3(U)} es una familia normal si y sélo si p (V) es
una familia normal. Luego si z € F(pq), hay una vecindad U donde
{p&(U)} es normal, pero entonces como V = —U es vecindad de —z
y {94(V)} es normal, se tiene que —z € F(pq) y reciprocamente
—z € F(pq) implica que z € F(pq). Luego el conjunto de Fatou es
simétrico con respecto al origen. Esto obliga al conjunto de Julia ser
simétrico con respecto al origen también. O

Lema 3.4.2. Para una latiz cualquiera Q, J(pq) = J(pgq)

Demostracion. Si ¢(z) = Z es la conjugacion, se tiene que

1 1 1
¢Om(z):§+2m—ﬁz

_;2+Zﬁ—_i2_mo¢(z),

z w

Luego z € J(pq) siy s6lo si z € J(pg) y entonces J(pq) = J(pg). O
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Teorema 3.4.3. Si Q es real, entonces J(pq) = J(pa), y entonces

F(pa) = F(pa)

Demostracion. Por el Lema anterior J(pq) = J(pg) pero como
Q = Q se tiene que J(pq) = J(pq). O

Corolario 3.4.4. Sea () una latiz real.

1) Si Fy es una componente del conjunto Fatou que interseca al eje
real entonces Fy es simétrico con respecto al eje real.

2) Si Fy es una componente del conjunto Fatou que interseca al eje
imaginario entonces Fy es simétrico con respecto al eje imaginario.

3) Si Fy es una componente del conjunto Fatou que contiene a un
punto critico ¢ entonces Fy es simétrico con respecto a c.

Demostracion

1) Dado que Fjy es una componente del conjunto de Fatou que
interseca al eje real, entonces su simétrico con respecto al eje real parte
del conjunto de Fatou pues F(pq) = F(pq) y también intersecta al
eje real en exactamente el mismo segmento, de modo que la unién de
Fy v su simétrico debe dar la misma componente y entonces Fj es
simétrica con respecto al eje real.

2) Recordemos por 3.4.1 que F(pqo) = —F(pq) y como F(pq) =
F(pq), resulta que el conjunto de Fatou (y también el de Julia) es
simétrico con respecto al eje imaginario. Asi si Fj intersecta al eje
imaginario, su simétrico con respecto al eje imaginario es parte del
conjunto de Fatou e intersecta al eje imaginario en el mismo conjunto
que Fpy, luego Fj y su simétrico forman una componente por lo que es
Fy y entonces Fj es simétrico al eje imaginario.

3) Si la latiz es Q = Q{wy,ws} v w3 = wy + ws, el punto critico es
de la forma ¢ = %' + w para algin ¢ € {0,1,2} y w € Q. Si z € Fy
el simétrico de z con respecto a c es 2¢ — 2z = w; + 2w — 2z, por ser
F(pq) simétrico con respecto al origen e invariante bajo traslaciones
de puntos latiz, se tiene que 2¢ — Fy el simétrico de F{y con respecto a



CAPITULO 3. ITERACION DE LA FUNCION ¢(2) 85

c es parte del conjunto de Fatou, luego Fyy U (2¢ — Fyy) deberd coincidir
con Iy, por lo que Fjy es simétrico con respecto a c. O

Si la latiz tiene una forma distinguida entonces los conjuntos de
Fatou y Julia exhiben una simetria adicional.

Teorema 3.4.5.

1. 51 Q es cuadrada rectangular o cuadrada rombdica, entonces
™2 I (pa) = J(pa) y € F(pa) = F(pq).

2. Si Q) es triangular, entonces e*™/3J(pq) = J(pa) y 2™/ F(pq) =
F(pq).

Demostracion. Sea z € F(pgq). Por definicién, pg(z) existe para
toda n. Por las ecuaciones de homogeneidad, pqg(iz) = —pq(2) v da-
do que pq es par sabemos que p¢(iz) = p¢(z) para toda n > 2.
Entonces g(iz) existe para toda n. Sea U una vecindad de z tal
que {p¢(U)} es una familia normal. Sea V' = iU que es una ve-
cindad de iz. Repitiendo nuestro argumento, tenemos que pq(V) =
pa(iU) = —pa(U) v pa(V) = ©&(U) para toda n > 2 y ademads
de que {pg(V)} forma una familia normal por lo que iz € F(pq).
Luego z € F(pq) = iz € F(pq), el mismo argumento muestra que
iz € Fpq) = —2z € F(pq) = z € F(pa).

Entonces z € F(pgq) siy sblo si iz € F(pgq). Luego el conjunto
de Fatou es simétrico con respecto a la rotacién de /2. La segunda
parte del teorema se sigue de manera similar usando la propiedades
de homogeneidad en latices triangulares forzando asi g3 (ez) = epg(2)
para toda n, donde € = ¢>/3. a

Existen dos tipos de latices cuadradas. Veremos que si nos dan
el tamano del lado del cuadrado, los conjuntos de Julia de una latiz
rectangular real o real rombdbica, para las funciones p de Weierstrass
son bastante diferentes, pero aun asi guardan alguna simetria las dos
funciones de Weierstrass.
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Corolario 3.4.6. Sea €y una latiz cuadrada con lado vy, y sea Qg una
latiz rombaoica con lado vy. Entonces para cada z € C,

02 (em/42) = _ipﬂl (Z)

Mds ain,
P, (€712) = e g (2),

entonces | g, (€™/12) |=| pq,(2) |. Si los invariantes para pq, son
g2 >0y g3 =0, entonces para pq, son —gs y gz = 0.

Demostracion. Tenemos que e™/40), = Q. La ecuacién de homo-
geneidad para pq, da que para cada z, pg,(e™/*2) = —ipq,(2). Las
propiedades de homogeneidad para la derivada nos dice que para cada

z
e 1
pglg (6 /42) = 6371-7;/4 plgl (Z)

Ademas, de la ecuacion de la diferencial de ¢ y del discriminante
obtenemos que g > 0y g3 = 0 son invariantes para 2, y entonces las
invariantes para {25 son —gs y g3 = 0. O

3.5. La estructura periédica de las com-
ponentes del conjunto de Fatou

Ahora estudiaremos la periodicidad de las componentes de Fatou
para pq.

Algunos resultados en la estructura de los conjuntos de Fatou y
Julia son consecuencia sencilla de los hechos que conciernen a la to-
pologia de la esfera compleja y casi no requiere teoria de iteraciones.
Entonces nuestra primer tarea consitira en recolectar la suficiente in-
formacién relevante acerca de estos sentidos topoldgicos.

Iniciamos con resultados sobre regiones simplemente conexas.
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Definicién 3.5.1. Una regiéon R C C es simplemente conexa si
para todo punto a € C\R

1 dz
= — pr— O
n(7,0) 2mi [y z—a

donde 7 es cualquier curva cerrada simple (de clase C') contenida en
R.

Proposiciéon 3.5.2. Para una region R C C son equivalentes
i) R es simplemente conexa
ii) C\R es conezxo

iii) OR es conezo
Demostracion ([2], pdgina 80-81)

Definicién 3.5.3. Una region R es multiplemente conexa si no es
simplemente conexa. En cuyo caso C\R no es conexo, si este conjunto
tiene n componentes conexas, diremos que R es de conectividad n
y tiene conectividad infinita si @\R tiene una infinidad de compo-
nentes.

Proposicién 3.5.4. Sea D C C un abierto, @\D es conexo si y solo
st cada componente de D es simplemente conexa.

Demostracion. ([2], pagina 81)

Ahora los primeros resultados son validos para cualquier latiz.

Proposicion 3.5.5. Para cualquier latiz 2, la funcion de Weierstrass
pa cumple.

1) Flpa) = F(95), J(pa) = J(pi) paran > 2.
i) F(pa) y J(pa) son completamente invariantes.
J

iii) J(pa) = C o J(pq) tiene interior vacio.

Demostracion. (Ver [3], pdgina 155)
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Lema 3.5.6. Para cualquier latiz §2, el conjunto F(p) de pq no tiene
dominios errantes y no tiene dominios de Baker.

Demostracion. oq sélo tiene tres valores criticos. Dado que pq es
doblemente periddica, no puede tener valores asintoticos. Entonces la
funcion es de clase S y las funciones de ésta clase no tienen dominios
errantes ni dominios de Baker. O

Ahora mencionamos algunos resultados que nos permiten determi-
nar si J(pgq) es conexo.

Baker seniala (en [10], Teorema 3.1) que una componente invariante
Fy de F(f) para una meromorfa f que tenga dos o mas polos o un
polo que no sea valor omitido, solo puede tener conectividad igual a
1,2, 0 00. Y que (Corolario 3.2 de [10]) tiene conectividad 2 en el caso
que Fj sea un anillo de Herman. También que conectividad igual a 2
se descarta si Fy es completamente invariante (Lema 4.1 de [10]), y en
tal caso 0Fy = J(f) (Lema 4.2 de [10]).

Teorema 3.5.7. Sea Q) cualquier latiz:

1) J(pq) es conexo siy solo si cada componente de F'(pq) es sim-
plemente conexa.

2) Si F(pq) es conexo, entonces es simplemente conexo o infinita-
mente conexo.

3) Si pqo no tiene discos de Siegel, entonces sus componentes in-
variantes hacia adelante son simplemente conexas o de conectividad
infinita; en el sequndo caso, J(pq) tiene un nimero no numerable de
componentes.

Demostracion. La primera parte es aplicar la proposicion 3.5.4.
al abierto D = F(pq). La prueba del segundo punto se sigue de los
trabajos de Baker senalados anteriormente. Finalmente como hemos
senalado que la componente invariante de F'(pq) solo puede ser de 5
tipos. Ya hemos descartado que sea de Baker, més adelante en 3.4.9
se descarta que sea anillo de Herman. Entonces por el trabajo de Ba-
ker senalado, la componente es simplemente conexa o de conectividad
infinita. O
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Teorema 3.5.8. Para cualquier latiz €2, a lo mds hay tres tipos dife-
rentes de ciclos de componentes periddicas en el conjunto de Fatou.

Demostracion. La funciéon pq tiene tres valores criticos diferentes
con a lo mas tres drbitas diferentes. O

Teorema 3.5.9. Para cualquier latiz Q, F(pq) no tiene ciclos de
anillos de Herman.

Demostracion. Si {Uy, ...,U,_1} es un ciclo de anillos de Herman
de periodo p, ¢f, : U; — U; es conjugada a una rotacién irracional
de un anillo de radios 1 y R > 1, ademds @f, es inyectiva. Sea 7 la
preimagen bajo la conjugacion de una circunferencia del anillo de radio
r € (1,R), y sea B, la componente acotada del complemento de 7.
Dado que U; es multiplemente conexo, sabemos que B, contiene un
prepolo. Sea n el nimero no negativo mas pequeno n tal que E¢(7)
contiene un punto latiz w en Byp (). Sea Uj el anillo de Herman g (U;).
Dado que U; es homeomorfo a un anillo con el punto latiz w en By (),
el Teorema 3.4.1 implica que —U; +2w es una componente de Fatou tal
que w estd en —Bgn(,) +2w. Dado que la topologia no cambia en cada
regién fundamental (trasladando el conjunto si en necesario por —w),
supondremos que w = 0. Ademds los anillos U; y —U; son tales que
cada uno contiene a la curva cerrada simple v y —v respectivamente,
y cada uno tiene a 0 en su complemento acotado. Si mostramos que
existe un punto z € U; N —Uj, entonces de la simetria del conjunto
de Fatou se seguird que U; es simétrica con respecto a 0 y entonces
Uj = —Uj.

Para cada punto z € v, podemos asignar coordeanas z = (r,0).
Dado que v encierra al origen y es simple, cada valor de [0, 27) asigna
un solo punto v. Digamos que zy = (r9,0) € v y consideremos z; =
(r1,0) € —v. Si r; = 1, entonces ya acabamos dado que zy = z.
Entonces supondremos que m < 79. Tenemos wyg = (rg,7) € —7 y
wy = (ry,m) € 7. Ahora consideramos la funcién continua r(0) =
r. + r_, donde r, es la coordenada radial para v en 6, y r_ es la
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coordenada radial para —v en 6, tendremos que r(0) > 0y r(m) < 0.
Por el teorema del valor intermedio, r(f) tiene que tomar el valor 0
para algin dngulo 6, € (0, ), asi el punto z = (r(6y), 0y) estd en vy y en
—v. Ahora, trasladando al original w, tenemos que si z € Uj, entonces
—2z 4+ 2w € Uj. Sin embargo, dado que pq(2) = pa(—2z + 2w), p§, no
puede ser inyectiva en U; lo cual es una contradiccién. O

Teorema 3.5.10. 5i Q) es una latiz tal que los valores criticos de pq
estan en el conjunto de Fatou y pertenecen a componentes ajenas de
Fatou, entonces J(pq) es conexo.

Demostracion. Si F(pg) = 0, entonces J(pg) = C es conexo. Su-
ponemos que existe una componente no vacia del conjunto de Fatou
y consideremos una curva cerrada simple v de alguna componente W
de F(pq). Es suficiente mostrar que 7 es homéloga a un punto de W,
dado que J(pgq) es conexo si y sélo si cada componente de F(pq) es
simplemente conexa. (3.5.7.) Dado que pg tiene sélo un nimero finito
de valores criticos, y no tiene componentes errantes (3.5.6) entonces
alguna imagen hacia adelante pf () estd contenida en una regién sim-
plemente conexa U C F(pq) que es una de las siguientes:

1) una vecindad de un punto periédico atractor;

2) una vecindad de Bottcher de un punto periédico super atractor;

3) un pétalo atractor de Leau para un punto periddico parabdlico;

4) un disco de un ciclo de Siegel.

Por el Teorema 3.5.9. no hay anillos de Herman. Sin perdida de
generalidad, podemos suponer que U C )y donde (Jy un paralelogra-
mo fundamental (con frontera ajena a OU). Ademads, dado que U es
simplemente conexo, podemos escogerlo para que la frontera sea una
curva simple que no pase por un valor critico. Ahora, usando induccién
sobre k, podemos mostrar que pg*(U) consiste de sélo componentes
simplemente conexas. De esta manera 7 se puede reducir a un pun-
to. Para la parte inductiva, primero mostramos que pél(U ) tiene una
componente simple conexa.
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Caso 1: Si U no contiene un valor critico, entonces cada region fun-
damental o' (U) consta de dos regiones ajenas simplemente conexas.

Caso 2: Si U contiene un valor critico, entonces pg'(U) es una
region simplemente conexa en cada periodo fundamental, acotada por
una curva cerrada simple, ademas se mapea a U por un cubriente
ramificado (doble). Esto se sigue del hecho de que pq es localmente dos
a uno alrededor de cada punto critico (en cada periodo fundamental)
y el cubriente pg' (U) — U es dos a uno en cada region.

El paso inductivo en k es el mismo. Cada pieza simplemente conexa
de oo (U) no contiene valores criticos en su frontera y contiene a cero
o un valore critico dentro, entonces podemos repetir el argumento. O

Corolario 3.5.11. Si todos los valores criticos de pq estin en J(pq)
entonces J(pq) es conexo.

Demostracion. En este caso el conjunto de Fatou es vacio o tenemos
un disco de Siegel y podemos aplicar el teorema anterior. O

En contra parte al teorema anterior, existen también condiciones
para garantizar que J(pq) sea totalemente disconexo, no las veremos
aqui, pero existe por ejemplo el siguiente.

Teorema 3.5.12. Sea pq la funcion de Weierstrass. Si P(pq) N
J(pa) = 0 y todos los valores criticos de pq estdn contenidos en la
misma componente de Fatou, entonces J(pq) es un conjunto de Can-
tor.

Demostracion. ([9], pagina 17)
O

Lema 3.5.13. Para latices rectangulares, rombdicas y triangulares
cuando gz > 0, pq no tiene discos de Siegel.

Demostracion. Si C = {Uy, Uy, ..., U,_1} es un ciclo de discos de
Siegel, entonces OU; C U,>of"{e1, €2, e3} paratodo 0 < j < p—1, ([3],
pégina 164). Luego por la proposicién 3.2.8 el conjunto postcritico para
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una latiz rectangular o rombdica esta contenida en la parte no negativa
del eje real excepto por un nimero finito de puntos y asi OU; C [0, o0)
para toda 0 < j < p—1. Dado que la cerradura del conjunto postcritico
es un rayo hay a lo mds un disco de Siegel Uy y (—o0,b) C Uy para
algun b < 0 finito. Esto contradice al teorema 3.4.1, y asi P(pgq) no
puede acotar a discos de Siegel. Si {2 es triangular y g3 > 0 el corolario
3.2.6 implica que e3 > 0 y la proposicion 3.2.8 implica que el conjunto
postcritico se encuentra en los tres rayos a = [es, o0, e*™3a y e¥/3q,
cuyo unico punto posible de interseccion es co. Si estos rayos estuvieran
acotados por discos de Siegel, entonces Uy deberia estar contenido en
el complemento de la unién de estos rayos contradiciendo al teorema
3.4.1. Y asi pq no tiene discos de Siegel. O

Corolario 3.5.14. Para una latiz rectangular, rombdica o triangular,
cuando g3 > 0, cualquier componente invariante hacia adelante de
F(pq) es simplemente conexa o infinitamente coneza.

Ahora discutamos en detalle los posibles tipos de componentes de
Fatou que pueden ocurrir en distintos tipos de latices reales. Para lo
cual necesitamos el siguiente resultado.

Lema 3.5.15. Suponga que €2 es una latiz rombdica, rectangular o
triangular tal que pq |r: R — [e,,00). Sea X\ un periodo de pq en R.
Suponga que nA < e, < (n+ 1)A; se define I,, = {x € R : n\ <
r < (n+ 1)A} para que sea un intervalo periddico conteniendo a e,.
Suponemos que existe exactamente un ciclo real no repulsor para oq.
Si A= {p1,...,pn} denota el ciclo no repulsor, entonces AN I, # ).

Demostracion. Primero supondremos que p es un punto fijo y
asi A = {p}. Queremos ver que si hay un punto fijo no repulsor en
R, entonces tiene que haber un punto fijo mas pequeno el cual se en-
cuentra a la izquierda. Para la prueba de esto se sabe (por el Lema
3.2.7) que existen sélo un nimero finito de puntos fijos que estan a
la izquierda del 0, entonces existe un punto fijo ;1 menor, entonces
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T, = pg(xl) > e,; si xo es un punto fijo tal que z; < x5, entonces

dado que pq(x1) < pa(z2), es necesario discutir el caso en que x5 se

encuentra méas cerca de un polo (un punto de la latiz en R) que de ;.

De la ecuacién diferencial de pq se tiene que pf(z) = 6p3(z) — 2. La

imagen del punto real es el minimo de pg en Ry pq |r: R — e, 0]

es monotona por pedazos y sobre. Si la latiz es rectangular cuadrada,
g2

entonces (Lema 3.2.7) e; = Y= > 0. Dado que po > @, tenemos

o > 6p3(z) — 3% > 0y asi g, es estrictamente mondtona. Si la
latiz es rombdica cuadrada, g» < 0y p4(z) = 6pg(z) — 2 > 0. Si la
latiz es triangular entonces go = 0y i (2) = 6934 > 0y pb(2) =0
solo en raices aisladas de pg. Asi en todos los casos, g, es estric-
tamente mondtona. Dado que zo se encuentra mas cerca de un po-
lo (un punto latiz en R) que a x; y @f, es estrictamente mondtona,
| o (1) |<| pg(x2) |. Esto prueba lo que queriamos.

Ahora consideramos el intervalo periédico que contiene a p. Si e, =
p acabamos, entonces podemos suponer que p > e,. Denotamos el
intervalo periédico que contiene a p como [, = {x € R: kXA <z <
(k+1)A}; es decir, kA < p < (k+1)\. Existe un punto critico contenido
en I, que es ¢, = (n+ 1/2)\. Notamos que como p # e, se sigue que
p # c,. Entonces hay dos casos a considerar. Si p < ¢,, el intervalo
[p, ¢p) es transformado inyectivamente sobre (e,, p| sin polos, asi e, €
I,. De otro modo, si p > ¢,, entonces el intervalo (c,, p| se transforma
inyectivamente en (e,, p| y otra vez no tiene polos, entonces de nuevo
er € Ip.

Si p es periédico de un periodo mayor n > 1, usamos el mismo
argumento aplicado a pg con las adaptacidnes necesarias, la mayor
iterada de pq es mondtona por pedazos con un valor minimo real e,.

O

Ahora clasificaremos el tipo de comportamiento de las componen-
tes periddicas de Fatou para la funcion eliptica de Weierstrass en la-
tices triangulares.

Proposicién 3.5.16. Para cualquier latiz triangular Q{\,e*™/3)\},
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uno de los siguientes puntos ocurren:

1) J(pa) = C;

2) Para alguna n y para alguna 5, 0 < B < 1 existen eracta-
mente tres ciclos periddicos (super)atractores o tres ciclos periddicos
parabolicos en el conjunto de Fatou de periodo n con multiplicador (3,

3) Eziste exactamente un ciclo periodico (super)atractor o un ciclo
periodico parabolico en el conjunto de Fatou que contiene a los tres
valores criticos;

4) Los unicos ciclos de Fatou son discos de Siegel.

En cualquier caso, no hay dos valores criticos en la misma compo-
nente del conjunto de Fatou.

Demostracion. Si J(pq) # C entonces debe existir un ciclo pe-
riédico de Fatou que no contiene anillos de Herman, ni dominios de
Baker (3.5.6 y 3.5.9). Si F(pq) tiene un ciclo atractor o componentes
parabdlicas, entonces el ciclo debe de contener un valor critico e;. Por
3.4.1 y 3.2.5 los valores criticos deben de estar en el conjunto de Fa-
tou y sus iteradas convergen a un ciclo atractor o parabdlico. Por la
preposicién 3.2.8 los valores criticos convergen a tres ciclos periédicos
o todos convergen a un ciclo periddico. Si hay tres ciclos peridédicos,
la homogeneidad de la derivada implica que ellos deben de estar en
el mismo tipo de componente. Si existe un ciclo de discos de Siegel
entonces la frontera del ciclo debe de estar contenida en la cerradura
de la orbita de los puntos criticos y entonces debe de haber al menos
un punto critico en J(pgq). La proposiciéon 3.2.8 y la homogeneidad de
pq implica que todos los valores criticos estan en el conjunto de Julia,
y las tnicos posibles ciclos de Fatou son discos de Siegel.

Para terminar la demostracion veremos que existe un ciclo atractor
parabdlico donde e, ey y e3 estén en componentes ajenas de F(pq).
Sea {Uy,Us,...,U,} un ciclo de componentes de Fatou que corres-
ponde al ciclo {p1,p2, ..., pn}. Alguna componente U; contiene un va-
lor critico, digamos e;. Entonces limy .0 (e1) = pj, y por 3.2.8,
iMool (e9) = e¥/3p; v limy_oopii(e3) = e*™/3p;. Ahora, si ey
estd en Uj, entonces p; = e*™/3p; vy asf p; = 0, es un polo y esto
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contradice a la hipdtesis. El mismo argumento muestra que no hay
valores criticos que se encuentren en la misma componente del ciclo.
O

Corolario 3.5.17. Si Q es una latiz triangular, J(pq) es conexo.

Demostracion. Mostramos en 3.5.15. que para cada latiz triangular
los valores criticos eg, e5 y e3 se encuentran en componentes ajenas de
F(pq) o todos estédn en J(pgq), ahora aplicamos el teorema 3.5.10. O

Ahora veremos los casos de latices cuadradas, cuyo comportamien-
to es un poco diferente. En esta parte, a lo mas un ciclo periédico de
Fatou puede existir. Recordemos que para una latiz cuadrada €2 con
invariantes {g2,0} tenemos siempre que e; = @, donde g5 > 0 para
una rectangular cuadrada y g, < 0 para rombodicas cuadradas.

Proposicién 3.5.18. Para cualquier latiz rectangular cuadrada Q{\, \i},
uno de los siguientes puntos ocurren:

1) J(pa) = C;

2) Existe exactamente un ciclo (super)atractor o un ciclo periddico
parabdlico en el conjunto F(pq);

3) El tnico ciclo periddico de Fatou es con discos de Siegel;

Demostracion. La proposicion 3.2.5 implica que ez esté en el con-
junto de Julia y las érbitas hacia adelante de e; y es coinciden. En-
tonces existe una sola orbita que esta asociada a componentes del
conjunto de Fatou. Por 3.5.6 y 3.5.9, pq no tiene anilos de Herman,
ni dominios de Baker. a

El teorema para latices rombdicas es similar al de latices recta-
gulares, ademas los mismos valores criticos e; y es se encuentran en
la mismo componente de Fatou. Y ningun ciclo superatractor puede
oCurrir.

Proposicion 3.5.19. Para cualquier latiz romboica cuadrada €2, uno
de los siguientes puntos ocurren:
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1) J(pa) = C;

2) Existe exactamente un ciclo atractor de F(pq), y €1 y ea se
encuentran en la misma componente del conjunto de Fatou, este es el
unico ciclo periddico para F(pq);

3) Existe exactamente un ciclo racional neutro para ©q, y €1 Y €s
se encuentran en la misma componente del conjunto de Fatou, este es
el unico ciclo periédico para F(pq);

4) En los casos 2 o 8, la orbita periddica no repulsora se encuentra
completamente contenida en [0, 00).

Demostracion. La prueba de que solamente un ciclo periédico hacia
adelante puede existir es la misma que la de las latices rectangulares.
Dado que el minimo de pg en R es e3 = 0, ningtn ciclo super atractor
puede existir. Dado que cualquier 6rbita no repulsora se encuentra en
el eje real positivo, sabemos que todas las componentes del ciclo de
Fatou tienen que intersectar al eje real. Una de estas componentes,
digamos Uj tiene que contener a e;. Por el Corolario 3.2.8.; Uy es
simétrica con respecto al eje real y e5 € U,. O

Corolario 3.5.20. Si Q es rombdica cuadrada entonces pq no tiene
ciclos superatractores.

Para una latiz rectangular real tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 3.5.21. Para cualquier latiz rectangular real Q{wq, wqi},
con wi,wy > 0, uno de los siguientes puntos puede ocurrir

1) J(pa) = C;

2) Ezisten a lo mds tres ciclos (super)atractores o ciclos neutros
racionales para oq;

3) St ocurre 2, entonces las drbitas periddicas no repulsoras son
reales y estan completamente contenidas en [e1,00).

Demostracion. Para cualquier latiz real, po(R) es no negativa. Po-
demos suponer que g3 # 0 puesto que esto es tomado en cuenta en
los resultados de las latices rectangulares cuadradas en la proposicién



CAPITULO 3. ITERACION DE LA FUNCION p(z) 97

3.5.13. Asi, ningtino de ey, e5 0 e3 es cero. El valor minimo de pg en R
es e; = pg(%), al menos uno de e; o e3 tiene que ser negativo. Dado
que cada érbita no repulsora esté contenida en el conjunto postcritico
de pq tenemos que todas las érbitas no repulsoras estan contenidas en
le1,00). O

A continuacién discutiremos completamente las componentes in-
variantes del conjunto de Fatou. Se sabe que las funciones de Clase S
tienen un maximo de dos componentes completamente invariantes, y
si dos componentes completamente invariantes existen entonces cada
una es simplemente conexa. Empecemos con un resultado que funciona
para cualquier latiz.

Proposiciéon 3.5.22. 57 () es una latiz y Fy es una componente com-
pletamente invariante de F(pq), entonces Fy contiene una infinidad
de puntos criticos y Fy es no acotada.

Demostracion. Si Fy es una componente completamente invariante
de F(pq), entonces Fy contiene un valor critico e;. Pero entonces hay
una infinidad de puntos criticos de la forma c¢+£2 que satisfacen pq(c+
Q) = ¢;. Dado que Fj es completamente invariante, entonces todos los
puntos ¢ + €2 estan en Fjy, y entonces no esta acotada. O

Teorema 3.5.23. S ) es una latiz real y Fy es una componente com-
pletamente invariante de F(pq), entonces Fy de conectividad infinita.
Ademas existe al menos una componente completamente invariante.

Demostracion. Es suficiente con eliminar la posibilidad de que Fj
sea simplemente conexo. Cada subconjunto abierto simplemente co-
nexo del plano es conexo por trayectorias. Sabemos que F; contiene
al menos un valor critico e; y un numero infinito de puntos criticos
c+€). Para 1 = 1,2, sea ¢; un punto critico que se encuentra en el cua-
drante 7. Tomamos una trayectoria continua «; en Fy que conecta al
punto critico ¢; con ¢y y que se encuentra completamente en el plano
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superior. Esto es posible por la simetria de F{ con respecto al eje real,
pues por ejemplo cuando construimos «a; en el primer intento algin
punto de la curva puede quedar debajo del eje x, pero existe un pun-
to que corresponde al conjugado por encima del eje z que escogemos
cada vez que la trayectoria pasa por el eje real. De manera similar,
podemos encontrar una trayectoria continua as en Fj que conecta co a
—c1 que se encuentra completamente en el segundo y tercer cuadrante.
Podemos tomar trayectorias —a; y —as. Estas cuatro forman un lazo
v que encierra al polo 0, entonces v no se puede contraer a un punto.
Entonces Fjy no es simplemente conexa.

Dado que pgq es de la Clase S, si F(pq) tiene dos componentes
completamente invariantes entonces cada componente tiene que ser
simplemente conexa. Asi tiene que haber al menos una componente
invariante en el conjunto de Fatou. O

Proposicién 3.5.24.

1) Si ) es triangular y g5 > 0 entonces no existen componentes de
Fatou completamente invariantes.

2) Si Q es rectangular cuadrada o rombdica cuadrada y Fy es una
componente completamente invariante del conjunto de Fatou, entonces

Fy = F(pa)-

Demostracion. Suponga que € es triangular y Fj es una componen-
te completamente invariante. Por la Proposicion 3.5.16. F{ tiene que
contener un punto fijo (super)atractor o neutral y un valor critico, di-
gamos e3. Claramente, e>™/3¢3, e4™/3¢; ¢ Fy. Pero e*™/3F, y e*™/3
son completamente invariantes y entonces pgq tiene tres componentes
de Fatou completamente invariantes. Esto es una contradiccion, en-
tonces no hay componentes de Fatou completamente invariantes. El
segundo punto se sigue de las Proposiciénes 3.5.18. y 3.5.19. O

Atn no conocemos un ejemplo donde el conjunto de Fatou con-
tenga una componente completamente invariante. Cuando la latiz es
rombdica cuadrada, no sabemos de un conjunto de Julia conexo a
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menos de que el conjunto de Fatou sea vacio, como se afirma en la
siguiente.

Proposicién 3.5.25. Si pq es rombdica cuadrada, entonces el con-
gunto de Julia es conezo si y solo si J(pq) = C

Demostracion. Suponga que J(pq) # C. Como en la demostracién
de la Proposicion 3.5.19. tenemos una componente periddica de Fatou,
U, que contiene puntos en el eje real positivo, e; en la parte superior
del eje imaginario y e en la parte inferior del eje imaginario. Sabemos
que U; es simétrico con respecto al eje imaginario. Esto nos permite
que construir un lazo en U; alrededor del origen, que es un prepolo,
y entonces estd en el conjunto de Julia. Asi, U; no es simplemente
conexa y por la Proposicién 3.5.7 el conjunto de Julia no es conexo.

(I

Para latices rectangulares con un punto fijo super atractor el con-
junto de Julia tiene que ser conexo.

Proposicion 3.5.26. Sea ©q la funcion eliptica de Weierstrass pa-
ra una latiz rectangular cuadrada con un punto fijo super atractor.
Entonces J(pq) es conexo.

Demostracion. Si p; es un punto fijo super atractor entonces p; =
ep = mA/2 para algin entero m. Sabemos que e; = —e; y que
pale2) = paler). Sea Uy una componente invariante del conjunto de
Fatou que contenga al punto fijo e; por 3.4.4 Uy es simétrica con res-
pecto a e;. Queremos que ey ¢ Uy. Dado que Uy es una componente
superatractora invariante, tenemos que hay un cambio de coordenadas
conforme de Uy hacia al disco unitario abierto D que conjuga pq |v,
con la funcién g(z) = 2? definida en D. Si la conclusién es falsa, el
cambio real de coordenadas alrededor de e; € U, se extiende a una re-
gién V C Uy y OV C Uy que contenga el valor critico es. Sin embargo,
es v V no pueden estar en un mismo paralelogramo fundamental, y la



coordenada local no puede ser extendida sobre el paralelogramo adjun-
to, dado que g es periddica pero z? no. Asi la conclusién es verdadera
y Uy es simplemente conexa.

Dado que U, esta contenida dentro de un paralelogramo funda-
mental y es simétrica con respecto a e;, ademés pq : Uy — Uj es dos
a uno exepto en e;. Més atin, po' (Up) = {Us +w : w € Q}, es un con-
junto de trasladadas de Uy, dos a dos ajenas y asi cada componente es
simplemente conexo. Sea W la componente de p()l(Uo) que contiene
a ey. Por 3.4.4, W = —Uj.

Sea E = iUy, entonces E es simplemente conexo y estd contenido
completamente en un paralelogramo fundamental. Por la ecuacion de
homogeneidad de @gq,

pa(E) = pa(ily) = —pa(Uy) = Uy =W

Dado que E contiene el punto critico miA/2,el corolario 3.4.4. impli-
ca que F es simétrico con respecto al punto critico mi/2. De nuevo,
tenemos que pq : E — W es dos a uno excepto en mi\/2. Ademés
o'W = {FE +w : w € Q} es una coleccién de trasladadas de E que
son ajenas dos a dos y entonces es cada trasladada es simplemente
conexa. Ningina otra componente del conjunto de Fatou contiene va-
lores criticos dado que e3 € J(pq) . Podemos entonces encontrar un
inverso local univalente para cualquier componente de Fatou excep-
to Uy y W, y asi todos las componentes de Fatou son simplemente
conexas. Usando la Proposicion 3.5.14. se sigue que J(pgq) es conexo.

(I
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Figura 3.1: Latiz cuadrada, con el doble de ancho que de largo.
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Figura 3.2: Las siguientes figuras son acercamientos.
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Figura 3.3:
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Figura 3.4:
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Figura 3.5: El conjunto de Julia de la funcién eliptica o de Weierstrass
con una latiz cuadrada y un punto super atractor.
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Figura 3.6: El area blanca es el conjunto de puntos en Julia.
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Figura 3.7: Los puntos de colores son parte del conjunto de Fatou y

diferentes colores indican diferentes iteradas
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Figura 3.8:
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