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Introduccion

Las matematicas a lo largo de la historia han significado un mundo ina-
gotable de conocimiento. Los Sistemas Dindmicos Discretos forman parte de
la montana imaginativa que ha cimentado el hombre para avanzar en ese
camino infinito de la teorfa matematica.

Todo fenémeno que evoluciona en el tiempo puede ser considerado un
sistema dinamico. Matematicamente se puede definir como el estudio de ite-
raciones de funciones f : S — S, donde S es un conjunto.

A los estudiosos de esta rama de las matematicas les interesa comprender
el comportamiento a largo plazo del sistema, es decir, conocer la evolucién de
las trayectorias, (z, f(x), f2(x), ...), de los puntos de S, no en forma individual
sino de manera global para todo x € §; es importante determinar si las
orbitas tienden a un punto fijo, si divergen a infinito, si son periddicas, si
se ven atraidas por algin ente atractor, etc...En particular serd de especial
interés conocer si el sistema es caotico.

Entenderemos como un sistema cadtico aquel sistema que atin ordenado
por leyes deterministicas puede presentar conductas cadticas de acuerdo a la
definicién establecida por R. Devaney.

La nocion clave subyacente en este tipo de sistemas es el desorden apa-
rente que se presenta en la evolucion del sistema. Cabe mencionar que no
importa la simplicidad de las leyes deterministicas que lo rigen, es posible
que se produzcan soluciones de apariencia erratica.

En este sentido, la Herradura de Smale desde su introduccion en Rio de
Janeiro, Brasil por el matematico Steven Smale en 1967, ha significado una
fuente inagotable de estudios matematicos ademés de ser el primer ejemplo
de una transformacion cadtica que es topologicamente conjugada a la funcién



corrimiento en el espacio de dos simbolos .

Otro punto importante que nos motiva a su estudio es que la Transfor-
macion Herradura se origina en una amplia variedad de sistemas dindamicos
y el conocimiento de sus propiedades es crucial en el anélisis de la dindmica
de esos sistemas.

Cabe mencionar que los sistemas cadticos aparecen en la ciencia y en la
experiencia de nuestros dias. No son sélo una abstracciéon matematica. Los
estudios de fenémenos tan relevantes como los meteorolégicos y los movimien-
tos turbulentos de los liquidos y los fluidos en general motivan y fecundan la
formalizacion de la dinamica cadtica.

Hace 50 anos no se hablaba atin en el mundo cientifico de sistemas caodti-
cos, aunque ya en 1890 el francés Henri Poincaré habia detectado su existen-
cia al estudiar lo que llamé dérbitas homoclinicas en el movimiento de tres
cuerpos sujetos a la mutua atracciéon gravitatoria.

Por todo lo explicado anteriormente surgié nuestra motivacion para ha-
cer un texto en donde se expusieran las caracteristicas mas importantes del
Sistema Herradura, lo cual se concreta con la presentacion de esta tesis.

En el primer capitulo, Capitulo 2, damos una presentacion geométrica
de la transformacion Herradura, H, asi como de la transformacién inversa
de la herradura. Analizamos su comportamiento dinamico para las primeras
iteraciones y en general identificamos un conjunto de cantor, A, que es in-
variante bajo la transformacion y que engloba todas propiedades dinamicas
interesantes de H. Demostramos la presencia de dos tipos de puntos para el
sistema: los que permanecen bajo cualquier iteracion entera de H en dicho
conjunto de cantor y los que no. Asimismo demostramos la existencia de tres
puntos fijos.

Dado que para estudiar las caracteristicas dinamicas que presenta la He-
rradura en A como son: la existencia de una infinidad de orbitas periddicas,
el conjunto de puntos periédicos es denso en A, la existencia de orbitas den-
sas, comportamiento cadtico, requerimos de la introduccién y desarrollo de
nuevas herramientas matematicas, en el Capitulo 3, intrudujimos un modelo
matematico conocido como Dinamica Simbdlica.

'En este espacio pueden representarse jtodos los posibles resultados que se obtienen al
lanzar una moneda al aire sucesivamente y anotar el resultado j dguila o sol !



Es preciso mencionar que la Dindmica Simbélica es una de las herramien-
tas mas importantes actualmente para entender los sistemas dinamicos. En
este capitulo auxilidandonos de ella demostramos todas las propiedades an-
tes mencionadas de H en A. En particular, demostramos el comportamiento
cadtico que presenta el sistema.

Hasta este momento, no hemos hecho ninguna referencia a lo que estu-
diamos en el capitulo 4, y es que ahi desarrollamos una teoria matemati-
ca distinta al enfoque de Sistemas Dinamicos Dicretos. Hablamos ahora en
términos topoldgicos de ciertos espacios que llamamos continuos, los cuales
representan un area de la Topologia, la Teoria de Continuos, con un gran
desarrollo matematico y que histéricamente es mas antigua que la teoria de
Sistemas Dindmicos Discretos.

La peculiaridad de esta tesis es que muestra explicitamente un puente
entre la teoria de los Sistemas Dindmicos Discretos y la Teoria de Continuos,
mas especificamente con la herramienta de limites inversos desarrollada tam-
bién en el Capitulo 4, se demostrard que el atractor global de la herradura del
cual A es un subconjunto invariante, es un continuo indescomponible y lo mas
importante es que dicho continuo es homemorfo al continuo de Knaster, el
cual fue creado y estudiado, un poco después de 1920 por Janiszewski, Knas-
ter y Kuratowski. Como podemos observar, su descubrimiento fue jmucho
antes del descubrimiento de la transformaciéon Herradura!

Para finalizar nuestro andlisis del Sistema Herradura, en el dltimo capitulo
introdujimos unos de los conceptos mas importantes en el estudio de los
sistemas dindamicos, las variedades estables e inestables de puntos fijos y con
ello los puntos homoclinicos.

Nuestra meta serd estudiar estos conjuntos en el sistema Herradura y
principalmente el demostrar que la variedad inestable del punto fijo b € Q es
densa en (). Proponemos una demostracién formal de este hecho que si bien
intuitivamente resulta muy claro la prueba sigue un largo camino.

Puedo adelantar querido lector que nuestra demostracion se desarrolla con
ayuda de los limites inversos presentados en el capitulo 4, ésta se descompone
en varios pasos, y aunque es larga no deja de ser por demds interesante.
Asi que lo invitamos a leerla.

Para concluir completamente con la introduccion de este trabajo, es pre-
ciso hablar acerca de los apéndices incluidos al final de la tesis, que por



distintas razones se volvieron numerosos y son todos ellos de distinta indole.

En el Apéndice A presentamos el teorema con su demostracion de la
Transformacion de Contraccién que nos fue muy importante en el desarollo
del Capitulo 2.

En el Apéndice B presentamos varios resultados, utilizados en el Capitulo
4, con sus respectivas demostraciones de limites inversos, es posible encontrar
todos ellos en [??] de la bibliografia.

En el Apéndice C incluimos un apartado en el que retomamos varios
conceptos del Capitulo 5 pero esta vez desarrollados en el espacio de simbolos
Y.

Y por ultimo en el Apéndice D presentamos sin demostracién un teorema
muy especial, el Teorema de Smale, en términos generales dicho teorema nos
ayuda a determinar jla existencia de un sistema herradura dentro de algin
otro sistema dinamico!



La Herradura de Smale

0.1. Una presentaciéon geométrica

El objetivo de este capitulo es dar una presentacién geométrica de la
Transformacion Herradura con el fin de comprender algunas de las propieda-
des dinamicas del sistema. También introduciremos la transformacién inversa
de la Herradura para asi poder definir ciertos subconjuntos del dominio de
definiciéon en donde la transformacién posee un comportamiento especial.

La transformacion Herradura esta definida en una region M compacta y
conexa del plano. Dicha regién M se compone de un cuadrado unitario S a
cuyos lados laterales se le afladen dos semicirculos A y E de radio r = 1

[\

La tranformacién Herradura la denotaremos como H. El dominio y con-
tradominio de H es precisamente M, es decir:

H:M—M

Definiré a H como la composicién de otras funciones hy, hy v hg las cuales
presento a continuacion.



Sea hy : M — M la transformacion que consiste en contraer linealmente
M en la direccién del eje de las ordenadas un factor 6 < —é

h1

— »

Sea hy : M — M la transformacién que consiste en expandir hy(M) en
la direccién del eje de las abscisas un factor %.

h2
Y por ultimo sea hs : M — M la transformacién que consiste en doblar
ho(hy(M)) hacia la derecha de modo que quede contenida en M.

A3

Finalmente, definimos H : M — M asi:
H= h3 ®) h2 o hl
Las siguientes observaciones se derivan de la transformacion H:

Observacién 0.1.1.
HM)c M
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Observacién 0.1.2.

H es inyectiva.

Observacién 0.1.3.

H no es suprayectiva.
De dichas observaciones se deduce que H ! estd definida en H(M).

Observacién 0.1.4.

H es continua.

Observacién 0.1.5.

H es una contraccion en A.

0.2. Estudiando la dinamica de H en M

Dado que la transformacion Herradura es una aplicacién de M en si mis-
ma diferente a la transformaciéon identidad, bajo un analisis de hy, ho y hs
es factible identificar claramente cual es la imagen bajo H de ciertos subcon-
juntos que componen a M.

Para ello denotemos a dichos subconjuntos de M con las letras A, B, C,
D, E, los cuales se transformaran al aplicar H en H(A), H(B), H(C), H(D)
y H(E) respectivamente, tal como podemos apreciar en la siguiente figura.

Figura 0.2.1.

De aqui es posible observar lo siguiente:

Observacién 0.2.1.

La preimagen de S consiste en dos bandas verticales B y D.



Observacién 0.2.2.

La banda C' de S se transforma fuera de S a la region E.

Observacién 0.2.3.

Bagjo la transformacion H tanto A como B son contraidas dentro de la region

A.

Podemos notar que las bandas verticales B y D se transforman en las
bandas horizontales H(B) y H(D) respectivamente. Dado que dichos con-
juntos unicamente sufren las transformaciones lineales de contraccion y ex-
pansién, bajo la transformaciéon Herradura son transformados nuevamente
en rectangulos.

Puesto que hy es la contraccion de S por un factor & < %, las bandas
horizontales B y D, se comprimen a una altura ¢ y las demas transforma-
ciones que componen a H no modifican esa medida, es decir, el ancho de los
rectangulos horizontales H(B) y H(D) estan determinados por el factor de
contraccion ¢ elegido en hy.

De los hechos anteriores y dado que la transformacién en el conjunto BUD
se comporta linealmente, podemos concluir que H envia rectas verticales
y horizontales en rectas verticales y horizontales respectivamente, variando
unicamente su tamano.

Sean [, cualquier recta vertical en B U D y [}, cualquier recta horizontal
en BUD. Dado que el factor de contraccion de la transformacién hy es § < %
entonces H(l,) es una recta vertical de longitud § y puesto que el factor de
expansion de la transformacion hs es § entonces H (I,) es una recta horizontal
que mide % la longitud de [j,.

Figura 0.2.2.



0.2. ESTUDIANDO LA DINAMICA DE H EN M )

Definicién 0.2.1. Una transformacion f : X — X en un espacio métrico
completo (X,d) es llamada contraccion si eziste una constante 0 < s < 1,
llamada factor de contraccion de f, tal que d(f(z), f(y)) < s-d(z,y)
para todo x,y € X.

Teorema 0.2.1. Teorema de la Transformacion de Contraccion.

Sea f: X — X una transformacion de contraccion en un espacio métrico
completo (X, d) entonces, f posee exactamente un punto fijo x, € X y, mas
atn, para cuaquier punto x € X, la sucesion {f™(z) : n > 0} converge a xy.
Esto es:

lim f"(x) = x

n—oo

para todo x € X.
Demostracion. Consulte el Apéndice A. m

Como se ha destacado anteriormente, muchos puntos del cuadrado uni-
tario S bajo H quedan fuera de S y es claro que no regresaran a él bajo
ninguna iteracién futura. De hecho, todos los puntos que bajo alguna itera-
cién abandonan la regién S tendran como destino final vivir en la regiéon A,
en donde ya sabemos por la observacién hecha en un principio, que ahi hay
una contraccion por lo que su dindamica es relativamente sencilla, es decir,
todos tienden al uinico punto fijo que hay en A.

Enunciamos formalmente lo anterior en la siguiente observacion.

Observacion 0.2.4. Dado que H es una contraccion en A, se sigue por el
Teorema de la Transformacion de Contraccion que H tiene un unico punto
fijoa € A. Y mds aun:

lim H"(xz) =a

n—oo

para todo x € A. Ahora, dado que H(FE) C A, entonces
lim H"(z) =a

n—oo

para todo x € E. Y, por dltimo, si H"(x) no pertenece a S para alginn € N,
para algin x € S, entonces

lim H"(z) =a

n—oo



0.2.1. Un conjunto invariante.

Pero, jcudles son los puntos que permanecen en S siempre, es decir, aque-
llos puntos que bajo cualquier iteracién de H caen en S7 Para responder a esa
pregunta, observemos el comportamiento de H hasta la segunda iteracion.

Figura 0.2.3.

Hay puntos en S que bajo H caen fuera de S, sin embargo como hemos
visto hasta ahora los de las bandas verticales B y D permanecen en S. De
lo anterior se deduce directamente que los puntos de S que permanecen en
S bajo H? son un subconjunto de puntos de B U D. Estos corresponden
justamente a cuatro bandas verticales que denotaremos como by, by, dy v ds
respectivamente y cuyo grosor es 6°.

Figura 0.2.4.

Ahora observemos el comportamiento de H3:
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Figura 0.2.5.

Aqui nuevamente podemos notar que los puntos de S que permanecen en
S bajo H? son un subconjunto de puntos de las bandas by, b, d;, do los cuales
corresponden exactamente a ocho subdandas verticales de dicho conjunto,
cuyo grosor es 6°.

Figura 0.2.6.

Del analisis anterior ahora es posible responder a la pregunta planteada
en un principio.

Bajo la enésima iteracién de H los puntos de S que permanecen en S,
son los que determinan 2" subbandas de D, B de grosor 0" y aunque no
desarrollaremos la demostracién de ese hecho en este texto, es posible una
prueba por induccion sobre las iteraciones de H. Observemos que, en el paso
n, cada banda de ancho " da lugar a exactamente dos bandas de ancho 6!
en el paso n+ 1. Este proceso es, en esencia, el que se sigue en la construccion
del conjunto de Cantor.

Al conjunto de puntos que permanecen en S para toda iteracion entera
positiva le llamaremos A™ y lo definimos como sigue:



AT ={x € S|H"(x) € S, para todo n € N} (1)

Lo mejor de todo ello es que es posible imaginarnos dicho conjunto: A™
puede ser representado como el producto de un conjunto de Cantor con el
intervalo vertical unitario.

Y en la siguiente figura presentamos una aproximacion a esta representa-
cién:

Figura 0.2.7.

Si recordamos en este momento cudl era nuestro objetivo de identificar
al conjunto AT, éste se debia principalmente al hecho de que de haber un
comportamiento interesante en la dindmica de H éste tendria que estar justo
en los puntos que permanecen en S bajo cualquier iteracién. Continuando
con nuestro objetivo, estudiaremos un subconjunto de AT que engloba todas
las propiedades complejas e interesantes de H.

A este subconjunto lo denotaremos sencillamente como A.
A={z e S|H"(x) € S, para todo n € Z} (2)

Transformacion inversa de H.

Para comprender claramente quién es dicho conjunto, nos falta considerar
al conjunto A~ definido a continuacion:

A" ={z € S|H "(z) € S, para todo n € N} (3)
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Por lo que los puntos de S que ahora nos interesa identificar son todos
aquellos que bajo cualquier iteracién de la transformacion inversa de la He-
rradura, H !, estdn en S.

Pero, ;jquién es H~'?. En un principio mencionamos que esta transfor-
macién estaba definida para H(M). De esta forma A~ C H(M).

Ahora bien, si la transformacién H consiste en comprimir, expandir y
doblar una regién M compacta y conexa del plano, intuitivamente podemos
pensar a H~! como la transformacién que consiste en desdoblar, contraer y
expandir H(M) tal como se muestra en la siguiente secuencia de imégenes.

Figura 0.2.8.

De hecho, en la imagen anterior se muestran muy claramente los puntos
de H(M) que pertenecen a S, es decir H(D) U H(B). Ahora bien, de estos
puntos nos interesa identificar aquellos que bajo H~! permanecen en S.

Como se observa en la imagen, resulta claro que los puntos de SN H (M)
que bajo H~! permanecen en S son precisamente los de las dos bandas ho-
rizontales H(B) U H(D), cuyo grosor es 0.

Anélogamente, si analizamos el comportamiento de los puntos de S N
H?(M) que bajo H~? permanecen en S. Lo que observamos es que éstos
corresponden a las cuatro bandas horizontales determinadas precisamente

por (H?*(B)U H*(D))N S.
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Figura 0.2.9.

De lo anterior es posible convencernos de lo siguiente:

Bajo la enésima iteracién de H~!, los puntos de S que permanecen en
S son 2" rectangulos horizontales determinados por (H™(B) U H"(D)) N S,
cuyo ancho es 0" como ya habiamos observado.

A~ representa entonces el producto cartesiano de un Conjunto de Cantor
con un intervalo horizontal. En el siguiente dibujo damos una aproximacién
a esa representacion.

Conjunto de Cantor
"C L

Intervalo I

Figura 0.2.10.
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Por lo que el conjunto que nos interesa, A, estd determinado como sigue:
A=AT)A" (4)

La representacion grafica de este conjunto es muy facil de imaginar, la
podemos describir como una “rejilla” de conjuntos de cantor como se intenta
representar en la figura siguiente, es decir, es de la forma C; x Cy. Donde C;
es un conjunto de cantor horizontal y Cy es uno vertical. Como el producto
de conjuntos de cantor es un conjunto de cantor, A es un conjunto de cantor.

Figura 0.2.11.

0.2.2. Propiedades dinamicas interesantes.

Todo este tiempo hemos mencionado que dicho conjunto posee propie-
dades dindmicas interesantes pero jamas hemos dicho cudles son éstas; ha
llegado el momento de mencionar algunas de ellas aunque, dado que su prue-
ba requiere del desarrollo de méas herramienta matemaética, se profundizara en
ello en el siguiente capitulo.

= Una propiedad importante es la existencia de dos puntos fijos; uno en
B y otro en D.

= La existencia de una infinidad de orbitas periddicas, entre las cuales
podemos encontrar 6rbitas de periodos arbitrariamente grandes.
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» El conjunto de puntos periédicos es denso en A.
= La existencia de d6rbitas densas.

= Comportamiento “cadtico”.

Para probar todas estas propiedades y observar la riqueza de la estructura
dinamica de la Transformacion Herradura en A, serd necesario introducir un
nuevo espacio métrico con una nueva funcién ahi definida, pero como dijimos
anteriormente, ello es materia del siguiente capitulo.

Hasta ahora nuestra presentacién de la Transformacién Herradura ha sido
puramente geométrica, es decir, no hemos definido una regla de correspon-
dencia explicita de los puntos de M, y el objetivo de hacerlo de esta manera
es para comprender intuitivamente la dinamica del sistema, identificar cier-
tos conjuntos (con una buena representacién grafica) y ciertas propiedades
dinamicas, ademés de explotar al maximo la belleza visual de la transforma-
cién.

Puntos fijos.

Hasta el momento hemos identificado principalmente dos tipos de puntos,
en el primer tipo se encuentran todos aquellos puntos de M tales que en
alguna iteracion de H éstos quedan fuera de S y, lo mas importante, en
algin momento caen en A y por tanto su dindmica consiste en tender al
unico punto fijo en A. Y los del segundo tipo, en el que se encuentran los
puntos que para cualquier iteracion entera positiva de H permanecen en S.

También mencionamos que en A habia un dnico punto fijo dado que H
era una contraccién en A. Nuestra labor final de este primer capitulo sera dar
argumentos geométricos y demostrar la existencia de otros dos puntos fijos
de H en M, distintos al contenido en A, uno en B y otro en D.

Debo decir que este hecho no es facil de visualizar ni de entender a simple
vista, por lo que una prueba de ello es absolutamente necesaria. Maravillo-
samente podemos establecer la existencia de tres puntos fijos en el sistema.
Mostraremos que en B hay un punto fijo y haremos ver que la prueba es
andaloga para D.

Teorema 0.2.2. Existe b € B tal que b= H(b)
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Demostracion. Lo primero es recordar que bajo H, el conjunto B se transfor-
ma en una banda horizontal que intersecta a B y dado que la Transformacién
envia lineas verticales en lineas verticales, es claro que las rectas verticales que
delimitan a B se transforman cada una en las rectas verticales que delimitan
a la banda horizontal H(B).

Figura 0.2.12.

También se puede observar que bajo H, B se expande hacia los lados,
asi que hay muchas rectas en B que se desplazan a la derecha y otro tanto a
la izquierda.

Para que ese comportamiento ocurra en una transformaciéon continua,
intuitivamente sabemos que debe existir una recta vertical que se manten-
ga fija bajo H, es decir que al aplicar la transformacion, la recta sélo sea
comprimida un factor ¢ sin sufrir de desplazamiento horizontal alguno.

Para demostrar éste hecho lo que haremos es proyectar en la recta real,
tal como se aprecia en la figura, las rectas verticales que determinan a la
banda B y a la banda horizontal H(B). De tal forma que lo que obtenemos
es la localizacion de cuatro puntos ¢, a, b y d sobre la recta, los cuales poseen
un orden.

La transformacion H es continua. El segmento {z} x [0, 1] contenido en
B, se transfroma bajo H en un segmento vertical cuya proyeccion esta en
el intervalo [c,d]. Llamamos h : [a,b] — [c,d] a la funcién que describe este
movimiento de las proyecciones. Asi, h va del intervalo [a, b] en el intervalo
[e,d], h(a) = ¢, h(b) = d y h es continua.

Construyamos ahora la transformacion G(z) definida a continuacion:
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Es claro que G(x) es una funcién continua.

Por otro lado tenemos que: h(a) = ¢y a > ¢, también h(b) =d y b < d.
Por lo que,

G(a) = h(a) —a y G(b) = h(b) — b,

De donde G(a) < 0y G(b) > 0, entonces, por el teorema del valor intermedio,
existe un xg € [a, b] tal que:

G(l’o) = h(l’o) — Ty = 0

Por lo que h(zg) = xg, xo € [a,b].

Lo anterior nos permite afirmar la existencia de una recta que se mantiene
fija, y ésta es precisamente la recta que pasa por xy. Con ello hemos terminado
practicamente la prueba, ya que solo basta recordar que H reduce el tamano
de las rectas verticales un factor § < % por cada iteracion, de tal forma que
en la k — esima iteracién la longitud de la recta es 6. Por lo que nuestra
recta fija va volviéndose cada vez mas y mas pequena hasta determinar un
unico punto cuando k — oo.

Y es justo ese punto, el punto fijo de H en B. O]
Teorema 0.2.3. Eziste un d € D tal que d = H(d)

La demostraciéon de la existencia del punto fijo en D es analoga a la ante-
rior, s6lo que en esta ocasién hay que observar que bajo H, D, se transforma
en la banda horizontal como se observa en la figura, es decir que en éste caso
los lados verticales que determinan a la banda D se transforman en direccio-
nes opuestas a la anterior, por lo que las desigualdades llevaran otro orden.
Asi nuevamente encontramos una recta vertical que se mantiene fija, y con
ello un punto fijo en D.
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Figura 0.2.13.

Con esta sencilla prueba de un importante hecho terminamos el capitulo.



Dinamica simbolica

Nuestro objetivo en este capitulo es dar un modelo que describa la com-
pleja dindmica de la transformacion Herradura en el conjunto A. Para ello
introduciremos un espacio métrico con propiedades peculiares, X5, donde de-
finiremos una funcién que llamaremos de corrimiento. Probaremos que H |
es una conjugaciéon topolégica con la funcién corrimiento en el espacio .

La Dinamica Simbdlica puede parecer un modelo complicado y poco intui-
tivo, sin embargo, una vez que comprendemos su funcionamiento, nos damos
cuenta de que esta representacion simbdlica describe de la forma mas sencilla
posible la dinamica de H.

0.1. Una presentacién del espacio >

El espacio s, también conocido como el espacio de sucesiones de dos
simbolos, consta de todas las posibles sucesiones dobles infinitas de 0's y 1’s.
Con la palabra dobles me refiero a que se extienden tanto a infinito como a
menos infinito.

Yo={r=(2,)2 _:x, =061}

0.1.1. La funcion V¥

En lo que sigue se demostrara que cada una de las sucesiones dobles
infinitas representa un unico punto del espacio A, presentaré la correspon-
dencia entre ambos conjuntos de forma explicita, a través de una funcion,
que probaremos que estd bien definida y es un homeomorfismo.

A esa funcién la llamaré U:

U:A— 3, (1)



La correspondencia consiste en asignar a cada punto de A una doble
sucesién de 0’s y 1’s con base en el recorrido que posee la érbita del punto,
tanto para las iteraciones de H, como para las de H~!. De dicho recorrido lo
unico que nos va a interesar conocer es en cudl de las bandas, B o D, cae el
punto bajo cada iteracion, y de esta manera determinar cada término de la
sucesion.

Adoptaré la siguiente convencién: el “0” representa al conjunto B y el
“1” al conjunto D.

Con base en lo explicado en el primer capitulo es facil identificar la doble
sucesion infinita que le corresponde al punto fijo b de B: siguiendo la regla
de asignacién dada para By D y dado que para todo n € Z, H"(b) = b,
resulta claro que la doble sucesién que le corresponde a b es: (...000 - 000...);
es decir, la orbita del punto fijo es la sucesién constante de ceros puesto que
el punto fijo permanece siempre en B.

Anélogamente al punto fijo de D le corresponde la doble sucesion infinita
de unos: (...111-111...).

Figura 0.1.1.

Sin embargo, no todos los puntos de A poseen una érbita tan predecible,
existen muchos puntos en A cuya 6rbita visita B y D de una forma dificil de
determinar a simple vista.

Es por ello que para entender bien en qué consiste ésta asignacion, primero
analizaré cémo se conforma la sucesiéon derecha de cada punto de A.

Tomemos cualquier recta vertical, [,, contenida en AT. Notemos que
H*(1,) es un segmento de recta vertical de longitud 6* en B o D. De ah{ que
sea posible asociar una tnica sucesion infinita (...- $o$18253...) de ceros y unos
a todo punto en dicha recta [,, de acuerdo a la siguiente regla:

s; = 0siysolosi H(l,) C B,
s; = 1siysolosi H(l,) C D.
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Dado que definimos H° como la transformacién identidad, el valor que
toma la doble sucesién en sy nos indica en qué conjunto B o D se localiza [,
s1 nos indica en donde se localiza la imagen de [, y asi sucesivamente para
los demas puntos.

De lo anterior es claro que cada recta vertical define una sucesién infinita
derecha.

Figura 0.1.2.

De una forma similar ahora podemos asociar una sucesion infinita de 0’s
y 1’s a cada recta horizontal [;, de A~. Notemos que H'(l;), H %(l3),..., son
segmentos horizontales de longitud decreciente. A esta secuencia la llamare-
mos (...s_35_25_1 - ...) donde el valor de s_; se determina como sigue:

s_;=0siysdlosi HY(l,) C B,

s_;=1siysélosi H(l,) C D.

Figura 0.1.3.

De esta forma es claro que la asignacién ¥ esta bien definida ya que la
interseccién de una recta vertical con una recta horizontal es tnica. Por lo
que por cada punto en la A, existe una tnica doble sucesion infinita que le
corresponde.



Figura 0.1.4.

Definicién 0.1.1. Dado x € A, ¥(z) = (...5_35_25_1 - SoS1S2...) €S Su
winerarto.

Intuitivamente es posible convencernos de lo siguiente: puntos muy cerca-
nos en A poseen érbitas identicas hasta un tiempo finito tanto hacia adelante
como hacia atras, es decir, que en términos de la asignaciéon de los itinerarios
correspondientes que hace ¥ de esos puntos, las entradas a la derecha y a
la izquierda del punto coinciden hasta cierto valor | n | de la doble sucesién
infinita. Con esta idea en mente, en lo que sigue, trataremos de identificar
los primeros elementos de la sucesiéon que poseen los puntos de ciertas re-
giones de A con base al recorrido que sufre dicha regién al aplicar H y H~*
respectivamente.

Para ello es necesario recordar cudl es la distribucion de los puntos en S
que bajo la k-ésima iteracién de H y H~! permanecen en S. En el capitulo
anterior observamos que dichos puntos se localizan en los 2%¢ “cuadraditos”
determinados por la intersecciéon de 2% bandas verticales, (los puntos que
permanecen en S bajo la k-ésima iteracién de H), con 2* bandas horizontales,
(los puntos que permanecen en S bajo la k-ésima iteraciéon H~1).

En la siguiente figura se aprecia éste hecho cuando k = 2.

Figura 0.1.5.
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Lo que haremos a continuacién es explicar como asignar los primeros valo-
res de la sucesion infinita a las regiones en verde de BU D que se observan en
la figura. De paso esto muestra, intuitivamente, que dada cualquier secuen-
cia (...S_95_1 - S0S1S2...), existe un punto x € A cuyo itinerario es dicha
secuencia. Es decir, 1 es, en efecto, suprayectiva.

El primer paso es localizar las cuatro, (2?), regiones que se delimitan por
H(M) N (BUD,). Es posible conocer cuél es la imagen inversa de cada una
de dichas regiones al observar el color, el cual nos indicara si provienen de B
o D. De tal forma que podremos determinar el término s_;, que posee cada
punto en las distintas regiones.

Figura 0.1.6.

Para determinar ahora s_s, lo que haremos es aplicar H? a M, de tal
forma que serd inmediato conocer las ocho, (2%), regiones que se delimitan
por H*(M) N (B U D). De esta forma es factible conocer cuél es la imagen
inversa de cada una las regiones al observar nuevamente el color que poseen,
el cual nos indicara que provienen de B o D. De tal forma que podremos
conocer el término s_,, que posee cada punto en las distintas regiones.

Figura 0.1.7.

Si continuamos con este proceso, podremos conocer los primeros n térmi-
nos de la sucesién infinita negativa para cada uno de los 2"*! cuadrados que
se determinan con la enésima iteracion.



De una forma similar pero ahora considerando H ™!, es posible dar una
asignacion de los primeros n términos de la sucesién infinita positiva.

Para ello recordemos lo siguiente:

En S la transformacién herradura, puede ser representada con el siguiente
diagrama.

Figura 0.1.8.

De esta forma es claro por lo explicado en el primer capitulo, que un
diagrama similar para H~' en H(S) serfa el siguiente.

Figura 0.1.9.
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Una vez aclarado esto, sera sencillo conocer la entrada s; de la doble suce-
sion infinita. Ya que ello consistira en ubicar cudles son los subconjuntos de A
que permanecen en S bajo H?. Esto lo haremos utilizando la representacién
de H~! dada anteriormente pero en su forma iterada H 2, como se aprecia
en la figura.

Figura 0.1.10.

Lo que se observa son las ocho regiones determinadas por (H (M) N
H?*(M) N (BUD).Y por el color es factible conocer cudl es la imagen de
cada una de dichas regiones, el cual nos indicaré si se transforma bajo H?
dentro de B 6 D respectivamente. De tal forma que podremos determinar el
término s; que posee cada punto en las distintas regiones.

De esta manera, hemos determinado los términos (s95_1-50$1) que poseen
los puntos en los 2* regiones en verde como apreciamos en la siguiente figura.

Figura 0.1.11.

Adoptaremos la notacién: €2g,s ,.s0s, para referirnos a dichos cuadrados,
es decir, obtendremos para el caso n = 2, 16 configuraciones diferentes que
representaran a cada uno de los 2% cuadrados que se determinan en las dos
iteraciones previas y futuras de H.



Este proceso puede generalizarse para obtener los “primeros” n términos
alrededor del punto en los 22" cuadraditos correspondientes. Asi cada uno de
estos cuadrados estara etiquetado como: €2 | ss 1 sos1.sm1-

Una observacion importante que se deriva directamente del hecho de que
H representa una transformacion afin sobre las bandas verticales B U D, es
que la proporcion de estos cuadrados esta claramente determinada por la
iteracién correspondiente. Es decir, los 2% cuadrados, Q_, . ss 1-s0s1..50 1
que se delimitan por las n iteraciones previas y futuras de H, tienen lados
de longitud 6", donde ¢ < %

0.2. > como espacio métrico

Sean T = (2,)5 o , ¥ = (Yn)S>_, en Yo, definimos la distancia entre

estos puntos de la siguiente forma:

TEN I PRt ) 2)

1=—00

Observacién 0.2.1.

1
Como | z; —y; | es 0 o 1 tenemos que d(z,y) < Z — = 3. Es decir,

9lil
1=—00
la distancia estd bien definida porque la serie es convergente y, a la vez, la
métrica estd acotada.

Nuestra tarea ahora es demostrar que 2 efectivamente es una métrica.
o o) - o) PO [ee]
Sean Tr = (In)n:foo Y = (yn)n:foo y 2= (Zn>nzfoo'

1. d(Z,y) = 0 si y sélo si ¥ = y. Ello es muy sencillo de ver puesto que
| ; — y; |= 0 para toda i si y sélo si x; = y; para toda i.

2. d(z,y) = d(y, 7). Ello sucede puesto que | x; —y; | = | y; — ; | para
toda 7.
3. d(z,y) < d(7,2) + d(Z,y). Ello se deriva de que | z; —v; | = | yi — 2i |

+ | z; — y; | para toda i.
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De 1, 2, y 3 se concluye que la expresién 2 define una métrica.

La métrica d nos permite decidir cuales subconjuntos de Y5 son abiertos
y cuales son cerrados, pero lo méas importante es que nos permite determinar
cuando dos sucesiones se encuentran cercanas. Y es justo en ese sentido que
el siguiente resultado es muy importante.

Teorema 0.2.1. Sea n € N. Supongamos que x; = y; para | i |< n entonces

d(Z,9) < 551 Reciprocamente si d(Z, ) < 3=, entonces x; = y; para | i |< n.

Demostracion. Si z; = y; para | i |< n entonces

—(TL—l—l) o0
~ N B | v — yi |
TER R D=
1=—00 1=n+1
ey =
1 1 2 1
i=—00 i=n-+1

Por otro lado, si suponemos z; # y; para algin | j |< n entonces tenemos
que la d(z,y) > ﬁ > 5=, por lo que si d(T,9) < 5=, entonces z; = y; para
toda | i |< n.

O

Intuitivamente, el teorema nos dice que dos sucesiones en Yy se encuentran
cerca si ocurre que los “primeros” términos a la derecha y a la izquierda del
punto coinciden.

Una vez propuesto el espacio métrico en el que trabajaremos, lo que sigue
es definir una funcion en ese espacio. A esa funcién se le conoce cominmente
con el nombre en inglés shift, nosotros la llamaremos la funcién corrimiento
y la denotaremos por la letra o.

Definimos o : 39 — X5 asi:

0(...898_1 - 808189...) = (...8_28_180 * 5152...). (3)

Como podemos notar, lo inico que hace la funcion o es recorrer la sucesion
un elemento a la izquierda o de manera equivalente, recorrer el punto una
unidad a la derecha.
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Es posible definir una funcién inversa de manera muy simple ya que cla-
ramente al recorrer la sucesién una unidad a la derecha obtenemos la inversa

de 3

De hecho lo que probaremos a continuacion es que ¢ es un homeomorfismo
en 22.
Teorema 0.2.2. La funcion o es un homeomorfismo en Y.
Demostracion. Sean 5§ = (...S_95_1 - $9S189...) ¥ t = (..t_ot_q - totits...) ele-
mentos de 5. Probaremos que se cumplen 1, 2, 3, 4.
1. o es inyectiva. Si suponemos § # t entonces ocurre que s; # t; para
algtiin j por lo que o(8) y o(t) difieren en el elemento j — 1, asi que o(3)

4 o()

2. o es suprayectiva. Sea ¢ un elemento en ¥y. Definamos s tal que: s =
to, 89 = t1,83 = ta, ..., Sy = tn_1,... para toda n € Z. Es claro que 5 es
tal que o(3) = 7.

3. o es continua. Sea n,e > 0y § = (...5_25_1 * $05152...) en Y. Fijemos
n tal que 2n—1_1 < e.Sead = 271% Sit= (...t_ot_q - totils...) satisface
que d(é\,f) < 0, entonces, por el Teorema 0.2.1, tenemos que s; = t;
para toda | i |< n + 1. De ahi que las i-ésimas entradas de o(3) y o(t)
coinciden para toda | i |< n. Por lo que d[o(3), o (t)] < it < E.

4. o~ ! es continua; la demostracién es andloga a la hecha en 3) y la omi-
timos.

Por 1, 2, 3, 4, tenemos que 3 es un homeomorfismo. O

0.2.1. Conjugacion Topolégica
En Sistemas Dindmicos, consideramos una conjugacion topologica a lo

siguiente:

Definicién 0.2.1. Sean X y Y dos espacios métricos. Decimos que f : X —
X es topologicamente conjugada a g : Y — Y, y lo denotamos por f = g, si
existe un homeomorfismo h : X —'Y tal que
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hof=goh.

Al homeomorfismo h se le llama una conjugacion.

También es posible considerar el caso cuando la transformacion h, es
diferenciable con inversa diferenciable, es decir h es un difeomorfismo. En
este caso se dice que f y h son difeomérficamente conjugadas. A continuacion
demostraremos que la caracteristica de que dos funciones sean conjugadas es
invariante bajo iteraciones.

Teorema 0.2.3. Si f = g, entonces f* ~ g*, para todo k € N.

Demostracion. Sean f : X — X y g : Y — Y, dos transformaciones. La
prueba se hard por induccion: Base de induccion Por hipdtesis f = g, es
decir, existe un homeomorfismo, h, tal que ho f = go h.

Hipotesis de Induccion. Supongamos que existe un homeomorfismo h tal
que f* =~ g* es decir, se cumple, h o f* = g~ o h.

Demostremos para n = k + 1. Sea x € X, entonces,

h(f** (@) = h(f*(f(2))) =" ¢"(h(f(x))) =2 g"(g(h(x))) = "+ (h(2)).
Donde la igualdad 1 se debe a la hipdtesis de induccién y la igualdad 2
a la base de induccién demostradas anteriormente. De tal forma que h es el

homeomorfismo buscado tal que ho f**! = g¥*1 o h. Por tanto, f* ~ ¢* para

todo k£ € N. O

Una observaciéon se desprende de este teorema.
Observacion 0.2.2. Como ho f = go h, entonces para todo k € N,

ho f¥ = g*oh.
Aplicando h™!,
h=Yoho f¥ =h='og*oh obtenemos, f* =h"1og"oh.

Ademds ffFoh ™' =hlogFohoh™, entonces ffoh™ =h1ogh

Teorema 0.2.4. Si f =~ g, entonces ho f~% ~ g% o h, para todo k € Z.

Demostracion. Sean f: X — X y g:Y — Y, dos transformaciones. Por el
terema 0.2.3 y observacién 0.2.2 anteriores tenemos que
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fFoh ! =hlog* paratoda k € N.
De esta forma (f¥o h™1)~! = (h1o gk)~L.
Por tanto (h=1) "o (f¥)~1 = (¢¥)~Lo (h71)~!
Asi ho f=* =g *oh.

Observacién 0.2.3. Si f = g, entonces

f*oh™t=h"tog* para todo k € Z.

Bajo la conjungacion topologica se preservan muchas propiedades dinami-
cas del espacio. Lo cual expondremos mas adelante una vez que introduz-
camos ciertas definiciones como funcién transitiva y funciéon que presenta
sensibilidad a las condiciones iniciales.

Nuestro proposito ahora es probar que existe una conjugacion topologica
entre el espacio (A, H) y (2s,0).

De esta forma como dijimos anteriormente, muchas propiedades dinami-
cas que posea o en Y seran invariantes bajo la conjugacién por lo que se
cumpliran también en A con la transformacién Herradura.

A continuacién recordaremos un resultado que vamos a utilizar.

Lema 0.2.1. Sea f una funcion continua y biyectiva, f : X — Y, donde
X, Y son espacios métricos compactos. Entonces, la funcion inversa, =1,
definida en Y por f71(f(z)) = = donde x € X, es una transformacion
continua y suprayectiva de 'Y en X.

Teorema 0.2.5. La transformacion ¥ : A — Y5 hace una conjugacion to-
polégica entre o y H.

De acuerdo a la definicion anterior lo tinico que hay que probar es que ¥
es un homeomorfismo y que el siguiente diagrama conmuta, es decir, Vo H =
ooV
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Demostracion. Primero probaremos que se cumple la condiciéon Vo H = go W

Sea T un elemento en A, el cual puede caracterizarse como el punto de
interseccion de una recta vertical [,, con una recta horizontal /,,, de tal forma
que al aplicar H, las rectas vertical y horizontal se transformardan en otras
rectas vertical H(l,,) y horizontal H(l,,) respectivamente, por lo que H(Z)
sera el punto de interseccién de estas nuevas rectas.

Por lo que al aplicar ¢ a H(T), es claro que lo que obtenemos es la doble
sucesion infinita Y(H(Z)) = 5 = (...S_25_1 - S9$152...), en donde la sucesién
infinita a la izquierda del punto determina la recta horizontal H(l,,) y la
sucesion infinita a la derecha del punto determina la recta vertical H(l,,) en
cuya interseccion se encuentra H ().

Veamos ahora qué sucede si aplicamos 1 a T. Como en el caso anterior, T
estd en la interseccion de I, con I, . Por tanto (%) =t = (...t_ot_y -tol1ts...).
Del andlisis previo notamos que (...s_35_5-) es la sucesiéon que caracteriza a
[, en tAy (+s_15081...) es la sucesion que caracteriza a l,, en %\por lo que
t_, = sA,Q,t,Q = S_3... asi mismo tg = s_1,t; = Sg... de tal forma que
lp(f) =t= (...t_gt_l . totltg...) = (...8_38_2 . 8_15081...> con lo que U(lp(f)) =
(...8_28_1 . 808182...).

o(V(T)) = (...5-25-1 5051 ...) = V(H(T)).
Demostraremos ahora que W, la funcién definida en 1, es un homeomor-

fismo.

Sean T , y elementos de A. Probaremos que se cumplen 1, 2, 3, 4.

1. ¥ es suprayectiva. Sea 5§ = (...S_g...S_1 - S9S1...Sk—1...) un elemento en
Y9. Es claro que para cada k € N, s es un elemento del cuadrado:

Q

S_...S—28_1°808182..-Sk_1

Estos cuadrados forman una sucesion anidada cuya longitud de cada
lado, es 6%, de tal forma que podemos garantizar que existe un elemento

o
To en A tal que Ty = ﬂ Qs s 95 1505182501 POr lo que U(Zp) =5.
k=1
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0.3.

2. VU es inyectiva. Supongamos V(Z) = ¥(y) = (...5_25_1 - S0S152...), por

lo que los elementos Z, 7 estan dentro de cada uno de los cuadrados,
QS,k...Sfl-Sosl...Sk,17 k e N

de esta forma se cumple que:
o (o]
FNS m Qs,k..‘s_l-sosl..‘sk,l y y € m Qs,k..‘s_l-sosl..‘sk,l-
k=1 k=1

y dado que los cuadrados determinan un tinico punto conforme k£ — oo,
obtenemos que T = 7.

. Wes continua. Sean T € Ay § = (...s_25_1-505152...) = W(T). Seae > 0.

Fijemos n tal que 2,1%1 < e. Para una ¢ > 0 suficientemente pequena, si
7y € Ayocurre que | J—7 |< d, entonces § € Qo | sos1..5,_,- Para tal
elemento 7, sea t = (...t_ot_1 - tot1te...) = U(y). De esta manera ¢, = s

1 1
para —n < k < n—1. Asi d(h(T), h(7)) < Z ﬁjt Z o= =t o
1=—00 i=n+1
= 5 = 57 <E

. U1 es continua. Por el lema 0.2.1, 1,2 y 3, el hecho de que A y ¥ son

compactos probamos que ¥~! es continua.

Por 1, 2, 3, 4, tenemos que ¥ es un homeomorfismo.

Propiedades Dinamicas de o

En lo sucesivo mostraré muchas de las propiedades dinamicas que posee

la funcion o.

Definicién 0.3.1. Sea f : X — X, decimos que un punto x € X es periodi-
co, de periodo k, k € N si ocurre que f*(z) = x.

Notemos primero que los puntos periédicos de o de periodo n correspon-

den a sucesiones de la forma:
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S =(0r;80--Sn—1580---Sn—1* S0-+-Sn—1,80-+-Sn—15 ---)

Es decir, todos aquellos puntos cuya doble sucesion se conforma de la
repeticiéon infinita de una sucesion finita de longitud n. Ello sin importar que
el punto se localiza en un punto intermedio al periodo, es decir:

S = (, S0.--Sn—15,50---Sn—150---S5 * Si+1---Sn—1550---Sn—1, )

De ahi que existan 2" puntos fijos de H", cada uno generado por alguna de
las 2™ posibles ordenaciones de 0’s y 1’s de longitud n.

También es posible caracterizar a los puntos de Y5 que son asintotica-
mente fijos o asintoticamente periddicos.

Definicién 0.3.2. Sea f: X — X y sea vz € X.

s Decimos que x es asintoticamente fijo si existe un xq, punto fijo de f,

tal que
lim d(f"(x),z) =0

n—oo

s Decimos que x es asintoticamente periodico si existe un b, punto pe-
riodico de f, tal que

lim d(f"(x), f"(b)) = 0

n—oo

Analicemos primero los puntos que son asintéticamente fijos, para ello
veremos que existen tres casos:

= Caso 1. Cualquier sucesion de la forma:
(...5_98_1 - 80S1...8,111...) 6 (...5_95_1 - 5¢571...5,000...)

es asintoticamente fija para las iteraciones de H.

= Caso 2. Cualquier sucesion de la forma:
(., 111s_p...51 - SoS152...) 6 (..,0008_,...5_1 + S0S152...)

es asintéticamente fija para las iteraciones de H 1.
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= Caso 3. Cualquier sucesion de la forma:

(. 111s_p...81 - S081...8,111...) 6 (..,0005_,,...5_1 - S0$1...5,000...)
6 (..,0008_,,...5_1 - S9S1...8,111...)

es asintéticamente fija para las iteraciones de H y de H~1.

Para los puntos de Y5 que son asintoticamente peridédicos existen también
tres posibles casos y se constituyen de forma analoga a los casos anteriores,
salvo que esta vez sucede que a partir de un cierto término | m | en la doble
sucesion, se repite infinitamente una sucesién finita de longitud n.

Definicién 0.3.3. Sea A = {z € 35 : x es punto periddico de o}
y dadan € N, Sea A, = {x € Xy : 0™(x) = x}

Otro factor interesante con respecto a o es que el conjunto de puntos
periddicos, A, forman un subconjunto denso en .

Recordemos que un conjunto A es denso en Y, si ocurre que su cerradura
es el espacio X, es decir, A = 35, 0 equivalentemente, si para cada z € Y,
existe una sucesién {a,} en A tal que

lim a, = x,

n—oo
es decir que para cada ¢ > 0 existe N € N tal que d(a,,x) < ¢, para todo
n > N.

Entonces para demostrar que A es denso, vamos a construir una doble
sucesion infinita de puntos periédicos {7, }22, que converja a un punto arbi-
trario s = (...s_95_1 - S0S152...). Para ello definimos:

Tn = (cory SpeeeSny SmeeeS—1 * 80---Sny SnoeSny S—peveSny o)y M € N

es decir, 7, es un punto de periodo (2n) 4 1 cuyas entradas coinciden con las
de s hasta el término (n)-ésimo tanto a la izquierda como a la derecha del
punto de la doble sucesién. Por lo tanto, d(7,, s) < %%1, asi, 7, — s cuando
n — o0.

Por supuesto no todos los puntos en 5 son periddicos o asintéticamente
periédicos. De hecho los puntos no periédicos “rebasan por un gran niimero”
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a las que si lo son en Yy. Més atin, existen puntos no periédicos cuya orbita
es densa a 2.

Para demostrar ello consideremos el siguiente elemento de >s:

d* = (...~ 01 00011011000001010011100111...

Notemos que las entradas de la doble sucesién infinta a la derecha del
punto consta de todas las posibles ordenaciones de los valores 0 y 1 tomados
de uno en uno primero, luego de dos en dos y asi sucesivamente.

Probemos que d* es una érbita densa para o.

Demostracion. Sea S un elemento en Yy es decir 5 = (...5_25_1 + S0S152...)
donde s; € {0,1} y sea € > 0. Demostraremos que para algin entero positivo
m sucede que o™(d*) N Be(s) # 0.

Por la propiedad arquimediana es posible encontrar un entero positivo n
tal que 2%1 < €. Dado que en d* se encuentran todas las posibles ordenaciones
de 0’s y 1’s tomados de 2n en 2n, es claro que la ordenacién dada por s para
las entradas alrededor del punto :

(8—nS—(n—1)---5—25-1505152...5n_1)

forma parte de las configuraciones en d* de tal foma que es posible determinar
explicitamente un m tal que 0™ (d*) coincide en las n primeras entradas a la
derecha del punto y en las —n primeras entradas a la izquierda del punto con
los valores respectivos de s en esas posiciones. Entonces por el [Teorema 10]
d(o™(d*),5) < 51 <€, es decir, 0™ (d*) N B.(5) # 0

O

Para concluir, en el siguiente teorema exponemos todas las propiedades
hasta ahora demostradas de (3, 0):
Teorema 0.3.1. 1. La cardinalidad de A,,, es 2™ para cada n € N.

2. El conjunto A es denso en Y.

3. FExiste una orbita densa para o en Y.
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0.4. 2 es un Conyjunto de Cantor
El conjunto de Cantor es de los ejemplos mas importantes en topologia
y en sistemas dinamicos.

Para hablar de un conjunto de Cantor es preciso introducir algunas de-
finiciones matematicas como por ejemplo de conjunto totalmente disconexo,
compacto y perfecto.

Definicién 0.4.1. Un espacio métrico, X, decimos que es:

1. Perfecto, si X es cerrado y cualquier punto de X es un punto de acu-
mulacion de X .

2. Compacto, si cada sucesion en X posee una subsucesion convergente
en X.

3. Totalmente disconezo, si X # 0 y ningin subconjunto conexo contiene
mas de un punto ( es decir, sus componentes son puntos).

El Conjunto de Cantor clésico (de los tercios excluidos) es métrico, com-
pacto, perfecto y totalmente disconexo. Es posible demostrar que todo con-
junto no vacio con estas cuatro propiedades es homeomorfo a dicho Conjunto
de Cantor. Para ver una prueba de ello, consultar [??] de la bibliobrafia.

Figura 0.4.1.

Definicién 0.4.2. Un conjunto A, es un Conjunto de Cantor, si A es métri-
co, perfecto, compacto y totalmente disconexo.

Teorema 0.4.1. FEl espacio métrico Yo es un conjunto de Cantor.

Demostracion. 1. Y9 es compacto. Sea {a;,}5°; una sucesién cualquiera
en Yo, recordemos que cada «,, es de la forma:
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anp = (...a_sa_1 - apaias. . .).

Pensemos en todos éstos «,,, es posible determinar un conjunto infinito
de ellos para los cuales su entrada ag coincide. Notemos que la sucesion
puede contener una infinidad de términos cuya entrada ag sea 0, 1 o
incluso puede haber una infinidad de ambos. Sin pérdida de generali-
dad, elegimos uno de esos subconjuntos infinitos y denotamos por n; el
menor de los elementos de ese conjunto y hacemos (3, = a,,. Dentro de
todo este conjunto cuyos elementos, repito, coinciden en la entrada ag
seleccionaremos un subconjunto infinito de elementos para los cuales
se cumpla que su entrada a_; coincida también. Denotamos por ns el
menor de ellos tal que ny > ny y hacemos 3y = «,,. Hasta ahora te-
nemos un subconjunto infinito de elementos de la sucesién {«,} cuyos
entradas ag y a_; son iguales respectivamente. De ahi seleccionaremos
un subconjunto infinito de elementos para los cuales se cumpla que su
entrada a; coincida. Denotamos por nsz el menor de esos elementos tal
que ng > ng y hacemos 3 = a,,. Continuando con este proceso, ob-
tendremos una subsucesién {/3;}52, que es claramente convergente. Por
tanto Xy es compacto.

2. 3, es perfecto. Sea t = (...t_1 - toty...), demostraremos que es un punto

de acumulacion de X5, para ello, construyamos la sucesién de elementos
de Yy como sigue: Sea 5 € ¥, tal que para toda i € Z, s; # t;. Sean

ZL\O = (...S_2t_1 . t(]Sl .. .),
/dl = (...S_3t_2t_1 . t0t152...),

62 = (...S,4t,3t,2t,1 . t0t1t283...)

-~

Ap = (...t_n...t_gt_gt_l : tgtltg...tn_l...) etc.

Por lo que resulta claro que dicha sucesion converge a t= (...t_1toty...).
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3. Yy es totalmente disconexo. Sean /a\,/b\ en Y9 dos elementos distintos.
Demostraremos que existen dos cerrados ajenos Ay B en X, tal que
acAybe By AUB =1%,.

Como a # /b\, existe ng € Z tal que a,, 7# bn,. Sean A C X9, B C 3
definidos asi:

A={t ty, =an}y B={t:tn, =bn}.
Claramente ANB =0, AUB = X,.
Afirmacion. A es abierto.
Demostracion. Sea ¢ € A, entonces Cpy, = Gp,. Sea & = ﬁ Por el
Teorema 0.2.1, si d(/t\, ¢) < &, entonces las coordenadas de ty ¢ coinciden
para toda n, |n| < |ng|. Esto implica que t,, = ¢p, = ay,, €s decir, t €

A. Por lo tanto B.(¢) C A. Asi A es un conjunto abierto y procediendo
de manera analoga demostramos que B es abierto.

De esta forma podemos concluir que cada componente de Y, tiene
exactamente un punto.

4. Por ultimo, Y5 es claramente un espacio métrico.

]

Otra forma de probar que el espacio ¥y es un Cantor es dando direc-
tamente un homeomorfismo entre el espacio de simbolos y el conjunto de
Cantor.

Mencionamos aqui, sin demostracién, solo la idea que se puede seguir.

Para ello definamos la siguiente transformacién: h. : C — Y5 como si-
gue: para r = (0.xgx1x273...) € C donde z; es 0 6 2. Notemos que ello es
posible puesto que se puede demostrar que todo punto que pertenezca al
Conjunto de Cantor, puede escribirse tinicamente con ceros y dos en base 3.
Una vez aclarado este punto, podemos definir sin ambigiiedades el siguiente
homeomorfismo.

he(z) =y = (... y-2y-1- Yo¥1¥2..), donde

24 _ Ted+1

Y= "5 YY-(G+1) =
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0.5. Sistema Caotico

De las miultiples posibilidades matemaéticas para definir el comportamien-
to cadtico de las orbitas de un sistema dindamico adoptaremos la propuesta
por el matematico Robert L. Devaney, ya que ésta posee un enfoque topoldgi-
co que resulta muy adecuado para nuestro proposito, ademas de la relativa
sencillez con la que es posible verificar las condiciones de esta definicion.

Antes de formalizar el concepto de caos, me gustaria hablar de lo que in-
tuitivamente podriamos esperar de un sistema cadtico, de esta forma serd mas
facil asimilar las definiciones matematicas de funcién transitiva y de depen-
dencia a las condiciones iniciales que estan intimamente relacionadas a la
definicién de sistema cadtico.

Claramente cuando nos referimos a un comportamiento cadtico pensamos
en un sistema que es impredecible, es decir que sin importar la experiencia
acumulada o previa que se tenga del comportamiento del sistema, es impo-
sible establecer una prediccion verdadera del estado futuro del mismo.

Me gustaria citar un ejemplo de sistema cadtico que es sin duda el mas
socorrido, pero no por ello deja de ser interesante y sobre todo muy conocido
por todos los habitantes del planeta tierra.

Pensemos en el clima. ;Podremos predecir con plena certeza, siendo hoy
una hermosa tarde de otono, con un sol resplandeciente, un cielo despejado y
una temperatura agradable, que al anochecer la lluvia densa y tenaz no cu-
brira a la ciudad? La experiencia diaria nos dice claramente que es imposible
garantizarlo, ya que los factores climaticos pueden cambiar abruptamente sus
valores sin importar las condiciones presentes, con ello me refiero al hecho
de que la precision en los valores iniciales es fundamental para una mayor
certeza en la prediccién ya que cualquier error produce cambios sustanciales
en la prediccion final.

Definicién 0.5.1. Decimos que f : D — D es topolégicamente transitiva si
para cualesquier par de conjuntos abiertos no vacios U,V C D, existe k > 0

tal que fR(UYNV # (.

Intuitivamente podemos imaginar a las funciones transitivas como aque-
llas que poseen Orbitas que visitan densamente a todo el espacio, es decir que
hay puntos que eventualmente, bajo alguna iteracién de f, se mueven de una
vecindad arbitrariamente pequena a alguna otra.
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Figura 0.5.1.

En el siguiente teorema se hara explicita la relacién entre la existencia
de una orbita densa bajo alguna funciéon y que ésta sea topoldgicamente
transitiva.

Proposicién 0.5.1. Sea D un subconjunto compacto y perfecto de un espacio
métrico y una funcion, f : D — D continua. Si existe un punto cuya orbita
bajo f es densa en D, entonces f es topologicamente transitiva en D.

Para la demostracién consultar [??] de la bibliografia.

Definicién 0.5.2. Decimos que f : D — D posee una sensible dependencia
a las condiciones iniciales si existe 6 > 0 tal que, para cualquier x € D y
cualquier vecindad N de x, existe uny € N yn > 0 tal que d(f™(x)—f"(y)) >
J.

Intuitivamente una transformacion es sensible a las condiciones iniciales
si podemos encontrar puntos arbitrariamente cercanos a x que eventualmente
se separen de x al menos una distancia d bajo alguna iteracion de f.

Figura 0.5.2.
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Debo enfatizar que no es necesario que todos los puntos cercanos a x deben
separarse de x bajo alguna iteracion, sin embargo debe existir al menos un
punto que describa ese comportamiento en cada vecindad de z.

Una vez establecidas estas definiciones estamos listos para introducir for-
malmente la definicién de caos adoptada por Robert Devaney.

Definicién 0.5.3. Sea D un conjunto y sea f : D — D continua. Se dice
que [ es cadtica en D si:

1. f es sensible a las condiciones iniciales.
2. f es topolégicamente transitiva.
3. Los puntos periodicos son densos en D.

En particular, podemos observar que cuando el dominio de una funcién
continua es infinito, entonces, la densidad de los puntos periédicos y el que la
funcién sea topoldgicamente transitiva implica la propiedad de sensibilidad
a las condiciones iniciales. Lo cual se manifiesta formalmente en el siguiente
teorema demostrado por Banks y otros. Consultar [??] de la bibliograffa.

Teorema 0.5.1. Sea D un subconjunto infinito de un espacio métrico y
f D — D una funcion continua. Si f es topologicamente transitiva en D y
los puntos periodicos de f son densos en D, entonces f es cactica en D.

Para la demostracién consultar [?7] de la bibliografia.

0.5.1. (X,,0) es cadtico.

Teorema 0.5.2. Fl sistema dindmico dado por (X3, 0) es cadtico.

Demostracion. Sabemos que Y, es un espacio métrico y ¢ es una funcién
continua. Ademas se demostrd que Y5 es un conjunto compacto y perfecto
y que existe un punto en ¥, cuya orbita es densa bajo o en ¥,. Entonces,
por el Proposicién 0.5.1 la funcién o es topologicamente transitiva en o,
ademas se demostré que el conjunto de puntos peridédicos, A, es denso en Yo,
entonces por el Proposicién 0.5.1, ¢ es una funcién cadtica en .

O
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En la seccion de Conjugacion Topologica, hablamos de la preservacion
de propiedades dindmicas de las funciones bajo cierta conjugaciéon h. En
ese sentido, presentamos los siguientes resultados que nos permitiran, para
finalizar, presentar el resultado mas importante del capitulo 2.

Sea la transformacién f : A — A topoldogicamente conjugada a la trans-
formacion g : B — B, ambas funciones continuas en los espacio métricos A
y B respectivamente, es decir tenemos el siguiente diagrama conmutativo,
donde h es un homeomorfismo.

A-T-4

h h

g

De esta forma podemos demostrar lo siguiente:
Teorema 0.5.3. Si f es transitiva en A, entonces g es transitiva en B.

Demostracion. Sean U y V dos subconjuntos abiertos en B y suponga-
mos que g es h-conjugada de f. Entonces h=1(U) y h=1(V) son dos sub-
conjuntos abiertos en A. Dado que f es transitiva, existe un £ € N tal
que f*(h=(U)) N h=Y (V) # () por la Observacién 0.2.2. Ahora, puesto que
fE(h=YHU)) N =Y (V) # 0, entonces (h=1(g*(U)) N h=Y(V) # 0, entonces
h=Y(g"*(U)NV) # 0, entonces g"*(U) NV # 0. Por lo que, g es transitiva. [J

Teorema 0.5.4. El conjunto de puntos periodicos de f, P, en A es denso,
entonces el conjunto de puntos periodicos de g, P*, en B es denso.

Demostracion. Sea U cualquier conjunto abierto no vacio de B. Entonces,
h=Y(U) es un subconjunto abierto de A y por la densidad de los puntos
periddicos debe contener un punto x, € A k-periddico para algun k, es decir,
zo = fF(xg). De ahi se sigue que h(zo) = h(f*(z0)) = g*(h(zo)) por tanto
h(zxo) es un punto k-periédico de g. Ademas, h(zg) € h(h=*(U)) = U por
consiguiente, el conjunto de puntos periédicos bajo g, P* es denso en B. [

Teorema 0.5.5. Si f es cadtica en A, entonces g es cadtica en B.

Demostracion. Por los dos teoremas previos y el teorema 0.5.1 podemos con-
cluir que ¢ es cadtica en B. Il
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0.5.2. (A, H) es cadtico.

Corolario 0.5.1. El sistema dindmico (A, H) es cadtico.

Demostracion. Se demostrd que la funcién H es conjugada topoldgica a la
funcién o y por el teorema 0.5.2, (35, 0) es cadtica entonces por el teorema
0.5.5, (A, H) es cadtico. O



Algunas propiedades
topoldgicas de ()

De la relacién H(M) C M obtenemos la siguiente sucesion encajada de
conjuntos:

M > H(M)D H*(M) > H¥M) D ...
Para cada n € N se tiene :
1. H"(M) es compacto, conexo y distinto del vacio, y
2. H"(M) = N H'(M).

Sea (2 el siguiente conjunto:
o
Q= (H(M)
=0
A continuacién demostraremos que €2 es un continuo.

0.1. Un breve vistazo a la Teoria de conti-
nuos

Definicién 0.1.1. Un continuo es un espacio métrico, compacto y conexo.
Un subcontinuo es un subespacio de un espacio métrico, el cual es un conti-
nuo.

Algunos ejemplos son los siguientes:

1



1. En R los tnicos continuos son los intervalos cerrados y acotados.

2. En general llamaremos arco, a todo espacio que es homeomorfo al in-
tervalo [0, 1] y por lo tanto es un continuo.

3. El circulo unitario, S* = {(z,y) € R? : 2% + y* = 1}.
4. El disco, D* = {(z,y) € R? : 2* + y? < 1}.

5. El continuo X = Ci(z,y) € R? : y = sen(2),0 < x < 1} se conoce
como la curva topoldgica.

6. El Cubo de Hilbert es un espacio que es homeomorfo al producto car-
tesiano numerable:

HXZ" cada X; = [0, 1]

i=1

con la topologia producto. Este conjunto es también un continuo.

Figura 0.1.1.

7. El toro T = S' x S'.

8. El toro solido T = S' x D?.
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Figura 0.1.2.

0.2. Intersecciones anidadas de continuos.

Una de las herramientas mas importantes en teoria de continuos para
construir ejemplos interesantes de estos espacios es el uso de intersecciones
anidadas de continuos.

Es por ello que los siguientes resultados son muy importantes.

Lema 0.2.1. Sea {X;}°, una sucesion de espacios métricos, compactos tal

que X; D X411 para cada i = 1,2, ..., y sea X = ﬂX,-.
i=1
Si U es un conjunto abierto de X1 tal que U D X, entonces existe N € N
tal que U D X; para todo 1 > N.

En particular: Si cada X; # 0, entonces X # (). Nétese que X es com-
pacto.

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, que para cadat=1,2,...,
existe un z; € X; —U. Puesto que X; D X3 D Xj... entonces X;\U D Xo\U
y asi sucesivamente. Entonces x; € X;\U para todo i. Ahora, puesto que X,
es un compacto y U es un abierto se implica que X;\U es un subconjunto
cerrado de un compacto, métrico y por tanto X;\U es un conjunto compacto,
métrico. De tal forma que podemos asumir que la sucesién {z;}°, converge a
algiin punto p € X; —U. Sabemos que para cada k, x; € X}, para todo: > k.
de tal forma que p € X}, para cada k. Por lo tanto, p € X, lo cual, dado que
p no pertenece a U, contradice la hipétesis de que U D X. De ahi que existe
una N tal que, U D X, para todo ¢ > N. Asi queda demostrada la primera
parte de la proposicion.



El hecho de que X # () si cada X; # () se sigue de lo anterior. Si asumimos
X =0 y tomamos U = () ya que de esta forma tenemos que U es un conjunto
abierto de X; tal que U D X ( el conjunto vacio es un subconjunto de
cualquier conjunto), entonces por lo recién demostrado podemos afirmar que
existe N € N que U D X; para todo ¢ > N, por lo que es claro que Xy = (.
Esto es una contradiccion. Ello completa la prueba. O

Antes de enunciar el otro resultado importante en este sentido es preciso
observar lo siguiente:

Proposiciéon 0.2.1. Todo espacio métrico X, es normal. esto quiere decir
que para cualesquiera dos puntos, x,y € X siempre existen vecindades V, €
V(z) (la familia de vecindades de x), y 'V, € V(y) que son disjuntas. Ademds
que para cualesquiera dos subconjuntos cerrados y disjuntos, A y B de X,
existen siempre vecindades Uy € V(A) y U € V(B) que son disjuntas.

Demostracion. Para una prueba de ello consultar [??] de la bibliobraffa. [

Teorema 0.2.1. Sea {X;}°, una sucesion de continuos tal que X; O X;1q

para cada t=1,2,..., y sea X = ﬂXi, entonces X es un continuo.
i=1

Demostracion. Por la proposicién anterior, X es un espacio métrico com-
pacto no vacio. Por lo que sélo resta demostrar que X es conexo. Para ello,
supongamos que X no es conexo. Entonces, X = AU B donde A y B son dos
conjuntos disjuntos, no vacios y cerrados (de ahi que sean compactos). Por
la Observacion 3.1.1 y dado que X; es un espacio métrico, X; es un espacio
normal, es decir, podemos encontrar dos subconjuntos abiertos V' 'y W de
Xitalque ACV y BCW. SeaU =V UW. Entonces, por la proposicion
anterior, U D X,, para alguna n. De ahi que,

X, = (X, N V)U (X, N W).

Ademés, dado que X,, D X = AUB y puesto que A # () y B # (), observamos
que X,NV # 0y X,NW # (. Se sigue inmediatamente que X,, no es conexo,
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, X es conexo. O]
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0.2.1. Curva Universal de Sierpinski.

Un ejemplo muy interesante de continuo construido a partir de intersec-
ciones anidadas es la llamada Curva Universal de Sierpinski.

La forma de construirla es muy sencilla; hagamos una particion del cua-
drado unitario S = [0, 1] x [0, 1], en nueve cuadrados congruentes, y sea

X = 5= ((5,2) x (3,2).

Figura 0.2.1.

Anélogamente, dividamos cada uno de los ocho cuadrados restantes en
nueve cuadrados congruentes, y sea X, el continuo resultante al remover los
cuadrados centrales de cada uno de los ocho cuadrados, tal como se aprecia
en la siguiente figura.

Figura 0.2.2.

[e.e]
Continuando con este proceso definimos X3, Xy,... Sea X = ﬂ X;.
i=1



Y por el teorema anterior sabemos que X es un continuo y lleva el nombre
de Curva Universal de Sierpinski.

El término universal se refiere al hecho de que se puede demostar que
este continuo de dimensién uno en el plano contiene una copia topoldgica de
cualquier otro continuo unidimensional del plano.

0.3. Continuos Indescomponibles.

Todos los ejemplos anteriores de continuos poseen la propiedad de que
pueden ser expresados como la unién de dos subcontinuos propios.

Esta propiedad es muy importante y de hecho nos da una clasificacion de
los continuos, tal como observamos en la siguiente definicion.

Definicién 0.3.1. Un continuo X se dice que es descomponible si ocurre
que X puede ser escrito como la union de dos subcontinuos propios. Esta
union no es disjunta. Un continuo que no es descomponible se dice que es
mdescomponible.

Para lectores no familiarizados con estos conjuntos, presentamos los si-
guientes ejemplos:

1. El intervalo unitario cerrado es descomponible, ya que éste puede ser
escrito, por ejemplo, como: [0, %] U [%, 1].

2. El circulo unitario es descomponible, puesto que podemos describirlo
como la unién de los semicirculos cerrados superior e inferior.

3. También lo son el toro, la esfera, o incluso la Curva de Sierpinski.

Hasta este momento podriamos pensar que todos los continuos son descompo-
nibles (excepto el continuo que consta de un punto, claro estd). Sin embargo
es posible demostrar que la mayoria de los continuos son indescomponibles
aunque la prueba no forma parte de los objetivos de la tesis.

0.3.1. El continuo de Knaster

El ejemplo més sencillo de un continuo indescomponible y que ha sido
ampliamente estudiado por los topdlogos es el Continuo de Knaster. A con-
tinuacion damos una explicacion de la construcciéon de este espacio asi como
de sus propiedades méas relevantes.
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Empecemos con el conjunto ternario de Cantor, C, en R?. Este conjunto
es simétrico alrededor de x = % , de esta forma podemos unir todo par de
puntos simétricos en C, por un semicirculo que “viva” en la mitad superior
del plano con centro en z = %

Figura 0.3.1.

El siguiente paso es unir los puntos de la parte derecha de C entre % y 1.
Ellos pueden igualmente ser conectados por semicirculos que “vivan” en la

parte inferior del plano, esta vez centrados en %

Figura 0.3.2.

Con la porcién izquierda que nos queda lo que haremos es dividirla nue-
vamente a la mitad, y de esta forma pares de puntos simétricos en la porcion
derecha pueden ahora ser unidos por semicirculos.



Figura 0.3.3.

Continuando con este proceso, en el limite, lo que obtendremos es un
conjunto que lleva por nombre el Continuo de Knaster y que tratamos de
representar en la figura siguiente.

Como mencioné al principio, el Continuo de Knaster posee muchas pro-
piedades topolédgicas interesantes, entre ellas destaca la caracteristica de ser
un continuo indescomponible.

Para tener una idea intuitiva de porqué este continuo es indescomponible,
supongamos por un instante que tratamos de romper dicho conjunto por la
mitad, en la parte derecha y la parte izquierda. Entonces, lo que obtenemos, es
que cada uno los subconjuntos resultantes es claramente disconexo. De forma
similar, si intentamos dividir éste conjunto en la mitad superior e inferior lo
que obtendremos también son dos subconjuntos cada cual disconexo.
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Pero bueno, ustedes diran, porqué no tomar uno de los arcos que lo con-
forman, hagamos eso. Es decir, consideremos un subconjunto cerrado que
contenga la curva que empieza en 0 (de hecho ésta es la unica curva que
es accesible a nuestros 0jos...), lo que encontramos es que ésta curva pasa
através de los puntos X = 1, %, %, %, g, ..., en el orden planteado, es decir,
atraviesa todos los puntos frontera del conjunto de Cantor.

Figura 0.3.4.

De ahi que la cerradura de este conjunto sea el Continuo de Knaster
completito, y por tanto no es un subconjunto propio. En conclusion lo que
estamos demostrando intuitivamente es que no es posible tomar un subcon-
junto cerrado que contenga a alguna de las curvas que sea propio. De ahi la
imposibilidad de descomponerlo.

Topolégicamente este continuo posee muchas mas propiedades. Existe una
infinidad de curvas disjuntas en el conjunto, y cada una de ellas es densa.
Esta caractaristica es muy importante y mas adelante la retomaremos.

La importancia de presentar la propiedad de indescomponibilidad en esta
seccion se debe principalmente al hecho de que en la siguiente seccién de-
mostraremos que el sistema dindmico de la Herradura posee un subconjunto
especial, un atractor, con la propiedad de ser un continuo indescomponible.
Un aspecto muy interesante es que jdicho atractor es homeomorfo al Continuo
de Knaster!

0.4. EIl Atractor de la Herradura

Recordemos que M es el dominio de H y que de la relaciéon H(M) C M
obtenemos la siguiente sucesion encajada de conjuntos:
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M D> H(M)> H*(M) D> H*(M) D ...
Para cada n € N se tiene :

1. H™(M) es compacto, conexo y distinto del vacio, y
2. H"(M) = M H' (M).

Sea (2 el siguiente conjunto:
Q=()H(M)
i=0

Resulta inmediato por lo estudiado en la subseccion previa que €2 es un
continuo, pero jpor qué el atractor de la Herradura? Intuitivamente es facil
entender el concepto de atractor, es decir, alguna regién del espacio a la cual
la mayoria de las érbitas se aproximen. Para formalizar un poco mas este
hecho, daremos algunas definiciones previamente.

Definiremos la distancia entre un punto y un conjunto, muy conocida en
topologia.

Sean Y un subconjunto compacto de X y x un punto en X. La distancia
de x a Y esta dada por:

dist(z,Y) = min{d(z,y) : y € Y}.
Este minimo si se alcanza ya que Y es compacto.
El didmetro de Y nos lo da el siguiente méximo:
diam(Y') = max{d(y,z) : y,z € Y'}.
Con ello podemos enunciar la siguiente proposicién.

Proposicién 0.4.1. Para todo (z,y) € M se tiene que:
lim dist(H"(x,y),§) = 0.
Demostracion. Sean (x,y) € M y ¢ > 0. Consideremos el conjunto:

U= U B.(u,v),

(u,w)eN
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donde B.(u,v) = {(s,t) € R*:|| (s,t)— (u,v) ||< }. El conjunto U es abierto
y contiene a {2 por la proposicion demostrada anteriormente, existe N € N
tal que H"(M) C U si n > N. De aqui se sigue que
dist(H"(z,y),) < € para todo n > N.
O

La proposicién anterior nos dice que las orbitas de todos los puntos de
M tienden hacia ). Tal vez la érbita de (z,y) € M no sea una sucesion
convergente, pero la distancia entre el punto H"(x,y) y el conjunto € si con-
verge a cero cuando n tiende a infinito. Es por cumplir esta condiciéon que
nos referiremos a {2 como el atractor de la Herradura.

Ahora daremos una definicion formal de atractor.
Tenemos H : M — M y Sea 2 C M.

La cuenca de atraccién de 2 es el siguiente conjunto.
B(Q) ={(x,y) € M : lim,,_. dist(H"(z,y),Q) = 0}.

Decimos que (2 es el atractor de H en M si existe un abierto, V', tal que
QcCcVyV cB(Q). Algunos autores para definir atractor piden que exista

un regién compacta N C M tal que H(N) C Int(N) y que Q = ﬂ H'(N).
i=0
Observemos que el conjunto €2 definido anteriormente en la Herradura
cumple estas condiciones.

De aqui en adelante nuestro objetivo sera mostrar que €2 es indescompo-
nible. Ello requiere de un mayor esfuerzo, asi que empecemos por demostrar
la siguiente proposicion.

Proposicién 0.4.2. H(Q2) =Q
Demostracion. Probemos primero que H(2) C Q. Para ello observemos lo
siguiente:

H(Q) = H(MZoH" (M) € 02, H™ (M) = €.

Para probar la otra contencién tomemos (z,y) € Q. Como (z,y) € H(M),
existe (u,v) € M tal que H(u,v) = (z,y). Dado que H es inyectiva y que
para todo n > 0,



12

(z,y) € H""H(M) = H(H"(M)),

Se sigue que (u,v) € H"(M) para toda n > 0. Esto es, (u,v) € Q. Por lo
tanto (z,y) € H(N). O

Para el desarrollo de la siguiente seccion sera preciso recordar lo visto en
el primer capitulo cuando dimos una presentacién geométrica de la transfor-
macién Herradura.

Recordaremos entonces que en las regiones B y D, H, se comporta como
una transformacién afin, de esta forma es facil encontrar una regla de corres-
pondecia para cada punto en estas regiones. Debo aclarar que ello es necesa-
rio, porque nos ayudard a demostrar que {2 es indescomponible.

Definiremos la funciéon H : M — M para las regiones BU D. Lo haremos
en 3 pasos, cada uno de ellos descrito por una funcién h;. Al final H sera el
resultado de hacer la composicion de todas ellas, H = hg o hy o hy.

Iniciemos descomponiendo nuestro cuadrado S en las siguientes regiones
homogeneas, como se muestra en la figura. (no tienen porqué ser exdctamente
esos valores)

Para fijar ideas pensemos en § = % Recordemos que las bandas B y
D sufren primeramente una contraccién lineal en la direccién del eje de las

ordenadas un factor 4. En este caso § = é

Esto es, hi(z,y) = (v, %) si (v,y) € S

Luego aplicamos una transformacién hy que consiste en expandir h(A) y
h(B) en la direccién del eje de las abcisas un factor + =5

I
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Esto es, ho(z,y) = (bz,y) si (z,y) € S

Ahora bien, dado que las regiones B y D quedan transformadas después
de aplicar hy o hy en los rectangulitos:

B—[1,2] x[0,1]y

D — [3,4] x [0, ]

Sera sencillo determinar la funcién que envie dichos rectangulos a su lugar
final, promovido por H, como se aprecia en la figura.

De tal forma que los rectangulos dados por hy o hy de B y D respectiva-
mente son y deseamos que sean enviados bajo hg a:

[1,2] x [0,5] = [0,1] x £, 5] ¥
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HiB) = h3 (ha (hq (BY)

0 1/5 215 3/5 415 1

Asi:
(2 -z, % —y) si(z,y) € ha(hi(D))

hs(z,y) = (x—3,y+1) si(z,y) € ho(hi(B))

Finalmente encontramos una regla de correspondencia H : M — M para
las regiones By D:

H:h30h20h1

H(Q},y) =

Por lo que es inmediato calcular que los puntos fijos de H, bajo esta regla

de correspondencia son : (1,%) y (2, 1)

En lo que sigue construiremos una funciéon f*, que satisfaga
froT(x,y) =T o H(z,y)

para una funcion T' que definiremos en la siguiente seccion.

0.4.1. Un diagrama que conmuta

Consideremos la siguiente funcién T': M — I, definida por:
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Definicién 0.4.1.

0 si(z,y) ek
T(z,y) =14 « si(z,y)elxI
1 si(z,y) €A

Es inmediato demostrar que 7T es suprayectiva y es continua en todo punto
de M. Sin embargo esta funcién no es inyectiva. De hecho cada segmento de
recta vertical contenido en I X I C M es transformado bajo P en un punto,

T({z} x I) ={x}.

Como expliqué al final de la seccion previa, lo que haremos es encontrar
una funcién continua f* : I — I tal que para todo (z,y) € M se tenga que
froT(x,y) =ToH(z,y). Esto es, f* serda una funcién que hard conmutativo
el siguiente diagrama:

M~ ar

T[lr %T

La regla de correspondencia de f* la encontramos a partir de las siguientes
observaciones:

[

f*

1. Sea (x,y) € E. Como H(x,y) € A,

4(0) = f*(T(x,y)) = T(H(z,y)) = 1.
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. Sea (z,y) € I x I tal que % <z < % Aqui H(z,y) = (2—51‘,%—

. Sea (z,y) € A. Como H(z,y) € A,

(1) = fA(T(x,y)) = T(H(z,y)) = 1.

. Sea (z,y) € I x I tal que 0 <z < i. Como H(z,y) € 4,

f*(2) = f(T(z,y)) = T(H(x,y)) = 1.

8y,
por tanto,

() = f<(T(x,y)) = T(H(z,y)) = 2 — 5.

. Sea (z,y) € I x I tal que 2 <z < 2, entonces H(z,y) € E. Por tanto,

— 57

fr(@) = f*(T(z,y)) = T(H(z,y)) = 0.

. Sea (z,y) € I x I tal que 2 <z < 3. Aqui H(z,y) = (5z —3,£—1) v,

por tanto,

f(z) = f*(T(x,y)) =T(H(z,y)) = bz — 3.

. Por tltimo, si (z,y) € I x 1 es tal que 2 < 2 < 1, entonces H(z,y) € A,

Por tanto,

(@) = (T(z,y) =T(H(z,y)) = L.

En resumen, dado que = € I tenemos que f* se define como:

Definicién 0.4.2.

(1 size[0,1]U[3,1]
2—5x sixeE [, 2]
/(@) 0 siz €[22
k5x—3 siz €2, 4]
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La funcién f*(x) es suprayectiva y continua en todo punto de I. Ademas,
para todo (x,y) € M, f*oT(x,y) =T o H(z,y).

Antes de continuar es preciso observar que la funciéon f* describe el “mo-
vimiento” de los segmentos de rectas verticales que se obtienen en cada itera-
cion de H ello recordando que segmentos de rectas verticales se transforman
en segmentos de rectas verticales variando su tamano.

Proposicién 0.4.3. T'(2) = I

Demostracion. Sabemos que € es conexo y que {a, (
T(A) =1 entonces 1 € T(2). Ademds como:

%,%),(%,i) c Q. Como

Qe H(M)C M\ {(z,y):2>0,y € (33}

la interseccién de 2 con E debe ser distinto del vacio ( ya que € es conexo,
de hecho probamos que es un continuo. De aqui que 0 € T'(€2). Y como T'(£2)
es conexo, T'(Q) = I.

O

Esta proposicién nos permite concluir que el siguiente diagrama conmuta:

0210

Tlir ILTT

—_—

f*
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0.5. Limites inversos

En la seccién anterior introdujimos la técnica de intersecciones anidadas
y mostramos como utilizarla para construir nuevos continuos interesantes a
partir de unos més sencillos. En esta seccion veremos que es posible utilizar
los limites inversos en el mismo sentido. También veremos que ellos pueden
ser pensados como un caso particular de intersecciones anidadas.

Cabe enfatizar que estos espacios son un tema importante en Sistemas
Dindmicos, particularmente en el estudio de atractores. Actualmante hay
multiples trabajos en donde con la ayuda de limites inversos es posible tener
una clara y comprensible idea sobre la estructura de cierto tipo de atrac-
tores.(Ver el trabajo de R.F. Williams [R.F. Williams , One dimensional
nonwandering sets, Topology 6 (1967), 473-487.

En este sentido, se ha demostrado que los limites inversos sirven para
explicar la dindmica en algunos atractores de homemorfismos en el plano. In-
formalmente podemos decir que cuando el limite inverso es indescomponible,
al atractor se le conoce como atractor extrano. Y mas todavia, la dinamica
de dichos homemorfismos esta relacionada con la dinamica de la funcion de
ligadura y con la descomponibilidad del limite inverso.

En un primer acercamiento a los limites inversos, la teoria y los resultados,
tal vez parezcan complicados, sin embargo cuando llegamos a familiarizarnos
con este tipo de herramientas obtenemos construcciones interesantes.

Definicién 0.5.1. Una sucesion inversa es una sucesion de espacios X,
Junto con una sucesion de funciones continuas f; : X;y1 — X; (llamadas
funciones de ligadura) y se denota, {X;, f;}52,. Algunas veces escrita como:

f2 fi—1 fi fit1
X, X; X <.
El limite inverso de una sucesion inversa {X;, f;}32,, denotado por
[e 9]

Hm{X;, fi}2,, es el subespacio del espacio producto HXi definido como:
i=1

Xoo = lgn{Xi, fitr2, ={(z)x, € HXi : fi(zig1) = x; para toda i}

=1

Para lectores no familiarizados con estos espacios, presentamos los si-
guientes ejemplos que se introducen en orden de complejidad.
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= Fjemplo 1. Supongamos que para cadat € N, X; = X y

fi  Xipy1 — X, estd definida como f;(z) = z. Es claro que:

Im{X;, fi}2, ={(z,z,...):x € X} C HXZ"

=1

Es posible demostrar que {(z, z,...) : x € X} es homeomorfo al espacio
X.

= Fjemplo 2. Como en el ejemplo anterior, s6lo que ahora en lugar de
tomar a la funcién identidad tomamos a la funcién f;(z) = ¢ para cada
i € N, es claro que el unico elemento en el lim{X;, fi}:2, es (¢, ¢, ¢c,...).

Es decir,
Hm{qu fz}zoil - {<Cv (e ) ice X}

= Fjemplo 3. Supongamos que para cada i € N, X; =Ny

fi: Xix1 — X, estd definida como f;(n) = n + 1. Afirmamos que que:
Im{X;, fi}2, =0

Para ello supongamos que ()5, = (123 ..y ...) € Im{X;, fi}2,.
Notemos que f(z3) = x93 + 1 = 1 entonces xg = 21 — 1, f(x3) = 29 =
ro—1=(x; —1)— 1=z — 2, etc. Sea ng = x1 + 2. Observemos que
Tpy = Tyyq2 =21 — (np — 1) =21 — (x1 +2 —1) = —1, lo cual es una
contradiccién ya que 21 € N. Por tanto, lim{X;, f;}2, = 0.

» Ejemplo 4. Para cada n € N, tome X,, =[0,1] y f, = ¢, donde f es la
tan conocida funcién tienda.

t(z) =

El Teorema 0.5.2 nos muestra que X, es un continuo; de hecho, se
puede demostrar que X, es homeomorfo al Continuo de Knaster.
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= Ejemplo 5. Para cada n € N, tomemos X,, =S y f,(2) = 22, tomando
a z como numero complejo de médulo 1.

Igualmente por el Teorema 0.5.2 tal sabemos que X, es un continuo y
puede demostrarse que es homeomorfo al solenoide diddico.

Una vez familiarizados con la definicién, es posible realizar las siguientes
observaciones.

Si para cada ¢ € N tenemos que

[o.9]

Vi:HXnHXi

n=1

es la proyeccion natural sobre el i-ésimo factor, entonces denotamos por
m; a la restriccion de v, al limite inverso X, es decir, m; = v;|x_ para cada
nimero natural n.

Observacién 0.5.1. m; = f; o w11 y en general, st m < i tenemos que

Tm = Jm © fmg10... fim10m;.

Observacién 0.5.2. Si cada funcion de ligadura es suprayectiva, entonces
todas las proyecciones m; también son suprayectivas.

Demostracion. Sea y; € X; debemos demostrar que existe un 7 € X tal
que m;(Z) = y;; por hipdtesis las f; son suprayectivas, entonces existe un
zi1 € Xip tal que fi(z41) = y;, asimismo existe un x;12 € X, o tal que
fiz1(zire) = @i y asi sucesivamente. Ademés puesto que las funciones de

ligadura son suprayectivas no puede ocurrir que para algin 7 exista un ele-
mento en X; que no va a dar a otro en X;_.

De esta forma, f;—1(y;) = yi—1, asimismo f;_o(y;—1) = yi—2 ... f2(y3) = yo
vy fi(y2) = y1, para algin

Vi1 € Xi1, Yi—2 € Xi—o, ..., y2 € Xo,y1 € Xj.

por lo que hemos construido un elemento en X,

/ZE\ = (yla Y2, -y Yi—2,Yi—1,Yis Lit1, Lit25 - - - ) tal que WZ(/.T\) =Y.
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[e.9]

Lema 0.5.1. Una transformacion f : X — HX” es continua si y solo st
n=1
m; o f es continua para todo 1 € N.

Demostracion. La implicacién directa es facil, puesto que bajo la topologia
producto, m; es continua, y sabemos que la composiciéon de funciones con-
tinuas es continua. Veamos qué ocurre si suponemos que m; o f es continua
para cada i € N. Primero notemos que los conjuntos de la forma 7;'(U,)

donde 7 € N y U; un abierto en X; forman una subbase para la topologia

de H X,,. Notemos que es suficiente con demostrar que la imagen inversa

de ga(lia elemento de la subbase es un abierto en X para concluir que f es
continua. Para ello veamos que f (7, *(U;)) = (w0 f)~*(U;). Y por hipétesis
m; o f es continua, de aqui que la imagen inversa de cada U; es un abierto en
X por tanto f es continua. O

En la siguiente proposicion se muestra cémo es posible pensar al limite
inverso como intersecciones anidadas.

Proposicién 0.5.1. Sea {X;, f;}2, una sucesion inversa. Para cada n > 1

definimos Qn(X;, fi) como:

Qn( X, fi) = {(z)2, € HX,- : fi(wi1) = x; para toda i < n}.

=1

entonces, (1) — (3) se cumplen:

(1) Qn(Xi, fi) D Qui1(Xs, fi) para todo n > 1;

(2) Qn(X;, fi) es homeomorfo a H X; para cada n > 1;

i=n-+1
(3) 1131{Xi,fi i1 = an(Xiafi)'
i=1
Demostracion. Véase el Apéndice B. [

Antes de enunciar el siguiente resultado que es una consecuencia inme-
diata de la proposicién anterior. Es preciso enunciar el siguiente teorema.
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Teorema 0.5.1. El producto cartesiano finito o numerable de continuos, es
un continuo.

Es posible consultar una prueba de éste hecho en [??] de la bibliografia.

Teorema 0.5.2. Sea {X,, f,}52, una sucesion inversa tal que para todo
n €N, X, =X, un continuo y f, = f, una funcion continua. Entonces el
limite inverso, (X, f), es un continuo.

Demostracion. Sea X un continuo y f una funcién de ligadura, por la Pro-
posicién 0.5.1, es posible representar a (X, f) como:

(X, f)= ﬁ Q.(X, f), donde definimos

n=1

Qn(X, f) = {(2:)2, € ﬁXi : f(zi41) = 2, para todo i < n}.

i=1

o
Ademas se cumple que @, (X, f) es homeomorfo a H X, para cada n > 1
i=n+1
entonces, por el Teorema 3.2.1 sabemos que @, (X, f) es un continuo.De esta
forma lo que obtenemos es que los (), forman una sucesién encajada de
continuos. Por tanto (X, f) es un continuo. O

De hecho, el resultado anterior serd fundamental para demostrar que el
atractor de la herradura es un continuo indescomponible.

0.5.1. Continuos Indescomponibles a partir de limites
inversos

Como mencionamos anteriormente, los limite inversos son ttiles entre
otras cosas como herramienta para construir continuos con propiedades in-
teresantes. En este apartado mostraremos cémo utilizar los limites inversos
para construir continuos indescomponibles. La idea de ello se encuentra en
la siguiente definicion.

Definicién 0.5.2. Una sucesion inversa {X;, f;}52, donde cada X; es un
continuo es llamada sucesion inversa indescomponible si ocurre que
para todo © > 1, se tiene que cada vez que A;y1 y Biy1 sean subcontinuos de
Xiq1 tales que X;11 = Ajy1UByy1, entonces fi(Air1) = X; o bien fi(Biy1) =
X;.
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Lema 0.5.2. Sea {X;, f;}52, una sucesion inversa de espacios métricos con
limite inverso, Xo. Para cada © = 1,2,..., sea m; : Xoo — X; la transfor-
macion que denota la i-ésima proyeccion. Sea A un subconjunto compacto de
Xoo- Entonces, {m;(A), fi | mix1(A)}52, es una sucesion inversa con funciones
de ligadura suprayectivas y

Hm

Demostracion. Consultar Apéndice B o bien [??] de la bibliograffa. O

OO'

(#) H{m;(A), fi | w1 (A)}Z, = A=

Teorema 0.5.3. Si {X;, fi}32, una sucesion inversa indescomponible con
limite inverso X, entonces X es un continuo indescomponible.

Demostracion. Dado que {Xj, fi}32, es una sucesion inversa indescomponi-
ble, cada X; es un continuo, entonces, por el Teorema 0.5.2, X, es un con-
tinuo, por lo que sélo falta probar que X, es indescomponible. Supongamos
que X es descomponible. Sean A y B subcontinuos propios de X, tales que
AUB = X,. Demostraremos que A = X, 0 B = X. De la Definicién 0.5.2
se deduce que las funciénes de ligadura f; : X;,1 — X, son suprayectivas en
X; luego, por la Observacién 0.5.2 7; : X, — X, es suprayectiva en X;. Por
lo que, para cada i, dado que X, = AU B,

Tit1(Xoo) = g1 (A) Ui (B) = X1

Dado que A y B son subcontinuos y m; es una funcién continua obtenemos que
mir1(A) v mi11(B) son subcontinuos de X;,; cuya unién es X;,;. Entonces,
por la definicién de sucesién inversa indescomponible f;(m;11(A)) = X; o
fi(miy1(B)) = X; para cada i y dado que f; o ;41 = m; para cada i tenemos
que m;(A) = X; o bien m;(B) = X; para cada i, entonces podemos suponer
sin pérdida de generalidad que 7;(A) = X; para una infinidad de i's en N. A

continuaciéon demostraremos que 7;(A) = X; para toda 7.

Sea, ¢ € N, dado que m;(A) = X; es vilido para una infinidad de i’s.
Existe un k£ > ¢ tal que m(A) = X y puesto que las proyecciones son
suprayectivas sucede que m,(A) = f,0...0 fr_1om,(A). Veamos esto: m(A) =

Xiy feo1(Xe) = Xpo1, fo2(Xim1) = Xpmo, for1(Xgi2) = Xgq1, fo(Xgp1) =
X, por tanto m,(A) = X,. Por lo que 7;(A) = X, para todo ¢ € N. Se sigue
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N X, pero X C Hm(A).

i=1

de (M) que A = X, puesto que A =

H mi(A)

Lo que completa la prueba.
O

El atractor de la herradura es un ejemplo de la sencilla aplicacion de dicho
teorema para obtener un bello continuo indescomponible.

0.5.2. El limite inverso de f* es indescomponible

Una vez introducido la maravillosa herramienta de limites inversos pode-
mos demostrar que el limite inverso de la sucesiéon inversa donde para cada

(1 sizel0,:] U3, 1]
25z size€ s,
F@=00  seepy
Sz —3 size|2

\

y que denotamos como (I, f*) es indescomponible.

Proposicién 0.5.2. (I, f*) es un continuo indescomponible.

Demostracion. Por el Teorema 0.5.3, es suficiente con demostrar que la su-
cesion {X;, fi}52, donde I; = I y f; = f* para toda i € N, es una sucesién
inversa indescomponible.

Sean A y B dos subcontinuos de I, dado que I es un intervalo cerrado
vimos anteriormente que los Unicos subcontinuos de él son un punto o un
subintervalo cerrado. Puesto que la prueba para A igual a un punto es trivial,
supondremos que A es un intervalo cerrado [a, b] y B es otro intervalo cerrado
[c,d] v ademds debe ocurrir que I = A U B, sin pérdida de generalidad,
supongamos que el 0 € A. Ahora bien, si analisamos f* notamos que existe
un elemento minimo que llamaremos r en I en este caso r = % tal que f[0, 7]
esigual a I'y f[r,1] = I, Por lo que surgen tres casos:

» Caso 1. 7 > b. Entonces es claro que f*([a,b]) = f*([0,0]) = I, puesto
que f*[0,7] =1
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» Caso 2. r =b. Entonces f*([a,b]) = f*([0,r]) = I.

s Caso 3. r < b. Entonces debe ocurrir que ¢ < r dado que I = AU B,
de esta forma f*([c,d]) = 1

Luego, por el Teorema 0.5.3 (I, f*) es un continuo indescomponible.
O

Proposicién 0.5.3. Si g : X — X es un homeomorfismo, entonces (X, g)
es homeomorfo a X.

Demostracion. La proyeccién 7 : (X, g) — X es una candidata a ser el ho-
meomorfismo buscado. Esta funcién ya es continua, y es suprayectiva porque
g : X — X lo es. Solo nos falta ver que es inyectiva. Sean T y y dos pun-

tos de (X,g). Si T # ¥, existe k > 0 tal que zx # y,. Dado que g es un
homeomorfismo, entonces para todo n < k se tiene que:
T = """ (zx) # 9" (Yr) = Y

y por tanto,

7T1(§) =T F Y= 71@)-
]

Finalizaremos esta secciéon con el siguiente lema. La idea es mostrar que
la cualidad de ser indescomponible es invariante bajo homeomorfismos.

Lema 0.5.3. 5i X y Y son dos continuos homeomorfos y X es indescompo-
nible, entonces Y es indescomponible.

Demostracion. Sean H y K dos subcontinuos de Y tales que Y = H U K.
Sea h : X — Y un homeomorfismo. Los conjuntos h'(H) y h™'(K) son
dos subcontinuos de X tales que X = h™'(H)UhL™(K). Entonces h™'(H) =

XohY(K)=X,loquenosllevaaque H=Y o K =Y. O

Con el homeomorfismo H : Q — Q definimos el limite inverso (§2, H). Por
la proposicién 0.5.3, 2 y el limite inverso (£2, H) son espacios homeomorfos.
Gracias al lema 0.5.3, para demostrar que €2 es un continuo indescomponible
es suficiente con demostrar que (€2, H) es indescomponible. Esta es la tarea
de la siguiente seccién.
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0.5.3. El atractor de la herradura de Smale es un con-
tinuo indescomponible

El siguiente diagrama comutativo nos ayudara a definir una funcién entre
los limites inversos (2, H) e (I, f*).

010

Tllr ler

Sean Z = (71,%,...) € (W H) y T : (Q,H) — (I, f*) la funcién dada
por:

_—

f*

T(z1,%s,...) = (T(z1), T(Z),...).

Proposicién 0.5.4. T : (0, H) — (I, f*) es continua.

Demostracion. Dado k > 0 sea ¢y la k-ésima proyeccion de H Q en 2. Re-

i=1
o)

cordemos que 7 representa la correspondiente k-ésima proyeccion de H I en
i=0
I. Para demostrar que 7" : (2, H) — (I, f*) es continua, es suficiente mostrar

que para cada k > 0 la funcién 7, o T es continua. Sea 2 = (Z1,Z2,...) €

(Q, H). Entonces:
w0 T(2) = m(T(z1), (), . ..) = T(Z4) = T o px(3).
Como Ty @i son funciones continuas, entonces mg o T es continua. [

Proposiciéon 0.5.5. T - (Q,H) — (I, f*) es biyectiva y por tanto es un
homemorfismo.

Demostracion. La guia central de nuestra argumentacion es mostrar que la
funcion T : (2, H) — (I, f*) es suprayectiva. En el primer paso mostramos
que existe un tinico elemento de (2, H) tal que bajo T vaadara (1,1,1,...) €
(I, f*). En el segundo paso mostraremos que también para cada uno de los
otros elementos de (I, f*), digamos 7, existe uno en (€2, H), digamos Zz, tal
que f(?) = 7. La forma en que realizamos este segundo paso nos permite
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afirmar la unicidad del punto z encontrado. Por ello, la demostracién de
que T es inyectiva va de la mano de la demosracion de que esta funcion es
suprayectiva.

= Paso 1. Sea 1 = (1,1,1,...) € (I, f). Sea @ = (a,a,a,...) € (Q, H).
Recordemos que H(a) = @ y que a € A. Es inmediato que T (@) = 0.
Ademds si b = (b1, by, ...) € (9, H) es tal que f(/l;) =1, entonces para
todo k > 0, tenemos que by € A, ya que f(l_)k) = (. Consideremos un

nimero n > 0 fijo y observemos que si m > 0, entonces:
100 =@ ||=ll H"(burm) — H"(@) [|< C™ || by — @ | < C™,

donde 0 < C' < 1 es la constante de contraccién de H en A. Las tltimas
desigualdades se siguen del hecho de que by, y @ estdn en A vy, en esa
zona, la funcién H es una contraccién. Ademds didm(A) = 1. Por tanto,
para todo n > 0 se tiene que b, = @.

= Paso 2. Sea T = (21,22,...) € (I, f*), # 1. Existe N > 0 tal que
xy # 1. Se sigue que para todon > N + 1, x,, no es cero ni uno. Como

z, € (0,1), con n > N + 1, la imagen inversa de z,, bajo T es un seg-
mento de recta vertical contenido en (0,1) x [0, 1] C M. Construiremos

ahora un punto z = (20, %1,%...) € (€, H) tal que T(2) = 7. Nuestro

procedimiento mostrara también, como anunciamos antes, que sélo hay
un punto en (£2, H) con esta propiedad.

De aqui en adelante consideraremos n > N + 1, n fijo. Sean k& > 0 y
Spir el segmento de recta T (z,). La n+k-ésima coordenada de Z
debe ser un punto contenido en S, .

Como f** o T = T o H*, entonces H*(T'(zn41)) C T (z,). De

aqui que la n-ésima coordenada de z debe ser un punto no sélo con-
tenido en S,, sino también en H*(S,,;). Consideremos la siguiente
sucesion encajada de continuos:

Sp D H(Sni1) D H*(Spi2) D ... D H¥(Spix) D - ..

Como la longitud de H*(S,,,) tiende a cero cuando k tiende a infinito,
la siguiente interseccién es un sélo punto.
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{En} = ﬂZioH’“(Sn+k)-

A partir de esto definimos z' = (Z, Z1, Z2, . . .) de la siguiente manera:
Paran > N + 1 definimos la nésima coordenada de z, z,, con la inter-
seccién anterior. Paran tal que 0 < n < N+1,seaz, = HNT17"(Zn,1).
Para confirmar que este punto esté efectivamente en (€2, H), observe-

mos que si n > N + 1, entonces:

H({Zn41}) = HORLoH" (Sng145)) C Mg 0 H(T ™ (2p4144)) C
OZO:OHk(T_I(In-i-k‘)) = mZO:OI_]k(‘SM—I's) = {zn}

Ahora es inmediato que Z, definido de esta manera, es el tinico punto en el
limite inverso (€2, H) con la propiedad T'(Z) = 7.
m

Teorema 0.5.4. ) es un continuo indescomponible.

Demostracién. Como T : (Q,H) — (I, f*) es un homeomorfismo y el con-
tinuo (1, f*) es indescomponible, entonces (£2, H) es indescomponible. Dado
que H : Q@ — Q es un homeomorfismo, Q y el limite inverso (€2, H), son ho-
meomorfos. Por lo que el atractor de la Herradura de Smale es un continuo
indescomponible. Il



La Variedad Inestable es densa

Nos aproximamos al final de la tesis y hemos reservado este momento para
presentar uno de los conceptos que mas ha revolucionado el estudio de los
sistemas dindmicos. Su introducciéon al mundo matematico se debe en gran
medida al matematico Henri Poincaré. A continuacién relatamos un poco de
esta historia.

El sistema dinamico por excelencia es el Cosmos, y éste ha sido a lo largo
del tiempo de gran interés para filésofos, religiosos, cientificos y personas en
general. A partir de Newton, el estudio de la dindmica celeste y en especial la
prediccion de los movimientos del sistema solar, constituyeron la ocupaciéon
central de fisicos y matematicos. De entre todos los problemas que obsesiona-
ban a los cientificos del siglo XX merece especial atencion el de determinar
las posiciones y las velocidades de tres cuerpos que se mueven por influencia
de la mutua atraccién gravitatoria, més conocido como problema de los los
tres cuerpos. Henry Poincaré, en algin momento creyé haber encontrado la
solucion al problema sin embargo, él mismo se percaté de que no era asi. Las
incognitas mas inquietantes eran si en determinado momento algiin planeta
dejaria su érbita o si el sistema planetario se colapsaria etc... Como producto
de su busqueda muchos caminos nuevos se abrieron para las matematicas, en-
tre ellos, el descubrimiento de los puntos homoclinicos, el cual es un concepto
precursor de los modernos estudios del caos.

Segun Poincaré en el modelo dinamico de los tres cuerpos existen puntos
fijos cuyas variedades estables e inestables se cortan. Estos puntos de inter-
seccién son los puntos homoclinicos y las érbitas que pasan por un punto
homoclinico se denominan orbitas homoclinicas. Cualquiera de estas orbitas
tiende hacia el punto de equilibrio cuando el tiempo avanza y cuando retro-
cede. Esta definiciéon aparentemente inofensiva tiene consecuencias sorpren-
dentes: Poincaré descubrio que las orbitas préximas a un punto homoclinico
tienen un comportamiento muy complicado; vuelven a cortarse una y otra



vez. El propio Poincaré escribia en 18809:

“Cuando uno intenta visualizar la figura formada por estas dos curvas y su

infinidad de intersecciones [...], éstas forman una suerte de red, telarana,

tejido infinitamente entrelazado; donde cada una de estas curvas no debe
cortarse nuevamente a si misma,|/...]. Uno queda asombrado con la

complejidad de esta figura que ni tan siquiera me atrevo a dibujar'”.

Figura 0.0.1.

0.1. Variedades Estables e Inestables de un
punto

Si bien el tema de puntos homoclinicos es muy importante, en este capitu-
lo nuestra meta serd estudiar la variedad inestable del punto fijo b. En par-

L“Que l'on cherche & se représenter la figure formée par ces deux courbes et leurs
intersections en nombre infini [...], ces intersections forment une sorte de treillis, de tissu,
de réseau a mailles infiniment sérres; chacune des deux curbes ne doit jamais se recouper
elle-méme, mais elle doit se replier sur elle-méme d’une maniére trés complexe pour venir
recouper une infinité de fois toutes les mailles du réseau. On sera frappé de la complexité de
cette figure, que je ne chercherai méme pas a tracer. Rien n’ est plus propre a nous donner
une idée de la complication du probleme de trois corps, et en général de tous les problemes
de Dynamique |[...]”.
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ticular demostraremos que esta variedad inestable forma un conjunto denso
en le conjunto atractor de la Herradura.

Definicién 0.1.1. Dos puntos p1 y pa en M, se dice que son asintoticos
hacia adelante, (respectivamente hacia atrds), si H"(p1), H"(p2) € M para
todo n > 0 (respectivamente n < 0) y

lim d(H"(p1) — H"(p2)) =0

n—oo

(respectivamente n — —00).

Intuitivamente, dos puntos en M son asintoticos hacia adelante si sus
orbitas se aproximan entre ellas cuando n — oo.

De esta manera, situandonos en el Sistema Herradura, podemos observar
lo siguiente:

» Cualquier punto que en alguna iteracion de H sale de S es asintético
hacia adelante al punto fijo atractor en @ € A.

» Si Ty ¥ se encuentran en la misma linea vertical en A, entonces, T y
7 son asintéticos hacia adelante.

= Si Ty ¥ se encuentran en la misma linea horizontal en A_, entonces, =
y Yy son asintoticos hacia atrads.

La nocion de orbitas asintéticas hacia adelante v hacia atrdas nos permite
definir a los conjuntos estables e inestables de un punto.

Definicién 0.1.2. El Conjunto FEstable de un punto fijo p se denota por
W*(p) y estd definido por:

We(p) ={z:d(H"(2),p) — 0 cuando n — oo}.
El Conjunto Inestable de p se denota por W*(p) y estd definida por:
W (p) ={z:d(H"(2),p) — 0 cuando n — oo}.

Al Conjunto FEstable (respectivamente, Inestable), también se le conoce
como Variedad Estable (respectivamente, Variedad Inestable.)



En el Sistema Herradura podemos observar lo siguiente:

= Cualquier punto de S que abandona S bajo alguna iteracién futura de
H vive en el conjunto estable del punto fijo atractor en A.

Sin embargo, los conjuntos de puntos estables e inestables de A son mds
complicados. Por ejemplo, consideremos el punto fijo b que vive en B y por
tanto tiene asociada la secuencia de puros ceros: (...000-000...).

Figura 0.1.1.

A continuacion, lo que haremos es determinar quién es la variedad estable

de ben M.

Es claro, por lo explicado hasta ahora, que cualquier punto en el segmento
vertical por b, I, pertenece a W#*(b). Sin embargo hay muchos otros puntos
que pertenecen a ese conjunto. Por ejemplo; supongamos que el punto ¢

eventualmente cae en la recta vertical .

Es decir, existe un escalar n tal que H"(q) € I, de tal forma que:
d(H™(q) —b) < 1 ( puesto que S es el cuadrado unitario y A C S).

De donde:

d(H"*(q) — b) < 0*. para toda k € N,

luego entonces ¢ € W*(b).

Del anélisis previo podemos concluir que la unién de rectas verticales
obtenidas por H*(l,) para k = 1,2,3... también es parte de W*(b). Si re-
cordamos lo visto en el primer capitulo sabremos que para cada k € N hay
2% de tales rectas.
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Figura 0.1.2.

En el siguiente diagrama se ve con claridad quiénes son esas rectas para
k=1

Figura 0.1.3.

Y para k = 2.

Figura 0.1.4.



. (;...ooo.ooo...) J’

dNE ¢ . u

Veamos ahora quién es la variedad inestable de b.

En este caso, sabemos que la recta horizontal que pasa por b, y que deno-
tamos por, [}, forma parte de W*(b), asf como también todas sus iteraciones
positivas, esto es, W*(b) = {H*(I¥) : k € N} y nada més, puesto que las
iteraciones de H!(I}) lo que hacen es contraer la recta. Una aproximacién

a esta representacién se puede apreciar en la figura.

. —

W (...00.00..)

\

Figura 0.1.5.

Para el caso k = 2 es muy claro.

Figura 0.1.6.
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H2 (1))

Cabe mencionar que la variedad inestable de b consta de una curva conexa
que se “envuelve” infinitas veces sin cruzarse sobre ella misma dentro de
H(M). Ello se implica del hecho de que la recta horizontal por b se mantiene
fija.

Ws(...00.00...)

LIl ‘.

@miminin

o L |

1 1\
Wu(...00.00...)
Figura 0.1.7.

Para finalizar esta secciéon demostraremos el siguiente teorema que nos
serd de suma utilidad para demostrar el resultado de la siguiente subseccion.

Sea la transformacion f : A — A, topolégicamente conjugada a la trans-
formacién g : B — B, ambas funciones continuas y biyectivas en los espacios
métricos correspondientes, es decir, tenemos el siguiente diagrama conmuta-
tivo donde h es un homeomorfismo.

=l

E

—> B

BN

>
=

Sy



Teorema 0.1.1. Sea b un elemento de B y W*(b) la variedad inestable de g
en b. Entonces, W*(b) es densa en B si sélo si W*(h™'(b)) es densa en A.

Demostracion. Sea V un abierto en A, demostraremos que
VW (h (b)) # 0.

Observemos que h(V') es un abierto en B puesto que h es un homeomor-
fismo. Por hipétesis W*(b) es un conjunto denso en B, asi que

R(V) N W¥(b) # 0,
entonces es posible tomar un elemento, x, de esa interseccion.
Afirmacién. El punto h™'(z) pertenece a V N W¥(h=*(b))

Es claro que h~!(x) € V, sélo nos resta demostrar que

h=Y(z) € W*(h=1(b)).
Para ello demostremos que

lim d(f~"(h™"(z)),h™"(b)) =0

n—oo

Por la observacién 77?7

asi,

luego entonces

T d(f(h (@), () = lim (b (g~ (@), b7 1))
Por otro lado = € W*(b) entonces
lim d(g™"(x),b) = 0.

n—oo

Como h es un homeomorfismo A~! es un funcién continua y puesto que
g "(x) — b cuando n — oo, h™1(¢g7"(x) — h~1(b) cuando n — oo.

Asi
lim d(f~"(h™ (2)), h"}(b)) =0,
por tanto A~ (z) € W*(h=1(b)). Asi W*(h=*(b)) es densa en A.



0.1. VARIEDADES ESTABLES E INESTABLES DE UN PUNTO 9

Corolario 0.1.1. Sea a un elemento de A y W"(a) la variedad inestable de
f en a. Entonces, W"(a) es densa en A si sélo si W"(h(a)) es densa en B.

0.1.1. La W*%() es densa en {}

Hemos apartado esta seccion para demostrar que la variedad inestable
del punto fijo en B de H es densa en ().

Una prueba formal de este hecho es posible realizarla con la herramienta
de limites inversos desarrollada en el capitulo anterior. Haremos una pre-
sentacion de la prueba en varios pasos. Esperamos que el lector sea muy
paciente.

Recordemos la funcién 7' : 2 — [ definida en 7?7 y f*: I — I definida en
7?7 de tal forma que el siguiente diagrama conmuta :

H

Q——0

Tllr %T

Ademés recordemos que dicha T induce la funcién T : (Q, H ) — (I, f*)
introducida en 7?7 definida como sigue:

—_—

f*

T(z1,%,..) = (T(z1),T(%), ...)

En el teorema 7?7 demostramos que se trata de un homeomorfismo.

De donde podemos observar lo siguiente:

Observacién 0.1.1.

s H:Q — Q induce la siguiente funcion en el limite inverso:

~

H:(Q,H)— (Q, H) definida asi:

H(z1,%2,73,...) = (H(z1, H(Z), H(Z3,...) = (H(Z1), %1, %2, ...)
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s Andlogamente la funcion f* induce la funcion en el limite inverso:

]?* (L, f*) — (I, f*) definida asi:

~

[, m,.0) = (f*(21), f*(22),..) = (f*(21), 71, )

Ahora demostraremos que tienen inversa. Encontraremos la inversa de f*
y diremos que es analogo para H .

Observacion 0.1.2. Sea T = (z1, 22,3, ...) € (I, f*).

Definimos (f*)~' como:

(f)7'E) = (v2,23,...)

Es decir, la inversa se obtiene suprimiendo la primer entrada.

X1,T2,T3, )

Demostracion. (f* o (F*)")(®) = f*(22, 23, ...)
= ([*(@2), [*(@3), [*(24),...) = (2

(F) 1o @) = (F) 1 (@), £ (22), F(23), )

= (/)Y (@), a1, a9, ...) = (a1, a2, a3, ...) O

Por ultimo recordemos la funcién m; : (2, H) — Q definida ast:
7T1<217227E3a ) - El

En el teorema 77 se demostré que 7 es un homeomorfismo.

Proposicion 0.1.1.

(Q,H)— (2, H)

m}) lm

Q

conmuta.
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Demostracion. Puesto que 7 es un homeomorfismo sélo nos resta verificar
que se cumple m, o H = H o my.

Sea (Z1,Z2,...) € (0, H)
moH(z,%,...) =m(H(Z),HZ),...) = HZ) v,
Hom(z1,%2,...) = H(Z)

De esta forma es posible enunciar la siguiente proposicion.

Proposicién 0.1.2. W*(b) es denso en Q si solo si W*(n~1(b)) es denso en
(2, H)
7 1(b) = (b,b,b,...) = b

Demostracion. Por el teorema 1.1.1. OJ

~

Con ello es claro que nuestro objetivo ahora serd demostrar que W*(b) es
densa en (2, H).

Proposicion 0.1.3. El siguiente diagrama conmuta:

(, H) -~ (0, H)

(I7f*)?'(j>f*)

Demostracion. Puesto que T' es un homeomorfismo sélo nos resta verificar
que se cumple To H = f*oT.

Sea (%1, %2, ...) € (2, H)

ToH(z,%,...) = T(H(z), H(z),...)

= (T(H(z)), T(H(z2)),...) = (f*(T(z1)), /(T (Z2)), )
= fX(T(21),T(Z),..) = f*o T(z, %, ...)
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Asi podemos formular la siguiente proposicién.

~ A

Proposicién 0.1.4. Wu(b) es densa en (Q, H) si sélo si W*(T'(b)) es densa
en (I, f*).

T6) = (T(3), T(), )
donde b = (x9, 1) es el puto fijo en B de H.

De esta forma

A~ AN

W(T (b)) = WT(b),T(b),...) = Wz, z0,...) = W*(Tp) C (I, f*)
donde Ty = (o, xo...)
Demostracion. Por el teorema 1.1.1. O

De esta forma es claro que nuestro objetivo ahora serd demostrar que
W"(zy) es densa en (I, f*) y con ello habremos terminado.

Podemos darnos de lo siguiente: hasta ahora lo que hemos hecho para
demostrar que W*(b) es densa en €2 es traducir nuestra proposicién a distintos
“lenguajes” con ayuda del teorema 1.1.1 de tal forma que como se observa
en el siguiente diagrama hemos escalado “varios niveles” en nuestro camino

de demostracién.

En conclusion, para demostrar que W"(b)) es densa en €2 debemos de-
mostrar que W*(T(7~'(b)) es densa en (I, f*).

Sin embargo para probar ello aiin debemos recorrer un largo camino, la
H
idea de lo que haremos a continuacion es identificar un subconjunto, A,
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de WH(T(7~ (b)) = W"(&p) y demostraremos que G(f*)”(Z) C W*(zy)

n=0
0o

donde U(f*)”(Z) es densa en W*(Zy).

n=0
Comencemos con las siguientes observaciones:

Observacién 0.1.3. Eziste un e >0y (o —e,20+¢) = A, C (2,3) donde
zo es la primera coordenada de b, tal como establecimos en 1.1.4.

Puesto que la funcién f* expande en la regién (g, %), entonces existe
Ay C Aq tal que

J*(Ag) = Aj es decir Ay = (f*)7H (A1) N (£, 3).
Asimismo existe A3 C A, tal que
[*(A3) = As es decir Ay = (f*)7H(A2) N (2, 2).
Anidlogamente, para j € N existe A;;; C A; tal que
FA(Aj) = Aj es decir Ay = (£)71(A4;) N (2, 2).
Por tanto,
Al DA DA DAL D L

Es una sucesion de intervalos abiertos anidados contenidos en [g,

[SAIFSN

!

Observacién 0.1.4. La funcién f*|a,,, : Aix1 — A; es claramente un ho-

meomorfismo para todo i € N.

De esta manera, es posible construir con dichos conjuntos y funciones una
sucesion inversa { Ay, f*|a,., }oly:

£ | Fla, . IHla la,
A =22 A, w0 L T T

De donde definimos el siguiente limite inverso.

A= Hin{Anaf*lA,H_l : An+1 - An} - (Ia f*)
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Ademas como cada f*|4,,, es un homeomorfismo por la proposicién 7?7
A = Ay es decir A = (zg — e, + €).
H
Afirmacién. A C W*(7,)
H
Seaa € A, a= (ay,as,as,...). Por demostrar

lim d((F*)~"(@),30) = 0.

n—oo

Para ello observemos lo siguiente:

Observacién 0.1.5. Sea a = (a1, a9, a3, ...) € A

Anteriormente definimos f* y (f*)_l como Sigue:
F@ = (f*(@). f*(az), f(a), ) = (F*(ar), ar, az, )
(F)71(@) = (az. a3, )

Antes de continuar con la demostracién es preciso recordar la definicién
de distancia entre dos elementos del limite inverso.

Definicién 0.1.3. Sean = = (1, 2, x3,...) Yy = (Y1, Y2, Y3, ...) dos elementos
del limite inverso (X;, fi). La distancia entre T y y se define como:
- — |z — wil
d(z,y) = L
De esta forma podemos comparar las siguientes distancias

1. d(@, 7o) = d((a1, as, as, ...), (zo, Zo, To, ...)).

~

2. d((f*)"1(@), 7o) = d((as, as, a4, ...), (zo, To, To, ...))

(SN

Si recordamos cual es el comportamiemto de la funciéon f* en (%, ) sa-

bremos que la funcién expande por un factor igual a 5, es decir

(1 six €

=

2—95x six €

P =14,

S5r—3 six €

\

slx €

gl olw o Gl
— — — e

— o o —

aglw Gl Ot
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Observacion 0.1.6. Tenemos que Ay = (xog—e, xo+¢), ademas f*(Ag) = Ay
Sit € Ay, entonces (f*)7'(t) € Ay de donde:

|t — ol = 5[(f*)1(t) — .
Entonces,

d((F*)~1(@), %) :c?((a2,a3,a4,...> (aco,xo,xo,...))

Z |an+1 Z |(f*)~ — T Z 5\an+1
n:

~

= %d((al, a9, ds, ), (l’o, Lo, Lo, )) = %d(a,ﬂ/f\o)

Observacién 0.1.7. Puesto que (f*)~1(a) “recorta” la primer entrada, ai,
&

del elemento @ en el zmiteﬁwerso A yA DAy D A3 D Ay D ..., entonces

es claro que (f*)™1: A — A.

Corolario 0.1.2. Sia € ‘A entonces para todo n € N
d((f*)1)(@),%o) = (2)"d(@, Fo)
de esta forma:

lfm d((f*)7'(@),2o) = 0

n—oo

entonces a € W"(Zy).

“
Por tanto A C W*(Zy).

Demostraremos que U (]?*)"(Z) C W*(7y) para todo n € N.
n=0

Proposicién 0.1.5. Sit € W(zo), entonces f*(f) € W(xo)

Demostracion.
Jim d(((F))" (P (). 50) = lim d(F) (0. 5) = 0

]

Corolario 0.1.3. Como A C Wt(xg), entonces f*(Z) C W*(xg). Y atin
mads, para todo n € N



16

[e.9]

(J?*)”(Z) C W*(xg), entonces U(J?*)"(Z) C W*(xo)

n=0

Para continuar con el siguiente paso hagamos la siguiente observacion:
Observacion 0.1.8. Puesto que
A =1im{ A, fla,  Ane — A} C (1 )
Con ayuda del diagrama:

],

Ay A

resulta claro que

Flag  fla, . Flag

A

1
Ay =—+-

~

(F)(CA) = (f)(AD, (F)(Aa), (f)(As), -.) es decir,

~
la coordenada i-ésima de un punto en f*(A) estd en f*(A;).

Andlogamente
(F))"(A) = (f" (AL, (F)"(A2), (F)"(As), ) es decir,
la coordenada i-ésima de (f*)"((Z) es (f*)"(A;).
Otra observacion relevante:
Observaciéon 0.1.9. Para todo M € N
WM((]?*)”(Z) = (f*)"(An) para todo n € N.
Lema 0.1.1. Sea M € N fijo. Entonces existe N € N tal que

m(F)N(A)) = 1.

Mas ain, sin > N, WN((f*)"((Z)) =1

Demostracion. Sea M € N.

Entonces mar (%) (A)) = mar(F) (A1), (f)(A2), (/)(A5), ) = (/) (Anr).

Por otra parte conocemos lo siguiente:
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L] AlDAQDAgD...

» f*(A2) = A1, f*(A3) = Az y asi en general f*(A4;41) = As.

De donde podemos observar lo siguiente:

= [/*(A2)] = [A4]
= £ (As)| = [Az| = |(f) 1 (Ar)] = 1Al

o (A = [Ayal = [(f) " (An—2)| = $lAn—2| = zm=|A4]

Ahora bien puesto que la funciéon en (%, %) expande por un factor de 5.

Tenemos que:

£ (Ai)| = 5] Ai|
|(f*)?(As)| = 52| Al
|(f*)?(A)| = 5%| Ayl

|(f)N(Ai)| = 5V Al
De tal forma que

|(f)(Aw)| = 5= |A]
|<f*)2 Aum)| = 55M%1|A1|
|(f)*(An)] = 5 gar=r| As|

|(f)H(Aw)| = 5 5r1=r | Ad

In|Aq|

Por lo que es claro que si elijo N € N, N > M — 1 — (5=

), entonces
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[N (An)] = 5N = [ Au > 1
Y si ello ocurre, entonces para toda n > N,

()" (Aw)| = 5" g [A ] > 1

Con lo que se demuestra el lema. Il
. > 3 H ~
En lo que sigue demostraremos que U( FIOMA) € W*(Zy) es densa en
n=0

(I, f*) bajo la funcién f*.

Proposicién 0.1.6. U(J?*)"(Z) C W*(zy) es densa en (I, f*).

n=0
Demostracion. Sea t = (ty,1y,...) € (I, f*). Sea & > 0. Por demostrar que

A~ o~

existe § € U(f*)”(A), tal que d(t,s) < ¢

n=0
Sea M € N, tal que i L <e€
, tal q o <€
n=M+1

De acuerdo al Lema 1.1.1 existe ng € N tal que
-~ «—
T ((f*)")(A)) = (f)"(Au) = 1.
Entonces existe 5 € (J?*)"O(Z) tal que
70 (8) =ty donde t = (t1,tg, ...ty ...)
De donde obtenemos que

= (81, 82, .-, tar, -..) elemento del limite inverso (I, f*).
= (t1,ta, ..., tar, -..) elemento del limite inverso (I, f*).

De esta forma

w sy = fr(tu) =t

w sy—o = (f*)(sm-1) = (f*)(ta—1) = tar—2
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= 51 = (f)(s2) = ([*)(t2) =t

~n T o —— =1
Por tanto d(t,S):ZQ—n: Z Q—n < Z 2_n <e€
n=1 n=M+1 n=M+1
o~ N — > 3 — TS N
Por tanto 5 € (f*)"(A) C [ J(f*)"(A) y d(£,5) <e.
n=0
> -~ —
Luego entonces U(f*)"(A) es densa en (I, f*).
n=0
oo - R
Ademés, U(f*)”(A) C W*(Zy).
n=0

Por tanto W*(Zy) es densa en (I, f*).

Asi ¢ escalando niveles” podemos concluir que W*(b) es densa en €.
[

FIN.



Apéndice A

Teorema de la transformacion
de Contraccion

Teorema. Sea f : X — X una transformacion de contracciéon en un
espacio métrico completo (X, d), entonces f posee exactamente un punto fijo
r, € X y mas aun, para cuaquier punto z € X la sucesién {f"(x) : n > 0}
converge a xg. Esto es:

lim f"(z) = xg

n—oo
para todo z € X.
Demostracion. Primero demostraremos las siguientes afirmaciones.

Afirmacion 1. Sea 0 < s < 1 la constante contraccién de f. Para toda
pareja de puntos x,y € X y para toda n € N se tiene que:

d(f"(x), ["(y)) < s"d(z,y)
La prueba se hara por induccién sobre n.
Sean z,y € X. Entonces
d(f(x), f(y)) < s d(z,y). Esto nos da el caso n = 1.

Supongamos que para cada k € N, d(f*(z), f*(y)) < sd(z,y)

skd
Entonces, aplicando f a la pareja de puntos f*(x), f*(y), tenemos que:
"(a

d(f* @), S ) = d(f (5 (@) F(FF W) < s d(f*(2), f*())

<s s*d(x,y) < s"d(z,y)

1
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Afirmacion 2. Ahora demostraremos que para todo x € X y para todo
n € N se cumple que

d(f"(x), fr(x)) < " - d(, f(z))

Para probarlo sélo serd necesario sustituir en la Afirmacion 1. y = f(x)
de tal forma que lo que obtenemos es:

d(f"(x), [ (y)) = d(f" (), [*(f(2))) < s"d(x, f(2))

y esto se cumple para todo n € N.

Auxiliandonos del resultado anterior obtenemos lo siguiente:

d(f*(x),x) < d(f*(x), ")) + d(f* =), 772 (2) + ..+ d(f(2), @)
<s"Ued(x, f(x)) + "2 d(z, f(x) + ... +d(x, f(z))
Asi,
d(z, f(2))(s" "+ "2+ 4+ 1) = 0d(, f(2).
Puesto que 0 < s < 1 ocurre que; 0 < s < 1 entonces,

d(f"(z),2) < 5 - d(=, f(2)).

Ahora demostraremos que {f"(z) : n > 0} es una sucesién de Cauchy.
Sean n,m,nyg € N, n 'y m > ng y supongamos n > m. Entonces

d(f"(z), [™(x)) = d(f™(f*~"(z)), [ ()
< smd(frm(x), @)
< s"ihd(z, f(2))
< 5" s™d(z, f(x).

Dado que s™ puede ser tan chico como queramos eligiendo ng suficien-
temente grande, la sucesién {f"(z) : n > 0} es de Cauchy. Y dado que el
espacio es completo, tenemos que existe:

lim f"(x)
n—oo

Supongamos que:
lim fn($> = Zo,

n—oo



entonces,

fQlim f"(x)) = f (o).

n—oo

Dado que f es continua,

f(lim f"(2)) = lim f(f"(z)) = lim £+ () = .

n—oo n—oo n—oo

Por tanto f(zg) = xo. Es inmediato que xq es el inico punto fijo en X.



Apéndice B
Resultados de Limites Inversos

Proposicidn. Sea { X;, f;}5°, una sucesion inversa. Paracadan = 1,2,. ..,
definimos @, (X5, f;) como:

Qn( X, fi) = {(z)2, € HXZ' . fi(wi1) = x; para toda i < n}.

=1

entonces, (1) — (3) se cumplen:

(1) Qun(Xy, fi) D Qui1(Xy, fi) paratodon =1,2,..;

(2) Qn(X;, fi) es homeomorfo a H X; paracadan=1,2,..;
i=n+1

(3) liin{Xiafi - = ﬂQn(Xiafi)'
i=1

Demostracion. (1); Sean Q, (X, fi) = {(x;)2, € HX" . filxi1) = x; para
i=1
toda ¢ S n} y Qn+1(Xia fz) = {<x1>$il € HXZ . fi(xi—&—l) = I; para toda S
i=1
n + 1}. Tomamos un elemento (y;)52; € Qn41(X;, fi) entonces fi(xit1) = x;
para toda ¢ < n + 1. En particular f;(x;41) = x; para toda i < n. Por tanto

(1)2, € Qn(Xi, fi).

Para demostrar (2); Definamos una funcién,

5
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(d)
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heQu(Xi, fi) = [ X como h((2:),) = (2:)i2,,, para cada
i=n-+1

(:)21 € Qu(Xi, fi)-
Sean (;)2,, (¥:)2, € Qn(Xi, f;). Veamos que se cumple:

h es inyectiva.

Supongamos:

h((2:)Z1) = h((y:)i21)
entonces (2;)52, 1 = (¥:)52,,1 por tanto, x; = y; para todo i > n + 1.

Demostremos ahora que coinciden también en los primeros n términos.
Sabemos que ¥, = fu(Tni1) ¥ Yn = fulYni1), PETO Tpy1 = Yoy pOT
tanto, x,, = y,. Andlogamente x,_1 = fr_1(Zn) ¥ Yn-1 = fu_1(Yn), Pero
T, = Y, entonces, r,_1 = y,_1 y asi sucesivamente hasta concluir que
x1 = yp. Por tanto (2;)32, = (y;)%2;.

o
h es suprayectiva. Sea (y;)2,,,,) € H X;. Debemos encontar un
i=n—+1

(2:)i2) € Qu(X, fi) tal que h((7:)2,) = (yl)zoinJrl

Para ello, sea (z;)%2; € Q.(X;, fi) tal que x; = y; para todo i > n + 1
YV Tn = fo(Unt1), Tne1 = foc1(Yn) -..21 = fi(y2). De tal forma que
h((2:)i2y) = (1)1 = W)

o0
h es continua. h : Q. (X;, f;) — H X;. Si demostramos que m, o h es
i=n+1
continua para todan € N, entonces,gor el lema 4.5.1, h es continua. Para
ello, sea ()2, y k > n + 1 entonces, m,(h((7;)2,)) = mu((:)72,11) =
rr € Xg. Es decir, lo que se obtiene es la funcién proyeccion la cual
sabemos que es una funcién continua puesto que estamos trabajando
con la topologia producto.

h=1 es continua. Se deriva de la compacidad de Q,, v las anteriores.



Para completar la prueba, solo resta decir que el inciso (3) se infiere directa-
mente de las definiciénes de limite inverso y de Q,(X;, f;).
O

Lema. Sea { X}, f;}5°, una sucesién inversa de espacios métricos con limi-
te inverso, X.,. Para cada ¢ > 1, denotamos por m; : X, — X, la i-ésima
proyeccién. Sea A un subconjunto compacto de X... Entonces, {m;(A), f; |
mir1(A)}2, es una sucesién inversa con funciones de ligadura suprayectivas

y

H mi(A)

Demostracion. Observamos que 7;(A) C X; para toda i. Denotemos m;(A) =
A; C X;. Podemos escribir {m;(A), f; | mi+1(A)}52, como sigue:

f1 f2 fi—1

A <" Ay AT,

El primer paso es demostrar que f; o m,1(A) = m;(A) para toda i > 1;
para ello, sea T € A, entonces se cumple: ;1 1(%) = x;41 v fi(wir1) = z; por
tanto, fi(mi41(7)) = fi(xi1) = x; = m(T) y esto para cualquier = en A. De
ésta forma es inmediato que para todo a; € A; existe un a;,1 € A;11 tal que
fi(aiz1) = a;. De donde se sigue inmediatamente que {m;(A), f; |r,., (4)}2,
es una sucesion inversa con funciones de ligadura suprayectivas. Nos falta
demostrar (#) para ello, observemos lo siguiente.

» Observacion 1. lim{m;(A), fi | mis1(A)}2, = [H mi(A)| N X . La con-
i=1

N

o0
tencién directa es obvia. Para la otra contencién, sea T € [H mi(A)
i=1

X, entonces T € Hm(A) v fi(zi1) = i AsT fi |ryy (2i41) = 2

i=1
Por tanto, T € Um{m;(A), fi|mis1(A)}2;.

» Observacion 2. A C Hm(A)

i=1

N X; sea T € A entonces, z; € m;(A)
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para todo i, entonces, T € Hm(A) y dado que A C X se implica
i=1
directamente que 7 € X

Para demostrar (#) es suficiente con demostar por Observacionl y 2 la
siguiente contencion:

NXs C A.

[H mi(A

Sea y = (yi)iZy € [[[Z, m(A)] N Xoo € (AN Xoo).

Definamos para cada j = 1,2,..., K; = AN 7rj_1(yj). Antes de proseguir,
probemos que K; # 0; se tiene que y; € m;(A) para todo j > 1y como
mj: A — A; C X, es sobre puesto que las funciones de ligadura son sobres,
entonces, existe T € W{l(yj) por tanto, T € AN 7rj_1(yj) asi, el conjunto Kj,
es no vacio.

Afirmacion 1. K; es compacto para todo j > 1.

Finalmente, observamos que K; D K1 siy solo si 7rj+1(y]+1) Cm; Y(y;)
para cada j > 1; una prueba de llo es la siguiente, sea T € 7T]+1(y]+1),
entonces, T,4+1(Z) = y;j41 entonces, f;(m;11(7)) = f;(yj+1) y dado que T € X
vy ¥ € Xo, nos da que fj(y;+1) = y;. Sin embargo, habiamos probado que
fiomis(A) = 7r] entonces, m;(7) = y;, por tanto, T € 7; Y(y;) por lo que

;Lll(yjﬂ) (yj) y por tanto K; D K4 para todo j > 1, entonces por

la proposicion tata ﬂ K; # (. Ahora, sea p € ﬂ K, claramente p € Ay
Jj=1 j=1

la j- ésima coordenada de p debe ser y; para cada j = 1,2,... de donde se

N X, C A. Esto

concluye que p = y por tanto y € A por tanto [H mi(A)
i=1
completa la prueba. O



Apéndice C
Puntos homoclinicos en X9

Los conjuntos estables e inestables son faciles de describir en Y5 con la
funcién corrimiento.

Sea s* = (...8% 58" - 558785 ...) € Xa.

Claramente si t es una sucesién cuyas entradas coinciden con las de s* a
la derecha de alguna entrada entonces, t € W*(s*). La implicacién contraria
también es cierta y lo demostraremos a continuacién.

Teorema C.0.1. Sea s* € Xy entonces, W¥(s*) consiste precisamente de
aquellas sucesiones cuyas entradas coinciden con las de s* a la derecha de
alguna entrada de s*.

Demostracion. Sea t € W=(s*) ello significa que:

lim d(c™(t) — o™(s*)) = 0

n—oo

Por tanto, podemos fijar algin
m € N (cualesquiera) y N tal que d(o"(s*), 0" (t)) < s sin > N

Ello quiere decir por el Teorema 3.2.1 que o™ (s*) y o™ (%) coinciden en
las primeras m coordenadas a la derecha y a la izquierda del punto, esto es:

N () = (U (1) SmmS—(m—1)---S—1 * S051+-Sm—1UmUm41-..)
JN(tA) = (bt 1) S—mS—(m—1)---5—1 * 5051---Sm—1lmlm+1-..)

9
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Dado que lo anterior ocurre siempre que n > N, obtenemos que 0¥ +1(s*)
y oV “(tA) también coinciden en m valores tanto a la derecha como a la
izquierda del punto, debemos observar que el punto se recorre bajo o de tal
forma que obtenemos:

N (s*) = (U (1) U S— (m—1)---S—150 * S1---Sm—1SmUm+1.-.)

UNH(tA) = (D)t —mS—(m—1)---5-150 * 51.--Sm—1Smlmt1---)
Es decir u,,, = t,,.

Ansglogamente como oV +2(s*) = oV *2(%) lo que obtenemos es que w41 =
tme1 y asi sucesivamente.

Con lo que se concluye la prueba.

]

El Teorema C.0.2 es muy importante ya que gracias a él es posible de-
terminar cuando un punto pertenece a la variedad estable de algin otro.

En este sentido, podemos identificar con claridad aquellos puntos de X,
que pertenecen a la variedad estable del punto fijo 0 = (..,00 - 00...), lo cual
escribimos a continuacién:

Teorema C.0.2. El punto t = (...t_st_y - toty...) pertenece a W*(0) si ocurre
que para algun k € Z, t, = 0 para todo n > k + 1, es decir los elementos de
la forma:

S=(--SmSma1 * Sma2---8000...) para algin k € Z

Notemos que el Teorema C.0.2 puede reformularse para caracterizar a
la variedad Inestable de algiin punto en X, y de esta forma obtener una
caracterizacion andloga para los puntos en dicha variedad.

Es muy sencillo demostrar que W#(0) es un conjunto denso en 3.

Sin embargo, es mas interesante ver qué ocurre con los puntos homoclini-
cos de 0, lo cual veremos a continuacion.

Definicién C.0.1. Sea 0= (...00-000...)
llamado homoclinico con respecto a 0, si § #+

Una elemento s en ¥4 es

€ X
6 We(0) N W=(0).
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Ahora describiremos las entradas de un elemento de Y5 que es homoclinico
a 0. Ello es muy sencillo puesto que por un lado s € W#*(0) entonces por el

Teorema C.0.3,

S= (... SmSms1* Sma2..-5,000...) para algin k € Z,

-~

y por otra parte s € W*(0), entonces por un teorema andlogo a C.0.3,

§=(...000s;...5;Sj11 - Sj4o...) para algin [ € Z

~ .

Y puesto que s € W#(b) N W*(0) se tiene entonces que
s={(...000s_,...5—1-5p...5,000...) para algin n € N
donde n es el maximo{|k|, ||}

Teorema C.0.3. El conjunto de puntos en Yo que son homoclinicos a 0 Y
que llamaremos, I'y, es denso en g

Demostracion. Ello es equivalente a demostrar que para cada 5 € Xy, existe
una sucesion {7, } en I'y tal que limite 7, es igual a §, es decir que para cada
e > 0 existe un N € Z* tal que d(7,, s) < ¢, para todo n > N.

__Para ello contruyamos una doble sucesion infinita de puntos homoclinicos
a b, {7,}22,, que converja a un punto arbitrario § = (...s_95_1 * $9S182...).
Definamos el elemento de la sucesién 7, = (...000s_...s_1 - So...5,000. . .),
es decir, 7, es la sucesién cuyas entradas coinciden con las de s hasta el
término (n)-ésimo tanto a la izquierda como a la derecha del punto y a partir
del | n+ 1 | hay puros ceros en las entradas. Por lo que por el Teorema 3.2.1,
d[An, s] < Qn—l_l, asi, 7, — s cuando n — 0. ]

Definicién C.0.2. Sea 1 = (...11-111...) € Xy. Una elemento § en ¥,
es llamado heteroclinico con respecto a 0 y a 1 si s € W*(0) N W*(1) o
se Ws(1)nW+0) .

Ahora describiremos las entradas de un elemento de X, que es heteroclini-
co. Ello es muy sencillo puesto que por un lado 5 € W#(1) entonces por el

Teorema C.0.3,

S=1(...8mSm+1* Smio.--Sp111...) para algin k € Z

~

y por otra parte 5 € W"(d) entonces por un teorema andlogo a C.0.3,



12 APENDICE C. PUNTOS HOMOCLINICOS EN %,

5 =(...000s...5;Sj11 - Sj+2...) para algin [ € Z
Y puesto que § € W#(0) N W*(1) se tiene entonces que
§$={(...000s_p...5—1-5p...8,111...) para algin n € N

donde n es el mazimo{|k|,|l|}.

Teorema C.0.4. El conjunto de puntos en o que son heteroclinicos con
respecto al 0 y al 1 es denso en Y.

Demostracion. Para ello contruyamos una doble sucesion infinita de pun-
tos heteroclinicos a 0 v 1, {0,352, que converja a un punto arbitrario 5 =
(...5_98_1 - S0S182...). Para ello definamos el elemento de la sucesién 7, =
(... 111s_,...5_1 + 80...5,000...), es decir, 7, es la sucesién cuyas entradas
coinciden con las de s hasta el término n-ésimo tanto a la izquierda como a
la derecha del punto y a partir del elemento |n + 1| hay puros ceros en las
entradas derechas y puros unos en las entradas izquierdas. Por lo que por el
Teorema 3.2.1, d[7,, s] < Qn—l_l, asi, 7, — s cuando n — 0. ]



Apéndice D
Teorema de Smale

Definicién D.0.3. Sea f : M — M , M C R? un difeomorfismo. Y p €
int(M) un punto fijo de f. Decimos que p es un punto fijo hiperbdlico de f
st ocurre que la derivada de f en p, Df,, posee dos valores propios reales,
distintos de cero, 0 < Ay < 1 < Aq.

Asi

(A0
Dfp_<01 )\2>

Figura D.0.1.

Definicién D.0.4. Un punto homoclinico x es un punto que se encuentra
en la interseccion de las variedades estables e inestables de un punto fijo o
periodico x*. Si la interseccion entre ellas se da de forma transversal en lugar
de tangencial hablaremos entonces de un punto homoclinico transversal.

13
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Figura D.0.2.

Anteriormente estudiamos los puntos homoclinicos de la Herradura. Con-
sideramos por ejemplo, el punto fijo representado por la sucesién (...000 -
000...). y demostramos que una rama de la variedad estable de este punto
en S es el segmento de linea vertical y que una rama de la variedad inestable
es el segmento de linea horizontal.

Figura D.0.3.

Al iterar una vez la transformacién, claramente observamos que aparacen
puntos homoclinicos transversales, por ejemplo el punto .

La pregunta que nos gustaria responder ahora es si la existencia de con-
juntos homoclinicos es un factor de la existencia de conjuntos cadticos.

Y el siguiente teorema nos da una respuesta parcial a esta pregunta.
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Definicién D.0.5. Sea M un conjunto en R?* y llamemos Dif(M) el con-
junto de todos los difeomorfismos en M de clase C'. Si ocurre que para un
subconjunto denso y numerable de Dif(M), éstos tienen la propiedad de que
todos sus puntos fijos y periodicos son hiperbolicos y todas las intersecciones
de las variedades estables e inestables son transversales, entonces a los difeo-
morfismos en este subconjunto se les llama: difeomorfismos Kupka- Smale.

Teorema de Smale. Sea M un compacto en R?. Sea f € Dif(M) un
difeomorfismo Kupka- Smaley * un punto homoclinico transversal de algiin
punto periédico x* de f. Entonces existe un subconjunto cerrado A de M que
contiene a x* tal que
(a) A es un conjunto de Cantor.

(b) fP(\) = A para algin p € N

(c) fP|x es topolbgicamente conjugado al espacio de dos simbolos.

La idea detras de la prueba del teorema se ilustra bien en la siguiente
figura.

Cuando x* es un punto fijo.

Y mas general, cuando x* es un punto periédico.

Figura D.0.4.
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En la figura se muestra un paralelogramo R cuyas imagenes bajo fV(R) =
Ry f~N(R) = Ry se intersectan en una configuracién tipo herradura.
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