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RESUMEN

A pesar de la gran cantidad de investigacion sobre procesos fuera del equilibrio, actualmente no
existen criterios generales para determinar en que condiciones un sistema de este tipo podria pre-
sentar una transicién de fase. Una clase de sistemas fuera del equilibrio que presentan transiciones
de fase orden-desorden son los procesos de sincronizacién colectiva de muchas particulas. En
ellos, en base a interacciones entre los miembros del grupo, las particulas son capaces de transitar
desde un estado desordenado hacia un estado de sincronizacién colectiva que es resistente a las
perturbaciones inducidas por el medio ambiente. Ejemplos de este tipo de sistemas hay muchos:
cardimenes, parvadas, grupos de insectos, materiales magnéticos, etc.

Dada su importancia los procesos de sincronizacién colectiva se han estudiado desde varias
perspectivas, no obstante, la forma en que se origina y mantiene la sincronizacién entre las
particulas es una incégnita en la mayoria de los casos.

En este trabajo usamos un modelo de red compleja conocido como red neuronal o de votantes para
analizar las caracteristicas de las interacciones entre los nodos tal que la red pueda sincronizarse.
Este modelo es capaz de reproducir cualitativamente algunos comportamientos que se pueden
observar en sistemas sincronizados reales.

En particular, analizamos tres aspectos fundamentales en el proceso de sincronizacién colectiva: la
forma de interaccién entre los elementos, la intensidad de las interacciones y la regla dindmica con
la que cada elemento define su estado en cada paso de tiempo (ver esquema de la siguiente pagina).

Nuestros resultados proporcionan una serie de criterios que establecen las condiciones minimas
para que la red de votantes pueda transitar del desorden a comportamientos sincronizados. Estas
condiciones reflejan algunos factores esenciales para observar sincronizacién: el ruido, la cantidad
de interacciones entre los elementos y la presencia de conexiones de largo alcance. Ademads
mostramos que tanto la forma en que introducimos las conexiones de largo alcance en la topologia
de la red, como la manera de afiadir el ruido en la regla dindmica del modelo, son factores que
pueden afectar la formacién de estados sincronizados en la red.
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Parte I

SINCRONIZACION EN SISTEMAS COMPLEJOS.



SINCRONIZACION COMO PROPIEDAD EMERGENTE.

1.1 INTRODUCCION.

El concepto de sincronizacién puede tener varios significados segtn el contexto en el que se
mencione. Dentro de la literatura uno de los enfoques méas populares es el que describen Pikovsky,
Rosenblum y Kurths (Pikovsky et al, 2001.) cuando definen sincronizacién como “un ajuste de
los ritmos de objetos oscilantes producido por una interaccién débil”. Esta definicién implica
aclarar conceptos como: objeto oscilante, ritmo, interaccién y ajuste de ritmos. Muchos trabajos
han sido enfocados en dar respuestas a estas interrogantes, sin embargo, una definicién general
de sincronizacién no implica necesariamente objetos oscilantes, sino que se refiere al acoplamiento
entre los estados de particulas que interacttian mediante formas muy diversas y sofisticadas.

Particularmente complejos, en la naturaleza existen muchos procesos de sincronizacién colectiva
que son francamente impresionantes. Ejemplos de estos procesos ocurren en muchas escalas: la
sincronizacion en las orientaciones de espines en un material magnético, la acreciéon de materiales
para formar estructuras complejas o el acoplamiento de los movimientos de miles de organismos
vivos como en bancos de peces, parvadas de aves, colonias de bacterias, etc.

Para que estos comportamientos se presenten deben combinarse en un balance sutil e intrincado
muchos factores entre los que destacan las interacciones entre los individuos del grupo y con el
medio ambiente. Desafortunadamente, en la mayoria de los casos no conocemos los mecanismos
que permiten transmitir informacién entre los individuos, particulas u organismos y que les per-
mitan sincronizar sus movimientos. Suponemos que ocurren interacciones a varias escalas y que
ademas el contexto o medio ambiente contribuye de forma importante, pero nuestro conocimiento
es limitado y recién comienza a desarrollarse.

Uno de los enfoques para abordar este tipo de problemas es la teoria de redes complejas, esquema
tedrico que suele incluir herramientas de mecénica estadistica y sistemas dinamicos para tratar
con sistemas de muchos elementos que interaccionan en formas no lineales. El formalismo de
redes tiene la ventaja de que analiza de forma separada por una parte, la topologia de la red de
interacciones y por la otra la regla dindmica que propaga las interacciones.

En este trabajo estudiamos la emergencia de comportamientos colectivos (transiciones de fase
desorden-orden) en un modelo de red compleja conocido como red neuronal o de votantes.
Aungque este modelo es simple, captura cualitativamente algunas caracteristicas de la dindmica de
grupo que se observa en enjambres, manadas, parvadas, cardumenes, etc. Esta perspectiva nos
permite determinar algunas propiedades de la red de votantes que son indispensables para que
los elementos que la componen sean capaces de sincronizarse.

Dividiremos el contenido en cuatro secciones principales:

* En la parte I hacemos una revisién de algunos trabajos que desde varias perspectivas
analizan comportamientos sincronizados de sistemas reales como peces e insectos.






1.1 INTRODUCCION.

libre de escala de inputs * en primer lugar y de outputs 3 en segundo término. Estos
casos son representativos de topologias de red donde existen algunos elementos mucho
mads conectados que otros, caracteristica que en el caso de los inputs quiere decir que
algunos elementos toman en cuenta a muchisimos votantes de la red para definir su
estado y en el caso de los outputs quiere decir que existen unos pocos elementos
(lideres) que son extremadamente influyentes en el sentido que son influencia comiin a
muchisimos de los elementos de la red.

Presentamos también un caso donde hacemos que todos los lideres de la red adopten
el mismo estado y veremos lo que ocurre con la sincronizacién del sistema.

e En la parte IV, en el capitulo 6, proponemos un modelo de sincronizacién que se basa en
el modelo de votantes y permite incluir las reglas dinamicas de Vicsek y Grégoire-Chaté
como casos limites de la nueva regla dindmica que planteamos. En este caso obtenemos
resultados analiticos y numéricos que nos permiten hacer algunas conclusiones sobre el
papel fundamental que juegan las reglas dindmicas en los modelos de sincronizacién.

¢ Finalmente, en el capitulo 7 discutimos algunos posibles temas de investigacién que pudieran
derivarse de este trabajo.

Para comenzar nuestra introduccion, en la siguiente seccién mencionaremos brevemente algunos
conceptos sobre las transiciones de fase en sistemas termodindmicos.

2 Alo largo de todo este trabajo, llamamos inputs al conjunto de influencias que acttian sobre un elemento de la red.
3 Definimos como outputs al conjunto de influencias que ejerce un elemento de la red sobre algunos otros elementos.
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grupo de renormalizacién®. Este desarrollo teérico (ademés de los adelantos experimentales),
permitié conocer el valor de los exponentes que caracterizan cada transicién y a partir
de estos resultados formular conceptos como el de clases de universalidad, que es la
equivalencia entre transiciones de fase de diferentes sistemas.

La mayoria de estos conceptos se desarrollaron para analizar sistemas termodindmicos, sin embar-
go, veremos que algunos de ellos parecen relacionarse con los modelos de sincronizacién que aqui
presentamos. Modelos aplicables en sistemas tan variados como organismos bioldgicos, economia,
dindmica social, etc.

Antes de comenzar la descripcién de nuestro trabajo, es conveniente conocer algunas caracte-
risticas de la sincronizacién colectiva que se presenta en organismos biolégicos, sistemas muy
representativos de los comportamientos colectivos que aquA estudiamos.

6 La renormalizacién es una sofisticada técnica donde se propone que un proceso iterativo de escalamiento de las formas
funcionales de interaccién y de las constantes de acoplamiento que caracterizan un sistema puede tener puntos fijos no

triviales que impliquen correlaciones a todas las escalas, situacién que caracteriza el punto critico en una transicién de
fase
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1.3 SISTEMAS BIOLOGICOS SINCRONIZADOS.

La interaccién entre organismos vivos puede generar propiedades emergentes muy complejas,
entre ellas, una de las mds espectaculares es la formacién de grupos de individuos que sincro-
nizan sus movimientos y se desplazan de forma coordinada, en algunos casos a velocidades
sorprendentes. En las condiciones adecuadas, este comportamiento se presenta en varias especies
bioldgicas independientemente de sus caracteristicas como taxonomia, hébitat, historia evolutiva,
grado de movilidad, etc. (Parrish y Edelstein-Keshet, 1999, Camazine et al., 2001). En algunas
ocasiones estos movimientos colectivos se asemejan considerablemente a lo que observamos en
sistemas inanimados que en determinadas condiciones de temperatura, se organizan y adoptan
comportamientos colectivos, (ver Fig. 1.1).

&

.(f) T.C. Schneir!.n

(d) OARERLNSSL

Figura 1.1. Ejemplos en dos y tres dimensiones de propiedades emergentes que se presentan en sistemas
animados e inanimados. Estructura de tornado en (a) peces y (d) vapor de agua. Agregaciones
en forma de disco en (b) planetas (© NASA), (c) peces (© Norbert Wu 1999.), (e) vapor de agua

(© NASA) y (f) hormigas (© T. Schneirla & W.H Freeman and Company.). Figura tomada de J.K.

Parrish et. al. 2002.

Durante mucho tiempo y desde enfoques muy variados se han tratado de esclarecer las formas
de interaccién que permiten la sincronfa de organismos biolégicos y aunque se han logrado
responder algunas cuestiones relevantes, persiste la cuestién central: ;como se combinan los
comportamientos individuales para generar sincronia colectiva?.

Una de las perspectivas biolégicas de la agregacion la supone como una estrategia evolutiva que

proporciona beneficios a la mayoria de los organismos del grupo a costa de algunas desventajas.

Por ejemplo, en aves migratorias formar grupos funciona para ahorrar energfa en desplazamientos

9
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Figura 1.2. Esquema de la fuerza de interaccién entre pares de peces como funcién de la distancia entre
ellos (D). En estas funciones las zonas negativas son de repulsién y las positivas de atraccién. a)
Aoki (1982). b) Warburton y Lazarus (1991). ¢) Huth y Wissel, (1990), (1992), (1994). d) Reuter y
Breckling, (1994). e) Romey, (1996). f) Vabo y Nottestad, (1997). g) Stocker, (1999), h) Parrish et
al, (2002).

3. Los modelos que incluyen componentes estocdsticas describen muy pobremente los sistemas
reales y no son suficientemente flexibles para manejar factores externos. Hecho que princi-
palmente se debe a que no se conoce la naturaleza del ruido presente en la comunicacién de
los animales.

4. Las condiciones iniciales asociadas a velocidades, densidades, fuerzas de interaccion, etc,
que se han explorado tipicamente son s6lo una pequefia fraccién del espacio de pardmetros.

5. Como las caracteristicas que incluye cada uno de los modelos son muy variadas, no es
posible compararlos entre si para dilucidar cudl reproduce caracteristicas bioldgicamente
relevantes.

A manera de ilustracién veremos algunos resultados del trabajo de Julia Parrish (Parrish ef al,
2002.) donde se propone un mecanismo de interaccién para peces en cardiimenes de 128 Danios
gigantes *°. En su modelo se incluyen tres componentes basicos: la atracciéon/repulsion entre los
peces, el tamafio de la vecindad '* y el tamafio del cardiimen. La unidad de medida es el tamafio
del pez (body length, BL). Las fuerzas atractiva/repulsiva que emplean puede ser lineal, lineal a
pedazos o convexa como se muestra en la Fig. 1.2, el origen de estos potenciales de interaccién

10 Los Danios gigantes (Danio aequipinatus) son peces que en promedio miden alrededor de 5.3 cm.
11 Se entiende por vecindad el espacio fisico que rodea a cada pez tal que los peces que se encuentren dentro de el
influencidn directamente al elemento al que le asociamos la vecindad.
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se centra en la distancia observacional promedio (1.9 BL). La distancia de percepcién es de 180
BL y el ntimero de vecinos puede ser de 4, 8, 16, y 24. Salvo datos menos generales que presenta
Parrish en su trabajo los resultados que obtiene son los que se muestran en la Fig. 1.3.

g A
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~ 10d  mrs=¢g A)
Q & RS = 16
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\Eh 30 4 BO
2 404 @E
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ﬁ 50 o -A
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Figura 1.3. A) Velocidad de grupo contra polarizacién para 4,8,16 y 24 interacciones promedio (RS). B)
Varianza de la distancia entre peces medida a partir del centro del cardimen para cuatro
numeros de vecinos (RS). Figura tomada de Parris et al, (2002).

Usando los potenciales de interaccién entre peces Parrish ef al realizan simulaciones computaciona-
les en las que miden el grado de alineamiento colectivo entre los peces. A este pardmetro de orden
le llaman polarizacién promedio. En la grafica de la Fig. 1.3A se muestra la velocidad del grupo
de peces contra la polarizacién promedio. Parrish et al concluyen que la orientacién promedio de
los peces se polariza conforme aumenta la velocidad de desplazamiento, independientemente del
numero de interacciones que tenga cada pez (RS). En la Fig. 1.3B se muestra la serie temporal de
la varianza como indice del cambio en la densidad promedio de los peces centrales con el numero
de interacciones por pez (RS). Obsérvese que la densidad es mas o menos homogénea cuando hay
pocas interacciones y flucttia notablemente cuando se incrementan las interacciones a RS=24. La
conclusién del trabajo de Parrish es que la homogeneidad del grupo depende notablemente de la
escala de interaccion de los peces y parece desordenarse conforme se incrementan las interacciones.

Enseguida veremos otro tipo de tratamiento de colectividad en agregados bioldgicos, esta vez
usando la perspectiva de los medios excitables.

13
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1.4 MEDIOS EXCITABLES SINCRONIZADOS.

En 1986 durante la copa mundial de fatbol realizada en México, salté a la fama un mecanismo
de sincronizacién colectiva realizada por los espectadores reunidos en un estadio: la famosa
“ola”. Este mecanismo consiste en que una seccién de espectadores ubicados transversalmente al
perimetro de la cancha, se pone de pie durante un breve instante, levanta sus manos y momentos
después vuelve a sentarse. Inmediatamente sus vecinos cercanos a la derecha o a la izquierda
se levantan para repetir el movimiento. Si un ntimero suficiente de espectadores lo repiten, el
resultado es una especie de onda que viaja a lo largo de la tribuna o graderia hasta dar una o
dos vueltas completas al estadio. Si la secuencia se realiza hacia la izquierda de cada espectador,
la onda viajara en el sentido del reloj, y si lo hace hacia la derecha, en sentido contra reloj, (Ver

Fig. 1.4).

Figura 1.4. Una “ola” propagdndose en un estadio, algunas docenas de espectadores se ponen de pie al
mismo tiempo y son imitados por sus vecinos cercanos, si logra propagarse el movimiento, se
forma una sincronizacién colectiva con interacciones de corto y largo alcance. Figura tomada de
© Florian K., Frankfurt, Germany, 16. Juni 2005, http://commons.wikimedia.org/wiki/Image:
Confed-Cup_2005_-_Laolawelle.JPG

Usando grabaciones de video y encuestas on-line, Illds J. Farkas et al (Farkas et al, 2002, 2006,
http:/ /angel.elte.hu/wave.) analizaron 14 “olas” en estadios de flitbol donde participaron al
menos 50,000 personas en cada una. Encontraron que las “olas” usualmente circulan en el sentido
del reloj a velocidades de 12 metros por segundo con anchos de 6 a 12 m (15 asientos aprox.). A
partir de estos datos proponen que, basandose en modelos de medios excitables es posible generar
el tipo de sincronizacién que muestran las “olas”, modelos que usualmente se utilizan para
describir propagacién de impulsos como en incendios forestales u ondas de calcio en corazones.
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personas activas dentro del radio de interaccién R estd por encima del umbral de activacién (C) la
persona pasara del estado excitado al activo con una probabilidad P. Este resultado se ilustra en
la Fig. 1.5.

Figura 1.5. Modelo de Farkas ef al de “Olas” en estadios. a) Secuencia de las tres etapas descritas en el
texto (excitable, activo y pasivo) que se presentan en el modelo: ng pasos activos y n, pasos de
reposicién. b) Valor promedio de la probabilidad de activacién (P) en funcién del nimero de
gente (N) que trata de inducir el disparo de activacién y del valor del umbral de disparo (C).

Concluyen diciendo que su modelo de activacion tiene algunas caracteristicas similares a transicio-
nes de fase discontinuas, presentando un rompimiento de simetria espontdneo que es estable en el
tiempo. Sostienen también que el modelo tiene implicaciones sobre el control de comportamientos
colectivos de tipo social y la informacién obtenida puede usarse para conocer mejor c6mo se
forman e interaccionan los grupos de personas en multitudes.

El trabajo de Farkas es un ejemplo de cémo una metodologia elaborada en un contexto de medios
excitables puede ser aplicable en otro tipo de sistemas que poseen ciertas analogias. Debe hacerse
notar que el punto clave de este trabajo es mostrar el importante papel de las interacciones a
varias escalas en este modelo de comportamientos colectivos estables.

Una perspectiva analiticamente mds elaborada para el tratamiento de los agregados biolégicos
es el modelo de Vicsek para particulas autopropulsadas que mostraremos en la seccién siguiente.
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Figura 1.6. Esquema de la interaccién tipo Vicsek. Al tiempo t cada elemento acopla su direccién al
promedio de las orientaciones de sus vecinos sumada a una componente estocastica 1. Sus
vecinos son aquellos elementos que al tiempo t estdn dentro del circulo de radio .

Donde ijevi On; (t) denota la orientacién promedio de las velocidades de sus K vecinos (par-
ticulas dentro de la vecindad de radio 1) y la variable &;(t) puede tomar cualquier valor en el
intervalo [—1/2,1/2].

Haciendo una analogfa con vectores en el plano complejo, el vector velocidad asociado a cada
particula se puede expresar como,

8i(t)

Gi(t) = op et (1.5.3)

Calculando la velocidad promedio de todo el sistema podemos obtener el grado de alineamiento
entre las particulas del sistema al tiempo t, parametro al que llamaremos (t),

N
> Gilt)
i1

En el limite t — oo, el pardmetro de orden 1 (t) alcanza un valor estacionario ¥ que depende de
la intensidad del ruido n,

W) = <t11330 " (t)> . (1.5.5)

P(t) = (1.5.4)

1
Nv

donde los parentesis () denotan el promedio de las realizaciones. Bajo estas definiciones, el
modelo de Vicsek tiene cuatro pardmetros libres: la intensidad del ruido n € [0, 27, la densidad
de particulas p = N/ 2, el radio de interaccién r y la velocidad constante oy.

Usando estas reglas Vicsek et al. realizan simulaciones numéricas de las que obtienen datos que
muestran la dependencia del alineamiento global ¥ con el pardmetro n y con la densidad p. En
base a estos datos construyen la gréfica que mostramos en la Fig. 1.7.

Notense los efectos de tamafio finito para valores pequefios de N en la transicion de la Fig. 1.7a).
A la luz de estos resultados algunos autores argumentan que el modelo de Vicsek et al contradice a
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Figura 1.8. a) Gréfica Log-Log del pardmetro de alineamiento ¥ como funcién de la distancia al ruido critico
(L) —n] /nc(L), r=1.0, 0p=0.03, b) Log-Log de la alineacién promedio v, contra la distancia
a la densidad critica. Como en la figura 1.7 se analizan varios tamafios de red conservando la
densidad constante [pc(L) — p] /pc(L),r=1.0, 6p=0.03. Figura tomada de Vicsek et al, (1995).

posteriores apoyardn esta hipoétesis.

Con estos antecedentes podemos afiadir un resultado a los de Vicsek et al que nosotros obtuvimos.
El resultado consiste en analizar la forma en la que el ntimero de interacciones determina el nivel
de sincronizacién. Para ello, calcularemos la dependencia del pardmetro de orden ¥ como funcién
del radio de interaccién 1. Nuestra contribucién se muestra en la Fig. 1.9.

Podemos observar que existe un radio de interaccién minimo para lograr que el sistema alcance
estados semiordenados o completamente ordenados. Este resultado concuerda cualitativamente
con los criterios de transicién de fase para redes que mostraremos posteriormente, criterios que
proporcionan constricciones para encontrar estados ordenados en modelos esencialmente similares
al de Vicsek.

En este punto serd muy ilustrativo observar la Fig. 1.10 que contiene la secuencia de una animacién
numérica que construimos para visualizar la dindmica que siguen las particulas del modelo de
Vicsek. Para construir la animacién seguimos las reglas definidas en las ecuaciones 1.5.1y 1.5.2,
ajustamos las condiciones de tal forma que no exista ruido (n = 0), desordenamos completamente
el sistema, fijamos un radio de interaccién (r) y permitimos la evolucién temporal hasta alcanzar
el estado estacionario. En la grafica mostramos los estados inicial y final de tres simulaciones para
las que hemos usado radios de interaccién distintos:

¢ Comenzamos con el caso donde no permitimos interaccién entre la particulas (r =0.0) y
obtenemos las gréficas (a) y (b) que nos muestran que sin interaccién el sistema se desordena
permanentemente.

* Después cambiamos el radio de interaccién a r =0.08 y calculamos las graficas (d) y (c), en
este caso, la dindmica cambia dramaticamente y el sistema comienza a ordenarse hasta que
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Figura 1.9. Comportamiento del pardmetro de alineamiento ¥ como funcién del tamano del radio de
interaccién r. El caso que presentamos corresponde a N=2000, 0p=0.1, N=0.1, L=1.0.

al cabo de algunos pasos de tiempo obtenemos un estado completamente ordenado que
corresponde al estado estacionario del sistema donde el valor del parametro de orden ¥ es
préacticamente constante.

¢ Finalmente cambiamos el radio de interaccién a r =0.16, partimos del estado desordenado
mostrado en (e) y permitimos la evolucién del sistema hacia el estado estacionario (f).
Debemos mencionar que por el incremento en el radio de interaccién, el estado estacionario
se se alcanza mds rdpidamente que en el caso anterior.

Existe un modelo de sincronizacién distinto al modelo de Vicsek que introduce alguna variaciéon
en la regla dindmica con la que interaccionan los elementos, estudiaremos este modelo en la

seccion siguiente.
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Figura 1.10. Secuencia de la animacién para el modelo de Vicsek compuesto por N=500 particulas, velocidad
00=0.0032, caja de lado L=10.0 y en ausencia de ruido n=o0. Usando un radio de interaccién
nulo (r = 0) en (a) mostramos el estado inicial completamente desordenado (¥=0) y en (b) el
estado estacionario con ¥ = 0.034. Después incrementamos el radio de interaccién a r=0.08
y partiendo de condiciones iniciales desordenadas (c), dejamos evolucionar el sistema hasta
alcanzar su estado estacionario ¥ =0.998 (d), Finalmente, cambiamos el radio de interaccién a
T =0.016 y obtenemos las gréficas (e) y (f) que muestran las condiciones inciales desordenadas
y el estado estacionario ¥ =0.999, respectivamente. Todos los estados estacionarios del sistema
que mostramos corresponden a T =10000 pasos de tiempo.
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1.6 MODELO DE SINCRONIZACION DE GREGOIRE-CHATE.

En el afio 2004, Guillaume Grégoire y Hugues Chaté propusieron un modelo de particulas
autopropulsadas en el que las posiciones y velocidades de los elementos se definen esencialmente
igual a las de Vicsek. La diferencia consiste en que la regla dindmica para actualizar la orientaciéon
angular de los elementos del sistema se define ahora como,

1 )
On(t+1) = Angulo X Z an(t)—f—ne“;“(t) (1.6.1)
XjEVi

y como antes, el pardmetro de orden del sistema es de la forma definida en la Ec. 1.5.4 y tiene
asociado un estado estacionario ¥ definido en la Ec. 1.5.5.

A partir de calculos numéricos, Grégoire-Chaté determinan que este sistema exhibe la transicién
de fase de primer orden que se muestra en la Fig. 1.11. Postulan ademds que la regla dindmica de
la Ec. 1.6.1 es equivalente a la de Vicsek (Ec.1.5.2) y que por esta razoén las transiciones de fase que
se obtienen en ambos modelos deben ser equivalentes. Concluyen diciendo que la transicién de
fase expuesta por Vicsek no es de segundo orden sino que la aparente continuidad de la curva
solamente refleja resultados numéricos con fuertes efectos de tamario finito.

(b)

0.8

0.5 0.4

0 0
0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 04 0.6 0.8

Figura 1.11. a) Comportamiento del pardmetro de orden ¢ como funcién del ruido 1 (En este modelo
a nuestro parametro de orden ¥ lo denotan como ¢). b) Graficas del cumulante de Binder

G=1-— ((p>4 /3 <(p2>2 como funcién del ruido 1. Modelo de Vicsek OO y modelo de Grégoire-
Chaté 0.

Como este tipo de sistema es muy susceptible a efectos de tamafio finito, no disponemos hasta el
momento de una forma contundente de diferenciar los comportamientos que pueden derivarse
de la regla tipo Vicsek et al y la regla tipo Grégoire-Chaté.
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Figura 1.12. Esquema de la red asociada al modelo vectorial (VNM). Cada elemento de la red se conecta con
sus primeros vecinos con probabilidad p, y con elementos aleatorios de la red con probabilidad
1 —p. Este tltimo tipo de conexién es lo que permite las correlaciones de largo alcance.

una probabilidad p y con un elemento aleatorio de la red con probabilidad 1T —p.

Cuando p = 1, la estructura de la red es completamente a primeros vecinos y el sistema
es idéntico al modelo X-Y, que dicho sea de paso, no presenta ninguna transicién de fase
orden-desorden 5. Conforme el valor de p decrece, aparecen conexiones aleatorias, que
como antes mencionamos, se traducen en correlaciones de largo alcance que modifican la
dindmica del sistema, que ahora si presenta transicién de fase orden-desorden. Finalmente
cuando p = 0, todas las conexiones del sistema son aleatorias y la transicién de fase si se
presenta. En los resultados que calcularon Aldana-Huepe, todos los elementos tienen el
mismo nimero de inputs, esto es, la distribucién Pk (k) esta dada por Pk (k) = d(k —15).

Para el modelo SDPM se han obtenido resultados numéricos donde el modelo sufre una tran-
sicién de fase orden-desorden, transicién que en principio podria pensarse contradictoria con
las condiciones para sistemas en equilibrio impuestas por el teorema de Mermin-Wagner. Sin
embargo la ausencia de equilibrio y la presencia de correlaciones de largo alcance asociadas a la
movilidad de los elementos establecen la diferencia que permite esta transicion. Por esta razén
las interacciones de largo alcance que se presentan en el modelo R-SDPM, también permiten
transiciones de fase de este tipo. Numéricamente Aldana y Huepe calculan esta transicién que se
muestra en la Fig. 1.13.a).

Sabemos que el R-SDPM y el VNM poseen interacciones de largo alcance y aunque sus dindmicas
de interaccién son diferentes °, para determinadas condiciones ambos modelos presentan la

Para ciertos materiales bidimensionales y superfluidos existe una temperatura critica donde se presentan correlaciones
de largo alcance y metaestabilidad (Kosterlitz y Thoules, 1972)
Cada una de las conexiones entre los elementos del VNM une siempre al mismo par de elementos durante toda la
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Figura 1.13. (a) Diagrama de bifurcacién para el SDPM y el R-SDPM, ambos modelos presentan una
transicién de fase de segundo orden desde un estado ordenado a uno desordenado, indepen-
dientemente de sus dindmicas. (b) Diagrama de bifurcacién para el modelo VNM conp =0y
p = 0,99. Por comparacién también se muestra la curva correspondiente al R-SDPM, la figura
muestra que las transiciones de fase del R-SDPM y del VNM son idénticas. El segmento de
curva continua es la solucién analitica propuesta por Aldana et al en la Ec. 1.7.4. Figura tomada
de Aldana y Huepe (2003).

misma transicién de fase. Este hecho sugiere que independientemente de la forma en que se
definen las posiciones de los elementos, la transicién de fase en los elementos de la familia se
presenta siempre y cuando existan interacciones de largo alcance.

En la Fig. 1.13.b se muestra el diagrama de bifurcacién ¥(n) para el VNM en los casos donde
p=0yp=0,99 (solo 1% de conexiones aleatorias). Obsérvese que la realizacién para R-SDPM
y el caso donde p = 0 siguen la misma transicién de fase no obstante las diferencias entre la
topologias de ambos casos.

Para generar esas curvas se comienza con todas las particulas orientadas en forma aleatoria. Para
cada valor de n, se realiza la simulacién un tiempo suficientemente largo T tal que el promedio
definido en la Ec. 1.7.2 alcance un valor estacionario. Las curvas que se muestran se realizaron
con N = 2x10% elementos en una caja cuadrada 2D de 4rea L? = 2x103 en un tiempo promedio
T = 10°. En el caso del modelo de Vicsek et al, el radio de interaccién del elemento centrado en
Xi(t) es de r = {/15/10. Para estos valores la densidad promedio es p = 10, y el valor promedio
de elementos que interacttian es (Ki(t)) = 15.

Como lo muestran los resultados anteriores, los modelos de la familia que en sus mecanismos de
interaccién incluyen la posibilidad de que se presenten interacciones de largo alcance muestran
un comportamiento similar. Afortunadamente el VNM puede resolverse analiticamente para

evolucién del sistema y son interacciones asimétricas (conexiones dirigidas). Por el contrario , en el R-SDPM los pares
de elementos que interactiian cambian a cada paso de tiempo y las interacciones si son simétricas.
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Figura 1.14. Valor de ruido critico como funcién de la conectividad obtenido de la condicién ¥ = 0 aplicada
sobre la Ec. 1.7.4. Figura tomada de Aldana-Huepe (2003).

encontrar la forma funcional del pardmetro de orden en términos del resto de los parametros
del sistema. En el trabajo de Aldana y Huepe (Aldana-Huepe, 2003) podemos encontrar una
descripcion detallada de la solucién analitica que ellos encontraron. La solucién asintética del
pardmetro de orden a la que se llega cuando existen K interacciones por elemento y el pardmetro
p es nulo es la siguiente,

2(senn —2n) n
(K—2)senn—(K—3)n (1 ; \/7%1&1/2)) . (1.7.4)

Forzando la condiciéon ¥ = 0 en esta ecuacion es posible obtener la expresion de ruido critico en
el cual ocurre la transicién de fase,

e = ViKsen ()

La gréfica de esta ecuacién se muestra en la Fig. 1.14.

Y2~

A semejanza de lo que ocurre en el SDPM y el modelo de votantes que presentaremos en la seccién
2.1, conforme la conectividad K de cada elemento de red se incrementa es necesario introducir
cada vez maés ruido para lograr desordenar el sistema. Mas atin, el SDPM converge al mismo
valor asintético e = 1/2 y con el mismo exponente critico 1/2 de acuerdo a la siguiente forma
funcional derivada del desarrollo de la Ec. 1.7.4,

wa ) Me—m/? Para0<me—n<1,
0 Paran > 1.

De estos resultados se concluye que,

¢ Introducir el VNM a la familia de modelos bidimensionales para interacciéon entre muchos
elementos revela la importancia que tienen las interacciones de largo alcance para lograr los
comportamientos ordenados que exhiben las transiciones de fase asociadas a los elementos
de la familia, ya que para p = 1 no hay transicién.
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* Los cambios en las propiedades estadisticas de las interacciones pueden alterar el exponente
de la transicién mientras se conserven las interacciones de largo alcance. Cuando no es
asi, la transicién desaparece. Por ejemplo el VNM con p # 1 exhibe el mismo exponente
que el R-SDPM porque en ambos sus conexiones se establecen aleatoriamente, pero no es
igual al que se observa en el caso del SDPM que establece sus conexiones por un proceso
Markoviano en el tiempo. Finalmente cuando p = 1 en el VNM, el modelo corresponde al
modelo XY y desaparece la transiciéon orden-desorden.

Podemos concluir diciendo que el modelo vectorial proporciona una base anélitica sélida para
estudiar sistemas donde las particulas que se sincronizan definen su estado en base a una
orientacién angular en un espacio bidimensional.

Veamos ahora una magnifica contraparte experimental del modelo SDPM de Vicsek et al que se
desarrolla usando langostas del desierto.
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1.8 DEL ORDEN AL DESORDEN EN CAMINATAS DE LANGOSTAS.

Figura 1.15. Esquema de la “arena” utilizada en el modelo de langostas de Buhl et al para medir el dngulo
de desplazamiento x. La etiqueta p(t) denota la posicién de la langosta al tiempo t, mientras
que p(t+ 1) la correspondiente al tiempo t + 1.

al y se define como la suma de los angulos ¥,
2 m
b(t) = E{;Xi(t) :

En este caso la variable 1\ puede tomar valores entre [—1, 1], intervalo donde los valores extremos
indican que el grupo muestra alineamiento colectivo y el cero indica desorden completo. Bajo
estas consideraciones modifican ligeramente el modelo SDPM y proponen un modelo lineal de
sincronizacién donde N particulas se desplazan sobre una linea de longitud L avanzando en cada
paso de tiempo bt. La posicién y velocidad de cada particula i se definen por las variables x; y vi
respectivamente.

La evolucién temporal de estas variables obedece las siguientes relaciones,

Xi(t+]) = xi(t)—l—vi(t)
vilt+1) = avi(t)+(1—a)G((v(t);) +2 &,

donde (v); denota la velocidad promedio de todas las particulas (excepto la etiquetada con 1)
que se ubiquen dentro del dominio de interaccion [x; — A, x; + Al y & es el término de ruido
uniformemente distribuido en el intervalo [—1,1].

El término « determina el peso de su propia contribucion al promedio de las velocidades y
también el grado de influencia que ejercen sobre €l las particulas con las que interactia, concepto
que se expresa como una funcién de las velocidades de los vecinos G ((v(t));) definida como,

v+1) v>0
G(V): (VE]) 0 s
7 v <

En este modelo se obtienen los resultados que se presentan en la Fig. 1.16.
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Figura 1.16. Comportamiento del alineamiento \{)(t) para varias densidades de langostas A) 3, B) 11, C) 47
langostas, ilustrada en funcién del tiempo. L=251.3 cm, vo=1.9 cm/s, A=13.9 cm, ®=0.66, N=0.8.
(Figura tomada de Buhl ef al, 2006.)

Comparemos ahora estos resultados con los que se obtienen del experimento que muestran cémo
la coordinacién en caminatas de langostas es muy dependiente de la densidad de individuos,
(ver Fig. 1.17). A bajas densidades (5.3 - 17.2 langostas/m?), hay poca coordinacién entre los
individuos, si algtin tipo de alineamiento ocurre es esporadico y su duracién es breve comparada
con los amplios periodos de comportamientos desorganizados. En densidades intermedias (24.6 -
61.5 langostas/m?) el sistema describe largos periodos de sincronizacién separados por cambios
espontdneos de direccién. Para altas densidades (alrededor de 73.8 langostas/m?), los cambios
espontdneos de direccién no ocurren dentro de la escala de tiempo observada y las langostas
adoptan una marcha sincronizada que persiste en el tiempo.

Las dindmicas descritas por el experimento y por el modelo SDPM son muy similares. Para com-
parar ambos resultados se grafican los promedios de los alineamientos tedrico y experimental para
varias densidades, por supuesto, tratando de ajustar los pardmetros del modelo para reproducir
las condiciones experimentales. En la Fig. 1.18(A) y (D) mostramos las graficas.

El valor promedio del alineamiento es muy consistente con lo mostrado por el modelo. En primer
lugar, conforme se incrementa la densidad, la dispersién del alineamiento va desapareciendo y se
van formando dos picos bien definidos. En estas condiciones también se incrementa el tiempo
que las langostas permanecen alineadas hasta saturarse en el valor de duracién del experimento
(ver Fig. 1.18(B) y (E) ). También ocurre que la frecuencia con la que cambia de direccién el grupo
disminuye hasta anularse (ver Fig. 1.18(C) y (F) ).

La inestabilidad dindmica relacionada con la alternancia en la direccién del grupo es una parti-
cularidad de los modelos basados en SDPM en la que los cambios se propagan rapidamente en
todo el grupo, (Huepe-Aldana, 2004). Los experimentos demuestran que estos cambios son ajenos
a condiciones externas y mas bien son propiedades inherentes a grupos en movimiento. Por lo
tanto, estas inestabilidades tienen implicaciones muy importantes para establecer la forma en que
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Figura 1.17. Cambio en el pardmetro de alineacién 1 (t) (¢(t) en el texto original) en el tiempo para tres
diferentes densidades. (A) 7, (B) 20, (C) 60 langostas. En (D) a (F) Mostramos la evolucién
temporal de la orientacién angular respecto al centro de la arena a lo largo de 3 minutos de
grabacion. (Figura tomada de Buhl et al, 2006.)

se transmite la informacién de forma direccional.

En este sentido, no resulta claro en qué condiciones las inhomogeneidades locales se pueden
propagar a todo el grupo y alterar el colectivo. Buhl et al, predicen que en el intervalo de 25 a
60 langostas/m?, los grupos son especialmente sensibles a los cambios locales de direccién. Sin
embargo, no obtienen conclusiones sobre la propagacién de los efectos locales en el colectivo,
aunque si determinan que existe una densidad critica para que la caminata sincronizada de
langostas ocurra. El tamafio mds pequefio de grupos de langostas en marchas sincronizadas
que reporta la Organizacion para la Alimentacién y la Agricultura de la ONU (FAO) es de 20
langostas/m?, mientras que en el experimento aqui reportado se encuentra que la sincronizacién
ocurre desde 8 langostas puestas en el dispositivo experimental.

Como conclusién del trabajo, Buhl et al indican que pese a que es muy complicado comparar los
datos reportados en el experimento y en el modelo SDPM con sus andlogos en la situacién de
campo donde las interacciones son muy complejas, es razonable concluir que el comportamiento
cualitativo es el mismo en ambos casos y que la concentracién de individuos tiene un valor critico
por encima del cual ocurren los comportamientos sincronizados y por lo tanto es el pardmetro
que determina la dindmica del sistema.
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SINCRONIZACION COMO PROPIEDAD EMERGENTE.

Podemos plantear la interesante propuesta de Buhl et al desde otra perspectiva: la de redes
complejas, donde en lugar de hablar de densidades criticas trataremos de establecer la naturaleza
de las interacciones que poseen los sistemas que exhiben sincronizacién colectiva. Aunque estas
dos perspectivas son equivalentes en algunos sentidos, el planteamiento de red nos permitira
ser mas formales en nuestra conceptualizacién. Para familiarizarnos con esta perspectiva en el
apéndice A vemos algunos antecedentes de la teoria de redes complejas.
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Parte II

MODELO DE RED NEURONAL O DE VOTANTES.



EL MODELO DE VOTANTES.

Existe una gran variedad de situaciones reales en las que miles de elementos u organismos inter-
actian entre si y logran sincronizar sus movimientos o estados en formas realmente asombrosas.
Coémo logran sincronizarse es un acertijo que la naturaleza resolvié desde hace mucho tiempo, asi
que para seguir sus pasos lo méas natural es proponer modelos basados en sistemas reales que
posean propiedades simples de interacciéon. Algunos de los modelos méas simples para estudiar
interacciones de muchos cuerpos estan basados en redes complejas, herramienta natural para
analizar interacciones entre elementos.

En este capitulo estudiaremos un modelo de red que hace énfasis en el analisis de las propiedades
de interaccién como fuente de los comportamientos colectivos. Este modelo, conocido como mode-
lo neuronal o de votantes, es probablemente uno de los planteamientos teéricos mds simples que
es capaz de capturar los aspectos esenciales de las interacciones entre organismos que pertenecen
a un grupo capaz de mostrar sincronizacién colectiva *.

2.1 DEFINICION DEL MODELO.

El modelo neuronal o de votantes es un sistema simple de interaccién de muchos cuerpos creado
por McCulloch y Pitts para estudiar respuestas neuronales Booleanas ( McCulloch- Pitts, 1943). En
la bibliografia del tema existen varias formas equivalentes para definir las reglas dindmicas asocia-
das a los estados de los elementos que forman la red. No obstante la gran cantidad de trabajos al
respecto, existen pocos tratamientos analiticos del modelo de votantes. El trabajo presentado por
Huepe y Aldana (Huepe et al, 2002) nos ofrece una serie de criterios que, suponiendo solamente la
equivalencia e independencia estadistica entre los elementos de la red, establecen las condiciones
para observar estados de sincronizacién colectiva.

Como el modelo de Huepe y Aldana es una base importante para este trabajo, es conveniente
describirlo con detalle y para hacerlo usaremos el ejemplo de una competencia electoral.

Imaginemos que estamos interesados en elaborar un modelo teérico para predecir los resultados
electorales en una ciudad de N habitantes en la cual se lleva a cabo una eleccién entre dos
Unicos candidatos. En esta situacién un aspecto fundamental para hacer una prediccién razonable
consiste en determinar los factores sociales que inclinan las preferencias electorales, o dicho de
otra forma, seria muy relevante saber en qué forma la estructura social define el nivel de consenso
entre las personas de una sociedad.

En la evolucién de las estructuras sociales suelen intervenir mecanismos muy complejos que
constantemente crean y destruyen vinculos entre los individuos que la conforman. No obstante, en
un lapso de tiempo suficientemente corto el tejido social permanece cuasi-estatico y las relaciones
que cada persona mantiene son esencialmente las mismas.

Bajo esta suposicién plantearemos el problema electoral que analizamos en términos de una red

1 Existen otros modelos simples basados en redes que muestran comportamientos sincronizados (kuramoto et al,1992),
(Watts-Strogatz, 1998).
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EL MODELO DE VOTANTES.

de individuos que interactian por medio de conexiones que no cambian en el tiempo.
Supongamos que existe un tema respecto al cual se pueden tener dos opiniones: o se estd a favor
o en contra (no existen los indecisos que opinen “no se”). Por ejemplo, el tema del aborto, la
privatizacién eléctrica, etc.

El modelo consistird entonces de un conjunto de N personas con intencién de voto etiquetado
por las variables ({o7(t), 02(t),...,on(t)}). Al tiempo t cada una de estas variables puede tomar
s6lo uno de dos estados posibles, o3 = +1 (si la persona estd a favor) o o; = —1 (si estd en contra).
Cada una de las personas de nuestro modelo esta influenciada por un ntimero k; variable de
amigos que también pertenecen a la red. A este conjunto lo llamaremos las influencias (o los
inputs) de oy, etiquetdndolos como {ci,, 0i,, ..., 0y, }. El nimero k; de amigos de cada individuo
es una variable aleatoria cuya funcién de probabiiidad es Py (k). Es decir, si escogemos a una
persona al azar, la probabilidad de que tenga k; influencias es Py (ki) (ver Fig. 2.1).

et ?; /_,-.q)_{%n
J’f \i%f/, \,\\ \\\
G, G; G, Gi,

Figura 2.1. Esquema de la interaccién entre elementos de red. El ntimero de conexiones se define de acuerdo
a la FDP, Py (k) y el peso sindptico se define de acuerdo a la FDP P, (x).

El estado de o; estard determinado por la funcién

ki

fi(t) = Signo Z wi;04(t) o, (2.1.1)
j=1

donde wj; es una variable aleatoria tomada de una distribucién P, (w). Estas variables wi;,
llamadas pesos sindpticos, denotan el hecho de no todos los “amigos” de o; tienen la misma
influencia sobre su opinién. La funcién f;(t) puede tomar los valores +1 o —1 de acuerdo a las
tendencias que establezcan las influencias del elemento o;. Cuando todos los pesos sinapticos wj;j
son igual de importantes (wi; =1V 1,j) la funcién f se conoce como regla de la mayoria. Cuando
los wy; son distintos para los diferentes individuos decimos que f;i(t) es una regla de la mayoria
ponderada. En lo subsecuente nos referiremos a f;(t) como regla de la mayoria sea ponderada o no.

Ahora introduciremos un escabroso concepto que es fundamental en la dindmica social: la
“voluntad”. Para ello dotaremos a los elementos de cierta capacidad para “contradecir” a la
tendencia f que establecen sus influencias. Tanto la influencia sobre o;, como la tendencia de o3 a



2.1 DEFINICION DEL MODELO.
contradecir dichas influencias quedaran plasmadas en la regla dindmica
(2.1.2)

oi(t41) = fi(t) con probabilidad 1-n
—fi(t) con probabilidad 7,

donde n es la probabilidad de ir contra la regla de la mayorfa.

Es de esperarse que conforme mds elementos contradigan de la mayorfa, el sistema transite
desde una dindmica determinista o predecible (1 = 0) a una dindmica completamente aleatoria o
desordenada (n = %).

Una vez que establecimos las reglas con las que los individuos de nuestra poblacién toman sus
decisiones, ahora estableceremos la manera de medir la preferencia electoral global por medio de
un pardmetro de orden instantdneo 1\ (t) que reflejard el grado de orden colectivo del sistema al
tiempo t,

(1) = . (2.1.3)

Z|

;N
Z oy (t)
i=1

Este pardametro medird el consenso que existe en el voto de los individuos de nuestra poblacién.
Cuando t — oo el pardmetro 1 (t) alcanza un valor estacionario al que llamaremos parametro de
orden estacionario y que definimos como,

Y= < lim ﬂ)(t)> . (2.1.4)
t—o0

Bajo las reglas dindmicas que hemos definido, el comportamiento del parametro de orden de-

pendera de tres factores: la distribucién de conexiones Py (x), la distribucién de pesos sindpticos

Pw(x) y el nivel de voluntad o ruido 1. Hablando més técnicamente, hemos construido un sistema

dindmico que se define por una regla dindmica que incluye una componente estocéstica, una

distribucién de conectividad y una distribucién de pesos.

Ahora nuestro objetivo es determinar el mapeo dindmico M (1) que genera la evolucién temporal
del parametro de orden tal que P(t + 1) = M (P(t)). Ademds debemos encontrar cuales son las
condiciones sobre la estructura de la red tal que M (1) tenga puntos fijos estables. Estos puntos
fijos indican en qué situacion las preferencias electorales se estabilizardn.

Msés adelante veremos que el valor de estos puntos fijos estd completamente determinado por las
formas funcionales de las distribuciones Py (x), Py, (x), ademas del ruido n.

Para ilustrar la presencia de puntos fijos en este modelo, construimos una red de votantes
caracterizada por la distribucién de conectividad Py (x) = &(x — 3) y la distribucién de pesos
Pw(x) = 8(x —1). En estas condiciones calculamos numéricamente la evolucién temporal del
pardametro (t). El resultado lo mostramos en la Fig. 2.2.

En esta figura podemos ver que independientemente de las condiciones iniciales de red, el para-
metro de orden alcanza un estado estacionario semiordenado (P ~ 9/10) que revela la presencia
de sincronizacién colectiva en un 95 por ciento de la poblacién (ver Ec. 2.1.6).

Enseguida, también en el caso particular cuando Py (x) = 8(k —3) y Py (x) = 8(x — 1), analizamos
la forma en que las preferencias electorales estacionarias ¥ cambian conforme el valor de 1 se
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Figura 2.2. Evolucién temporal del pardmetro de orden 1 (t) asociado a una red de N = 10° votantes con
topologia aleatoria. Cada nodo tiene tres conexiones con pesos iguales y un nivel de ruido
n=0.05. Obsérvese que independientemente de las condiciones iniciales de red completamente
ordenada (e) o completamente desordenada (x), el valor del parametro de orden del sistema
converge hacia el mismo punto fijo ¥ .

incrementa, obteniendo los resultados que se muestran en la Fig. 2.3.

El comportamiento que vemos corresponde a una transiciéon de fase orden-desorden de segundo
orden del pardmetro V. El grafico muestra que los comportamientos ordenados o semi-ordenados
son posibles para sistemas con valores de ruido 1 menores de cierto valor 1. ~0.16. La existencia
de esta transicién de fase revela que pueden generarse correlaciones de largo alcance y las interac-
ciones entre los elementos se presentan a todas las escalas, resultado que puesto en el contexto de
una votacién nos indica una alta eficiencia en la propagacién de la informacién.

Aunque en principio podemos establecer cualquier tipo de condiciones en las distribuciones de
conectividad y de pesos, el andlisis numérico no proporciona datos suficientemente concluyentes
sobre los posibles escenarios electorales.

Sin embargo, si pudiéramos obtener la solucién analitica de este modelo, podriamos caracterizar
completamente el comportamiento dindmico y definir exactamente la forma en que las distribu-
ciones P, (x), Px(x) y la variable ] determinan la sincronizacién.

Con este fin construiremos una ecuacién que establezca la forma funcional del mapeo M () en
términos de las distribuciones de conectividad Py (x) y de pesos P, (x). En nuestro andlisis sélo
estableceremos la hipétesis de independencia y equivalencia estadistica entre los elementos de la
red. Esto significa que la probabilidad de que dos elementos seleccionados al azar compartan una
misma influencia es casi nula cuando el sistema es suficientemente grande. Dicha condicién se
obtiene en el caso de que los inputs de cada elemento sean seleccionados completamente al azar.
Comenzaremos por encontrar la probabilidad de que un elemento arbitrario tome un valor
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Figura 2.3. Comportamiento numérico del parametro de orden ¥ en funcién del ruido 1. El nimero de
conexiones se define de acuerdo a la FDP Py (x) = 8(k —3) que es el caso donde todos los
elementos tienen 3 conexiones y el peso sindptico se define de acuerdo ala FDP P, (x) = d(w —1)
que significa todas las influencias con pesos equivalentes. La red que usamos tiene N = 10°
elementos.

especifico, por ejemplo +1. Para ello definamos ¢ (t) como la fraccién de elementos en la red
que tienen un valor de +1 al tiempo t,

TS o 1
on() =5 3 WOEL
i=1

En el limite cuando la poblacién es muy grande N — oo, el pardmetro ¢ se convierte en la
probabilidad de que al tiempo t cualquier individuo de la poblacién tenga opinion +1:

$(t) =Pi{os =+1j= lim dn(t). (2.1.5)
N—o0
Si relacionamos esta ecuacion con el pardmetro de orden de la Ec. 2.1.3, podemos ver que,

P(t) =2¢(t)—1. (2.1.6)

Bajo esta definicién un estado completamente ordenado serd cuando [(t)| =1y ¢(t) =00 1.

Por el contrario no hay un ganador cuando el estado es completamente desordenado y tenemos

W) =0y oft) =1/2.
Definamos ahora la variable &; (t) como la suma de las influencias que se ejercen sobre un elemento
y que son el argumento de la funcién f definida en la Ec. 2.1.2,

ki
Eilt) =) w0y (t) . (2.1.7)

j=1
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Si cada persona establece sus amistades de forma azarosa tal que no hay regularidad espacial,
las interacciones de cada nodo se asignan en forma tal que los productos wj;jo;(t) son variables
aleatorias estadisticamente independientes ?, cuya PDF denotaremos como P, () (x). En estas
condiciones la correspondiente densidad de probabilidad P y)(x) asociada a la variable &(t) esta
dado por la convolucién ki-ésima de P, (1) (x) consigo mismo,

Pe(t) (%) = Pwo(t) * Pwo(t) * - ¥ Puwo() (x) (2.1.8)

ki—veces

Por otro lado, la probabilidad condicional Iy (t) de que la funcién f; asociada al elemento arbitrario
0y, adquiera el valor f; = +1 al tiempo t, dado que dicho elemento tiene k; inputs, es la siguiente,

L(t) =P {f=+1} = J:o Pg () (x)dx, (2.1.9)

donde hemos suprimido el indice i ya que los elementos o; son estadisticamente equivalentes.
Adicionalmente a partir de la Ec. 2.1.2 que define los estados de los elementos, tenemos que,
oo
Gt+1) =Y {T(t) [1T—nl+[1 = L(t)]n} Pe(k) . (2.1.10)
k=1
Esta ecuacién describe la evolucién del pardmetro que mide el grado de orden en la poblacién y
estd formada de la siguiente manera: el primer término es la probabilidad de que la regla de la
mayoria sea positiva y se obedezca, mientras que el segundo término es la probabilidad de de que
la regla de la mayoria sea negativa o se viole. En ambos casos o;(t + 1) = +1. La suma se hace
sobre todas las posibles influencias de o;.
Para escribir esta ecuacion en forma cerrada es necesario establecer cémo depende la probabilidad
Ix(t) del parametro ¢ o equivalentemente de . Para resolver esta situacién regresamos a la
Ec. 2.1.8 y la planteamos en el espacio de Fourier donde toma la forma,

ﬁauﬂA):{ﬁwouﬂAﬂk.

Como los pesos sindpticos wji; se distribuyen de acuerdo a la PDF P, (x) y la variable o;(t) toma
el valor +1 con probabilidad ¢(t) y vale —1 con probabilidad 1 — ¢(t), se sigue que la FDP de los
productos wjjo; estd dada por,

Pwo(t) (X) = d)(t)Pw(X) + “ — d)(t)] Pw(_x) .
Tomando la transformada de Fourier de la expresién anterior y sustituyendo el resultado en la
transformada P (()(A), obtenemos,

~

P = [Pl + (Pulh) —PL0) 6(0)]

donde (*) denota la conjugacién en el plano complejo. Si sustituimos la variable ¢ por su
equivalente en términos de ¥ encontraremos que,

5 _ [ﬁtvm +Pu(N) | Pulh) —P5()

P&(t)()\) 3 + 7 \P(t)

= o +iho v,

Como veremos posteriormente en el caso de distribuciones libres de escala, si las conexiones no son aleatorias, la
situacion se complica y la independencia estadistica no estd garantizada.
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donde hemos definido las variables §(A) y h(A) como la parte real e imaginaria de ﬁw (A). Por el
teorema del binomio podemos desarrollar esta expresiéon como,

k

e = Y () @O iR weo] ™, (112
m=0

que tiene una transformada de Fourier inversa,
K rim

Pe(e)(x) = mZ:O [127{ (:L) rooo g™ {ﬁ(x)}m e X d?\} W)™ .

Tenemos entonces una relacion entre la P¢ () (x) y el parametro de orden ¥ que podremos sustituir
en la integral de la Ec. 2.1.9 que define la probabilidad Ik (t),

Ik(t) = J Pg(t](x)dx

0
_ io 1;1( > J:O r; g™ [R)] ™ e d dx ()™
Definamos ahora los coeficientes a(k, m) de la siguiente manera,
a(K,m) = 121;(:1) Eo U: GO ™ [ﬂ(x)}me—ﬂw} dx
_ —i;[“ ( D T [@(Ank:[ﬁ(mm N (112

Noétese que en la segunda expresion hemos supuesto que la integral respecto a A si existe, por

lo que podemos intercambiar el orden de integracién entre dx y dA e integrar con respecto a dx.

Observemos también que si el integrando es una funcién impar (valores pares de la variable m) el
coeficiente a(k, m) se anula y el desarrollo de la Ec. (2.1.4) incluye solamente potencias impares
de W(t).

Reescribimos entonces la probabilidad Iy (t) como,

k

I(t)= ) alk,m) W)™ . (2.1.13)

m=0

Si sustituimos este resultado en la expresion de la Ec. 2.1.10 y seguimos la definicién de la Ec. 2.1.6,

podremos cerrar la ecuacién maestra del pardametro de orden temporal,

P(t+1)=2(1-2n) Z [Z a(k,m)[ ]Pk(k) (2.1.14)
k=1 Lm=1

expresion donde se ha empleado el resultado que indica que para cualquier funcién P, (x) "bien
portada” el valor del coeficiente a(k,0) = 1/2 (Huepe y Aldana, 2002).
En estas condiciones el mapeo M (V) toma la forma,

k
M ((t)) =2(1—2n) Z [Z a(k,m) m)(tn"‘] Pi(k) (2.1.15)
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Los puntos fijos del mapeo quedan determinados por la siguiente ecuacién 3,
(o9
Y=2(1-2m) ) bpn¥™, (2.1.16)

m=1

donde hemos supuesto que las sumas de la Ec. 2.1.14 se pueden intercambiar y hemos definido
los coeficientes by, como

bm = Z Pyr(k) a(k,m) . (2.1.17)
k=m
Cerca de la transicién de fase el pardmetro de orden es suficientemente pequefio ([¥| < 1) como
para quedarnos con los dos primeros términos de la serie tal que,
W 2(1—2n) [br1¥+bs¥3].

Ademads de la solucién trivial ¥ = 0, esta ecuacién tiene dos soluciones de puntos fijos no triviales
que son,

1 1
w2 b [b _} 2148
osl [P 20— 2n) (2.1.18)

A partir de esta ecuacién podemos determinar el valor de ruido critico imponiendo la condicién
Y = 0y despejando el valor de ruido que lo cumple,

1 1
Me =5 (1 — 2b1> . (2.1.19)

Agregando este resultado a la Ec. 2.1.18 podemos ver que cuando se cumple 11 > 1¢ no existen
puntos fijos reales diferentes al trivial, por lo que se sigue que cerca de la transicién de fase el
pardmetro de orden se comporta como

2 by 1/2
Me —m) n<n
Y=< 4/|bs| ¢ . (2.1.20)
0 n>nec

En base a este resultado concluimos que en el punto critico n = 1. el sistema muestra una
transicién de fase de segundo orden con exponente 1/2, el cual caracteriza las transiciones que
pertenecen a la clase de universalidad de campo medio (Stanley, 1999).

2.1.1  Universalidad de campo medio.

Para concluir la descripcién de la solucién analitica del modelo de votantes, discutamos un poco
maés el intercambio de las sumatorias de la Ec. 2.1.14, intercambio que como ya mencionamos es
posible solamente si todos los momentos de la distribucién Py (x) son finitos. Justificaremos esta
afirmacién siguiendo la argumentacién que Aldana y Larralde (Aldana-Larralde, 2004) hacen al
respecto.

Veremos mds adelante en la secciéon 2.1.1 que intercambiar las sumas es posible solamente si todos los momentos de la
distribucién Py (k) son finitos.



2.1 DEFINICION DEL MODELO.

En el planteamiento del modelo analitico mencionamos que Iy (t) es la probabilidad de que la
regla de la mayoria asociada con un elemento arbitrario o; con k influencias adquiera el valor
+1 en el paso de tiempo t y relacionamos esta probabilidad con la suma de las influencias sobre

este elemento (51 = Z;i] wy, O‘ii). Estos ki términos son variables aleatorias generadas por una
misma distribucién de probabilidad P, distribucién que tiene valor promedio u = ¥ (w) y
varianza A? = (w?) — W2 (w)?, donde (w) y {(w?) son el primer y segundo momento de la

distribucién de pesos sindpticos P, (x), respectivamente.
Si aplicamos el teorema del limite central a la distribucién & para valores grandes de k obtendremos

que,
1 * (&—ku)
Ll(t) ~ V21mkA? Jo P {_ 2kA? ]dé

1 /2

)

B 1 0 (—])n uk1/2 2n+1

- 2+nzoﬁ(2n+nn!(ﬁA> | 121

Comparando esta expresion con la Ec. 2.1.13 que define la probabilidad Iy (t) como un desarrollo
en series de ¥ y haciendo m = 2n + 1y ¥ = p/(w), es posible obtener el comportamiento asinté-
tico del coeficiente a(k, m) ~ k™/2 para valores grandes de k. En esta situacién y de acuerdo a las
expresiones de las Ecuaciones 2.1.16 y 2.1.17, cualquier distribucién arbitraria Py (x) debe tener
momentos finitos para que los coeficientes by, estén siempre definidos. De no ser asi las sumas
no son intercambiables y los resultados analiticos que conducen a la ecuacién 2.1.20 no son vélidos.

2

En la siguiente seccién mostraremos algunos resultados analiticos y numéricos que se obtienen a
partir de distribuciones de conectividad y distribuciones de pesos particulares.
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2.2 ALGUNOS CASOS PARTICULARES.

Para ilustrar los resultados analiticos de la seccién anterior mostraremos un par de gréficas que
corresponden a redes de votantes donde cada elemento tiene K = 11 conexiones por elemento tal
que Px (k) =8(k—11).

La primera red se construye usando una distribucién de pesos de la forma,

Pow) =dw—1J,

distribucién que tiene una transformada de Fourier y coeficientes a(k, m),

ﬁw(?\) = J.OO §(x —1)et ™dx = cos(A) +1 sen(A),

7'01:)1 1 00
a(K,m) = —12; <:1) J; %[cos(?\)]K_m [sen(A)]™ dA.

Por otro lado, en la segunda red usaremos una distribucién de pesos uniformemente distribuida
en el intervalo [0, 1],

Po(x) = 1 xel0,1]
“ 0 x¢l0,1]

La correspondiente transformada de Fourier y el coeficiente a(K, m) son,

1
P _ irx g sen(A) . 1—cos(A)
Po(A) = Le ax— el 1o
sm+1 00
a(Km) = —lzﬂ (:JJ AK%[sen(?x)]‘“mﬂ—coso\)]mcv\.

La Fig. 2.4 muestra a ¥ como funcién de 1 en dos casos distintos: el primero donde todos los pesos
sindpticos son iguales a uno y el segundo cuando todos los pesos se distribuyen uniformemente
en el intervalo [0, 1].

De la gréifica podemos observar que efectivamente el parametro de orden sigue una transicion de
fase del tipo campo medio y que la distribucién de pesos que se le asigné a la red no se refleja
en el exponente de la transicién, aunque si afectara el valor del ruido critico al que la red se
desordena.

Para continuar el andlisis podemos preguntarnos cémo cambia el valor del ruido critico con
la conectividad de la red. Huepe y Aldana (Huepe-Aldana, 2002) calculan esta dependencia
y construyen la grifica que se muestra en la Fig. 2.5. De la figura observamos que las redes
con conectividad mayor o igual que tres tienen un nivel de ruido critico mayor que cero y que
conforme se incrementa la conectividad, este ruido critico también crece, aunque mds lentamente
conforme se alcanzan valores grandes de k.

Un importante aspecto del resultado mostrado en esta figura es que en los casos donde las redes
sblo tienen elementos con una o dos conexiones el valor critico 1. es cero, es decir, basta una
cantidad infinitesimal de ruido para desordenar completamente la red. En la capitulo 3 estudiare-
mos maés a fondo esta peculariedad y obtendremos resultados tanto analiticos como numséricos
que nos hablaran sobre las dificultades que hay para alcanzar estados ordenados cuando no hay
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Figura 2.4. Arriba: Comportamiento del pardmetro ¥ como funcién de 1 para dos distribuciones de pesos
distintas. Abajo: Graficas Log-Log del pardmetro de orden ¥ como funcién de la distancia del
ruido al punto critico (n —n¢). Los valores de ruido critico son 1¢=0.3153 (Izq.) y nc=0.2838
(Der.) y se determinan con la expresién analitica de la Ec. 2.1.19. Las graficas del lado izquierdo
corresponden al caso donde todos los pesos sindpticos son iguales a uno (w; = 1V i), mientras
que las del lado derecho muestran el caso donde los pesos se distribuyen uniformemente entre
el cero y la unidad [0, 1]. La conectividad en ambos casos estd definida por Py (x) =6(x —11) y
las redes tienen N = 10> elementos. Figura tomada de Huepe et al, 2002.

elementos con tres conexiones al menos.

Es importante hacer notar que el resultado mostrado en la Fig. 2.5 indica que debajo de un cierto
ndmero de interacciones por particula el sistema no exhibe orden, resultado que ya habiamos
obtenido pero en el contexto del SDPM de Vicsek et al, donde calculamos la dependencia del
pardmetro de alineacién con el radio de interaccién por particula (véase Fig. 1.9). Como parte final
de este capitulo, daremos algunas conclusiones sobre el modelo que hemos presentado.

2.2.1 Conclusiones.

Hemos visto que el modelo de votantes es un planteamiento tedrico que basandose en una regla de
interaccién tipo mayoria entre los elementos de una red, nos permite estudiar los mecanismos de
sincronizacién colectiva de redes que pueden tener distintas topologias caracterizadas por Py (k).
También observamos que en una red de votantes con conexiones azarosas existe una transicion de
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Figura 2.5. Valor del ruido critico 1. para varias conectividades K, calculados para las dos diferentes
distribuciones de pesos ya mencionadas. Conforme se incrementa la conectividad la cantidad
de ruido necesaria para desordenar el sistema tiende al valor asint6tico de maximo nivel de
ruido ne = 1/2. Para K < 2, ¢ = 0 y el sistema permanece desorganizado para cualquier
nivel de ruido 1 > 0. En el caso de pesos constantes los valores de ruido para conectividades
consecutivas pares e impares son iguales. Figura tomada de Huepe-Aldana, 2002.

fase orden-desorden controlada por ruido, transicién que segtin su solucion analitica pertenece a
la universalidad de campo medio caracterizada por un exponente critico 1/2. La tnica suposicién
importante para obtener estos resultados es que las conexiones que unen a los nodos de la red
se asignan de forma suficientemente aleatoria tal que existe independencia estadistica entre los
elementos de la red. Entre los efectos que la distribucién de conectividad y la distribucién de
pesos tienen sobre la dindmica del sistema, destacan los siguientes:

* Las redes con distribuciones de pesos P, (x) simétricas no presentan transiciones de fase
orden-desorden, conclusién que vista desde la perspectiva del ejemplo de votantes nos
indica que cuando un votante recibe tantas opiniones positivas como negativas sobre ambos
candidatos, decidira su estado basicamente en funcién del ruido del sistema, por lo que no
hay algtin mecanismo que genere sincronizaciéon y cualquier cantidad de ruido desordenara
completamente la red.

* Las redes compuestas por elementos con menos de tres conexiones por elemento son
susceptibles de desordenarse con cualquier cantidad infinitesimal de ruido.

En los capitulos 3, 4 y 5 mostraremos algunos resultados analiticos y numéricos que obtuvimos.
Estos resultados profundizan en la caracterizaciéon de los efectos que sobre la dindmica de la red
de votantes ejercen las distribuciones de la conectividad y de pesos.



Parte III

PROPIEDADES DE SINCRONIZACION DEL MODELO DE
VOTANTES.



CONDICIONES MINIMAS PARA TRANSICION DE FASE.

Como vimos en el capitulo 2, la variedad de comportamientos que se presentan en redes de
votantes se relacionan directamente con la distribucién de conectividad Py (x) y la distribucién de
pesos sindpticos P, (x) que la red posee.

Este capitulo contiene el andlisis que realizamos para determinar algunas de las caracteristicas que
deben tener estas funciones para que exista transicién de fase orden-desorden de largo alcance.

¢ En primer lugar, en la seccién 3.1 mostraremos analitica y numéricamente que una red
donde todos los pesos sindpticos son positivos exhibira transicién de fase siempre y cuando
existan elementos con tres o mas conexiones en la red.

* Por otro lado en la seccién 3.2 veremos que cuando existen pesos negativos se puede frustrar
el comportamiento colectivo del sistema y para que esto no ocurra, la distribucién de
probabilidad de los pesos P, (x), debe satisfacer condiciones no triviales.

¢ En la seccién 3.2.1 estudiaremos el caso particular de una distribucién de pesos exponencial
asimétrica para la que obtendremos una solucién analitica y numérica que nos permitird
determinar la forma en que la simetria de la distribucién P, contribuye a destruir o
robustecer los estados ordenados de la red.

¢ Finalmente, en la seccién 3.3 ofrecemos algunas conclusiones.

3.1 CONECTIVIDAD TRES IMPLICA TRANSICION DE FASE.

En esta seccién estudiaremos mas a fondo el resultado que muestra la inexistencia de estados
estacionarios ordenados en redes de votantes formadas por elementos con menos de tres conexio-
nes (ver Fig. 2.5). Para ello consideremos el caso donde los elementos de red pueden tener una,
dos o tres conexiones con probabilidad py, p2 y p3 respectivamente. En tal caso la distribucién de
conectividades se expresa como

P(k) =p1 8,1 +P20k2+P30k3 - (3.1.1)

Noétese que dependiendo de los valores explicitos de las probabilidades p1, p2 y p3, la conectividad
promedio de la red (k) = p; +2 p2 + 3 p3 puede tomar cualquier valor en el intervalo [T, 3]. Si
sustituimos la Ec. (3.1.1) en la Ec. (2.1.4) obtenemos la expresién para la evolucién temporal del
pardmetro de orden, pardmetro que en el limite t — co alcanza un valor estacionario ¥ que es la
solucion de la siguiente ecuacion de puntos fijos:

Y =b1¥+b3¥3, (3.1.2)
donde hemos definido

br = 2(1-2n) [a(l,1)p +a(2,1)p2 +a(3, 1)ps3]
b = 2(1—-2n)a(3,3) p3. (3-1.3)
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Figura 3.1. Comparacién entre resultados numéricos (o) y analiticos (—) para los puntos fijos estables de la
red de votantes. Analizamos los casos asociados a diferentes fracciones de elementos con tres
entradas, esto es, para varios valores de la variable p3. la totalidad de los pesos sindpticos son
iguales a uno (Py,(w) = d(w —1)).

Los coeficientes a(k, m) se definen en términos de la distribucién de pesos sindpticos P, (x) de
acuerdo a la Ec. 2.1.12.

De la Ec. 3.1.2 observamos que si p3 = 0 el coeficiente b3 se anula para cualquier nivel de ruido
(n > 0) y la tinica solucién de la ecuacién anterior es la trivial ¥ = 0. Este importante resultado
indica que, independientemente de la distribucién de pesos sindpticos, para que los elementos
de la red presenten comportamiento colectivo sincronizado (¥ # 0), debe existir al menos un
porcentaje de elementos con conectividad tres (pz # 0). Si esta condicién se cumple la expresién
analitica del pardmetro de orden estd dada por la Ec. 3.1.4,

B 1/2
V=4 <1b]> . (3.1.4)
b3

Para mostrar la correspondencia de este resultado con su contraparte numérica, construimos una
red donde todos los pesos sindpticos son iguales a uno (P, (w) = 6(w — 1)) y la distribucién de
conectividad es la de la Ec. 3.1.1. Numéricamente determinamos los estados estacionarios del
pardmetro de orden de la red y los comparamos con los puntos fijos estables de la Ec. 3.1.4, todo
esto para varios valores de p3. Los resultados se muestran en la Fig. 3.1.

Esto confirma que en ausencia de elementos con conectividad tres o mayor, no existe transicion de fase en
la red. Nétese que cuando aumentamos la cantidad de elementos con tres conexiones pz — 1, el
comportamiento colectivo del sistema se hace més robusto al ruido 1, es decir, se necesita una
mayor cantidad de ruido para destruir el orden.



3.2 SIMETRIA DE LA DISTRIBUCION DE PESOS.

b.>1, b <0 b.>1, b,>0
1 3 @ 1 3
[
0<b1<1
v’
b,<1, b>0 b,<1, b,<0

Figura 3.2. Anélisis de puntos fijos para la Ec.3.1.2. Las lineas rectas son la identidad en el mapeo. Las
intersecciones de las curvas con la recta identidad definen los puntos fijos de la Ec. 3.1.2. Las
restricciones sobre los pardmetros que son compatibles con transicion de fase son by > 1y
b3 < 0.

3.2 SIMETRIA DE LA DISTRIBUCION DE PESOS.

Aungque los resultados de la seccién anterior 3.1 muestran un criterio para transiciéon de fase que
es independiente de la distribucién de pesos, en esta secciéon mostraremos que la distribucién de
pesos sindpticos es un factor que también puede determinar la existencia o ausencia de comporta-
mientos colectivos en el sistema.

Para ello consideremos la ecuacién de puntos fijos del pardmetro de orden (Ec. 3.1.2 de la seccién
3.1) en el caso particular donde los inputs de los elementos se determinan por la FDP de entradas
dada en la Ec. 3.1.1.

El mapeo dindmico P(t+ 1) = M ((t)), donde M () = by + b33, tiene cuatro comportamien-
tos distintos dependiendo de los signos de by y b3. Dichos comportamientos se ilustran en la
Fig. 3.2. Claramente, s6lo cuando by > 0 y b3 < 0 se tiene transicién de fase. En este caso, si
0 < by <1ybs <0, el tinico punto fijo estable es el trivial, ¥ = 0. Por otro lado, cuando 1 < b7 y
b3 < 0 entonces el punto fijo trivial ¥ = 0 se hace inestable y aparecen otros dos puntos fijos ¥7 y
V3 no nulos. Podemos mostrar si by > 0, variando 1 se puede hacer que by > 1. Noétese que ¥ y
V3 son antisimétricos, es decir, ¥ = —V3.

Aunque conozcamos las restricciones para la existencia de la transicién de fase by > 0y bz <0,
estos coeficientes se relacionan con la parte real e imaginaria de la transformada de Fourier de
Pw(x),

br = 2(1=2n) [a(1,1)p1 +a(2,1)p2 +a(3,1)p3] > 1
b3 = 2(1—2n)a(3,3) p3<0.
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donde los coeficientes a(k, m) definidos en la Ec. 2.1.12 involucran relaciones integrales demasiado
complicadas como para traducir las desigualdades a restricciones sobre las propiedades de P, (x).
En esta situacién serfa valioso contar con un caso particular suficientemente representativo como
para ilustrar la naturaleza de las restricciones relacionadas con los pesos sinapticos.

El caso particular que aqui mostraremos nos ayudard a entender los efectos que la simetria de
P, (x) tiene sobre la dindmica.

3.2.1  La simetria de Py, (w) como factor para transicién de fase.

Cuando los pesos wij pueden ser tanto positivos como negativos, entonces cada término wy; oy,
que aparece en la Ec. 2.1.1 tendra un signo determinado no sélo por oy;, sino también por wj;.
Por lo tanto, la influencia del elemento oy, sobre o; dependerd no sé6lo del estado de oy, sino
también del signo de wsj. Este efecto se traduce indirectamente en condiciones més restrictivas
para la formacién de estados colectivos ordenados, situacién que se reflejard en un aumento en la
sensibilidad del sistema a los efectos del ruido.

Para investigar como afecta a la transicion de fase la existencia de los pesos sindpticos (influencias)
negativos, usaremos un caso particular donde la distribucién de pesos P, (x) tiene la forma de
una exponencial con simetria definida por el pardmetro y:

Y ev x <0
Pw(x) = T372) v x>0 (3.2.1)

Esta distribucién tiene valor promedio,

1
(w)y=--v.
Y
Notese que el valor promedio de esta distribuciéon puede volverse positivo o negativo dependiendo
del valor del parametro y. Para ilustrarlo, en la Fig. 3.3 mostramos el comportamiento de esta
distribucién para dos simetrias distintas.

v<1

®

Figura 3.3. Esquema del cambio de la simetria de la distribucién de pesos dada en 3.2.1. para valores de
v > 1 la simetria es negativa, mientras que cuando y < 1 la simetria es positiva.



3.2 SIMETRIA DE LA DISTRIBUCION DE PESOS.

Dado que estamos interesados en determinar la forma en que la simetria de P, (x) afecta la
dindmica del sistema, consideraremos el caso simple de la seccién 3.1 donde la red solamente
tiene elementos con tres conexiones tal que la distribucién de conectividad es Py (k) = 6(k — 3).
En estas condiciones, los coeficientes a(k, m) toman la siguiente forma,

l—yz
a(1,1) = 77
(1—=vH) (1 +4v* +v*)
a(2,1) = 53
2(14+v2)
a3,1) — 3(1—v2)(3+17y% +40y* + 17y + 3v8)
T 16(14v2)5
1—v2)3(1 45y +v*
a3,3) = _U=Y )l il vY)
16(1+v2)

Usando estos resultados y sustituyéndolos en la Ec. 3.1.3 obtenemos las formas funcionales de b
y b3 en términos del ruido 1 y del pardmetro de simetria vy.

3(1—=v2)(3+17y% +40y* +17y® + 38
bimy) = 2(1—211)( Yo)( Y Y Y ve)

16(1+v2)> ’
_ (0 =v*P(+5y? +v%)
bs(m,y) = —-2(1-2n) 1601 172

Sustituyendo estas expresiones en la Ec. 3.1.4 tenemos finalmente los puntos fijos del pardmetro
de orden ¥ =Y¥(n,v).

1/2

(3.2.2)

_ ‘1—b1(n,v)
bz(n,v)

Comparamos este resultado con las simulaciones numéricas de una red de votantes con la
topologia de conectividad y pesos que ya definimos. El resultado lo mostramos en la Fig. 3.4.
Podemos observar que la transicién de fase depende en forma no trivial de la intensidad del ruido
1y de la simetrfa de Py, (x) determinada por el valor de y. Podemos determinar la curva critica
que separa la zona desordenada de la zona ordenada haciendo ¥ = 0 en la Ec. 3.2.2 y despejando
el valor de ruido critico como funcién del pardmetro y.

=) ;30 —y2)BH17y2 +40y" +17y° + 3v°)
eI =3 32(1+v2)°

Es importante hacer notar que el valor critico del pardmetro vy por encima del ctal no existen
estado ordenados (y.) es mucho menor que la unidad, lo que refleja que no es necesaria una
fuerte asimetria en la distribucién de pesos sindpticos para destruir el orden.
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Figura 3.4. Las gréficas de densidades muestran la transicién de fase orden-desorden, en dos dimensiones
del pardmetro de orden ¥(y,n). (a) Resultados analiticos, (b) Simulaciones numéricas.

3.3 CONCLUSIONES

Basados en los resultados que hemos obtenido en la seccién anterior, ofrecemos las siguientes
conclusiones.

1. Para que la transicién de fase ocurra, es necesaria en la red la presencia de elementos con
tres o mas conexiones.

2. Cuando la conectividad promedio de la red se incrementa también lo hace la tolerancia del
sistema al ruido, esto es, la intensidad del ruido necesaria para desordenar completamente a
la red es mayor.

3. La presencia de pesos sindpticos negativos también afecta la transicién de fase, haciendo
al sistema menos robusto al ruido conforme se incrementa la cantidad de elementos con
interacciones negativas.

4. Para distribuciones de pesos negativos simétricas (P (x) = P (—x)) no existe transicién de
fase ya que el sistema nunca alcanza estados ordenados. Esta conclusion es clara desde la
Ec. 2.1.12, ya que si Py (x) = Py (—x) entonces }Alw (A) y porlo tanto a (k,m) =0V m > 1.
En estas condiciones el tinico punto fijo estable del mapeo M () es P = 0.

5. Para formas especificas de la distribucion de pesos sinapticos P, (x), es posible obtener
informacién importante sobre la existencia de transicién de fase.

6. Sin embargo, no hemos podido determinar las restricciones generales sobre Py, (x) que
garantizan la existencia de comportamiento colectivo en el sistema.

En el capitulo siguiente veremos que, ademas de las restricciones que hemos visto, existen algunos
aspectos interesantes que relacionan la eficiencia de la sincronizacién colectiva con la topologia de
red.



MUNDO PEQUENO EN REDES NEURONALES.

En la seccién 2.1 mostramos que una red votantes con conexiones aleatorias exhibe comporta-
miento sincronizado tinicamente si existen elementos con tres o mas conexiones (k > 3) y si la
distribucién de probabilidad asociada a los pesos sindpticos presenta ciertas caracteristicas en su
simétria. Para que nuestro estudio del comportamiento sincronizado en el modelo de votantes
sea mds completo debemos analizar la forma en que la topologia de la red afecta la capacidad de
sincronizacién de nuestros votantes.

En este capitulo nos ocuparemos de este tema y comenzaremos estudiando las propiedades de
sincronizacion en una red de votantes donde la mayoria de las conexiones entre los nodos son
a primeros vecinos excepto por un cierto porcentaje que corresponde a conexiones aleatorias. A
este tipo de redes se les conoce como de mundo pequefio y se usan para reproducir esquemas de
interaccién donde cada particula o individuo establece sus vinculos principalmente con personas
o particulas cercanas y en menor medida también lo hace con particulas distantes. Por ejemplo,
en un modelo social una persona promedio se relaciona en gran medida con individuos cercanos
a su ubicacion geogréfica, como familiares, vecinos, compafieros de oficina, etc. Pero en ciertas
ocasiones establece conexiones mds distantes que el promedio porque conoce personas durante
viajes, por medio de internet, por cambio de domicilio, etc.

Segtin el modelo de Watts y Strogatz (Watts-Strogatz ,1998) existe un pardmetro p que permite
llevar a una red del tipo primeros vecinos hacia una red completamente aleatoria siguiendo estos
pasos:

e Se comienza con una red unidimensional de N nodos, donde cada nodo tiene k conexiones
a primeros vecinos (la mitad a la izquierda y la mitad a la derecha del nodo) y se ajustan
el valor de los parametros (N > k > In(N) > 1) para conseguir que las redes no estén
excesivamente conectadas.

* Con cierta probabilidad p cada conexién de la red se reconecta aleatoriamente evitando
auto conexiones y duplicaciones. Con este procedimiento se introducen pz’—k conexiones
de mediano o largo alcance que conectan nodos ubicados en zonas alejadas de la red.
El pardmetro p lleva las conexiones de la red de primeros vecinos (p = 0) a conexiones

totalmente aleatorias (p = 1) y representa la fraccién de conexiones aleatorias en la red.

La esquematizacién de este proceso se muestra en la siguiente figura tomada de Albert-Barabasi
(2002).

Primeros Vecinos  Mundo pequeiio Aleatoria

=0
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Una de las propiedades mas importantes de este tipo de red es que la longitud caracteristica /,
definida como el nidmero de elementos promedio que hay entre dos nodos arbitrarios, obedece
una forma general de escalamiento,

N
I(N,p) ~ X f (pkN9)

donde f(u) es una funcién que depende de la dimensién del sistema y de la geometria de la red,
con la siguiente propiedad,

flu) = cte siu<]
T b gy

Este tipo de escalamiento tiene alguna similitud con el formalismo de escalamiento propuesto por
Widom (Widom, 1965), en el sentido que aunque la trayectoria més corta tiene una dependencia
implicita de los pardmetros independientes N, k y p, estard completamente determinada por una
variable escalada u = pkN4.

Albert y Barabdsi nos dicen que la variable u es dos veces el nimero promedio de conexiones
aleatorias en la red (p) y que f(u) es el promedio de la fracciéon de red por la que la distancia
entre dos nodos es reducida por una u dada. Comparado con redes aleatorias, las redes de mundo
pequeiio estdn muy conectadas, lo que se refleja en un alto coeficiente de agregacién * y como
es de suponerse, el valor de este coeficiente dependera del pardmetro p. La forma explicita del
coeficiente de agregacién estara dada por la geometria de red de que se trate. Algunos ejemplos
son,

¢ Para redes aleatorias se obtiene C, = <NL>

¢ Una red unidimensional periédica donde cada nodo tiene k conexiones a vecinos cercanos

igtj; Este coeficiente converge a 3/4 en el limite k — oo.

tiene un coeficiente C, =
* Segtin el modelo de Newman-Watts (Newman-Watts, 1999) para la red tipo Watts-Strogatz
el coeficiente serd de la forma,

3k(k—1)
2k(2k — 1) + 8pk?Z + 4p2k2’

Cw-slp) =

Existen varios trabajos que desde diferentes perspectivas caracterizan las propiedades topolégicas
de las redes tipo mundo pequefio. Sin embargo, el andlisis de modelos de red que introducen
reglas dindmicas recién comienza a explorarse.

En este contexto desarrollamos el trabajo que mostraremos en el resto del capitulo donde estudia-
remos las propiedades de sincronizacioén de una red de votantes con topologia de mundo pequefio.
Para ello, analizaremos un par de redes de mundo pequefio compuestas por votantes: una cadena
unidimensional y una malla cuadrada. Usando estos casos representativos obtendremos algunos
resultados que indican la existencia de una relacién entre el valor de p y la capacidad de sincroni-
zacién que adquieren estos sistemas de votantes:

* Veremos la forma en que el nimero de conexiones aleatorias en la red afecta la robustez que
exhiben los estados colectivos ordenados ante los efectos del ruido dinamico 1.

El coeficiente de agregacién de una red es la probabilidad de que dada una conexion entre un nodo A con un nodo By
otra conexioén entre el nodo B y un nodo C, el nodo A y el nodo c estén conectados.
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¢ Estudiaremos el cambio en la magnitud de los transitorios hacia estados colectivos ordenados
conforme se incrementa el niimero de conexiones aleatorias en el sistema (p : 0 — 1).

4.1 RED DE CADENA UNIDIMENSIONAL TIPO MUNDO PEQUENO.

Comenzamos nuestro andlisis de las propiedades de sincronizacién de una red unidimensional
de N votantes con topologia de mundo pequefio tratando de determinar el comportamiento de
los estados estacionarios del pardmetro de orden ¥ conforme cambiamos el valor de p y el valor
del ruido n. Como resultado de nuestro procedimiento obtenemos una coleccién de datos que
ilustran la dependencia ¥(p, ).

Como primer paso construimos una red donde cada elemento se conecta con sus dos primeros
vecinos y consigo mismo (mundo pequefio p = 0, k=3). En esta red todos los pesos sindpticos
son unitarios P, (w) = & (w — 1). Establecemos condiciones de frontera periédicas y realizamos
la simulacién de la dindmica de votantes para calcular el valor del parametro de orden esta-
cionario ¥ definido en la Ec. 2.1.4, de esta simulacién obtuvimos la curva ¥ (p = 0,1). Después
cambiamos el valor de p, generamos una red que ahora tendra un diez por ciento de conexiones
aleatorias (p = 0,1) y conseguimos los datos para construir la curva ¥(p = 0,1,11). Repetimos este
procedimiento incrementando el porcentaje de conexiones recableadas y obtenemos finalmente
una coleccién de datos que ilustran la dependencia ¥(p,n). Mostramos nuestros resultados en la
grafica de la Fig. 4.1.

Por la tendencia que muestran las curvas podemos ver que las redes con mds conexiones re-
cableadas parecen maés resistentes al ruido dindmico 1. Obsérvese que cuando las conexiones
son solamente a primeros vecinos (p = 0, k = 3) y no hay ruido (n = 0), el sistema conserva las
condiciones iniciales de red desordenada (¥ ~ 0) independientemente del valor de . Cuando
las conexiones aleatorias estan por debajo del 40 % (p < 0,4) los primeros puntos de las curvas
¥(n) (n ~ 0) no siguen una tendencia bien definida (lucen un poco “desordenadas”), sin embargo,
este efecto desaparece cuando se incrementa el ntiimero de conexiones aleatorias (p € [1/2,1]). Es
probable que este “desorden” s6lo muestre que la magnitud del transitorio temporal para estos
estado es mucho mas grande de lo que usamos en la simulacién. Para probar esta suposicién
podemos repetir el cdlculo de estos estados estacionarios pero ahora partiendo de condiciones
iniciales ordenadas, el resultado lo mostramos en la Fig. 4.2.

En este caso ya no aparecen los estados estacionarios “desordenados” de los que habldbamos en
la Fig. 4.1 y las tendencias estdn bien definidas. Podemos entonces confirmar nuestra hipétesis, los
transitorios hacia estados ordenados que se presentan en redes con la mayoria de sus conexiones
a primeros vecinos son mas grandes que los correspondientes a redes con conexiones aleatorias. ¢
Qué tanto més grandes?, lo responderemos en breve.

Antes de eso, conviene enfatizar que en una red de votantes unidimensional tipo mundo pequefio,
los estados de orden colectivo se hacen mds robustos al ruido 1 conforme se incrementa el niimero
de conexiones que se recablean aleatoriamente.
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Figura 4.1. Transicién de fase del pardmetro de orden ¥ controlada por ruido () para redes de votantes con
conectividad k = 3 y topologias de mundo pequefio. Nétese que en el caso de primeros vecinos
(p =0), el pardmetro de orden muestra que la red no presenta transicién de fase orden-desorden.
La red se construye con N = 10° elementos y cada uno de los estados estacionarios se obtiene
después de un transitorio de T = 10% pasos de tiempo. En todos los casos las condiciones
iniciales son completamente desordenadas {(t = 0) ~ 0. En la figura, la linea continua —
representa la solucion analitica para el caso donde se aplica la teorfa de campo medio.

4.1.1  Transitorios en cadena unidimensional de votantes tipo mundo pequefio.

Para comenzar nuestro analisis de los transitorios es importante hacer notar que en muchos siste-
mas reales resulta muy relevante la magnitud del transitorio hacia estados colectivos ordenados
del sistema. Por ejemplo, en bancos de peces o parvadas es fundamental que cada elemento
del grupo esté dotado de un mecanismo de sincronizaciéon suficientemente rapido como para

responder de forma adecuada a los estimulos de su medio ambiente.

En la seccién anterior observamos que los transitorios de las redes con p < 0.4 parecen ser mas
grandes que los asociados a redes con p > 0.4. Aparentemente existe cierta dependencia de la mag-
nitud de este transitorio con el valor del pardmetro p, o dicho de otra manera, posiblemente ocurre
que las redes con conexiones aleatorias son mds eficientes que las redes cableadas tinicamente a
primeros vecinos para transmitir informacién ttil para la sincronizacién colectiva.
Con este argumento en mente, usaremos nuestro modelo para determinar numéricamente qué
relacion existe entre el niimero de conexiones aleatorias de la red y el tamafio de los transitorios
hacia los estados estacionarios. Para hacerlo, construimos varias redes de mundo pequefio usando
valores crecientes de p. Eligiendo el estado semi-ordenado que corresponde a 1 =0.01, en base
a muchas realizaciones determinamos el nidmero promedio de pasos de tiempo que emplea el
sistema en llegar a su estado estacionario partiendo de un completo desorden. En todas las redes
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Figura 4.2. Curvas que muestran la transicién de fase orden-desorden de varias redes de votantes con
topologia de mundo pequefio parametrizadas por p. En esta gréfica mostramos la dependencia
Y (p,n). Cada red se construye con N = 10° elementos con k = 3 conexiones por elemento. Los
estados estacionarios se obtiene después de un transitorio de T = 10% pasos de tiempo. En todos
los casos las condiciones iniciales son completamente ordenadas ¥ ~ 1. En la figura, la linea
continua — representa la solucién analitica que encontramos en el caso donde se cumple la
teoria de campo medio.

cada elemento tiene tres conexiones (k = 3) y cada conexién tiene pesos unitarios. En la Fig. 4.3
mostramos un ejemplo de las realizaciones que usamos para calcular el transitorio hacia los
estados estacionarios (W ~ constante).

Al final de este procedimiento conseguimos los datos para construir la curva T(p) que mostramos
en la grafica de la Fig. 4.4, donde T(p) es el tiempo transitorio como funcién de p.

Conforme recableamos mds conexiones aleatoriamente (p — 1) los transitorios hacia estados
ordenados disminuyen drésticamente. En particular, cuando existen pocas conexiones aleatorias
p ~ 0, los transitorios son varios 6rdenes de magnitud mds grandes que los que se asocian a
redes con porcentajes altos de conexiones aleatorias. Pareceria ocurrir entonces que las conexiones
aleatorias permiten un flujo de informacién mas eficiente que las conexiones a primeros vecinos, de
tal forma que aceleran la sincronizacién. Este hecho resulta bastante relevante porque ilustra una
de las caracteristicas de la topologia de red que pueden eficientar la transmisién de informacién
en este tipo de sistemas.

En este punto, sin involucrar conceptos como renormalizacién, podemos preguntarnos qué
sucederd si incrementamos el niimero de conexiones por elemento y a la par aumentamos la
cantidad de los elementos presentes en la red. El resultado podria darnos una idea de qué
sucede cuando se hace una especie de “crecimiento” del sistema basado en el incremento de los
pardmetros N y k. En la siguiente seccién veremos lo que ocurre con la dindmica de los elementos
de una red cuadrada con conexiones tipo mundo pequefio.
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Figura 4.3. Ejemplo de 15 realizaciones que muestran transitorios hacia un estado semi-ordenado ¥ ~ 0,98
de los elementos de una red con 70 por ciento de las conexiones entre sus elementos recableadas
aleatoriamente (p=0.7). Los pardmetros del sistema son, n=0.01 y K=3.
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Figura 4.4. Dependencia de la magnitud del transitorio T con el valor del pardmetro de mundo pequeno p.
Obsérvese la notable diferencia en el orden de magnitud de los transitorios que implican las
conexiones aleatorias en la red.
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4.2 MUNDO PEQUENO EN RED DE VOTANTES CUADRADA.

Las conexiones entre los votantes de la red cuadrada tienen pesos sindpticos unitarios y se estable-
cen a primeros vecinos (5 vecinos en este caso incluyendo al propio elemento) reconectdndolas
aleatoriamente con probabilidad p (ver Fig. 4.5).
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Figura 4.5. Esquema de la malla cuadrada de votantes conectados inicialmente con topologia de mundo
pequenio. Con probabilidad p, cada conexidn se recablea aleatoriamente a otro elemento de la
red (por ejemplo, la conexién segmentada en la figura).

Cuando hacemos las simulaciones observamos que en el caso p = 0 (conexiones a primeros
vecinos) el transitorio que parte de condiciones iniciales es enorme (T ~ 10°) comparado con los
pasos de tiempo necesarios para alcanzar el mismo estado cuando comenzamos con condiciones
iniciales ordenadas (T ~ 102). Independientemente de este efecto de las condiciones iniciales, a
semejanza de lo que ocurri6 en el caso unidimensional, la magnitud de los transitorios disminuye
notablemente conforme recableamos conexiones de la red. En la Fig. 4.6 mostramos las curvas
Y (p,n) generadas a partir de condiciones iniciales completamente desordenadas.

Obsérvese que a diferencia de lo que ocurre en las redes con una fraccién alta de conexiones
recableadas, los estados estacionarios asociados a redes con p <o.5, lucen “desordenadas” en
el sentido de que no establecen una tendencia clara a tiempos tan cortos. Podemos probar que
este es un efecto de un largo transitorio asociado a condiciones iniciales desordenadas haciendo
la misma simulacién pero ahora partiendo de condiciones iniciales completamente ordenadas,
resultados que mostramos en la Fig. 4.7. A semejanza de lo observado en el caso unidimensional,
las transiciones de fase son mds robustas conforme se incrementan las conexiones aleatorias en la
red. Nétese también que conforme el valor de p aumenta, las curvas se pegan asintéticamente a la
curva tedrica calculada usando el resultado analitico del modelo de votantes con k = 5 conexiones
aleatorias.

4.2.1  Transitorios de mundo pequefio en malla cuadrada.

Como ocurria en el caso unidimensional, los transitorios de la malla conectada a primeros vecinos
resultan muy diferentes para condiciones iniciales desordenadas que para condiciones ordenadas.
Por lo tanto resulta pertinente reproducir el anélisis que realizamos en el caso unidimensional
y determinar cémo depende el transitorio del pardmetro de mundo pequefio p. Para hacerlo
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Figura 4.6. Transicién de fase orden-desorden para modelo de red cuadrada de votantes con topologia de
mundo pequefio parametrizada por p. La red contiene N = 5002 elementos y los transitorios para
los estados estacionarios son de T = 1500 pasos de tiempo, condiciones iniciales desordenadas.
En la figura, la linea continua — representa la solucién analitica para el casop =1y k =5,
donde existe independencia y equivalencia estadistica entre los elementos de la red.

seguimos un procedimiento idéntico al que realizamos en el caso unidimensional, midiendo
los pasos del tiempo que tarda la red para alcanzar un valor del estado estacionario ¥ ~ 0.98 y
promediando los resultados para varias realizaciones. En la Fig. 4.8 mostramos ejemplos de estas
realizaciones. Respitiendo este procedimiento para varios valores de p obtenemos los datos que
muestran la dependencia T (p) que graficamos en la Fig. 4.9.

La curva que obtenemos de las simulaciones muestra que existe una dependencia del tipo
In(T) = Aln(p)+ B, donde A =-2.4 y B =2.3. Estos datos nos indican que el transitorio de la
malla cuadrada depende como una ley de potencias con exponente A =2.4 del valor del parametro
de mundo pequefio p. Cuando las conexiones son a primeros vecinos (p = 0), este resultado
implica que el transitorio diverge, lo que es correcto en el limite termodindmico. En la simulacién
vemos que el transitorio asociado a p = 0 es varios ordenes de magnitud mayor que los que
presentan redes con valores de p mds grandes.

Aunque la forma funcional del transitorio que involucra una ley de potencias no es intuitiva,
no perdamos de vista el siguiente resultado: la magnitud del transitorio de la malla cuadrada
disminuye drasticamente cuando recableamos conexiones aleatoriamente.

Hasta ahora hemos visto como depende el orden del sistema de la cantidad de conexiones
recableadas y también estudiamos cdmo se relaciona el transitorio con el pardmetro p, sin embargo,
en este andlisis no hemos determinado como dependen los transitorios de las condiciones iniciales.
Hemos visto solamente que los pasos de tiempo necesarios para alcanzar el estado estacionario
son mucho menos cuando partimos de completo orden que cuando partimos del desorden, pero
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Figura 4.7. Transicion de fase orden-desorden para modelo de red cuadrada de votantes con topologia de

mundo pequefio parametrizada por p. La red contiene N = 5002 elementos y los transitorios para
los estados estacionarios son de T = 200 pasos de tiempo, condiciones iniciales completamente
ordenadas. En la figura, la linea continua — representa la solucién analitica para el casop =1y
k =5 conexiones aleatorias.

para todos los casos intermedios no tenemos informacién. Para completar nuestro andlisis de
sincronizacién en redes de mundo pequefio estudiamos la forma en que el transitorio de la red
conectada a primeros vecinos depende de las condiciones iniciales. Para ello modelaremos una
red cuadrada compuesta por votantes conectados a primeros vecinos (k = 5) como se muestra
en la Fig. 4.10 y con un nivel de ruido muy bajo (n =o.01). Ajustaremos las condiciones iniciales
de tal manera que conozcamos el nivel de orden inicial (¥y) y veremos la evolucién del sistema
analizando los transitorios.

Para obtener una buena estadistica emplearemos el siguiente método,

Inicializamos todos los elementos de la red al estado +1.

Dividimos la red en celdas de lado N como en la Fig. 4.10 y en cada celda formamos un
cuadro compuesto por b? nodos que fijamos al estado —1. El pardmetro de orden de la
i-ésima celda lo denotaremos por ;.

Estas condiciones ajustan el valor del pardmetro de orden de todas las celdas al valor,

b\ 2
Yi(t=0)==1-2 <N) . (4.2.1)

Dejamos evolucionar el sistema hasta que todas las celdas alcanzan su estado estacionario y
registramos la serie de tiempo del pardmetro de orden de cada celda por separado.
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Figura 4.8. Mostramos varias realizaciones del transitorio del pardmetro de orden para una red cuadrada de
5002 votantes con condiciones iniciales desordenadas y conexiones a primeros vecinos (p = 0),
el nivel de ruido es n=o0.01 para el cual ¥ ~ 0.98.

¢ Como todas las celdas tienen la misma condicién inicial pero siguen una transitorio distinto,
podemos obtener informacién estadistica del transitorio haciendo un promedio de los
transitorios de cada celda,

donde N es el nimero de celdas y la suma normalizada es el valor promedio del transitorio
Y(t) dada una condicién inicial especifica.

Para ilustrar lo que sucede en la simulacién, en la Fig. 4.11 mostramos la evolucién temporal
de una red formada por N2 = 100? elementos con 5 conexiones a primeros vecinos (p = 0)
cada uno y sujetos a un bajo nivel de ruido (1 = 0,01). La secuencia comienza con la condicién
inicial Py = 0,4168 que conseguimos colocando 36 celdas cuadradas de lado by = 9 formadas
por elementos en el estado —1 (cuadro azul). Enseguida dejamos evolucionar al sistema y vamos
tomando instantdneas cuando se alcanzan ciertos valores de V.

Este procedimiento nos permite apreciar la evolucién de los elementos de la red partiendo de
diferentes condiciones iniciales. Repitiendo este experimento para varias condiciones iniciales,
que ajustamos usando la magnitud b de las manchas rectangulares obtenemos datos estadisticos
de los transitorios y construimos la gréfica de la Fig. 4.12 que muestra el tamafio del transitorio
como funcién del pardmetro b.

La ecuacién resultante del ajuste cuadratico es, AT =7.26 xb? lo que nos indica que el tamario del
transitorio hacia el estado estacionario es proporcional al drea de la mancha, esto es, AT ~ Ap.
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Figura 4.9. Dependencia del logaritmo del transitorio con el logaritmo del pardmetro p para una red
cuadrada formada por N = 5002 elementos, 1n =o0.01, K = 5. Las condiciones iniciales son
completamente desordenadas en todos los casos. Los circulos e corresponden a los datos de las
simulaciones y la linea continua es el ajuste lineal a estos datos.
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Figura 4.10. Malla bidimensional con condiciones iniciales semi ordenadas. El sistema estd formado por
cuatro celdas idénticas de lado N formadas por elementos en el estado +1 (o) y con manchas
de lado b formadas por elementos en estado -1 (e).

Este resultado es similar a lo que sucede con el modelo de Ising unidimensional donde la tasa de

cambio con la que el area de la mancha Ay, se reduce es constante tal que d(ﬁb ~ cte.
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Figura 4.11. Secuencia de la simulacién de red cuadrada N = 1002, K =5, p =0, n=0.01. La secuencia de
valores del pardmetro de orden 1 es a) 0.41, b) 0.45, ¢) 0.57, d) 0.70, e) 0.80, ) 90, g) 0.96, h)

0.98, i) estado estacionario \ ~ 0.98. El tiempo transcurrido durante la secuencia completa es
de T = 20000 pasos de tiempo.

Combinando la caracterizacién del transitorio que hemos presentado con nuestro resultado previo
donde vimos que la formacién de orden colectivo puede ser mas facil cuando existe un buen
porcentaje de conexiones aleatorias (p — 1), podemos decir en términos de un sistema social de
votantes, que para ordenar las opiniones de todos los individuos de una sociedad y lograr un
acuerdo colectivo en un tiempo corto, es fundamental que existan mecanismos de transmisiéon de
informacién de mediano y largo alcance. Este resultado podria resultar fundamental en sistemas
que exhiben sincronizacién colectiva en tiempos muy cortos como peces, aves, etc.



4.3 CONCLUSIONES

4x10" T T T

3x10"

— AT=72637%b"

AT 20!

110"

0 10 20 30 40 50 60 70

Figura 4.12. Dependencia estadistica del transitorio AT del modelo de malla cuadrada de votantes con el
tamario de las manchas de lado b para una red con N = 1002 elementos con un nivel de ruido
muy pequefio (N = 0,01) y conexiones a primeros vecinos (p = 0). (0O) Datos numéricos, (-)
Ajuste cuadrético AT =7.26 xb?.

4.3 CONCLUSIONES

En este capitulo estudiamos los efectos de la topologia mundo pequefio en la dindmica de una red
de votantes con ruido y determinamos la forma en que el pardmetro p determina la tolerancia de
la red a las fluctuaciones estocasticas y la magnitud de los transitorios hacia estados estacionarios
semi-ordenados. Vimos ademds que la magnitud de estos transitorios son dependientes de las
condiciones iniciales que se impongan.

Podemos ofrecer las siguientes conclusiones,

1. En el caso unidimensional, cuando la conectividad de la red es a primeros vecinos, el sistema
no mostrard estados ordenados, independientemente del nivel de ruido 1, comportamiento
andlogo al que ocurre en el modelo de Ising unidimensional.

2. En el caso de la red cuadrada, por construccién habrd mds conexiones que incrementaran
la capacidad de la red para transmitir la informacién y permitird la formacién de estados
ordenados. Consecuentemente existirdn transiciones de fase orden-desorden controladas
por ruido para cualquier valor de p, incluso para p = 0.

3. Tanto en la red unidimensional como en la red cuadrada, conforme el ntimero de conexiones
aleatorias se incrementa (p — 1), los estados ordenados de la red se hacen mds robustos ante
los efectos del ruido. Podemos interpretar este hecho como un aumento en la capacidad que

tiene el sistema para disipar las componentes estocdsticas y mantener el estado ordenado.
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Algunas simulaciones que no presentamos aqui muestran que este comportamiento es el
mismo en el caso de una red con forma de cubo (3D).

4. Las redes que tienen pocas conexiones aleatorias tienen transitorios muy largos, resultado de
gran importancia si consideramos que en muchos sistemas reales el tiempo de sincronizacién
es fundamental (por ejemplo, un banco de peces que es atacado por un depredador, etc.)
y en la medida que nuestro modelo sea representativo del tipo de interacciones que se
presentan en estos sistemas reales, podremos ir construyendo un criterio numérico para
definir que topologfas son incompatibles con dindmicas de reaccién répida.
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En este capitulo estudiaremos las propiedades de sincronizacién de una red de votantes en el caso
donde las conexiones entre los votantes (inputs o de outputs) se forman siguiendo una topologia
de red libre de escala.

Las redes con topologia libre de escala tienen la propiedad de que la probabilidad P(k) de que
un elemento arbitrario esté conectado exactamente con k elementos es de la forma P(k) = Ck ™7,
donde v es el exponente de la distribucion libre de escala y C es una constante de normalizacién. En
anos recientes se han publicado una gran cantidad de trabajos donde se muestra que muchas
redes asociadas a sistemas reales tienen una topologia libre de escala *. Por ejemplo, la internet
(Albert R. et al, 1999), las redes sociales (Newman M.E], 2001), redes metabdlicas y de proteinas
(Jeong H.et al 2000,2001), redes ecolégicas (Camacho et al, 2002) y redes genéticas (Fox-Hill ,2001).
Existen varios trabajos que proponen diferentes mecanismos para construir este tipo de redes,
como ejemplo mostramos sélo dos:

* La propuesta de Albert y Barabasi (Albert-Barabasi , 2002.) que basdndose en crecimiento y
union preferencial en t pasos de tiempo puede formar una red libre de escala con exponente
v=3, compuesta por N = (t + mo) nodos y mt conexiones, donde my es el niimero inicial
de nodos y m < mg es el nimero de conexiones que le asignhamos a cada nuevo nodo que
aparece en cada paso de tiempo t.

¢ El trabajo de Krapivsky et al (Krapivsky et al, 2002) donde encuentran una solucién para
la distribucién de conectividad asociada a una red aleatoria en crecimiento. Esta solucién
es dependiente del tiempo y antigiiedad de la red. En este modelo cada elemento nuevo
se conectard a la red con cierta probabilidad Ay que depende del ntiimero de conexiones
preexistentes en el nodo al que se afiade el nuevo elemento. Para probabilidades homogéneas
Ay ~ kY aparecen diferentes comportamientos dependiendo desiy <1,y > 10y = 1. Para
v < 1 el ntimero de sitios con k conexiones Ny varfa como una exponencial extendida. Para
Y > 1 aparece un sitio dominante que se conectara con casi todos los demds. En el caso
asint6tico Ay ~ k la ley de potencias Ny ~ k™ aparece, donde el exponente v toma el valor
v=3.

Independientemente de la forma en que se construyen las redes libres de escala, cuando se
incluyen reglas dindmicas para definir las interacciones entre los elementos de la red se obtienen
una gran variedad de comportamientos que pueden modelar sistemas reales. Aldana y Larralde
(Aldana-Larralde, 2004) analizaron la dindmica de un modelo de votantes con topologia libre
de escala en inputs. Esta topologia de red es comun en redes genéticas, ecolégicas, o sociales y
representa sistemas donde donde el niimero de influencias que determinan el estado de cada
nodo se determina por una distribucién libre de escala. En este capitulo mostraremos nuestro
trabajo para determinar el comportamiento dindmico de una red de votantes con topologia libre
de escala en outputs. Este modelo describe la sincronizacién colectiva en las decisiones de una
poblacién donde el nimero de influencias que ejerce cada elemento sigue una distribucién libre

En la seccion A.1 del apéndice A mostramos una tabla con varios ejemplos de redes reales que tienen topologia libre
de escala.
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de escala. Este tipo de red describe por ejemplo, una poblacién donde existen todos los niveles de
influencias, y en particular existen unos pocos elementos muy influyentes (personajes de medios
de comunicacién electrénicos o escritos, dirigentes empresariales, politicos, religiosos, etc.) a los
que llamaremos “lideres”. Antes de describir nuestro trabajo es conveniente describir brevemente
algunos resultados que Aldana y Larralde (Aldana-Larralde, 2004) obtienen para votantes con
topologia libre de escala en inputs.

5.1 DISTRIBUCION DE INPUTS LIBRES DE ESCALA.

En su trabajo Aldana y Larralde muestran que en una red de votantes que siguen la regla de
la mayoria, cuando todos los momentos de la distribucién de conectividad son finitos, la red
presenta una transicién orden-desorden que pertenece a la clase de universalidad de campo medio,
caracterizada porque el exponente 3 definido por,

)P

Y~ (Me—n (5.1.1)

toma el valor 3 = 1/2. En el caso de una distribucién libre de escala de inputs, los momentos
de la conectividad no siempre son finitos, lo que complica el andlisis. Sin embargo, bajo la
suposicion de que los elementos de la red tienen equivalencia e independencia estadistica entre si,
es posible determinar el valor del exponente 3 como funcién de y y obtener el comportamiento del
pardmetro de orden cerca de la transicién de fase 2. En su anAjlisis Aldana y Larralde describen
el comportamiento del pardmetro de orden cerca de la transicién de fase para varios intervalos
del exponente 7.

En el intervalo 1 < vy < 3/2 el sistema no se desordena antes den = 1/2 y el pardmetro de orden

se comporta como ¥ ~ (1/2 — n)ﬁ, cuando 1 — 1/2. En el intervalo 3/2 < vy < 5/2 el pardmetro
de orden se comporta como,

VAT (2n—3) 2y —2)62 [2(w?)\" v
W]~ CrG/2—7) )2 (e —m) (5.1.2)
Y asintticamente a y = 5/2,
2 (2iw2)\ 2
Y InY| ~ 6*/?" ( <<V:v>2>> (Me —m) (5.1.3)

Cuando vy > 5/2 la transiciéon de fase del sistema se ubica nuevamente dentro de la clase de
universalidad de campo medio y el comportamiento del pardmetro de orden esta descrito por la
Ec. 2.1.20. La siguiente tabla muestra un resumen de estos resultados indicando los valores de los
exponentes criticos 3 y el valor de ruido critico n¢ para diferentes valores de 7.

INTERVALO EXPONENTE f) P. CRITICO T1¢

1<vy<3/2 3—2y)"" 1/2

3/2<v<5/2  (2-3y)"" T (1-1/2b9)
v=5/2 1/2+ Log T (1—=1/2by)
5/2 <7y 1/2 5 (1—=1/2by)

2 Los célculos detallados se muestran en la secciéon B.1 del apéndice.
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Figura 5.1. (a) Dependencia del pardmetro de orden ¥ con el ruido 1 para diferentes valores de gamma.
(b) Gréfica Log-Log de ¥ como funcién de 1 — 1 para diferentes valores del exponente y. Los
simbolos son valores numéricos y las lineas continuas son resultados analiticos, Ec. 5.1.1 para
vy =3,Ec. 5.1.3 paray =2,5y Ec. 5.1.2 paray =2y v = 1,75. Figura tomada de Aldana et al,
2004.

Para verificar los resultados analiticos que muestra esta tabla, se realizan las simulaciones numéri-
cas correspondientes y se obtienen los resultados de la Fig. 5.1 que muestra el comportamiento
del pardmetro de orden como funcién de la distancia al punto critico (n —m). Como puede
observarse, el acuerdo entre las simulaciones y los resultados analiticos es bastante bueno. Un
aspecto interesante de estos resultados es que para 3/2 < vy < 2 aparece una transicion de fase
paran < 1/2 no obstante que el primer momento de la conectividad de la red que la sufre diverge.
Este resultado es el primer ejemplo de una transicién de fase que ocurre a “temperatura finita”
en una red con conectividad infinita. En general, en el modelo de votantes con topologia libre
de escala en inputs la transicién de fase puede presentarse en el intervalo solamente cuando el
momento (k'/2) de la distribucién Py sea finito. Este resultado puede entenderse si consideramos

k .
la suma &x = } ;_;wi;0n;, que aparece como argumento de la regla de la mayoria, es una

caminata aleatoria de k pasos con primer momento i y varianza Ay = \/ k <<w2> -y <w>2).

En estas condiciones y de acuerdo al teorema del limite central, la convergencia de la suma
>k Z—';P(k) ~> x k'/2P(k) es una condicién necesaria para la existencia de la transicién de fase.
Esta convergencia garantiza que la cantidad,

me\ g Mk
<Ak> ];Akp(k)'

permanecerd finita. En este caso existird un nivel de ruido menor a 1/2 en el que el orden del
sistema se destruya completamente.

Estos resultados implican la independencia estadistica entre los votantes de la red, sin embargo,
existen casos como los sistemas sociales por ejemplo, donde existen correlaciones entre los
individuos. Para proponer un modelo donde las correlaciones se tomen en cuenta debemos
sacrificar la independencia y equivalencia estadistica entre los elementos. Nuestra propuesta es el
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modelo que presentaremos en la siguiente seccién: la topologia de red libre de escala en outputs.

5.2 RED DE VOTANTES CON TOPOLOGIA DE OUTPUTS LIBRE DE ESCALA.

En una red de votantes con topologia libre de escala en sus outputs se vuelve mucho mds probable
que dos elementos arbitrarios compartan un mismo input. A estas influencias comunes que
son inputs de muchisimos nodos los llamaremos lideres. La presencia de estos lideres rompe la
equivalencia estadistica entre los votantes e induce una especie de marcapasos al sistema. Este
hecho puede hacer més diversa la dindmica porque, aunque podria pensarse que la accién de
los lideres facilitaria la sincronizacion de los votantes en la red, también podria ocurrir que el
grupo de lideres entraran en contradiccion y ejercieran influencias opuestas al resto de la red.
No debemos olvidar que cada lider define su estado en base a sus propias influencias y apriori
no sabemos ctial serd su estado en cada paso de tiempo. En esta situacién es muy complicado
tener una idea de la dindmica que exhibird el sistema, aunque como siempre, podemos hacer un
experimento numérico que nos proporcione algunas pistas 3.
Para ello calculamos numéricamente el comportamiento del pardmetro ¥ en funcién del ruido n
para varias redes de votantes que siguen una distribucién de pesos P, (w) = d(w —1) y tienen
topologia libre de escala en sus outputs *.
Para implementar la distribucién de outputs libre de escala con exponente y podemos usar una
distribucién que numéricamente es facil de generar y que tiene la forma,

1 1

P (k) = T T e (5.2.1)

distribucién que se comporta asintéticamente como Px (k) ~ (y —1)k™Y cuando k es suficientemen-
te grande. Esta distribucién aproxima bastante bien a una ley de potencias “pura” Py (k) ~ k™7,
sobre todo para valores grandes de k, como lo muestra la grafica de la Fig. 5.2 donde graficamos
ambas distribuciones para el caso particular donde y =2.3 (izquierda) y el valor absoluto de la
diferencia entre ambas distribuciones D como funcién de v y k (derecha).

Usando la distribucién 5.2.1 podemos construir varias redes con topologia libre de escala en out-
puts caracterizadas por su exponente 7y y realizar las simulaciones de la dindmica de votantes. En
particular, estamos interesados en conocer la forma en que cambia la capacidad de sincronizaciéon
de los elementos de la red conforme incrementamos el niimero de lideres v — 1. Como resultado
de nuestras simulaciones obtenemos una colecciéon de curvas ¥ (1) para varios exponentes v, las
cuales mostramos en la grafica de la Fig. 5.3.

De la figura podemos observar que las redes construidas usando un valor de vy < 2.3, no se
desordenan para niveles de ruido menores a 1/2, es decir, no hay transicién de fase en las redes
asociadas. Por el contrario, las redes construidas a partir de distribuciones con exponentes vy =3.5,
3.2 y 3.0 parecen desordenarse con niveles de ruido 1 < 1/2. De los casos intermedios poco
podemos decir porque no tenemos algtin criterio tedrico o numérico que nos indique si el sistema
exhibe una transicién de fase. En esta situacion s6lo nos resta hacer una interpretacién cualitativa
de estos resultados.

Cuando formamos una red con distribucién de conectividad libre de escala en outputs y con

Es importante mencionar que no existen resultados analiticos para el modelo de votantes con topologia libre de escala
en outputs, ya que las correlaciones inducidas por los lideres de opinién han resultado ser muy dificiles de tratar
matematicamente

Cuando los outputs de cada elemento se eligen aleatoriamente y con probabilidad uniforme para toda la red, la
distribucion de inputs que se genera tiene la forma de una distribuciéon de Poisson con primer momento idéntico al de
la distribucién de outputs. (Aldana, 2003)
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Figura 5.2. Izquierda: grafica que muestra las distribuciones de conectividad Py (k) = k(=1 — (k+
1)—v=1) y Pr(k) ~ (y = 1)k~ como funcién de la conectividad k para y=2.3. Derecha: Valor
absoluto de la diferencia entre ambas conectividades como funcién del exponente v y de la
variable k. Observese que, independientemente del exponente v, la diferencia es muy pequefia.

Figura 5.3. Transiciones de fase del pardmetro de orden ¥ controlada por el ruido n del modelo de
votantes. En la gréfica se muestran los resultados numéricos para diferentes exponentes y de la
distribucién de outputs libre de escala. La red que se construy6 consiste de N = 10> nodos y los
estados estacionarios calculados se obtienen después de T = 10* pasos de tiempo.
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exponentes suficientemente bajos (~ 2.0) la correspondiente distribucién de inputs sera una tipo
Poisson de alta conectividad muy robusta al ruido y con primer momento idéntico al de la
distribucién de outputs (~ 10.0). En esta situacién seria razonable suponer que la dindmica del
sistema es similar a la de una red como las que vimos en el capitulo 2.1 que tiene transicién de
fase para algtin nivel de ruido n¢ < 1/2, sin embargo aparentemente no es asi porque pareceria
mas bien que el nivel de ruido necesario para desordenar la red es 1. = 1/2, efecto que sin duda
se debe a la presencia de las conexiones distintas del promedio, ya sean de corto, mediano o largo
alcance.

Por el contrario, para exponentes altos el promedio de la distribucién de inputs se va hacia cero lo
que hace menos robusta la red, situacién que ahora si nos permite ver curvas que parecen indicar
la existencia de transiciones de fase orden-desorden.

La situacién que observamos es como la de una votacién entre dos candidatos en la que intervie-
nen lideres influyentes a todas las escalas. Estos lideres no toman ninguna decisién en particular,
sino que como el resto de los individuos cambian su estado de acuerdo a la influencia de sus
inputs y a la de su libre albedrio (ruido n). En estas condiciones, ;cuales son las suposiciones
aplicables que nos pueden ayudar a caracterizar la dindmica del sistema?. La pregunta estd abierta.
Existe una muy interesante posibilidad que no hemos explorado atin: ;qué sucederia si todos
los lideres se pusieran de acuerdo y adoptaran el mismo estado, ya sea 0 = —1 0 0 = +1 2.
Responderemos esta pregunta en la siguiente seccion.

5.3 CUANDO LOS LIDERES SE SINCRONIZAN.

La situacién donde los elementos més influyentes de una sociedad sincronizan sus opiniones
puede describirse razonablemente bien por nuestra red de votantes con outputs libres de escala
sin hacer suposiciones demasiado particulares. Consideremos una poblacién de varios miles de
habitantes formada por personas que establecen sus amistades siguiendo una ley de potencias
en los outputs tal que la mayoria de las personas serdn poco influyentes (personas normales)
mientras que existen unas pocas personas que son muy influyentes (lideres) y claro, todos los
casos intermedios.

En esta situacién podemos preguntarnos qué sucederia si en esta ciudad se realizara una votacién
entre dos candidatos y ocurriera que el grupo de lideres acordardn votar en bloque por uno de los
dos candidatos. ; como afectaria esto la eleccion?. Para tratar de averiguarlo usaremos nuestro
modelo de votantes con topologia libre de escala en outputs. Estableceremos una red formada por
N votantes y diremos que un votante o es influyentes solamente cuando el ntimero de outputs
que posee (koi) (ntimero de personas de las que o es influencia) estd por encima de cierto valor
al que llamaremos K¢, esto es koi > Kc. Al resto de la poblacién los llamaremos normales y serdn
aquellos para los que cumplan kq; < K.

La regla dindmica que definir4 el estado de las personas normales es la regla de la mayoria en
el modelo de votantes (pesos unitarios para toda las conexiones). Por otro lado, para definir el
estado de los lideres simplemente les asignaremos de forma arbitraria a todos ellos el mismo
estado (+1 o —1) y no permitiremos que cambien en ningtin momento de la dindmica. Con estas
reglas dejamos que el sistema evolucione hasta alcanzar un estado estacionario para cada nivel
de ruido n y registramos la sincronizacién que alcanzan los elementos normales de la sociedad.
Esta medida del consenso de los elementos que son normales la conseguiremos calculando el
pardmetro de orden de los normales, tomando en cuenta solamente a los elementos que cumplan
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(b)

Figura 5.4. Transiciones de fase de la red de votantes con lideres necios. (a) Mostramos varias curvas que
describen el parametro de orden ¥ como funcién del ruido n para distintos valores de K¢, red
con N = 10% elementos. (b) Gréfica tridimensional que muestra el pardmetro ¥ como funcién
de K¢ y del ruido n. Obsérvese que conforme se incrementa la cantidad de lideres (K. — 1), los
votantes ya no pueden alcanzar estados desordenados. La red se construyé con N = 10% nodos,
los estados estacionarios calculados se obtienen después de T = 10% pasos de tiempo y el estado
que se les asigno a los lideres es +1. El exponente libre de escala en ambos casos es de y =2.3.

la condiciéon kg < K,

1 N—N;
Wn:iN—Nl ; o .

Obtendremos entonces una curva que mostraré el grado de consenso que la poblacién normal
puede alcanzar cuando existen N; lideres que ejercen el mismo tipo de influencia hacia el resto
de la sociedad. Si realizamos este procedimiento para varios valores de K. obtendremos toda la
serie de resultados electorales que ocurren en la sociedad de los normales, desde el caso donde
hay muy pocos lideres (K. > 1) hasta el caso donde la mayoria de los votantes son considerados
como lideres (K. ~ 1). Para construir la red que usaremos en las simulaciones podemos elegir
entre varios exponentes libres de escala, pero conviene elegir una estructura de red que bajo las
reglas dindmicas que ya describimos permita que los votantes alcancen estados completamente
sincronizados y también estados completamente desordenados. Observando la gréfica de la
Fig. 5.3 podemos ver que para y =2.3 la red de votantes parece describir una transicién de fase
orden-desorden controlada por el nivel de ruido 1. Por lo tanto podemos seleccionar ese exponente
de la distribucién para construir nuestra red. Ahora que hemos descrito el modelo de votantes
con lideres que mantienen el mismo estado durante toda la dindmica (necios), mostraremos la
grafica de la Fig. 5.4 que resume nuestros resultados.

Obsérvese que conforme se incrementa la cantidad de lideres en la red K. — 1 la transicién de
fase desaparece, esto es, los votantes normales ya no pueden alcanzar los estados desordenados
que corresponden a empates electorales. Por lo tanto la decisién electoral siempre beneficiara al
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candidato de los lideres. Aunque este resultado es mas o menos intuitivo, debemos hacer notar
que en algunas de las curvas que no exhiben transicion de fase, los individuos normales son la
mayoria de la poblacién, hecho que refleja la fuerte influencia de los individuos lideres.

5.4 CONCLUSIONES

Para finalizar este capitulo ofrecemos las siguientes conclusiones:

* Las redes con topologia libre de escala en outputs son una herramienta muy versatil que
pese a su complicado tratamiento analitico nos ofrece la oportunidad de plantear situaciones
cercanas a sistemas reales. Por ejemplo una sociedad donde existen relativamente pocos
individuos (lideres) que ejercen una gran influencia sobre el resto de las personas y todos
los niveles de conectividad en outputs hasta llegar a los elementos que tienen unas pocas
conexiones.

¢ Cuando todos los elementos de la red definen su estado o decisién de acuerdo a la regla de
votantes, en las condiciones adecuadas la sociedad podra alcanzar tanto estados de consenso
(completo orden), como estados de completo desorden. Este grado de sincronizacién estard
relacionado con el valor del exponente y que define la topologia de las relaciones sociales y
con el nivel de independencia que cada elemento tiene respecto a sus influencias ().

* En el caso particular donde los lideres de la sociedad se ponen de acuerdo para adoptar el
mismo estado, el ntimero de lideres determinara cudndo es posible que su influencia defina
el grado de consenso que las personas normales pueden alcanzar.

¢ Aunque nuestro modelo es conceptualmente simple, nos permite analizar las condiciones
bajo las que una poblacién poco influyente puede sincronizar sus opiniones para contraponer
la influencia de unos lideres muy influyentes. En una votacién por ejemplo, si los comunica-
dores, empresarios, lideres religiosos o politicos se pusieran de acuerdo para beneficiar un
candidato, nuestro modelo podria darnos alguna idea sobre que nivel de organizacién que
el resto de la poblacién podria alcanzar.



Parte IV

MODELO DE VOTANTES CON RUIDO COMBINADO.



RED DE VOTANTES CON DINAMICA COMBINADA DE VICSEK Y
GREGOIRE-CHATE.

6.1 INTRODUCCION.

En el capitulo 1 presentamos las dos versiones del modelo de movimiento colectivo usando las
reglas dindmicas de Vicsek et al y de Grégoire-Chaté. En estos casos vimos que la forma de
introducir las perturbaciones estocdsticas en las reglas dindmicas parecen determinar en gran
medida la naturaleza de las transiciones de fase orden-desorden que el sistema presenta.

A partir de resultados que hemos obtenido modificando la regla dindmica del modelo de votantes,
en este capitulo mostraremos que en el caso de los votantes las transiciones orden-desorden
asociadas a redes con reglas dindmicas tipo Vicsek et al y Grégoire-Chaté son casos particulares
de una transicion orden-desorden bidimensional.

Comenzaremos por contextualizar nuestro trabajo, para ello describiremos brevemente los
resultados de Aldana et al (Aldana et al, 2007) donde adaptan el modelo de votantes para que por
separado sigan dinrhicas tipo Vicsek et al y Grégoire-Chaté.

Cuando a los elementos de una red conectada aleatoriamente se les asigna una regla dindmica del
tipo Grégoire-Chaté,

K
1 )
On(t+1) = Angulo X E vnj(t)—l—nela(t] , (6.1.1)
j=1

donde &(t) es una variable aleatoria uniformemente distribuida en el intervalo [—1,1] y nes la
amplitud de ruido, el sistema exhibe una transiciéon de fase orden-desorden que es discontinua o
de primer orden. Por el contrario, si a los votantes se les asigna una regla de la forma de Vicsek et
al,

K
Bn(t+1) = Angulo ;;vnj (t) p +mén(t). (6.1.2)

la transiciéon orden-desorden parece ser continua o de segundo orden.

Aparentemente, la diferencia en las reglas dindmicas de las ecuaciones 6.1.1 y 6.1.2 da lugar a que
el orden de las transiciones de fase asociadas a cada modelo sea distinto. Este comportamiento
no es exclusivo del modelo de movimiento colectivo sino que también aparece en el modelo de
votantes. Para determinar si efectivamente la forma de introducir el ruido cambia la naturaleza de
la transicién de fase, Aldana et al (Aldana et al, 2007) modifican la regla del modelo de votantes
que vimos en el capitulo 2. Ellos determinan que en una red de votantes donde cada elemento
tiene K conexiones elegidas al azar y que usan la regla dindmica tipo Vicsek et al,

1 ¢ Enlt)
on(t+ 1) = Signo |Signo K;Gn(t) + T (6.1.3)
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el sistema describe la transicién de segundo orden o continua que mostramos en la grafica a) de
la Fig. 6.1. Por otro lado, si en la misma red usamos la regla tipo Grégoire-Chaté,

1 K
on(t+1) = Signo Kj;crn).(t)—i-ZnE(t) , (6.1.4)

los elementos de la red reproducen ahora la transicién de primer orden del pardmetro de orden
que mostramos también en la gréfica b) de la Fig. 6.1. Estos resultados indican que existen

1
T'mulation 1
08 — Theory
0.8+
0.6+
0.6
v v
0.4+ 044
02 | 02 -
0 — —T r T Bes T — 0 T T T
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0 0.2 0.4 0.6 0.8
n n
(a) (b)

Figura 6.1. a) Transicién de fase continua en el modelo de votantes cuando el ruido se afiade al sistema
de acuerdo a la Ec. 6.1.3. La linea sélida corresponde al resultado teérico y los circulos a la
simulacién computacional. b) Transicion de fase discontinua del modelo de votantes en el caso
cuando el ruido se adiciona segtn la regla de la Ec. 6.1.4.

diferencias esenciales entre la dindmica que se produce usando la regla de Vicsek et al (transicién
de segundo orden) y la contraparte que corresponde a la regla de Gregoiré-Chaté (transicién de
primer orden). Parece natural que los comportamientos sean distintos. Recordemos que en el
contexto de un cardumen la regla de Vicsek et al se puede interpretar como la “voluntad” del pez
para tomar una decisién diferente a lo que le indica la mayoria de sus vecinos, mientras que la
regla de Grégoire-Chaté es mas bien un error en la visién del pez que le impide definir claramente
el comportamiento de sus vecinos.

Resulta claro que en un modelo realista ambas formas de introducir ruido al sistema son pertinen-
tes. Por lo tanto es muy razonable proponer un modelo de sincronizacién que tenga asociada una
regla dindmica general que incluya tanto al ruido de Vicsek et al como al ruido de Grégoire-Chaté.
Este modelo describiria una situacién donde nuestro pez no sélo tiene defectos de visién sino que,
ademas es capaz de tomar decisiones independientes a lo que indican sus vecinos. En la siguiente
seccién veremos el trabajo que realizamos para modelar esta situacion.

6.2 DINAMICA COMBINADA DE VICSEK ¢f al Y GREGOIRE-CHATE.

En esta seccién mostraremos evidencia analitica y numérica que indica que las transiciones
orden-desorden obtenidas por Aldana et al (ver Fig. 6.1), son casos particulares de una transicién
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de fase bidimensional que se deriva de una regla dindmica mds general. Hemos logrado obtener
estos resultados asignanando a cada uno de nuestros votantes una regla dindmica que combina
ambos tipos de ruido.

Consideremos una red de N votantes donde cada elemento o,, estd conectado con otros K nodos
de la red elegidos aleatoriamente, cada uno de los elementos de esta red define su estado en
funcién de una sefal de entrada Uy (t) asociada a las influencias de sus inputs y que se define
como:

1 K
Un(t) = > on(t).
j=1

Con esta definicién, introducimos el ruido dindmico parametrizado por 1 dentro de la relacién
que establece la evolucién temporal del estado oy,

Signo [Un (t)] Con probabilidad 1-—n

(6.2.1)
— Signo [Un(t)] Con probabilidad n

Gn(t—i—]):{

donde Signo [Un (t)] =1 cuando U, (t) > 0y Signo [Uy (t)] = —1 cuando U, (t) < 0. Si ocurriera
que Uy, (t) = 0 tenemos que Signo [U, (t)] =0y el estado o (t+ 1) toma el valor +1 0 —1 con la
misma probabilidad. El valor del pardmetro 1 es la magnitud del ruido y puede tomar cualquier
valor en el intervalo [0, 1/2] y, como antes, representa la probabilidad de ir contra a lo que indica
la mayoria. Este conjunto de reglas para representar la evolucién temporal de los elementos de la
red se puede escribir de forma simplificada como,

En(t)

on(t+1) = Signo |Signo [Uy (t)] + (-

(6.2.2)

Ecuacién que es completamente equivalente a la regla dindmica que mostramos en la Ec. 6.1.3. De
la misma manera, la regla de Grégoire-Chaté también se puede reescribir en estos términos,

on(t+1) = Signo [U, (t) +4né&n(t)] . (6.2.3)

Con estas formas alternativas de escribir las reglas dindmicas podemos proponer una nueva
dindmica que incluya los efectos de los ruidos de Vicsek et al y Gregoiré-Chaté combinados. Esta
nueva regla generaliza los modelos de sincronizacién y resulta en una dindmica maés realista

que incluye tanto efectos de ruido interno (voluntad) como de ruido externo (ambiente borroso).

Definimos la regla dindmica que combina los dos tipos de ruido de la siguiente manera:

Cn(t)

on(t+1) = Signo Sigrw[un(‘t)+4111E,n(t)]+1 -
— N2

, (6.2.4)

donde &, y Cn son distintas variables aleatorias uniformemente distribuidas en el intervalo [—1, 1].

Notese que en esta expresion estdn involucrados los pardmetros independientes 17 y n2 que
toman valores constantes en el intervalo [0,1/2]. Estos pardmetros se asocian a los ruidos de
Grégoire-Chaté y de Vicsek et al, respectivamente. Cuando 1 es cero, la Ec. 6.2.4 se reduce a la
Ec. 6.2.2 y cuando 1, se anula se convierte en una equivalente a la Ec. 6.2.3. Los casos intermedios
se consiguen cuando tanto 17 como 1, son diferentes de cero.
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En el apéndice C calculamos la solucién analitica que describe el comportamiento del parametro
de orden como funcién de los pardmetros 17 y 12. En este calculo mostramos que existe una
solucion del pardmetro de orden ¥ asociada a conectividad finita (K < co) y otra solucién asociada
a conectividad infinita (K — o). Enseguida mostraremos los resultados principales de estas dos
soluciones.

6.3 CONECTIVIDAD k FINITA.

En la seccién C.1 del apéndice C mostramos que bajo ciertas suposiciones que implican la
aplicabilidad de la teoria de campo medio y para conectividad finita (K < c0), el pardmetro de
orden satisface el siguiente mapeo dindmico,

W(t) =M (¥(t) , (6.3.1)
donde,
K
MW) =(1-2n2) ) Bk m)wm. (6.3.2)
m=1

En el caso donde todos los elementos tienen el mismo ntimero de conexiones tal que Py (x) =
d (x —K) y los pesos sindpticos son unitarios P, (w) = & (w —1), los coeficientes BK estan defini-
dos como,

ym—1 oo
B (m) = (ﬁ) % L [cos (A1 ™ [sen (A)]™ w dA. (6.3.3)

Este resultado, que se consigui6é bajo suposiciones que involucran la teoria de campo medio,
es valido siempre y cuando los K inputs de cada elemento se elijan aleatoriamente dentro del
universo de elementos que forman la red, esto es, mientras las conexiones entre los elementos
formen una topologia homogénea aleatoria. Para otras topologias que introducen correlaciones
espaciales entre los elementos de la red como conexiones tipo mundo pequefio, o conexiones
libres de escala en outputs, las suposiciones de campo medio no necesariamente se cumplen.

Usando la Ec. 6.3.2 podemos encontrar los puntos fijos estables del mapeo dindmico. Estos puntos
corresponden a los valores estacionarios del pardmetro de orden ¥ = lim;_.,, ¥(t). Sabemos que
Y = 0 siempre es punto fijo de esta ecuacién. Sin embargo, su estabilidad depende de los valores
de n7 y 12. Por otro lado, notando que el integrando de la Ec. 6.3.3 es asimétrico para valores
pares de m podremos saber que el coeficiente BX, (117) se anula en estas condiciones y por lo tanto
las potencias del desarrollo de ¥ de la Ec. 6.3.2 serdn todas impares. Este resultado implica que
dado cualquier punto fijo ¥ el correspondiente —¥ también serd punto fijo de la Ec. 6.3.1.

Para ilustrar la forma de las soluciones que hemos obtenido, presentaremos el caso particular
donde K = 3. Los casos con conectividades distintas pero finitas tienen comportamientos anélogos.
Para K = 3 calculamos la forma del mapeo dindmico recién definido y obtenemos,

M(W) = (1-2n2) (B (m) ¥+ B3 (M) W) . (63.4)
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Los coeficientes de la Ec. 6.3.3 para K = 3 son,

4424 — 1 —12m[ =31 -4
3
pr— 2 6- .
B7 (1) 32 (6.3.5)
8Ny —[1—12m |+ |1 —4ny|

3

= . 6.3.6
B3 (M1) 32, (6.3.6)

Para determinar la estabilidad de los puntos fijos del mapeo podemos usar el criterio sobre la
derivada M’ (V) = dmétl(;y)' Si en el punto fijo ocurre que M’ (¥)| < 1, entonces el punto fijo sera
estable. De cualquier otra manera serd un punto fijo inestable.

Podemos ahora analizar los diferentes comportamientos que aparecen conforme cambian los
valores de 11 y 1.

6.3.1  Ruido de Vicsek et al nulo (n; = 0).

En esta seccién mostraremos que cuando el parametro 1, se anula, la transicién de fase que exhibe
el sistema reproduce la que antes mostraron Aldana et al (Aldana et al, 2007), transicién de primer
orden, esto es, discontinua.

Cuando n, = 0 la ecuacién de puntos fijos ¥ = M (V) toma la forma,

Y=B3 ) Y+B3 M)W, (6.3.7)

Usando las ecuaciones Ec. 6.3.5 y Ec. 6.3.6, podemos mostrar que cuando se cumple 0 <17 < 1/4
los valores W = 1y ¥ = —1 son soluciones de la ecuacién de puntos fijos, ademads de la solucién
trivial ¥ = 0. Por su parte, la derivada del mapeo dindmico evaluada en el punto fijo ¥ = 1 tiene
la forma M'(1) = [3? (M) + 3[33 (n1), que escrita en términos de 1y toma los siguientes valores,

0 si 0<m <y

2
/ 12n;—1 : 1 1
M(1) = 7;;],}] st <M <3
1 : 1
am S1 T <M

Por lo tanto, la condicién [M’(1)| < 1T que delimita la regién donde ¥ = +1 son soluciones estables
! se cumple cuando 0 < 17 < 7. Cuandon; > 7 los puntos fijos ¥ & 1 desaparecen ya que en tal
caso B3(n1) =0y el tnico punto fijo que permanece es ¥ = 0, punto fijo que es estable.

Por otra parte, cuando evaluamos la derivada en el punto fijo ¥ = 0, tenemos que M’(0) = 37 (n),
equivalentemente,

3 ; 1
5 st 0<m <73
l _ 1211 : 1 1
M(1) = % st <M<z
1 : 1
am st el

ENE

de donde se sigue que [M’(0)| < 1 cuando n; > %, mientras que [M'(0)| > 1 cuando 0 < 17 <

Este andlisis muestra que cuando 12 = 0, la dindmica transita en forma discontinua desde el punto
fijo estable ¥ = £1 hacia el punto fijo ¥ = 0. El punto critico de esta transicién estd definido por el

1 El andlisis para el punto fijo ¥ = —1 es totalmente equivalente.
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valor n{ = %. En este caso la transicion es verdaderamente sorprendente, ya que para 0 <17 < %

el sistema estd en su maximo grado de orden (¥ = +1 o ¥ = —1), mientras que paran; > % es
sistema siempre estd desordenado (W = 0). El sistema transita del orden total al desorden total
cuando 17 pasa por el valor critico n¢ = 3.

6.3.2 Dindmica sin ruido de Grégoire-Chaté (n; = 0).

Consideremos ahora el caso donde 17 = 0, que corresponde a una dindmica donde solo hay
ruido tipo Vicsek et al. En el limite n; — 0 la Ec.6.3.5 y la Ec.6.3.6 conducen a p3(0) = 3/2y

Bg (0) = —1/2. Sustituyendo estos resultados en la Ec. 6.3.4 obtenemos la ecuacién de puntos fijos,
3 1.5
Y =MWY¥)=(1-2n2) EW — EW . (6.3.8)

Para analizar la estabilidad del punto fijo ¥ = 0 usamos la ecuacién anterior y obtenemos

3
M) =(1-212) 3, (6:3.9)
de donde se sigue que la condicién [M’(0)| < T se cumple en el intervalo n, > %, donde el estado
desordenado caracterizado por el punto fijo ¥ = 0 es estable. Por debajo del punto critico n§ = %,
la fase desordenada se vuelve inestable y aparecen dos puntos fijos estables diferentes de cero.
Suponiendo ¥ # 0 podemos resolver la ecuacion de puntos fijos ¥ = M (¥) obteniendo,

2 1/2
Y=+ (3 7 —2712) . (6.3.10)

El analisis de la estabilidad de estos puntos fijos indica que son estables cuandon, < ¢ =nS e
inestables cuando 1, > 7§. En resumen, los puntos fijos estables para el caso 17 = 0 son,

2 1/2 . [
Y i(3—m) s1 O<n2<n2

0 st ms<m2,

donde n§ = 1/6. Adicionalmente debemos mencionar que para valores de 1, por debajo pero
muy cercanos a 15 donde ocurre la transicion de fase, el pardmetro de orden se comporta como

1/2 . . .
Ya~+M5—mn) /2, consecuentemente la transicion pertenece a la clase de universalidad de campo
medio.

6.3.3 Ruidos combinados de Vicsek y Grégoire-Chaté (n; # 0,12 # 0).

Cuando tanto el paradmetro 1, asociado al ruido de Vicsek et al como el ruido de Grégoire-Chaté
11 son distintos de cero, la transicién de fase que la red de votantes presenta es siempre continua
y estd acotada por las dos transiciones que mostramos en las secciones anteriores.

Para ilustrar este comportamiento, en la Fig.6.2(a) presentamos la gréfica del mapeo M (V)
(Ec. 6.3.4) en el caso 17 = 0,1 y varios valores distintos de n,. Notese que M (¥) es una funcién
convexa y monétonamente creciente, por lo que los puntos fijos estables que corresponden a la
interseccion de las curvas con la recta identidad (linea segmentada) aparecen de forma continua
conforme se incrementa el valor de 1. De la misma forma, en la Fig.6.2(b), mostramos el mismo
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Figura 6.2. Gréfica del mapeo dindmico M (V) definido en la Ec. 6.3.4 como funcién de ¥ para K=3. (a) 15
= 0.1 y diferentes valores de 1. (b) n2 = 0.1 y diferentes valores de 1. Nétese que en ambos
casos, conforme decrece la intensidad del ruido, aparece un punto fijo estable de forma continua,
comportamiento que siempre es el mismo para valores finitos de K. En ambas gréficas la linea
segmentada es la recta identidad.

mapeo pero ahora con 1, = 0,1 y diferentes valores de n7. En ambos casos aparecen puntos fijos
estables de forma continua, un comportamiento tipico de una transicién de fase continua o de
segundo orden.

Determinemos ahora los puntos fijos diferentes de cero. Para ello resolvamos la ecuacién de
puntos fijos M (V) = ¥ usando la Ec. 6.3.4 bajo la suposicion de que ¥ # 0. El resultado es el
siguiente,

Y==+|— —_—— .
) (=g i)
Para que V¥ tenga soluciones reales diferentes de la trivial, debe cumplirse que el argumento de la

raiz cuadrada sea mayor que cero. De la Ec.6.3.6 se sigue que B3 (1) < 0 para cualquier valor
positivo de n7. Por lo tanto la Ec. 6.3.11 tiene soluciones reales solamente cuando,

(6.3.11)

] < B3 m) .

m (6312)

Los valores de 117 y 12 para los que se cumple la igualdad de la ecuacién anterior, determinan la
curva critica en el plano 11 — 12 que delimita la transicién de fase.

En la Fig. 6.3 mostramos la forma funcional ¥ (n1,12) que muestra la dependencia del parametro
de orden en funcién de la magnitud de los ruidos del tipo Vicsek et al y Grégoire-Chaté. Los casos
que mostramos corresponden a conectividad K =3, K =9, K =15 y K — oo. Es interesante notar
que todas las transiciones de fase que describen los votantes son continuas excepto el caso donde
12 = 0. Por lo tanto, para cualquier red con conectividad finita K, basta una pequefia cantidad de
ruido tipo Vicsek et al para hacer que la transicion sea continua.
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(©) (d)

Figura 6.3. Transicién de fase en el modelo de votantes. Mostramos el pardmetro de orden ¥ como funcién
del ruido tipo Grégoire-Chaté 1; y del ruido tipo Vicsek 1, para las redes con conectividad
K=3,K=9,K=15,K — co. Nétese que para cualquier valor finito de K la transicién de fase
siempre es continua o de segundo orden, excepto cuando 1, = 0. También vemos que cuando
la conectividad diverge K — oo, la transicién de fase siempre serd discontinua.

64 CONECTIVIDAD Kk DIVERGENTE.

En el apéndice C mostramos que cuando K — oo la evolucién temporal del pardmetro de orden
estd dada por ¥ (t+ 1) = M (¥ (t)), mapeo donde M (V) tiene la forma,

—(1—=2n2) si ¥Y<—4m

MY =< 2Ry s W <4 . (6.4.1)

1—2n; st W>4dm

Como lo hicimos en el caso de conectividad finita, en la Fig. 6.4 mostramos el comportamiento
del mapeo dindmico M (V) para K — oo. En la Fig. 6.4(a) usamos 17=0.1 y varios valores de 1,
mientras que en la Fig. 6.4(b) tenemos 1n;=0.1 y varios valores de 1. Nétese que en este caso las
transiciones de fase son discontinuas y que conforme 1, disminuye por debajo del valor critico
n$ =o0.3, el punto fijo estable diferente de cero aparece de forma discontinua.
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Figura 6.4. Gréfica del mapeo dindmico M (¥) definido en la Ec. 6.3.4 como funcién de ¥ para K=3. (a) 17 =
0.1y diferentes valores de 1. (b) N2 = 0.1 y diferentes valores de 11. Né6tese que en ambos casos,
conforme decrece la intensidad del ruido, aparece un punto fijo estable de forma discontinua.
En ambas graficas la linea segmentada es la recta identidad.

Tenemos entonces que en el limite K — oo la transiciéon de fase siempre es discontinua, como
lo muestra el Gltimo caso de la Fig. 6.3. Podemos afirmar entonces que la discontinuidad que
observamos en la transicién de fase asociada al ruido del tipo Grégoire-Chaté puede considerarse
como un limite singular asociado a K — oo 0 1, = 0 de una transicién de fase que, por lo demaés
siempre es continua.

6.5 CONCLUSIONES.

Usando redes de votantes hemos mostrado que las transiciones de fase orden-desorden que se
obtienen a partir de reglas dindmicas tipo Vicsek et al y tipo Grégoire-Chaté por separado, son
dos casos limites de una transicién de fase que se consigue usando una nueva regla dindmica
que llamamos dindmica de ruidos combinados. Esta nueva dindmica exhibe transiciones de fase
continuas excepto por dos casos particulares: cuando no existe ruido tipo Vicsek et al y cuando la
conectividad diverge.

Podemos interpretar cualitativamente la transicién de fase usando un ejemplo: imaginemos
que un carddmen viaja por aguas turbias y supongamos que en cada paso de tiempo cada pez
puede tomar una de dos opciones: avanzar o detenerse. Para evitar choques los peces deben
coordinar sus movimientos, pero por la falta de claridad en el agua cada pez comete cierto error
cuando define el estado promedio de sus vecinos (ruido tipo Grégoire-Chaté) y ademads tiene la
posibilidad de decidir no seguir a sus vecinos y tomar otra direccién (ruido tipo Vicsek et al). En
este ejemplo la transicién nos indica ctial es el orden que alcanzard el cardimen dado un nivel de
“libre albedrio” en los peces y un cierto grado de suciedad en el agua.

Entre los resultados que mostramos también vimos que cuando la conectividad diverge, la
transicion de fase es de primer orden para cualquier combinacién de ruido. Nuestra experiencia
con el modelo de votantes usando ruido tipo Vicsek et al nos indica que la robustez de la red al
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ruido se incrementa con el niimero de conexiones, de tal forma que para conectividad divergente,
la red sélo se desordena cuando la componente estocdstica es la que predomina (2 =1/2).
Cuando agregamos ruido tipo Grégoire-Chaté a la regla dindmica, se produce un cambio que
permite una transicién abrupta entre orden y desorden en la red.

Una hipétesis del por qué ocurre esto, es la siguiente: si suponemos que el papel fundamental de
las conexiones es la transmisién de informacién, cuando hay muchisimas conexiones significa que
cada pez toma en cuenta lo que hacen todos los demds peces del cardumen para definir su estado,
permitiendo que el acierto o error que un pez comete al tratar de sincronizarse, repercuta en todo
el carddmen, lo que resulta critico si hay errores significativos en la visién del pez.



CONCLUSIONES GENERALES Y PERSPECTIVAS

Durante mucho tiempo y desde muy diversos puntos de vista se ha tratado de definir los
mecanismos que les permiten a los sistemas de muchos cuerpos exhibir sincronizacién colectiva.
Ejemplos de este tipo de sistemas abundan:

¢ La magnetizacién como una expresién del acoplamiento en las orientaciones de los espines
de un material.

* La sincronizacién que muestran algunas especies de animales para desplazarse coordinada-
mente a lo largo de cientos de kilémetros.

¢ Cientos o miles de luciérnagas que se sincronizan para prender y apagar su luz al mismo
tiempo.

Obviamente el grado de complejidad en cada uno de estos ejemplos es muy distinto. No obstante,
la capacidad de organizacion colectiva que todos ellos exhiben podria depender s6lo de algunos
factores basicos, tales como la regla de la mayoria, la presencia de ruido, y la existencia de interac-
ciones de corto y largo alcance. Esta perspectiva pierde de vista los detalles de cada sistema, los
cuales pueden ser fundamentales para el tratamiento practico de algtin comportamiento especifico.
Sin embargo, permite describir los aspectos esenciales que intervienen en la sincronizacién.

En este trabajo hemos utilizado redes de votantes para estudiar la emergencia de orden colectivo
en sistemas de muchas particulas. Este enfoque permite separar claramente la topologia de la red
de interacciones, por un lado, de la regla dindmica a través de la cual interacttian los elementos
de la red, por otro lado. De nuestros resultados se puede concluir que:

¢ El namero de interacciones entre los elementos de un grupo es un aspecto critico que puede
limitar la transmisién de informacién y dificultar o eficientar la sincronizacién.

* Los pesos sindpticos pueden afectar la sincronizacién del sistema. En particular sabemos que
la presencia de suficientes pesos negativos puede destruir cualquier tipo de sincronizaciéon
en el modelo de votantes.

¢ La presencia de interacciones aleatorias de mediano y largo alcance permiten y facilitan la
transmisién de informacién que es indispensable para observar comportamientos colectivos
ordenados.

— Permiten porque hemos visto que redes unidimensionales con conexiones a primeros
vecinos no alcanzan estados ordenados a ningtin nivel de ruido.

— Facilitan porque conforme se incrementa el ntimero de conexiones de mediano y largo
alcance entre los elementos de la red, los transitorios hacia los estados ordenados
disminuyen draméticamente.

¢ Cuando hay conexiones aleatorias, el sistema se hace mas robusto al ruido, es decir, se
necesitan mayores cantidades de ruido para destruir el orden.
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* Los transitorios hacia estados ordenados dependen en gran medida de las condiciones
iniciales de la red y son significativamente menores cuando ya existe un orden previo al
comienzo de la dindmica.

* La topologia de interacciones entre las particulas de un grupo es uno de los aspectos maés
importantes a considerar en la construccién de modelos de sincronizacién.

¢ Las forma de introducir la componente estocéstica en las reglas dindmicas del modelo de
votantes juega un papel determinante para definir las posibles formas de sincronizacién que
este modelo presenta. Hemos visto que el ruido tipo Vicsek et al dirige la dindmica de la red
para que se presente una transiciéon de fase continua o de segundo orden, a diferencia del
ruido tipo Grégoire-Chaté que genera una transicion de primer orden.

¢ Establecimos un modelo de votantes donde combinamos ambos tipos de ruido y demostra-
mos que tanto la transicién tipo Vicsek et al como la de Grégoire-Chaté son casos limites de
una nueva transicion orden-desorden asociada a esta nueva regla dindmica que proponemos.
Si asociamos el ruido Vicsek a la “voluntad” o “libre albedrio” de los votantes, y el ruido
tipo Grégoire-Chaté a perturbaciones del entorno, el andlisis de nuestros resultados nos
indica que la acumulacién de ruido externo lleva a que los votantes sufran cambios mucho
mas drésticos en sus estado colectivos, cambios que se traducen en una transicién de primer
orden en la sincronizacién entre los elementos de la red. Sin embargo, excepto por el caso de
conectividad infinita, resulta que incluso una cantidad pequefia de “libre albedrio” suaviza
la transicién de fase convirtiéndola en continua.

Los resultados que hemos presentado en este trabajo se obtuvieron con el modelo de votantes,
el cual es tal vez el modelo més simple que genera orden colectivo en sistemas complejos.
Sin embargo, tenemos evidencia de que modelos més sofisticados, como el modelo de Vicsek
et al, o el modelo vectorial introducido por Aldana y Huepe (Aldana-Huepe, 2003), exhiben
comportamientos cualitativamente similares a los que ya describimos. La ventaja del modelo de
votantes es que puede tratarse analiticamente al menos en la aproximaciéon de campo medio,
por lo que es posible conocer el papel que juega cada parte del modelo (ruido, conectividad,
pesos sindpticos, etc.) en la generaciéon de orden colectivo. Sin embargo, es claro que no todos los
resultados obtenidos con el modelo vectorial podrdn extrapolarse a modelos més sofisticados.

Entre los temas a desarrollarse a partir de nuestros resultados se encuentran los siguientes:

¢ Elaborar un tratamiento analitico para resolver el modelo de votantes con conectividades
libres de escala en outputs. Esto requiere una manera para tomar en cuenta las correlaciones
inducidas por los lideres de opinion.

* A semejanza de lo que presentamos con el modelo de votantes en redes bidimensionales
de mundo pequefio, seria interesante analizar cémo dependen los transitorios de modelos
mas sofisticados, como el modelo de Vicsek et al o el modelo de red vectorial de Aldana y
Huepe, con el ntimero de conexiones de largo alcance y para diferentes topologias de red.

* En muchos sistemas de movimiento colectivo, existe un acoplamiento entre el orden global
del sistema y la densidad local (ntimero de interacciones por particula). Esto es claro en el
modelo de Vicsek et al, donde dicho acoplamiento genera ctimulos de particulas. El modelo
de red que hemos estudiado no considera este aspecto. Por lo tanto, es importante tomar en
cuenta este acoplamiento entre orden y densidad para determinar cémo afecta la transicion
de fase.
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INTRODUCCION A LAS REDES COMPLEJAS.

A.1 TOPOLOGIA DE REDES COMPLEJAS

Existen muchos sistemas reales donde las interacciones entre las particulas que la constituyen
pueden ser descritas en términos de redes complejas. Los ejemplos son muchisimos porque las
redes se presentan en toda clase de contextos relacionados con muy diferentes disciplinas, como
fisica, biologia, sociologia, neurologia, economia, medicina, etc.

Las multiples interacciones que se dan en lugar en estos sistemas dan lugar a lo que se conoce
como propiedades emergentes que son comportamientos radicalmente diferentes a la suma de los
comportamientos individuales .

Para tratar de definir el termino propiedad emergente podemos usar la definicién propuesta por
Jeffrey Goldstein (Goldstein, 1999): el concepto de emergencia se refiere a “La aparicién de
estructuras, patrones, propiedades nuevas y coherentes durante el proceso de auto-organizaciéon
en sistemas complejos”.

Las caracteristicas comunes entre los sistemas que presentan propiedades emergentes son:

1. Estdn compuestos de muchas partes que interacttian entre si. De hecho, el adjetivo “Complejo”
en este contexto no significa solamente que el sistema sea complicado, sino también que
estd compuesto de muchas partes, como un complejo industrial.

2. Cada parte tiene su propia estructura interna y estd encargada de llevar a cabo una funcién
especifica.

3. Lo que ocurra a una parte del sistema afecta de manera altamente no lineal a todo el sistema.

4. Presentan comportamientos emergentes, de tal manera que el el todo no es la simple suma
de sus partes.

Una de las herramientas que actualmente son mds utilizadas para el estudio de las propiedades
emergentes son las redes complejas, sistemas de muchos elementos llamados nodos que inter-
actian entre si bajo reglas bien definidas y que pueden presentar propiedades emergentes. La
definicién matematica de una red es la siguiente,

DEFINICION: Una red R consiste de un conjunto de nodos v = {vy,...vnJ, y un conjunto de
parejas ordenadas e = {(vi,vj)} € v x v. Cada pareja ordenada (vj,vi) se llama conexién dirigida
del nodo v; al nodo v;. La red R se llama no dirigida si para cada pareja (vi,v;) € ¢ también existe
la pareja (vj,vi) € . De lo contrario, la red se denomina dirigida. Llamaremos a todos los nodos
que estdn conectados directamente a un nodo vj, los vecinos de vi. Finalmente, el ntimero k; de
vecinos del nodo v; (es decir el ntiimero de conexiones de v;) se llama la conectividad de v, y el
promedio de estas conectividades, (k) = % Z]i\]=1 ki es la conectividad de la red.

Podemos complementar esta definicién con la siguientes propiedades de la topologia de una red:

1. La distribucién de conexiones Py (k) es la probabilidad de que un nodo seleccionado al azar
tenga k conexiones de entrada.
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2. El coeficiente de agregacién C es la probabilidad de que dos nodos que estdn conectados a
un tercero, estdn conectados entre si.

3. La longitud minima L;; entre dos nodos v; y v; es el nlimero minimo de nodos por los que
hay que pasar para llegar del nodo v; al v, pasando claro, a través de las conexiones entre
nodos.

4. Lalongitud promedio de la red L es el promedio de las longitudes minimas L;; entre todas
las posibles parejas de nodos (vi,v;) de la red.

5. Existen grupos de nodos muy conectados entre si a los que llamaremos islas. La distribucién
de tamano de las islas P(s) es la probabilidad de que la isla estd compuesta por s nodos.

6. El tamafio de la isla mdas grande se denota por su.

Si a la red le agregamos una regla dindmica que define el estado de cada elemento en funcién de
la estructura o conectividad de la red y de los estados de los demds elementos, la podemos llamar
una red compleja, como se esquematiza en la siguiente figura:

 Redes _m
Estructura = Complejas € Dinamica

o dicho méds detalladamente, una red compleja posee las siguientes caracteristicas (Aldana, 2006),

e Estd constituida por muchos elementos, usualmente iguales, que interaccionan entre si
siguiendo una distribucién de conectividad Py (k).

¢ Cada elemento posee una regla con la que define su estado en funcién de muchos factores,
entre ellos, los estados de los elementos que interaccionan con el.

¢ El comportamiento colectivo emerge como resultado de todas y cada una de las interacciones
por pares que se presentan en el grupo.

Se han estudiado muchas topologias o estructuras de redes complejas, entre ellas histéricamente
se destacan tres,

Zk

=_—e
k!

Topologia Exponencial Pi(k) = Ce=*k

Topologia Libre de Escala Py (k) = Ck™Y

—Zz

Topologia de Poisson Py (k)

En estas distribuciones los pardmetros z, « y y definen las propiedades estadisticas de la funcién
Py (k).

En la década de los 50’s, Paul Erdos y Alfred Rényi realizaron el primer anélisis matemético de
redes con topologia de Poisson, reportando la primera transicién de fase en redes. Por este motivo
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es que este tipo de redes se conocen también como redes con topologia Erdos-Rényi. Sin embargo,
fue hasta 1998 que comenz¢ el estudio sistemaético de propiedades de las redes complejas, en el
que contribuyeron Réka Albert y Albert-Laszl6 Barabdési (Albert, Barabdsi, 2002.), Mark Newman
(Newman, M.]., 2003.) y Ricard Solé (Solé R.V, 2001), entre otros.

En estos trabajos se analizaron las propiedades de redes con varias topologias, encontrando que
la topologia exponencial aparece ocasionalmente en sistemas reales, pero a diferencia de ésta, las
redes libres de escala aparecen en muchisimos casos. Numéricamente se han podido obtener los
valores de los exponentes en muchos sistemas, como lo muestra el cuadro siguiente,

CLASE DE RED. NODOS / CONEXIONES EXPONENTE 7Yj

www.nd.edu. 325,729 / 1,469,680 2.1
www encontrados por Altavista. 2,711 x107 / 2,130 x107 2.1
Dominios www. 2.60 x10° / 1.9
Inter-dominio de la red. 4,389 / 8,256 2.2
Sistemas auténomos en internet. 6,347 / 13,641 2.2
Nivel de ruteador en internet. 150,000 / 200,000 2.3
Citas en ISL 783,339 / 6,716,198 3.0
Citas de Phys. Rev. D. 24,296 / 351,872 2.3
Colab. de actores de Hollywood. 212,250 / 61,085,555 2.3
Colab. en Medline. 1,388,989 / 1.028 x107 2.5
Colab. en las rev. de matematicas. 70,975 / 1.32 x10° 2.1
Colab. en las rev. de neurociencias. 209,293 / 1.21 x10° 2.4
Interacc. Metabdlicas e-coli. 778 / ~ 1500 - 3000 2.2
Interacc. Proteicas en Levadura. 1870 / 2,240 2.5
Co-ocurrencia de palabras. 470,000 / 17,000,000 2.7
Palabras Sinénimos. 22,311 / 2.8
Circuitos Digitales. 2 x10% / 4.0 x10% 3.0
Llamadas telefénicas. 47 x106 / 8.0 x107 2.1
Interacc. Sexuales en humanos. 2,810 / 3.4
Interacc. Troéficas. 154 / 405 1.0

Estos resultados sorprendieron a mucha gente, porque en la naturaleza existen muchos procesos
aleatorios que generan distribuciones de Poisson o distribuciones exponenciales, pero se conocen
muy pocos procesos que generan distribuciones libres de escala®. De hecho, el trabajo de Erdos y
Rényi demostré que las redes que se construyen afiadiendo nuevos nodos y conexiones al azar
presentan topologias de Poisson o exponenciales. Y ésta es precisamente la paradoja, que la red

1 A las distribuciones libres de escala también se les llama distribuciones de potencia.
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Figura A.1. La figura de la izquierda muestra una red aleatoria con topologia de Poisson. La red de la
derecha es la red Internet al nivel de ruteadores, la cual es una red con topologia libre de escala.

internet, la red de colaboraciones cientificas y la red de contactos sexuales, por ejemplo, son
redes que se formaron aleatoriamente afiladiendo nuevos nodos y nuevas conexiones a lo largo
del tiempo. Entonces, jcémo es posible que estas redes que se formaron al azar no presenten
topologias de Poisson o topologias exponenciales como lo habian predicho Erdos y Rényi?

Las redes con topologia de Poisson son muy diferentes estructuralmente a las redes con
topologia libre de escala. La Fig. A.1 muestra una red de Poisson (izquierda) y una red libre de
escala (derecha). Como puede observarse, la red de Poisson se ve més aleatoria y mas homogénea
que la red libre de escala®. En las redes de Poisson todos los nodos tienen més o menos el mismo
numero de conexiones. Algunos nodos estaran mds conectados que otros, pero en promedio todos
tienen la misma conectividad, es decir, las conexiones en una red de Poisson estan distribuidas
homogéneamente entre sus nodos. Por el contrario, la caracteristica mas importante de las redes
libres de escala es su alta heterogeneidad, ya que existen nodos con muy pocas conexiones, nodos
medianamente conectados y nodos extremadamente conectados. Los nodos altamente conectados
se denominan los niicleos o centros de la red. Con una red libre de escala uno no puede decir que
todos los nodos tienen “mds o menos” la misma conectividad. Por el contrario, hay nodos con
una s6la conexién y también hay nodos con miles de conexiones.

Todavia no sabemos cudles son los procesos que conducen a la formacién de redes libres
de escala. Sin embargo, en los tltimos 8 afios se han llevado a cabo avances sustanciales en la
comprensién de estas redes. En las secciones que siguen veremos algunos de los formalismos
matemadticos de crecimiento de redes que se han desarrollado para generar las tres topologias
mencionadas con anterioridad (Poisson, exponencial y libre de escala).

A.2 REDES DE TIPO ERDOS-RENYI

Imaginemos un conjunto de N botones de pantalén distribuidos aleatoriamente sobre una mesa
e inicialmente desconectados. Al tiempo t = 0 escogemos aleatoriamente una pareja de botones
y los hilvanamos con un hilo. Después de haber enlazado a esta pareja, la dejamos sobre la
mesa y escogemos aleatoriamente otra pareja para hilvanar. Podemos escoger botones que estan
conectados con otros botones, pero si la pareja que escogemos ya estd conectada entre si, la
descartamos y escogemos otra pareja. Lo que no se vale es hilvanar méas de una vez a la misma
pareja de botones. Repetimos este proceso sucesivamente M veces, escogiendo aleatoriamente

2 Las redes con topologia exponencial se parecen mucho a las de Poisson.
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una pareja de botones cada vez. Al final del proceso habremos establecido M enlaces entre M
parejas diferentes de botones, generando asi una red de botones. Intuitivamente es claro que
si M (el namero total de enlaces) es pequefio comparado con N (el ntimero total de botones),
entonces la red resultante estard desmembrada en varias islas pequefias. Dentro de cada isla los
botones estardn hilvanados entre si, pero estardn desconectados de las otras islas. Sin embargo,
si M es muy grande comparado con N, terminaremos con casi todos los botones hilvanados
unos con otros. Probablemente haya islas muy pequefias desconectadas de la red principal, pero
seguramente la gran mayoria de botones formaran parte de una isla principal: la isla gigante.

Después de haber hilvanado M parejas en un conjunto total de N botones, ;cudl es la distribucién
de conexiones P(k) en la red resultante? Como veremos en un momento, la red que resulta de
este proceso tiene una distribucién P(k) de Poisson. Pero antes de dar la prueba de este resultado,
vale la pena mencionar que durante muchos afios se pens6 que este mecanismo de formacién
de redes en el cual parejas de nodos se enlazan aleatoriamente, era adecuado para describir el
origen de ciertas redes sociales como las redes de amistades o las redes de contactos sexuales.
Después de todo, las amistades o los contactos sexuales se dan por el encuentro casual y aleatorio
de las personas que viven en una sociead. Por lo tanto, era natural pensar que el mecanismo de
“hilvanar parejas de botones escogidas al azar” reproducia lo que realmente ocurre en las redes
sociales. 51, era “natural"pensarlo, pero también era incorrecto. Calculemos ahora la probabilidad
P(k) para nuestra red de botones hilvanados. Para comenzar notemos que el ntimero fotal N, de
parejas que se pueden formar un un conjunto de N botones es

1
Np = =N(N-1)
2

Como enlazamos M parejas de botones, la probabilidad p. de que una pareja arbitraria seleccio-
nada al azar esté enlazada es

M M

Pe = Nip = m (A.Z.I)
Ahora enfoquemos nuestra atencion sobre un nodo particular v; de la red, escogido al azar. El
numero total de parejas que podrian contener a v; es N — 1, ya que v; se podria haber hilvanado
con los N — 1 nodos restantes de la red. Sin embargo, en los M enlaces que se llevaron a cabo,
no necesariamente escogimos al nodo vj todas las veces posibles que se podria haber escogido.
Supongamos entonces que de las M parejas que se escogieron, el nodo v; estaba solamente en k

de ellas. La probabilidad de que v; esté contenido en k parejas de las N — 1 posibles es

N—1 _
Pl = (M) e —pa! (A22)
Esta es una distribucién binomial para N y M finitas. Pero si consideramos ahora que la red es
muy grande y tomamos el limite N — co y M — oo de tal forma que la cantidad

_m

SN

permanezca finita, entonces la distribucién (A.2.2) se transforma en

K

P(k) =e "7 (A2.3)

lo cual es la distribuciéon de Poisson con promedio z.
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Figura A.2. Crecimiento de redes. Al tiempo t = 0 hay un sé6lo nodo vp. En cada paso de tiempo
subsecuente afladimos un nuevo nodo que se conectard a alguno de los nodos ya existentes con
una probabilidad TT(k, t) que depende de la conectividad k al tiempo t del nodo con el que se
pretende establecer la conexién.

A.3 CRECIMIENTO DE REDES

En la seccién anterior suponiamos que tenfamos una poblacién fija de N nodos y un ntimero
fijo M conexiones afiadidas aleatoriamente. Sin embargo, en la realidad esto no ocurre, las redes
no estan fijas. Por el contrario, las redes complejas evolucionan y crecen en el tiempo a través
de la adicién simultdnea tanto de conexiones como de nodos. Pensemos por ejemplo que la red
internet, las redes metabdlicas y las redes genéticas dentro de la célula, y muchas otras redes
en la naturaleza, han crecido y evolucionado a lo largo del tiempo. Por lo tanto, es importante
que nuestros modelos de formacién de redes incorporen el hecho de que nuevos nodos y nuevas
conexiones se pueden afiadir a la red. También debe tomarse en cuenta el que nodos y conexiones
ya existentes pueden eliminarse.

En el modelo més simple de crecimiento de redes afiadimos un nuevo nodo en cada paso de
tiempo. Este nuevo nodo puede conectarse con alguno de los nodos ya existentes. Cada uno de
los nodos ya existentes pueden ser seleccionados para la conexién con una probabilidad TT(k, t),
siendo k; la conectividad al tiempo t del i-ésimo nodo ya existente. El proceso comienza con un
tnico nodo inicial vy al tiempo t = 0 (ver la Fig. A.2). Al tiempo t = 1 afiadimos un nuevo nodo
V1, que se conectard al tinico nodo ya existente vy con probabilidad 1. Después, al tiempo t =2
afiadimos el nodo v, que se conectara con cualquiera de los nodos ya existentes vi y v, con la
misma probabilidad 1/2. En este momento los nodos vy, vi y v2 ya no tienen todos la misma
conectividad: alguno de ellos tendrd dos conexiones mientras que los otros dos nodos tendran
s6lo una conexién. Al tiempo t = 3 afiadimos al nodo v3, que se conectard con alguno de los
nodos ya existentes vy, vi 0 v con una probabilidad que es funcién de sus conectividades ko, k1
y k2. Continuando con este proceso, al tiempo t + 1 afiadimos al nodo vi,1 que se conectara a
cualquiera de los nodos ya existentes vo, v1, ..., v, el cual sera seleccionado con una probabilidad
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(ki t), siendo k; la conectividad al tiempo t del nodo seleccionado.

Denotemos por P(k, t) a la probabilidad de que al tiempo t un nodo arbitrario de la red tenga
k conexiones. Es claro que esta probabilidad depende del tiempo. Sin embargo, si continuamos
anadiendo nodos por un tiempo suficientemente largo esperamos que la funcién P(k, t) alcance
un estado estacionario independiente del tiempo. Esto no significa que la red alcance un estado
estacionario. La red sigue creciendo mientras continuemos afiadiendo nodos. Es tinicamente la
distribucién de conectividades P(k, t) la que llega a un estado estacionario en el cual P(k,t+ 1) =
P(k,t) = P(k).

Existen varios métodos para calcular la distribucién de conectividades P(k, t). En estas notas
veremos el método de la ecuacién maestra, pero existen por lo menos otros dos métodos distintos:

el método continuo, inventado por Barabasi, y el método cinético, introducido por Krapivsky, Redner,

y Leyvraz (Krapivsky et al, 2000). Los tres métodos dan resultados equivalentes.

Denotemos por P(n,k,t) la probabilidad de que el nodo v, tenga k conexiones al tiempo
t. Notemos que esta probabilidad estd asociada al nodo especifico v,. Sin embargo, podemos
obtener la probabilidad P(k, t) de que un nodo arbitrario tenga k conexiones al tiempo t a trevés
de la siguiente ecuacion:

t
P(k, NL Z (n,k,t), (A.3.1)

donde N(t) es el nimero total de nodos de la red al tiempo t. La ecuacién que determina
la evolucién temporal de P(n,k,t) se obtiene notando que en cada paso de tiempo hay dos
contribuciones a dicha probabilidad:

1. Altiempo t el nodo vy, tenia k — 1 conexiones y fue seleccionado (con probabilidad TT(k—1, t))
para conectarse con el nuevo nodo afiadido a la red. Por lo tanto, al tiempo t + 1 el nodo v,
tendrd k conexiones.

2. El nodo vy, ya tenia k conexiones al tiempo t y no fue seleccionado para conectarse con el
nuevo nodo afiadido (lo cual ocurre con probabilidad 1 —TI(k, t)). Por lo tanto, al tiempo
t+1 el nodo vy, seguird teniendo k conexiones.

Tomando en cuenta estas dos contribuciones, la ecuacién maestra que determina la evolucién
temporal de P(n, k, t) es

vn fue vn o fue
seleccionado seleccionado
— ——
Pn,k,t+1)= Pnk—1,1) Mk—-1,t) + Pnkt) m—Tr(k,t)] . (A.3.2)
~— ~—
k—1 conexiones k conexiones

al tiempo t al tiempo t

Como el nodo v, “naci¢” al tiempo t =1 con una sola conexién, la condicién inicial para resolver
la ecuacién anterior es

P(Tl, kr t)|t=n = 6k,1 . (A33)
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Sumando sobre n en la Eq. (A.3.2) desde n = 0 hasta n = t y tomando en consideracién la
Eq. (A.3.1), obtenemos

t
Z (n,k,t+1) (){P(k—1, )T (k—1,t) +P(k,t) [1 —TT(k, t)] } (A.3.4)

Ahora bien, como en cada paso de tiempo afiadimos un nuevo nodo (comenzando con el nodo vg
al tiempo t = 0), entonces N(t) =t + 1. Por lo tanto, la ecuacién anterior puede escribirse como

Pn,k,t+1)=(t+1){P(k—1,t)T(k—1,t) + P(k,t) [1 —TT(k,t)] } (A.3.5)

M-

i
o

En el lado izquierdo de la ecuacién anterior podemos completar la suma hasta t + 1 de la siguiente
manera:
t t+1
> Pnkt+1) = > Pnkt+1)—Pt+1kt+1)

t+1

= ) Pkt+1)—8k:

n=0
— N(t+ TPt 1) = Sy
= (t+2)P(k,t+1) — K1

donde hemos utilizado el hecho de que P(t+ 1,k,t+ 1) = 8,1, tal y como lo establece la
Eq. (A.3.3). También utilizamos la Eq. (A.3.1) (evaluada en t + 1) y el hecho de que N(t+1) =t+2.
Sustituyendo estos resultados en la Eq. (A.3.5) obtenemos

(t+2)P(k,t+1) =01 = (t+ 1){P(k— 1,9k —1,t) + P(k, t) [1 —TI(k, t)] } (A.3.6)

Notemos que para poder resolver la Eq. (A.3.6) necesitamos conocer explicitamente la funcién
TT(k, t), que es la probabilidad de que un nodo ya existente con conectividad k sea seleccionado
para conectarse con el nuevo nodo que se afiade al tiempo t. Como veremos en las siguientes
secciones, diferentes formas de la probabilidad TT(k, t) conducen a topologias diferentes.

A.4 TOPOLOGIA EXPONENCIAL

En el caso en que cualquiera de los nodos ya existente pueda escogerse con la misma probabilidad
para conectarse con el nuevo nodo afnadido, la probabilidad IT(k, t) es independiente de k y queda
dada por

1 1

MY =W =t

donde N(t) =t+ 1 es el nimero total de nodos al tiempo t. Sustituyendo esta forma de TT(k) en
la Eq. (A.3.6) obtenemos

(t+2)P(k,t+1) =0,q =P(k—1,t) +tP(k, 1)



A5 TOPOLOGIA LIBRE DE ESCALA

Después de un tiempo muy largo, la funcién P(k, t) alcanza un estado estacionario en el que
P(k,t+1) = P(k,t) = P(k). En dicho estado estacionario la tiltima ecuacién se transforma en

P(k) = %(P(k— 1)+ 8,1)- (A.4.1)

Como todos los nodos de la red tienen por lo menos una conexion, es claro que P(0) = 0. Con
esta condicioén inicial, la ecuacién de recurrencia anterior tiene la solucion

P(k)=2"% (Ag.2)

que no es mas que la distribucién exponencial. Es importante sefialar que esta distribucién aparece
en el contexto del crecimiento de redes como el resultado de lo que se llama enlace igualitario,
es decir, en una situacién en la cual cada nodo nuevo que se afiade a la red se puede enlazar a
cualquiera de los nodos ya existentes con la misma probabilidad. En este sentido el nuevo enlace
que se forma es igualitario, porque no discrimina entre los nodos ya existentes.

A5 TOPOLOGIA LIBRE DE ESCALA

En las redes de sistemas reales las conexiones entre diferentes nodos no se dan de manera
igualitaria, sino que existen elementos que tienen mayor probabilidad de captar las nuevas
conexiones asociadas a los nuevos nodos que aparecen en la red. Por esta razén, Barabasi y Albert
(Barabasi-Albert, 1999) inventaron el concepto de enlace preferencial en el cual los nuevos nodos que
se afladen a la red se conectaran preferentemente con los nodos ya existentes que tengan el mayor
nimero de conexiones. Intuitivamente podemos pensar que el enlace preferencial consiste en que
uno siempre trata de estar conectado con los nodos méas “populares", es decir, con los nodos de
mayor conectividad. Para incorporar este comportamiento, Barabasi sugirié que la probabilidad
de enlace TT(k, t) debe tomar la forma

-1

N(t)
Mk t)=|> kn| X (A.5.1)
n=0

-1
donde ky, es la conectividad del n-ésimo nodo ya existente al tiempo t. El factor (Z:SO) kn)

es simplemente para garantizar que la probabilidad TT(k, t) esté normalizada. Al hacer que TT(k, t)
sea proporcional a k, como lo propusieron Barabdsi-Albert, tenemos enlace preferencial, ya que
de esta forma, entre mds grande sea la conectividad k de un nodo, mayor sera la probabilidad
de conectarse con él. Como en cada paso de tiempo afiadimos un nuevo nodo con una conexion,
comenzando con cero conexiones al tiempo t = 0, entonces para cualquier tiempo t > 0 se tiene

N(t)
Z kn = 2t,
n=0

y por lo tanto

Mk, t) = Z—kt (A.5.2)

Substituyendo este resultado en la Eq. (A.3.6) obtenemos

ot

(t+2)P(k, t+1) —bdx,q = T {(k—1)P(k—1,t) + 2t — kI P(k, 1)}
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10 10 10

10

Figura A.3. Gréfica log-log de la distribucién de conectividades P(k) dada en la ecuacién (A.5.4). La
linea punteada roja es la grafica de la ley de potencias “perfecta” f(k) = 4k~3. Nétese que
P(k) ~ 4 k=3 para valores grandes de k.

En el limite t — oo el sistema alcanza el estado estacionario. Por lo tanto, la distribucién de
conexiones estacionaria P(k) se obtiene de la ecuacién anterior tomando el limite t — oo, lo que
conduce a

P(k)+%[kP(k)—(k—1)P(k—1)] = k1 (A.5.3)

Como todos los nodos tienen por lo menos una conexién, para resolver la ecuacién (A.5.3)
utilizamos la condicién inicial P(0) = 0, lo cual nos da la solucién

4

Pk) = K(k+1)(k+2)

(A.5.4)

Aun cuando esta no es una ley de potencias “perfecta”(ver la Fig. A.3), para valores grandes
de k la distribucién P(k) se comporta como P(k) ~ k~3. Por un lado, este es un resultado muy
interesante: el enlace preferencial genera distribuciones de conectividades con colas libres de
escala. Son estas colas largas las responsables de que existan elementos altamente conectados.
Por otro lado, este resultado también es desalentador ya que el proceso de enlace preferencial
siempre da el exponente y = 3, el cual no se encuentra frecuentemente en la naturaleza. En otras
palabras, aun cuando el método de enlace preferencial nos da una ley de potencias, es incapaz de
reproducir la gran variedad de exponentes encontrados en la naturaleza. Por esta razén, se han
propuesto diferentes formas de la funcién IT(k, t) que corresponden a diferentes tipos de enlace
preferencial. Por ejemplo, Krapivsky, Redner, y Leyvraz (Krapivsky et al, 2000) propusieron una
funcién de enlace T1(k, t) no lineal, de la siguiente forma

—1

N(t)
Mkt)=|> kx| k* (A.5.5)
n=0



A5 TOPOLOGIA LIBRE DE ESCALA

donde o es un exponente arbitrario. Desafortunadamente, s6lo para o = 1 se tiene que la
distribucion P(k) tiene una cola libre de escala. El trabajo de Krapivsky, Redner, y Leyvraz mostrd
que la naturaleza libre de escala de la red queda destruida cuando el enlace preferencial obedece
una regla no lineal como la dada en la Eq. (A.5.5) cuando « # 1. Es importante mencionar que
todavia no tenemos modelos de crecimiento de redes que generen todos los exponentes listados
en el cuadro de la secciéon A.1.
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A6 NODOS QUE SE HACEN VIEJOS.

Otro problema con el modelo de enlace preferencial propuesto por Barabdsi es que predice que
los nodos més viejos, es decir lo que se afiadieron primero a la red, son los que eventualmente
adquirirdn el mayor ntimero de conexiones. En otras palabras, en una red libre de escala podriamos
identificar facilmente a los nodos més viejos: son aquellos altamente conectados. Y entre mas viejo
sea un nodo, mayor serd su conectividad. Para ver que esto efectivamente es un resultado del
modelo de enlace preferencial, consideremos un nodo particular vy, de la red. Su conectividad k,
va a cambiar a una tasa que es proporcional a la probabilidad TT(ky,, t) de que este nodo adquiera
mads conexiones. Es decir,

dkn
—— =TI(kn, t
=Tk, Y
Para el caso particular en el que TT(k, t) estd dada como en la Eq. (A.5.2), tenemos
dkn _ kn
at 2t

Como el nodo vy, nacié al tiempo t = n con una conexién, la condicién inicial para la ecuacién
anterior es k,,(n) =1, lo cual conduce a la solucién

¢ 1/2
kn(t) = () (A.6.1)

n

De la ecuacién anterior, es claro que a cualquier tiempo t se cumple la siguiente desigualdad
ki(t) > ka(t) > k3(t) > -+ > kn(t) (A.6.2)

lo cual significa que los nodos que nacieron primero tendran, en promedio, conectividades
mayores que los nodos que llegaron después. Sin embargo, este comportamiento predicho por
el modelo del enlace preferencial, en el que los nodos maés viejos son los més conectados, no
siempre se observa en la naturaleza, porque existen ejemplos donde no existe correlacién entre
la conectividad de los nodos y su edad. Probablemente el contra ejemplo mds contundente que
contradice los resultados de las Eqs. (A.6.1) y (A.6.2) es Google, el robot buscador de la red WWW.
Recordemos que Altavista y Yahoo ya existian y estaban bien establecidos en 1998, afio en que
aparecié Google. Rdpidamente Google tom6 la delantera, convirtiéndose en el robot buscador més
popular en el mundo informaético. ;A qué se debi6 este éxito repentino de Google?. Probablemente
a que estaba mejor disefiado, era mds rdpido y mads eficiente que sus competidores Altavista y
Yahoo. En otras palabras, Google nacié con caracteristicas que lo hacian un robot “mejor adaptado”
que sus competidores.

Esta observacién hizo que Barabdsi propusiera el concepto de adaptabilidad en el contexto de
las redes complejas (Barabési-Albert, 1999). Asi, cada uno de los nodos v,,, ademds de tener una
conectividad k;,, también tenia un parametro de adaptabilidad asociado wy,. Este parametro es
una medida de qué tan bien estaba adaptado el nodo v, a su entorno: entre mas grande es el
valor de wy, mayor es el grado de adaptabilidad de v,,. Especificamente, lo que Barabasi hizo
fue proponer una funcién de enlace preferencial TT(k, w, t) que, ademds de ser proporcional a la
conectividad k de los nodos ya existentes, también es proporcional a su adaptabilidad w . De
esta forma, la probabilidad de que un nuevo nodo afiadido a la red se conecte con el nodo v, ya
existente, cuya conectividad es ky y cuya adaptabilidad es wy,, queda dada por

TM(kn, Wn, t) = Cwnkn



A.7 LA ISLA GIGANTE

donde C es una constante de normalizacién. Las adaptabilidades w, asociadas a los nodos de
la red son variables aleatorias que se escogen de una distribucién A(w). Cada nodo nace con su
propia adaptabilidad, la cual no cambia en el tiempo. Un resultado sorprendente del modelo
de enlace preferencial con adaptabilidad es que puede ser mapeado exactamente a un gas de
Bose-Einstein. En este mapeo cada nodo de la red representa un nivel energético del gas, mientras
que las conectividades de los nodos representan los niimeros de ocupacién de los respectivos
niveles de energia. El mapeo entre el modelo de red y el gas de Bose-Einstein es més que una
simple matédfora. Es un mapeo matematico preciso y, bajo ciertas condiciones, la red en crecimiento
puede presentar “condensacién de Bose-Einstein", lo cual significa que repentinamente un nodo
puede adquirir la mayoria de las conexiones de la red, independientemente de su edad (como
sucedi6 con Google).

A.7 LA ISLA GIGANTE

Regresemos al modelo de los botones descrito en la seccién A.2. Inicialmente todos los botones
estdn sobre la mesa desconectados, pero conforme vamos hilvanando parejas de botones, se
comienzan a formar islas de botones conectados. Al principio las islas son pequefas, pero al
ir afiadiendo méas y méas conexiones entre los botones, las islas crecen y se conectan entre si.
Eventualmente se formara una isla gigante, es decir, una isla que es mucho méas grande que
todas las demads. El tamafio de la isla gigante es importante en el estudio de la propagacién de
epidemias en una sociedad, en donde en lugar de tener botones hilvanados, tenemos personas
que se contagian unas a otras. Las islas consisten en los grupos de personas que estan infectadas,
y la enfermedad se convierte en una epidemia cuando se forma una isla gigante que abarca a la
mayoria de la sociedad.

La pregunta importante es: dado un conjunto de elementos, ;cudntos enlaces (contagios) tienen
que establecerse para que se forme la isla gigante? Esta pregunta fue contestada por Erdos y Rényi,
quienes fueron los primeros en mostrar la existencia de una transicién de fase en la teoria de
redes. Dicha transicién de fase consiste precisamente en la formacién de la isla gigante. Aunque
su trabajo original lo llevaron a cabo para redes con topologia de Poisson, es facil generalizar el
andlisis que hicieron para extenderlo a redes con topologias arbitrarias.

Para calcular el tamafio de la isla gigante utilizaremos un razonamiento de consistencia. Sea
q la probabilidad de que un nodo vy, escogido aleatoriamente no pertenezca a la isla gigante.
Supongamos que v, tiene k vecinos. Claramente, v, no pertenece a la isla gigante si y sélo si
ninguno de sus k vecinos tampoco pertenece a la isla gigante. Por lo tanto, la probabilidad q debe
satisfacer la ecuacion de consistencia

q= ZP(k)qk (A7.1)
K

El lado izquierdo de esta ecuacién es simplemente la probabilidad q de que v, no pertenezca a la
isla gigante. El lado derecho es la probabilidad P(k) de que vy, tenga k vecinos, multiplicada por
la probabilidad g* de que ninguno de estos k vecinos pertenezca a la isla gigante. La suma sobre
k toma en cuenta todos los posibles vecinos que v;,, pudiera llegar a tener.

En el caso en que P(k) es una distribucién de Poisson, la Eq. (A.7.1) se transforma en

q= Z eﬂ(zljg — ezla=T)
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Figura A.4. Probabilidad p de pertenecer a la isla gigante como funcién de la conectividad promedio z de
la red, pare el caso de la topologfa de Poisson.

Denotando como p = 1 — q la probabilidad de que un nodo arbitrario si pertenezca a la isla
gigante, obtenemos

p=1—e?P (A.7.2)

La ecuacién anterior es trascendental y no puede resolverse de forma analitica. Sin embargo,
es facil resolverla de forma numérica y encontrar p para cada valor de z. La Fig. A.4 muestra p
como funcién de z. Notemos que para z < 1 la probabilidad de pertenecer a la isla gigante es
cero. En otras palabras, no hay isla gigante para z < 1. Conforme aumentamos el valor de z (lo
cual es equivalente a afladir mas conexiones a la red), la isla gigante comienza a formarse y justo
en z = 1 aparece. Este es un resultado interesante: se necesita, en promedio, s6lo una conexién
por nodo para que aparezca la isla gigante. Si seguimos aumentando el valor de z, el tamafio de
la isla gigante aumenta mds y mds, como se puede observar en la Fig. A.4, la cual muestra el
comportamiento caracteristico de una transicion de fase de segundo orden que ocurre en z = 1.

Consideremos ahora el caso de las redes con topologia libre de escala, para las que la distribucién
P(k) toma la forma

1

P(k) = —kY
cly)
(o8]
donde ((y) = Z k™Y es la funcién zeta de Riemman la cual, en este caso simplemente juega
k=1

el papel de la constante de normalizacién. Para esta distribucién la ecuacién de consistencia



A.7 LA ISLA GIGANTE
Eq. (A.7.1) se convierte en

(v) ];

m‘ m‘

—_ —_
W‘n
="

donde Li,(q) = Y 3,k ¥qg* es la funcién poli-logaritmica de orden y. En términos de la
probabilidad p = 1 — g, la ecuacién anterior queda como

L

p=1 C(v)hy“ p)
Como Li, (0) =0, es claro p = 1 siempre es solucién de la ecuacién anterior. Por lo tanto, en una
red libre de escala la componente gigante siempre existe y la probabilidad de pertenecer a ellaes p = 1. Este
interesante resultado es una consecuencia de la existencia de los elementos altamente conectados
en redes libres de escala. Dichos elementos mantienen a toda la red conectada, impidiendo que se
fracture en pequenas islas. En este sentido resulta particularmente interesante el trabajo de Pastor-
Satorras y Vespignani (Pastor-Satorras y Vespignani, 2001.), donde estudian la propagacién de
virus en la internet. Ellos definen un modelo dindmico para analizar la propagacién de infecciones
en redes y muestran que en redes libres de escala no existe un umbral de nodos infectados por debajo del
cual la infeccion pueda detenerse. Este resultado es muy importante si consideramos que en gran
medida las redes sociales tienen este tipo de topologia.
Por ejemplo, en la propagacion de epidemias en una sociedad, en la que podemos considerar
que la isla gigante es el conjunto de personas que se han contagiado de alguna enfermedad.
Los resultados presentados en esta seccién muestran que en redes con topologia de Poisson
siempre podemos vacunar a un ntmero suficiente de personas para garantizar que la conectividad
promedio z de la red de individuos infectados se mantenga inferior a 1. En tal caso podemos
detener la epidemia, ya que no habré isla gigante, sélo pequefias islitas de personas infectadas.
Sin embargo, las redes sociales no tienen topologia de Poisson, sino que exhiben topologias libres
de escala. Para tales topologias siempre existe una isla gigante, y la probabilidad de pertenecer
a ella es p = 1. Por lo tanto, en redes libres de escala las enfermedades tarde o temprano se
propagan a todas las personas que no hayan sido vacunadas. Es decir, la tinica forma de detener
la propagacién de una epidemia en redes libres de escala es vacunando a todas las personas de la
sociedad.
En la bibliografia sugerida podemos encontrar revisiones completas con muchisima mds informa-
cién sobre las propiedades derivadas de topologias de redes.
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B.1 INPUTS CON CONECTIVIDAD LIBRE DE ESCALA.

Cuando los momentos de una distribucidon Py (k) son finitos la transicién de fase asociada
pertenece a la clase de universalidad de campo medio caracterizada por un exponente 1/2.
Cuando no sucede asi debe analizarse el comportamiento asint6tico del pardmetro de orden cerca
del punto critico (¥ — 0) para determinar la forma funcional de la transicion si existe. De la forma
funcional del pardmetro de orden de la Ec. 2.1.6 podemos ver que no es analitica en el punto
Y =0, para analizar la forma asintética es necesario eliminar la singularidad y en este sentido,
consideremos que asintéticamente P(k) ~ k™Y con y € (3/2,5/2). Esta situacién implica que el
coeficiente by de la ecuacién 2.1.16 definido como,

o0

bi=) P alk1),

k=1

converge, pero by, diverge para m > 1. Sustituyendo el desarrollo de Ix(¥) en la Ec. 2.1.6
obtenemos a primer orden,

S W 2 I
W =2(1-2n) bﬂi’—i—ZP(k)J r FTl@ k) 4o (B.1.1)

920’
k=1 0 Jo Y

donde se uso Iy (0) =1/2y %\i,o) = a(k,1). En el intervalo vy € (3/2,5/2) la parte no-analitica
de la ecuacién anterior proviene del segundo término cuando k es grande. En esta situacién es
conveniente usar la aproximacién de limite central que vimos en la seccién 5.1, de donde podemos

escribir,
1/2
et (LW KT |
2 (w?)

Sustituyendo la tltima expresion en la Ec. B.1.1 tenemos,

1 <W>2 3/2
Y o~ 2(1-2n) bﬂy—m(M)

1

Iy (V) = 7

Y e 00 _ k(w)2z2
X JJ Z ZP(k)k3/ze 2w ) dZ do| ;
0 Jo =

sustituyendo P(k) = Ck™ y reemplazando la suma por una integral sobre k se obtiene,

-1
~ 20 (W \ Tr52-y) s
vl b‘“"ﬁ(ﬂw%) ay=3zy-2"
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que es una aproximacion para ¥ pequefio en el intervalo 3/2 < y < 5/2. Para v > 5/2 una
correccion logaritmica aparece y la ecuacién anterior se sustituye por,

2c (w2

w

~2(1-2 - = 3

W 2(1-21) [y¥ 3ﬁ<z<w2>> W ny||,

cuando y > 5/2, el coeficiente bz converge y el comportamiento del pardmetro de orden alrededor
del punto fijo estd descrito por la ecuacién anédloga de campo medio. Por otro lado, para valores
bajos de v en el intervalo 1 < v < 3/2, el coeficiente b diverge, consecuentemente no existe
transicién de fase y el sistema permanece ordenado para toda 1 < 1/2. Sin embargo, el pardmetro
de orden se comporta como ¥ ~ (1/2 —n)1/(3*2y) cuandon — 1/2.

Por lo tanto, el intervalo importante es 3/2 < y < 5/2 donde son validas las aproximaciones recién
obtenidas que indican la forma en que el pardmetro de orden describe una transiciéon de fase para
valores de ruido menores que 1/2. En estas aproximaciones el valor del ruido critico estard dado
por,

1o
e =3 20, ) 7

Por lo tanto, en el intervalo 3/2 <1 < 5/2 el parametro de orden se comporta asintéticamente a
e como,

W[ ~ (B.1.2)

VAR (n—3) 2y - 202 (2w v
Cr5/2—7) )2 Me —7)

el exponente de la transicién es p = (2y — 3)7!, variable que puede tomar cualquier valor en el
intervalo (oo, 1/2) dependiendo del valor que tome vy desde 3/2% hasta 5/27. Asintéticamente a
5/2 la forma funcional de la transicién cambia y se comporta como,

/2
2w 60T (2T
Y2 InY| c ( 2 Me—m) -

que es el resultado que mostramos en el texto principal.



DINAMICA DE VOTANTES CON RUIDOS COMBINADOS.

C.1 SOLUCION ANALITICA.

Para mostrar la solucién analitica que obtuvimos combinando los ruidos de Vicsek et al y Grégoire-
Chaté, comenzaremos por definir las siguientes variables:

xn(t) = 4Kmé&n(t), (C.1.1)
K

un(t) = ) onlt), (C.1.2)
j=1

sn(t) = un(t) +xn(t). (C.1.3)

(C.1.4)

Con estas definiciones, la Ec. 6.2.4 puede reescribirse en la forma completamente equivalente,

+ Signo[sn(t)] Con probabilidad 1-—m1;

on(t+1) = { (C.1.5)

— Signo[sn(t)] Con probabilidad 13

Definamos ahora la variables ¢ (t) como la probabilidad de que on(t) = 1 y sea I} (t) la
probabilidad de que sy (t) > 0. A partir de la Ec. C.1.5 podemos relacionar estas cantidades en la
siguiente ecuacion:

Pn(t) =0 -m2) g+ (1 = L{t)n2 . (C.1.6)

El primer término del lado derecho de esta ecuacién se relaciona con el caso en el cual sn(t) <0y
la funcién Signo se elige. El segundo término toma en cuenta el caso donde s, (t) > 0 y se elige
—Signo. Ambos casos resultan en un valor positivo de o (t+1).

En el desarrollo del calculo que aqui mostramos hacemos algunas suposiciones que implican que
es aplicable la teorfa de campo medio:

¢ Las probabilidades ¢n (t) y I (t) son las mismas para todos los elementos de la red. Esto
es, todos los elementos de la red son estadisticamente equivalentes y por lo tanto podemos
eliminar el subindice n en todas las expresiones que escribamos de ahora en adelante.

* Todos los elementos oy, de la red son estadisticamente independientes, por lo tanto, la suma
Un(t) definida en la Ec. C.1.2 puede considerarse como la suma de K variables aleatorias
independientes uniformemente distribuidas.

Notese que el pardmetro de orden ¥(t) = (on (t)) puede escribirse en términos de la probabilidad
¢(t) como,

Yt+1)=2(1-2n2) Ix(t)+2n2—1. (C1.)
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de donde obtenemos,

e

5 (C.1.8)

d(t)
expresion que podemos usar para reescribir la Ec. C.1.9 en términos del pardmetro de orden ¥,
Yit+1)=2001—2n2) Ix(t) + 22— 1. (C.1.9)

El siguiente paso para construir una ecuacién maestra del pardmetro de orden es expresar la
probabilidad Iy (t) como una funcién de ¢(t), o equivalentemente, como una funcién de W(t). Para
ello, consideremos las siguientes variables y sus correspondientes densidades de probabilidad,

Gn(t) - PO’(X/ t) ’ un(t) - Pu(x/ t) 7
sn(t) = Ps(x, t), Xn(t) — Px(x) .
De acuerdo a la Ec. C.1.3 las densidades de probabilidad cumplen la relacién de convolucién,
Ps(x,t) = Pulx,t) * Py(x,t). (C.1.10)

Si recordamos que un, (t) es la suma de K variables aleatorias independientes, podemos expresar
la densidad de probabilidad Py, (x,t) como la convolucién de la densidad de probabilidad Py K
veces, tal que reescribimos,

K Veces.

Ps(x,t) =Po(x, 1) % ... % P(x, 1) %Py (x,t) . (C.1.11)

Para resolver esta ecuacién es conveniente expresarla en el espacio de Fourier donde la convolu-
cién entre las densidades de probabilidad se transforma en un producto de las densidades de
probabilidad transformadas,

~ ~ K <
PiAt) = [Pan 1] Py(x) (C1.12)

Tenemos ahora dos posibilidades para continuar el desarrollo analitico que involucran la
conectividad de los elementos: la conectividad finita (K < oo0) y el caso cuando K es infinita.

c.1.1  Conectividad finita.

Usando la definicién de ¢, tenemos que,
Ps(x,t) =¢d(t) 6(x—1)+ (1 =) d(x+1), (C.1.13)

donde 5(x) es la funcién delta de Dirac. Si reescribimos esta expresion en el espacio de Fourier
tenemos que,

Po(Mt) = d(t)e ™ + (1 —d(t) e . (C.1.14)

Usando la Ec. C.1.8 podemos expresar la misma ecuacién pero ahora en términos del pardmetro
v

ﬁG(A,t) =cos (A) —i¥(t)sen (A) . (C.1.15)
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Por otro lado, podemos calcular la distribucién de probabilidad Py (x) si recordamos que la
variable aleatoria xn (t) estd uniformemente distribuida en el intervalo [—4Kn1,4Kn1] de forma tal
que,

1
Py (A t) = KA sen (4Kn1A) . (C.1.16)

Sustituyendo esta ultima ecuacién y la expresion de la Ec. C.1.15 en la Ec. C.1.12 tenemos el
siguiente resultado,

Po(A 1) = [cos (A) — iW(t) sen (A)]¥ w : (C.1.17)

Expresion que podemos reescribir usando el desarrollo del binomio de la siguiente manera,

K
Ps(At) = { S (:J lcos (A)JX™™ [w(t) sen(?\)]m} W : (C.1.18)
m=0

Tomando en cuenta que la probabilidad Ix(t) de que un elemento arbitrario o, > 0 esta dada por,

L(t) = J:O Ps(x,t)dx, (C.1.19)

podemos relacionar la expresiéon Ps(x, t) con esta ecuacion. Para ello, tomamos la transformada
de Fourier inversa de la Ec. C.1.18 e integramos el resultado en el intervalo [0, co), obteniendo,

K
() =5 > B o) W™ (C.1.20)
m=0

donde los coeficientes BX, (11) estdan dados por,

B (m) = {(ﬁ) é(l;li()m Jo J [cos (A)]™ [sen(?\)}m} We“‘xd?\ dx (C.1.21)

—00
Redefinamos una parte de esta ecuacién como la variable G,

G(\) = k sen (4KnmiA)

G (A) = [cos ()] KA

Variable que es una funcién simétrica con la propiedad G (0) = 1. Bajo esta definicién, el coeficiente
B& (1) se puede escribir como,

By (M) = ZJ lJ G (M) et dA dx
0 27'C

—00

ZJZOG(X) dx,

donde G(x) es la transformada de Fourier inversa de G (A). Dado que G (M) es simétrica, también
G(x) lo es y consecuentemente | o_ooo G(x)dx =2 jgo G(x)dx. Ademds, como G(0) = 1 ocurre que
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wa G(x)dx =1, de donde se sigue que BOK M) =1.

o0
Para m > 0 podemos intercambiar el orden de integracién en la Ec. C.1.21 multiplicando el

integrando por e~ ¢*. Después resolvemos la integral sobre x y enseguida tomamos el limite ¢ — 0
obteniendo,

m—1 (oo
K> [Gald M J m sen (4Kni\) dA (C.1.22)

K—m
m ) dmkn; [cos (A)] [sen (A)] 2

—00

(5151(111)2(

Usando que Bg (n1) =1, podemos reescribir la Ec. C.1.20 como,

K
L (t) = % (1 + ) BRm) Mtnm> :
m=1

Finalmente, sustituyendo esta expresién en la Ec. C.1.9 obtenemos la ecuacién maestra para el
pardametro de orden ¥ en el caso k < oo,

K
Y(t+1)=(1-2n2) ) BN (m) (™ (C.1.23)

m=1

Veamos ahora el desarrollo analitico para el caso donde la conectividad es infinita.

c.1.2  Conectividad infinita.

Por la definicién de un(t) (Ec. C.1.2) sabemos que esta variable es la suma de K variables
aleatorias uniformemente distribuidas, cada una de ellas con valor promedio ¥(t) y varianza 1.
Por lo tanto para valores grandes de la conectividad K, usando el teorema del limite central se
puede aproximar la distribucién de probabilidad P, (x, t) por una Gaussiana con promedio K¥(t)

y varianza o2 =K (1 — I‘P(t]\z) que es de la forma,

2
Pu(t)(x,t) =~ 1 exp (—(X_K\y(t))z) (C.1.24)
N 2 (1- (1))

Usando esta expresion, la Ec. C.1.10 toma la siguiente forma,

4Kn; o 2
Ps(x,t) = ! J k exp (—W) dy, (C.1.25)
sKm\/an (1—[\y(t)]2) —4Km 2K (1—[‘P(t)] )

donde se usa que Py(x) es una funcién constante ya normalizada definida en el intervalo x €
[—4Kn1,4Kn]. A partir de esta expresiéon podemos obtener Iy (t) integrando Ps(x,t) desde 0 hasta
00,

oo r4Kn P 2
L (t) = 1 J J ! exp (—W) dy dx. (C.1.26)
8Km\/27rK (1—[%)]2) 0 J-aKn 2K (1—[‘¥(t)])
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antes de integrar realizamos los cambios de variables x = Kx’, y = Ky’, de forma que la expresion
anterior se transforma en,

I (t) =

sn ¢ 2z (1-vr?)

Tomando en cuenta que en el limite K — oo, el integrando de la expresién anterior toma la forma,

Xy —w())?

’ eXP( i(][W(tJJZ)> —5(x' —y’

Jim =0 (x'—y'—¥() -
\/an (1-twr?)

oo r4my f—y'— §
1 J J K I {0 dy’ dx’ . (C.1.27)
0

a2 (1 )

donde 5(x) es la funcién delta de Dirac. Usando las expresiones anteriores podemos obtener
finalmente una expresién mds simple para Iy (t),

oo r4my
L (t) = 8]7,[ J §(x'—y' —V¥(t) dx'dy’. (C.1.28)
M1 Jo J—4n,

Realizando las integrales correspondientes podemos obtener el siguiente resultado,

0 cuando Y(t) < —4m
L(t) = slﬁ (W(t)+4n2) cuando [Y(t)| < 4my
1 cuando  W(t) > 44

Sustituyendo esta expresién en la Ec. C.1.9 podemos obtener la Ec.6.4.1 que mostramos en el texto
principal.
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