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INTRODUCCION

Esta tesis es un trabajo sobre geometria en [flagieoen el que exponemos
algunos temas de la geometria Euclidiana median#s lde papel en las que dibujamos
con marcas de dobleces que hacemos en ellas. td@oesiun manejo sistematico y
objetivo del doblado de papel para lo que desamuwbk primeramente una
axiomatizacion y una semantica de los doblecepa@gtl para que é€stos nos permitan

representar los elementos de la geometria Eucidian

Hemos hecho que este trabajo sea auto contenidio poie hacemos todas las
demostraciones necesarias, pero nos interesa tardegarrollar una representacion
visual intuitiva de cada tema por lo que incluimuschos diagramas con la finalidad de

facilitar la comprension de las construccionesmalgtraciones.

Veremos entre otras cosas la construccion de téagy@nlas conicas motivada
por la definicidbn en términos de magnitudes de aawka de éstas. Localizaremos el

punto de tangencia y probaremos que las rectasaqstruimos son tangentes.

También haremos un estudio de las raices de engascde primer, segundo y
tercer grado, en cada caso veremos un método pam@nstruccion. En las ecuaciones
de primer grado basta mostrar que es posible raétipy dividir con el doblado de
papel; Para las ecuaciones de segundo grado usapamébolas de la forma 4p(y — k) =
(x — h¥ cuyas intersecciones con el eje X determinan désciwnes de la ecuacion
dada; y en el caso de las ecuaciones de tercev hemdmos uso de un doblez que sera
la tangente comun a dos parabolas distintas y ictgeseccion con el eje X marcara las

soluciones reales de una ecuaciéon dada.

Finalmente veremos como mediante el doblado del g@ppueden resolver dos
de los tres problemas clasicos de la geometriadeath: La duplicacion del cubo y la
triseccion del angulo. En el caso de estos Ultimsasemos un doblez muy especial que
no se puede representar con regla y compas, s mese puede construir usando regla
y compas una recta que tenga las caracteristiGasiene este doblez o recta. Vale la

pena hacer mencion especial de este doblez alapiesferimos, pues su existencia la



hemos podido justificar Unicamente por un argumeetoontinuidad pero no a partir de
los axiomas aceptados inicialmente, por lo queeegsario aceptar su existencia como
un nuevo axioma. Resulta de gran interés porque@asite hacer construcciones que
no es posible hacer valiéendose de una regla y mp@s, de hecho, a partir de este
doblez es posible definir un método para constasrraices reales de ecuaciones de
tercer grado que es Util para resolver todo tipeaeciones, incluso las irreducibles, de
hecho, hemos incluido la demostracion de que dama acuacién de tercer grado

siempre es posible construir sus raices realeslaszste doblez.

Las referencias bibliograficas estan marcadasiporeros romanos en negritas
y entre paréntesis], se anexan al final; los nombres de rectas, gupteegmentos

también se remarcan en negritas para facilitardauta.



CAPITULO | : FUNDAMENTOS

En este capitulo veremos la forma en la que vamommejar el doblado de
papel para representar los objetos geométricosudstno interés. Comenzaremos por
definir cuéles son los objetos y las operacionempielas. Es decir, los puntos y las

rectas y cOmo hacemos para rotarlos, reflejarimagipularlos en general.

Si deseamos fundamentar el manejo del papel, @s demejar el papel de una
forma sistematica y objetiva, es necesario dedarnoha semantica de los dobleces del

papel para que estos nos permitan representaelngtos de la geometria Euclidiana.

Esta semantica es a saber, una reinterpretaciagquiglios elementos inherentes
al manejo del papel, de tal modo que a travésateddbleces se puedan construir las

configuraciones y las transformaciones del planstemntes en la geometria Euclidiana.

Para construir este modelo tedrico debemos acepdas hipotesis sobre las
caracteristicas del papel y algunos axiomas sobreomportamiento de éste. A

continuacion hacemos una lista estas hipotesesyugs una de los axiomas.

* Hj. El papel no tiene grueso, esto es porque ensal da muchos dobleces
encimados el grosor del papel induce un error geeeccon cada nuevo doblez

que se encima.

* H,. El papel es transparente, esto nos ayuda a caf@arconfiguracion al

sobreponer dos 0 mas hojas.

* Has. El papel es de dimensiones infinitas, esto ealgaier configuracion cabe

en nuestra hoja.

De aqui en adelante haremos la convencion de caredouse diga “marcar un
doblez” se entienda la operacion de doblar y ddadtdhoja dejando simplemente una
linea marcada por donde se efectu6 el doblez.



Veamos ahora los axiomas sobre el comportamiehioaegel.
A; . Siempre que marcamos un doblez en una hojagésteibe una linea recta.

Linea Recta
'

Linea Recta
““a-\_\_’_f

A,. Se puede marcar un doblez o recta que pase pgruiios dados, es decir,

dos puntos determinan un doblez.




As . Dos dobleces no paralelos determinan un punto.

N




« A, Dados dos puntos existe un doblez que encima b otro.

* As. Dadas dos rectas existe un doblez que encimarulzaotra.




As. Dados dos puntd3y Q y una rectan tal que d(P,Q) <(Q,n) existe un doblez por
P que encim& en un punto da.

e m =TT

« A;. Dados dos puntds; y F, y dos rectas no paralelds y d, sucede que

existe un doblet tal que encim#&; end; y F, enda.

P P2

d
o




Vale la pena mencionar que este doblez es muy tanter de hecho, se puede
decir que en algun sentido es la motivacion de &stis porque nos ofrece nuevas
alternativas en cuanto que no se corresponde aoyuma construccion posible con
regla y compas. Por ejemplo, en el Gltimo capilmlocupamos para resolver dos de los
tres problemas clasicos de la geometria euclididéaariseccion del angulo y la
duplicacion del cubo. Otra aplicacibn muy imporgalat veremos en el cuarto capitulo
que trata de ecuaciones de tercer grado a las ej@enus que siempre se les puede

asociar un doblez de éstos que nos dé sus solscione

Veamos ahora una justificacion muy simple de lastericia de este doblez
basada en un argumento de continuidad para laajuesva considerar una cu@ajue

introducimos a continuacion.

Definimos T(P) como la reflexidbn deF, con respecto a la mediatriz del
segmentadr;1P, claramente la distancia entfge y F, es igual a la distancia entRey
T(P). Llamemos d a dicha distancia. A su vez defini@osomo el conjunto de todas
las T(P).




Consideremos ahora una pareja de purRpsy P, en d; y en distintos

semiplanos tales que su distancia con respetiGea mayor que.

Podemos asegurar qUiéP;) y T(P2) se encuentran en semiplanos distintos pues

d(P,T(P)) = d(R”,T(P2)) = d y por lo tantaC interseca a dpues es una trayectoria

continua que pasa po(P1) y T(P2).

Con esas hipétesis definimos ahora las dos opaeximediante las cuales

manejamos el papel:

En primer lugar definimos la accion de doblar gbgdacomo una operacion.
Noétese que ésta induce la nocién de desdoblarudaemtendemos como la

accion de deshacer un doblez hecho.

También se permite la operacion de “calcar puntwsrespecto a un doblez

que vamos a definir a continuacion. Supongamosdpi#amos una hoja: ésta
gueda dividida en dos regiones que se encimanalbna stra, de tal manera que

si tomamos un punto cualquiera P podemos usar ligréfo para marcar el

punto P’ que se encima sobre P. Esta es la opardei@alcar P con respecto al
doblez hecho (si el doblez lo lamamos m, entonitesnos que P’ es la calca
de P con respecto a m); a su vez la calca de gteaoale un segmento se define
como el conjunto de las calcas de todos sus puntos.



En estricto sentido no es necesario ocupar uigrafd para marcar la calca de
un punto, ésta puede determinarse mediante dosa#sbb rectas. Lo hacemos asi por

que es mas practico y nos ilustra que esta operascequivalente a la operacion de

“reflejar” con respecto al doblez o recta. Esto es porquealabr un punto o una
configuracion de puntos y rectas se obtiene otrdiguracion que es congruente a la
primera pues una se encima sobre la otra, y pupento estan a la misma distancia
respecto a la recta. Este hecho lo formalizamosorinuacion en la siguiente

afirmacion.

e Calcar un punto con respecto a una recta o rdfleja@specto a ésta es
equivalente a ubicarlo con dos dobleces o rectam Racerlo es necesario
marcar primero el doblez con respecto al cudl sergueflejar y después hacer

dos dobleces por el punto como se muestra a caweiim



Asi pues, hemos visto que con el doblado de mplieden hacer reflexiones,
esto es muy importante pues a partir de las refted se pueden hacer rotaciones y

traslaciones.

CONSTRUCCIONES

A continuacion nos interesa mostrar que las coostraes basicas con regla y
compas también se pueden realizar doblando papelasoreglas que acabamos de

definir.

| . Dada una recta, construir otra recta que sqeepdrcular a la primera y que pase por
un

punto dado.

» Doblamos la hoja de manera que la recta se encm&ago misma y el doblez

pase por el punto, esta es la recta perpendicelseadia. Esto es por que al



ejecutar el doblez el angudose encima con el anguboy por lo tanto tienen que
ser iguales, y como la suma de éstos es igaatada uno de ellos tiene que

valer1v2.

II . Dada una recta, construir otra recta paralda@mimera y que pase por un punto
dado.

 Marcamos una recta perpendicula@ la recta dada por el punto dado.




« Hacemos una perpendiculaa la rectan y esa recta obtenida es paralefa a

[l . Dados dos puntos construir su mediatriz.

» Doblamos la hoja de manera que los extremos senencuno con el otro y el
doblez que obtenemos es la mediatriz. Como vimdssarel doblez que
obtenemos es perpendicular al segmento AB; adeasss gor el punto medio
del segmento pues al hacer el dobldzse encima corB por lo que los
segmentos ARy BPR, son iguales. Tenemos entonces que el doblez hexho
una recta perpendicular al segmento y que paselppunto medio de éste

cumpliendo asi una definicion comun de la mediatriz



IV . Dado un angulo construir su bisectriz.

» Doblamos la hoja para que una de las rectas gqo&foel angulo se encime con
la otra y el doblez que obtenemos es la bisectliznigulo. Al realizar el doblez
el anguloA se encima con el anguly esto significa que son iguales y por lo
tanto su bisectriz es el doblez que acabamos d&.Han caso de que se desee
bisecar el dngulo complementario basta con maroar perpendicular a la
bisectriz por el vértice del &ngulo.

Y




V. Transferir la longitud de un segmento.

Si deseamos transferir la longitud de un segme®alé tal forma que a partir
de un puntoP construyamos un segmento de longitud igual a laABe
procedemos como sigue: Doblamos la hoja de marargue uno de los
extremosA se encime con el pun®y calcamos el otro extrent®, este punto
B’ obtenido de calcaB tiene la propiedad de que su distancRes igual a la
longitud del segmento AB. Esto es porque al efectliadoblezA se encima
sobreP y B sobreB’, asi que el segmento AK es congruente con el sggme
PK y el segmento KB es congruente con el segmeBto por lo tanto AB es

congruente con PB’ pues las partes de uno se endatae las partes del otro.




VI . Trasladar un segmento segun una direccion yamggtud dadas.

Marcamos una recta en la direccién dada.

Dir Dir
s
longitud longitud m
A A
B B
[ ]

Marcamos una recta perpendicular an por A y posteriormente reflejamos el
segmento AB con respecto a esta recta.

longitud

longitud

Transferimos la longitud al pie de la perpendicular

longitud




Marcamos la calca del nuevo segmento con respeletd@ectriz del angulo
formado entre éstem.
Dir

| -dorgitd-

Marcamos el punto medio de la calca y trazamosrectas perpendicular an
por éste, posteriormente calcamos el segm&iMBd con respecto & y el
segmento que obtenemos es la traslacioABlecon respecto a la direccion y
longitud dadas, vale la pena hacer la observaadgue si reflejamos el punto

medio con respectosa trazamos una perpendicutaram por este nuevo punto

y reflejamosA’B’ con respecto a esta recta, obtenemos otra trasldeAB

con respecto a la misma direccion y longitud dagie en sentido contrario
Dir

| - doRgittie-

Dir

| -deRgitte-

| -doRgite-

|- lorgitd-




Finalmente notemos que el sentido de la traslaegia dado por el sentido

positivo en el que se recorre el segmento que Maielder al pie des.

VII . Transferir un angulo dado.

* Supongamos que queremos trasladar el arayalta recta, es decir, queremos

trazar una recta’ que forme un angulo igual al anga@aon la recta.

o

¢ Comenzamos marcando dos reatay n paralelas a las rectas que forman el

anguloa de tal forma que se intersequen cam un puntd.

o

* Doblamos la hoja para que se encime con y marcamos la calaa den con
respecto a este doblez. Notemos que el angulo ttrmarr y n’ es igual al

angulo dado pero con orientacion inversa. En casque se desee que el angulo



tenga la misma orientacion, es decir, si queremugssg recorra en el mismo

sentido que el original s6lo tenemos que reflegjardos rectas con respecto a la

directriz.

* Vale la pena hacer la observacion de que si masdmaalca den’ con
respecto a, obtenemos una reatd que forma com un angulo igual al angulo
dado.




* Marcamos una rectgorP y reflejamos el segmenf&B con respecto a ésta.

» Trasladamos el angulo dado a la recta I.

* Marcamos la bisectriz del angulo y reflejamos ghsentoA’B’ con respecto a
ésta. El segmentd”B” que obtenemos asi es la rotacion del segnigtoon
respecto al angulo y al punto dados. Al igual goneskecaso de la traslacion,
dado un punto y un angulo, hay dos sentidos emuesse puede efectuar la
rotacion, pues en el paso anterior habia la padaoilde marcar dos rectas que
formaran el angulo dado cdncada una corresponde a un sentido en el que se

recorre el angulo.




Hasta aqui hemos mostrado que las transformacigunesgeneran el grupo
euclidiano se pueden realizar con el doblado delpgpe podemos hacer rotaciones,
reflexiones y traslaciones, asi que podemos canglué se pueden hacer todas las
Isometrias, pues cada una de éstas esta generaddopmas tres reflexiones. Por otra
parte, en el capitulo siguiente veremos que seepdieddir y multiplicar con el doblado
de papel y por consecuencia se pueden hacer haastpe junto con las isometrias

generan las similaridades.



CAPITULO II: CONICAS

Algunos de los objetos mas bellos y conocidos dedametria Euclidiana son
las conicas, que son muy apreciadas no solo papatiencia sino también por sus

propiedades que en muchos casos resultan sorpteaden

En este capitulo haremos una construccion de cadade ellas sin usar
ecuaciones, sino a partir de la representacion agelpde su definicidon. Veremos
algoritmos para representar sus tangentes a phatidoblado de papel que estan
justificados por argumentos de la Geometria Ewnhidi elemental tales como la

semejanza de triangulos.

LA PARABOLA

DEFINICION : Una parabola es el conjunto de puntos tales gdéstancia a un punto

fijo llamado focoes igual a su distancia a una recta fija llamawtectliz.

ALGORITMO:

* Marquese un puntb en la hoja y designemos un lado de ésta aibmo

» Doblese de tal manera la hoja que el ldd® encime coR y desddéblese la hoja

después.



* Notese que se pueden hacer muchos dobleces sigueitstruccion anterior,
haganse tantos como se quiera teniendo presentenigméras mas lineas se

marquen, mas clara sera la representacion dedagar

]
T

1:‘:“&:: Ly rebaTty .

D e it e,

Hasta ahora s6lo hemos trazado rectas pero haynto P de cada recta que

pertenece a la parabola el cual encontraremostanganion.

En la siguiente ilustracién se muestra nuestra ti@jpapel con un doblez como
los que acabamos de hacer marcado con una liné@apgam cuya interseccion cod

la llamamog0. En el ladod marcamos el punto sobre el que se endinahefectuar el



doblez al cual llamamak A continuacion marcamos una linea perpendicuthpar J

y llamamosP a su interseccion can y posteriormente marcamos las lin€dsy FP.

Observemos los trianguldsOPJ yAOPF; éstos son semejantes pues cumplen
uno de los criterios de congruencia establecidodgp&Geometria Euclidiana que nos
dice que si dos triAngulos son tales que dos déados son iguales y el angulo entre
ellos es el mismo entonces los triAngulos son cmmjes. En este caso los dos
triangulos comparten el lad®O y el ladoOJ es igual alOF pues uno se encima con el
otro al momento de hacer el doblezy del mismo modo los angulasJOP y[OFOP

son iguales.

Si los triangulos son iguales, entonces todos adesl correspondientes son
iguales, particularmenteF y PJ son iguales, pero recordemos dees la distancia de

P aF y quePJ es la distancia dé ad, por lo tantoP es equidistante a un purfoy a



una rectad que es la definicibn que debe cumplir todo puntéotgmeciente a una
parabola.

Tenemos hasta aqui que cada una de las rectasneonin puntoP de la
parabola, pero no hemos probado que cada rectarggante a la parabola. Recordemos
que en general la tangente en un punto a una aavdefine como el limite de la
secante en ese punto, pero en el caso de las spesaadefinicion es equivalente con la
condicion de intersecar una sola vez a éstas pemdae la parabola ser distintas del eje

focal y en la hipérbola no ser paralelas a lag@tsis

Veamos ahora un dibujo de la parabola solamenteoyen el se muestra ésta

con su eje focal y una de sus tangentes con so pulg tangencia.

Posteriormente marcamos un puftdlistinto deP en la recta y trazamos una

perpendicular @ porP y una polS.




Consideremos el triangulbABS, éste es recto y tiene por hipotenusaAgpor

lo tantoSA>SB, puesSB es un cateto.

Por construccién sabemos que la recta punteadéa mediatriz deFA, esto
implica queS es equidistante dE y A, es decirFS=SA, peroSA>SB y SB es la
distancia de5 ad, por lo tantoS no esta en la parabola. Vale la pena hacer vefaque
demostracion es valida para cualquier punto dedgardistinto dd® sin importar en

cual de las dos regiones en dudivide a ésta se encuentre.

LA ELIPSE

DEFINICION : Una elipse es el conjunto de puntos tales querfeasie sus distancias

con respecto a dos puntos fifesy F, es igual a una constante positiva.



ALGORITMO:

» DadosF; y F, marquese un circulo, con cenkpy que tenga &, en su

interior.

» Hagase un doblez que encifecon un punto del circulo y desdéblese la hoja

después.

* Notese que al igual que en caso de la parabolaesiep hacer muchos dobleces
siguiendo la instruccion anterior, haganse tantosiac se quiera teniendo
presente que mientras mas lineas se marquen maseta la representacion de

la elipse. Posteriormente veremos cOmo encontsgouatos de ésta.



A continuacion se muestra una hoja con un circido gentrd=1, un punto en su
interior F,, un doblez marcado por una linea punteadael puntoC del circulo sobre

el que se encimi; al hacer el doblem.

Ahora marcamos la recta que pasafpoy C y llamamosP al punto donde esta

se interseca com.



Afirmamos queP es un punto de la elipse que tiene por focbg ®F, y cuyos
puntos cumplen que la suma de sus distanciasfados es igual a una constante que es

el radio del circulo.

Notemos qudPC es igual &PF, pues ambos segmentos se enciman al hacer el
doblezm, es decirP es un punto en la mediatriz @ey F,. Asi pues la suma d&eP
con PF; es igual a la suma degP conPC que a su vez es igualFaC (el radio del
circulo) que es constante. CofRgP y PF, son las distancias dea los focosP cumple

la definicion que mencionamos antes.

Al igual que en el caso de la parabola nos hada timostrar que las rectas
trazadas son tangentes. En los siguientes dib@asigestra la elipse y después se

muestra ésta junto con una tangente y su puntanggencia.




Después unimo® con cada uno de los focos y marcamos un p&ném la
tangente, posteriormente prolongank@B hasta cortar al circulo €@ y unimosS con
C y conF;.

Como ya vimod-;C es igual a la suma de las distancia®d®n respecto a los
focos y esa suma debe ser la misma para todosdos fle la elipse. En el caso Sle
esto no se cumple pues como sabemos en todo tikasgeede que cualquiera de sus
lados es menor que la suma de los otros dos, gsBg+ SC > F,C, por lo tantdS no
esta en la elipse.

LA HIPERBOLA

DEFINICION : Una hipérbola es el conjunto de puntos tales tualer absoluto de la

diferencia de sus distancias con respecto a dowpudios F; y F, es igual a una
constante positiva.



ALGORITMO:

* Marquese un circulo, su cenf@y un puntd, en su exterior.

» Hagase un doblez que encifecon un punto del circulo y desdéblese la hoja

después.




« Nuevamente tenemos que se pueden hacer muchoscemldeguiendo la
instruccion anterior, haganse tantos como se quieméendo presente que

mientras mas lineas se marquen mas clara sendréseatacion de la hipérbola.

Al igual que en los casos anteriores veremos agmeontrar los puntos de la
Hipérbola mediante su definicion.

En la siguiente ilustracion se muestra la hoja ebnirculo, su centrd-;, un
puntoF, en su exterior, un doblez marcado por una linedeadam. También vemos

el puntoC del circulo sobre el que se encifsaal hacer el doblem.




Marcamos la linea que uke y C y llamamodP al punto donde se interseca e¢on

Notemos qué-,P = F,C + CP, y comoF, se encima co@ al hacer el doblez, el
segmentoCP el igual aF,P. Asi que la diferencia d&;P con CP es igual a la
diferencia de&=1P conF,P, pero la primera es igual a un segmento de mayigtal al
radio del circulo. Podemos decir entonces Bues un punto en la hipérbola pues la
diferencia de sus distancias con respecto a lassfes la longitud del radio del circulo

que es constante.

Pasemos ahora a demostrar que las rectas son t@sigehigual que antes
comenzamos por mostrar la hipérbola y despuésmi@zana tangente con su punto de

tangencia.




A continuacion unimos$® con los dos focos y marcamos un puften la
tangente, después unim&con C y con F;. Como ya se dijoF;C es igual a la
diferencia de las distancias &econ respecto a los focos y esa diferencia debéser
misma en todos los puntos. En el cas®&dssto no pasa y para verlo consideremos el
trianguloAF,CS en el que tenemos que dos de sus lados soasgualis distancias con
respecto a los focoSC = SF,, porqueS esta en la mediatri€F,) y sabemos que en
todo triAngulo sucede que cualquiera de sus ladamagor que la diferencia de los
otros dos. Es deck,C > /SF-SC/ por lo tantdS no esta en la pardbola.




CAPITULO IIIl: ECUACIONES |

Los polinomios son uno de los temas que mas seeblamiado desde la
antigiedad hasta nuestros dias, son de interésepadmebra por que su estructura
resulta ser muy interesante ademas de que es gmr@da de muchos otros objetos
matematicos. Para la Geometria Euclidiana son tlrém las soluciones de las
ecuaciones asociadas a éstos, pues en muchossgsmsible construirlas basandose en

argumentos de semejanza y congruencia.

En este capitulo veremos como resolver ecuacioagsicher y segundo grado a
través del doblado de papel y con las operacionesyq vimos. En el caso de las
ecuaciones de primer grado simplemente se expoatg@&iitmo de la division pues
éstas se resuelven despejando directamente; maecuaciones de segundo grado se
construye una parabola de la forma 4p(y — k) = B*donde h y k son funcién de los
coeficientes de la ecuacion, esta parabola tiemedpiedad de que sus intersecciones

con el eje X son las soluciones de la ecuacion.

ECUACIONES DE PRIMER GRADO

Una ecuacion de primer grado en una variable egexmasion de la forma ax +
b = 0con &0 y si dividimos entr@a obtenemos una de la forma x + ¢ = 0; en el caso de
estas ecuaciones, podemos encontrar la soluci@vestde un sencillo despeje: x = -c.
Lo que nos ocupa entonces es la construccion de @sg| la division da entreb, asi

que para construirlo necesitamos un algoritmo geidir dos cantidades dadas.

Supongamos que c = a/b.



Marquense dos dobleces concurrentes cualesquiera.

Marquense en el doblezun segmento de longitumdy otro de longitudh, en el
diagrama se representan por los segme@idsy OA; posteriormente en el

doblezm marcamos un segmento de longifud

Hagase un doblezque pase pd y porl.




» Hagase un doblezperpendicular a.

* Hagase un doble perpendicular a que pase pok y cuya interseccion can
la denotamos comX¥. Notese qué es paralelo a pues ambos son

perpendiculares a

Si llamamos0 al punto de interseccién dey m tenemos que el segmer®X
es la soluciéon en términos de magnitud, es denirelecaso de<0 la solucién es
positiva y es tal cual el segmer@X; en el casa@>0 la solucion es de igual magnitud al
segmentdOX pero se debe considerar negativa o tomada erdsauesto al sentido
positivo (convencionalmente se representa unatiahgiositiva como un segmento que
se recorre de izquierda a derecha y una negativim cm segmento que se recorre de

derecha a izquierda).

Notemos que los triangul@dsOB1 y AOAX son semejantes porque todos sus angulos
son iguales pues conmces paralela & tenemos que los angulos alternos son iguales, a

saber:



. JOB1-JOAX y IO1B=IOXA

Asi pues tenemos que:

OX/OA=01/0B

OX=(0OA-01)/OB y comoOA=a; O1=1y OB=b

tenemos qu®X=a/b

Esta serie de pasos constituye un algoritmo pamateor la divisibn de dos

cantidades conocidas, vale la pena notar que a dareste se puede obtener tras un

pequefio cambio, uno para la multiplicacion de dogidades conocidas.

Supongamos que queremos multipliagoorb.

* Maéarquense dos dobleces cualesquiera concurrent@s gumtoO.

* Marquense en el doblez un segmento de longitudy otro de longitudL, y en

el doblezn uno de longituc.



Hagase un doblezque pase poh y porl.

Hagase un doblezperpendicular a.




* Hagase un doblei perpendicular @ que pase pdB y cuya interseccién com

la llamamosX.

En este caso se tiene que los trianglloél y AOBX son semejantes y

OX/OB=0OA/0O1

OX=(0OB-OA)/0O1y tenemos qu®B=b; OA=ay 01=1

por lo tantoOX=ab.

ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

Una ecuacién de segundo grado es una expresiénfdera AX + Bx + C =0
con A£0. Cada ecuacion esta forma se puede dividir éngrélevar a una de la forma
x? + bx + ¢ = 0 donde b=B/A, c=C/A y el coeficientel término cuadratico esbasta

concentrarnos en estas ultimas.

En algunos casos, la resolucion de ecuacionesgimde grado (aquéllas de la
forma ¥ = c) esta asociada a la construccién de la raddrada de una cantidad dada,
asi que haremos un breve paréntesis para vegaitaio para la extraccion de la raiz

cuadrada de una cantidad conocida.



Supongamos que queremos obtener la raiz cuadradord@nero racional ¢ (positivo).

Marquese un doblem y sobre este marquese un segmexiBode longitudc

seguido de un segmerB@ de longitudl.

Doblese un doblez perpendicular an que pase pds.

Encuéntrese el punto mediodel segmento AC.




* Marquese un doblez que pase poly encime cualquiera de los extremos del

segmentAC en m y llamese€) al punto de m sobre el que se encima.

Notemos que los puntds, C y Q son equidistantes d por lo que debe haber
un circulo que pase por los tres, esto nos pemsaiber que el triangulAAQC es un
triangulo rectangulo por que el segmeAtd es diametro del circulo pues contiene su

centroD.

NG

Asi pues tenemos que los trianguldsBQ y AQBC son rectos y semejantes entre si,

pues

OBAQ =172 —JAQB =0BQC



asi queJAQB =0QCB

Esto nos dice que las razones entre sus ladosisonismas
AB/QB =QB/BC

(AB)(BC) =QB?y comoAB =cyBC =1

c=(QB)’

c’*=QB

Vale la pena mencionar que si queremos hacer leacipe inversa, es decir,
dada una cantidad construir su cuadrado, podemmrlbausando una configuracion

similar.

» Marquense dos dobleces perpendiculargsm cuya interseccion seé& Sobre
m marquese un segmento BC de longitudsobren marquese un segmento QB

de longitudc.
n
Q
B (5 m

* Marquese un doblgz porC y Q.




* Maéarquese un doblazperpendicular @& porQ y llameseA a la interseccion con

m.

En el diagrama anterior tenemos que los triangrdoosAABQ y AQCB son

semejantes, ya que

OBAQ =12 —-UAQB =0BQC
Y por tantolJAQB = 1QCB
AB/QB = QB/BC
AB-BC = (QB)? pero comdQB =cyBC =1
AB =¢?

“El Método de la Parébola”

Un método mas general para resolver ecuacionesgimdo grado de la forma
x? + bx + ¢ = 0 lo podemos definir a partir de ciemaanipulaciones de la ecuacién de
la parabola; éste tiene la ventaja de que sirva pesolver todas las ecuaciones de
segundo grado existentes, respeta multiplicidagnosde las ecuaciones y no distingue

casuistica, es decir, esta constituido por unaigloritmo.

Una parabola cuyo eje focal es paralelo al ejecdyp vértice tiene

coordenadas (h,k) tiene por ecuacion



4p(y - K) = (x — )
Y si suponemos que 4p = 1 obtenemos
y—k = (x = h§,

Que representa una pardbola que abre hacia agituivalentemente : la

directriz esta debajo del foco) y cuya directrizeesecta y = k — Ya.

Consideremos ahora una ecuacion de segundo gladiqua igualamos a y para

después llevarla a la forma anterior.

y = X% +bx +cC
y = (x + b/2f k4 +c
y — (c — B/4) = (x + b/2}

Asi hemos obtenido los coeficientes de h y k eriunde los de la ecuacion.
Esta es la ecuaciéon de una parabola que tienetlal \de que sus intersecciones con el

eje X son exactamente las soluciones de la ecuatiéix + ¢ = 0.

h=-b/2yk=c—-Hl4

Recordemos que al construir la ecuacion de la p&a&upusimos que 4p =1, 0
equivalentemente que p = %, esto nos dice questardiia del vértice a la directriz y al
foco es %. Con esta ultima observacion ya teneouasstlos elementos para construir

nuestra parabola, su vértice es (-b/2, ¥Hy su directriz es Y = k —1/4.

* Marquense dos dobleces perpendiculares que sesajde X y Y, midase un
segmento de longituld en el ejeX y en el ejeY uno dek, otro de longituk —
1/4y otro dek + ¥a,



ko + 144

k- 14

Marquese una perpendicular al #eorh y una perpendicular al e} pork +
Y.y llamemog- al punto de interseccion.

Y
8] h H
k+ 14
k F
k-1

Marquese un doblez que encike % sobreF y llamemosT(O) al punto sobre
el cual se encim® (el origen o el punto de interseccion de los prosedos
dobleces). Notese que el segmeRiO)F es igual al segmento(K-1/4).




* Marquese un doblez que pase poy que encimel (O) en el ejeX. Hay dos
formas de hacer esto, haganse ambas y llanmxgrse a los puntos del epg en
los que se encim&(O), cada uno es un punto de la parabola y una solw#o
la ecuacion, esto porque la distanciacdg x, aF es exactament& —1/4 y la
distancia entre el eje y la directriz es tamHikn-1/4 , es decirx; y x» son

equidistantes B yalarectaY =k — Va.




Asi pues hemos construido dos segme@wsy Ox, que indican las soluciones
de la ecuacion. Nétese que este método nos peraristruir las soluciones respetando
su signo y multiplicidad, pues si una solucibesta a la izquierda d@ representa una

cantidad negativa, y si esta a la derecha unaiysit

Cabe hacer la observacion de que la ecuacién diensoluciones simples, una
doble o ninguna segun el niumero de interseccioneganga la parabola con el &e

lo cual esta determinado por el valor de k.

EjeY

EjeY Eje Y : .
k=0 ninguna solucid

k=0 dos saclucicnes k=0 una solucién

Eje X
y=k-1/4
v=k-14 V=k- 1 Eje <
EJEMPLO:

Consideremos la ecuaciohx —2 =0

h=-b/2
k=c-lf/4

en este caso

b=1

c=-2

y sustituyendo
h=-1/2

k=-2-1/4 =-9/4
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Asi pues, hemos encontrado las soluciones qusterc@&so resultan ser 1y —2.

Hemos dicho que este método tiene una representpaid regla y compas, ésta
es muy sencilla y de hecho méas breve que el mé&udaacabamos de ver. En el este
caso, el algoritmo para regla y compas comenzaoia la construccion de las
coordenadas del foco y en vez de recurrir a tréfedes para transferir la longitlik-

1/4 utilizamos simplemente un circulo que tenga patroeal foco y por radio dicha
magnitud, las intersecciones de este circulo cogjeeX son las soluciones. Esto se

muestra en el ultimo de los dibujos anteriores.
“Generalizacion”

El método que acabamos de ver se ocupa de resadvecuaciones de la forma
x? + bx + ¢ = 0 moviendo o trasladando parédbolasaderma y — k = (x — H*)cuyas
intersecciones con el e} resultan ser las soluciones de la ecuacion. Ateramos
que esta idea se puede generalizar a un métodagsmiaer cualquier ecuacion de la
forma A¥X + Bx + C = 0 utilizando una parabola de la formpéy4- k ) = (x — hj para
cualquier valor de p.

Ax?+Bx+C=y

x* + BIAX + CIA = yIA

x? + BIAX + BY4A% = 1/A (Y — C) + BJ4A?
(x + B/2AY = 1/A(Y - [C - BY4A))

Hemos obtenido asi la ecuacién de una paréboka fderha 4p(y — k ) = (x — h)
gue tiene la propiedad de que sus interseccionme®lceje X son las soluciones de la
ecuacion A% + Bx + C = 0 y cuyos pardmetros son
h = C — (B/4A) = (4AC - B)/4A = -1(-4AC + B)/4A
k = B/I2A
p = 1/4A



EJEMPLO:

Consideremos la ecuaciéfix—x/2 —3 =0

Y =x%2 -x/2 -3
Y +3=x/2-x/2
2Y + 6 = ¥ —x

Completamos el cuadrado para x.
2Y +6+Ya=R—X+Y4
2(Y +3+1/8) = (x — %9
2(Y +25/8) = (x — ¥29)

Tenemos ahora una parabola con vértice en (-2&2/8 ) y su parametro es 1/2,
es decir, 4p = 2, y por lo tanto p = %.

322 -2 -

2T + 24

Asi pues las soluciones de la ecuacion son -2 Bn3el siguiente dibujo se
muestran otras pardbolas mediante las cuales snelas soluciones de la misma

ecuacion.



Y4

! [/

N sefp - xi2-3=0
23 -3¢3-2=0 P = 2+ 258 )= (z- 1)
3T +25/12) = (- b P2 !

N = S

2+3=0
5/8)=(x- )%

SRB+X3+2=0
(T4 25012) = (2 - )2

/// x:k—/ \( 4-:\;(5;4%2%;_%)3
771 i TN

Para construir estas ocupamos multiplos de la misauacion a los cuales

multiplicamos previamente por una constante. Simplge escogimos un nimero que
seria el nuevo valor de 4p y multiplicamos la ecua@or este y por el inverso del
valor de A. Por ejemplo, en el caso de la paratmtamultiplicamos la ecuaciérf/ —
x/2 — 3 = 0 por 2/3 y obtuvimos/8 — x/3 — 2 = 0, de ahi en adelante el proceditnien

es analogo al anterior.



CAPITULO IV: ECUACIONES (Il)

ECUACIONES DE TERCER GRADO

En este capitulo vamos a resolver ecuaciones dertgrado, éstas no se
incluyen en el capitulo anterior porque requiereh rdanejo de un doblez que no se

corresponde con ninguna construccion posible ogla iecompas.

Cabe hacer la observacion de que todas las coaistnes que se han visto hasta
ahora se pueden hacer con regla y compas, peronessacede con el doblez que

veremos a continuacion y por consiguiente con tsdasplicaciones.

En el Capitulo Il vimos como obtener las tangeatema parabola conociendo
su foco y directriz; vimos que para obtener éstamplemente tenemos que hacer
dobleces que encimen el foco en la directriz; ¢a easo, para resolver ecuaciones de
tercer grado consideraremos dos puntos (dos fgcdsk rectas (dos directrices), vy el
doblez que haremos resultara ser tangente a dabgbas a la vez, es decir, manda un
punto a una recta y el otro punto a la otra regtaptiendo asi la definicion expuesta en
el capitulo dos para cada pareja de punto y r&uaexistencia ya se discutid en el

capitulo I.

Fi Fa

d
c




RESOLUCION DE ECUACIONES

Consideremos el caso particular en el que una slep#ébolas tiene por

distancia focal uno (negro) y la otra p (rojo) yeja focal sea perpendicular al de la
primera.

e Ahora marcamos el doblez que manda cada foco eespectiva directriz y
marcamos la calca de ambos focos.

Foo”
s F I1

P2 |

AL

« Trazamos la recta que une a cada foco con su taspealca. Notese que en
ambos casos estas rectas son perpendiculares atandggnte comun y
concurrentes con ésta y la tangente por el vértitanemosO al punto de
interseccion de las tangentes por los vértisgsy(V,) de las parabolas V1 y

T, a los puntos donde éstas intersecan a la tangemian.
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En la configuracion anterior existen tres triangulcectangulos que son
semejantes entre shFViT;, AT10T, y AFRV,T,. Esto es porque todos tienen los
mismos angulos, pues por una parte todos son tlidmgectangulos y por otra tenemos

gue se cumplen las siguientes relaciones que mostpe concluir la semejanza:

OFTV: +OViRT = W2 (1)
= OV1TiF = W2 -0T1FV,
OT,T:0 + OV TR =12 (2)
= OV1TiF1 = W2 -0T,T10
OT,T:0 + 0OT,T; = w2 (3)

Igualando (1) y (2) obtenema#2 - OT1F V. = 172- OT,T:0 que nos dice que
OT1FV, = 0OT,T10 (4). Sustituyendo (4) en (3) obtenemdB;FV; + OOT,T; = 102
(5). Ahora igualamos (1) y (3)FT1V1 + OV1F Ty = OT1FHV, + OOT,T1que implica
que OV T,F, = OOT,T; . Podemos concluir entonces qié¢V,T; OAT,0T, . Del

mismo modo, con una demostracion analoga, se peedpieAT,0T, ARV T,
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Ahora haremos una identificacion de la hoja coplaho cartesiano, suponemos
V, como el origen; la tangente por el vértice vy jel ®cal negros seran los ejes
cartesianos. De este modo podemos asignar valene®ritos a los puntos de la
configuracion. Es decir, vamos a cambiarles el menymara obtener una ecuacion
asociada al doblez. Notese que los valores qualEmosh, k y p son las coordenadas

del vértice y el parametro de la segunda paraioja)(

e
ra
-

A causa de la relacion de semejanza que hay ergreds triangulos se dan las

siguientes igualdades de razones.

ARV T, OAT.OT, = V]_F]_/ VT = OT]_/OTz = 1/x= (X -h )/ Yy (1)

AT]_OTZ DAFszTz = OT1/OT2 = V2T2/V2F2 = (X -h )/ y = (y + k) / P (2)

Despejamos y en (1) y obtenemos y*= Rx.
Y sustituyendo (1) resuelto en (2) (x — h)74hx) = (¢ - hx + k) / p=



Ux=0-hx+k) p=> p=X-hé+kx =
x2-h +kx —p = 0.

Tenemos entonces una ecuacion asociada al dobldec#, para cada pareja de
parabolas que cumplen las hipotesis se tiene warien de tercer grado asociada a esa
configuracion. Ademas, sucede que las intersecsideelas tangentes comunes a las

parabolas con el e marcan las soluciones de ésta.

EJEMPLO:

En el siguiente diagrama se muestran dos pailoolgas tangentes comunes
(azul) intersecan al eje X en -2, -1y 1.

Por el Teorema Fundamental del Algebra sabemoslageeuacion se puede
expresar como (x+2)(x-1)(x+1) = 0, que despuésad®peraciones nos das2x>-x -2
=0.



Vale la pena notar que esta ecuacion es equivatelsteecuacion asociada al doblez a
través de la igualdad de razones que acabamos.de ve

En el dibujo dltimo se muestran los tres trianguogespondientes al analisis
anterior, en el que segun las relaciones de semsef@ydemos establecer las siguientes

igualdades.

Ix=(x-=h)ly (2)
x-h)y=(y+k/p (2

Sustituyendo obtenemos:

IIx=x+2)1y (1)
x+2)ly=(y-1/2 (2

Despejando y en (1) obtenemos y’=+2x.
Y sustituyendo en (2) (x +2) /(¢ 2x) = (¢ +2x—1) /2

Ux=(+2x-1)/2= 2=X+2¢-x =
XX+ 2%¢-x-2=0.

Asi pues, resultan ser iguales ambas ecuacionegolentonces podemos decir
que para cada doblez hay una ecuacion asociadaralMaénte esto nos sugiere un
método para resolver ecuaciones tercer grado; éstesiste en construir una
configuraciéon similar a la que acabamos de ver paesaecuacion dada y encontrar las

soluciones de ésta a través de las tangentes ceralag parabolas.

En primer lugar recordemos que una de las paraljoégo) es la misma en
todos los casos, pues siempre vamos a ocupar ualaopmcuyo parametro sea 1, foco
(0,1), directriz y=-1 y cuya tangente por el véticeje focal representan los ejes Xy

Y respectivamente. Esta tiene por ecuacion 4% = x

Por su parte, la ecuacién de la segunda parabelaa@di en adelante le
llamaremos auxiliar) esta determinada por los camfies de la ecuacién que estamos

resolviendo. Recordemos que en analisis del quamuer de la igualdad de razones



llegamos a una ecuacién de la fornfa ¥ + kx — p = 0 en la que el coeficiente del
término de segundo grado es el negativo de lasdbdeil vértice de la parabola auxiliar,
el coeficiente del término de primer grado es tall da ordenada de éste y el término

independiente es el parametro.

En el siguiente dibujo se muestran las ecuacionggspondientes al ejemplo

anterior.

Ecuacion:
W+ 22 x-2=0

Ay =2

Para establecer formalmente este método lo Unieangs falta es demostrar que
dada una ecuacion general degBado existe una parabola auxiliar tal que sugciaies
comunes con 4y =5determinan las soluciones de ésta con sus in@oses con el eje
X.

Para demostrar esto consideremos la ecuacidr A + Cx + D = 0.
Esta se puede rescribir de la forma& AB'x? + Cx— D' = 0

Y si dividimos todo entre A obtenemos una ecuadiéita forma X- bxé + cx -d = 0

d=x-bx¥ + cx

1/x = (% - bx + c)/d



multiplicamos por uno el primer miembro de la iglaal (x — b)/(x — b) 1/x = - bx +
c)/d

(x — b)/ (¢ = bx) = (X - bx + c)/d (1)

Seay=%-bx (2)

Sustituimos (2) en (1) y tenemos (x — b)/y = (y/a¢B)

Y manipulando (1) obtenemos 1/x = (x — b)/y (4)

Usando las igualdades (3) y (4) podemos constmir econfiguracion de triangulos

rectangulos como la que teniamos anterior mentel@ogque podemos definir dos

parabolas cuyas tangentes comunes son las solaaeria ecuacion.

EJEMPLO :

Consideremos ahora la ecuaciéh-2¢ —5x + 6 = 0. Para resolverla primero
construimos la ecuacién de la parabola auxiliar msilta ser (y+5)= 24(x-2) y
después procedemos a descubrir las soluciones medies tangentes comunes con la

pardbola 4y =%



SN (352 =242

En este caso podemos ver que las soluciones sdny-2,

EL CASO IRREDUCIBLE

Existe una clase de ecuaciones que en la literatatematica se conocen como
irreducibles y que tienen la particularidad de goese pueden resolver por el método
de radicales, 6 mejor dicho solo se puede encountrarde sus raices. Esto no sucede
con el doblado de papel, pues como acabamos darpiddda una ecuacion de tercer
grado es posible construir sus soluciones a petofos parabolas, asi que en particular
lo podemos hacer con estas. A continuacion mossamopar de ejemplos de estas
ecuaciones y como se resuelven mediante el dobgapel.

EJEMPLO 1.- #—5x—-1=0

h=0
k=-5
=1

(y + 55 = -4x
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EJEMPLO 2.-%+3x-1=0

h=-3
k=0
p=-1
y? = -4(x — 3)

h¥

W E-1=0

P




CAPITULO V: DOS PROBLEMAS

Desde los tiempos de Euclides hasta nuestros dragtistido tres problemas
que se han convertido en clasicos irresueltos deGdometria Plana porque no se
pueden resolver con regla y compas. (En un cursAlgiebra Moderna de Teoria de
Galois se ve que éstos demandan la construcciddirderos que no son constructibles
con regla y compas para ser resueltos). Estosassaber: la cuadratura del circulo, la

duplicacioén del cubo y la triseccion del angulo.

Dos de estos problemas se pueden resolver medlattblez que acabamos de

ver, asi que a continuacién veremos como.
LA DUPLICACION DEL CUBO:

Consideremos un cubo de volumen N, el problemaist@nsn construir un cubo
que tenga el doble de volumen 2N. Si el volumen2HBs la longitud del lado
necesariamente es (ZR) por lo que el problema se traduce en construiaia ctibica
de 2N. A continuacion veremos un algoritmo parabatrar la raiz cibica de un nimero

cualquiera; si en particular ese numero es 2N rupsbblema quedara resuelto.

» Marquense dos dobleces perpendiculares y llaméme X y ejeY.

* En el ejeY marcamos dos puntos a distangiadel origen y en el ej&

marcamos dos puntos a distancia N; Pasamos uraapeqgiendicular al ej¥



por uno de los puntos que acabamos de marcar ynbades mismo con el eje
X.

e Marcamos un doblez que maridar y N as.

En la siguiente figura se muestra el dobtegue acabamos de hacer y una recta

perpendicular a éste pbty otra por\.



Estas rectas junto con los dos ejes forman trémguilos que resultan ser
semejantes entre si, y son a sabh&O1l, ABOA y ANOB (LlamamosA a la
interseccion den con el ejeX y B a la interseccion den con el ejeY). Esto nos dice

gue se cumplen las siguientes igualdades de razones

1/A=A/ByA/B=B/N

B=A*> y N=F/A

N=A%6N"=A



LA TRISECCION DEL ANGULO

Consideremos un angutocualquiera, el problema ahora es trisecar estel@nes

decir, construir dos rectas por el vértice queddimial angulo en tres partes iguales.

» Marquense dos dobleces con el angulo deseado.

* Marquese una recta perpendicular a una de las rectas por el vérteabye ésa

marquense dos segmentos consecutivos igdesPQ.




Doblese una perpendicularapor P y otra porQ.

Hagase un doblez a que mai@lar y O an, y marquense los puntos sobre los
gue se encima®, Py Q.

Finalmente, marquense las redixd’

y OP’; éstas son las rectas deseadas.




Notemos que al hacer el doblez los segmew@sy WQ’ se enciman al igual

queWO y WO’ , asi pues, sucede q@ W y O’ son colineales pues son la calca de
puntos colineales y ademas los segme@t@sy O’Q son iguales.

Por lo tanto el trianguldQOO’ es isOsceles y la altura de su lado QO esgR@®’pasa
congruentes entre si.

por su punto medio. Asi que los trianguld®O’'P’ y AOQ’P’ son rectangulos y

Consideremos ahora el segmento perpendicular arsOpopara el cual

nombraremo®R a su base. Asi construido, el trianghldO’R resulta ser congruente a



AOQO'P’, pues comparten el ladOO’ y los ladosP’'O’ y O'R son iguales por
construccion, asi que por el Teorema de PitagdRisy OR son iguales.

Tenemos entonces que los triangulos rectang@BR’Q’, AOO'P’ y AORO’
son congruentes y por lo tanto los anglld3P’'Q’, OP'O0’ y OO’RO son iguales, asi

gue hemos trisecado al angaio



INVITACION

A lo largo de la tesis hemos visto como algunobd®bjetos de la geometria se
pueden manejar con la papiroflexia, hemos partiddosd dibujos hacia el papel y
siempre en esa direccidn, pero como ya vimos, pirgfexia y la geometria guardan
una estrecha relacion, asi que vale la pena praganpor el sentido opuesto del camino
andado.

Este dltimo apartado de la tesis lo vamos dedicéws seres del papel que
pueden cobrar vida en la geometria euclidiana, @sr,da aquellas figuras o
configuraciones que se gestan a través de la flegieo pero son de interés para la

geometria euclidiana en general.

Todo el material que se expone a continuaciondspmnible para ser trabajado
y manejado en nuevos proyectos de investigacionp®mue naturalmente se puede
manejar un enfoque desorientado de la papiroflé&xdiéndase este ultimo apartado
como una invitaciébn a trabajar mas en todo est@spen varios sentidos resulta

novedoso, interesante y divertido.

En el Capitulo IV introdujimos un doblez que manatea pareja de puntos en
una pareja de rectas. Un problema muy interesasteialo a esto y que puede

trabajarse con regla y compas es el siguiente:

Consideremos una terna formada por un ptpdos rectas no paralelasy
lp. Para cada punto P del plano existe una ecua@dmerder grado asociada que es

aquélla que es posible solucionar mediante un dahle mand® enlo y P enlp.



Supdngase ahora que se desea discriminar aquehtssp que tienen asociada
una ecuacion con una unica solucion real de lostignen asociada una con tres. El

problema consiste en determinar las regiones emuasqueda dividido el plano si

pintamos de blanco y negro estas dos clases.




Actualmente tenemos la hipotesis de que el planedaudividido en dos
regiones determinadas por la parabola que tiendipmtrizlo y O por foco (ver dibujo
anterior), pero esto todavia no est4 demostrado.

Vale la pena preguntarse también si este estudiaanformacion que sugiera
un método aritmético para resolver ecuaciones ertgrado 6 informacion que nos

permita relacionarlo con ideas del algebra abstre@mio la solubilidad en campos.

Otra criatura que puede ser motivo de un estudip pnofundo es la curv&
gue introdujimos en el Capitulo | cuando vimos dadas una pareja de puntos y una
pareja rectas, siempre es posible hacer un dobkeemande cada punto en una recta.

Para construilC en primer lugar definimo3(S) para todoS elemento ddo

como sigue: Tomamos un purffoenlo y calcamosP con respecto a la mediatriz de
OS, la calca dé esT(S).

O

Por su parte la curnv@ se define como el conjunto de todasTéS) dondeS es

un punto déo.



En el dibujo anterior, podemos ver que la cu@vpasa por el puntB y forma
un rizo. El problema es determinar en qué condesose forma éste; en el siguiente
dibujo podemos ver una serie de puntos y los rip@s se forman con éstos. El lector

podra darse cuenta de que no todas las curvas tigos.




Hemos querido que esta tesis sea un discurso wsdal mismo modo nos
gustaria que motivara trabajos y demostraciones sgan esencialmente visuales, o

mejor dicho, sustentadas por argumentos elememtallEzsgeometria rigida.

Cuando resolvimos la duplicacién del cubo utilizanmuestro doblez especial
para hallar la raiz cubica de un namero real y esamma configuracion como la que se

muestra a continuacion.

En el siguiente diagrama se muestra el rizo adoa@aesta ecuacion. Si el lector
logra demostrar que para toda N en el eje X sugadeel rizo que se forma al resolver
la ecuacidon corta Unicamente en un punto a latdizede la parabola roja habra dado
entonces la demostracion geométrica de que los nednmeales tienen una Unica raiz

cubica.



Estos son algunos de los temas que se puedereddspde la tesis, por su parte
este trabajo llega hasta aqui, pero el terrenolesnauy fértil y da para muchas

investigaciones mas.

Nosotros nos despedimos aqui, con un saludo y waz@bpara el lector
esperando que este trabajo haya sido de su adtatdwemos muy contentos de recibir
cualquier comentario y opinion de la tesis en éloc@39 con el Profesor Francisco

Struck 6 al correo electrénignarcomate @hotmail.com
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