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Introducción

Los problemas de ruteo se encuentran entre los mÁs estudlsdos en la ac-
tualidad. Sus aplicaciones son variadas, pero la prlnclpal razón pa,ra Bu &pogeo
se encuentra en el fuerte impulso que Be le ha dado a la tecnologfa que hay
detrá¡ de Ias comunicaciones modernas, Contamos con redes de comunlcación
de muchos tipos, que se conectan con dispositivos muy variados: teléfonos fijoe,
celulares, televisiones, computadoras personales, satélitee y demás, conectados
a través de cables de cobre, ondas de radio, fibra óptica, etc. Cada tecnologfa
con Eu propia idiosincracia,

Esta riqueza de elementos y técnicas se ve reflejada en la variedad de pro
blemas propuestos y la genialidad de algunas de sus soluciones, Aun asf, el
problema subyacente, bdsico, que define los problemas de ruteo, consiste en en-
contrar la mejor m&ner& en que se puede Ilevar un paquete de un lugar a otro,
economizando los recursos disponibles.

Por ejemplo, si estamos en algún lugar de una ciudad y queremos lr mane-
jando a otro, buscaremos de entre las rutas poslblee aquella que no6 tome menos
tiempo, Este es un problema de ruteo.

AIgo un poco mds complicado es cuardo se tienen múltiples fuentes o múlti-
ples destinos, Extendiendo el ejemplo anterior, si tenemoe que pasax e recoger &
varioe amigoe en dietintos puntos de la ciudadd no solo tenemos que encontrar Ia
ruta que noe ahorre máe tlempo, elno que mlentras nosotroe viajamos nueetros
amigos pueden caminar un poco para encontrarse en algrln punto intermedio.
Esto reducirfa el número de paradas que hay que reallzar y posiblemente eI tiem-
po total del recorrido. Como se puede observar, calcular una eoluclón ópttma
ee vuelve una tarea mds dificll. En eete trabaJo noe enfocs.remos prlnclpalmente
en este segundo tipo de problema de ruteo,

Utiliza¡emos herramientas de la Teorfa de Gráficas, Geometrfa Computacio-
nal y Teorfa de la Complejidad para nuestro estudio. Se recomienda que el lector
tenga un conocimiento al menos general de esta,s tres disciplinas, p&ra, Io cual Io
referlremoe a textoe introductorloe en cadü, área. Como mJnimo. ee esencis.l un
conocimiento bdslco de An6llsis de Algoritmoe y lae deflniciones principales de
Teorfa de GrÁficas.



6 fNDfCE DE FIGURAS

Distribución del resto de la obra

Lo primero que haremoe ee establecer claramente el problema que nos intere-
sa estudla.r: la corretrucción de Arboles de Steiner, Nuestra principal herramienta
pa,ra esto es la teorfa de grdficas, que nos permltlrÁ establecer al6una.s propieda-
des básicas de este obJeto. Hecho esto propondremoe un algoritmo que busque Ia
solución al problema. El capftulo 1 trata eetos tema.e y concluye con un primer
aná,lisis del algoritmo, donde mostraremos que falla en cumplir eu objetivo.

En el capftulo 2 haremos un estudio sobre la dificultad lntrfnseca al tratar
de resolver el problema del Arbol de Stelner. En particular probaremos que el
problema ee NP-completo, Como consecuencia de este resultado nuestra mejor
opción ser6, buscar un& ma,ner& de aproximar Ia solución.

Con esta información, en el capftulo 3 regresaremos a estudiar el algorltmo
propuesto lnlclalmente, pero ahora con el enfoque de descubrir si la grÉfica
que construye es une aproximación. Para esto Io replantearemos a través de
su relación con el problema del Arbol Generador de Peso Mfnimo, También
estudiaremos algunas otras propiedades m6,s avanzadas de los d,rboles de Steiner,
mediante las cualee plantea,remos algunas heurlsticas útiles,

Como fruto de este eetudlo obtendremos un mecanimo pa,ra, construir una 2-
aproximaclón al árbol, asf como algunas herramienta¡ pere genera.r una solución
exacta en algunos casoe especlales.

Luego, en el capltulo 4 realizaremos el and,lisis de complejidad de los algo
ritmos y técnicas que desarrollamos antee. Aquf haremos amplio uso de varios
resultados de Geometrfa Computacional,

Una vez establecidos estos resultados introduciremos la compleJidad de tra.
bajar sobre redes móviles, En el capftulo 5 haremos una lntroducción a los
algorltmos que tienen que trabajar sobre este tipo de redes. Mostraremos aJ-
gunoe ejemplos importantes y describiremos cómo se pueden adaptar nuestros
resultadoe p&ra, ser usados en este ambiente, donde el ruteo se hace de forma
dlatrtbufda y local. Nuestra principal herramienta serÁ la construcclón de un
/c-generador, que eB una subgrÁfics que aproxima la¡ dlstanclas entre vértices en
Ia gráfica orlginal.

Finalmente en el capftulo 6 habla¡emosr a, m&nera de conclusión, sobre los
resultados del trabajo y algunoe problemae abiertos que Be pueden seguir ata-
cando,
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Capítulo 1

Conectar Nodos
Eficientemente

En este capftulo definimos el problema que varnos a, treta,r durante el resto
de Ia obra, En la primera sección presentamos un ejemplo ilustrativo, asf como
una definición matemática forma,l,

En Ia segunda sección se muestran algunas observaciones preliminares, EI
objetivo es construir cierta intuición que sirva para entender mejor los resliltados
máe avanzados.

Luego, en la tercera secclón, utillzamoe Ia experlencla de Ia Geometrfa Compu-
tacional con otroe problemas elmllares para plantear un algoritmo que busca la
qoluclón. El algoritmo que obtendremos resultará encontrar solsmente oproti-
maciones, Io cual mostra¡emos en capftuloe posterlores. Por Io pronto en la
eecclón cuatro daremoe un ejemplo que iluetra como el algoritmo falla. Aun asf,
estas aproxlmaciones nos serÁn de utiltdad.

1.1. Definición del Problema

Supongamos que un grupo de pereona"s neceelta comunicarse mutua,mente
en un momento determinado, por ejemplo, para reaüzar una videoconferencia,
y que no se encuentran todos en el mismo lugar. Si tlenen las herramlenta¡
electrónlcas apropladas, pueden conect&rse todoe a una red y llevar & cs,bo Bu
comunicación por ese medio, Debemos tratar de usar la menor cantidad de re-
cursos que sea, posible, pero permitiendo que se puedan intercambia¡ mensajes
entre ellos, La idea eB no caxgax inneceseria,mente de trabajo a otras compu-
tadorae, por eso mientras menos recursos de la red us€mos, mejor.

La eolución a eete problema ee nueetto obJeto de eetudio.



CAPÍTTJLO 1. CONECTAft NODOS EFICIENTEMENTE

Formalizando Conceptos

En el apéndice A damos toda¡ la"e definlclones necesaris.s para Ios conceptos
de teorfa de grÁ"ficas que uearemos a continua{ión. Consiste en un& mera intre
ducción al tema, por lo que paxe un tra,tf,miento máe profundo se recomienda

. l F F 1

revrsar Lr, ü1,
La mejor m&ner& de modelar una red es usando grÉficas. Cada vértlce re-

presenta un objeto en la red y trazamos una arlsta entre dos vértlcee sl existe
una comunicación directa entre ellos.

En otra¡ palabras, el problema se puede plantear de la siguiente manera: dada
una grd,fica conex& G: (V,E) y un subcoqjunto S cV de uértices terminales,
encontrar una subgréfica conexa, de G con el menor número de vértices posible,
que contenga a todos los elementos de ,9.

Cuando la subgrdfica minimiza también el número de aristas se Ie conoce en
Ia literatura como drbol de Steiner, por r&zones que veremos más adelante.

Figura 1,1; Una grdfica con vértlcee terminalee marcados, y una posible solución,

En Ia figura 1,1 se muestr& una gráfica con los vértlcee terminales pintados
con blanco y la solución al problema para este caso. De aqul en sdelante haremos
eeta convención con los colores en las figuras, pintando de negro a los vértices
n+terminales.

L.2. Propiedades de la Solución

Para comenzar nuestro estudlo, son neces&rlas algunae definiciones básicas,
Las hojas de un árbol son los vértlces de grado 1 y el resto son uértices interiores.
De estos últimos, a aquellos que tengan grado superior a 2 Ies llamaremos uér'tices
de rorruif,cación. La figura 1,2 ejemplifica todos estoe conceptos.

En lo que sigue, G : (V, E) eerÉ una gráfica, ,9 un subconjunto de V, y u, u
dos elementos cualesquiera de V,

Deflnición 1.1. La distancia entre u y u estÁ dada por el mfnimo de lae longi-
tudes de los caminos entre estos vértices, y la denotamoe por 66(u,u). Haciendo
un abuso de notación. indicamos de la misma ma,ner& Ia distancia entre un
vértlce y un conjunto de vértices, es decir

t
I
t
I
I
t
t
I
I
t
I
I
t
I
t
I
t
t
I
I
I
t
I
t
I
t
I
t
I
I
t
t

d6(u,,5) : min{6c(^ s)ls e S}



t
t
t
t
I
I
I
t
I
I
t
t
t
t
I
t
I
I
t
t
t
I
I
I
t
t
I
t
t
t
I
I

1.2. PROPIEDADES DE LA SOLUCIÓN

vértices
interiores

Figura 1.2: Un á,rbol y eus distints^s pa,rtes,

Si no existe ninguna trayectorla entre u y u, Ia distancia entre ellos no estÁ d+
finida. Esto Io denotamos como ds(u,") : oo,

Cuando sea claro por el contexto Ia grd,fica sobre la que se estÉ trabaJando,
omitiremos el subfndice. Eeta distancia indica el mJnimo número de ea.ltoe de
aristas que hay que hacer para ir de un vértice a otro,

Deflnicldn 1.2. Sea fr e N, La h-uecindad de u, denotada Nr(u), son todos
aquellos vértices de la gráfica que Be encuentran a distancia a lo máe fr de u. En
sfmbolos.

N n ( r )  : { r e V l d ( u , t r )  5 f r }

1.2.1. Estructura de un Arbol de Steiner

Hay que observar que aJ resolver el problema es posible que algunas solu-
ciones contengan ciclos, pues no ee está, minimizando Ia cantidad de a¡leta¡. En
la fi.gura 1.3 se muestra un ejemplo de esto, La gráfica completa cumple Ias
condiciones de Ia soluclón para el conjunto de vértices terminalee y sln embargo
contiene un clclo.

Si se tiene una grÁfica conex& con clclos, es posible encontrarle un d¡bol
generador mediante un procedimiento sencillo: si existe algún clclo, Ie quitamos
una de sus arlstae p&rfl, romperlo y repetimos este proceso haeta que ee eliminen
todos los ciclos. Este método mantiene Ia conexidod de Ia grÁfica orlglnal.

Por simplicidad, y dado que el método anterior es sencillo y siempre se puede
aplicar, de aquf en adelante daremos por hecho que Ia solución al problema es
un d,rbol, es decir que minimiza también Ia cantldad de a¡istas, Pueden existir
varios É,rboles de Steiner pere ,S en G, pero todoe tienen el mismo número de
vérticns.



CAPITULO 1. CONECTA,R NODOS EFICIENTEMENTE

Figura 1.3: La grÁfica buscada puede tener ciclos.

Obeervaclón 1.1. Todas las hoJas en un Érbol de Steine¡ son elementoe de ,9.

Esto ee slgue del hecho de que ei un vértice n+terminal fuera hoja del árbol,
Io podrfamoe podar. El resultado serfa otro á,rbol que, además de contener a ,5,
usarfa menos vértlces de G, lo cual serfa una contradicción para Ia minimalidad
del órbol de Steiner.

Obeervacidn 1.2. Sea s una hoja del árbol de Steiner y .R el coqiunto de
vértlcee de ramificación del mismo. Si r es el elemento de -9 U ,R mds cerc&no a
s en el árbol, con r # s, entonces debe cumplirse que

r € .A/6q¡,s11"1¡(s)

Todos Ios vértices entre s y r son n€c€e&riamente de grado dos, o de lo
contrario serfan hojas o vérticee de ramlficación, por Io que una formÉ, de lnter-
pretar esto es mirar a Í como el punto donde s se conecta con el resto del á¡bol.
Con este enfoque, el resultado nos dice que tal punto de conexión debe esta¡
relativamente cerc&, Tiene que encontrarse a lo má¡ tan leJos como el vértlce
terminal más cercano e I que no Be& s mismo.

Si no fuera asf y z esturrera mds lejos, se podrfa cambiar en el Á,rbol la
trayectorla de s a z por otra mds corta que también conecte & I con los demÁs
vértices terminalee, lo cual reeultarfa en un C¡bol más pequeño, Esto no puede
ocutrlr, debtdo a la definición del á,rbol de Steiner,

Observacidn 1.3. Sea s una hoja del Árbol de Stelner, y r el vértice adyacente
a s. Obeérvese que si se poda s del árbol, entonces Io que queda es también un
É¡bol de Steiner, pero paxa, el coqjunto de vértices (S \ {r}) U {r} en G.

De lo contrario, habrfa un Árbol mds pequeño que contiene a (5 \ {"}) V u
z. Pegándole otra vez s, se obtendrfa un Árbol para ,9 mds pequeño que el árbol
de Steiner original.

Las dos riltimas propiedades nos dlcen mucho de la forma de Ios d,rboles de
Steiner, Por ejemplo, que al buscar la soluclón, los vértlces terminalee tratan de
conectarse entre si lo mds rÉpido que pueden; que sl se tienen muchos elementos
de ,9 muy cerca, unos de otros, es probable que BB generen varloe vértices de
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1.3. UN A¿GORTTMO CODICIOSO

ramificación en el árbol en esa, zona,; que en general no puede haber mucha¡
r&mas muy largas, sino que se da preferencia a las ramas cortas,

La última propiedad también sugiere que si conociéramos algunos de los
puntos de ramificación de antemano y pudiéramos encontrar de alguna maner&
un d,rbol de Steiner para ellos, quizá podrfamos extenderlo a, un á,rbol de Steiner
para 5.

Todas estas ideas son muy intuitivas. Má,s adelante formalizaremos algunas
de ellas,

1.3. Un Algoritmo Codicioso

Las observaciones de la sección anterior sugleren que busquemos algo pare-
cido a un árbol generador de peso mfnimo, pero restringido de alguna maner&
solo a los vértices terminales.

La relación entre los dos tipos de árbol no es muy clara, ya que en general
un árbol de Steiner no contiene a todos Ios puntos de Ia gráfica. Sin embargo,
la experiencia de la Geometrfa Computacional en este tipo de problema nos
ha enseñado que suele ser un& buena opción intentar desarrollar un algoritmo
codicioso, La idea es ir construyendo el Árbol poco & poco, en cada paso eligiendo
la pieza que, al añadirla, nos ecerque lo más posible a la meta final (de aqrrf viene
el nombre que se Ie da a este tipo de algoritmos). El problem& con este enfoque
es que al hacer esto existe el riesgo de que cerremos las puertas a la solución
real: no siempre Ia solución que pa,rece Ia mejor a corto plazo lo sigue siendo a
largo plazo,

Aun asf, muchos de Ios algoritmoe que encuentr&n árbolee generadores de
peso mfnimo trabaJan (y funcionan) usando eeta técnlca codlcloee. Las lde&s
detr6¡ de ellos son lo que motlvan el algorltmo que describlmos & contlnuación.
Por ahora nos limltamos a descrlblrlo; en capftulos posterlores estudiaremos
formalmente sus propiedades.

Lo que haremos será fiarnos en las dietancias en G que hay entre pareJas
de elementos de ,9, conectar a Ioe dos que estén mds cerca uno del otro, Iuego
a los dos siguientes que estén mÁs cerca (cuidando de no introducir ciclos), y
asf sucesivamente hasta que todas las parejas de vértices hayan sido consldera.
das. Originalmente, todos los vértices terminales estón separados, Cada vez que
conectamos dos el número de fragmentos disminuye, Eventualmente quedarÁ un
solo fragmento, i,e, una gráfica conex&, Como cuidamos de no introducir ciclos
a cada paso, dicha grá,fica debe ser un d.rbol.

Mds formalmente, el algoritmo codlcloeo recibe una gráflca conexa G :
(V,E), y un subcoqjunto 5 C V. Sigue los pasos siguientes, en orden:

1 . Pa¡a cada pareja de vértices u,u E S encontrar d(u, u) y una trayectoria
de esa Iongitud entre ellos.

Ordena¡ la lista de trayectoriae, de la¡ md¡ cortae a la¡ más largas. Ini-
clallza¡ Ia soluclón parctal If como una grá,fica que contlene eolo a los

11
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12 CAPfTULO 1, CONECTAR NODOS EFICIENTEMENTE

elementos de ,5 y ninguna arieta, Hasta ahora, todoe loe vértlcee termina-
lee estÉ,n desconectados en 11.

3. Tomar de la lieta de trayectorlas la más corta. Si los dos extremos de
la trayectoria todavfa eetá,n en componentes conexae dietintas en Il, la
añadimos a Ie eolución parcial. Si no, solamente Ia descartamos,

4, Si queda mÉs de una componente conexa en ,9, repetimos desde el paso 3,
si no ye terminamos.

El algoritmo es claro y bastante simple. Si lo analizamos con culdado pode
moe ver que estamos construyendo una gráfic& conexa (no paramos hasta que
quede solo una, componente conexa) y sigue nuestra intuición al conecta¡ a loe
vértices terminales md¡ cerca¡ros primero.

L.4. Problemas del Enfoque Codicioso

Hay dos ra.zoneÉ por las que la grd,fica obtenida por el algoritmo de la sección
anterior no neces&riament€ ee un órbol de Steiner,

Primero, Io que el algoritmo termina construyendo no es necesariamente un
6rbol, pues no se eliminan todos los ciclos. Para ver por qué, anallceee lo que
pasarfa sl ejecutó,ramos el algoritmo en la grÁfica de la figura 1.4. El problema
surge debldo a que algunas de las trayectorias que tomamos entre los vértlcee
terminales pueden tener vértices interiores o a¡istas en común. Al Juntar los
trayectorias, es probable que algunas formen clcloe entre sl. El algoritmo no
controla esto,

a

Figura 1.4: Al eJecutar el algoritmo codicioso sobre esta gráfica, el ciclo puede
no eer eliminado. Por ejemplo, podrfa BBr que se eligieran las trayectorias a * b,
b * c y e q d. Esta serfa una elección vdlida, pero no se eliminarfa ninguna
arlsta.

Para resolver eete problema podemos proceser la grÉfica que devuelve el
algoritmo cuando termina, con el objetivo de eliminar loe cicloe que pueda tener.
Una manera de hacerlo €H encontra¡le un é¡bol generador, usando alguno de
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1.4. PROBLEMAS DE¿ ENFOQUE CODTCTOSO

Ios algoritmos de recorrido de gráficas, por ejemplo BFS, Describiremos mas
ampliamente este algoritmo en el capftulo 4,

El segundo problema es mús serlo. En general, no podemos ni siquiera extraer
el d,rbol de Steiner de la grÁfica que construye el algoritmo codlcloeo. Coneldéreee
la gráfica de la figura 1,5. Cada pareJa de vértlcee blancoe eetá a distancia 3,
como Be puede comprobar muy fÁcllmente a m&no. Sl tomamos 3 trayectoriae
de esa longitud, de forma que todos los vértices terminales queden conectados,
habremos hecho Io que dice el algoritmo codicioso; dicha subgrd.fica contlene 10
vértices en total.

(b) Resultado del Algorltrno (c) Arbol de $teiner

Figura 1.5: Una grd.fica en Ia que el algorltmo codtcioso falla.

Sin embargo, el Árbol de Steiner para esta gráfica no contiene ninguna de eea.s
aristae, sino que está, formado de Ias trayectorias que va,n del vértice c a cada
uno de los vértlces terminales. Cada una de estas trayectorias tiene un vértice
no-terminal distinto de c, y como Bon necesarias las 4 trayectorias, en total hay
I vértices en este á¡bol. Si se juega un poco con la grá,fica, es fÁcil convencerse
que éste es el á,rbol mds pequeño que contiene a todos los terminales. Por Io
tanto es el d¡bol de Steiner.

La subgrÉ,fica que obtiene el algoritmo no solo estÁ, mal por tener mÁs vértl-
cee que el árbol de Steiner, sino que en este caso Ias dos grÁficas ni siquiera
compa,rten una sola arista,

Una pregunta muy natur¿l en este momento es, ¿qué tanto ee puede alejar
del d,rbol de Steiner el algoritmo codicioso? Para este eJemplo en partlcular no
fue mucho, pues Ia grÁfica encontrada por el algoritmo contlene solo 1 vértice
md,s que el Árbol de Stelner, pero no estÁ claro Io que pasa, en el ca€o general.

El ejemplo sirve para darnos cuente por qué falla el algoritmo. Se trata
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(a) GrÉflca Orlglnal

(c) Arbol de $teiner



14 CAPITULO 1, CONECTAR NODOS EFICIENTEMENTE

precisamente de su lado codlcloeo, que Io hace tomar la trayectoria más corta
primero, cuando si toma.ra un& un poco máe larga podrfa de alguna ma,nera,
a,cerc&r a varioe otros vértices al mlsmo tlempo.

La construcción de la grdfica anterior se puede generallzar de Ia slgulente ma-
nera; tomamos ?¿ vértices blancos y trazamos entre cada pareJa una trayectoria
con 1 vértlce negro nuevo, luego egregemos otro vértice negro al que llamamos
c, y de éste ponemos una a,rista a cada vértice blanco, Los vértices blancos son
Ios termlnales, y Ba encuentr&n a distancia 2 unos de otros, Es perfectamente
posible que el algoritmo escoJa eolo trayectorlas que no psea,n por c para, conec-
tarlos. Simllarmente a, como ocurrió antee, el árbol de Steiner consiste eolamente
del vértice c, y lae arlstas entre éste y los vértices blancos.

De las trayectorigs que no ps.s&n por c, se necesitan exactamente n - 1 para
conectar loe n vértlcee terminales, luego el algoritmo podrfa darnos una grdfica
con 2n - 1 vértices (n terminalely n- 1 no-terminales), mientras que el á,rbol
de Stelner tlene n + 1 vértlces. Una observación interesante es que la fracción

2 n - L

6 < z
tiende a 2 cuando r¿ crece. Es decir, que al menos para este tipo de gráfi.ca, el
olgorltmo codicioso construye una subgráfi.ca, con un poco menos del doble de
vértices que eI Érbol de Steiner en el peor caso.

Dado que nueetro primer algoritmo falló, podrfamos tratar de corregirlo
o proponer otro. Sin embargo, en el siguiente capftulo mostraremos que este
problema es muy difictl de resolver, quizÉ incluso imposible. En ese caso, lo
mejor que podemos hacer ee buscar una buena aproximación al á,rbol de Steiner.
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Capítulo 2

Problemas hTP- Completos

En este capftulo estudiaremos las dificultades primordiales aI tratar de re-
solver el problema del Arbol de Steiner.

En el capftulo 3 trataremos & fondo la relaclón profunda que existe entre
este problema y el de busca¡ el A¡bol Generador de Peso Mfnimo de una gráfica.
El hecho de que el algoritmo codicioso del capftulo t haya fallado, aún cuando
sabemos que el mismo tipo de algoritmo funciona tan bien para encontrar árboles
de peso mfnimo, nos Ileva a, pensa,r que encontrar el d,rbol de Steiner es un
problema mucho mÁs diffcil de resolver. Es decir, Be trete de un problema NP-
completo.

En la primera sección hablaremos un poco sobre Ia teorfa de la compleJtdad
y sobre los problemas NP-completoe en general.

En la segunda d,efi.niremos formalmente el problema del Arbol d" Stelner y
mostraremos que eB NP-completo.

Conclulremos el capftulo en la tercera secclón, hablando un poco má¡ de
los Arboles de Steiner, las principales variantes del problema y su relaclón con
nuestro estudio.

Para una exposición más detallada de Ios conceptos de compleJidad introdu-
cidos en este capftulo, se recomienda reviear [4]. Los conceptos de algoritmos no
deterministas, reducciones y NP-completez pueden ser dificiles de entender en
un principio, por lo que se recomienda [6] como libro de referencia básica para
eEtOE tem8"E.

2.L. Introducción a la Complejidad

Los algoritmos se pueden clasificar de acuerdo al tlempo que t0Íd0,n en termi-
nar de ejecutarse, En este caso, Ia unldad de tiempo que Be utlllza por lo general
no Bon segundos, sino que se cuenta el número de operaciones elementales que
el algoritmo debe realizar antes de finalizar,

Lo que esta clasifi,cación nos da es una relación entre el tamaño de la entrad¿
del algoritmo y Ia complejidad del cÁlculo de Ia respuesta, Asi, por ejemplo, po-
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CAPfTULO 2. PROBLEMAS NP-COMP LETOS

demos tener un algoritmo que necesite realizar un má,ximo de 20n? operaciones
elementaJes antes de poder regreaar ordenado un conjunto de r¿ números,

Dado que ejecutar una operaclón en dos md,quinas diferentes por lo general
toma tiempos diferentes, en general no nos preocupa,mos de clasificar los algorit-
mos con tanta exactitud. Simplemente decimos que el algoritmo anterior tarda a
Io más tiempo cuadrático en el peor caso. Esto lo escribimos asf: la complejidad
del algoritmo anterior es O(n?).

Es muy posible que no todas Ia¡ entrada¡ del mismo tamaño ee lleven el
mlsmo tiempo en Eer procesadas, El fijarnos en el peor caao nos perrnite eaber
qué es lo menoe que podemos esperer del algoritmo y en base a eeto hacer un
anáIlsls mds seguro.

Otra razón por la que eliminamos las constantes al hacer la cla¡lficación es
que lo que queremos es darnos una idea de qué tan rÁpido aumenta Ia compl+
jidad del algoritmo respecto al tamaño de su entrada, Aunque la corretante que
queda oculta puede ser muy grande, eventualmente el térmlno varlable es el que
v& & marc&r la velocidad de crecimiento,

Entonces, al declr que un algoritmo tiene complejidad O(/(n)), lo que que-
remos decir es que conforme crece Ia entrada del algoritmo, el tiempo que este
toma en termlnar cr€ce & lo más tan rápido como Ia función /(n), salvo quizá por
algunas constantes,

Debido a las limitantee ffslca^B de las computadorae, los únicos algoritmos
que son reaJmente útiles en la práctica eon aquellos cuya complejidad se puede
especificar con un& función pollnomial. Ee decir, aquellos que en la clasifi.cación
anterior pertenecen a O(nk) para al6un número natural ,t, Aquellas funciones
que no se pueden acotar por alguna función polinomial, por ejemplo Ias expo-
nencialee, slmplemente crecen demasiado rd,pido como para ser útiles ealvo con
entradas muy pequeñas.

Para eJempllficar esto, Eupongfl,moe que tenemos otro algoritmo pare ordena¡
números que trabaja de Ia slgulente ms,ner&: genera, todas las posibles permu-
taciones del coqiunto de números y las va analizando hasta encontrer une que
haya quedado ordenada. Para n números hay nl permutaciones distintas, y en el
peor caao se tienen que considerar toda¡. Inclueo suponiendo que al implemen-
tar este algoritmo se pueden mantener la¡ conetantes muy bajas, por ejemplo
que en totsl ee tuvieran que hacer ftf, operaciones elementa.les, p&ra ordenar 10
númeroe se tendrfan que realizar hasta 36288 opera,ciones. Compd,rese esto con
el algoritmo antetior, que necesitarfa solamente 2000 operaclones elementalee
en el peor caso. La función factorial no se puede ¿cotar con nlnguna función
polinomial.

2 . 1 . 1 .  P  y  N P

Aquellos problemas para los que podamoe encontrar un algoritmo que los
resuelva en tiempo polinomial, Ios ubicaremos en una, clase a Ia que llamamos
P. Estos son los problemas que, en la prÁctica, podemos espera,r resolver en un
tlempo razonable.
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2,1. INTRODUCCIÓN A LA COMPLEJIDAD

Similarmente, exlete otra clase de problemas llamada NPr. En esta claae
ubicamos a los problemf,€ pB,rB, Ioe cualee podemos encontra,r un algoritmo no-
determinieta que loe reeuelva en tiempo polinomial. Dado que Ias computadoras
octuales eon todas determlnlsta¡, este tipo de algoritmos no siempre son útiles
para resolver problemas realee. Sin embargo, Ia importancia de esta clase no es
solo teórlca, pues a, vecee la podemos usa.r pa,ra, darnos una idea de cuÁndo un
problema puede ser muy costoso de reeolver (en tiempo, principalmente).

Como loe algoritmoe deterministae tambtén se pueden catalogar como no-
determlnlstas, es muy claro que P c NP (ver figura 2.1). Una de Ias pregun-
tas mds famosas en matemd,ticas ee ei Ia contención se da en el otro sentido.
es decir, sl P : NP. Hasta ahora no ee ha encontrado una respuesta a esta
pregunta, pero clertamente se han realizado muchos esfuerzos por contestarla,
Como consecuencia, se ha dado un Bran lmpulso al desa¡rollo de Ia Teorfa de Ia
Complejidad.

t 7

Flgura 2.1: Las cla¡es de complejidad P y NP no son opuestas, como & veces
se cree. P c NP. ¿Será cierto que P : N P?

Un concepto muy importante que se ha creado a rafz de esto es el de los
problemas NP-completos. Los problemas de este tipo tienen la sorprendente
propiedad de que si alguien encuentra un algoritmo determinista de tiempo
polinomlal que resuelva alguno de ellos, cualquier otro problema de NP se
puede resolver en tiempo polinomial a partir de dicho algoritmo. Encontrar
un algorltmo asf impllca¡la lnmedlatamente que NP C P y que por lo tanto
ambas clases de complejidad eon reelmente Ia mlsma,

Si se demuestra que un problema es NP*completo, es muy probable que sea
imposible solucionarlo eficientemente en la práctlca. La razón eÉ qu€ moetrar que
un problema NP-completo eetd, en P, eignifica.rfa reeponder afirmativamente el
acertijo más grande de la Teorfa de Ia Complejldad, el cu¿I ha mostrado no Ber
fd'cil de resolver.

AdemÁs, si resultara ser que la¡ dos clases eon distintae, Be Begulrfa, como
resultado que ningún problema NP-completo estÉ en P,

'El nombre viene del ingléc: Non-determlnlatic Polinomlal.



CAPfTULO 2, PROBLEMAS NP-COMP¿ ETOS

2.1.2. Reducciones

Las reducciones Bon una herramienta muy importante para demostra,r que un
problema es NP-completo, Una reducción eB un& transformaclón de irretancis.s
de un problema.A en instanciaa de otro problema B, de forma que si resolvemoe
el ee6undo, podemos obtener también una solución para el primero. En este caso
decimoe que ,4 se reduce a B. Intuitivamente, esto quiere decir que el problema
B tiene que Eer al menos tan "diffcil" de resolver como el problema A, siempre
que la reducción misma no se& muy complicada o costosa,

Obeervaclón 2.1. Supongamos que A es un problema,, y que no sabemos si
está en P o no. Si B € P es otro problema y podemos encontrar una reducción
de A a B que se pueda describir como un algorltmo determlnlsta de tiempo
polinomial, podemos construlr un algoritmo pa,ra mostrar que A g P también.

Esto es, para cada instancia de A Ia convertimos a una de B usando la reduc-
ción, luego resolvemos éeta con un algoritmo determinista polinomial para B, y
finalmente recuperemos la solución para Ia instancia de A original. Este proceso
conforma un algoritmo determinista polinomial y resuelve A. Esta obeervacion
motiva Ia definición formal de Ios problemas NP-completos.

Deflnicidn 2.1. Un problema B es NP-compleüo si está en 1VP y pare cualquier
problema A e NP podemos encontrar una reducclón polinomlal determinieta
d e A a E .

Observación 2.2. Si ,4 ee NP-completo, y se quiere probar que B también lo
es, es suficiente con €ncontrar una reducción apropiada de A a B,

En otrgÉ palabra-s, no necesitamos encontrar una reducción a B para cada
problema NP. Con encontrar una reducción de algún problema NP-completo
a B, se puede concluir que B es NP-completo,

2.2. El Problema ST es NP-Completo

Denotaremos el problema de los Arboler de Steiner como ST (por sus siglas
en inglés). En esta sección cambiaremos el enfoque que le damoe al problema
para poderlo manejar mds fÁcilmente, Ahora lo trataremos como un problema
de decisión, para el cual se requiere contestar solamente "Ef' o "no". EI problema
ST es entonces el siguiente: dada una grÁfi.ca G : (V,.8) conexa, un subconjunto
S C V, y un número natural ,t, ¿existe alguna subgrÁfica conex& 11 de G con a
lo més ,t vértices, que contenga a todos los elementos de .9?

Los algoritmos no-determinietas eon peculiaree en el eentido de que no espe-
cifican un mecanismo mediante el cual obtener la respuesta correcta. Describen
lo que hay que hacer, pero no cómo. El esquema que eiguen la mayorfa es asi:
obtener un objeto que pueda ser Ia solución y determlnar el dlcho objeto eB o no
Ia soluclón. Por ejemplo, en el problema de ordenar un conJunto de números, un
algorltmo n+.determinista ee podrfa definir mediante dos pasos: primero obtener
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2.2. EL PROBLEMA ST ES NP-COMPLETO

un Iistado de números; segundo revlear que los númeroe que están en el Iistado
sean Ios mismos que Ios que queremos ordenar y que cada pareja consecutiva de
números esté ordenada. Si se cumplen eetas doe condiciones habremos encontra-
do una solución, sin embargo el algoritmo no especlfrca cómo se debe obtener el
listado de números. Este algo¡itmo rcsuelue el problema desde el punto de vista
de que cabe la posibilidad de que algulen genere un llstado que Eea, la solución
buscada y el algoritmo Io identifique. Pueeto de otra m&ner&, no podemos decir
que el algoritmo estÁ mal, ye que es posible que el lietado que Be construye en
el primer paso sea, Ia solución,

Para demostrar el resultado prlncipal de este capltuJo, requerimos probar
dos cosa"E. La primera es que ST estd, en NP, es decir que hay un algorltmo
no-determinlsta de tiempo polinomial que Io reeuelve. La segunda es que hay
un problema NP-completo reducible a ST,

Teorema 2.L, ST € NP

Demostmción. Sea G : (V,E) una gráfica conexa, ,t un número natural y
,9 c y. Lo primero que hay que hacer es obtener una subgrófica fI de G.
Aquf entra el nedeterminismo, pero pera, probar que 6e puede reallzar en tlempo
polinomlol, un& ma,nera, de hacerlo es elegir algunas de las arista$ de G y ltetarlae
todas (junto con BuB vértices) como la subgráfica 11, Podemos reallzar esto en
t iempo O(lEl).

Lo que falta ahora eB un mec&nismo para saber, en tiempo pollnomlal, sl
una subgrdfica cualquiera contiene a todos los elementos de ,5 y ee conexa. Para
esto conviene recorrer la subgráfica usando un algoritmo como DFS ([a]), que
encuentra las componentes conexa.s de Ia gráfica sobre Ia que trabaJa. DFS se
puede ejecutar en tiempo O(lvul+ lE¡ll), donde Vn y En son respectivamente
los conjuntos de vértices y aristas de 11, Al hacer el recorrido Be v&n ma¡cando
aquellos vértices con los que el algoritmo se encuentre. Si al termlna¡ quedó algún
elemento de ,9 eln ms.rca,r, se sigue que la subgráfica no contiene a todo .5.
Esta últlma revlsión se puede llevar a cabo en tiempo O(lSl), En total, y para
simplif icar un poco, como V¡¡ CV, E¡¡ C E y S CV,toma O(lVl * lEl) pa¡os
verificar que una subgrÉfica cumple con los requisitos necesarios,

El algoritmo no-determinista utiliza el método descrito en el párrafo anterior
para revlsar que la subgrd,fica /l que se construyó se& conexa y contenga a ,5.
De ser asf, cuenta el número de vérticee que tiene, y si este número eB menor
o igual a fr regresa "sf'. En otro ca.so regrese ttno", Todo lleva un total de
of lv l+  lE l ) .  !

2.2.L. Cubierta Mfnima de Vértices de una Gráflca

El problema de Ia Cubierta Mfnima de Vértices, o MVC por Bus oiglae en
inglés, es NP-completo ([6]). De hecho, es uno de los primeros problemf,s pa,rs,
los que se demostró ésto, y se puede describir como sigue: para, una grófica
G : (V,E) dada, encontrar un subcoqiunto d C V mfnimo en número de
vértices tal que cada elemento de .E tenga al menos un extremo en C.
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CAPíTULO 2, PROBLEMAS NP-COMPLETOS

Figura 2,2: Une gráfica y une de sus posibles cublerta¡ mfnimae de vértices.
Los vértices negros forman Ia cublerta. Todss las fl.rista,s de la grd,fica tienen al
menos un extremo en la cubierta.

A cualquier subconjunto de vértices con esta propiedad se le llama cubierta
de uértices, porque todas las arletas de la grÉfica tocan alguno de los elementos
del subconjunto, En la figura 2.2 mostramoe un& gráfica y eu cubierta mfnima.z

EI concepto de cubierta nos permite definlr MVC como un problema de
decisión. Dada una gráfica G y un número natural ,h, ¿exlste una cublerta de
vértices para G con rt elementos o menos?

Tleorerna 2.2. MVC se puede reducir polinomialmente a ST,

Demostraciór¿. Sea G : (V,.8) una gráfica y /c un número natural. Construfmos
una, nueva, grá,fica a partir de G en la cual resolver el problema ST impllca a su
vez un& eoluclón para MVC en G,

Primero se colorean todos los vértices de G con negro. A continuación, cada
una de la¡ a¡istas de .E es reemplazada por dos aristas unidas por un vértlce
nuevo de color blanco, como se muestra en Ia fi.gura 2,3. Si e¿ E E es una arist&,
al vértlce blanco que se genera, al romperla Ie llamaremos ba.

Por último se añade otro vértice blanco, el cual es unldo con nuevsa a¡ista.s
a todoe loe vértices negros, A éste vértice Ie llamaremos o. Esto completa la
transformaclón.

El proceso completo se ejemplifica en la figura 2.4. Nótese que la gré.fica que
resulta eB conexa,r sin importar si G lo era o no. A esta grÉfica Ie llamaremos
Gsr.

Observación 2.3. En Gs7 la única maner& de llegar de un vértice blanco a
otro es pasando por alguno de Ios vértices de la gráfica orlginal.

zPa¡a ver que en efecto er una cubierta mfnima, coneldérese el hecho de que para cualquler
cublerta, el ae tlene une tfayectoria con I aristas en la grá.flca, entoncee la trayectorla debc
contener al menoe fl/21 vdrtlce de la cubierta en au interior. Entonces, con el número de
a¡i¡ta¡ de la trayectoria mÁe larga de Ia grd,flca, podemor obtener une cot& inferior para el
número de vértlceo de la cubierta mfnima. En el ejemplo, exlste una treysctorla que empieza
en d y termln& en t compuecta de 7 a¡ietas. Se elgue que la cublerta mfnlma debe tener por
lo menos 4 vértlceg. Se puede comprobar manualmente que el co4junto de vértlcee negroa en
la flgura forman una cubierta.
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2,2. EL PROBLEMA STES NP-COMPLETO

Flgura 2.3: Cada arista es reemplazada por otras dos unldas por un vértice
blanco.

Figura 2.4: (a) Una grófica y (b) el reeultado de aplicarle la reducción.

Ahora supóngase que Be obtiene un Arbol de Steiner para los vértlcee blancos
de Gsr. Como dicho á,rbol debe contener a todos estos vértlces, lo único que
puede minlmizar ee el número de vértices negros que requiere. Pero ¿cuóntoe
vértlcee negroe se necesitan?

Lema 2.L. Si ü es el conjunto de uértices negrvs que apürEce en eI drbol de
Steiner d,e Gsr, C forma una cubierta m[nima de uértices pam G.

Demostracidr¿. Sea e¿ : (ü, U) E E. Tenemos que b¿ es adyacent€ e fr y g en
Gs'7, Por Ia observación2.3 t o y deben estar en d, Asf, si e € .8, entonces uno
de sus extremoe estd, en d. Eeto es, d es una cubierta de vértices para G.

Ahora nos fijaremos en un& cubierta cualquiera de G y la utillzaremos pa,ra,
conetruir una gráflca en Gg7 con al menos tantos vértlcee negros como el árbol
de Steiner, de donde se seguirá la minlmalldad de d.

Supongamos que tenemos un& cublerta de vértices de G. A cada b¿ lo conec-
tamos con el extremo de e¿ que pertenezca a la cubierta (si sus dos extremoe
pertenecen a la cubierta, elegimos a¡bltrariamente uno de ellos). Agregamos
también las aristas entre Ios vértlces de la cublerta y el vértice o. Sea I1 Ia
subgrá,fica de Gsr que resulta de esta construcción.

D 1
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()t CAP|TULO 2. PROBLEMAS NP-COMPLETOS

Tomar todas la.o arleta,s €ntre o y los vérticee de la cubierta, nos aaegura que
If es conexa, y por construcción contiene a todos los vértices blancos de Gsr.
Por definlclón debe tener al menos tantoe vértices como el Árbol de Steiner para
B, Luego, el número de vérblcee negros en Il debe ser ma,yor o igual al número
de vértices negros en el Árbol de Stelner.

Como C es el coqiunto de vértices negros de un érbol de Steiner, si 7 es el
número de vértices de una cubierta mJnima de vértlcee de G lo que acabamos
de demostrar eB que ,y > lcl,lo cual prueba la mlnimalidad de C. Esto termina
la demostración del lema. ü

Eete lema implica que si resolvemos ST para Gs7, es decir, si encontramos
que el d,rbol de Steiner de Gs7, con Ios lEl + I vértices blancos como terminalee,
contlene a lo máE ,t + (lEl * 1) vértices, habremos resuelto también MVC para
G y ,h (véase Ia flgura 2.5).
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(a) Arbol de Steiner (b) Cubierta Mfnima

Flgura 2.6: Loe vértlces negros que apsrecen en un árbol de Steiner de la gráfica
modificada lnducen una cubierta mfnima de vértices en Ia gráfi.ca original.

Utllizando una, representación de gráficas con matrices de adyacencia pod+
mos colorear los vértices de G en tiempo O(lyl), romper las aristes en O(l.El),
y afradir el vértice o en O(lVl), Por Io tanto, Ia reducción se puede lleva¡ a cabo
en tiempo poünomlal respecto a G. fl

Corolario 2,1. ST es NP-completo.

Demostraciín. El problema está en NP, por el teoreme 2,1. Ahora bien, sea
A e NP un problema. Como MVC es NP-completo, se puede reducir pollno-
mlalmente A a MVC. Si después se aplica Ia reducción del teorema 2.2 de MVC
a ST, este proceso resulta en una reducción polinomial de A a ST. Por lo tanto
ST es NP-completo.

2.3. Arboles de Steiner

Este problem& es uno de los más famoeoe en la Geometrfa Computacional y
ttene múltiples aplicaciones, En su forma mds general, dada una grófica conexa,
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23J. ARBOLES DE STEINER

G : (V,.8, tu) con pesos er] Ias aristas y un suconJunto ,5 C V de vérticee
terminales, hay que encontrar una subgr6fic& conexf,, de G, mfnlm& en peso, que
contenga a .9 (aqrf abusamos un poco de Ia termlnologla, cua,ndo nos referimos
al peso de una gráfica como la suma de los pesos de sus aristas).

Cuando los pesos son todos positivos, la subgrd.fica que É€ busca es un árbol,
pues si contuviera ciclos se podrfa eliminar alguna arista sin perder la conexidad,
reduciendo el peso total de la subgráfica,

Hay algunos casos particulares de esta defi,nición que son importantes por ei
mismos, Por ejemplo, cuando V consiste de Ios puntos del plano, ,E son todÉ.e las
aristas entre ellos, y u es la distancia euclidiana, se le conoce como Problema del
Arbol de Steiner Euclideano. De aquf üene la parte de "Stelner" del nombre:3
al estudia,r este problema, da Ia impresión que Io que se hace es buscar nuevos
puntos en el plano pere egregerlos al conjunto de vértices termlnalee.

Cuando en vez de la distancia euclidiana se utiliza la distancia Manhattan,
aJ problema se le Ilama Arbol de Steiner Rectilfnm, Estas dos variantes son muy
importantes en el diseño de redes de todo tipo, en Ia construcción de circultos de
computadore, y en general en cualquier problema que requiera conectar puntos
en un plano con el menor costo posible,

Es un resultado conocido de la Teorfa de GrÁficas que el número de arleta¡
de un Árbol es siempre uno menos que su número de vértlcee. Por eeta ra,zón en
una grd,fi.ca en la que el peso de todas las arlstas es el mlÉmo, al buecsl el Arbol
de Steiner se minimizan al mismo tiempo el número de vértices y el de a¡istae.
Con este enfoque podemos ver que el problema que hemos estado eetudlando
hasta ahora es realmente un caso particular del problema del Arbol de Steiner,
en el que tu(e) : 1 para todo elemento e de .8,

El problema general del Arbol de Steiner eB uno muy estudiado y está entre
los primeros problemas NP-completos que se encontra¡on ([S]). El resultado de
que nuestra variante es NP-completa, a pesar de tratarse de un caso particular,
es un conocido,

Seguiremos refiriéndonos al problema restringido como hasta ahora. Es decir,
para nosotros el d,rbol de Steiner es aquel que mlnlmiza el número de arlstas,
sin importar el peso que puedan tener. En los ca6oe en que los reeultados ee
apliquen también a otras formas del problema general del Arbol de Steiner, lo
mencionaremos explfcitamente,

3En Geometrfa Computacional, los Puntoe do Stelner eon aquelloe quo no pertonecon ¿l
problema orlglnal, p6ro que B€ agregan para poder encontrar una aproxlmucldn md¡ fácllmente,
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Capítulo 3

Aproximaciones y
Soluciones

Los resultados del capftulo 2 sugieren que encontrar una solución al proble-
ma del Arbol de Steiner es extremadamente diflcil, quizd, incluso imposible. Si en
vez de resolverlo encontramos alguna maner& de aproxlmar la eoluclón eficien-
temente, habremos hecho un &vance importante. En este capftulo moetr&remoe
como Ee puede hacer una buena aproxlmación usando las ideas preeentadae an-
teriormente,

En la primera sección estudiaJemos al algoritmo codicioso presentado en el
capftulo 1 con mucha más atención. asf como su relación con el uroblema del
Arbol Generador de Peso Mfnimo.

En Ia oegunda secclón veremos que nuestro algoritmo construye en realidad
una 2-aproximación al Arbol de Steiner. Si consideramoo que el problema ee
NP-complete, eeta resulta ser una buena aproxlmaclón. También discutiremos
por qué las ideas que usamos fallan, aun cuando funcionan tan blen para otros
problemas simllares.

La sección 3 profundiza un poco mÁs en esto y presenta una heurfetlcs, que
en muchos ca^Eos nos permite aproximar mejor el d,rbol de Steiner. Introducimos
el concepto de coqjunto fundamental de un Á,rbol de Steiner, mediante el cual
se puede reconstruir eficientemente el d,rbol completo usando la grá,fica original,

En la sección 4 estudiamos un problema Iigeramente más reetrlngldo, en el
cual el número de vértices termlnales no puede exceder clerta cantidad. Cuando
se cumple esta condición extra, siempre podemos encontrar el árbol de Steiner
en tiempo polinomial,

Conchfmos el capftulo discutiendo los distintos resultados mostradoe hasta
el momento, a.sf como su importancia,
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CAPfTULO 3. APROXIMACIONES Y SO¿UCIONES

3.L .  ST y  MST

El problema del Arbol Generador de Peso Mfnimo, o MST por sus siglas en
inglés, es fundamental en el eetudio de algoritmos de geometrfa computacional,
En términos generalee, pa,r& un& grÉfica conexa, dada lo que se busca es la
subgráfica conexf,, mÉs ligera que contenga a todos los vértices, Cuando los
pesos de las arletas de Ia grd,flca eon todos positivos, la subgráfica resulta Ber un
árbol, Como ya se habrá notado, Ée treta, de un caeo particular del problema
general del Arbol de Steiner, en el cual todos los vértlces son terrnlnaleÉ.

PrÁcticamente todos los algoritmos que resuelven este problema se ba,san en
Ia idea de construir el Árbol incrementalmente. En cada paso seleccionan una
arista segura (la mds ligera, que no genere un ciclo), la añaden y repiten hasta
que todas las a¡istas hayan sido considerada,s, Esta estrategia codiciosa, que en
cada paso selecciona la opción que más le favorece, es la misma que utiliaamos
en el algorltmo del capftulo 1.

La elgüente definición nos permite relacionar aun más los conceptos de Arbol
Generador de Peso Mfnlmo y Arbol de Steiner.

Deflnicidn 3.1. Sea G : (V,.8) una gráfica conex& y ,5 C V un aubconjun-
to de sue vértlces. Sean D: {(a,ü)la,b e S} y d : D --+ IR, definida como
d,(a,b) : d6(a, b), Lu Grdfica de Prorimid¿d asociada a G y ,5 es (S, D, d), y Ie
repreeentaremoe como GPo(S),

Con Ia gráfica de proximidad representamos la distancla en G que exlste
entre cada par de elementos del conJunto ̂ 9. En la figura 3.1 se ejemplifica eete
concepto.

(a) c (b) GPa(s)

Figura 3.1: Un ejemplo de grófica de proximidad. El peso de cada arista (r,y)
de GP6(5) corresponde a Ia dlatancla que hay en G entre sus s y y. El coqjunto
5 está dado por los vértices blancos en (a).

Sea G : (V, E) conex& y ,S C V. Notemos que el algoritmo codicioso que
propueimos en el capftulo 1 se puede reescribir de la siguiente m&ner&;

1. Encontra¡ GPc(S) y ordenar eue arietss en orden creciente por peso, Ire-
mos construyendo una subgrÉfica arlsta por arleta. Inicialmente toma-
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3.2. UNA ?-APROXIMACIÓN

mos todos los vértlcee de GP6(S) pero ninguna arista, de forma que esta
subgrÁfica enté totalmente desconectada,

2. Sl la grd,fica construfda hasta ahora consta de una sola compon€nte conexa,
el algorltmo termlna. En otro ca,Bo se ejecuta el siguiente paso y al termlnar
replte dosde aquf.

3, Considerar a la arista mÁs Iigera que &un no haya sido procesada, Añadirla
solo si sus dos extremos pertenecen e, componentes conexas diferentes en
la solución parcial. Si no, descartarla.

El paeo 3 del algoritmo es el método de Kruskal para obtener un Crbol gene.
rador de peso mfnimo de una gráfica, En otras palabras, el algorltmo codicioso
prlmero construye la gráfica de proximidad de Ios vértices termlnales y luego le
encuentra un Árbol generador de peso mfnimo.

La transformación que hicimos del algoritmo no eE preclea. La versión del
capltulo I construye una subgráfic& conex& que contiene a todos loe vérticee
terminalee en G, mientras que el árbol que construimos aqrf eE un& subgrd,fica de
GPc(S). Sln embargo, podemos uEB,r muy fácilmente este Árbol para reconstrulr
la solución en G, puee cada una de las aristas (u, u) del Árbol correeponde a una
trayectorla de peeo mÍnimo entre u y u en G, El proceso consiste en tomar a
Ia subgrÁfica If formada por todar estas trayectorias juntas, Como el Árbol en
GP6(S) eB un& grd'fica conex& que contiene a los elementos de .9, iI tambtén lo
es. El únlco problema eB que al juntar Ias trayectorias se pueden generar clclos,
por lo tanto necesitamos encontrar un C,rbol generador en fI (cualquier Árbol;
BFS o DFS funclonan bien pa,ra esto) pa,ra que la transformación sea completa.

Observación S.1. El peso del árbol generador de peso mJnlmo de la gráfica
de proximidad proporciona, una, cota superior al número de arletas que tiene el
drrbol de Steiner.

3.2. IJna 2-Aproximación

Nuestro algoritmo codicioeo falla en encontrar el árbol de Steiner, Sin em-
bargo, la grá,fica que construye es un& aproximación bastante buena.

Teorema 3.L. La grdfica que se obtiene por el algoritmo codicioso tiene u lo
mds el doble de aristas que eI drbol de Steiner.

Dernostraciór¿. Sea G : (V,,8) una grÁfica conex&, 5 c V, y ? un É,rbol de
Steiner para -9. Consideraremos a ? como una grd.fica plana, es declr, dibujada
en el plano ein formar cruces entre las aristes,

Para el csso en que 5 contenga solo un elemento, el resultado ee trivlal.
Cuando .5 contiene al menoe 2 elementos, podemos ordenarlos usando el Árbol
con el método que deecrlblmos a continuación. Primero elegimos arbitrariamente
un elemento de 5 y le llamamoe ss. Ahora rcmenz&mos un recorrido desde so
manteniendo el Árbol siempre a la derecha. Eventua,lmente encontraremos otro
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vértice de 5, y a éste le llamamos s1. Contlnuamos este proceso hasta regresar al
vértice s0, con la observación de que si en algrln momento del recorrido pes&mos
por un vértice que habfarnos nombrado previamente, lo saltamos y seguimos.r
Eeto evita introducir duplicados en la lista final. Véase la figura 3.2 para un
ejemplo. Si lsl : n - 1, por comodidad para maneJar nuestra notación dlremoe
Qü€ $r :  gg '

Figura 3,2: Se puede usar el dibujo de un d,rbol para establecer un orden entre sus
vértices. En este caso, el recorrido comienza en el vértice a y sigue el sentido de
Ias manecillas del reloj. Cuando ocurren repetlciones, se da preferencia a la pri-
mera aparlclón. El resultado en este caao eB la sucesión {a,d,c,b,e,f ,g, j, i ,h}.

Obsérveee que, por ejemplo, después de pasar por b no se vuelven a mencionar
a c ni a d, slno que se 6alt& direct&mente a e. El orden inducido para Ios vértices
terminales estÁ marcado por las etiquetas s¿ en la figura.

Como no hay cruces de arlstae, no hay ambigüedad en la manera de realizar
el recorrido, Además, dado que ? ee una gráfica conexa,, si al terminar eústiera
algún vértice sin tocar o alguna arista que no hublera eldo recorrida por los
dos lados, tendrfa necesaxiamente que existir un clclo que no nos deJara "dar la
vuelta" paxa, recorrer dicha parte de 7. La figura 3.3 llustra esta situación.

Pero ? no contiene ciclos, por lo que despuée de realizar el recorrido debemos
haber pasado por todos sus vértlces al menos un& vez, y por cada una de sus
aristas exactamente 2 veces (una en cada dirección).2 Podemos hablar del peso
del recorrido para referirnos a Ia suma de los pesos de la¡ a¡letfl,s por las que

'Una manera de visuallzsr eato ee lmaglnar que lae a¡l¡ta¡ del É¡bol ron muron, lon vérticeo
Bon torrear y noÉotroa ettf,moe parados en el euelo junto a una de esta.e torrea. El recorrldo
conelate en camlner mantenlendo la muralla alempre a nueetra der€cha, yendo de torre a, torr6.
Obaérvene que cuando ev€ntualmente regreaemos a le torre lnlctal habremo¡ recorrido cada
mufo por loa doc ladoe, pasando al menoe una v6z por coda torre.

¡Mds formalmcnte, el recorrldo ae deflne independlentemente de el hay o no clcloa, pero
entoncea hay que obs¿h/Er que lo que hacemoc €a r€correr una cara, completa de la grd.flca
ha.ata que r€Breoamoe al vértlco del que pertlmos. Cuando la gréfica eo un Árbol, como €n
nu€atro caao, la únlca cara que eúste ee la exterlor, por lo que termlnamot recorrlendo el
Árbol completo.

I
I
t
t
t
t
t
I
t
I
I
t
I
I
I
I
I
t
t
I
I
I
t
t
t
I
t
t
I
t
t
t

J 3
82

b r

9R



t
t
o
t
I
o
t
I
t
o
t
t
o
t
I
t
I
t
t
I
t
I
I
t
t
t
t
I
I
t
I
I

3,2, TJNA a-APROXIMACIÓN

Figura 3.3; (a) La única m&ner& en que no podamos recorrer una arieta por los
dos Iados eB que no podamos "dar la vuelta" para llegar de un lado al otro de la
misma. Eeto es, que cada lado pertenezc& a c&r0"8 dlferentes de la grÁfica. Pero
esto signifi.ca que tiene que haber un clclo.
En (b) se muestra que Ia planarldad de Ia grá.fica noe permite definir el recorrido
mds fÁcilmente. Si hublera algún cruce, la lrretrucción de mantener el d¡bol
siempre a Ia derecha perderfa eentido, o bien ha.rfa que algunae arista,s no se
recorrieran completamente o por los dos lados.

paaamos, que por la obeervaclón anterior reeulta eer 2'ur(?), donde ru(?) es el
peso del d'rbol. Por supuesto, si tomamos la distancia que hay en ? de 8s & s1,
y luego la que hay de ,et & J2, y asi sucesivamente hasta cerrar corr 8¿-1 f s¿,
la euma de todas ellas no puede valer més que el peso del recorrido, Entonces,

n-L

E ¿"( r r ,  s¿+r)  (  2 'w(T)
i=0

Como T es un& subgrÁfica de G, ó6(u, u) I 6y(u,u) para cualquler par de
vértices u,u E T. Luego,

n - l

E d"( rn,  s¿+r)  S z 'w(T)
{=0

Cada una de Ias distancia-s en G entre vértices consecutivos de ,5 corresponde
al peso de una arista de la gráfica de proximidad de ̂ 5. Por lo tanto, si en GP6(5)
nos fijamos en toda¡ Ia¡ arietas de Ia forma (s¿,s¿+r), con 0 { i I n - 1,
obtendremos un ciclo C cuyo peso es a Io más dos veces el de ? (figura 3,4), Le
podemos quita,r cualquler arlsta a eete ciclo para obtener un d¡bol generador de
GP6(S). Sea 7' un árbol generador de peeo mfnimo de Ia gráfica de proxlmidad,
entoncee

u(T ' )  <  - (C )  É  2 'w (T )

Anteriormente, establecimos que Io que hace el algoritmo codicioso es calcu-
lar un d'rbol generador de peeo mfnimo en la grdfica de proximidad, por lo que
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CAPfTULO 3. APROX]MACIONES Y SO¿T/CIONES

Figura 3.4; La gráfica de proxlmldad de la gréfica a¡ociada al árbol de la figu-
ra 3,2, Las eristas oscuraa representan el ciclo inducido por el ordenamlento de
Ios vértices terminales, El peso de cada arista del ciclo estÁ acotado por la dis-
t¿ncia que hay entre sue extremos en el á¡bol, Nótese que tl(C) { 18 : 2'w(T),
donde C ee el ciclo y T es el árbol,

Juntando el resultado de esta sección con la observación 3.1, si 7 es el Árbol
de Steiner de ,5 en G y T' el Árbol generador de peso mfnlmo de GP6(,9), hemoe
mostrado que

? r ( "T )  5  w (T ' )  <2 .u (T )

Observación 3.2. La cota del teorema anterior es juste.

La familia de grd.ficas que presentames en el capftulo 1 como contraejemplos
a la correctez del algorltmo codlcloeo (véase la sección 1,4) nos sirven para
establecer este punto, Esto es, hay ejemplos en los que eI peeo de ?' se aproxrma
tanto como queremos aI doble del peso de 7.

La importancia de nuestra aproximación radica prlnclpalmente en que la
cota es buena y el algoritmo es bastante simple. Anallzaremos eu implemen-
taclón y complejidad en el capftulo 4, Otra raaón de su importancia es que ei
hacemos algunas modificaciones podemos apllcar las mismas ideae para encon-
trar aproxlmaclones tan cercanas a la solución como queremos, Esto es lo que
veremog a continuación.

3.3. Mejorando la Aproximación

La razón por la que el algorltmo falla es que Ias trayectorias que unen e
Ios distintos vértices se pueden cruza.r unaa con otra¡ a,rbitrariamente, incluso
repitiendo aristas, En ocasiones, estos crucee pueden ayudar para acercar a los
vértices unos con otros, en el sentldo de que cada vértice terminal está mÁB
cerca del cruce que de alguno de sus simllares. La abstracción hecha por la
gráfica de proúmidad no toma en cuenta Ios cruces, slno que se va directamente
sobre las trayectorlas más corta¡ entre cada pareja de vértices terminales. Lf,"s
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3,3. MEJORANDO LA APROX]MACTÓN

trayectorios qu6 son un poco mds largas, pero que contienen cruces benéficos
para Ia solución, nl elqulera eon considerada¡.

Figura 3.5: (a) Una grÁfica con un conJunto de vérticee terminales ma,rcado (los
vértices blancos), Cada arista repreeenta una trayectorta de longitud fr. Su á,rbol
de Steiner es la grú.fi.ca mism&, cuyo peeo es 4,t.
(b) La grÁfica de proximidad asoclada. En ella, cada arista tiene peso 2h, Cual-
quier árbol Generador de Peso Mfnlmo requlere 3 arletae, por lo que su peso
será 6fr, Esta información resulta engañosa porque no coneidera los cruces que
hay entre las trayectorias de Ia grÉfica.

La grÁ,fica de Ia figura 3,5 ilustra muy claramente el problema. La-s hojae
son los vértices termlnales, y se encuentraJ¡ a distancia 2,h unos de otros. Por
la forma en que fue definlda, Ia gráfica de proxlmidad a¡ociada a esta estrella
estÁ desechando lnformación muy útil; es decir, que cada hoja está a distancia
,t del vértice central. Eete vértlce eE un cruce entre cualquier par de trayectorias
entre hoJae.

En una gráfica cualquiera, donde se pueden encontrar subgráficas einrllaxes
a la de la figura antetlor, el algoritmo dard, preferencia a trayectorias mÁs cor-
ta^B entre los vérticee termlnalee, ignorando completamente los cruces que los
acerc&n,

Estas observaciones sugieren que podemos meJorar la aproxlmación el identi-
ficanros previamente los cruces importantes en la gráfica. Eete no es un problema
trivial, ya, que prácticamente cualquier vértice de grado por Io menos 3 puede
ser un cruce valioso, Au4 mÁs, un vértice de cruce que see muy útil en un caso
puede ya no serlo en otro caso Ilgeramente dletinto.

Para atacar este problema hay que entender que los cruces corresponden a
vértices de ramificación en el Árbol. Sl lograrnos ldentlficar algunos elementos
del coqjunto de vértices de ramificaclón del á¡bol de Steiner, es posible que
podamos usaJloe para encontrar el Árbol mlsmo, Esta es la ldea fundamental
detrd¡ de Ia diecusión de esta sección.

Deflnición 3.2. El conjunto fundamental de un C¡bol de Steiner ? está com-
pueeto por todos sus vértices terminales (ya sean hojas o vértlcee Interioree), y
sue vértices de ramificación, Lo denotaremos como F(?).

Si conocemos F.(") para algún árbol de Steiner ?, el algoritmo codicioso
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CAPITULO 3, APROXIMACIONES Y SO¿UCTONES

puede reconstruir un Érbol de Steiner para el conJunto de vértlcee termina,les
original. Esto es útil, pues realmente no necesltamos a 7, elno que nos basta
con saber cual es su coqiunto fundamental para poder recalcula¡ un 6,rbol de
Steiner slmllar a el. Demostr&remos esta propiedad a continuaclón.

Tborema 3.2. ,Sea G: (V,E) una gró,fica conera,,9 C V, yT un drbol de
Steiner parz S en G.

Si St es un subconjunto de ué,rtices deT, tal que F(f) c St, entonces la
grdfica que construye eI algoritmo codicioso a partir de S' es un drbol de Steiner
paro S.

Demostraciín, Supongamoa que u,u É St eon dos vértices tales que la trayec-
toria que los une en T no contiene a ningún otro vértlce de ,9'. Como ? pesa lo
menos posible, dicha trayectorla debe eer Ia més ligera que une & u y a u en G,
Es deci r ,  67(u,u)  :  6c(u,u) .

Pero entoncee Ia trayectoria entre u y u en el árbol induce una arieta en la
gráfica de proximidad asoctada a G y,9'. Mostraremos que el árbol completo ee
puede descomponer en trayectoria"s de eete tipo,3 de forma que lo que nos quede
se& un d,rbol generador en GP6(.9/) con el mlsmo peso de ?.

Hacemos Ia descompoelción inductivamente sobre la cardinalidad de ^5/. Si
S' tiene solo 2 vértices, Ia trayectorla que los une en ? no puede contener ningún
otro elemento de .9'.

Si ̂ 9' tiene 3 o mÁs vértices, 6e0, u una, hoja y u el vértice de ,9' más cerc&no en
T au. Por las observaciones del capftulo 1, sabemoÉ que ?¿ É,9 C,9'. Ademds,
en la trayectoria que une a u y ?/ no puede haber otro elemento de ,5/, puee
estarfa más cerca de z que u. Los vérticee lnterioree de esta trayectoria deben
tener grado 2, pues ,S' contiene a todos los vértices de 7 de grado mayor o
igual a 3 (los vértices de ramifi.cación), Por lo tanto, si la qultamoe obtenemos
nuevamente un 6.rbol, con todas sus hojas en el coqjunto ,5/ - z.

Por inducción podemos obtener una deecomposlclón para el C¡bol reduci-
do, y aJ juntarla con Ia trayectoria entre z y u queda una descomposición en
trayectorlas para ?.

En esta descompooiclón, Ioe extremoe de cada trayectoria pertenecen a S' y
los vértices interiores no, por lo que se pueden mepea,r directamente a arlsts.s
de GP6(-9/), como mencionamoe antes. Cada vértice de 5/ estÉ en al menoe
una trayectoria, por lo que el conJunto de a¡ista.s inducidas en la gráfi.ca de
proximidad corutituye una subgrÉfica generadora Il, Esta subgrÁfica hereda la
coneúdad de ?, pues cada camlno entre elementos de ,9'en ? induce un camino
entre los mismos elementos en I1. Un argumento eimétrico nos permite concluir
que ff no puede tener ciclos, por lo que se trate de un órbol. Flnalmente, cada
una de Ia¡ arletas de T está en una, y solo una trayectorla de la deecomposición,
por Io que eI peeo de ff es el mismo que el peso de ?. Véa¡e la figura 3.6.

El algoritmo codicioso conetruye un Arbol Generador de Peso Mfnimo para
GPG(,9') y de aquf extrae un Árbol para ,9' en G, que por Ias obserr¡aciones

SLan trayectoria¡ en la "deacompoelclón" pueden compartir ¡u¡ vérticea extremoe, por lo
que realmonte sÉ treta, de una dscompoeición de la¡ ord¡t¿¿ del d¡bol.
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3.3. MEJORANDO LA APROXIMACTÓN

Figura 3.6: EI Árbol de Stelner de la izqulerda contiene a su coqjunto fundamen-
tal. Su descomposlclón en trayectorias induce un órbol generador en Ia gráfica
de proximidad.

anteriores pesa, e lo mÁs tanto como ?. Pero ^9 c F(T) c 5/, luego la gráfica
que construye el algoritmo codlcioso es un Árbol de Stelner pa,ra S. tr

Si logramos identificar los vértices de ramificación de algún árbol de Steiner,
eunque no tenga,moe al árbol miemo, el teorema anterior nos dice que pode.
moe usa,r el algoritmo codicioeo para encontrar una, solución exacta, En otras
palabrae, podemos reconstruir el árbol de Steiner completo (o uno similar) si
sabemos cual es su conjunto fundamental.

La monera más slmple de hacer esto e6 probar todos los posibles subcoqjuntos
de vértlces de la gráfica, tratarlos como si fueran los vértices de ramificación
que buscamoe, y uÉol el algorltmo codicloso con ellos. De todoe los á,rboles que
encontremos con esta técnica, aquellos que pesen lo mfnimo serán árboles de
Steiner para el conjunto original de vértices terminales.

Por supuesto eeto no es viable computacionalmente, ye que el número de sub-
conJuntos que BB pueden hacer con r¿ elementoe ee 2t. Aun cuando pudiéramos
lmplementar el algoritmo codlcloeo de una m&ner& extremadamente eficiente, Ia
compleJldad del algoritmo que obtendrfamoe eerfa exponencial.

3.3.1. Un Algoritmo Codicioso Incremental

Un enfoque diferente es el de ir construyendo el coqiunto fundamental poco
a, poco, Considérese Ia siguiente heurfstica.

Usamos el algoritmo codicioso para encontrar la aproximación inicial al Árbol
de Steiner partiendo solamente de Ios vértices terminales. Esta serÁ la primera
iteración del proceso, Ahora consideramos todos los Árboles ?o que obtenemos
con el algoritmo codicioso usando coqjuntos de la forma 5U {r"}, donde 5 es el
conjunto de vérticee terminales de la iteración anterior, y fid eB cualquier vértice
de la grá.fica que no eeté en ,9. Sea ?oo un árbol de peeo rrfnimo de entre todos
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los á¡boles que encontramos. Iteramos este proceso, tomando ahora a ,9u {r*o}
como el nuevo conjunto de vértices termlnales. Termlnamos cuando el coqiunto
de á,rboles "extendidos" que obtengamos pesen todos lo mlemo o mós que el
árbol elegido en la iteración anterior.

La idea detrds de eete proceso es encontra¡ en cada paso el vértice que
pa,rezca, el mejor candidato a pertenecer al conjunto fundamental del árbol de
Steiner, Elegimos alguno que, aI afiadirlo, reduzca al mfnlmo el peso del 6,rbol.

Como veremos en eI capftuJo 4, este algoritrno codicioso incremental se puede
implementar de forma que Bu compleJtdad no Ee& mucho ma,yor a la del algoritmo
codicioso. Ademds, dado que en cada iteración exitosa bajamos el peso del árbol
encontrado, la aproximación que obtenemoe con eete método puede ser mejor
que la del algoritmo codicioso.

Sin embargo no eiempre podemos identificar los elementos del conjunto fun-
damental de un Árbol de Stelner de esta manerfl,. Por ejemplo, en la grd,fica de
la fi,gura 3.7, usando esta técnica se construye un Érbol distinto del Arbol de
Steiner, De hecho no se logra ldentificar nl uno de los vértices de ramificación
que nos intereean. La razón €6 que al considera¡los de uno en uno, los vértices
de ramifi.cación no bajan el peeo total de la aproximaclón tanto como lo hace el
vértlce c. En este ejemplo, dicho vértice funciona como un "cebo" que atrae al
algoritmo hacia una parte de Ia grófica qu€ no tiene nada que ver con el d¡bol
de Steiner,

Figura 3.7: El árbol de Steiner de esta grÁfica consiste de los vértlcee blancos
junto con a, b, ! toda^E lo.s arists.s entre ellos, y su peso es de 10, Sea tr.r* el peso
del Arbol Generador de Peso Mfnimo de Ia GrÁfica de Proximidad que reeulta a,l
considerar a Ios vértices blancos junto con fi como vértices terminales. Entonces
'tt)a : Irb: 12, pero uc : Ll. Por Io tanto la heurfstica seleccionarÉ a c como
elemento del conJunto fundamental, Al hacer esto nos alejamos definttlvamente
del Arbol de Steiner real.

Aun asf, en la prÁctica casi slempre podemos mejora,r la aproximación del al-
goritmo codicioso usando eota estrategia. Dependiendo de que tanta complejidad
extra ee esté dispuesto a aceptar, se pueden añadir Ios elementos de dos en dos,
o en bloquee mós g'randes. Mientras mÁs elementos egreguemos por iteración,
mds subconjuntos diferentes tendremos que considerar, y por 1o tanto mayor
serÉ Ia compleJtdad del algoritmo codicioso incremental, pero la aproximación
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3.4. SOLUCIONES EXACTAS

obtenida serÁ mejor en muchos casos.

3.4. Soluciones Exactas

En esta sección presentamos una colección de algoritmos que, cuando el
número de vértices terminales no excede cierta cantidad, solucionan el problema
del Arbol de Steiner. Esta versión del problema es diferente a la plantead¿ en
el capftulo 2, en donde probamos que el problema del á¡bol de Steiner para
conJuntoe arbitra¡ioe de vérticee terminales es NP-completo.

Pa.ra loe resultadoe que presentamos a continuación, Buponemos que el núme.
ro de vértices termlnales es fijo, o máe preclsamente, que no excede cierto número
.\. No se trata del mlemo problema. Con esta restricción extra podemos mostrar
un algorltmo de tlempo polinomial que encuentra el árbol de Steiner exacto y
no solo una aproxlmación.

3.4.1. Restringiendo el Espacio de Búsqueda

El slguiente lema ee un resultado de teorfa de grá,fica-s. Nos permite restringir
mucho el número de eubconjuntos de vérticee de G que hay que considera¡ como
posibles candidatoe a vértlcee de ramificación del órbol de Steiner.

Lema 3.L. Un drbol con t hojas puede tener a Io mds t - 2 uériices de ramifi.-
cación.

Demostración. Sea T : (V,E) un árbol. Sea ú el número de hojas de T, s su
número de vértices de grado 2 y r su número de vértices de ramificación (grado
al menos 3).

Sabemos gue en cualquier é,rbol el número de arista¡ es uno menos que el
número de véftices, y que la suma de los grados de todos Ios vértices es 2 veces
el número de arlstas. Entonces,

¿+2s + ¡ "  {  Eer(u)  :  z l9 l  :z ( lY l  -  1)
üEV

Pero lVl : ú * s f r, entonces tenemos

ú * 3 r  <  z ( l Y l  -  I  -  1 )  :  2 ( ú + r  -  1 )

Despejando, se slgue que r { f -2 tr

Corolarlo 3.1. 5e¿ G una grdfi,ca conetz, U S un conjunto de uér'tices terminales
que contenga a lo mds A elementos. Podemos encontmr un ó,rbol de Steiner
analizando solo los subconjuntos de hasta A - 2 uértices no-terminales d,e G.

Demostraciór¿, Por el lema anterior, el coqjunto de vértices de ramifi.cación de
cualquier C¡bol de Steiner para G y ,5 tiene a lo más tr - 2 elementos.

Si nos fljamos en cada subcoqjunto de vértices no-termina,les con A - 2 ele.
ruentoe o menoe, alguno de ellos debe corresponder al coujunto de vértices de
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ramificación de un Érbol de Steiner, Si juntamos cada uno de estos co4juntos
con 5 y us&mos el algoritmo codicioso, el teorema 3.2 nos dice que de los árboles
que obtengamos, aquellos cuyo peso see menor deben ser Árboles de Steiner para
G v s .

3.4.2. Encontrando el Arbol de Steiner

Con eetos resultados podemos plantear un coqjunto de algoritmos que en-
cuentran el Árbol de Steiner en tlempo pollnom-tal para conJuntos restrlngldoe
de vértices terminales. Si fllamos el valor A, el elgulente algorltmo encuentra el
Árbol de Steiner de cualquier grá,fica G : (V,-E) conexa y cualquier conjunto de
vértices terminales ^9 con A elementos o menoo. En el capftulo 4 demostreremoe
que Ia complejidad del algorltmo es pollnomlal, y depende del pa.rá,metro .\.

Preprocesamiento. Encontrar Ia distancia y una trayectoria de longttud
mfnima entre cada pareja de elementos de V.

Fhee de Búequeda. Para ca.d,a subconjunto .R de vértices de V -,5 tal
que l.Rl { tr - 2, se hace Io slgulente:

a) Calcula,r un órbol generador de peso mfnimo para la grÁfica GP6l(.9 U E).

Dependiendo del tlpo de algorltmo que usemos para esto, eB muy prc
bable que tengamos que construir la grÁfica de proximidad primero.

b) Se reglstra el peso del á¡bol y Ee compsra con el mfnimo de los pesos
reglstradoe enterlormente. Si es menor, se establece como el nuevo
mfnlmo, y oi no se deecarta.

En esta fase es bueno mantener una referencla a un árbol cuyo peso
eea igual al mfnimo encontrado. Esta referencia se actualizarÁ cons-
t&ntemente.

Termlnaclón. Sea ? el 6¡bol de menor peso que encontramos en Ia fase
anterior, Usando ?, debemos construir un órbol en G que contenga a todos
los elementos de .9.

Slmllarmente & como describimos antes, lo que hay que hacer es tomar
todas las trayectorlas de G inducidas por las sJistas de ?, Como conse-
cuencia del teorema 3.2, la grÁfica que resulta no puede contener ciclos (si
tuviera alguno, al romperlo obtendrfamos una grdfica más ligera, lo cual
contradirfa el teorema),
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3.5. Algunas Observaciones

Los reeultados que presentamos en este capftulo son bastante teórlcos, pues
nos hemos enfocado en demostra,r que los algoritmos funcionan. Todos ellos
se pueden describlr con mucho md¡ detalle, haciendo observaciones sobre las
decisiones que hay que tomar en la manera de implementarlos, de forma que su
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3,5. ATGUNAS OBSERVACIONES

funcionamiento oe optimlce lo md"s poslble. Este eerÉ el tema que trataremos en
el sigulente capftulo.

Loe algorltmos quts presentamos al final, que construyen el Arbol de Steiner
de conjuntoe limitados de vérticee terminalee, Eon sn rea[dad poco prd,cticos
debldo B, que eu compleJidad aumenta coneiderablemente conforme tomamos
coqiuntos md,s y más grandes. Lo que nos lnteresa de eetos reeultados eB que
ponen en perspectiva Ias ideas que hemos estado maneJando pa,ra resolver el
problema.

Concretamente, hemos vlsto que la técnlca codlcloea ueada para construir
el árbol no es suficiente, pero sf noe proporclona unfi, m&ners, sencilla de apre
ximar Ia solución. Cuando tenemos informaclón extra eobre la forma del Érbol
(i,e, conocemos cuales Bon BuB vértices de ramtficación) entonces ef, la técnica
codiciosa funciona bien.

De aquf en adelante daremos preferencia a las aproxlmaclonee al C¡bol de
Steiner, por ser mds prÁcticas en Ia solución de problemas realee. De todas
formas vale Ia pena tener en cuenta los otros resultados, puBB en ellos radica
una, comprensión mds profunda del problema,

Por último, obsérvese que todos los resultados de este capftulo eon váldos
aún cuando Ios pesos de las arietas de la grá.fica son diferentes entre sf, Basta con
que la distancia entre cualquier pareja de vértices eeté blen definida, Loe dets,lles
de las demostraciones eon prd,cticamente lguales, lo único que se complica un
poco es Ia notación.

37



I
t
t
t
t
t
t
I
t
t
I
t
t
t
t
t
t
t
I
t
t
t
t
o
t
I
I
I
t
t
t
I

Capítulo 4

Implementación

Los algoritmoc que hemos construfdo con relación al problema del Arbol de
Steiner ee pueden lmplementa,r de muchas ma,nera^s diferentes, De hecho, la form¿
en que los preeentamos nos permite modularizarlos en tareas mde especfficae.
Cada una de estas tareas se puede resolver de diversas m&neras, cada una con
eue propias ventajas y desventajas,

Este capftuJo tiene dos objetivos, EI primero es mostrer técnicas principa-
Ies para resolver cada una de lae partes que conforman al algoritmo, Usando
estas técnicas podemos realiza¡ el análleie de compleJidad de los algoritmos del
capftulo anterior en térmlnoe generalee. EI eegundo objetivo es el de presentar,
brevemente, las distintas opcionee que hay en cada paeo de la implementación,
asf como referencias bibliogrÉficos que puedan proporcionar mÉs información, Se
puede penear en este capltulo como un listado de piezae con las cuales podemos
ensamblar Ios algoritmos que noe lnteresan; dependiendo del tipo de pieza que
Be u6e, el reeultado funclonard. mejor en unos ca"eos que en otros,

En las dos prlmerae eecclones eetudia¡emos cómo encontrar las distancias
entre vértices en un& gráfica. Nueetro algorltmo prlnclpal en este caso es BFS,
pues eB simple y muy efi.ciente, pero mencion&moo tambtén otrae opciones. La
primera secclón trata el problema de encontrar lae distancias entre un vértice y
todos los demÁs, En cambio, la segunda eecclón estudla el problema de encontra¡
Ias distancias entre toda pareJa de vértlcee de la grd,fica.

En la tercera secclón enfocamoe nueetro estudlo eobre el problema de orde.
nación, En particular, nos interesa mostrar Ia cota teórlca de O(nlogn) pa,ra
ordenar un conjunto de n elementos, pa.ra Io cual ug&mos el algorltmo Merge,
Sort como caso de estudio,

EI otro problema que tenemos que estudiar es el de los Arboles Generado-
res de Peso Mfnimo. Para esto, en la cuarta sección analizamos el algoritmo
de Krusks,l a profundidad, a-rf como algunas otras propiedades de este tipo de
árbolee.

En Ia quinta eecclón preeentamos el and.lleis de los algoritmos del capftulo
anterior, el cual ee basa en los métodoe deecrltos en la¡ necclones anteriores.
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CAPfTULO 4. IMPLEMENTACTóN

Concluimos con algunas observaciones de consideración sobre la implementa-
ción,

Recordemos que nueotro obJetivo princlpal es eI de estudlar el problema
del Arbol de Stelner en grú.ficos donde el peso de la¡ arlotas no noe preocupe,
sino md"s bien la cantidad de ella^s que necesitamos. Esto es importante, pueo
determina cuÁles algoritmos deecribimos más detalladamente. Flnalmente, los
Iibroe [4, 14] son excelentes referenclas para el material que cubrlmos en este
capftulo,

Sobre Ia notación: haremos referencia constantemente al número de aristas y
vértices de una grd.fica, para lo cual utilizaremos las Ietras q y p, respectivamente,

4.1. Búsqueda a lo Ancho (BFS)

Existen muchas mtrnera"B de recorrer una gráfica, y algunos de estoe recorrldoe
poseen propiedadee muy interesantes. El algorltmo de búsqueda a lo anchol
descrlbe uno de los métodos mÁs importantes que hay.

El objetivo de un recorrido es visita¡ todos los vértices que posee la gráfica.
Pa.ra esto, por lo general se eecoge un vértice inicial desde el cual se trata de
alcanzar a todos los demás. Eeto es, se trazan camlnos desde el vértlce tnlctal
hacia el resto, Cuando la grÁfica eE conexa, siempre se puede alcanzar a todos
Ios vértices, y cuando no, se define un nuevo vértlce inlclal entre los que no Be
pudieron alcanzar, y el recorrido continúa desde ahJ.

La ldea del algoritmo BFS es recorrer loe vértices por nlvelee. Loe nivelee
forman una partlción de los vértices y tienen la propiedad de que aquellos que
pertenecen al nivel i se encuentran a distancia i del vértice inicial. El recorrido
se hace de forma que mlentras no ee hayan vieltado todoe los elementos de un
nlvel, no ee vieltan loe del eigulente. El algoritmo tomn su nombre precisamente
de aquf, pues le da mayor prlorldad a la amplltud que a la profundtdad.

Cuando vieltamoe un vértice u regietramos la a¡ista (u, u) que nos Ilevó a el,
y decimos que z e6 pa,drc de u (o u ea hijo de u) en el recorrldo. Toda¡ estas
arlstas Juntas forman una gráfica, que llamaremoe D, de trayectorias mfnima¡
entre el vértice inicial y todos los demás. Para ver por qué, fijémonos en un
vértice cualqrfera y r€corr&moe la a¡lst¿ de D que nos lleva a su padre, y luego
Ia que nos lleva al padre de eete, y asf suceelvamente hasta el vértice inicial. Cada
arista de este carnlno salta del nlvel del hljo al del padre, que eB s,nt€rlor. Por la
forma en que defi,nimos los niveles, dicho camino solo puede Ber una, trayectorla
mfnima, Esto también implica que cuando Ia grÁfica original eB conex&, D debe
ser conexa,, pues cada vértice se puede conectar con el vértice inicial. Ademds,
como afradimoe una sola arista por cada vértice, excepto el inicial, la grÁfica que
construimoe no puede contener ciclos, Es decir, D debe ser un árbol,

A continuación mostramos un& forma en que Be puede lmplementa¡ el algo-
rltmo. La información de entrada que necesitamos es una gráfica G : (V, E)
y un vértice inicial us E V. Los niveles Be v&n construyendo conforme progre-
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4.1. BUSSUEDA A LO ANCHO (BFS)

sa el recorrido y la gráfi.ca D se construye arista por arieta. Los pa-ros son los
siguientes:

1. Ma¡camog & rre coilro visitado y lo añadimos & un& nueva lista. Esta lista
repreeenta el nlvel 0 y ee la que procesalemos primero en el siguiente
paeo. Al reeto de los vértices los marcamos como no-visitados. Creamos
otra lista, inicialmente vacfa, donde colocaremos a los vértices del nlvel 1.
Inlcializamoe a D como una grd,fica vacfa.

2, Sean .L la lista a la cual toca ser proceeada y Lt la lista que representa
al siguiente nivel. Por cada arista (u,u) e E tal que u E L, si u no ha
sido visitado todavfa Io marcamos como vlsltado, lo agregamos a Lt, y
añadimos Ia arista (u,u) a D.

En otra¡ palabras, en este paso crea,mos la lista .L' de todos los vérticee
de G que a,un no hayan sido visitados y que se encuentran a distencia 1
de algrin vértice de la lista .L,

3. Si la lista -Ll conetrulda en el paso anterior es vacfa, el algoritmo termina,
Si no, definimos a .t' como la nueva lista a procesar, inlclallzamos una
nueva lista vacfa donde poner los vértices del oigulente nlvel, y repetimos
desde el paso 2.

La figura 4.1 muestra Ia ejecución de este algoritmo sobre una gré.fica de
ejemplo.

(o) (b) D

Figura 4,1: Una corrida del algorltmo BFS eobre una gráfrca de ejemplo. EI
vértice de partida eE (¿, y los númeroe representan lae dlstanclss ca,lculadas. D
contiene Ias trayectorias mfnimas desde a al reeto de la gráfica.

EI siguiente resultado nos permite concluir que el algorltmo anterior cumple
con las condiciones de BFS que mencionamoe antee.

Lema 4.L. Detpués de la i-ésima itemción del paso E del algoritmo, tod,os los
uértices a distoncia i de us han sido ui.sitados.
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CAPITULO 4, IMPLEMENTACION

Demostración, Obsérvese que el resultado es triviel cuando i : 0, pues el únlco
vértice a distancia 0 de us es el miemo,

St i > 0, sea u E V tal que d(us, u) : i, Si nos fljamos en un camino

{r0,rr,.. ' ,IJi: u} de longitud mfnima entre us y u, entonces el sub-camino

{uo,ut , . . . ,u i - l }  debe ser  mfnimo entre us y u¿-Lt  es deci r  d(us,u¿-1)  :  i  -  1 .
Usando un argumento lnductlvo, la arieta (u¿-r,u) debe ser analizada en la
i-éslma lteración, lo cual nos asegura que ?/ Bee visitado. ¡

Una consecuencia de este lema eB que el algorltmo construye los nlveles
correctamente, La lista que construye en la i-éslma iteración no contlene nlngún
vértice a distancia menor que i, pues estos ya fueron visitados en iteracionee
anteriores. Tampoco contiene vértices a distancia meyor que i, pues las aristas
que cotrsidera en cada lteración eetÉn errralzadas en los vértices de la lista de
la iteraclón anterlor, por Io que en i lteraciones no puede llegar a vértices a
distancla mayor a i.

Corriendo BFS sobre una grÁfica corexa, obtenemos información muy útil:
un á¡bol generador de la gró.fica, trayectorias de peso mfnimo entre el vértice
tnlclal y todos los demás, y la distancia del vértice inicial a todos los demás,
Tlodo esto en un& forma compacta y muy manejable, el árbol D.

Si utilizamos una representaclón de la grófica con lJst&l de adyacencia (donde
cada vértice mantiene una lista de vértices a los que es adyacente), en el paso 2
del algoritmo solo necesitaremos considerar a Ioe vértices adyacentes a aquellos
que estén en la lieta tr. Esto hace que cada arista sea considerada exactamente
2 vecee: una, por cada uno de sus extremos, El resto de las operaciones toma
tlempo constante, por lo que el tiempo total de ejecución del algoritmo es O(q),

4.1.1. El Algoritmo de Dijkstra

Se puede generalizar el recorrldo BFS para que considere pesos positivos en
las arista^s de la gráfica. El resultado es el algoritmo de Dijkstra para encontrar
las distancia^o (y trayectoria¡ mfnima,s) desde un vértice inicial al resto.

Eete algoritmo parte del vértice inicial y va haclendo crecer el conjunto de
vértices visitados uno a la vez. En cada paso escoge de entre la t'frontera" del
coqjuntoz aI vértice que Bee más cercano al inictal, lo ma¡ca como visitado, y
recalcula la frontera,

Ueando colas de prioridades, es baatante simple dar una lmplementaclón
del al6oritmo que trabaje en tiempo O(p'). Mediante estructura"E de datos md¡
compleJae se puede reducir hasta a O(plogp * q), lo cual es una meJora sl la
grÁfica no tiene demasiadas aristas, Por lo tanto, este algorltmo eB un& buena
opción cuando noe interesa resolver el ca¡o en que Ias aristas de la grÁfica tengan
un peso positivo aslgnado.

Sin embargo, cuando hay arletas de peeo negativo en la gráfica el algoritmo
de Dijkstra puede fallar. La figura 4.2 llustra este punto. El problema es que
el algoritmo descalta las trayectorias que cerca del vértlce lnicial parecen muy
pesadas, pero que después contienen a¡istas de peso negatlvo que les bajan
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4.1, BÚSQUEDA A LO ANCHO (BFS)

Figura 4.2; En esta gráfica el algoritmo de Duketra no puede encontrar la dis-
tancia de a al resto de los vértices. Ambas distanclas eon 0, pero una ejecución
de Dijkstra harfa lo siguiente: visitarfa a b y marcarfa la dlstancla a este como 1;
luego tomarfa la arista (b, r) y marcarfa la distancia a c como 0; en ese momento
ya no hay vértices eln vlsltar, por lo tanto el algoritmo termina, pero la dletancla
calculada al vértice b está, mal, Si el algoritmo visitara prlmero aI vértice c, el
argumento ee elmétrico, y la distancia a c quedarfa registrada como 1.

el peso totsl. Pa,ra cuando el algoritmo esta en posición de darse cuenta de
esto, los vértlces afectados ya fueron ma¡cados como visitados, y por Io tanto
son ignorados. En eete caso la estrategia codiciosa no es la correcta. Más bten
tendrfamos que user algún otro algoritmo, como el de Bellman-Ford,

4.L.2. El Algoritmo Bellman-Ford

Cuando una grd,fica tiene algún ciclo de peso negativo se vuelve imposible
definir los caminos de peso mJnimo entre algunos vértices, pues cualquier camino
que toque el clclo ee puede quedar dd,ndole vueltas tantas vecea corllo qrfera,
y cada vuelta le baja más el peso. En eete ca¡o ningún algoritmo nos puede
ayudar. Si en camblo no hay ciclos de este tipo, el algoritmo Bellman-Ford sirve
para encontr¿r las trayectorlae de peso mfnimo de una grÁfica, aun cuando el
peso de algunas de sus aristas sea negatlvo.

La idea principal que lo hace funcionar es Ia mlema que en otros algoritmos
de este tipo: cualquier subtrayectoria de una trayectoria de peeo mlnlmo debe
Eer {r Eu vez de peso mfnimo. EI algoritmo utiliza una técnica a la que se le llama
"de relajación", en Ia cual cada vértice registra una dlstancla tentstiua a la que
se encuentra del vértice inicial, Conforme Be van procesando lae aristas, estas
distanciae tentativa¡ se va,n haciendo má,s y mÁs preclsas (se ajuetan, por asi
declr), y la gráfica poco a, poco ve convergiendo & un& en la cual cada vértice
conoce su dlstancla real al vértice iniciaJ.

EI método de relajar arista¡ Be mueetre en la figura 4.3. Originalmente todos
loe vértices registran Ia distancia tentatil'a oo (excepto el vértice inicial, cuya
dlstancia a si mismo es 0), indicando con esto que aun no encontramoe un camino
gue nos lleve a ellos, Si pesemos por todas la¡ a¡letas de la gráfica, relajando cada
una, en turno, las distancias tentativas registradas por cada vértlce se ajustan
un poco. Al repetir esto, Ias distanclas se aJustan un poco md¡. De hecho, esta
técnica tiene la propiedad de que después de hacer k pa.eades eucesiva,s sobre
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t o . = 6

Figura 4.3: El método de relaJación de aristas. Representamos por u.r¿ Ia distancia
tentativa registrada para el vértlce i. En (a) se muestra la grd,fica en su estado
inicial.
En (b) se relaja la arista (b,c) que tlene peso 1, y como wc j wb* 1, el peso de
u.r" se actualiza al valor 5, que es la suma de u6 y el peso de Ia arista. En este
momento se ha encontrado una trayectorla má¡ corta que llega a c.
(c) Se relaja la arista (a, b), por lo que el nuevo valor de u6 es 3,
(d) Por último se relaja nuevamente (b, c), Io cual ocaslon& un nuevo cambio de
valor para tu.,

todas las arista.s, ee encuentran todos aquellos caminos de peso mfnimo que
partan del vértice inicial y que tengan k arietas o menos.

Cuando no hay ciclos de peso negativo en un& grÁfica, los camlnos de peeo
mfnimo no pueden cont€n€r ciclos, pues si asf fuera, rompiendo el ciclo se lle-
garfa a un camino más ligero. Eeto qulere decir que para toda pareja de vértices,
cualquier camino de peso mJnlmo que loe una debe tener a Io má,s p - 1 aristas,
EI algoritmo Bellman*Ford ha.ce p - 1 pasadas sobre Ias aristas de la gráflca, en-
contrando asf las distancias y caminos correspondlentes desde el vértice inicial al
resto, Claramente, el algoritmo tiene una complejidad de O(pq), La complejidad
extra ee el precio e pager por tener aristas de peso negativo.
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4.2. CAMINO MíNIMO ENTRE TODO PAR DE VÉRTICES

4.2. Camino Mínimo entre todo Par de Vértices

Los algorltmos de Ia secclón anterior noe eirven para encontrar los caminos
mfnimos entre algún vértice partlcular y el resto de vértices de la gráflca, Si nos
interesa tener esta información para toda pareJa de vértlcee, hay va.rias mailera.S
de lograrlo,

La primera ee la más directa: para cada vértice, aplicar BFS, Dijkstra o
Bellman-Ford, eegún ei la grdfica tiene o no pesos en sus aristas, o si tiene pesos
negativos. Esto nos da un conJunto de á¡bolee que juntos contienen la informa-
ción de Ios caminos mJnlmoe que requerimos. La complejidad de este método
depende del algoritmo que usemos: O(pq) para BFS, O(p3) para DIJ}etra,3 y
O(p'q) en el caso del algorltmo Bellman-Ford.

Otra opción es utilizar alguno de loe algoritmos cresdos especialmente para
resolver este problema. Dos de Ios prlnclpalee son el algoritmo Floyd-Warshall,
y el algoritmo de Johnson. Las ideas que utlljzan son mucho mds refinadas que
el método del pÁrrafo anterlor.

Floyd-Warsha,ll utiliza Ia riqueza de estructure que poÉeen los caminos mfni-
mo6, eB decir, que ei r¿ ee un vértice intermedio en un camlno mlnlmo entre doe
vértlcee z y u, entonces los subcaminos u, 4 1r y u 4 u eon tamblén mfnlmos.
El truco entonces es seleccionar z.r inteligentemente de forma que no se hagan
cálculos innecesarios, Aunque perece complicado, ee bastante sencillo de impl+
mentar, y el resultado eB un algoritmo de tiempo O(p3) que funclona también
con aristas de pesos negativos (siempre y cuando no haya ciclos negativos),

El algorttmo de Johruon us& una técnica diferente, Primero calcula una
nueva funclón de pesoe para las aristas, de forma que todos los pesos se hagan
positlvos, pero preserva,ndo los caminos mfnimos de la gráfica (1.e. un camlno
mfnimo en Ia grÁfica orlginal lnduce un camlno mfnimo en la grd.fica modificada
y viceversa). A continuación corre el algoritmo de Dijkstra desde cada vértice
y encuentra asf la solución. Utllizando la Implementación mC¡ avanzada del
algoritmo de Dijketra, el tlempo total para eete método es O(p2 log p * pq), que
es mejor que Floyd-Warehall para grd.frcae corr pocss a¡istas.

Aunque en general es mds rÁpido utilizar los algoritmoe especlaüzados, la
técnica simple que mencionamos al principio tlene una gran ventaja. Suponga-
moe que tenemos un subcoqjunto .R de vértices de la grÁfica, con l-Rl : r, y
que eolo nos interesa conocer Ios caminos mfnimos entre pareJas de vértlces que
tengan la forma {(u,u)lu e rB}. En este caso, podemos correr BFS (o Dijkstra,
o Bellman-Ford) r veces, usando a cada uno de loe elementos de .R como origen.
El algorltmo que reeulta tiene una complejidad de O(rq) (o bien O(p'r) si usa.
mos DiJkstra, O(pqr) el ueamoe Bellman-Ford), que es muy buena cuando r es
asintóticamente menor que p, por ejemplo, el r : O("[p).

sAquf ouponemos la implementa.ción mds eencilla del algoritmo, que corr€ en tlempo O(p?),
pues la que utlllza Éetructuru de datoa má^e complejas euele s€r poco práctica.
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4.3. Merge-Sort

El problema de ordenar los elementos de una lista ha sldo ampllamente eB-
tudiado, y Ios algoritmos que lo reeuelven Eon muy variados. Uno de los mÁs
conocidos es Merge.Sort. La ldea fundamental que lo hace funclonar es Ia si-
guiente: Buponga,mos que tenemoe dos llstas ordenadas de númerosa y queremos
obtener una eols, lleta ordenada. El número más pequeño de todos eo eI primer
elemento de alguna de las dos listas. Si quitamos este elemento, el siguiente más
pequeño vuelve a estar como primer elemento de alguna de Ia¡ doe listas (una
de ella¡ fue reduclda). Repitiendo hasta que alguna de Ias dos listas se termine
podemos obtener todos Ios números en orden, y en cada paso solo tenemos que
realiz¿r une comperación. A este proceso se le conoce como fusionar listas y es
de donde el algoritmo toma su nombre. Si entre Ias dos lista.s se tienen r¿ núme
ros, en el peor caso hay que hacer n - 1 comparaciones, por lo tanto fusionax
dos listas tiene una complejidad lineal respecto a su entrada. En la figura 4.4 se
muestra como funciona este método.

H E  t rpl t4l Él

H Ht r t r

Figura 4.4:La tercera columna representa Ia fusión de las primeras dos, En cada
paso Be elige el elemento más pequeño de las listas, que debe estar al principio
de alguna de ellas.

El algoritmo Merg+.Sort toma como entrada una lista con r¿ números y hace
Io siguiente:

1. Separa los númeroe en n llstas, cada una contenlendo un eolo elemento.
Obeérveee que cualquler lieta con un elemento eetá trivi&Imente ordenada.

2. Organiza el conjunto de lietas por parejas y fusiona individualmente cada
pareJa. El reeultado eÉ un nu€vo conJunto de ltsts.s ordenadae, cada una

aPor aimplicidad, para la prmentación de este algoritmo utilizaremos números, a,unque
realmente funclone con cualquler conJunto de obJetoe que ae puedan ordenar totalmsnte.
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4,3, MERGBSO.RT

del doble de tamaño que las anterioree. El número de listas al terminar
eete paeo se reduce a la mitad.

3, Si solo queda una lista, ya terminamos. Si no, se replte deede el paeo ?.

La correctez del algorltmo se sigue inmedlatamente del hecho de que en cada
paso las listas están ordenadas, puee el proceeo que lae fueiona las ordena. Se
puede observ&r un ejemplo de Ia eJecución del algorltmo en la figura 4.ó.

Figura 4.5: Un ejemplo de la ejecución de Merg+.Sort. Comenzando desde abajo
en la fi,gura, ee fuolonan las llste€ de 2 en 2 hasta obtener una sola lista ordenada.

Para analiza¡ su complejidad, supondremos que ?h*r < n 5 2h, de forma
que h - 1 < log2(n) < h. Obsérvese que en cada iteración del paso 2, por cada
compa,ración que Ee realiza, una de las üstas de Ia iteración anterior pierde un
elemento. Por lo tanto el número máximo de compa,raciones en una sola iteración
no pa"se de n. Como mencionamoe s,nterlormente, en cada iteración el número
de Iistas ee reduce a la mttad. Dado que orlglnalmente hay n. listas, aJ terminar
Ia ,t-éslma lteraclón quedan l"/2k1. Luego entonces deepués de h iteraciones

< 1

i.e. lnlzhl: I y el algoritmo termlna. En concluslón, el tlempo de eJecución de
Merge-Sort es O(nh), o lo que es lo mismo, O(n logn),

Existen muchos otros algoritmoe de ordensclón. AJgunos explotan propi+
dades particulares de la entrada; por ejemplo, sl se puede probar que ningún
elemento es mÁa grande que algrln número M dado, esta informa{ión se puede
utilizar para ordenar los números md€ eficientemente. Pa¡a el ca¡o general en
que no sabemos la forma de la entrada y lo único que podemoe hacer eB compa,rsl
parejas de elementos, se ha probado que ge necesitan al menos O(n loga) com-
paraciones en el peor ca,Eo, paü& cualquier algoritmo que resuelva el problema.
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En este sentido Merge-Sort es óptlmo. En la prácttca, ein emba.rgo, existen alge
ritmos que Bon más rápldos salvo por algunas entrada¡ patológicas. Un ejemplo
notable es Qulcksort, cuyo p€or caao ee O(n2), pero que en el caeo promedio
corre más rÁpido que muchos otros algoritmos con meJores cotas teórica¡.

El punto importante de esta discusión es que el problema de ordenaclón se
puede resolver en O(nlogn) en el peor caao, que es Ia cota que usaxemos en el
an6lisis poeterior. Para apücaciones práctica-s en laa cuales sea tolerable tener
corrldas más lentas de vez en cuando, Quicksort puede ser una buena opción,

4.4. Algoritmo de Kruskal

Una gran variedad de problemas de optimización en gráficas utilizan, directa
o indirectamente, los algorltmos desa,rrollados ps.r& encontra¡ eI Arbol Genera-
dor de Peso Mfnimo, Se trata de obtener una subgrÉfice que lee permita a todos
Ios vértices seguir conectados unos con otros, probablemente ellmlnando algunas
aristas, de forma que Be reduzca el peso total Io mÁs posible,

EI algoritmo de Kruskal resuelve el problema construyendo el 6rbol arista
por arista, En cada paso, elige la arista mÁs Iigera que al introducirla no cree
ciclos entre la.s a,rists.s añadidas anteriormente. Esta estrategia es codiciosa, pues
la elección minimiza el peso de Ia grd,fica Io mds posible a cada paso. Aunque
esta eetrategia no biempre reeuelve el problema correctamente, como ya hemos
visto, en este caso si funciona, Lo que sigue es una descripción mÁs detallada
del algoritmo, que trabaja sobre una gráfica conexa:

1. Se coloca cada vértice de la gréfica en un co4junto, de forma que se ten-
gan lVl conJuntoe dieJuntos de un solo elemento. Durante ou ejecución,
el algoritmo mantendrd, la slgulente invariante: cada coqjunto representa
une compon€nte conex& de la solución parcial, De esta forma, las a¡istas
que no hayan eldo añadida"e crearfan un ciclo si y solo si tuvieran sus dos
extremos en un mismo conJunto.

2, Se ordenan las arista¡ de la grÁfica por peeo, de menor & ma,yor.

3. Considerando cada arista en turno, empezando por la menor y yendo en
orden hacia Ia mayor, por cada un& se aplica el siguiente crlterlo; sl loe
doe extremoe de la arista están en el mismo cor{unto, se descarta (i.e.
el proceso contlnua con la elguiente arista sin hacer cambios a Ia solución
parcial); sl a.l contrarlo, los extremos está,n en cor{untos distintos, se añade
la arista a la soluclón paxciai y los conjuntos correspondientee son unidos
en uno solo (esto refleJa como la nueva arista junta las dos componentes
conexaa en una).

4. EI algoritmo termina cuando queda un solo conjunto. Las aristas seleccie
nadas en eI paso 3 conforman Ia eoluclón.

En la figura 4,6 se aprecia la ejecución del algorltmo eobre una grá,fica de
ejemplo.
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4,4. ALGOHITMO DE KRUSKAL

?--
-u'r,{.

\

J
(a)

(e)

Figura 4.6: Ejecución del Algoritmo de Kruskal eobre una gráfica. Obsérvese
que en (e), la a,rista (a,g) es Ia más ligera, pero al añadirla crearfa un ciclo, por
lo que se ellge en cambio la a,rista (ó,c),

Obeervación 4.1. Dado que la gráfica es conex&, la presencia de más de un
conjunto en cualquier momento de Ia ejecución del algoritmo lmplica que hay
alguna arista que no ha sido considerada. Se sigue que despuée de procesar todas
Ias erietas eiempre queda un solo cor{unto,

Esto significa que la gráfica que se obtiene eB conex&, contiene a todoe los
vértices, y por construcción no contiene ciclon, por lo tanto es un Árbol gen€ra,-
dor. El siguiente resultado mueetra que s€ trata de un Arbol Generador de Peso
Mfnimo.
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Lema 4.2. Seo. G : (V, E,w) una grdf,ca con pr.;,os en las aristas y T un Arbol
Generador de Peso Mtnimo de G. SiT¡a es el drbol construtdo por eI algoritmo
de Kr-uskol, entonces w(T) : w(Tx).

Demostro,ción. Mostr&remos que el órbol ? se puede llevar a T¡¡ intercambiando
arlstas, de forma que el peeo no camble.

Si ? y ?¡r tienen las mismas aristas, el resultado se sigue trlvlalmente. Si
no, 6e& u una aristo de peeo mfnlmo que esté en ?6 pero no en ?. St añadlmoe
u aT, ee debe Eenerar un ciclo que contiene a u. También, en dicho ciclo debe
haber al menos una arista u que esté en ? pero no en T¡r (si no, el ciclo estarfa
presente en ?r), Por lo tanto debe cumplirse que ur(u) 1w(u), o de lo contrario
sustituyendo e u por u en T obtendrfamos un Érbol generador máe ligero, lo cual
es imposible,

Similarmente, si añadimos Ia erista u a Ty, Be genere un ciclo que contiene
a u. Sea u' alguna arista del ciclo que no esté en T (debe haber al menoe una).
En ?¡¡, la trayectoria única que va, de un extremo de u al otro tiene que pasar
por u' (véase la figura 4.7). Por lo tanto, en el momento en que el algoritmo de
Kruskal consldera a la a¡ieta u' en el paeo 3, loe extremos de u ee deben encontrar
en componentes conexa.s distinta¡. Eeto implica que ru(u') < t¿(u), pues de lo
contrarlo u habrfa sldo conslderada antes por el algorltmo, y habrfa sldo añadida
a ?¡r. Pero por la maner& como eleglmos a, u, se tiene que tu(u) < w(u') < w(u).

Figura 4.7: Al añadir la arieta u a Ty ee genera, un clclo, el cual contiene al
menos uns arista u' que no estÁ en T. En ?r \ {"'} los extremos de la arleta u
estÁn en componentes conexa"B dletlntas.

En conclusión, ur(z) : w(u), por lo que si intercambiamos la ariota u por u
en ?, obtenemog un nuevo Árbol 7/ de forma que ti.r(?) : u(T').Ademds, el
número de aristaa en común con ?¡¡ es meyor en ?/ que en ?. Repttlendo eete
proceso hasta que los dos árboles sean el mismo, Ilegamos a la concluslón de que
w(T): w(Tx), i,e, ?¡¡ es de Peso mJnimo.

La compleJldad del algoritmo de Kruskal depende fuertemente de la manera
en que representemos los coqJuntos dlsJuntos. Hay tres operaclones a implemen-
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4,4. ALGOHITMO DE KRUSKAL

tar. Primero, debe ser posible crear un nuevo conjunto; esta operación se puede
llevar a cabo en O(1), Dado un elemento, necesitamos saber a qué conJunto
pertenece; esto lo podemos hacer en O(loge). Por último, debemos poder unlr
dos conjuntoe en uno; hacerlo tiene complejldad O(1). Més adelante explica-
remos la manera en que ee implementan estas operaclones y proba,remos BuB
complejidades respectlvae.

En total ee conetruyen p conjuntos, y se utillza la operaclón de unión p - I
veceo (en cada ca¡o reduciendo el número de conJuntoe en 1). Por cada arista,
necesitamoe eaber a qué coqjuntos pertenecen sus dog extremos, por lo que en el
peor csso necesltamos 29 consultas de este tlpo. En total el tiempo necesario por
las operacioneo con conjuntos es de O(pf q logp) o lo que ee lo mismo, O(qlogp)
(como Ia grÁfica eB conex&, q> p- 1). Finalmente, ordenar las a¡letas se lleva
O(qlogq) usando Merge-Sort, pero g < p2, luego entonces logg < 2logp. Al
junlar todo nos queda que el tlempo requerido por el algoritmo para encontrar
el Arbol Generador de Peso Mfnlmo es O(qlogp).

4.4.L. Conjuntos Disjuntos

Para modela¡ a los coqjuntos utilizaremos Árboles. La cabeza del árbol ser-
virá como repreeentante del coqjunto, por lo que para eaber a qué coqjunto
pertenece un elemento ba*sta recorrer su árbol hasta la raÍz. Con esta repre-
sentaclón, crea,r un nuevo conjunto con un solo elemento es trivial y el tiempo
requerido es O(1).

Para unir dos conJuntos, es suficiente con hacer que la raia de alguno de elloe
apunte a Ia rafz del otro. Esta operación también la podemos Ilevar a cabo en
tiempo constante.

En el peor caso, averigua,r a qué cor{unto pertenece un elemento lleva tiem-
po proporcional a la altura del árbol. Si este está mal constnfdo, puede ser
lineal en el número de elementos (cuando el d,rbol es realmente una trayectoria),
Sin emba.rgo hay una técnica sencilla que nos permlte mÉ,ntener relativamente
pequeña la altura del C¡bol. Por cada Árbol llevamos un reglstro de eu altura,
el cual actuallzaremos cuando hagamos operaciones de unlón entre los coqjun-
tos. A este dato le llamaremos rnngo. Asi, por eJemplo, un Érbol con un solo
elemento tiene rango 0. La ldea es ha,cer que al unir coqjuntos, el de altura m6¡
pequeña quede como subÉrbol del de altura más grande, asf la altura cambla Io
menos posible,

Cuando se unen dos Árboles de rango distinto, el nuevo Árbol conserva la
rafz y el rango del mayor. Sl loe dos Érboles tienen el mismo r&ngo, eleglmos
a¡bitra¡iamente Ia rafz de alguno de elloe como la nueva rafz, e lncrementamos
su ra,ngo en un& unidad,

Lema 4.3. Usando Ia técnica descrito anteriortnente, un drbol que tenga ru,ngo
k debe contener aI menos 2h elementos.

Demostraciór¿, Lo demostra¡emos por inducción. Cuando el rango es 0, el con-
junto tiene un solo elemento, por lo que en este caao el Iema se cumple. Ahora
bien, supongemos que pera, n - 1, con n ) 0, el ó.rbol tiene tiene al menos 2t-r
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elementoe. Demostraxemos que en eete caso la proposición es cierta tamblén
pera n.

Sea ? un Á.rbol de rango r?, Tbnemos dos casos, cuando T fue construfdo a
partir de dos Árbolee de rangos distintos o cuando fue construfdo a partir de dos
á,rboles de rangos iguales,

Ana,lizaremos primero el segundo caso. Por la forma en que definimos la
unión, los dos Érboles que se juntaron pa,re creer a ? deben ser de rango n - 1,
y por la hipótesis de inducción cada uno de ellos debe contener al menoff 2*-1
elementoe. Al juntarloe se sigue fácilmente que ? tiene al menos 2(2'-r) : 2'
elementos.

Si en cambio ? fue construfdo por dos á¡boles de rangos distintos, uno de
ellos debe haber sido de rango r¿. En este caso, ese á,rbol también Io podemos
sepsJa,r en los dos que lo construyeron, y si son de rengos iguales, usamos el
argumento del primer caso; si no, uno de ellos debe ser de rango rz. Repitiendo
este razonamiento, y dado que originalmente hay un número finito de conjuntos,
eventualmente tenemos que Ilegar a un subfubol de T que fue construfdo por
dos del mismo rengo y el resultado se sigue por el primer caao. Los árboles de
rengo menor a r¿ - I no nos estorban, porque incrementan aún más el número
de elementos de ?.

En conclusión. en ambos casos ? tiene al menos 2* elementos, tr

Corolarlo 4,L. Dado un elemento, saber a qué conjunto pertenece lleua tiempo
O(logn), donde n es el total de elementos.

Demostración. En el peor caeo hay un solo conjunto que contiene a todos los
elementos. El mdxlmo número de a¡leta¡ que hay que recorrer para llegar a la
rafz (y asl poder declr a qué conjunto pertenece un elemento) está acotado por
el rango del árbol, que por el resultado anterior es a lo más flog2(r¿)1. É

Existe una implementación un poco md¡ refinada que utlllza una técnica
conocida como conxprvsión de caminos. Con esto, averiguar eI conjunto al que
pertenece un solo elemento puede tomar tiempo O(logru), pero las consultas
suceeivas a la estructura de datos ta¡dan solo tiempo O(1) en muchos casos, El
resultado €B qu€ el e€ hecen mucha¡ operaciones sobre la estructura, el tiempo
amortlzado por operación es casi constante (y p** todo ueo práctico se puede
considerar constante).

4.4.2. Arboles de Peso Mfnimo en Gráficas Dinámicas

Hasta ahora hemos supueeto que la grd,fica sobre la que calculamos el Arbol
Generador de Peeo Mfnimo no cambia. Un problema relacionado es el de actua-
Iizar el árbol cuando se da alguna modificaclón en la grÉfica (por ejemplo, se
añaden o eliminan vértices y aristas).

Supongamos que se Ie agrega un conJunto de arista"s nu€vaa a una gráfica
(incluso, posiblemente, agregando también algunos vérttces). Mostraremoe a
contlnuación que podemos recalcular el árbol usando solamente el Árbol anterior
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4.4. ALGOHITMO DE KRUSKAL

y las nuevas aristas. Pa¡a esto necesitamos hacer primero algunas obeervaciones
sobre la naturaleza de loe Arboles Generadores de Peso Mfnlmo.

Los árbolee eon grdficas que tienen Ia propledad de mlnimalidad respecto a
la conexidad; esto es, mantienen Ia conexidad entre los elementoe de la grÉfica
con un número mJnlmo de a¡ista¡, Por eso, cuando se introduce alguna a¡ista u
que tenga sus dos extremoe dentro del árbol, Ee genera, un clclo. Naturalmente,
el ciclo se encuentr& compuesto por Ia a¡ista u y otras arieta¡ del Cübol, a IaE
cuales les llamaremos ar¿stas intercambiables con u. Ee eenclllo convencerse de
que si se intercambia u por alguna de estas arista$ se obtlene un nuevo á,rbol
que conecta a los mismoe vértices que el anterior, Si ademá^B el órbol original es
de peso mfnlmo, Ia a¡ista u debe ser al menos tan pesada como cualquiera de
las a¡istas con las que es lntercambiable, o de Io contrario se podrfa harer un
intercambio y obtener un Árbol máe ligero. Esta¡ observaciones forman el nrlcleo
de la demostración del siguiente reeultado.

Lema 4.4. Sea G' una grd,fica coner&, Tt un Arbol Generudor de Peso Mínimo
de G', y E un conjunto de aristas qjenas a Gt.

Si Gt U E es conera y T es un Arbol Genetud,or de Peso Mtnimo d,e Ia grd,fi,ca
inducida por Tt l) E, entonces también es un Arbol Generad,or de Peso Mínimo
paru  G t l  E .

Demostraciór¿. Sea G : G'U E y T5r un Arbol Generador de Peso Mfnlmo de
G. Como T' es generador de G/, ? debe contener a todos los vértices de G/ U -8,
luego es también un árbol generador. Para demostrar que tiene peso mfnimo,
iremoe intercambiando aristas entre 7 y ?s etn alterar el peso, Mediante estoe
cambios, eventualmente llevaremoe T6 aT, con lo que habremos termlnado.

Por convenlencla,, sl dos drboles tienen los mismos vértlcee definimos la dis-
tancia entre ellos como el número de aristas que los 6ep&r&n, i.e. el número de
aristas que estÁn presentee en uno pero no en el otro (como el número de aristas
es igual en amboe árbolee, la distancia queda bien definlda ein importar cual
Árbol tomemos como referencia). Por ejemplo, los d.rboles de la figura 4.7 estd,n
a distancia 4.

Obsérveee que la distancia entre dos Á,rboles es 0 si y solo si son el mismo
Árbol, Supongamos entonces que la distancia entre ?6 y ? ee d > 0. Encontra-
remos un órbol generador de G con el mismo peso de 7c, pero B, distancia d - I
de ?,

De entre Ia¡ a¡ietas de ? que son ajenas a 76, sea z una de peso mfnimo, y se&
u una de lae arleta¡ intercambiables con u enTg que no ee encuentre en ? (debe
haber al menos un&, o de lo contrario el ciclo Inducldo por ? en ?6 estarfa
presente en ?). Como establecimos antes, debe cumpllree que ru(u) ¿ ,(o),6
Ahora Beperemos el análisis en doe casos,

Primer Caso. Cuando u e TtlJE, un aJgumento simétrico a,l anterior muestra
que debe existir alguna arista z/ intercambiable con u enT, de tal forma que
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z'no eeté en Tc. También, w(u) > w(u'), y por la forma en que elegimoe a z,
u(u ' )  > w(u) .

Segundo Caeo. Cuando u no eetd, enT'¿E no podemos simplemente añadirla
a ? y usar. el mlemo argumento de antes, pues no pertenece a Ia gráfica de la
cual 7 es Arbol Generador de Peeo Mfnimo.

Lo que haremos es añadlrla a T' y fijarnos en el conjunto D de las aristas
que sea.n intercambiables con u y aJenas a ?. St este conJunto ee vacfo, entoncee
el ciclo generado por u en ?'ee debe formar tamblén al añadlr u aT;1.e., debe
exlstlr alguna arista u' de ? intercambiable con u, de forma que t¿(u) > w(u') >
tr.r(z) como antes.

Sl en camblo exlste alguna arista r E D, podemos añadir r a T y formar un
nuevo clclo. Tenemos entonces dos cicloe: uno formado al introducir u en ?/ (del
cual r es miembro), y otro al introducir n aT. En el primero ?J eB un& arista de
peeo máximo, y en el segundo r lo es, por lo que por transitividad z ee de peso
m6xlmo entre todas las aristas de ambos ciclos, Como r pertenece a los dos
clcloe (véase la frgura 4.8), al unirlos y eliminar r obtenemos un nuevo ciclo en
G que contlene a u.6 Las aristas de dicho ciclo que sean intercambiables con u
y que no estén en ? deben eer €lementos de D \ {r}, Podemos repetir el mismo
proceso suceslvamente con el nuevo ciclo hasta que agotemos Ias aristas de D,

Figura 4.8: Loe clclos generados en ?' y T al añadirles ?/ y fi, respectivamente.
u ETs, y u e6 uns. arieta de ?/ opuesta a u y ajena a T6 que ademds no estÉ en
?. En (Cr,lJ Cr) \ {r} eúste un ciclo que contiene & ?,r como arista de peso
mÁrcimo,

El ciclo final que obtengamos estarÁ completamente contenido en ? excepto
por ?r, por lo que debe contener alguna arista u' que Bee ajena a ?6, luego

oEatamo¡ simpliflcando un poco el proceeo. En realldad, er porlble que al unir amboe ciclos
y ellmlnar a * no obteng&moe un ciclo, por ejemplo el loe clcloa Be lnterosct&n en algrin otro
elemento. Sln embargo, no ff muy complicado ver que de eeta unlón ee puede extraer un clclo
que contiene a u, y €ste ee el clclo al que noe referlmoa en el texto,
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4.5. ARBOL DE STEINER

w(u') Z tr.'(u). Dado que u es de peso mdxlmo en cada lteraclón del proceeo,
u r ( u ) > u t ( u ' \ j w ( u \ .

En conclusión, en ambos casos u.'(u) j w(u)r luego entonces ur(u) : w(u),
por lo que si intercambiamos esta"s a¡istas en ?c obtenemoe un nuevo d¡bol
generador de G que pesa Io mismo, y cuye distancia a ? es d - I. Sl segui-
mos intercambiando aristas de esta manera, eventualmente llegeremoe a T sin
modificar el peso, por Io tanto ? es de peso mfnimo para G/ U.E. D

EI reeultado anterior noe servirá para ahorrarnos cÁlculos en eI caso de los
algoritmos incrementales del capftulo 3,

4.4.3. Otras Opciones

Existen muchas ma,ner&e de calcular el Arbol Generador de Peso Mfnlmo de
una gráfica, EI algoritmo de Kruskal e6 una de las mds sencilla¡ y más dlrectae, y
para nuestros propósitos es bastante útll. Sin embargo, hay que tener en cuenta
que Be puede utilizar otro algoritmo cuando sea conveniente o neceoa¡io, por
ejemplo, si la gráfica tiene alguna particu-laridad que se pueda explotar.

Para una discusión mÁs avanzada, [2] es una buena referencia.

4.5. Arbol de Steiner

Lo que hemos discutido en las secciones anteriores nos servirá como herr&-
mienta para el análisis y discusión que hagamos en esta eección. Hablaremos pri-
mero sobre el algoritmo codicioso, su implementación y anÁlisis de complejidad.
Despuée analiza¡emos mds brevemente Ios otros algoritmos de aproximación y
el algoritmo que encuentra la solución exacta,

En lo que sigue, supónga.se que estamoe trabajando sobre una grÉfica con p
vértices, g a,ristas y r vértices terminales seleccionados,

4.5.1. 2-Aproximación

Teorema 4.1. Para una grffica conero,� sin pesos en las aristas, podemos cons-
tn-tir la E-aproúmación at Arbol de Steiner en tiempo O(rq + r2\ogr¡.

Demostración. EI algorltmo codlcloso que encuentr& Ia 2-aproximación tiene
que reallzar las slguientes tarea^B:

1. Conetruir la gráfica de proximidad del conjunto de vérticee terminalee. Pa,-
ra eeto neceelta prlmero encontrar las dletanclas en G entre dichoe vérticee.
Si se usa BFS desde cada vértice terminal, en total lleva O(rq) obtener
esta información y de paso se calculen tamblén las trayectorias mfnimas
en G que unen & cada pareja de vértices,

Teniendo las dlstancla¡, construir la grÉ,fica de proxlmidad es equivalente
a construlr una gráfica completa ueando a loe vérticee terminales donde
cada arista (a,b) pesa ds(a,b). Esto se puede hacer en O(rz).
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2, Encontrarle un Arbol Generador de Peso Mfnimo a Ia grÁfica de proxi-
midad, Este paso toma un tiempo de O(r2 logr) usando el algoritmo de

Kruskal, puee la gráfica de proxtmldad tiene 4p artetas.

3. Conetruir la 2-aproximación en G a pa,rtir del á,rbol. Por cada arista del
árbol, se debe Iistax una trayectoria de peso mfnimo en G que un& a, sus
extremos. Pero esto ya fue calculado en el primer pa,so, por lo que el costo
total solo es el coeto de lieta,r las ariet&s de la,s travectorias. lo cual lleva
O(q) en eI peor caso.

Obsérvese que no solo afecta a Ia complejidad el tamaño de la gráfica, sino
también el número de vértices terminales que se estén considerando, El tiempo
tota l  requer ido es O(rq +r2 + r2 logr  + q)  :  O(rq+ r2 logr) ,  Esto prueba e l
teorema,

Si queremos correr varias veces el algoritmo sobre Ia misma grÁfica, es posi-
ble que nos convengl, prcprocesarla para encontra¡ Ias distancias y trayectorias
mfnimas entre cada pareja de vértices (usando BFS desde cada vértice, el pre-
procesamlento ee puede hacer en O(ñ).Aef noe evitamos recalcular eeta infor-
mación ca.da vea que qu€remoe conotrulr una 2-aproxlmaclón. Sl deecaxtamos
el tlempo neceearlo paro el preproceeemlento, la complejtdad del algoritmo ee
reduce a O(rz logr * q).

SI lo que nos lnteresa es medlr la dlstancla reepecto al peeo de las arlstas, o el
la gráfica tlene alguna partlcularldad que ee pu€da explotar, los algorltmos que
usa,moe en cada caÉo s€ pueden Bustltulr por otros que hagan una tare& slmllÉr.
EI tiempo total se verÁ afectado según estos camblos, pero el and.Ilsls debe ser
muy simple usando un desglosado similar al que hicimos aquf.

4.5.2. Heurfstica del Conjunto Fhndamental

Ahora va,mos a analizar el algoritmo que busca mejorar la aproximación
tratando de encontrar el conjunto fundamental del Arbol de Steiner elemento
a elemento. Pa¡a buecsl 1 solo uértice, el algoritmo debe realiza¡ las siguientes
f 8,re8-9:

Preprocesar la grdfica para obtener la información de distancias y tra-
yectorlas mfnlmas entre cada par de vértices, asf como encontrar la 2-
aproximación u¡ando el algoritmo codlcloso. La¡ técnicas son las misma¡
que las descritas para encontrar la 2*aproxima,ción, por lo que eÉte paso
lleva O(pg * r2 Iogr). En este caso, sin embargo, lo que mÁs nos convlene
es quedarnos con el Arbol Generador de Peso Mfnimo de la grÉfica de
proximidad en vez de reconstruir Ia aproxlmadón en G. Esto ee porque lo
v&moe a utilizar para simplificar los cÉlculos en el eigrfente paso.

Corrslderando cade vértice en turno, añadirlo aJ cor¡junto de vértices ter-
minales y encontrar un Arbol Generador de Peso Mfnimo para la gráfica de
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4,5, ARBOL DE STEINER

proximidad de este nuevo co4junto. Seleccionar algún vértice cuyo d,rbol
sea mfnimo en peso respecto a los demás,

Conviene pensax en la grÁfica de proximidad dinÁmicamente: le añadimos
y quitamos vértices y aristas, y cada vez que hacemos esto debemoe ac-
tualizar el Arbol Generador de Peso Mfnimo. Es decir, por cada vértlce
debemos extender Ia gráfica (incluyendo al vértice y sus aristae incidentes)
y recalcuJar el Árbol. Según el lema 4.4, una m&nera, de hacerlo ee tomar
las aristas del árbol original que calculamos en el primer paso y afradlrlee
Ias aristas incidentes al vértice nuevo, De estas rlltimas hay r, y el árbol
original tiene r - 1, por lo que en total tenemos que considerar 2r - I aris-
ta¡, De acuerdo al lema, un Arbol Generador de Peso Mfnimo construido a
partir de estas aristes lo es también de Ia grÁfica de proximidad extendida.
Por lo tanto usando el algoritmo de Kruskal se puede realizar este paso
en tiempo O(r Iog r) por cada vértice (dado que ya tenemos calculada¡ las
distancias entre todo par de vértices, Iistar las aristas incidentes al vértice
nuevo lleva O(")). Procesa,r todos los vértices de la gráfica de esta m&ne.
ra Ileva O(yrlogr), y conforme v&mos procesando cada vértice podemos
Ilevar un registro del que genera, el É,rbol mds Iigero hasta el momento.

En total este proceso toma O(pq a r2 log r { pr log r) : O(pq * pr log r), y
al final tendremos un candidato e vértice de ramlfic¿ción del árbol de Steiner.

Podemos volver a aplicar la heurfstica usando el conjunto de vértices ter-
minales extendido con el vértice anterior para obtener otro posible vértice de
ramificación del á¡bol. Como establecimos anteriormente. en total el Árbol no
puede tener máe de r - 2 vértices de ramificación, por lo que este ee el máximo
número de iteraclonee p&ra, eete proceso. Las lteracionee euceeiva^e pueden utili-
za¡ Ia informaclón calculada en la¡ iteraciones anteriores; en particular podemos
reciclar el trabajo del preprocesamlento de los vértlces, y el Arbol Generador
de Peso Mlnlmo de Ia grÁfica de proxlmidad extendlda. Por €eto, a partir de
la segunda iteración solo es necesario realizar el paso 2 descrito a¡riba para el
cor{unto de vértices terminales que corresponda.

De todae las ltersÉionee, Ia máe coetoea es Ia últlma, que en el peor caso
tlene que trabaJar con r + (" - 3) vérticee termlnalee. Arin asf , Ia complejtdad de
esta iteracion es O(prlogr), pues a,l calcular los á,rboles de peso mfnimo solo es
necesario considera,r poco menoe de 4r arista¡ en cada caso. Toda eeta discueióu
prueba el siguiente resultado,

Teorema 4.2. La heurlstico, del conjunto fundarnentol encuentra una aprori-
mación al drbol de Steiner en tiempo O(pq + rrz logr).

4.5.3. Solución Exacta

Por último analizamos el algoritmo que encuentra la solución exacta al pre
blema del Arbol de Steiner, siempre y cuando el número de elementos del con-
junto de vértices terminales esté acotado por un valor A, Como mencionamos
antee, en este caso el número de vérticee de ramificación del é¡bol es a lo más
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CAP|TTJLO 4, IMPLEI./IENTACIdN

,tr * 2, por lo que con considerar conJuntos de hasta este número de elementoe
de entre los no-terminales, necesariamente encontra¡emos el árbol.

Sea ,5 el conjunto de vértices terminales de la grÁfica. El algoritmo tlene que
reallzar las siguientes tareaa;

1. Preprocesar la gráfica para obtener la información de distancias y trayec*
torias mfnimas entre cada pareja de vértices.

2. Por cada subconjunto ,9' de vértices no.terminales de entre cero y A - 2
elementos, obtener eI Arbol Generador de Peso Mfnimo para la gréfica de
proximldad del conjunto ,S u ,5'. En cada caso registrar el peso del árbol
asociado al coqJunto. Eecoger cualquiera de los cor¡juntos que minimicen
dicho peso.

EI primer paso ya, lo hemos discutldo: usando BFS desde cada vértice pe
demos llevarlo a cabo en O(pq). Pa¡a anallzar la compleJidad del segundo paso
v&mos a simplificar las cosas un poco. En vez de considera.r eubconjuntos de
hasta A - 2 vértices noterminales, supondremos que el algoritmo trabaja sobre
todos loe eubconjuntos de exactamente A - 2 vértices, incluyendo termlnalee
y no terminales. Estas dos situaciones son equivalentes deede el punto de vis-
ta teórico, pues e cualquier subcoqjunto de vértices no-terminalee le podemos
a,grega,r vértices terminales hasta que tenga .\ - 2 elementos. Por Io tanto todos
los subconjuntos considerados en el paso 2 siguen slendo considerados al hacer
este camblo de enfoque.

El anÁIiele que haremoe a continuación podrfa ser mucho más estricto, V ffiI
arrojar meyor Informaclón eobre la naturaleza y complejidad de este algoritmo,
Sin embargo nuestro objetlvo en este ctao eB otro, Lo que queremos es mostra.r
que con la restricción extra de que el nrlmero de vértices termineles esté acotado,
si se pueden encontrar soluclones al problema del .4¡bot de Steiner en tiempo
polinomial,

EI número de oubconjuntos de ), - 2 elementos de entre p totales estÉ dado
por

c!,_,
( A - z ) l ( p - ( I - 2 ) ) l
( p ) (p  -  t ) (p  -  z ) . . '  ( p  -  (A  -  3 ) )

( ¡  -  2) !
pA*2

( r  -  2) l

Por lo tanto en el paso 2 se deben considerar O(pr-e¡ conJuntos. Como
l,9l < A, en tottl hay menos de 2A elementos en S U ,9/ en cada iteración, por
Io que encontrf,.r eu gráfica de proximidad toma O(I2) v el cálculo del A¡bol
Generador de Peeo Mfnimo lleva O(ArlogA) usando Kruekal. Juntando todos
estoe resultados obtenemoe el siguiente lema.

I
I
t
I
t
t
t
t
I
t
t
I
I
I
I
I
t
I
I
t
I
t
I
I
I
t
I
t
t
I
I
t

pl

DÜ



t
t
I
I
I
o
t
I
t
o
t
I
I
I
I
t
I
t
t
t
I
I
t
I
I
t
I
t
t
t
t
t

4.6, SOBRE LA IMPLEMENTACION

Lema 4.6. .9i r { A, i.e. el número de uértices terrruinales no p0.u0, de cierla
constante, entonces siempre podemos encontrar eI Arbol de Steiner en tiempo
o(pq + or-z¡z log r ) ,

En Ia prÁctica el algoritmo no eB muy útil ealvo pa,ra valores pequeños de
,\. En otro ca.so serfa mejor buscar aproximaclonee al Arbol de Steiner, posi-
blemente usando alguna heurfstica. Deede el punto de vieta teórico es relevante
al menos en un sentido: hay que notar como un pequeño cambio en el plante.
amiento del problema nos lleva de algo que quizds no Be& poslble de resolver, a
algo cuya solución es relativamente slmple,

4.6. Sobre la Implementación

Muchoe de loe problemas que discutimos en este capftulo han sido amplia-
mente tratados con anterioridad, Los resultados sobre elloe son numerosos y
los algoritmos que los reeuelven Eon muy variadoe. La elección de una técni-
ca en partlcular pa,ra reeolver un problema puede cambia,r dependiendo de las
ca¡acterfsticas partlcularee que se puedan explotar de ese problema.

En este capftulo nos hemos enfocado en lmplementar el algoritmo codicioso
con simpleza y eficiencia, de Ia forma más general poslble, lo cual nos ha llevado
a dar preferencie a clertos algoritmos sobre otros. Hay que tener en cuenta que
dependiendo de la grÁ.fi.ca sobre Ia que Ee trabaJa, puede ser conveniente cambiar
de herramientas. La naturaleza modu-lar de nuestra 2-aproximación hace que
este punto sea particularmente lmportante.
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Capítulo 5

Movilidad

En el mundo de las comunlcacionee cotldianas, la eupoeiclón de que la red
sobre Ia que Ee quiere trabajar ee estd,tica eB muy poco reallsta: lae computadoras
cuentan con tarJetas de red inalámbrlcas, lo cual significa que la topologfa de
l¿ red se define en el momento de Bu uso (a este tipo de redee se les llama
ad-hoc); Ioe teléfonoe celulares eon el fcono de la movlüdad, por lo que a¡umir
que se mantendrÁn fiJos mientras se eetén comunicando eB un error. El tipo de
algorltmos que Be deben deearrollar para este tlpo de redee ee neceearlamente
dletlnto, y tlene que acoplarse a eete dlnemlemo.

A lo largo de este capftulo analizaremos el problema del .Á¡bol de Steiner en
grÁficas "móvilee", o más precisamente, gráficas para Ias cuales ignoramos cual
es Ia dlstrlbuclón de sus nodos y arlstas. En un extremo de esta abstracclón el
problema se vuelve imposible de resolver, cuando los vértices se mueven mds
rápido de Io que podemos decidir cuáI se conecta con cuáI, Pero también este
modelo es poco realista, pues en general los nodoe Be mueven varlos órdenes
de magnitud mds despacio que las señales que transmiten. Por eeo ca¡i siem-
pre es considerado aceptable que los algoritmos desarrollados para este tipo de
problemas trabajen sobre grd,ficas fijas, pero que, salvo localmente, tienen una
topologfa desconocida,

En la primera sección hablaremos un poco más sobre eote tlpo de algorlt-
mos y sus particularidades, asi como los prlnclpalee enfoques con los que suele
encaJa,rse eu diseño.

La eegunda eecclón trata sobre algoritmos de ruteo local, esto es aquellos
en los que cada nodo toma decisiones basándose eolamente en información cer-
cana, El propósito es mostrar que esto es posible, y al mismo tiempo describir
herramlentas útiles para el problema del Arbol de Steiner,

En Ia tercera sección se introducen los conceptos de k-generador y grá,fica
de Delaunay, y su relación con el problema. El punto principal aquf ee la cons-
trucción local de un ,t-generador pla.rro y la preeentactón del algorltmo que Io
utiliza para aproximar el Arbol de Steiner.

Flnolmente, en la cuaxta eección presentamoe algunas observaciones impor-
tantes sobre la naturaleza del algoritmo propuesto,
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CAPITULO 5. MOWLIDA-D

Nuestro objetivo en este capftulo es plantea,r los resultados de los capftulos
anteriores en eI mundo de las redes inalámbrlcas. Como consecuencia tendre-
mos que introducir muchos conceptos nuevoo. Por esta ra,zón trata¡emos los
temas mds superficialmente que antes, pero al mismo tiempo proporcionaremos
sufi.clente bibüogra.ffa que profundiza mucho mds en cada uno.

5.1. Redes Móviles

Para loe conceptos que manejamos en esta sección se recomienda consultar
algrln texto sobre sistemas distribuidos, por ejemplo [12],

Supongamos que queremos mandar un mensaje de un nodo ¿ a otro b en una
red inalÉmbrlca cuyos nodoe eetán en constante movimiento, En cada instante
la red se puede repreeentar mediante una grá,fica como hemos hecho hasta aho-
r&, pero a lnstantee dletlntoe pueden corresponder grá,ficas distintes, Cualquier
algoritmo que resuelva este problema debe decidir una ruta de la red por la cual
mandar el mensaje. Por lo tanto el algoritmo tlene bd,slcamente dos opciones:
procuraxee Ia informaclón neceeaJia para eetablecer la forma que tiene Ia red en
ese momento y en base a esto establecer la ruta que el mensaJe debe tomar, o
bien utilizar solo información local al decldlr y olvidaree del reeto de la red.

Como la primera opción parec€ la más slmple, es la que exploraremos pri-
mero, Supongemos que exlste un nodo especlal con a,cceso directo a todos los
demás, que a cada momento puede saber Ia forma que tlene la grdfica (por
ejemplo un eatélite muy poderooo), Con esta información podrfa recibir la pe-
tición de a de comunicaJee con á y mandarle de regreso la ruta óptima para Ia
configuraclón actual de la red. El nodo a cargarfa esta información dentro del
paquete que qulere manda¡ y luego lo soltarfa a Ia red pere que se llevaran a
cabo sus instrucciones. En este modelo el único trabajo que reallzan los nodos
de Ia red es lnlclar peticiones o reenviar mensajes, mientras que las decislones
de ruteo quedan todas a ca,rgo del nodo especial. Por esta razón ee le conoce
como modelo centrallzado.

Aun cuando no contemos con un nodo especial de este tipo, se puede apllcar
el mismo estilo centrallzado para resolver el problema. Por ejemplo, el nodo a
puede inundar la red con mensaJee pidiendo información sobre la configuración
de cada nodo. Cuando un nodo reclbe un mensaje de eete tipo, junta la infor-
maclón local que posee de la gráfica en un nuevo meneaJe, y transmite & Bu vez
esta información a toda Ia red. Es ba¡tante eimple idear un mecanismo para
aeegura,rnos que el intercambio de mensaJes termlne eventualmente, de forma
que a tenga todos los pedazos y pueda reconetruir la gráfica completa, En este
momento a funciona como el nodo central que calcula la ruta, la imprime en un
nuevo psquete junto con el meruaje pa,ra b y Io suelta dentro de la red pa,re que
se sigan sus Instruccionee,

Cuando se tiene la información completa de la grófica, se puede utilizar
cualquiera de los algoritmos de ruteo desa.rrollados pr,rs, redes estáticaa pere
resolver el problema del d¡bol de Steiner,
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5.1, REDES MÓVILES

5.1.1. Algoritmos Dlstribuidos

La gran falla del modelo centralizado es precleamente que carga todo el
trabaJo en un solo nodo. Esto no eolo nos obllga a averlguar la forma de la red
antes de comenz&r el envfo mismo del mensaje, slno que el los nodos a y b van a
establecer una comunicación durante un tiempo prolongado, el trabajo principal
se concentrarÁ en ellos dos (o en el nodo central), mlentra¡ que el resto de la red
queda,rd, sin trabajo por Ia mayor parte del tiempo, Los algoritmos dlstrlbuidos
Bon una solución a este problema,

En eete modelo cada nodo de la red tiene lon mlsmos poderes que los d+
rrraa, y cada uno hace una parte del cálculo de la solución del problema, Asf por
eJemplo, sl ee neceelta calcular un Arbol Generador de Peso Mfnimo, un algo
ritmo distribuido podrfa hacer que cada nodo calculara la parte del árbol que
es incidente a é1, Los distintos nodos se pasarfan mensajes unos & otros hasta
que todos se pusieran de acuerdo, y en este punto el Árbol estarfa calculado.
A diferencia del enfoque centralizado, ni la grd,fica completa ni el Árbol miemo
necesitan residir en un solo nodo, sino que cada uno almacena (y trabaja con)
información parcial.

Cuando se distribuye el trabajo de esta m&ner& debe exietlr cierta coordl,
nación entre los nodos de la gráfica. Por ejemplo, debe ser poelble decidir si un
mensaje que se reciba eE una respuesta a algún mensaJe anterlor o se trata de
un& nuev& petición, o incluso si dos meneajes consecutivos llegoron en el orden
que debfan o no, Para esto se pueden poner restricclonee al envfo de mensajes de
forma que la red esté sincronizada. El reeultedo efectlvo de la eincronización es
que un nodo puede establecer una lfnea de tiempo para Ioo mensaJee que reclbe,
i,e. hay un reloj lógico en Ia red que es respetado por todoe loe nodos, y con el
cual se puede decidir el orden de los mensajes, Por supuesto, Ia sincronlzaclón
impone un costo extra a Ia¡ comunicaciones sobre la red,

La otra opción eB que el sietema aea astncrpno, en cuyo caso rea,lmente no se
puede establecer un orden entre los mensajes. Recuérdeee que estamos hablando
de lo que cada nodo de Ia red ve, y que no tiene conocimiento global del sistema,
por Io que ei reclbe dos meneajee del mismo orlgen no tiene ma,nera, de saber cud,l
se generó primero. En estas circunstancias el algoritmo debe toma¡ precauciones
para poder interpretar Io que estÁ, pasando en cada situación posible,

En cualquier caso eeta neceeldad de coordlnación puede eer coetoea e ineü-
table. De hecho, por lo general la complejtdad de los algoritmoe dietribufdos no
se mide en el tiempo que tardan las cosas en calcularse, sino en el número de
mensajes que deben paser por Ia red para que los nodos se pongan de acuerdo
en una, solución, Esto tiene sentido por dos ra,zones: la primera eB que casi siem-
pre la intensidad de Ios cÁlculos que debe realizar cada nodo se reduce mucho,
pues el trabajo se reparte en toda la red; la segunda eB que el tiempo que tarda
un mensaje en pa,sa,r de un nodo a otro suele ser ma,yor que el que tarda un
nodo en realizar sus cálclilos, EI cuello de botella en estos sistemas deJa de ser
la velocidad de procesamiento de los nodos, y se convierte en Ia velocidad de
transmisión entre ellos.

Existen algoritmos distribuidoe que resuelven el problema de encontrar lae
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CAPITULO 5, MOWLIDAD

distanciae mfnima¡ entre vértices (ya sea usando BFS, Dljkstra, o alguno de los
otros algoritmos que hemoe dlscutldo), aef como otroe pa,rs. reeolver el problema
del Arbol Generador de Peso Mfnimo (consrllteee [12], que también trata estos
temas),. Aplicando sus ideas y la teorfa que discutimos en los capltuJos anterloree
eobre Arboles de Steiner, es posible crear algoritmos distribufdos para aproxlmar
la soluclón como hlclmos antee.

No profundiza.remos md¡ en esto, pues nuestro interés va dirigido a otra
clase de algoritmos. Aunque los algoritmos dlstrlbufdos de este tipo reparten
mejor Ia carga de trabaJo entre los nodos de la red, tlenen algunas desventajas.
Por ejemplo, el envfo de mensaJes de a a b requlere que a lnlcle una peticlón
en la red pere que ee calculen la¡ estructura¡ de datos necesariat, y solo hasta
que este proceso termine es que puede empezar el envfo mismo del meruaje.
Cuando el diÁmetro de la red es grande,r a puede tener que espersl un buen
rato antes de tomar una decisión sobre hacia ddnde debe manda¡ el mensaje
(véase Ia figura 5,1), Mientras el algoritmo reqrfera Ia lnformaclón completa de
la distribución de la red para decidir sobre la ruta de enr,'lo, ee probable que no
podamos evlta¡ eeta eepera,.

? ?  f ' b

\ ,t-

\ /'-+-.
Figura 5,1: El nodo a quiere mandar un mensaje a b pero no conoce la forma de
Ia gráfica, por lo que tiene que Bsperer información de otros nodos para poder
decidir hacia dónde enviar el mensaJe, o bien tomar una decisión localmente,

La alternative que nos queda es olvidarnos de la topologfa de la grdfica, y
decidir el siguiente paso de Ia ruta basados solamente en lnformación local del
nodo. De esta forma no eE neces&rio esperar la respueeta de nodos lejanos para
tomar decielones. Hablaremos md,B sobre esto en la sección 5.2.

5.1.2. Gráflcae de Disco Unitario

Estas grd.ficas son muy útiles para modelar cierto tipo de redee lnalámbricas,
como las redes de celulsxee. En abstracto, un celular es un disposltivo receptor
con un pequefro procesador y un pequeño transmisor. La potencia de su tralre-
misor es flJa, y el celula¡ solo puede mandar mensaJes a otros dispoeltlvos que Be
encuentren dentro de eu radlo de influencia (fig, 5,2), Si ponemos varios celula-
res dispersos en un Área determlnada, entre todos forman naturalmente una red
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5,2. RUTEO LOCAL

de comunicación. Suponiendo que todos los celulares tlenen aproxlmadamente
la misma potencia de transmisión, podemos normallzar esta distancia para que
represente una unidad, De esta forma, dos nodoe de la red se pueden comunicar
sl y solo si la dietancia entre ellos es menor a 1.

Figura 5.2; (a) La condición p&ra, que una arista pertenezca a la grÁfica €B que
la distancia €ntre eus dos extremos Ee& & lo más 1, (b) Un ejemplo de grófica de
disco unitario.

5.2. Ruteo Local

Para eetudlar la¡ idea¡ principales involucradas en este tlpo de ruteo preeen-
taremoe un ps,r de algoritmos de ejemplo, que también nos serÁn de utilidad en
nuestro estudio de Arboles de Stelner.

Algunos algorltmos dletrlbuldoe tienden a requerir que los nodos de la gráfica
a,lmacenen información útil para tomar decielonee de ruteo. Cuando el número
de transferencia¡ sobre la red se incrementa, la cantidad de información almace-
nada se acumula. Esta carga extra en los nodos puede ser inaceptable en clerta¡
aplicaciones, Cuando hablamos de ruteo local tenemos en mente dos puntos
principales: el primero ya lo hablamoe dlecutido, y es el de acelerar el proceso
de toma de decisión de un vértice Io mds posible, 86 declr, que un meneaje BeB, rF
enviado sin demora al destino; el segundo punto es que todo esto se lleve a cabo
sin dejar huella sobre la red, lo cual signifi.ca que Ios nodoe no almacenaü infor-
maclón de ruteo (obviamente, es también inaceptable ca,rger esta ln-formaclón
en el mensaje).

Con este modelo ee tiene la ventaja de que los mensajes son despachadoe
rápidamente, y cada nodo puede utilizar la memoria liberada para otras tarea¡.
Suena muy bien, pero no ee claro siquiera que se pueda diseñar algo útil con
estas restrlcclonee. Surge la pregunta de si ep posible a^segurar que un mensaje
llegarÁ a su destlno el eolo se rutea localmente. Nuestro siguiente objetlvo ee
mostrar que sl es poslble.
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CAPfTULO 5. MOWLIDAD

Hay que observar que hay grd,ficas en Ias que todas eetss restricciones ha-
cen imposible el ruteo. Por ejemplo, en gráflcas abstractas donde no hay más
información que las aristas y vértices que Ia componen, pere un vértice que solo
cuenta con información local todas sus a¡istas incidentes lucen igual. No hay
punto de comparación para distinguirlas. Cualquier algoritmo determinista de-
cidlrÉ sobre alguna de Ias arieta¡ y enviaró el mensaJe por allf, despuée de lo cual
olvidará completamente que ha vlsto el mensaje y por dónde lo mandó (pues
está prohibido que registre esta información). EI resultado eB que el mensaje se
podrfa quedar dando vueltas en la gráfica indefinidamente sin llegar a su destino
jamÁs,

Por esta raaón, permitiremos que loe mensaJee tengan una cantldad conetan-
te (pequeña) de memoria extra dlsponible, donde puedan almacenar informaclón
importante (como la ldenttdad del vértlce de destino, o de algún vértice por el
que ys pasaron). Esto va de acuerdo al paradigma local, pues en nlngrln momen-
to se tiene información sobre Ia distribución completa de la red, elno solamente
de algunos de sue elementos. De ahora en adelante asumlremos que la grd.fica
estd' dibujada en el plano, y que cada vértice conoce sus coordenadas en 2D.
Eeta lnformaclón geométrica le permitirá a los algoritmos orientarse aI toma.r
sue decisiones.

5.2.1. Ruteo con Brújula

Este algoritmo y el que slgue fueron propuestoe por Kranakis et a.l. [10] La
idea es Ia má¡ intuitiva que hay: si se conoce la dirección en la que queda el
destino, hay que toma¡ la ruta cuya dirección sea lo más directa poslble. Esto es
Io que podrfa hacer una persona en Parfs para llegar a la Torre Eiffel, camlnar
hacla donde 6e vea, la punta de la torre.

Suponiendo que un nodo tiene la tarea de reenviar un mensaJe y solo cuen-
ta con las coordenadas del destino, el algoritmo trabaja como sigue. Averlgua
primero las coordenadas de todos sus vecinos inmediatos. Con base en esta ln-
formación, calcula Ias pendientes de sus aristas incldentes y calcula tamblén Ia
pendiente de la recta que pasa por BUB proplas coordenada,s y las del deetino.
Finalmente escoge la arista cuya pendiente se aproxime mde a la de la recta y
envfa el mensaje por allf, Si llegan a haber empates, elige aleatoriamente cual-
qulera de las aristas empatadas, Cada vértice de Ia grd.fica eJecuta el mlemo
algorltmo hasta que el mensaje se encuentre en su destino,

Está claro que el algoritmo cumple las condiciones de localidad qu€ men-
cionamos anterlorment€, pues en ningún momento almacena información (ni en
el nodo, nl en el mensaje) y su decisión está basada solamente en su veclndad
inmedlata. Eeta es una propiedad con repercusiones importantes: una v€z que
el mensaJe es envlado, tanto el nodo como el mensaje se olvidan de la exlstencia
del otro.

Desgraciadamente, esta ingenuidad del algoritmo lo hace cometer errores en
ocaslones. Hay grduficas (flg. 5,3) en las que el mensaje nunc& llega a eu deetlno.

Una buena pregunta es si podemos decir algo sobre el tlpo de redee en las
cuales el algorltmo funciona. En particular, Ia Gráfica de Delaunay es un eJemplo
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5.2. RUTEO LOCAL

Figura 5.3: En esta gráfica el Ruteo con Bnfjula falla al intentar enviar un
m e n s a j e d e s a ú .

en el cual cada vez que un nodo reenvfa el meruaje, la distancia entre éste y eu
destino decrece, Dado que la grÁfica es finita, esto signlfice que eventualmente
el mensaje será recibido correct&mente. HablaremoÉ un poco mrís sobre esta
gráfica, que tiene propiedades muy interesantes, cuando lleguemoe a Ia slgulente
sección,

5.2.2. Ruteo por Caras

Eete algoritmo es sirnila,r a,l ruteo con brrf,jula, pero funciona en más gráficas,
Se trata también de un algorltmo local y per& cualquier grffica plana garantiza
que el mensaje ruteado llegará a su deetino.

Cuando una gráfica es plana sus aristas forman una pa,rtición del plano en
reglonee, a las que les llamaremos cBJBa. El segmento de recta que atraviesa
los nodos origen y destino de un mensaje cruza esta^s caraa en ofden, por lo
que si dos cara¡ son cruzadaÁ una después de Ia otra, necesaxiamente deben
tener alguna arista en común que ademds intersecte aJ segmento. Partiendo
del orlgen, ee puede eeguir el contorno de la primer& ca,ra, hasta intersectar la
recta, En eee momento camblamoe y comenu&mos B, recorrer la cara adyacente,
y asf suceslvamente hasta llegar al destino. Esta es la idea general del algoritmo,

Para implementa¡lo loca,lmente hay que tener algunas cosaa en cuenta, Lo
primero eB que hay que recorda¡ las coordenadas del origen y del destino paxa
poder calcular la recta gufa. También, dos caras pueden compartir mÁs de una
arista, por lo que paxe evitar problemas hay que hacer el cambio de caras en
el punto mde leJano al origen que sea, posible. De esta forma se evita repetir
cara"s en el recorrido. Pa¡a esto es necesario almacena¡ otros dos datos en el
mensaje: el vértice donde comenzó el recorrido de Ia cara actual, y el punto de
intersección con la recta grrfa mds lejano al origen que se haya encontrado.

Eetoe datos se pueden actuaiizar fácilmente usafldo la información geométri-
ca local de cada nodo, Io cual sugiere que Be realice el ruteo mediante los pasos
que se expllcan a continuaclón. Prlmero, reglstrar el nodo de partida y comenzaü
a. recorrer la primera ca,ra, en una dirección fija, a,rista por arista, Cada vez que
el mensaje pase por una arista que cruce aJ segmento de recta gufa determinado
por el origen y el destino, compa,ra,r la dietancia entre la intersección y el nodo
origen, y el ee la mayor encontrade haeta el momento regietrar el punto. Cua¡rdo
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CAPITULO 5, MOWLIDAD

el mensaje regrese al vértice del que partió, solo noceslta volv€r B, recorrer la cara
haeta la posición correcta y hacer el cambio de cara. Se replte eI proceno hasta
encontra¡ el vértice de destino,

La idea es similar al Ruteo con BrriJula, excepto que en vez de rutea¡ el
mensaje nodo por nodo, oe hace cara por ca,rs,. Con este cambio es posible
s.segura,r que el mensaje siempre se entrega e Bu destlno usa,ndo solo operaciones
localee, eiempre y cuando la grÁfica sea plana,

u l o

Figura 5.4: Un ejemplo del Ruteo por Caras. En esta gré,fica e quiere manda¡
un mensaje a ú, por Io que sigulendo el algorltmo primero recorre la cara Eurl)¡Bl
cambia a la cara exterior en la arista (rrrrr)r la recorre y vuelve a cambiar de
ca,r& en la arleta (r¿, rto), continua recorriendo u4ayguguguTt, y en eete momento
se detiene pues ya, llegó a su destino, El segmento ET no pertenece a la gráfica,
solo aparece en la fi,gura como referencia.

Obsérveee que en la discusión de los dos últimos algorltmos no hemos hablado
sobre trayectorla¡ mfnimas. La ruta que toma el mensaje para llegar a su deetlno
puede no ser óptima. Lo que hemos mostrado hasta ahora es que el ruteo se
puede llevar e ca,bo usarrdo solo información Iocal y una cantidad consta,nte de
memorla en el mensaje,

5.2.3. Aproximación Local al MST

Cuando Ia grÉflca no es plana necesltamoe primero encontrar una subgrÁfica
que sl lo sea, de forma que podamos utilizar el Ruteo por Caras. Puesto de otra
m&nera, tenemoe que poder identificar localmente a las arista¡ que pertenecen a
una subgrÁfica plana y las que no, pa,r& basar las decisiones de ruteo solamente
sobre estaa, No solo eÉo, sino que hay que hacerlo de forma que los dlstlntos
nodos eetén de acuerdo a este respecto, en el sentido de que loe dos extremoe de
una arista decidan exa,ct&merte Io mismo sobre su pertenencla en la eubgráfica.

Esta es una idea poderosa, y el algoritmo de Chávez eú al, [3] para grÁficas
de disco unitario eB un& muestra de que es una, idea factible, La subgrÁfice que
construye tiene muchas propiedades muy lnteresantes, un& de las cuales eB que
dado un número ú ) 2, su peso es a Io más ft t""uu el peso del A¡Uot Generador
de Peso Mfnimo de la grd,fica, La construcción es local, y requiere solamente que
cada vértice conozc& su ú-veclndad (los vértices que Be pueden alcarrzar deede el
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5.3. K.GENERADORES

vértlce saltando ú arlstas o menos),

El proceso es bastante directo. Lo primero que hay que hacer es establecer un
orden total entre las a¡istss de Ia grd,fica de forma que el Arbol de Peso Mfnlmo
eea único. Esto ee lo que permite que los nodos estén de acuerdo en cuales
arista¡ selecciona¡ y cuales no. Una vez hecho esto, cada vértice encuentra su
ú-veclndad y le corretruye un Arbol Generador de Peso Mfnimo. Aquellas arista^s
que pertenezcan al "Érbol local" de cada uno de sus extremos r¡an dentro de Ia
eoluclón, y el resto eon deecartadas.

Tanto el algoritmo como Ia grÁfica son ba^stante lmpreslonantee por su eim-
plicidad y por las propiedades que poseen. Usando este método, con solo anallzar
la 3-vecindad de cada vértice se puede construlr locslmente una ?-aproximación
al A¡bol Generador de Peso Mlnlmo de Ia red. Aunque eB una, buena aproxima-
ción, no nos sirve directamente pa,ra, el problema del ,A¡bol de Steiner, pues pers
poder explota¡ las ldeas de los capftulos anteriores lo que realmente tendrfamos
que hacer eE buscer une msner& de construlr localmente el Arbol Generador de
Peso Mlnlmo de la grÉfica de proúmidad de los vértices terminales, Sin embargo
ideas introducidas por el algorltmo noe serÉn de utilidad en la siguiente sección,

Incluso si resolviéramos este problema, faltarfa moetrar un algoritmo de ruteo
que esegurera una entreg& cerc&n& a la óptlma para cada paquete. Volveremos
a este punto mÁs adelante.

5.3. fu-Generadores

Volviendo al problema de los árboles de Steiner, sea G una grÁfica y ,5 un
conjunto de vértices terminales. Digamos que existe un algoritmo de ruteo que
asegura, que pa,ra, cualquier pareja de vértices puede hacer llegar localmente un
mensaje de uno a otro ueando una ruta cuyo peeo sea a lo mds ft veces el de
la ruta óptima. Al pard.metro ,lu ee le conoce como foctor de estirarnier¿úo. Si un
vértlce de ,9 quletera enviar un mensaje al reeto de loe terminales y conociera
la distancla en G a la que se encuentran, podrfa calcular la grdfica de proxi-
mtdad pa,ra ,9 y encontrarle un Arbol Generador de Peso Mfnimo. Usando esta
información y el algoritmo de ruteo, podrfa lleva¡se a cabo la distribución del
meneaje de forma que la üstancia total recorrida fuera a lo mó¡ 2,t veces la
óptlma, de acuerdo al teorema 3.1.

Deflnición 6.1. Si G es una grdfica y Il una subgrÁfica de G, se dice que .ÉI es
un k-generodor de G ei y solo si contiene a todos sus vértices, y paxe todo par
de vértices u, u

6 ¡ ¡ ( u , u )  <  k . 6 6 ( u , u )

Toda trayectorla mfnlma, en un ,t-generador tiene factor de estiramiento ,t.
En eeta eección eetudiaremoe la construcción local de fr-generadores en redes
móviles.
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5.3.1. Gráflca de Delaunay

Existen muchas dlsciplinas que han Ilegado lndependientem€nte a loe con-
ceptos de Diagrama de Voronoi y Gráfica de Delaunay [1, 13] de un conJunto de
puntos. Estas estructuras estÁn fntimamente relaclonadae y poe€en una rlqueza
de propiedades comparable con pocas otras.

Para un cor¡junto P de puntos en el plano, at Diagmma de Vomnoi es
una partición del plano en regiones convexaa, Cada región es generada por un
elemento p del conJunto y coneiste de todos aquellos puntos del plano que Bon
mÁs cercanoo e p que a cualquler otro elemento.

Figura 5.5: Ejemplo de Diagrama de Voronoi y su dual, Ia GrÁfica de Delaunay.

Deflnlclón 6.2. Sea G una gráfica plana. La grdfica dual de G es una gráfica
que contlene un punto por cada ca¡a de G y una arista entre dos puntos sl y
solo si las cara¡ reepectivee son adyacentes.

La Grdfica de Delaunay se defi.ne como la dual del Dlagrama de Voronoi.
Como a cada región del diagrama corresponde un solo elemento de P, Ia grdfi-
ca de Delaun&y Be puede construir sobre estos puntos de forma que doe son
adyacentes oi y solo el sue regiones de Voronoi respectivas son adyacentes, En
la figura 5.5 se llustr&n ambes estructuras, La gráfica de Delaunay es plana,
conexa, y es fÁcil ver que cuando no hay 4 elementos de P co-circulares todas
BUB ca,raa son triÁngulos, En este caso se puede dar una definición alterna para
la gráfica, que consiste de todoe aquellos trlángulos formados con puntos de P
cuyo circuncfrculo no contenga ningún otro elemento de P,

Obsérvese que la gráfica de Delaunay se define sobre un conjunto de puntos,
no sobre una grÉfica. Keil eú al. [9] demoetra¡on que la grCfica de Delaunay es
un ,t-generador de la gráfica euclideana completa con conJunto de puntos P,
donde fr : #r x 2,42. Esto es, la distancia entre dos vértlces en la gráfica de
Delaunay ee a lo mds ?,42 veces la distancia euclideana entre ellos.

Las propledadee de la grá,fica de Delaunay son excelentes pera usa.rla como
red subyacente en el problema del Arbol de Steiner: el ruteo con bnijula siem-
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5.3. K_GENERADO.RES

pre es posible, sus distancias tienen fa¿tor de estiramiento 2,42 (respecto de Ia
distancia euclideana), y es plana, Io cual simplifica el ruteo. La clave radlca en
poder identifi,car sus aristas localmente.

5.3.2. Construcción Local de un ,h*Generador

La gráfica de Delaunay puede tener a¡istas arbitrariamente largas, por lo
que usando aolamente arietas de una gráfica de disco unitario, cuya Iongitud
a lo mÁs 1, no siempre es posible conÉtrulrla en un conJunto de puntos dado,
En otra¡ palabras, a.l concentrar nuestro estudlo en grdficas de dieco unitario
e6ta,moe eliminando la posibilidad de utilizar Ia teorfa general desarrollada para
la gré"fica de Delaunay.

Se puede definlr una verslón restringida de la grÉfica en la cual se eliminan
todas las aristas con longitud mayor a 1. Li et al. [11] demostraron que la gráfica

de Delaunay restringida de esta m&ner& *u un Srr'-generador de la grd.fica de
disco unltario, y describen un algoritmo para construir localmente una grÁfica
plana que la contiene. Explicaremos su construcción a continuaclón.

Dado un triángulo en Ia grÁfica de disco unltarlo, es posible que los vértices
que lo forman no puedan decidir loc¿lmente el ee trata de una cara de Ia trian-
gulación de Delaunay, Por ejemplo, si el triÁngulo tiene algún C,ngulo interior
muy grande, puede existir un vértlce muy leJano que esté contenido dentro de su
circuncfrculo. Por eeto y dado que queremos un algoritmo local, en vez de cons-
truir la grÉfica de Delaunay restringida mostra,remos como calcular una grÁflca
pareclda que la contlene.

La Grdfica de Delaunay Local (GDL) se define sobre una gráfica de dieco
unitario en base a un parÁmetro ú. Contiene a todas lae arletas de longitud a lo
más I que caigan en alguna de las siguientes categorfas (fi5. 5.6)

1, Aquellas arlstas que Been pa,rte de algrin triá,ngulo Auuru, cuyo circuncfrcu-
lo no contenga en su interior vÉrtlces de la f-veclndad de ?11 'u e ,u).

2. Cualquler arieta ta,l que el cfrculo que la tiene como diá.metro no contenga
en eu interlor otroe vérticee de la grd,fica.

GDL contiene a la grá,fica de Delaunay restringida, por lo que también es
un ,t-generador de Ia grá,fica de disco unitario. Aunque no neceseriamente es
plana cuando ú: 1, tiene una cantidad lineal de aristas y se puede hacer plana
eficientemente preeervando eus propiedadee.

Su construcción es Iocal siguiendo un método parecido al de la aproximación
a MST que presentamos antes, Primero, cada vértice se procura la información
de Ia subgráfica inducida por su ú-vecindad, para la cual construye une gráfica
de Delaunay. Luego prueba cada arista pa,re ver si cae en alguno de los dos casos
mencionadoe, Sus candidatos son enviados a sus vecinos inmediatos, y si eetos
los aceptan también, Ias arista¡ entran a la grÁfi.ca, ei no eon deecartada¡.

Con eeta herramienta podemos proponer el siguiente algoritmo paxe epro
xlmax el Arbol de Steiner en una, grÉfica de disco unitario utilizando solamente
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72 CAPITULO 5. MOrmfILIDAD

(a) Arletas de loe de Delaunay Localee (b) Arlrtar de Gabrlel

Flgura 5.6: (a) Cuando t : 1, las aristas (u,*') y (u,w') no pertenecen a GDL,
pue6 d€ntro del circuncfrculo de L,uuw'hay un nodo en Ia l-vecindad de t¿', Sin
embargo, el trlángulo Luuu ei pertenece a GDL.
(b) Segunda categorfa. Todas Ia¡ llamada¡ aristas de Gobriel pertenecen a GDL.

información local, Suponemos que las coordenada¡ de todoe loe vértices termi-
nales eon conocidas para el vértice que inicia el ruteo. Primero plantearemos el
algoritmo y después discutiremos con mds detalle algunas de sus partes.

1. Si eolo hay un vértice terminal, no hay nada que rutear y el algoritmo
tetmlna.

El vértice inicia^l utiliza Ia información de los vértices termlnalee que conr
ce pa,rfl, construir una gráfica de proximidad a partir de las distancia¡
euclideanas entre ellos,

Calcula el MST de esta gráfica, lo cual Ie indica las eristas que debe seguir
para reallzar el ruteo. Cada una de eeta.s aristas representa un camino de
la gráfica de dleco unltarlo por el cual se debe enviar el mensaje,

Por cada rama del MST que incide en el vértice se envl& un pa,quet€
que lncluya el mensaje y la información de Ios vértices termlnalee que
pertenecen a esa r&m&. De eeta forma el coqjunto de vértices terminales
de destino queda partlcionado entre loe paquetes: Ia información de cada
vértice terminal de destlno He encuentra en uno y solo uno de Ios paquetes
enviados,

Para envia¡ cada paquete se utiüza el ruteo por caraa o algrln algoritmo
simila,r sobre la Gráfica de Delaunay Local.

Una vez que un paquete llega a un vértlce terminal, se convierte en eI
nuevo vértice inicial y se replte el algorltmo con el eubconjunto de vértices
terminales pertinente,
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5,4. OBSERUACIONES FINA¿ES

Los pasos 3 y 4 del algoritmo lmponen un orden en la manera en que los
vérticee termlnales reciben el merrsaje. Aquellos que son incidentes al vértice
inlcial en el MST lo reclben prlmero y eventualmente lo reenvian a los nodos que
faltan. Hacemoe esto para poder explota¡ loe resultados sobre la 2-aproximación
que preeentamoe anteriormente.

Exlste un error sutll pero lmportante €n este algoritmo. En el paso 2 utili-
zamoe la distancia euclideana para construir la grá,fica de proximidad, cuando
Ia distancla que deberfamos utlllzar ee la de la gráfrca de disco unitario sobre
Ia que estamos trabaJando. Sin emba,rgo no tenemos ma,ner& de conocer esta
última distancla sln antee recorrer la grd,fica, o bien sin que eústa algún oráculo
que no6 proporcione esta información. Como queremoe un algoritmo distribui-
do local, debemos evltar estns eltuaclonee, por lo que utilizamos la heurfstica
de tomar Ia distancia euclidean¿ como un& aproximación a Ia distancia en la
grdfica,

En general estas dos distancias no estan relaclonada¡, y no eB dificil construir
un ejemplo de grá,fica de disco unitario en Ia que dos vértlces cuya dlstancia eu-
clideana sea I * e, en la grd,fica estén arbltrarlamente alejados. Esto anula,rfa
nuestros resultados, pues la información que usemos para constnfr la aproxi-
mación al Arbol de Steiner no refleja la situación de los nodos en la grÉfica. Por
ahora ignoraremos este problema, pero regresaremos e el mde adelante.

Experimentalmente, el ruteo con brújula sobre GDL es bastante eficlente,
pues se obtiene en promedio un factor de estirarnlento menor a 2. Por tanto,
usando estas técnicas ps.rs. el problema del Arbol de Steiner en redes móviles
(suponiendo que Bon modelables usando grdficas de disco unltario) la aproxima-
ción esperade que Be obtiene con el algoritmo es 4 veces mÁs pesada que el Arbol
de Steiner real. Este anÁlisis se ba¡a solamente en resultados de experlmentoe,
por lo que no eB un resultado formal. Para esto necesltarfamos un algorltmo que
asegure rutear Iocalmente un mensaJe con un factor de estiramlento fi.Jo, que
hasta ahora no hay,

1.4. Observaciones Finales

La razón por Ia que la distancia en un& gráfica de disco unltarlo puede Ber
mucho meyor que la üstancia euclideana es que loe caminos tlenen que rodear los
"a,gujeros" que se genera,n por la topologfa de Ia grÁfica, Un agujero es realmente
una región cerrada y conexe del plano delimitada por aristas de la grÁfica, y
que no es atravesada en Eu interior por ninguna a,rista, i,e. no hay aristas que
sirvan de puentes pa.ro, lr de un lado aJ otro de la reglón. La finica manera de
rutea,r a travée de un agujero es rodeá,ndolo, lo cua,l incrementa la distancia que
Be recorre en la grdfica, mientras que la distancia euclideana permanece fija,

Para que el algorltmo propuesto en la eecclón anterlor sea de utilidad, nece.
eltamoe alguna condiclón qu€ noe ssegure que ls, dletancia euclideana aproxima
bien a la distancia en Ia gré.fi.ca. Aunque pudlera parecer que esto ee pedir
demasiado, en Ias redes móvlles del mundo real no es un& condlción extraña. In-
tuitivamente, si los nodos de Ia red estÉn distributdoe unlformemente en el plano
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CAPfTULO 5. MOWLIDAD

con un& deneidad euficiente, la probabilidad de que existan agqieros grandes se
ve muy reducida, por lo que en la mayorfa de los casos el comportamiento del
algoritmo será, cercano al óptimo,

Por rlltlmo obsérvese que en este caao el cálculo del Arbol Generador de
Peso Mfnlmo de la grdfica de proximidad solo nos sirve para orientarnos hacia
Ia manera en que convlene cemenz&r el ruteo. El ruteo mismo sobre la gráfica
de disco unitarlo se puede hacer de muchss maneros, incluso quizd, explotando
Ia heurfstica del coqJunto fundamental, de forma que el en el proceso de ruteo
el algoritmo se da cuenta que le conviene dlvldtr el paquete aun cuando no se
encuentre en un vértice terminal, lo pueda hacer. Valdrfa la pena estudiar un
poco mas a fondo esto como una poslble optlmización.
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Capítulo 6

Conclusiones

Dado que el problema general del Arbol de Steiner es NP-completo, ee muy
probable que lo meJor que podamos hacer para atacarlo es encontrar una buena
aproximación.

La idea fundamental que utlllza,mos en nuestras aproximaciones es la de cal-
cular el Arbol Generador de Peso Mfnimo de una gráhca relaclonada, la gráfica
de proxlmidad, que es constrúda con información de lae dietancias entre Ios
vértices de la gráfica original, Esta idea permite encontrox una Z-aproximación
eencilla que en Ia prdctica funciona ba¡tante bien, y que en la teorfa resulta dificil
de mejorar. Aun a¡f eústen otros algoritmos mas compleJoe para loe cualee se
puede probar una mejor aproximación, La ventaja de la 2-aproxlmación radica
en que eB una, composición de otros algoritmos muy estudlados, Io cual permite
escalar con relativa factlldad sue reeultados a algoritmos de ruteo distribuldo.

La relaclón profunda que existe entre los Arboles de Steiner y los Arboles
Generadoree de Peeo Mfnlmo nos permite entender con mayor claridad Ia m+
ner& en que esta aproxlmaclón funciona. En particular hemos obeervado que sl
Iogramos ldentifica¡ loe posibles vértices de ramificación del Arbol de Stelner al
construlr la aproximación, los resultados que obtendremos serán meJoree. Este
resultado eirve como inspiración para diseñar heurfsticas que meJoran el compor,
tamlento del algorltmor y se puede resumir de Ia siguiente m&nera: ei podemos
estar seguros que un vértice neterminal es un vértice de ramificaclón del Arbol
de Steiner que buecamos, lo que obtengamos al añadirlo al coqjunto de vértlcee
termin¿les y construir la 2-aproximación será, maa cerc&no al Arbol de Stelner
real. En este sentido, un resultado teórico Intereeante eerfa una heurfstica efi-
ciente para la cual se haya probado que slempre mejora la aproximación en el
peor ca^Eo.

El paradigma de ruteo local apenas comienza a eetudlaree, pero ye ha arro-
jado algunos resultados impreslonantee, de loe cuales los que presentamos en el
capftulo anterior son solo una muestra. En eeta área falta encontrar un algoritmo
que a,segure un factor de estiramiento constante bajo para rutea,r loca,lmente un
mensaje entre cualquier pa,reja de vértices, lo cual eerla una herramienta muy
útll para muchos otros algoritmos. Por Io pronto una buena m&nera, de resolver
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CAPfTULO 6. CONCLUSIONES

este problema ee utilizando algorltmos de ruteo locales (como el ruteo con bnf,ju-
Ia) sobre una subgráfic& que tenga propiedades ritiles, y que también se pueda
construir de forma local. En las grÁficas de disco unitario, el ruteo con brÍtrjula
sobre un ,t*generador como la Gráfica de Delaunay Local funciona bastante bien
en la prd.ctica.

Cuando podemos determinar estd,ticamente (i.e. sin la ayuda de otros nodos)
Ia distancia aproximada a la que se encuentran los nodos termlnales en un&
grÁfica de disco unitario, podemos aplica,r todas estss ideae para obtener une
buena aproximación al Arbol de Steiner con métodos puramente localee.

Alternativamente, una pregunta abierta es la de el exiete algún algorltmo
que pueda identifica¡ Iocalmente las arietas de una aproxlmación al Arbol de
Steiner y eobre eeta€ rea.llzar el ruteo. Este acercamiento es distinto al que
tomamos nosotroe, y quizó se podrfan utilizar las mismas técnica¡ que hay para
Ia con¡trucclón local de otras grÁficas, De lograrse, probablemente se eliminarfa
el uso de los k-generadores, e incluso posiblemente la necesidad de aproúmar la
dlstancla entre los vértices terminales,

Para el caso de Ias redes que se pueden modela¡ uÉa,ndo géficas de dlsco
unitario, habrfa que buscar algoritmos que trataran de minimizar la distancia
topológica (en saltos) entre sus vértices, per& que el mensaje ruteado Be& reen-
viado eI menor número de veces posible, lo cual puede ser mas importante que
mlnlmlzar la dlstancia total recorrida, El problema principal que Be presenta al
cambiar la función de distancia dentro de la gráfica es que no la podamos a,pro-
ximar estÁticamente pa,ra construir una grÁfica de proximidad fiable. Por esto,
el caso general para distancias a¡bitrarias sigue siendo un problema abierto.
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Apéndice A

Definiciones Básicas de
Teoría de Gráficas

A continuación se presentan algunas definiciones de conceptos que utilizamos
en la obra. Para una discusión md¡ avanzada de este material se recomienda
consulta¡ la bibliograffa proporcionada,

Deflnlclón 4.1. Sea V un conJunto cualqulera y B un conJunto de pa,rejae de
elementos de V. Declmoo que G : (V,B) ee una grd,fica, cuyoa uértices y aristas
son los elementos de V y E, respectivamente. Si y - 

@ eB un& e¡ista de la
grÁfica, declmos que u incide en loe vértlcee ff y U.

Deflnición 4.2. El grado de un vértice en una, grá,fica se define como el número
de veces que las a¡letas de la grd,fica inclden en el.

Conceptualmente representamos a Ioe vértices de la gráfica como puntos en
un plano y a Ias a¡istas como lfneas que Ios unen por parejas, Esta visuelización
eB muy útil y ampliamente utilizada,

Cuando los elementoe de ,E eon pareJas ordenadas decimoe que la grdfica
ea dirigid,a, lo cual represents,mos mediante flecha¡ en veu de lfneas. Si no son
parejas ordenadas entonces declmoe que la grÁ.fica es no-dirigid.a. A menos que
indlquemoe lo contrario se deberó a¡umlr que las gráficoe que utlllzamoe Eon
no-dlrtgldae.

Deflnlclón A.3. Sea G : (V,,8) una grÁfica. Declmos que G' : (V',E/) ee
una subgrdfica de G cuando Vt CV y E' C -E. SI además se tiene que V/ : V
entonces decimos que G' es generadora de G.

Las subgrÁficas nos dan información parcial de Ia grd"fica. A vecee eeta ln-
formación es lo únlco que nos lntereea de la gráfica, por lo que une eubgráfica
eB una m&ner& maÉ compatrta de declr que une gráfica tiene alguna propledad.
Es el caso de las subgrá.ficas generadoras, que nos dlcen todoe los vérticee que
pertenecen a Ia grÉfica,
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Deflnlclón A.4. Seafl G : (V,B) una grd,fica y {uo, ur, . .. ,un} C V tales que
cada arlsta de la forma W esté en E para 0 < i < r¿. Entonces decimos que
P : (ro, uLt...tu*) ee un carnino en la grd,fica G cuya longitud es n-

AI vértice zs se le llama uCr'úice inicial del camlno y L un uértice final.

Los caminos se visualizan como sucesiones de aristas en la gráfi.ca, que Be
pueden recorrer yendo de un vértice a otro en orden, Los vértices de un camino
estÉn conectados por el camlno. La longttud es el número de a¡ists,s que el
camino recorre.

Deflnición A.6. Decimos que una grÁfica es conera cuando para cualquier
pa,reja de sus vértices existe algrln camino que Ios conecta, Si no es el caso
declmos que la gráfica ea disconeta. Las componentes coneras de una grÁfica
son BuB subgrdficas conexaa maximales.

Cuando una grdfica ee disconexa, 6u representaclón en el plano estÁ compue-
ta de varios fragmentos. Cada fragmento es conexo pero no hay arlstas entre
fragmentos. Eetoe fragmentos son las componentes conexa,s,

Deflnlclón 4.6. Una trayectoria es un camlno que no replte vértices.

Deflnlclón 4.7. Un ciclo ea un camino en donde el vértlce tnlctal ee el mismo
que el vértice final y ningún otro vértice se replte.

Deflnición A.8. La distancia entre dos vértices se define como el mfnimo de
lae longltudes de los caminos que conectan a üchos vértices. Si no hay ntngrln
camlno que los conecte, la distancia entre dos vértices queda indefinida y en
ocaslonee É€ repreeenta por el sfmbolo m.

Podemos asignar peso e la¡ aristas de una grdfica. Es decir, definimoe una
función u, que a cada arlsta le a¡ocie un número, y añadimos esta función a la
definlción de la gráfica, de forma que G : (V, E,rr.r). Las gráficas "$ln p€so" Hon
realmente un caao especial en el que el peso de todas las arletss es 1. Asf pues,
se puede redefinir la longitud de un camlno como Ia euma de lon pesos de eus
a,rietas, y la definición de distancia se mantiene, pero ahora usando este nuevo
concepto de longitud. Como un abuso de notación, nos referimos al peso de una
grÁfica como la euma de los pesos de sus aristas,

Ee eenclllo darse cuenta que cuando los pesos de las arietss son todos po-
sitivos, el camlno cuya longltud corresponde a la distancia entre dos vértices
es realmente una trayectoria, por Io que en eete caao se pueden utiliza¡ ambos
conceptos de forma intercambiable.

Deflnlción A.0. Un ó,rbol es una grÉfica conex& sin ciclos.

Finalmente, juntando varloe de eetos conceptos, nos referimos a un drbol
generador de peso mtnimo de una gré,fica G : (V,-8, tu) como una subgrd.fica
generadora de G, conexa, sln clcloe y que eB mfnima en peso respecto a ur,
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