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Introduccién

Los problemas de ruteo se encuentran entre los mAs estudiados en la ac-
tualidad. Sus aplicaciones son variadas, pero la principal razén para su apogeo
se encuentra en el fuerte impulso que se le ha dado a la tecnologfa que hay
detrés de las comunicaciones modernss. Contamos con redes de comunicacién
de muchos tipos, que se conectan con dispositivos muy variados: teléfonos fijos,
celulares, televisiones, computadoras personales, satélites y demés, conectados
a través de cables de cobre, ondas de radio, fibra éptice, etc. Cada tecnologfa
con su propia idiosincracia.

Esta riqueza de elementos y técnicas se ve reflejada en la variedad de pro-
blemas propuestos y la genialidad de algunas de sus soluciones. Aun asf, el
problema subyacente, bédsico, que define los problemas de ruteo, consiste en en-
contrar la mejor manera en que se puede llevar un paquete de un lugar a otro,
economizando los recursos disponibles.

Por ejemplo, si estamos en algin lugar de una ciudad y queremos ir mane-
jando a otro, buscaremos de entre las rutas posibles aquella que nos tome menos
tiempo. Este es un problema de ruteo.

Algo un poco m4s complicado es cuando se tienen miiltiples fuentes o multi-
ples destinos. Extendiendo el ejemplo anterior, si tenemos que pasar a recoger a
varios amigos en distintos puntos de la ciudadd no solo tenemos que encontrar la
ruta que nos ahorre mas tiempo, sino que mientras nosotros viajamos nuestros
amigos pueden caminar un poco para encontrarse en algin punto intermedio.
Esto reducirfa el nimero de paradas que hay que realizar y posiblemente el tiem-
po total del recorrido. Como se puede observar, calcular una solucién dptlma
se vuelve una tarea mas dificil. En este trabajo nos enfocaremos principalmente
en este segundo tipo de problema de ruteo.

Utilizaremos herramientas de la Teorfa de Gréficas, Geometria Computacio-
nal y Teoria de la Complejidad para nuestro estudio. Se recomienda que el lector
tenga un conocimiento al menos general de estas tres disciplinas, para lo cual lo
referiremos a textos introductorios en cada drea. Como minimo, es esencial un
conocimiento bésico de Andlisis de Algoritmos y las definiciones principales de
Teorfa de Graficas.
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Distribucic'm_ del resto de la obra

Lo primero que haremos es establecer claramente el problema que nos intere-
se estudiar: la construccién de Arboles de Steiner. Nuestra principal herramienta
para esto es la teorfa de gréficas, que nos permitird establecer algunas propieda-
des bésicas de este objeto. Hecho esto propondremos un algoritmo que busque la
solucién al problema. El capftulo 1 trata estos temas y concluye con un primer
andlisis del algoritmo, donde mostraremos que falla en cumplir su objetivo.

En el capftulo 2 haremos un estudio sobre la dificultad intrinseca al tratar
de resolver el problema del Arbol de Steiner. En particular probaremos que el
problema es NP-completo. Como consecuencia de este resultado nuestra mejor
opcidn serd buscar una maners de aproximar la solucién.

Con esta informacién, en el capftulo 3 regresaremos a estudiar el algoritmo
propuesto iniclalmente, pero ahora con el enfoque de descubrir si la gréfica
que construye es una aproximacién. Para esto lo replantearemos a través de
su relacién con el problema del Arbol Generador de Peso Mfnimo. También
estudiaremos algunas otras propiedades més avanzadas de los drboles de Steiner,
mediante las cuales plantearemos algunas heurfsticas ttiles.

Como fruto de este estudio obtendremos un mecanimo para construir una 2-
aproximacién al drbol, as{ como algunas herramientas para generar una solucién
exacta en algunos casos especlales.

Luego, en el capitulo 4 realizaremos el andlisis de complejidad de los algo-
ritmos y técnicas que desarrollamos antes. Aquf haremos amplio uso de varios
resultados de Geometr{a Computacional.

Una vez establecidos estos resultedos introduciremos la complefidad de tra-
bajar sobre redes méviles. En el capftulo 5 haremos una introduccién a los
algoritmos que tienen que trabajar sobre este tipo de redes. Mostraremos al-
gunos ejemplos importantes y describiremos cémo se pueden adaptar nuestros
resultados para ser usados en este ambiente, donde el ruteo se hace de forma
distribuida y local. Nuestra principal herramienta serd la construccién de un
k-generador, que es una subgrifica que aproxima las distancias entre vértices en
la gréfica original.

Finalmente en el capitulo 6 hablaremos, a manera de conclusién, sobre los
resultados del trabajo y algunos problemas abiertos que se pueden seguir ata-
cando.



Capitulo 1

Conectar Nodos
Eficientemente

En este capitulo definimos el problema que vamos a tratar durante el resto
de la obra. En la primera seccién presentamos un ejemplo ilustrativo, as{ como
una definicién matemética formal.

En la segunda seccién se muestran algunas observaciones preliminares. El
objetivo es construir cierta intuicién que sirva para entender mejor los resultados
mas avanzados.

Luego, en la tercera seccldn, utilizamos la experiencia de la Geometr{a Compu-
tacional con otros problemas similares para plantear un algoritmo que busca la
golucion. El algoritmo que obtendremos resultard encontrar solamente aproxi-
mactones, lo cual mostraremos en capitulos posteriores. Por lo pronto en la
secclén cuatro daremos un ejemplo que ilustra como el algoritmo falla. Aun asf,
estas aproximaclones nos seran de utilidad.

1.1. Definicién del Problema

Supongamos que un grupo de personas neceslta comunicarse mutuamente
en un momento determinado, por ejemplo, para realizar una videoconferencia,
y que no se encuentran todos en el mismo lugar. Si tienen las herramientas
electrénicas apropladas, pueden conectarse todos a una red y llevar a cabo su
comunicacién por ese medio. Debemos tratar de usar la menor cantided de re-
cursos que sea posible, pero permitiendo que se puedan intercambiar mensajes
entre ellos. La idea es no cargar innecesariamente de trabajo a otres compu-
tadoras, por eso mientras menos recursos de la red usemos, mejor.

La solucién a este problema es nuestro objeto de estudio.

7
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Formalizando Conceptos

En el apéndice A damos todas las definiciones necesarias para los conceptos
de teor{a de graficas que usaremos a continuacién, Consiste en una mers intro-
duccién al tema, por lo que para un tratamiento mas profundo se recomienda
revisar [7, 5).

La mejor manere. de modelar una red es usando graficas. Cada vértice re-
presenta un objeto en la red y trazamos una arista entre dos vértices si existe
una comunicacién directa entre ellos.

En otras palabras, el problema se puede plantear de la siguiente manera: dada
una gréfica conexa G = (V, E) y un subconjunto S C V de vértices terminales,
encontrar una subgrafica conexa de GG con el menor nimero de vértices posible,
que contenga a todos los elementos de S.

Cuando la subgrafica minimiza también el niimero de aristas se le conoce en
la literatura como drbol de Steiner, por razones que veremos més adelante.

Figura 1.1: Una gréfica con vértices terminales marcados, y una posible solucién.

En la figura 1.1 se muestra una gréafica con los vértices terminales pintados
con blanco y la solucién al problema para este caso. De aquf en adelante haremos
esta convencién con los colores en las figuras, pintando de negro a los vértices
no-terminales,

1.2. Propiedades de la Solucion

Para comenzar nuestro estudio, son necesarias algunas definiciones bésicas.
Las hojas de un érbol son los vértices de grado 1 y el resto son vértices interiores.
De estos ltimos, a aquellos que tengan grado superior a 2 les llamaremos vértices
de ramificacién. La figura 1.2 ejemplifica todos estos conceptos.

En lo que sigue, G = (V, E) ser4 una gréfica, $ un subconjunto de V', y u, v
dos elementos cualesquiera de V.

Deflnicién 1.1. La distancia entre u y v est4 dada por el minimo de las longi-
tudes de los caminos entre estos vértices, y la denotamos por dg(u,v). Haciendo
un abuso de notacién, indicamos de la misma manera la distancie entre un
vértice y un conjunto de vértices, es decir

3 (u, 8) = min{ba(u, s)[s € S5}
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vértices e
interiores ™ ",

vértices de
ramificacién

Figura 1.2: Un édrbol y sus distintas partes.

Sino existe ninguna trayectoria entre u y v, la distancia entre ellos no est4 de-
finida. Esto lo denotamos como é¢(u,v) = co.

Cuando sea claro por el contexto la grifica sobre la que se estd trabajando,
omitiremos el subindice. Esta distancia indica el mfnimo niimero de saltos de
aristas que hay que hacer para ir de un vértice a otro.

Definicién 1.2. Sea k € N. La k-vecindad de v, denotada Ni(v), son todos
aquellos vértices de la gréifica que se encuentran a distancia a lo més k de v. En
sfmbolos,

Ni(v) = {z € V|é(v,x) < k}

1.2.1. Estructura de un Arbol de Steiner

Hay que observar que al resolver el problema es posible que algunas solu-
clones contengan ciclos, pues no se estd minimizando la. cantidad de aristas. En
la figura 1.3 se muestra un ejemplo de esto. La grifica completa cumple les
condiciones de la solucién para el conjunto de vértices terminales y sin embargo
contiene un ciclo.

Si se tiene una grafica conexa con ciclos, es posible encontrarle un 4rbol
generador mediante un procedimiento sencillo: si existe algin ciclo, le quitamos
una de sus arlstas para romperlo y repetimos este proceso hasta que se eliminen
todos los ciclos. Este método mantiene la conexidad de la gréfica original.

Por simplicidad, y dado que el método anterior es sencillo y siempre se puede
aplicar, de aquf en adelante daremos por hecho que la solucién al problema es
un drbol, es decir que minimiza también la cantidad de aristas. Pueden existir
varios drboles de Steiner para S en G, pero todos tienen el mismo nidmero de
vértices.
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Figura 1.3: La gréfica buscada puede tener ciclos.

Observacién 1.1. Todas las hojas en un arbol de Steiner son elementos de 5.

Esto se sigue del hecho de que si un vértice no-terminal fuera hoja del 4rbol,
lo podrfamos podar. El resultado seria otro 4rbol que, ademés de contener a S,
usarf{a menos vértices de G, lo cual serfa una contradiccién para la minimalidad
del drbol de Steiner.

Observacién 1.2. Sea s una hoja del 4rbol de Steiner y R el conjunto de
vértices de ramificacién del mismo. Si z es el elemento de U R més cercano a
s en el 4rbol, con z 5 s, entonces debe cumplirse que

T € N(y,5\{s})(8)

Todos los vértices entre s y z son necesariamente de grado dos, o de lo
contrario serfan hojas o vértices de ramificacién, por lo que una forma de inter-
pretar esto es mirar a z como el punto donde s se conecta con el resto del drbol.
Con este enfoque, el resultado nos dice que tal punto de conexién debe estar
relativamente cerca. Tiene que encontrarse a lo més tan lejos como el vértice
terminal més cercano a & que no sea 8 mismo.

Si no fuera as{ y z estuviera mas lejos, se podria cambiar en el drbol la
trayectoria de s a £ por otra més corta que también conecte a $ con los demés
vértices terminales, lo cual resultar{a en un drbol mas pequetio. Esto no puede
ocurrir, debido a la definicién del drbol de Steiner.

Observacién 1.3. Sea s una hoja del drbol de Steiner, y x el vértice adyacente
8 8. Obsérvese que si se poda s del 4rbol, entonces lo que queda es también un
drbol de Steiner, pero para el conjunto de vértices (S \ {s}) U {z} en G.

De lo contrario, habrfa un 4rbol més pequeflo que contiene a (S \ {s}) y &
z. Pegéndole otra vez s, se obtendr{a un Arbol para § més pequeiio que el drbol
de Steiner original.

Las dos ltimas propiedades nos dicen mucho de la forma de los drboles de
Steiner. Por ejemplo, que al buscar la soluclén, los vértices terminales tratan de
conectarse entre si lo més rdpido que pueden; que sl se tienen muchos elementos
de S muy cerca unos de otros, es probable que se generen varlos vértices de
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ramificacién en el Arbol en esa zona; que en general no puede haber muchas
rameas muy largas, sino que se da preferencia a las ramas cortas.

La dltima propiedad también sugiere que si conociéramos algunos de los
puntos de ramificacién de antemano y pudiéramos encontrar de alguna manera
un érbol de Steiner para ellos, quizé podrfamos extenderlo a un Arbol de Steiner
para S.

Todas estas ideas son muy intuitivas. Mds adelante formalizaremos algunas
de ellas.

1.3. Un Algoritmo Codicioso

Las observaciones de la seccién anterior sugleren que busquemos algo pare-
cido a un 4rbol generador de peso minimo, pero restringido de alguna manera
solo a los vértices terminales.

La relacién entre los dos tipos de Arbol no es muy clara, ya que en general
un arbol de Steiner no contiene a todos los puntos de la gréfica. Sin embargo,
le. experiencia de la Geometrfa Computacional en este tipo de problema nos
ha ensefiado que suele ser una buena opcién intentar desarrollar un algoritmo
codicioso. La idea es ir construyendo el Arbol poco a poco, en cada paso eligiendo
la pieza que, al afiadirla, nos acerque lo més posible a la meta final (de aquf viene
el nombre que se le da a este tipo de algoritmos). El problema con este enfoque
es que al hacer esto existe el riesgo de que cerremos las puertas a la solucién
real: no siempre la solucién que parece la mejor a corto plazo lo sigue siendo a
lergo plazo.

Aun asf, muchos de los algoritmos que encuentran Arboles generadores de
peso minimo trabajan (y funcionan) usando esta técnica codiclosa. Las ideas
detrds de ellos son lo que motivan el algoritmo que describimos a continuacién.
Por ahora nos limitamos a describirlo; en capftulos posterlores estudiaremos
formalmente sus propiedades.

Lo que haremos serd fijarnos en las distancias en G que hay entre parejas
de elementos de S, conectar a los dos que estén més cerca uno del otro, luego
a los dos siguientes que estén més cerca (cuidando de no introducir ciclos), y
as{ sucesivamente hasta que todas las parejas de vértices hayan sldo consldera-
das. Originalmente, todos los vértices terminales estdn separados. Cada vez que
conectamos dos el nimero de fragmentos disminuye. Eventualmente quedaré un
solo fragmento, i.e. una gréfica conexa. Como cuidamos de no introducir ciclos
a cada paso, dicha grafica debe ser un 4rbol.

Msés formalmente, el algoritmo codicioso recibe una grafica conexa G =
(V, E), y un subconjunto S C V. Sigue los pasos siguientes, en orden:

1. Pare cada pareja de vértices u,v & S encontrar §(u,v) y una trayectoria
de esa longitud entre ellos.

2. Ordenar la lista de trayectorias, de las més cortas a las mds largas. Ini-
clalizar la solucién parclal H como una grifica que contlene solo a los
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elementos de S y ninguna arista. Hasta ahora, todos los vértices termina-
les estén desconectados en H.

3. Tomar de la lista de trayectorlas la més corta. Si los dos extremos de
la trayectoria todavia estdn en componentes conexas distintas en H, la
afiadimos a la solucién parcial. Si no, solamente la descartamos.

4. S8i quede més de una componente conexa en 5, repetimos desde el paso 3,
si no ya terminamos.

El algoritmo es claro y bastante simple. Si lo analizamos con cuidado pode-
mos ver que estamos construyendo una gréfica conexa (no paramos hasta que
quede solo una componente conexa) y sigue nuestra intuicién al conectar a los
vértices terminales mds cercanos primero.

1.4. Problemas del Enfoque Codicioso

Hay dos razones por las que la gréfica obtenida por el algoritmo de la sececién
anterior no necesariamente es un drbol de Steiner.

Primero, lo que el algoritmo termina construyendo no es necesariamente un
drbol, pues no se eliminan todos los ciclos. Para ver por qué, analfcese lo que
pasarfa si ejecutiramos el algoritmo en la gréafica de la figura 1.4. El problema
surge debldo a que algunas de las trayectorias que tomamos entre los vértices
terminales pueden tener vértices interiores o aristas en comin. Al juntar las
trayectorias, es probable que algunas formen ciclos entre sl. El algoritmo no
controla esto.

a b

Figura 1.4: Al ejecutar el algoritmo codicioso sobre esta gréifica, el ciclo puede
no ser eliminado. Por ejemplo, podria ser que se eligieran las trayectorias a ~ b,
b~ ¢ya~ d Esta serfa una eleccién vélida, pero no se eliminarfa ninguna
arista.

Para resolver este problema podemos procesar la gréafica que devuelve el
algoritmo cuando termina, con el objetivo de eliminar los ciclos que pueda tener.
Una menera de hacerlo es encontrarle un drbol generador, usando alguno de
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los algoritmos de recorrido de gréficas, por ejemplo BFS. Describiremos mas
ampliamente este algoritmo en el capftulo 4.

El segundo problema es més serio. En general, no podemos ni siquiera extraer
el drbol de Steiner de la grafica que construye el algoritmo codicloso. Considérese
la grafica de la figura 1.5. Cada pareja de vértices blancos estd a distancia 3,
como se puede comprobar muy facilmente a mano. 8i tomamos 3 trayectorias
de esa longitud, de forma que todos los vértices terminales queden conectados,
habremos hecho lo que dice el algoritmo codicioso; dicha subgréfica contiene 10
vértices en total.

AN

(a) Gréflea Original

(b) Resultado del Algoritmo (¢) Arbol de Steiner
Figura 1.5: Una gréfica en la que el algorltmo codlcioso falla.

Sin embargo, el Arbol de Steiner para este grafica no contiene ninguna de esas
aristas, sino que estd formado de las trayectorias que van del vértice ¢ a cada
uno de los vértices terminales. Cada una de estas trayectorias tiene un vértice
no-terminal distinto de ¢, y como son necesarias las 4 trayectorias, en total hay
9 vértices en este 4rbol. 5i se juega un poco con la grafica, es fAcil convencerse
que éste es ol arbol més pequeilo que contiene a todos los terminales. Por lo
tanto es el drbol de Steiner.

La subgréfica que obtiene el algoritmo no solo estd mal por tener mds vérti-
ces que el drbol de Steiner, sino que en este caso las dos gréficas ni siquiera
comparten una sola. arista.

Una pregunte muy natural en este momento es, qué tanto se puede alejar
del 4rbol de Steiner el algoritmo codicioso? Para este ejemplo en particular no
fue mucho, pues la gréfica encontrada por el algoritmo contlene solo 1 vértice
més que el drbol de Steiner, pero no estd claro lo que pasa en el caso general.

El ejemplo sirve para darnos cuenta por qué falla el algoritmo. Se trata



14 CAPITULO 1. CONECTAR NODOS EFICIENTEMENTE

precisamente de su lado codicioso, que lo hace tomar la trayectoria mas corta
primero, cuando si tomara una un poco més larga podria de alguna manera
acercar a varios otros vértices al mlsmo tiempo.

La construccién de la gréfica anterior se puede generalizar de la sigulente ma-
nera: tomamos n vértices blancos y trazamos entre cada pareja una trayectoria
con 1 vértice negro nuevo, luego agregamos otro vértice negro sl que llamamos
¢, y de éste ponemos una arista a cada vértice blanco. Los vértices blancos son
los terminales, y se encuentran a distancia 2 unos de otros. Es perfectamente
posible que el algoritmo escoja solo trayectorias que no pasan por ¢ para conec-
tarlos. Similarmente a como ocurrié antes, el 4rbol de Steiner consiste solamente
del vértice ¢, y las aristas entre éste y los vértices blancos.

De las trayectorias que no pasan por ¢, se necesitan exactamente n — 1 para
conectar los n vértices terminales, luego el algoritmo podria darnos una gréfica
con 2n — 1 vértices (n terminales y n — 1 no-terminales), mientras que el érbol
de Steiner tlene n + 1 vértices. Una observacién interesante es que la fraccién

2n—-1

<2
n+1

tiende a 2 cuando n crece. Es decir, que al menos para este tipo de gréfica, el
algoritmo codicioso construye una subgréfica con un poco menos del doble de
vértices que el drbol de Steiner en el peor caso.

Dado que nuestro primer algoritmo falld, podrfamos tratar de corregirlo
o proponer otro. Sin embargo, en el siguiente capftulo mostraremos que este
problema es muy diffcil de resolver, quizd incluso imposible. En ese caso, lo
mejor que podemos hacer es buscar una buena aproximacién al 4rbol de Steiner.



Capitulo 2

Problemas NP-Completos

En este capftulo estudiaremos las dificultades primordiales al tratar de re-
solver el problema del Arbol de Steiner.

En el capftulo 3 trataremos a fondo la relaclén profunda que existe entre
este problema, y el de buscar el Arbol Generador de Peso Mfnimo de una grafica.
El hecho de que el algoritmo codicioso del capftulo 1 haya fallado, atn cuando
sabemos que el mismo tipo de algoritmo funciona tan bien para encontrar drboles
de peso minimo, nos lleva a pensar que encontrar el drbol de Steiner es un
problema mucho més dificil de resolver. Es decir, se trate de un problema NP-
completo.

En la primera seccién hablaremos un poco sobre la teorfa de la complejidad
y sobre los problemas NP-completos en general.

En la segunda definiremos formalmente el problema del Arbol de Steiner y
mostraremos que es NP-completo.

Concluiremos el capftulo en la tercera seccién, hablando un poco mas de
los Arboles de Steiner, las principales variantes del problema y su relacién con
nuestro estudio. .

Pera una exposicién més detallada de los conceptos de complejidad introdu-
cidos en este capftulo, se recomienda revisar [4]. Los conceptos de algoritmos no
deterministas, reducciones y NP-completez pueden ser dificiles de entender en
un principio, por lo que se recomienda [6] como libro de referencia bésica para
estos temas.

2.1. Introduccién a la Complejidad

Los algoritmos se pueden clasificar de acuerdo al tiempo que tardan en termi-
nar de ejecutarse, En este caso, la unidad de tiempo que se utillza por lo general
no son segundos, sino que se cuente el nimero de operaciones elementales que
el algoritmo debe realizar antes de finalizar.

Lo que esta clasificacién nos da es una relacién entre el tamanio de la entrada
del algoritmo y la complejidad del célculo de la respuesta. Asi, por ejemplo, po-

15
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demos tener un algoritmo que necesite realizar un méximo de 20n? operaciones
elementales antes de poder regresar ordenado un conjunto de n nimeros.

Dado que ejecutar una operacién en dos méquinas diferentes por lo general
toma tiempos diferentes, en general no nos preocupamos de clasificar los algorit-
mos con tanta exactitud. Simplemente decimos que el algoritmo anterior tarda a
lo méds tiempo cuadrético en el peor caso. Esto lo escribimos asf: la complejidad
del algoritmo enterior es O(n?).

Es muy posible que no todas las entradas del mismo tamafio se lleven el
mismo tiempo en ser procesadas. El fijarnos en el peor caso nos permite saber
qué es lo menos que podemos esperar del algoritmo y en base a esto hacer un
andlisis mas seguro.

Otra razdén por la que eliminamos las constantes al hacer la clasificacién es
que lo que queremos es darnos una idea de qué tan rdpido aumenta la comple-
jidad del algoritmo respecto al tamaiio de su entrada. Aunque la constante que
queda oculta puede ser muy grande, eventualmente el término variable es el que
va a marcar la velocidad de crecimiento.

Entonces, al decir que un algoritmo tiene complejided O(f(n)), lo que que-
remos decir es que conforme crece la entrada del algoritmo, el tiempo que este
toma en terminar crece a lo més tan rdpido como la funcién f(n), salvo quizd por
algunas constantes.

Debido a las limitantes flsicas de las computadoras, los nicos algoritmos
que son realmente iitiles en la. practica son aquellos cuya complejidad se puede
especificar con una funcién polinomial. Es decir, aquellos que en la clasificacién
anterior pertenecen a O(n*) para algun ntimero natural k. Aquellas funciones
que no se pueden acotar por alguna funcién polinomial, por ejemplo las expo-
nenciales, simplemente crecen demasiado rdpido como para ser iitiles salvo con
entradas muy pequefias.

Para ejemplificar esto, supongamos que tenemos otro algoritmo para ordenar
numeros que trabaje de la siguiente manera: genera todas las posibles permu-
taciones del conjunto de nlimeros y las va analizando hasta encontrar una que
haya quedado ordenada. Para n niimeros hay n! permutaciones distintas, y en el
peor caso se tienen que considerar todas. Incluso suponiendo que al implemen-
tar este algoritmo se pueden mantener las constantes muy bajas, por ejemplo
que en total se tuvieran que hacer -11(1)-'5 operaciones elementales, para ordenar 10
nimeros ge tendrfen que realizar hasta 36288 operaciones. Compérese esto con
el algoritmo anterior, que necesitar{a solamente 2000 operaciones elementales
en el peor caso. La funcién factorial no se puede acotar con ninguna funcién
polinomial.

2.1.1. Py NP

Aquellos problemes para los que podamos encontrar un algoritmo que los
resuelva en tiempo polinomiel, los ubicaremos en una clase a la que llamamos
P. Estos son los problemas que, en la practica, podemos esperar resolver en un
tiempo razonable,
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Similarmente, existe otra clase de problemas llamada NP!. En esta clase
ubicamos a los problemas para los cuales podemos encontrar un algoritmo no-
determinista que los resuelva en tiempo polinomial. Dado que las computadoras
actuales son todas deterministas, este tipo de algoritmos no siempre son ttiles
para resolver problemas reales. Sin embargo, la importancia de esta clase no es
solo tedrica, pues a veces la podemos usar para darnos una idea de cudndo un
problema puede ser muy costoso de resolver (en tiempo, principalmente).

Como los algoritmos deterministas también se pueden catalogar como no-
deterministas, es muy claro que P C NP (ver figura 2.1). Una de las pregun-
tas mds famosas en matemdticas es si la contencién se da en el otro sentido,
es declr, sl P = NP. Hasta ahora no se ha encontrado una respuesta a esta
pregunta, pero clertamente se han realizado muchos esfuerzos por contestarla.
Como consecuencia, se ha dado un gran impulso al desarrollo de la Teorfa de la
Complejidad.

NP

Figura 2.1: Las clases de complejidad P y NP no son opuestas, como a veces
se cree. P C NP. | Serd cierto que P = NP?

Un concepto muy importante que se ha creado a rafz de esto es el de los
problemas NP-completos. Los problemas de este tipo tienen la sorprendente
propiedad de que si alguien encuentra un elgoritmo determinista de tiempo
polinomial que resuelva alguno de ellos, cualquier otro problems de NP se
puede resolver en tiempo polinomial a partir de dicho algoritmo. Encontrar
un algoritmo asf implicarfa inmediatamente que NP C P y que por lo tanto
ambas clases de complejidad son realmente la misma.

Si se demuestra que un problema es N P-completo, es muy probable que sea
imposible solucionarlo eficientemente en la préactica. La razén es que mostrar que
un problema N P-completo estd en P, significar{a responder afirmativamente el
acertijo més grande de la Teor{a de la Complejidad, el cual ha mostrado no ser
facil de resolver.

Ademés, si resultara ser que las dos clases son distintas, se seguirfa como
resultado que ningun problema N P-completo estd en P,

1El nombre viene del inglés: Non-deterministic Polinomial.



18 CAPITULO 2. PROBLEMAS NP-COMPLETOS

2.1.2. Reducciones

Las reducciones son una herramienta muy importante para demostrar que un
problema es INP-completo. Una reduccidn es una transformacién de Instancias
de un problema A en instancias de otro problema B, de forma que &i resolvemos
el segundo, podemos obtener también una solucién para el primero. En este caso
decimos que A se reduce a B. Intuitivamente, esto quiere decir que el problema
B tlene que ser al menos tan “dificil” de resolver como el problems A, siempre
que la reduccién misma no sea muy complicada o costosa.

Observacién 2.1. Supongamos que A es un problema, y que no sabemos si
estd en P o no. Si B € P es otro problema y podemos encontrar una reduccién
de A 8 B que se pueda describir como un algoritmo determinista de tiempo
polinomial, podemos construlr un algoritmo para mostrar que A € P también.

Esto es, para cada instancia de A la convertimos a una de B usando la reduc-
cién, luego resolvemos ésta. con un algoritmo determinista polinomial para B, y
finalmente recuperamos la solucién para la instancia de A original. Este proceso
conforma un algoritmo determinista polinomial y resuelve A. Esta observacion
motiva la definicién formal de los problemas N P-completos.

Definicién 2.1. Un problema B es NP-completo si estd en NP y para cualquier
problema A € NP podemos encontrar une reduceién polinomial determinista
de A a B.

Observacidén 2.2. Si A es N P-completo, y se quiere probar que B también lo
es, eg suficlente con encontrar una reduccién apropiada de A a B.

En otras palabras, no necesitamos encontrar una reduccién a B para cada
problema NP. Con encontrar una reduccién de algin problema N P-completo
a B, se puede concluir que B es N P-completo.

2.2, El Problema ST es NP-Completo

Denotaremos el problema de los Arboles de Steiner como ST (por sus siglas
en inglés). En esta seccién cambiaremos el enfoque que le damos al problema
para poderlo manejar més facilmente. Ahora lo trataremos como un problema
de decisién, para el cual se requiere contestar solamente “s{” o “no”. El problema
8T es entonces el siguiente: dada una gréfica G = (V, E) conexa, un subconjunto
S ¢V, y un ndmero natural k, Jexiste alguna subgréfica conexa H de G con a
lo més k vértices, que contenga a todos los elementos de S7

Los algoritmos no-deterministas son peculiares en el sentido de que no espe-
cifican un mecanismo mediante el cual obtener la respuesta correcta. Describen
lo que hay que hacer, pero no eémo. El esquema que siguen la mayoria es asi:
obtener un objeto que pueda ser la solucién y determinar i dicho objeto es o no
la solucién. Por ejemplo, en el problema de ordenar un conjunto de nimeros, un
algoritmo no-determinista se podria definir mediante dos pasos: primero obtener
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un listado de nimeros; segundo revisar que los ndmeros que estdn en el listado
sean los mismos que los que queremos ordenar y que cada pareja consecutiva de
ndmeros esté ordenada. Si se cumplen estas dos condiciones habremos encontra-
do una solucién, sin embargo el algoritmo no especlfica cémo se debe obtener el
listado de nmimeros. Este algoritmo resuelve el problema desde el punto de vista
de que cabe la posibilidad de que algulen genere un listado que sea la solucién
buscada y el algoritmo lo identifique. Puesto de otra manera, no podemos decir
que el algoritmo estd mal, ya que es posible que el listado que se construye en
el primer paso sea la solucion.

Para demostrar el resultado principal de este capitulo, requerimos probar
dos cosas. La primera es que ST estd en NP, es decir que hay un algoritmo
no-determinista de tiempo polinomial que lo resuelve. La segunda es que hay
un problema N P-completo reducible a ST,

Teorema 2.1. ST ¢ NP

Demostracion. Sea G = (V,E) una gréfica conexa, k un niimero natural y
S ¢ V. Lo primero que hay que hacer es obtener una subgrifica H de G.
Aquf entra el no-determinismo, pero para probar que se puede realizar en tlempo
polinomlal, una manera de hacerlo es elegir algunas de las aristas de G y listarlas
todas (junto con sus vértices) como la subgréfice H. Podemos realizar esto en
tiempo O(|E|).

Lo que falta ahora es un mecanismo para saber, en tiempo polinomial, si
una subgréfica cualquiera contiene a todos los elementos de S y es conexa. Para
esto conviene recorrer la subgréfica usando un algoritmo como DFS ([4]), que
encuentra las componentes conexas de la gréfica sobre la que trabaja. DFS se
puede ejecutar en tiempo O(|Vy|+ |Eg|), donde Vi y Ep son respectivamente
los conjuntos de vértices y aristas de H. Al hacer el recorrido se van marcando
aquellos vértices con los que el algoritmo se encuentre. Si al terminar quedd algin
elemento de S sin marcar, se sigue que la subgréfica no contiene a todo S.
Este tltima revisién se puede llevar a cabo en tiempo O(]S|). En total, y para
simplificar un poco, como Vg CV, Eg C Ey S C V, toma O(|V| + |E|) pasos
verificar que una subgrifica cumple con los requisitos necesarios.

El algoritmo no-determinista utiliza el método descrito en el parrafo anterior
para revisar que la subgréfica H que se construyé sea conexa y contenga a S.
De ser asf, cuenta el nimero de vértices que tiene, y si este niimero es menor
o igual a k regresa “s”. En otro caso regresa “no”. Todo lleva un total de
O(|V|+|E). ]

2.2.1. Cubierta Minima de Vértices de una Grafica

El problema de la Cubierta Minima de Vértices, o MVC por sus siglas en
inglés, es N P-completo ([6]). De hecho, es uno de los primeros problemas para
los que se demostré ésto, y se puede describir como sigue: para una gréfica
G = (V,E) dada, encontrar un subconjunto C C V minimo en nimero de
vértices tal que cada elemento de E tenga al menos un extremo en C.
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Figura 2.2; Una gréfica y una de sus posibles cublertas minimas de vértices.
Los vértices negros forman la cublerta. Todas las aristas de la gréfica tienen al
menos un extremo en la cubierta.

A cualquier subconjunto de vértices con esta propiedad se le llama cubierta
de vértices, porque todas las arlstas de la grafica tocan alguno de los elementos
del subconjunto. En la figura 2.2 mostramos una grafica y su cubierta minima.?

El concepto de cubierta nos permite definlr MVC como un problema de
decisién. Dada una gréfica G y un mimero natural k, jexlste una cublerta de
vértices para GG con k elementos o menos?

Teorema 2.2. MVC se puede reducir polinomialmente a ST.

Demostracién. Sea G = (V, E) una gréfica y k un niimero natural. Construfmos
una nueva grifice a partir de G en la cual resolver el problema ST implica a su
vez una solucién para MVC en G.

Primero se colorean todos los vértices de G con negro. A continuacién, cada
una de las aristas de E es reemplazada por dos aristas unidas por un vértice
nuevo de color blanco, como se muestra en la figura 2.3. Si e; € E es una arista,
al vértice blanco que se genera al romperla le llamaremos b;.

Por ultimo se afiade otro vértice blanco, el cual es unido con nuevas aristas
a todos los vértices negros. A éste vértice le llamaremos o. Esto completa la
transformacién.

El proceso completo se ejemplifica en la figura 2.4. Nétese que la grafica que
resulta es conexa, sin importar si G lo era o no. A esta grafica le llamaremos

Gsr.

Observacién 2.3. En Ggr la inica manera de llegar de un vértice blanco a
otro es pasando por alguno de los vértices de la gréfica original.

2Para ver que en efecto es una cubierta mfnima, conaldérese el hecho de que para cualquier
cubierta, sl ge tlene una trayectoria con [ aristes en la grifica, entonces la trayectoria debe
contener al menos [I/2] vértices de la cublerta en su interior. Entonces, con el mimero de
aristas de la trayectoria més large de la grdfica, podemos obtener una cota inferior para el
ntimero de vértices de la cubierta minima. En el ejemplo, existe una trayectoria que empieza
en g y termina en t compuesta de 7 aristas. Se sigue que la cublerta mfnima debe tener por
lo menos 4 vérticea. Se puede comprobar manualmente que el conjunto de vértices negroa en
la. figura forman una cubierta.
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Figura 2.3: Cada arista es reemplazada por otras dos unidas por un vértice
blanco.
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Figura 2.4: (a) Una gréfica y (b) el resultado de aplicarle la reduccién.

Ahora supéngase que se obtiene un drbol de Steiner para los vértices blancos
de Gg7. Como dicho érbol debe contener a todos estos vértices, lo tnico que
puede minimizar es el nimero de vértices negros que requiere. Pero cuantos
vértices negros se necesitan?

Lema 2.1. 5i C es el conjunto de vértices negros que aparece en el drbol de
Steiner de Gsr, C forma una cubierta minima de vértices para G.

Demostracion. Sea e¢; = (z,y) € E. Tenemos que b; es adyacente a  y y en
Ggr. Por la observacién 2.3 z o y deben estar en C. Asi, si e € E, entonces uno
de sus extremos estd en C'. Esto es, C' es una cubierta de vértices para G.

Ahora nos fijaremos en una cubierta cualquiera de G y la utilizaremos para
construir una gréfica en Ggr con al menos tantos vértices negros como el drbol
de Steiner, de donde se seguird la minimalidad de C.

Supongamos que tenemos una cubierta de vértices de G. A cada b; lo conec-
tamos con el extremo de e; que pertenezca a la cubierta (si sus dos extremos
pertenecen a la cubierte, elegimos arbitrariamente uno de ellos). Agregamos
también las aristas entre los vértices de la cublerta y el vértice o. Sea H la
subgréfica de G que resulta de esta construccién.
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Tomar todas las aristas entre o y los vértices de la cubierta, nos asegura que
H es conexa, y por construccién contiene a todos los vértices blancos de Ggr.
Por definicién debe tener al menos tantos vértices como el drbol de Steiner para
B. Luego, el nimero de vértices negros en H debe ser mayor o igual al nimero
de vértices negros en el Arbol de Steiner.

Como C es el conjunto de vértices negros de un 4rbol de Steiner, si v es el
numero de vértices de una cublerta minima de vértices de G lo que acabamos
de demostrar es que «y 2 |C|, lo cual prueba la minimalidad de C. Esto termina
la demostracién del lema. O

Este lema implica que si resolvemos ST para Ggr, es decir, si encontramos
que el drbol de Steiner de Ggr, con los |E|+1 vértices blancos como terminales,
contiene a lo més k + (|E| + 1) vértices, habremos resuelto también MVC para
G y k (véase la figura 2.5).

(a) Arbol de Steiner (b) Cubierta Mfnima

Figura 2.5: Los vértices negros que aparecen en un érbol de Steiner de la grafica
modificada inducen una cubierta minima de vértices en la grafica original.

Utilizando una representacién de gréficas con matrices de adyacencia pode-
mos colorear los vértices de G en tiempo O(|V|), romper las aristas en O(|E]),
y afiadir el vértice o en O(|V]). Por lo tanto, la reduccién se puede llevar a cabo
en tiempo polinomial respecto a G. 1

Corolario 2.1. ST es NP-completo.

Demostracidn. El problema estd en NP, por el teorema 2.1. Ahora bien, sea
A € NP un problema. Como MVC es N P-completo, se puede reducir polino-
mialmente 4 a MVC. Si después se aplica la reduccién del teorema 2.2 de MVC
a ST, este proceso resulta en una reduccién polinomial de A a ST. Por lo tanto
ST es N P-completo. O

2.3. Arboles de Steiner

Este problema es uno de los més famosos en la Geometria Computacional y
tiene multiples aplicaciones. En su forma més general, dada una gréfica conexa
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G = (V,E,w) con pesos en las aristas y un suconjunto § C V de vértices
terminales, hay que encontrar una subgréfica conexa de G, minima en peso, que
contenga a § (aquf abusamos un poco de la terminologfa, cuando nos referimos
al peso de una gréfica como la suma de los pesos de sus aristas).

Cuando los pesos son todos positivos, la subgréafica que se busca es un 4rbol,
pues 8i contuviera ciclos se podr{a eliminar alguna arista sin perder le conexidad,
reduciendo el peso total de la subgréfica.

Hay algunos casos particulares de esta definicién que son importantes por si
mismos. Por ejemplo, cuando V consiste de los puntos del plano, E son todas las
aristas entre ellos, y w es la distancia euclidiana, se le conoce como Problema del
Arbol de Steiner Euclideano. De aquf viene la parte de “Steiner” del nombre:3
al estudiar este problema, da la impresién que lo que se hace es buscar nuevos
puntos en el plano pare agregarlos al conjunto de vértices terminales.

Cuando en vez de la distancia euclidiana se utiliza la distancia Manhattan,
al problema se le llama Arbol de Steiner Rectilfneo. Estas dos variantes son muy
importantes en el disefio de redes de todo tipo, en la construccién de circuitos de
computadora, y en general en cualquier problema que requiera conectar puntos
en un plano con el menor costo posible.

Es un resultado conocido de la Teorfe de Gréficas que el niimero de aristas
de un Arbol es siempre uno menos que su niimero de vértices. Por esta razén en
una gréfica en la que el peso de todas las aristas es el mismo, al buscar el Arbol
de Steiner se minimizan al mismo tiempo el mimero de vértices y el de aristas.
Con este enfoque podemos ver que el problema que hemos estado estudiando
hasta ahora es realmente un caso particular del problema del Arbol de Stelner,
en el que w(e) = 1 para todo elemento e de E.

El problema general del Arbol de Steiner es uno muy estudiado y estd entre
los primeros problemas N P-completos que se encontraron ([8]). El resultado de
que nuestra variante es N P-completa, a pesar de tratarse de un caso particular,
es un conocido.

Seguiremos refiriéndonos al problema restringido como hasta ahora. Es decir,
para nosotros el Arbol de Steiner es aquel que minimiza el nimero de aristas,
sin importar el peso que puedan tener. En los casos en que los resultados se
apliquen también a otras formas del problema general del Arbol de Steiner, lo
mencionaremos explicitamente.

3En Geometrfa Computacional, los Puntos de Steiner son aquellos que no pertenecen al
problema original, pero que se agregan para poder encontrar una aproximacién mds ficllmente,
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Aproximaciones y
Soluciones

Los resultados del capftulo 2 sugieren que encontrar una solucién al proble-
ma del Arbol de Steiner es extremadamente diffcil, quiz4 incluso imposible. Si en
vez de resolverlo encontramos alguna manera de aproximar la solucién eficien-
temente, habremos hecho un avance importante. En este capftulo mostraremos
como se puede hacer una buena aproximacién usando las ideas presentadas an-
teriormente.

En la primera seccién estudiaremos al algoritmo codicioso presentado en el
capftulo 1 con mucha més atencién, as{ como su relacién con el problema del
Arbol Generador de Peso Minimo.

En la segunda secclén veremos que nuestro algoritmo construye en realidad
una 2-aproximacién al Arbol de Steiner. Si consideramos que el problema es
N P-completo, esta resulta ser una buena aproximacién. También discutiremos
por qué las ideas que usamos fallan, aun cuando funcionan tan bien para otros
problemas similares.

La seccién 3 profundiza un poco més en esto y presenta una heurfstica que
en muchos casos nos permite aproximar mejor el drbol de Steiner. Introducimos
el concepto de conjunto fundamental de un drbol de Steiner, mediante el cual
se puede reconstruir eficientemente el drbol completo usando la gréfica original.

En la seccién 4 estudiamos un problema ligeramente més restringido, en el
cual el nimero de vértices terminales no puede exceder clerta cantidad. Cuando
se cumple esta condicién extra, siempre podemos encontrar el Arbol de Steiner
en tiempo polinomial,

Conclufmos el capftulo discutiendo los distintos resultados mostrados hasta
el momento, as{ como su importancia.

25
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3.1. STy MST

El problema del Arbol Generador de Peso Mfnimo, 0 MST por sus siglas en
inglés, es fundamental en el estudio de algoritmos de geometria computacional.
En términos generales, para una grafica conexa dada lo que se busca es la
subgréfica conexa méds ligera que contenga a todos los vértices. Cuando los
pesos de las aristas de la grafica son todos positivos, la subgréfica resulta ser un
érbol. Como yae se habrd notado, se trata de un caso particular del problema
general del Arbol de Steiner, en el cual todos los vértices son terminales.

Précticamente todos los algoritmos que resuelven este problema se bagsan en
la ides de construir el Arbol incrementalmente. En cada paso seleccionan una
arista segura (la mas ligera, que no genere un ciclo), la afiaden y repiten hasta
que todas las aristas hayan sido consideradas. Esta estrategia codiciosa, que en
cada paso selecciona la opcién que més le favorece, es la misma que utilizamos
en el algoritmo del capitulo 1.

La siguiente definicién nos permite relacionar aun més los conceptos de Arbol
Generador de Peso Mfnimo y Arbol de Steiner.

Definicién 3.1. Sea G = (V, E) una gréfica conexa y S C V un subconjun-
to de sus vértices. Sean D = {(a,b)|a,b € S} y d: D — R, definida como
d(a,b) = ég(a, b). La Grdfica de Prorimidad asociada a Gy S es (S,D,d), yla
representaremos como G'Pg(S5).

Con la gréfica de proximidad representamos la distancia en G que existe

entre cada per de elementos del conjunto S. En la figura 3.1 se ejemplifica este
concepto.

(a) G (b) GPg(S)

Figura 3.1: Un ejemplo de grafica de proximidad. El peso de cada arista (z,v)
de GPq(S) corresponde a la distancla que hay en G entre sus z y y. El conjunto
S esté dado por los vértices blancos en (a).

Sea G = (V,FE) conexa y S C V. Notemos que el algoritmo codicioso que
propusimos en el capitulo 1 se puede reescribir de la sigulente manera:

1. Encontrar GPg(S) y ordenar sus aristas en orden creciente por peso. Ire-
mos construyendo una subgréfica arista por arista. Inicialmente toma-



3.2. UNA 2-APROXIMACION 27

mos todos los vértices de GPg(S) pero ninguna arista, de forma que esta
subgréfica esté totalmente desconectada.

2. Sila grafica construida hasta ahora consta de una sola componente conexa,
el algoritmo termina. En otro caso se ejecuta el siguiente paso y al terminar
repite desde aquf.

3. Considerar a la ariste més ligera que aun no haya sido procesada. Afiadirla
solo si sus dos extremos pertenecen a componentes conexas diferentes en
la solucién parcial. Si no, descartarla.

El paso 3 del algoritmo es el método de Kruskal para obtener un drbol gene-
rador de peso mfnimo de una gréfica. En otras palabras, el algoritmo codicioso
primero construye la gréifica de proximidad de los vértices terminales y luego le
encuentra un érbol generador de peso minimo.

La transformacién que hicimos del algoritmo no es precisa. La versién del
capftulo 1 construye una subgrifica conexa que contiene a todos los vértices
terminales en G, mientras que el drbol que construimos aquf es una subgréfica de
G FP;(8). Sin embargo, podemos usar muy fcilmente este drbol para reconstruir
la solucién en G, pues cada una de las aristas (u, v) del drbol corresponde a una
trayectoria de peso minimo entre u y v en G. El proceso consiste en tomar a
la subgrifica H formada por todas estas trayectorias juntas. Como el Arbol en
GPz(S) es una grafica conexa que contiene a los elementos de S, H también lo
es. El tdnlco problema es que al juntar las trayectorias se pueden generar ciclos,
por lo tanto necesitamos encontrar un arbol generador en H (cualquier &rbol;
BFS o DF'S funclonan bien para esto) para que la transformacién sea completa.

Observacién 3.1. El peso del érbol generador de peso minimo de la gréfica
de proximidad proporciona una cotae superior al nimero de aristas que tiene el

arbol de Steiner.

3.2. Una 2-Aproximacion

Nuestro algoritmo codicioso falla en encontrar el drbol de Steiner. Sin em-
bargo, la grifica que construye es una aproximacién bastante buena.

Teorema 3.1. La grdfica que se obtiene por el algoritmo codicioso tiene a lo
mds el doble de aristas que el drbol de Steiner.

Demostracién. Sea G = (V, E) una gréfica conexa, S C V, y T un érbol de
Steiner para S. Consideraremos & T' como una gréfica plana, es decir, dibujada
en el plano sin formar cruces entre las aristas.

Para el caso en que S contenga solo un elemento, el resultado es trivial.
Cuando S contiene al menos 2 elementos, podemos ordenarlos usando el Arbol
con el método que describimos a continuacién. Primero elegimos arbitrariamente
un elemento de § y le lamamos s9. Ahora comenzamos un recorrido desde sg
manteniendo el Arbol siempre a la derecha. Eventualmente encontraremos otro
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vértice de 5, y a éste le lamamos 3,. Continuamos este proceso hasta regresar al
vértice sg, con la observacién de que si en algiin momento del recorrido pasamos
por un vértice que habfamos nombrado previamente, lo saltamos y seguimos.!
Esto evita introducir duplicados en la lista final. Véase la figura 3.2 para un
ejemplo. Si |S| = n — 1, por comodidad para manejar nuestra notacién diremos
que 8, = 3g.

S0 = 38

Figura 3.2: Se puede usar el dibujo de un drbol para establecer un orden entre sus
vértices. En este caso, el recorrido comienza en el vértice a y sigue el sentido de
las manecillas del reloj. Cuando ocurren repeticiones, se da preferencia a la pri-
mera aparicién. El resultado en este caso es la sucesién {a,d, ¢, b, e, f,g,7,1,h}.
Obsérvese que, por ejemplo, después de pasar por b no se vuelven a mencionar
a ¢ ni a d, sino que se salta directamente a e. El orden inducido para los vértices
terminales estd marcado por las etiquetas s; en la figura.

Como no hay cruces de arlstas, no hay ambigiiedad en la manera de realizar
el recorrido. Ademds, dado que 7" es una gréfica conexa, si al terminar existiers,
algin vértice sin tocar o alguna arista que no hublera sido recorrida por los
dos lados, tendria necesariamente que existir un ciclo que no nos dejara “dar la
vuelta” para recorrer dicha parte de T. La figura 3.3 ilustra esta situacién.

Pero T no contiene ciclos, por lo que después de realizar el recorrido debemos
haber pasado por todos sus vértices al menos una vez, y por cada una de sus
aristas exactamente 2 veces (una en cada direccién).? Podemos hablar del peso
del recorrido para referirnos a la suma de los pesos de las aristas por las que

1Una manera de visualizar esto es imaglnar que las aristas del 4rbol son muros, los vértices
son torres, y nosotros estarnos parados en el suelo junto a una de estas torrea. El recorrido
consiste en caminar manteniendo la muralla siempre a nuestra derecha, yendo de torre a torre.
Obsérvese que cuando eventualmente regresemos a la torre iniclal habremos recorrido cada
muro por los dos lados, pasando al menos una vez por cada torre.

ZMda formalmente, el recorrido se define independientemente de si hay o no cicloa, pero
entonces hay que observar que lo que hacemos es recorrer una cara completa de la grdfica
hasta que regresamos al vértice del que partimos. Cuando la gréfica es un Arbol, como en
nuestro cago, la Unica cara que existe es la exterlor, por lo que termlnamos recorriendo el
arbol completo.
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(a) (b)

Figura 3.3: (a) La tnica manera en que no podamos recorrer una arista por los
dos lados es que no podamos “dar la vuelta” para llegar de un lado al otro de la
misma. Esto es, que cada lado pertenezca a caras diferentes de la grafica. Pero
esto significa que tiene que haber un ciclo.

En (b) se muestra que la planaridad de la gréfica nos permite definir el recorrido
més facilmente. Si hublera algin cruce, la Instruccién de mantener el érbol
slempre a la derecha perderfa sentido, o bien harfa que algunas aristas no se
recorrieran completamente o por los dos lados.

pasamos, que por la observaclén anterior resulta ser 2 - w(T'), donde w(T) es el
peso del arbol. Por supuesto, si tomamos la distancia que hay en T de sq a 31,
y luego la que hay de s; a s9, vy asi sucesivamente hasta cerrar con s,—1 ¥ 8n,
la suma de todas ellas no puede valer més que el peso del recorrido. Entonces,

n—1

Y 6r(s:,8041) €2 w(T)

=0

Como T es una subgrifica de G, dg(u,v) < dr(u,v) para cualquier par de
vértices u,v € T. Luego,

n—1

Z 6 (84, 8i+1) < 2-w(T)

i=0

Cada una de las distancias en G entre vértices consecutivos de S corresponde
al peso de una arista de la gréfica de proximidad de S. Por lo tanto, si en G Pg(5)
nos fijamos en todas las aristas de la forma (8;,8:+1), con 0 < ¢ < n -1,
obtendremos un ciclo C cuyo peso es a lo mds dos veces el de T' (figura 3.4). Le
podemos quitar cualquier arista a este ciclo para obtener un drbol generador de
GP;(S5). Sea T’ un arbol generador de peso mfnimo de la grafica de proximidad,
entonces

w(T') < w(C) £2-w(T)

Anteriormente, establecimos que lo que hace el algoritmo codicioso es calcu-
lar un drbol generador de peso minimo en la grifica de proximidad, por lo que
esto completa la prueba. O
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Figura 3.4: La gréfica de proximidad de la grifica asociada al 4rbol de la figu-
ra 3.2. Las aristas oscuras representan el ciclo inducido por el ordenamiento de
los vértices terminales. El peso de cada arista del ciclo estd acotado por la dis-
tancia que hay entre sus extremos en el rbol. Nétese que w(C) < 18 = 2-w(T),
donde C es el ciclo y T es el drbol.

Juntando el resultado de esta seccién con la observacién 3.1, si T es el 4rbol
de Steiner de S en G y T” el drbol generador de peso minimo de GPz($), hemos
mostrado que

w(T) € w(T) <2-w(T)

Observacién 3.2. La cota del teorema anterior es justa.

La familie de graficas que presentamos en el capftulo 1 como contraejemplos
a la correctez del algoritmo codicioso (véase la seccién 1.4) nos sirven para
establecer este punto. Esto es, hay ejemplos en los que el peso de T se aproxima
tanto como queramos al doble del peso de T.

La importancia de nuestra aproximacién radica principalmente en que la
cota es buena y el algoritmo es bastante simple. Analizaremos su implemen-
tacién y complejidad en el capftulo 4. Otra razén de su importancia es que si
hacemos algunas modificaciones podemos aplicar las mismas ideas para encon-
trar aproximaclones tan cercanas a la solucién como queramos. Esto es lo que
veremos a continuacién.

3.3. Mejorando la Aproximacién

La razén por la que el algoritmo falla es que las trayectorias que unen a
los distintos vértices se pueden cruzar unas con otras arbitrariamente, incluso
repitiendo aristas. En ocasiones, estos cruces pueden ayudar para acercar a los
vértices unos con otros, en el sentido de que cada vértice terminal estd més
cerca del cruce que de alguno de sus similares. La abstraccién hecha por la
grafica de proximidad no toma en cuenta los cruces, sino que se va directamente
sobre las trayectorias mas cortas entre cada pareja de vértices terminales. Las
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trayectorias que son un poco maés largas, pero que contienen cruces benéficos
para la soluclén, nl slquiera son consideradas.

a 2k b
a b
k
2k 2%
K
d c d 2k c

(a) (b)

Figura 3.5: (a) Una gréfica con un conjunto de vértices terminales marcado (los
vértices blancos). Cada arista representa una trayectoria de longitud k. Su rbol
de Steiner es la grafica misma, cuyo peso es 4k.

(b) La gréfica de proximidad asociada. En ella, cada arista tiene peso 2k, Cual-
quier arbol Generador de Peso Mfnimo requlere 3 aristas, por lo que su peso
gerd 6k. Esta informacién resulta engafiosa porque no considera los cruces que
hay entre les trayectorias de la gréfica.

La gréfica de la figura 3.5 {lustra muy claramente el problema. Las hojas
son los vértices terminales, y se encuentran a distancia 2k unos de otros. Por
la forme en que fue definida, la grafica de proximidad asociada a esta estrella
estd desechando informacién muy util; es decir, que cada hoja estd a distancia
k del vértice central. Este vértice es un cruce entre cualquier par de trayectorias
entre hojas.

En una gréfica cualquiera, donde se pueden encontrar subgraficas similares
a la de la figura anterior, el algoritmo dard preferencia e trayectorias més cor-
tas entre los vértices terminales, ignorando completamente los cruces que los
acercan.

Estas observaciones sugieren que podemos mejorar la aproximacién si identi-
ficamos previamente los cruces importantes en la grafica. Este no es un problema
trivial, ya que précticamente cualquier vértice de grado por lo menos 3 puede
ser un cruce valioso. Aun més, un vértice de cruce que sea muy ttil en un caso
‘puede ya no serlo en otro caso ligeramente distinto.

Para atacar este problema hay que entender que los cruces corresponden a
vértices de ramificacién en el drbol. 8 logramos identificar algunos elementos
del conjunto de vértices de ramificacién del drbol de Steiner, es posible que
podamos usarlos para encontrar el drbol mismo. Esta es la idea fundamental
detras de la discusién de esta seccién.

Definicién 3.2. El conjunto fundamental de un 4rbol de Steiner T esté com-
puesto por todos sus vértices terminales (ya sean hojas o vértices interiores), y
sus vértices de ramificacién. Lo denotaremos como F(T).

Si conocemos F(T') para algin Arbol de Steiner T, el algoritmo codicioso
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puede reconstruir un arbol de Steiner para el conjunto de vértices terminales
original. Esto es 1til, pues realmente no necesitamos a T, sino que nos basta
con saber cual es su conjunto fundamental para poder recalcular un arbol de
Steiner similar a el. Demostraremos ests propiedad a continuacién.

Teorema 3.2. Sea G = (V,E) una gréifica coneza, § C V, y T' un drbol de
Steiner para S en G.

Si S es un subconjunto de vértices de T, tal que F(T) C $', entonces la
grdfica que construye el algoritmo codicioso a partir de S' es un drbol de Steiner
para S.

Demostracidn. Supongamos que u,v € S’ son dos vértices tales que la trayec-
toria que los une en 7" no contiene a ninglin otro vértice de S’. Como T pesa lo
menos posible, dicha trayectoria debe ser la més ligera que une a u y a v en G.
Es decir, d7(u, v) = da(u, v).

Pero entonces la trayectoria entre u y v en el drbol induce una arista en la
gréfica de proximidad asoclada a Gy 5’. Mostraremos que el 4rbol completo se
puede descomponer en trayectorias de este tipo,® de forma que lo que nos quede
sea un 4rbol generador en GPg(8’) con el mismo peso de 7.

Hacemos la descomposicién inductivamente sobre la cardinalidad de $’. Si
S’ tiene solo 2 vértices, la trayectoria que los une en T' no puede contener ningtin
otro elemento de 5.

Si S’ tiene 3 o més vértices, sea u una hoja y v el vértice de S’ més cercano en
T a u. Por las observaciones del capftulo 1, sabemos que v € § C 5'. Ademsés,
en la trayectoria que une a u y v no puede haber otro elemento de §', pues
estarfa més cerca de u que v. Los vértices interiores de esta trayectoria deben
tener grado 2, pues S’ contiene a todos los vértices de T de grado mayor o
lgual a 3 (los vértices de ramificacién). Por lo tanto, si la quitamos obtenemos
nuevamente un arbol, con todas sus hojas en el conjunto S’ — u.

Por induccidén podemos obtener una descomposicién para el irbol reduci-
do, y al juntarla con la trayectoria entre u y v queda una descomposicién en
trayectorias para T

En esta descomposicién, los extremos de cada trayectoria pertenecen a S’ y
los vértices interiores no, por lo que se pueden mapesr directamente a arlstas
de GPg(8’), como mencionamos antes. Cada vértice de S’ estd en al menos
una trayectoria, por lo que el conjunto de aristas inducidas en la grifica de
proximidad constituye una subgrafica generadora H. Esta subgréfica hereda la
conexidad de T, pues cada camino entre elementos de .’ en T induce un camino
entre los mismos elementos en H. Un argumento simétrico nos permite concluir
que H no puede tener ciclos, por lo que se trata de un arbol. Finalmente, cads
una de las arlstas de T" est4 en una y solo una trayectoria de la descomposicién,
por lo que el peso de H es el mismo que el peso de T. Véase la figura 3.6.

El algoritmo codicioso construye un Arbol Generador de Peso Mfnimo para
GPg(8') y de aquf extrae un érbol para S’ en G, que por las observaciones

¥Las trayectorias en la “descompoaicién” pueden compartir sus vértices extremos, por lo
que realmente se trata de una descomposicién de las aristas del drbol.
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h

b

Figura 3.6: El 4rbol de Stelner de la izqulerda contiene a su conjunto fundamen-
tal. Su descomposicién en trayectorias induce un drbol generador en la gréfica
de proximidad.

enteriores pesa & lo més tanto como T. Pero S ¢ F(T) C &, luego la grafica
que construye el algoritmo codicioso es un drbol de Steiner para S. O

Si logramos identificar los vértices de ramificacién de algin drbol de Steiner,
aunque no tengamos al drbol mismo, el teorema anterior nos dice que pode-
mos usar el algoritmo codicioso para encontrar una solucién exacta. En otras
palabras, podemos reconstruir el drbol de Steiner completo (o uno similar) si
sabemos cual es su conjunto fundamental.

La manera més simple de hacer esto es probar todos los posibles subconjuntos
de vértices de la grafica, tratarlos como si fueran los vértices de ramificacién
que buscamos, y usar el algoritmo codicioso con ellos. De todos los drboles que
encontremos con esta técnica, aquellos que pesen lo mfnimo serédn érboles de
Steiner para el conjunto original de vértices terminales.

Por supuesto esto no es viable computacionalmente, ya que el niimero de sub-
conjuntos que se pueden hacer con n elementos es 2". Aun cuando pudiéramos
implementar el algoritmo codicloso de una manera extremadamente eficiente, la
complejidad del algoritmo que obtendriamos serfa exponencial.

3.3.1. Un Algoritmo Codicioso Incremental

Un enfoque diferente es el de ir construyendo el conjunto fundamental poco
& poco. Considérese la siguiente heurfstica.

Usamos el algoritmo codicioso para encontrar la aproximacién inicial al Arbol
de Steiner partiendo solamente de los vértices terminales. Esta serd la primera
iteracién del proceso. Ahora consideramos todos los drboles T, que obtenemos
con el algoritmo codicioso usando conjuntos de la forma SU {z,}, donde S es el
conjunto de vértices terminales de la iteracién anterior, y z,, es cualquier vértice
de la gréafica que no esté en S. Sea T,,, un 4rbol de peso minimo de entre todos
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los érboles que encontramos. Iteramos este proceso, tomando ahora a SU {4, }
como el nuevo conjunto de vértices terminales. Terminamos cuando el conjunto
de 4rboles “extendidos” que obtengamos pesen todos lo mismo o més que el
érbol elegido en la iteracién anterior.

La idea detrés de este proceso es encontrar en cada paso el vértice que
parezca el mejor candidato a pertenecer al conjunto fundamental del drbol de
Steiner. Elegimos alguno que, al anadirlo, reduzea al mfnimo el peso del 4rbol.

Como veremos en el capftulo 4, este algoritmo codicioso incremental se puede
implementar de forma que su complejidad no sea mucho mayor a la del algoritmo
codicioso. Ademds, dado que en cada iteracion exitosa bajamos el peso del drbol
encontrado, la aproximacién que obtenemos con este método puede ser mejor
que la del algoritmo codicioso.

Sin embargo no siempre podemos identificar los elementos del conjunto fun-
damental de un Arbol de Steiner de esta manera. Por ejemplo, en la gréfica de
la figura 3.7, usando esta técnica se construye un arbol distinto del Arbol de
Steiner. De hecho no se logra identificar ni uno de los vértices de ramificacién
que nos interesan. La razén es que al considerarlos de uno en uno, los vértices
de ramificacién no bajan el peso total de la aproximacién tanto como lo hace el
vértice c. En este ejemplo, dicho vértice funciona como un “cebo” que atrae al
algoritmo hacia una parte de la gréfica que no tiene nada que ver con el drbol
de Steiner.

Figura 3.7: El drbol de Steiner de esta gréfica consiste de los vértices blancos
junto con a, b, y todas las aristas entre ellos, y su peso es de 10. Sea w, el peso
del Arbol Generador de Peso Mfnimo de la Gréfica de Proximidad que resulta al
considerar a los vértices blancos junto con z como vértices terminales. Entonces
wy = wp = 12, pero w, = 11. Por lo tanto la heurfstica seleccionard a ¢ como
elemento del conjunto fundamental. Al hacer esto nos alejamos definitivamente
del Arbol de Steiner real.

Aun asf, en la préctica casi slempre podemos mejorar la aproximacién del al-
goritmo codicioso usando esta estrategia. Dependiendo de que tanta complejidad
extra se esté dispuesto a aceptar, se pueden aiiadir los elementos de dos en dos,
o en bloques més grandes. Mientres més elementos agreguemos por iteracion,
més subconjuntos diferentes tendremos que considerar, y por lo tanto mayor
gerd la complejidad del algoritmo codicioso incremental, pero la aproximacién
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obtenida serd mejor en muchos casos.

3.4. Soluciones Exactas

En esta seccién presentamos una coleccién de slgoritmos que, cuando el
nimero de vértices terminales no excede cierta cantidad, solucionan el problema
del Arbol de Steiner. Esta versién del problema es diferente a la planteada en
el capftulo 2, en donde probamos que el problema del drbol de Steiner para
conjuntos arbitrarios de vértices terminales es N P-completo.

Para los resultados que presentamos a continuacién, suponemos que el nime-
ro de vértices terminales es fijo, 0 més preclsamente, que no excede cierto nimero
A. No se trata del mismo problema. Con esta restriccién extra podemos mostrar
un algoritmo de tiempo polinomial que encuentra el drbol de Steiner exacto y
no solo una aproximacion.

3.4.1. Restringiendo el Espacio de Busqueda

El siguiente lema es un resultado de teorfa de graficas. Nos permite restringir
mucho el nimero de subconjuntos de vértices de G que hay que considerar como
posibles candidatos a vértices de ramificacién del drbol de Steiner.

Lema 3.1. Un drbol con t hojas puede tener a lo mds t — 2 vértices de ramifi-
cacion.

Demostracién. Sea T' = (V, E) un érbol. Sea t el nimero de hojas de T, s su
nimero de vértices de grado 2 y r su nimero de vértices de ramificacién (grado
al menos 3).

Sabemos que en cualquier drbol el nimero de aristas es uno menos que el
niumero de vértices, y que la suma de los grados de todos los vértices es 2 veces
el nlimero de aristas. Entonces,

t-+25+3r <Y gr(v)=2/E|=2(V|-1)

veEV

Pero |V| =t + s + r, entonces tenemos

t+3r<2(|V|—s-1)=2(t+r—1)
Despejando, se slgue que r <{ —2 a

Corolario 3.1. Sea G una grdfica conexa y S un conjunto de vértices terminales
que contenga o lo mds A\ elementos. Podemos encontrar un drbol de Steiner
analizando solo los subconjuntos de hasta A — 2 vértices no-terminales de G.

Demostracién. Por el lema anterior, el conjunto de vértices de ramificacién de
cualquier drbol de Steiner para G y S tiene a lo més A — 2 elementos.

Si nos fijamos en cada subconjunto de vértices no-terminales con A — 2 ele-
mentos o menos, alguno de ellos debe corresponder al conjunto de vértices de
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ramificacién de un drbol de Steiner. Si juntamos cada uno de estos conjuntos
con S y usamos el algoritmo codicioso, el teorems. 3.2 nos dice que de los drboles
que obtengamos, aquellos cuyo peso sea menor deben ser drboles de Steiner para

Gylb. O

3.4.2. Encontrando el Arbol de Steiner

Con estos resultados podemos plantear un conjunto de algoritmos que en-
cuentran el drbol de Steiner en tiempo polinomial para conjuntos restringidos
de vértices terminales. Si fijamos el valor A, el siguiente algoritmo encuentra el
érbol de Steiner de cualquier grafica G = (V, E) conexa y cualquier conjunto de
vértices terminales S con A elementos o menos. En el capftulo 4 demostraremos
que la complejidad del algoritmo es polinomial, y depende del pardmetro A.

1. Preprocesamiento. Encontrar la distancia y una trayectoria de longitud
minime entre cade pareja de elementos de V.

2. Fase de Biisqueda. Para cada subcdnjunto R de vértices de V — 5 tal
que |R| < A — 2, se hace lo sigulente:

a) Calcular un drbol generador de peso minimo para la gréfica GPg(S U R).

Dependiendo del tipo de algoritmo que usemos para esto, es muy pro-
bable que tengamos que construir la grafica de proximidad primero.

b) Se registra el peso del drbol y se compara con el minimo de los pesos
registrados anterlormente. Si es menor, se establece como el nuevo
minimo, y sl no se descarta.

En esta fase es bueno mantener una referencia a un Arbol cuyo peso
sea igual al m{nimo encontrado. Este referencia se actualizard cons-
tantemente.

3. Terminacién. Sea T el drbol de menor peso que encontramos en la fase
anterior. Usando T, debemos construlr un drbol en G que contenga a todos
los elementos de S.

Similarmente a como describimos antes, lo que hay que hacer es tomar
todas las trayectorias de G inducidas por las aristas de T. Como conse-
cuencia del teorema 3.2, la gréfica que resulta no puede contener ciclos (si
tuviera alguno, al romperlo obtendriamos una grafica més ligera, lo cual
contradir{a el teorema).

3.5. Algunas Observaciones

Los resultados que presentamos en este capftulo son bastante teéricos, pues
nos hemos enfocado en demostrar que los algoritmos funcionan. Todos ellos
se pueden describir con mucho mds detalle, haciendo observaciones sobre las
decisiones que hay que tomar en la manera de implementarlos, de forma que su
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funclonamiento se optimice lo més posible. Este serd el tema que trataremos en
el slgulente capftulo.

Los algoritmos que presentamos al final, que construyen el Arbol de Steiner
de conjuntos limitados de vértices terminales, son en realidad poco pricticos
debldo a que su complejidad aumenta considerablemente conforme tomamos
conjuntos més y més grandes. Lo que nos interesa de estos resultados es que
ponen en perspectiva las idess que hemos estado manejando para resolver el
problema.

Concretamente, hemos visto que la téenica codiciosa usada para construir
el drbol no es suficiente, pero sf nos proporciona una manera sencilla de apro-
ximar la solucién. Cuando tenemos informacién extra sobre la forma del érbol
(i.e. conocemos cuales son sus vértices de ramificacién) entonces sf, la técnica
codiciosa funciona bien.

De aquf en adelante daremos preferencia a las aproximaciones al drbol de
Steiner, por ser més précticas en la solucién de problemas reales. De todas
formes vale la pena tener en cuenta los otros resultados, pues en ellos radica
una comprensién més profunda del problema.

Por 1ltimo, obsérvese que todos los resultados de este capftulo son vilidos
atn cuando los pesos de las aristas de 1a gréifica son diferentes entre sf, Basta con
que la distancia entre cualquier pareja de vértices esté bien definida. Los detalles
de las demostraciones son practicamente iguales, lo Unico que se complica un
poco es la notacién.



Capitulo 4

Implementacion

Los algoritmos que hemos construfdo con relacién al problema del Arbol de
Steiner se pueden implementar de muchas maneras diferentes. De hecho, la forma
en que los presentamos nos permite modularizarlos en tareas més especificas.
Cada una de estas tareas se puede resolver de diversas maneras, cada una con
sus propias ventajas y desventajas.

Este capftulo tiene dos objetivos. El primero es mostrar técnicas principa-
les para resolver cada una de las partes que conforman al algoritmo. Usando
estas técnicas podemos realizar el andlisis de complejidad de los algoritmos del
capftulo anterior en términos generales. El segundo objetivo es el de presentar,
brevemente, las distintas opclones que hay en cada paso de la implementacién,
as{ como referencias bibliograficas que puedan proporcionar més informacién. Se
puede pensar en este capitulo como un listado de piezas con las cuales podemos
ensamblar los algoritmos que nos interesan; dependiendo del tipo de pieza que
se use, el resultado funcionard mejor en unos casos que en otros.

En las dos primeras secciones estudiaremos cémo encontrar las distancias
entre vértices en una grafica. Nuestro algoritmo principal en este caso es BFS,
pues es simple y muy eficiente, pero menclonamos tamblén otras opciones. La
primera secclén trata el problema de encontrar las distancias entre un vértice y
todos los demé4s. En cambio, la segunda seccldn estudia el problema de encontrar
las distancias entre toda pareja de vértices de la grafica.

En la tercera secclén enfocamos nuestro estudio sobre el problema de orde-
nacién. En particular, nos interesa mostrar la cota tedrica de O(nlogn) para
ordenar un conjunto de n elementos, para lo cual usamos el algoritmo Merge-
Sort como caso de estudio.

El otro problema que tenemos que estudiar es el de los Arboles Generado-
res de Peso Minimo. Para esto, en la cuarta seccién analizamos el algoritmo
de Kruskal a profundidad, as{ como algunas otras propiedades de este tipo de
drboles.

En la quinta seccién presentamos el andlisis de los algoritmos del capitulo
anterior, el cual se basa en los métodos descritos en las secclones anteriores.

39
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Concluimos con algunas observaciones de consideracién sobre la implementa-
cién.

Recordemos que nuestro objetivo principal es el de estudiar el problema
del Arbol de Steiner en graficas donde el peso de las arlstas no nos preocupa,
gino més bien la cantidad de ellas que necesitamos. Esto es importante, pues
determina cuéles algoritmos describimos més detalladamente. Finalmente, los
libros [4, 14] son excelentes referenclas para el material que cubrimos en este
capitulo,

Sobre la notacién: haremos referencia constantemente al nimero de aristas y
vértices de una gréafica, para lo cual utilizaremos las letras q y p, respectivamente.

4.1. Bisqueda a lo Ancho (BFS)

Existen muchas maneras de recorrer una gréfica, y algunos de estos recorridos
poseen propiedades muy interesantes. El algoritmo de bisqueda a lo ancho!
describe uno de los métodos mas importantes que hay.

El objetivo de un recorrido es visitar todos los vértices que posee la grifica.
Para esto, por lo general se escoge un vértice inicial desde el cual se trata de
alcanzar a todos los demés. Esto es, se trazan caminos desde el vértice iniclal
hacia el resto. Cuando la gréfica es conexa, slempre se puede alcanzar a todos
los vértices, y cuando no, se define un nuevo vértice iniclal entre los que no se
pudieron alcanzar, y el recorrido contintda desde ahf.

La idea del algoritmo BFS es recorrer los vértices por niveles. Los niveles
forman una particién de los vértices y tienen la propiedad de que aquellos que
pertenecen al nivel ¢ se encuentran a distancia ¢ del vértice inicial. El recorrido
se hace de forma que mientras no se hayan visitado todos los elementos de un
nivel, no se visitan los del sigulente. El algoritmo toma su nombre precisamente
de aquf, pues le da mayor prioridad a la amplitud que a la profundidad.

Cuando visitamos un vértice v registramos la arista (u,v) que nos llevé a el,
y decimos que u es padre de v (o v es hijo de u) en el recorrido. Todas estas
arlstas juntas forman una grafica, que llamaremos D, de trayectorias minimas
entre el vértice inicial y todos los demés. Para ver por qué, fijémonos en un
vértice cualquiera y recorramos la arista de D) que nos lleva a su padre, y luego
la que nos lleva al padre de este, y asf sucesivamente hasta el vértice inicial. Cada
arista de este camino salta del nivel del hijo al del padre, que es anterlor. Por la
forma en que definimos los niveles, dicho camino solo puede ser una trayectoria
minimea. Esto tembién implica que cuando la gréfica original es conexa, D debe
ser conexa, pues cada vértice se puede conectar con el vértice inicial. Ademaés,
como afiadimos una sola arista por cada vértice, excepto el inicial, la gréfica que
construimos no puede contener ciclos. Es decir, D debe ser un érbol.

A continuacién mostramos una forma en que se puede Implementar el algo-
ritmo. La informacién de entrada que necesitamos es una gréfice G = (V, E)
y un vértice inicial vp € V. Los niveles se van construyendo conforme progre-

'En inglés, Breadth First Search
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ga el recorrido y la gréfica D se construye arista por arista. Los pasos son los
siguientes:

1. Marcamos a vp como visitado y lo afiadimos a una nueva lista. Esta lista
representa el nivel 0 y es la que procesaremos primero en el siguiente
paso. Al resto de los vértices los marcamos como no-visitados. Creamos
otra lista, inicialmente vacia, donde colocaremos a los vértices del nivel 1.
Inicializamos a D como una gréfica vacia.

2. Sean L la lista a la cual toca ser procesada y L’ la lista que representa
al siguiente nivel. Por cada arista (u,v) € E tal que u € L, si v no ha
sido visitado todavia lo marcamos como visitado, lo agregamos a L, y
afiadimos la ariste (u,v) & D.

En otras palabras, en este paso creamos la lista L' de todos los vértices
de G que aun no hayan sido visitados y que se encuentran a distancla 1
de algin vértice de la lista L.

3. Sila lista L' construlda en el paso anterior es vacia, el algoritmo termina,
8i no, definimos a L’ como le nueva lista a procesar, iniclalizamos una
nueva lista vacfa donde poner los vértices del sigulente nivel, y repetimos
desde el paso 2.

La figura 4.1 muestra la ejecucién de este algoritmo sobre una gréafica de
ejemplo.

/é‘ea\@

PO SN
S

(b) D

Figura 4.1: Una corrida del algoritmo BFS sobre una gréfica de ejemplo. El
vértice de partida es a, y los nimeros representan las distancias calculadas. D
contiene las trayectorias minimas desde a al resto de la grafica.

El siguiente resultado nos permite concluir que el algoritmo anterior cumple
con las condiciones de BFS que mencionamos antes.

Lema 4.1. Después de la i-ésima iteracién del paso 2 del algoritmo, todos los
vértices a distancia t de vg han sido visitados.
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Demostracion. Obsérvese que el resultedo es trivial cuando i = 0, pues el 1inico
vértice a distancia 0 de vg es el mismo.

Sti >0, sea v € V tal que §(vo,v) = 1. Si nos fijamos en un camino
{vo,v1,.-.,v; = v} de longitud minima entre vy y v, entonces el sub-camino
{vo,v1,...,vi_1} debe ser minimo entre vy y v;—1, es decir 8(vo,v4—1) =1 — 1.
Usando un argumento inductivo, la arista (v;—;,v) debe ser analizada en la
i-ésima lteracién, lo cual nos asegura que v sea visitado. O

Una consecuencia de este lema es que el algoritmo construye los niveles
correctamente. La lista que construye en la i-ésima iteracién no contiene ningdin
vértice a distancia menor que i, pues estos ya fueron visitados en iteraciones
anteriores. Tampoco contiene vértices a distancia mayor que i, pues las aristas
que considera en cada iteracién estdn enraizadas en los vértices de la lista de
la iteracidn anterlor, por lo que en i iteraciones no puede llegar a vértices a
distancia mayor a i.

Corriendo BFS sobre una grifica conexa obtenemos informacién muy atil:
un érbol generador de la gréfica, trayectorias de peso minimo entre el vértice
Inlelal y todos los demés, y la distancia del vértice inicial a todos los demés.
Todo esto en una forma compacta y muy manejable, el arbol D.

Si utilizamos una representacién de la grafica con listas de adyacencia (donde
cada vértice mantiene una lista de vértices a los que ea adyacente), en el paso 2
del algoritmo solo necesitaremos considerar a los vértices adyacentes a aquellos
que estén en la lista L. Esto hace que cada arista sea considerada exactamente
2 veces: una por cada uno de sus extremos. El resto de las operaciones toma
tlempo constante, por lo que el tiempo total de ejecucién del algoritmo es O(q).

4.1.1. El Algoritmo de Dijkstra

Se puede generalizar el recorrido BFS para que considere pesos positivos en
las aristas de la gréfica. El resultado es el algoritmo de Dijkstra para encontrar
las distancias (y trayectorias minimas) desde un vértice inicial al resto.

Este algoritmo parte del vértice inicial y va haclendo crecer el conjunto de
vértices visitados uno a la vez. En cada paso escoge de entre la “frontera” del
conjunto? sl vértice que sea més cercano al Inicial, lo marca como visitado, y
recalcula la frontera.

Usando colas de prioridades, es bastante simple dar una implementacién
del algoritmo que trabaje en tiempo O(p?). Mediante estructuras de datos més
complejas se puede reducir hasta & O(plogp + ¢), lo cual es una mejora sl la
grafica no tiene demasiadas aristas. Por lo tanto, este algoritmo es una buena
opcidn cuando nos interesa resolver el caso en que las aristas de la gréfica tengan
un peso positivo aslgnado.

Sin embargo, cuando hay aristas de peso negativo en la gréfica el algoritmo
de Dijkstra puede fallar. La figura 4.2 ilustra este punto. El problema es que
el algoritmo descerta las trayectorias que cerca del vértice inicial parecen muy
pesadas, pero que después contienen aristas de peso negativo que les bajan

2Le., los vérticea no visttados que sean adyacentes a algin visitado
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c

Figura 4.2: En este gréfica el algoritmo de Dijkstra no puede encontrar la dis-
tancia de a al resto de los vértices. Ambas distanclas son 0, pero una ejecucién
de Dijkstra haria lo siguiente: visitarfa a b y marcarfa la distancia a este como 1;
luego tomarfa la arista (b, ¢) y marcarfa la distancia a ¢ como 0; en ese momento
ya no hay vértices sin visitar, por lo tanto el algoritmo termina, pero la distancia
calculada al vértice b estd mal. Si el algoritmo visitara primero al vértice c, el
argumento es simétrico, y la distancia a ¢ quedar{a registrada como 1.

el peso total. Para cuando el algoritmo esta en posicién de darse cuenta de
esto, los vértices afectados ya fueron marcados como visitados, y por lo tanto
son Ignorados. En este caso la estrategia codiciosa no es la correcta. Més bien
tendrfamos que usar algiin otro algoritmo, como el de Bellman-Ford.

4.1.2. El Algoritmo Bellman-Ford

Cuando una gréfica tiene algin ciclo de peso negativo se vuelve imposible
definir los caminos de peso minimo entre algunos vértices, pues cualquier camino
que toque el ciclo se puede quedar ddndole vueltas tantas veces como quiera,
y cada vuelta le baja mds el peso. En este caso ningin algoritmo nos puede
ayudar. Si en cambio no hay ciclos de este tipo, el algoritmo Bellmean-Ford sirve
para encontrar las trayectorias de peso minimo de una gréfica, aun cuando el
peso de algunas de sus aristas sea negativo.

La idea principal que lo hace funcionar es la mlsma que en otros algoritmos
de este tipo: cualquier subtrayectoria de una trayectoria de peso mfnimo debe
ser a su vez de peso minimo. El algoritmo utiliza una técnica a la que se le llama
“de relajacién”, en la cual cada vértice registra una distancia tentativa a la que
se encuentra del vértice inicial. Conforme se van procesando las aristas, estas
distancias tentativas se van haciendo més y més preclsas (se ajustan, por asi
decir), y la grafica poco a poco va convergiendo a una en la cual cada vértice
conoce su distancla real al vértice inicial.

El método de relajar aristas se muestra en la figura 4.3. Originalmente todos
los vértices registran la distancia tentativa oo (excepto el vértice inicial, cuya
distancia a si mismo es 0), indicando con esto que aun no encontramos un camino
que nos lleve a ellos. Si pasamos por todas las aristas de la gréfica, relajando cada
una en turno, las distancias tentativas registradas por cada vértice se ajustan
un poco. Al repetir esto, las distancias se ajustan un poco més, De hecho, esta
técnica tiene la propiedad de que después de hacer k pasadas sucesivas sobre
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Figura 4.3: El método de relajacién de aristas. Representamos por w; la distancia
tentativa registrade para el vértice i. En (a) se muestra la gréifica en su estado
inicial.

En (b) se relaja la arista (b, ¢) que tlene peso 1, y como w, > wy + 1, el peso de
w, se actualize al valor 5, que es la suma de wy y el peso de la arista. En este
momento se ha encontrado una trayectoria més corta que llega a c.

(c) Se relaja la arlsta (a,b), por lo que el nuevo valor de wy es 3.

(d) Por tltimo se relaja nuevamente (b, ¢), lo cual ocasiona un nuevo cambio de
valor para w..

todas las aristas, se encuentran todos aquellos caminos de peso minimo que
partan del vértice inicial y que tengan k aristas o menos.

Cuando no hay ciclos de peso negativo en una gréfica, los caminos de peso
minimo no pueden contener ciclos, pues si as{ fuera, rompiendo el ciclo se lle-
garfa a un camino més ligero. Esto quiere decir que para toda pareja de vértices,
cualquier camino de peso minimo que los una debe tener a lo més p — 1 aristas.
El algoritmo Bellman-Ford hace p— 1 pasadas sobre las aristas de la grafica, en-
contrando asf las distancias y caminos correspondientes desde el vértice inicial al
resto. Claramente, el algoritmo tiene una complejidad de O(pq). La complejidad
extra es el precio a pagar por tener eristas de peso negativo,
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4.2. Camino Minimo entre todo Par de Vértices

Los algoritmos de la seccién anterior nos sirven para encontrar los caminos
minimos entre algin vértice particular y el resto de vértices de la gréfica. Si nos
interesa tener esta informacién para tode parela de vértices, hay varias maneras
de lograrlo.

La primera es la més directa: para cada vértice, aplicar BFS, Dijkstra o
Bellman-Ford, segin si la grafica tiene o no pesos en sus aristas, o si tiene pesos
negativos. Esto nos da un conjunto de drboles que juntos contienen la informa-
cién de los caminos mfnlmos que requerimos. La complejidad de este método
depende del algoritmo que usemos: O(pq) para BFS, O(p®) para Dijkstra’ y
O(p?q) en el caso del algoritmo Bellman-Ford.

Otra opcién es utilizar alguno de los algoritmos creados especialmente para
resolver este problema. Dos de los principales son el algoritmo Floyd-Warshall,
y el algoritmo de Johnson. Las 1deas que utilizan son mucho més refinadas que
el método del pérrafo anterlor.

Floyd-Warshall utiliza la riqueza de estructura que poseen los caminos mini-
mos, es decir, que si w es un vértice intermedio en un camino mfnimo entre dos
vértices u y v, entonces los subcaminos 4 ~ w y w ~» v son también minimos.
El truco entonces es seleccionar w inteligentemente de forma que no se hagan
célculos innecesarios. Aunque parece complicado, es bagtante sencillo de imple-
mentar, y el resultado es un algoritmo de tiempo O(p?®) que funciona también
con aristas de pesos negativos (siempre y cuando no haya ciclos negativos).

El algoritmo de Johnson usa une técnica diferente. Primero calcula una
nueva funcién de pesos para las aristas, de forma que todos los pesos se hagan
positivos, pero preservando los ceminos minimos de la gréfica (i.e. un camino
minimo en la gréfica original Induce un camino minimo en la grifica modificada
y viceversa), A continuacién corre el algoritmo de Dijkstra desde cada vértice
y encuentra as{ la solucién. Utilizando la implementacién més avanzada del
algoritmo de Dijkstra, el tiempo total para este método es O(p? log p+ pq), que
es mejor que Floyd-Warshall para grificas con pocas aristas.

Aunque en general es més répido utilizar los algoritmos especializados, la
técnica simple que mencionamos al principio tiene una gran ventaja. Suponga-
mos que tenemos un subconjunto R de vértices de la gréfica, con |R| =7, y
que solo nos interesa conocer los caminos minimos entre parejas de vértices que
tengan la forma {(u,v)|u € R}. En este caso, podemos correr BFS (o Dijkstra,
o Bellman-Ford) r veces, usando a cada uno de los elementos de R como origen.
El algoritmo que resulta tiene una complejidad de O(rq) (o bien O(p?r) si usa-
mos Dijkstra, O(pgr) sl usamos Bellman-Ford), que es muy buena cuando r es
asintéticamente menor que p, por ejemplo, sl 7 = O(/p).

3 Aqu{ suponemos la implementacién més sencilla del algoritmo, que corre en tlempo o(p?),
pues la que utillza estructuras de datos més complejas suele ser poco préictica.



46 CAPITULO 4. IMPLEMENTACION

4.3. Merge-Sort

El problema de ordenar los elementos de una lista ha sido ampliamente es-
tudiado, y los algoritmos que lo resuelven son muy variados. Uno de los mds
conocidos es Merge-Sort. La idea fundamental que lo hace funclonar es la si-
guiente: supongamos que tenemos dos llstas ordenadas de ntiimeros* y queremos
obtener una sola lista ordenada. El mimero més pequefio de todos es el primer
elemento de alguna de las dos listas. Si quitamos este elemento, el siguiente més
pequefio vuelve a estar como primer elemento de alguna de les dos listas (una
de ellas fue reducida). Repitiendo hasta que alguna de las dos listas se termine
podemos obtener todos los niimeros en orden, y en cada paso solo tenemos que
realizar una comparacién. A este proceso se le conoce como fusionar listas y es
de donde el algoritmo toma su nombre. Si entre las dos listas se tienen n ndime-
ros, en el peor caso hay que hacer n — 1 comparaciones, por lo tanto fusionar
dos listas tiene una complejidad linesl respecto a su entrada. En la figura 4.4 se
muestra como funciona este método.
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Figura 4.4: La tercera columne. representa la fusién de las primeras dos. En cada
paso se elige el elemento més pequeiio de las listas, que debe estar al principio
de alguna de ellas.

El algoritmo Merge-Sort toma como entrads une lista con n nimeros y hace
lo siguiente:

1. Separa los nimeros en n listas, cada una contenlendo un solo elemento.
Obsérvese que cualquier lista con un elemento estd trivialmente ordenada.

2. Organiza el conjunto de listas por parejas y fusiona individualmente cada
pareja. El resultado es un nuevo conjunto de listas ordenadas, cada una

4Por simplicidad, pare la presentacién de este algoritmo utilizaremos nimeros, aunque
realmente funclona con cualquler conjunto de objetos que se puedan ordenar totalmente.
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del doble de tamaiio que las anteriores. El niimero de listas al terminar
este paso se reduce a la mitad.

3. Sisolo queda una lista, ya terminamos. Si no, se repite desde el paso 2.

La correctez del algoritmo se sigue inmediatamente del hecho de que en cada
paso las listas estdn ordenadas, pues el proceso que las fusiona las ordena. Se
puede observar un ejemplo de la ejecucién del algoritmo en la figura 4.5.
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Figura 4.5: Un ejemplo de la ejecucién de Merge-Sort. Comenzando desde abajo
en la figura, se fusionan las listas de 2 en 2 hasta obtener una sola lista ordenada.

Para analizar su complejidad, supondremos que 2"~! < n < 2", de forma
que h — 1 < logy{n) < h. Obsérvese que en cada iteracién del paso 2, por cada
comparacién que se realiza, una de las listas de la iteracién anterior pierde un
elemento. Por lo tanto el ndmero méximo de comparaciones en una sola iteracién
no pasa de n. Como menclonamos anteriormente, en cada iteracién el niumero
de listas se reduce a la mitad. Dado que originalmente hay n listas, al terminar
la k-ésima iteracién quedan [n/2*]. Luego entonces después de h iteraciones

1 n

7 <@ =1
i.e. [n/2"] =1y el algoritmo termina. En concluslén, el tiempo de ejecucién de
Merge-Sort es O(nh), o lo que es lo mismo, OQ(nlogn).

Existen muchos otros algoritmos de ordenacién. Algunos explotan propie-
dades particulares de la entrada; por ejemplo, sl se puede probar que ningin
elemento es més grande que algin nimero M dado, esta informacién se puede
utilizar para ordenar los nimeros mas eficlentemente. Para el caso general en
que no sabemos la formea de la entrada y lo \inico que podemos hacer es comparar
parejas de elementos, se ha probado que se necesitan al menos O(nlogn) com-
paraciones en el peor caso, para cuelquier algoritmo que resuelva el problema.
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En este sentido Merge-Sort es éptimo. En la préictica, sin embargo, existen algo-
ritmos que son més rapidos salvo por algunas entradas patolégicas. Un ejemplo
notable es Quicksort, cuyo peor caso es O(nz), pero que en el caso promedio
corre més répido que muchos otros algoritmos con mejores cotas tedricas.

El punto importante de esta discusién es que el problema de ordenacién se
puede resolver en O(nlogn) en el peor caso, que es la cota que useremos en el
analisls posterior. Para aplicaciones précticas en las cuales sea tolerable tener
corridas mas lentas de vez en cuando, Quicksort puede ser unsa buena opcién.

4.4, Algoritmo de Kruskal

Una gran variedad de problemas de optimizacién en gréficas utilizan, directa
o indirectamente, los algoritmos desarrollados para encontrar el Arbol Genera-
dor de Peso Minimo. Se trata de obtener una subgréfica que les permita a todos
los vértices seguir conectados unos con otros, probablemente eliminando algunas
aristas, de forma que se reduzcs. el peso total lo més posible.

El algoritmo de Kruskal resuelve el problema construyendo el Arbol arista
por arista. En cada paso, elige la arista més ligera que al introducirla no cree
ciclos entre las aristas afiadidas anteriormente. Esta estrategia es codiciosa, pues
la eleccién minimiza el peso de la gréfica lo més posible a cada paso. Aunque
esta estrategia no siempre resuelve el probleme correctamente, como ya hemos
visto, en este caso si funciona. Lo que sigue es una descripcién més detallada
del algoritmo, que trabaja sobre una gréfica conexa:

1. Se coloca cada vértice de la grafica en un conjunto, de forma que se ten-
gen |V| conjuntos disjuntos de un solo elemento. Durante su ejecucién,
el algoritmo mantendré la sigulente invariante: cada conjunto representa
una componente conexa de la solucién parcial. De esta forma, las aristas
que no hayan sido afiadidas crearian un ciclo si y solo si tuvieran sus dos
extremos en un mismo conjunto.

2. Se ordenan las aristas de la grafica por peso, de menor a mayor.

3. Considerando caeda arista en turno, empezando por la menor y yendo en
orden hacia la mayor, por cada una se aplica el siguiente criterio: si los
dos extremos de la arista estén en el mismo conjunto, se descarta (i.e.
el proceso continua con la siguiente arista sin hacer cambios a la solucién
parcial); ai al contrarlo, los extremos estdn en conjuntos distintos, se afiade
la arista a la solucién parcial y los conjuntos correspondientes son unidos
en uno solo (esto refleja como la nueva arista junta las dos componentes
conexas en una).

4. El elgoritmo termina cuando queda un solo conjunto. Las aristas seleccio-
nadas en el paso 3 conforman la solucién.

En la figura 4.6 se aprecia la ejecucién del algoritmo sobre una grafica de
ejemplo.
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Figura 4.6: Ejecucién del Algoritmo de Kruskal sobre una gréfica. Obsérvese
que en (e), la arista (a, g) es la més ligera, pero al afiadirla crearfa un ciclo, por
lo que se elige en cambio la arista (b, ¢).

Observacién 4.1. Dado que la grifica es conexa, la presencia de més de un
conjunto en cualquier momento de la ejecucién del algoritmo Implica que hay
alguna arista que no ha sido considerada. Se sigue que después de procesar todas
las aristas siempre queda un solo conjunto.

Esto significa que la grdfica que se obtiene es conexa, contiene a todos los
vértices, y por construccién no contiene ciclos, por lo tanto es un drbol genera-
dor. El siguiente resultado muestra que se trata de un Arbol Generador de Peso
Minimo.
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Lema 4.2. Sea G = (V, E,w) una grdfica con pesos en las aristas y T un Arbol
Generador de Peso Minimo de G. Si Tk es el drbol construtdo por el algoritmo
de Kruskal, entonces w(T) = w(Tk).

Demostracidn. Mostraremos que el 4rbol T se puede llevar a Tk intercambiando
arlstas, de forma que el peso no cambie. .

Si T y Tk tlenen las mismas aristas, el resultado se sigue trivialmente. Si
no, sea u una arista de peso minimo que esté en Ty pero no en T. Si afiadimos
u a T, se debe generar un ciclo que contiene a u. También, en dicho ciclo debe
haber al menos una arista v que esté en T pero no en Tk (sl no, el ciclo estar{a
presente en Tk ). Por lo tanto debe cumplirse que w(v) < w(u), o de lo contrario
sustituyendo a v por u en T obtendriamos un érbol generador més ligero, lo cual
es imposible.

Similarmente, si afiadimos la arista v a Tk, se genera un ciclo que contiene
a v. Sea u alguna arista del ciclo que no esté en T' (debe haber al menos una).
En Tk, la trayectoria dnice que va de un extremo de v al otro tiene que pasar
por v’ (véase la figura 4.7). Por lo tanto, en el momento en que el algoritmo de
Kruskal considera a la arista u’ en el paso 3, los extremos de v se deben encontrar
en componentes conexas distintas. Esto implica que w(u') < w(v), pues de lo
contrario v habr{a sido considerada antes por el algoritmo, y habrfa sido afindida
a Tk . Pero por la manera como elegimos a u, se tiene que w(u) < w(u’) < w(v).

(T (b) Tk

Figura 4.7: Al afiadir la arlsta v a Tk se genera un ciclo, el cual contiene al
menos una arista u’ que no estd en T. En Ty \ {u'} los extremos de la arista v
estdn en componentes conexas distintas.

En conclusién, w{u) = w(v), por lo que si intercambiamos la arista v por u
en T, obtenemos un nuevo drbol TV de forma que w(T) = w(T'). Ademas, el
niimero de aristas en comiin con Ty es mayor en T' que en T. Repitiendo este
proceso hasta que los dos drboles sean el mismo, llegamos a la conclusién de que
w(T) = w(Tk), i.e. Tk es de peso mfnimo. i

La complejidad del algoritmo de Kruskal depende fuertemente de la manera
en que representemos los conjuntos disjuntos. Hay tres operaciones a implemen-
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tar. Primero, debe ser posible crear un nuevo conjunto; esta operacién se puede
llevar a cabo en O(1). Dado un elemento, necesitamos saber a qué conjunto
pertenece; esto lo podemos hacer en O(log p). Por tiltimo, debemos poder unir
dos conjuntos en uno; hacerlo tiene complejidad O(1). Més adelante explica-
remos la manera en que se implementan estas operaclones y probaremos sus
complejidades respectivas.

En total se construyen p conjuntos, y se utiliza la operacién de unién p — 1
veces (en cada caso reduciendo el nimero de conjuntos en 1). Por cada arista,
necesitamos saber a qué conjuntos pertenecen sus dos extremos, por lo que en el
peor caso necesitamos 2¢g consultes de este tipo. En total el tiempo necesario por
las operaciones con conjuntos es de O(p+glog p) o lo que es lo mismo, O(qlog p)
(como la gréfica es conexa, ¢ > p — 1). Finalmente, ordenar las aristas se lleva
O(qlog q) usando Merge-Sort, pero ¢ < p?, luego entonces loggq < 2logp. Al
juntar todo nos queda que el tiempo requerido por el algoritmo para encontrar
el Arbol Generador de Peso Mfnimo es O(qlog p).

4.4.1. Conjuntos Disjuntos

Para modelar a los conjuntos utilizaremos &rboles. La cabeza del 4rbol ser-
vird como representante del conjunto, por lo que para saber a qué conjunto
pertenece un elemento basta recorrer su érbol hasta la rafz. Con esta repre-
sentacldén, crear un nuevo conjunto con un solo elemento es trivial y el tiempo
requerido es O(1).

Para unir dos conjuntos, es suficiente con hacer que la raiz de alguno de ellos
apunte a la rafz del otro. Esta operacién también la podemos llevar a cabo en
tiempo constante.

En el peor caso, averiguar a qué conjunto pertenece un elemento lleva tiem-
po proporcional a la altura del drbol. Si este estd mal construfdo, puede ser
lineal en el nimero de elementos (cuando el drbol es realmente una trayectoria).
Sin embargo hay una técnica sencilla que nos permite mantener relativamente
pequeiia la altura del 4rbol. Por ceda drbol llevamos un registro de su altura,
el cual actualizaremos cuando hagamos operaclones de unién entre los conjun-
tos. A este dato le llamaremos rango. Asi, por ejemplo, un drbol con un solo
elemento tiene rango 0. La idea es hacer que al unir conjuntos, el de altura mas
pequeila quede como subdrbol del de altura més grande, asf la altura cambla lo
menos posible.

Cuando se unen dos Arboles de rango distinto, el nuevo Arbol conserva la
rafz y el rango del mayor. Si los dos érboles tienen el mismo rango, elegimos
arbitrariamente la rafz de alguno de ellos como la nueva rafz, e incrementamos
su rango en una unided.

Lema 4.3. Usando lu técnica descrita anteriormente, un drbol que tenga rango
k debe contener al menos 2% elementos.

Demostracidn. Lo demostraremos por induccién. Cuando el rango es 0, el con-
junto tiene un solo elemento, por lo que en este caso el lema se cumple. Ahora
bien, supongamos que para n — 1, con n > 0, el arbol tiene tiene al menos 271



52 CAPITULO 4. IMPLEMENTACION

elementos. Demostraremos que en este caso la proposicién es cierta también
para n.

Sea T un érbol de rango n. Tenemos dos casos, cuando T fue construfdo a
partir de dos Arboles de rangos distintos o cuando fue construfdo a partir de dos
érboles de rangos iguales.

Analizaremos primero el segundo caso. Por la forma en que definimos la
unién, los dos drboles que se juntaron para crear a T' deben ser de rango n - 1,
y por la hipétesis de induccién cada uno de ellos debe contener al menog 27~1
elementos. Al juntarlos se sigue facilmente que T tiene al menos 2(2"~1) = 27
elementos.

Si en cambio T fue construfdo por dos drboles de rangos distintos, uno de
ellos debe haber sido de rango n. En este caso, ese drbol también lo podemos
separar en los dos que lo construyeron, y si son de rangos iguales, usamos el
argumento del primer caso; si no, uno de ellos debe ser de rango n. Repitiendo
este razonamiento, y dado que originalmente hay un niimero finito de conjuntos,
eventualmente tenemos que llegar a un subérbol de T que fue construido por
dos del mismo rango y el resultado se sigue por el primer caso. Los érboles de
rango menor a n — 1 no nos estorban, porque incrementan atin més el nimero
de elementos de T

En conclusién, en ambos casos T tiene al menos 2" elementos. O

Corolario 4.1. Dado un elemento, saber a qué conjunto pertenece lleva tiempo
O(logn), donde n es el total de elementos.

Demostracidn. En el peor caso hay un solo conjunto que contiene a todos los
elementos. El maximo niimero de aristas que hay que recorrer para llegar a la
rafz (y asl poder decir a qué conjunto pertenece un elemento) estd acotado por
el rango del drbol, que por el resultado anterior es & lo més [log,(n)]. a0

Existe una implementacién un poco més refinada que utiliza una técnica
conocide como compresién de caminos. Con esto, averiguar el conjunto al que
pertenece un solo elemento puede tomar tiempo O(logn), pero las consultas
sucesivas a la estructura de datos tardan solo tiempo O(1) en muchos casos. El
resultado es que sl se hacen muchas operaciones sobre la estructura, el tiempo
amortizado por operacién es casi constante (y para todo uso prictico se puede
considerar constante).

4.4.2. Arboles de Peso Minimo en Gréficas Dindmicas

Hasta ahora hemos supuesto que la gréfica sobre la que calculamos el Arbol
Generador de Peso Minimo no cambia. Un problema relacionado es el de actua-
lizer el érbol cuando se de alguna modificacién en la gréifica (por ejemplo, se
afiaden o eliminan vértices y aristas).

Supongamos que se le agrega un conjunto de aristas nuevas a una gréfica
(incluso, posiblemente, agregando tamblén algunos vértices). Mostraremos a
continuacién que podemos recalcular el drbol usando solamente el Arbol anterior
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¥ las nuevas aristas. Para esto necesitamos hacer primero algunas observaciones
sobre la naturaleza de los Arboles Generadores de Peso Mfnimo.

Los drboles son graficas que tienen la propledad de minimalidad respecto &
la conexidad; esto es, mantienen la conexidad entre los elementos de la grifica
con un mimero mfnimo de aristas. Por eso, cuando se introduce alguna arista v
que tenga sus dos extremos dentro del 4rbol, se genera un ciclo. Naturalmente,
el ciclo se encuentra compuesto por la arista v y otras aristas del 4rbol, a las
cuales les llamaremos aristas intercambiables con v. Es sencillo convencerse de
que si se intercambia v por alguna de estas aristas se obtlene un nuevo érbol
que conecta a los mismos vértices que el anterior. Si ademés el drbol original es
de peso minimo, la arista v debe ser al menos tan pesada como cualquiera de
las aristas con las que es intercambiable, o de lo contrario se podrfa hacer un
intercambio y obtener un arbol més ligero. Estas observaciones forman el nicleo
de la demostracién del siguiente resultado.

Lema 4.4. Sea G’ una grdfica coneza, T' un Arbol Generador de Peso Minimo
de G', y E un conjunto de aristas ajenas a G,

8i G'UE es conexa y T es un Arbol Generador de Peso Minimo de la grdfica
inducida por T' U E, entonces también es un Arbol Generador de Peso Minimo
para ' U E.

Demostracién. Sea G = G'UE y T un Arbol Generador de Peso Mifnimo de
G. Como T es generador de G/, T debe contener a todos los vértices de G' U E,
luego es también un 4drbol generador. Para demostrar que tiene peso minimo,
iremos intercambiando aristas entre T y T¢; sin alterar el peso. Mediante estos
cambios, eventualmente llevaremos T a 1", con lo que habremos terminado.

Por conveniencia, sl dos drboles tienen los mismos vértices definimos la dis-
tancia entre ellos como el niunero de aristas que los separan, i.e. el nimero de
aristas que estdn presentes en uno pero no en el otro (como el nimero de aristes
es igual en ambos drboles, la distancia quede bien definida sin importar cual
érbol tomemos como referencia). Por ejemplo, los érboles de la figura 4.7 estén
a distancia 4.

Obsérvese que la distancia entre dos Arboles es 0 si y solo si son el mismo
érbol. Supongamos entonces que la distancia entre T y T es d > 0. Encontra-
remos un arbol generador de G con el mismo peso de Tg, pero a distancia d —1
de T.

De entre las aristas de T' que son ajenas a T, sea u una de peso minimo, y sea.
v una de las aristas intercambiables con u en Tz que no se encuentre en 7' (debe
haber al menos una, o de lo contrario el ciclo inducido por u en Tg estarfa
presente en T'). Como establecimos antes, debe cumplirse que w(u) > w(v).b
Ahora separamos el andlisis en dos casos.

Primer Caso. Cuendo v € T'UE, un argumento simétrico al anterior muestra
que debe existir algune erista ' Intercambiable con v en T, de tal forma que

5Usamos w(a) para representar el peso de la arista a.
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u’ no esté en Ty, También, w(v) = w(v'), y por la forma en que elegimos a u,
w(u') > w(u).

Segundo Caso. Cuando v no estd en 77UE no podemos simplemente afiadirla
a T y usar el mismo argumento de antes, pues no pertenece a la gréfica de la
cual T es Arbol Generador de Peso Mifnimo.

Lo que haremos es afiadlrla a T y fijarnos en el conjunto D de las aristas
que sean intercambiables con v y ajenas a T. Si este conjunto es vacio, entonces
el ciclo generado por v en T’ se debe formar también al afiadir v a T'; i.e., debe
existir alguna arista u’ de T intercambiable con v, de forma que w(v) = w(u') >
w(u) como antes.

Si en cambio existe alguna arista x € D, podemos afiadir z a T' y formar un
nuevo ciclo. Tenemos entonces dos ciclos: uno formado al introducir v en T” (del
cual z es miembro), y otro al introducir z a T'. En el primero v es una arista de
peso maximo, y en el segundo x lo es, por lo que por transitividad v es de peso
méaximo entre todas las aristas de ambos ciclos. Como z pertenece a los dos
ciclos (véase la figura 4.8), al unirlos y eliminar z obtenemos un nuevo ciclo en
G que contiene a v.% Las aristas de dicho ciclo que sean intercambiables con v
¥ que no estén en T' deben ser elementos de D \ {x}. Podemos repetir el mismo
proceso sucesivamente con el nuevo ciclo hasta que agotemos las aristas de D.

Cr

Cp

Figura 4.8: Los ciclos generados en 7 y T' al afiadirles v y z, respectivamente.
v € T, y = es una arista de T opuesta a v y ajena a T que ademds no estd en
T. En (Cr» UCr) \ {z} existe un ciclo que contiene a v como arista de peso
méaximo.

El ciclo final que obtengamos estard completamente contenido en T' excepto
por v, por lo que debe contener alguna ariste u' que sea ajena a Tg, luego

6Estamos simplificando un poco el proceso. En realidad, es posible que al unir ambos ciclos
y eliminar a x no obtengamos un ciclo, por ejemplo ai loa ciclos se intersectan en algin otro
elemento. Sin embargo, no es muy complicado ver que de eata unién ee puede extraer un ciclo
que contiene a v, y este es el ciclo al que nos referimos en el texto.
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w(u') = w(u). Dado que v es de peso méximo en cada lteracién del proceso,
w(v) = w(uw') > wu). '

En conclusién, en ambos casos w(v) = w(u), luego entonces w(v) = w(u),
por lo que si intercambiamos estas aristas en Ty obtenemos un nuevo drbol
generador de G que pesa lo mismo, y cuya distancia a T es d — 1. Si segui-
mos intercambiando aristas de esta manera, eventualmente llegaremos a 7' sin
modificar el peso, por lo tanto T es de peso mfnimo para G' U E. O

El resultado anterior nos servird, para ahorrarnos célculos en el caso de los
algoritmos incrementales del capftulo 3.

4.4.3. Otras Opciones

Existen muchas maneras de calcular el Arbol Generador de Peso Mfnimo de
una grifica. El algoritmo de Kruskal es una de las més senclllas y més directas, y
para nuestros propdsitos es bastante 1itil. Sin embargo, hay que tener en cuenta
que se puede utilizer otro algoritmo cuando see conveniente o necesarlo, por
ejemplo, si la gréfica tiene alguna particularidad que se pueda explotar.

Para una discusién més avanzada, [2] es una buena referencia.

4.5. Arbol de Steiner

Lo que hemos discutido en las secciones anteriores nos servird como herra-
mienta para el andlisis y discusién que hagamos en esta seccién. Hablaremos pri-
mero sobre el algoritmo codicioso, su implementacién y anélisis de complejidad.
Después analizaremos més brevemente los otros algoritmos de aproximacién y
el algoritmo que encuentra la solucién exacta.

En lo que sigue, supdngase que estamos trabajando sobre una grafica con p
vértices, ¢ aristas y r vértices terminales seleccionados.

4.5.1. 2-Aproximacién

Teorema 4.1. Para una grdfica coneza, sin pesos en las aristas, podemos cons-
truir la 2-aprozimacidn al Arbol de Steiner en tiempo O(rq +r2logr).

Demostracién. El algoritmo codicioso que encuentra la 2-aproximacién tiene
que reallzar lag siguientes tareas:

1. Construir la grifica de proximidad del conjunto de vértices terminales. Pa-
ra esto necesita primero encontrar las distancias en G entre dichos vértices.
Si se usa BFS desde cada vértice terminal, en total lleva O(rq) obtener
esta informacién y de paso se calculan también las trayectorias minimas
en GG que unen a cada pareja de vértices.

Teniendo las distanclas, construir la grafica de proximidad es equivalente
a construir una gréfica completa usando a los vértices terminales donde
cada arista (a,b) pesa 6z (a,b). Esto se puede hacer en O(r?).
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2. Encontrarle un Arbol Generador de Peso Mfnimo a la gréfica de proxi-
midad. Este paso toma un tiempo de O(r?logr) usando el algoritmo de

Kruskal, pues la grafica de proximidad tiene Z52 aristas.

3. Construir la 2-aproximacién en G a partir del drbol. Por cada arista del
érbol, se debe listar une trayectoria de peso minimo en G que una & sus
extremos. Pero esto ya fue calculado en el primer paso, por lo que el costo
total solo es el costo de listar las aristas de las trayectorias, lo cual lleva
O(q) en el peor caso.

Obsérvese que no solo afecta a la complejidad el tamafio de la gréfica, sino
tembién el nimero de vértices terminales que se estén considerando. El tiempo
total requerido es O(rq +r2 + r2logr + q) = O(rq + r2logr). Esto pruebs el
teorema. O

Si queremos correr varias veces el algoritmo sobre la misma grafica, es posi-
ble que nos convenga preprocesarle para encontrar las distancias y trayectorias
minimas entre cada pareja de vértices (usando BFS desde cada vértice, el pre-
procesamiento se puede hacer en O(pyg)). Asf nos evitamos recalcular esta infor-
macién cada vez que queramos construir una 2-aproximacién. Si descartamos
el tlempo necesarlo para el preprocesamiento, la complejidad del algoritmo se
reduce a O(r?logr + q).

Si lo que nos interesa es medir la distancia respecto al peso de las arlstas, o si
la gréfica tlene alguna particularidad que se pueda explotar, los algoritmos que
usamos en cada caso se pueden sustituir por otros que hagan una tarea similar.
El tiempo total se verd afectado segiin estos cambios, pero el andlisis debe ser
muy simple usando un desglosado similar al que hicimos aquf.

4.5.2. Heurfstica del Conjunto Fundamental

Ahora vamos a analizar el algoritmo que busca mejorar la aproximacién
tratando de encontrar el conjunto fundemental del Arbol de Steiner elemento
a elemento. Para buscar 1 solo vértice, el algoritmo debe realizar las siguientes
tareas:

1. Preprocesar la grifica para obtener la informacién de distancias y tra-
yectorias minimas entre cada par de vértices, asi como encontrar la 2-
aproximacién usando el algoritmo codicloso. Las técnicas son las mismas
que las descritas para encontrar la 2-aproximacién, por lo que este paso
lleva O{pq + r2logr). En este caso, sin embargo, lo que més nos conviene
es quedarnos con el Arbol Generador de Peso Mfnimo de la gréfica de
proximidad en vez de reconstruir la aproximacién en . Esto es porque lo
vamos a utilizer para simplificar los célculos en el siguiente paso.

2. Conslderando cada vértice en turno, afiadirlo al conjunto de vértices ter-
minales y encontrar un Arbol Generador de Peso Minimo para la grafica de
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proximidad de este nuevo conjunto. Seleccionar algin vértice cuyo Arbol
ses minimo en peso respecto a los demsés.

Conviene pensar en la grafica de proximidad dindmicamente: le afiadimos
y quitamos vértices y aristas, y cada vez que hacemos esto debemos ac-
tualizar el Arbol Generador de Peso Minimo. Es decir, por cada vértice
debemos extender la gréfica (incluyendo al vértice y sus aristas incidentes)
y recaleular el Arbol. Segiin el lema 4.4, una manera de hacerlo es tomar
las aristas del Arbol original que calculamos en el primer paso y afiadirles
las aristas incidentes al vértice nuevo. De estas dltimas hay r, y el 4drbol
original tiene r — 1, por lo que en total tenemos que considerar 2r — 1 aris-
tas. De acuerdo al lema, un Arbol Generador de Peso Mfnimo construido &
partir de estas aristas lo es también de la gréfica de proximidad extendida.
Por lo tanto usando el algoritmo de Kruskal se puede realizar este paso
en tiempo O(rlogr) por cada vértice (dado que ya tenemos calculadas las
distancias entre todo par de vértices, listar las aristas incidentes al vértice
nuevo lleva O(r)). Procesar todos los vértices de la gréfica de esta mane-
ra lleva O(prlogr), y conforme vamos procesando cada vértice podemos
llevar un registro del que genera el drbol més ligero hasta el momento.

En total este proceso toma O(pq + r2logr + prlogr) = O(pg + prlogr), y
al final tendremos un candidato a vértice de ramificacién del drbol de Steiner.

Podemos volver a aplicar la heurfstica usando el conjunto de vértices ter-
minales extendido con el vértice anterior para obtener otro posible vértice de
ramificacién del drbol. Como establecimos anteriormente, en total el drbol no
puede tener mds de r — 2 vértices de ramificacién, por lo que este es el méximo
ntimero de iteraciones para este proceso. Las iteraciones sucesivas pueden utili-
zar la informacién calculada en las iteraciones anteriores; en particular podemos
reciclar el trabajo del preprocesamiento de los vértices, y el Arbol Generador
de Peso Minimo de la gréfica de proximidad extendida. Por esto, a partir de
la segunda iteracién solo es necesario realizar el paso 2 descrito arriba para el
conjunto de vértices terminales que corresponda.

De todas las lteraciones, la més costosa es la Ultima, que en el peor caso
tlene que trabajar con r + (r —3) vértices terminales. Ain asf, la complejidad de
esta iteracion es O(prlogr), pues al calcular los drboles de peso mfnimo solo es
necesario considerar poco menos de 4r aristas en cada caso. Toda esta discusién
prueba el siguiente resultado.

Teorema 4.2. La heuristica del conjunto fundamental encuentra una aprozi-
macidén al drbol de Steiner en tiempo O(pq + pr?logr).

4.5.3. Solucion Exacta

Por 1dltimo analizamos el algoritmo que encuentra la solucién exacta al pro-
blema del Arbol de Steiner, siempre y cuando el nimero de elementos del con-
junto de vértices terminales esté acotado por un valor A. Como mencionamos
antes, en este caso el nimero de vértices de ramificacién del drbol es a lo més
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A — 2, por lo que con considerar conjuntos de hasta este nimero de elementos
de entre los no-terminales, necesariamente encontraremos el arbol.

Sea S el conjunto de vértices terminales de la grafica. El algoritmo tiene que
realizar las siguientes tareas:

1. Preprocesar la gréifica para obtener la informacién de distancias y trayec-
torias minimas entre cada pareja de vértices.

2. Por cada subconjunto §' de vértices no-terminales de entre cero y A — 2
elementos, obtener el Arbol Generador de Peso M{nimo para la gréfica de
proximidad del conjunto § U $’. En cada caso registrar el peso del rbol
asociado al conjunto. Escoger cualquiera de los conjuntos que minimicen
dicho peso.

El primer paso ya lo hemos discutido: usando BFS desde cada vértice po-
demos llevarlo a cabo en O(pq). Para analizar la complejidad del segundo paso
vamos & simplificar las cosas un poco. En vez de considerar subconjuntos de
hasta A — 2 vértices no-terminales, supondremos que el algoritmo trabaja sobre
todos los subconjuntos de exactamente A — 2 vértices, Incluyendo terminales
y no terminales. Estas dos situaciones son equivalentes desde el punto de vis-
ta tedrico, pues a cualquier subconjunto de vértices no-terminales le podemos
agregar vértices terminales hasta que tenga A — 2 elementos. Por lo tanto todos
los subconjuntos considerados en el paso 2 siguen silendo considerados al hacer
este cambio de enfoque.

El andlisis que haremos a continuacién podria ser mucho més estricto, y asi
arrojar mayor Informacién sobre la naturaleza y complejided de este algoritmo.
Sin embargo nuestro objetivo en este caso es otro. Lo que queremos es mostrar
que con la restriccién extra de que el ndmero de vértices terminales esté acotado,
si se pueden encontrar soluciones al problema del Arbol de Steiner en tiempo
polinomial,

El ntimero de subconjuntos de A — 2 elementos de entre p totales estd dado
por

p!

S BTHip-g-on
_ e-1)E=-2)---(p-(A-3)
G —2)!
pA--Q
< oo
< p:\—Q

Por lo tanto en el paso 2 se deben considerar O(p*~?) conjuntos. Como
|S| < A, en total hay menos de 2\ elementos en $ U S’ en cada iteracién, por
lo que encontrar su gréfica de proximidad toma Q(A2) y el célculo del Arbol
Generador de Peso Minimo lleva O(M\?log \) usando Kruskal. Juntando todos
estos resultados obtenemos el siguiente lema.
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Lema 4.5. Sir < A, i.e. el nimero de vértices terminales no pasa de cierta
constante, entonces siempre podemos encontrar el Arbol de Steiner en tiempo
O(pg + p*~2M\%log )).

En la préctica el algoritmo no es muy util salvo para valores pequefios de
A. En otro caso serfa mejor buscar aproximaciones al Arbol de Steiner, posi-
blemente usando alguna heurfstica. Desde el punto de vista tedrico es relevante
al menos en un sentido: hay que notar como un pequefioc cambio en el plante-
amiento del problema nos lleva de algo que quizds no sea posible de resolver, a
algo cuya solucidén es relativamente simple.

4.6. Sobre la Implementacion

Muchos de los problemas que discutimos en este capitulo han sido amplia-
mente tratados con anterioridad. Los resultados sobre ellos son numerosos y
los algoritmos que los resuelven son muy variados. La eleccién de una técni-
ca en particular para resolver un problema puede cambiar dependiendo de las
caracteristicas particulares que se puedan explotar de ese problema.

En este capftulo nos hemos enfocado en implementar el algoritmo codicioso
con simpleza y eficiencia, de la forma més general posible, lo cual nos ha llevado
a dar preferencia a clertos algoritmos sobre otros. Hay que tener en cuenta que
dependiendo de la grafica sobre la que se trabaja, puede ser conveniente cambiar
de herramientas. La naturaleza modular de nuestra 2-aproximacién hace que
este punto sea particularmente importante.



Capitulo 5

Movilidad

En el mundo de las comunicaciones cotidianas, la suposicién de que la red
sobre la que se quiere trabajar es estética es muy poco realista: las computadoras
cuentan con tarjetas de red Inaldmbricas, lo cual significa que la topologfa de
la red se define en el momento de su uso (& este tipo de redes se les llama
ad-hoc); los teléfonos celulares son el {cono de la movilidad, por lo que asumir
que se mantendrén fijos mientras se estén comunicando es un error. El tipo de
algoritmos que se deben desarrollar para este tipo de redes es necesarlamente
distinto, y tiene que acoplarse a este dinamismo.

A lo largo de este capftulo analizaremos el problema del Arbol de Steiner en
graficas “mdéviles”, o més precisamente, gréficas pars las cuales ignoramos cual
es la distribucién de sus nodos y aristas. En un extremo de esta abstracclién el
problema se vuelve imposible de resolver, cuando los vértices se mueven més
ripido de lo que podemos decidir cuél se conecta con cuél. Pero también este
modelo es poco realista, pues en general los nodos se mueven vaerios érdenes
de magnitud més despacio que las sefiales que transmiten. Por eso casi siem-
pre es considerado aceptable que los algoritmos desarrollados para este tipo de
problemas trabajen sobre grificas fijas, pero que, salvo localmente, tienen una
topologia desconocida.

En la primera seccién hablaremos un poco mds sobre este tipo de algorit-
mos y sus particularidades, asi como los principales enfoques con los que suele
encararse su disefio.

La segunda seccién trata sobre algoritmos de ruteo local, esto es aquellos
en los que cada nodo toma decisiones baséndose solamente en informacién cer-
cana. El propésito es mostrar que esto es posible, y al mismo tiempo describir
herramlentas ttiles para el problema del Arbol de Steiner.

En la tercera seccién se introducen los conceptos de k-generador y grifica
de Delaunay, y su relacién con el problema. El punto principal aquf es la cons-
truccién local de un k-generador plano y la presentacién del algoritmo que lo
utiliza para aproximar el Arbol de Steiner.

Finalmente, en la cuarta seccién presentamos algunas observaciones impor-
tantes sobre la naturaleza del algoritmo propuesto.

61
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Nuestro objetivo en este capftulo es plantear los resultados de los capitulos
anteriores en el mundo de las redes inaldmbricas. Como consecuencia tendre-
mos que introducir muchos conceptos nuevos. Por esta razén trataremos los
temas m4s superficialmente que antes, pero al mismo tiempo proporcionaremos
suficiente bibliograffa que profundiza mucho més en cada uno.

5.1. Redes Modviles

Para los conceptos que manejamos en esta seccién se recomiendsa consultar
algin texto sobre sistemas distribuidos, por ejemplo [12].

Supongamos que queremos mandar un mensaje de un nodo a a otro b en una
red inaldmbrica cuyos nodos estén en constante movimiento, En cada instante
la red se puede representar mediante una grafica como hemos hecho hasta aho-
ra, pero a instantes distintos pueden corresponder gréficas distintas. Cualquier
algoritmo que resuelva este problema debe decidir una ruta de la red por la cual
mandar el mensaje. Por lo tanto el algoritmo tlene bésicamente dos opciones:
procurarse la informacién necesaria para establecer la forma que tiene la red en
ese momento y en base a esto establecer la ruta que el mensaje debe tomar, o
bien utilizar solo informacién local al decidir y olvidarse del resto de la red.

Como la primera opcién parece la més simple, es la que exploraremos pri-
mero. Supongamos que existe un nodo especial con acceso directo a todos los
demés, que a cada momento puede saber la forma que tiene la gréfica (por
ejemplo un satélite muy poderoso). Con esta informacién podria recibir la pe-
ticién de a de comunicarse con b y mandarle de regreso la ruta 6ptima para la
configuraclén actual de la red. El nodo a cargaria esta informacién dentro del
paquete que quiere mandar y luego lo soltarfa a la red para que se llevaran a
cabo sus instrucciones. En este modelo el vinico trabajo que realizan los nodos
de la red es iniciar peticiones o reenviar mensajes, mientras que las decisiones
de ruteo quedan todas a cargo del nodo especial. Por esta razén se le conoce
como modelo centralizado.

Aun cuando no contemos con un nodo especial de este tipo, se puede aplicar
el mismo estilo centralizado para resolver el problema. Por ejemplo, el nodo a
puede inundar la red con mensajes pidiendo informacién sobre la configuracién
de cada nodo. Cuando un nodo recibe un mensaje de este tipo, junta la infor-
macién local que posee de la gréfica en un nuevo mensaje, y transmite & su vez
esta informecién a toda la red. Es bastante simple idesr un mecanismo para
asegurarnos que el intercambio de mensajes termine eventualmente, de forma
que a tenga todos los pedazos y pueda reconstruir la grafica completa. En este
motnento a funciona como el nodo central que calcula la ruta, la imprime en un
nuevo paquete junto con el mensaje para b y lo suelta dentro de la red para que
se sigan sus instrucciones.

Cuando se tiene la informacién completa de la grafica, se puede utilizer
cualquiera de los algoritmos de ruteo desarrollados para redes estéticas para
resolver el problema del 4rbol de Steiner.
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5.1.1. Algoritmos Distribuidos

La gran falla del modelo centralizado es preclsamente que carga todo el
trabajo en un solo nodo. Esto no solo nos obliga a averiguar la forma de la red
antes de comenzar el envio mismo del mensaje, sino que si los nodos a y b van a
establecer una comunicacién durante un tiempo prolongado, el trabajo principal
se concentrard en ellos dos (o en el nodo central), mientras que el resto de la red
quedard sin trabajo por le mayor parte del tiempo. Los algoritmos distribuidos
son una solucién a este problema,

En este modelo cada nodo de la red tlene los mismos poderes que los de-
mas, y cada uno hace una parte del célculo de la solucién del problema. Asf por
ejemplo, si se necesita calcular un Arbol Generador de Peso Mfnimo, un algo-
ritmo distribuido podrfa hacer que cada nodo calculara la parte del Arbol que
es incidente a él. Los distintos nodos se pasarfan mensajes unos a otros hasta
que todos se pusieran de acuerdo, y en este punto el drbol estarfa calculado.
A diferencia del enfoque centralizado, ni la gréfica completa ni el Arbol mismo
necesitan residir en un solo nodo, sino que cada uno almacena (y trabaja con)
informacién parcial.

Cuando se distribuye el trabajo de esta manera debe existir cierta coordl-
nacién entre los nodos de la grafica. Por ejemplo, debe ser posible decidir si un
mensaje que se reciba es una respuesta a algin mensaje anterior o se trata de
una nueva peticién, o incluso si dos mensajes consecutivos llegaron en el orden
que debfan o no. Para esto se pueden poner restricclones al envio de mensajes de
forma que la red esté sincronizada. El resultado efectivo de la sincronizacién es
que un nodo puede establecer una lfnea de tiempo para los mensajes que recibe,
i.e. hay un reloj légico en la red que es respetado por todos los nodos, y con el
cual se puede decidir el orden de los mensajes. Por supuesto, la sincronizacién
impone un costo extra a las comunicaciones sobre la red.

La otra opcién es que el sistema sea asincronoe, en cuyo caso realmente no se
puede establecer un orden entre los mensajes. Recuérdese que estamos hablando
de lo que cada nodo de la red ve, y que no tiene conocimiento global del sistema,
por lo que si recibe dos mensajes del mismo origen no tiene manera de saber cuél
se generd primero. En estas circunstancias el algoritmo debe tomar precauciones
para poder interpretar lo que estd pasando en cada situacién posible.

En cualquier caso esta necesidad de coordinacién puede ser costosa e inevi-
table. De hecho, por lo general la complejidad de los algoritmos distribuidos no
se mide en el tiempo que tardan las cosas en calcularse, sino en el niimero de
mensajes que deben pasar por le red para que los nodos se pongan de acuerdo
en una solucién. Esto tiene sentido por dos razones: la primera es que casi siem-
pre la intensidad de los célculos que debe realizar cada nodo se reduce mucho,
pues el trabajo se reparte en toda la red; la segunda es que el tiempo que tarda
un mensaje en pasar de un nodo a otro suele ser mayor que el que tarda un
nodo en realizar sus célculos. El cuello de botella en estos sistemas deja de ser
le. velocidad de procesamiento de los nodos, y se convierte en la velocidad de
transmisién entre ellos.

Existen algoritmos distribuidos que resuelven el problema de encontrar las



64 CAPITULO 5. MOVILIDAD

distancias minimas entre vértices (ya sea usando BFS, Dijkstra, o alguno de los
otros algoritmos que hemos discutido), asf como otros para resolver el problema.
del Arbol Generador de Peso Minimo (constltese [12], que también trata estos
temas). Aplicando sus ideas y la teorfa que discutimos en los capftulos anterlores
sobre Arboles de Steiner, es posible crear algoritmos distribufdos para aproximar
la solucién como hicimos antes.

No profundizaremos més en esto, pues nuestro interés va dirigido a otra
clase de algoritmos. Aunque los algoritmos distribuidos de este tipo reparten
mejor la carge de trabajo entre los nodos de la red, tlenen algunas desventajas.
Por ejemplo, el envio de mensajes de a a b requiere que a inicle una peticién
en la red para que se calculen las estructuras de datos necesarias, y solo hasta
que este proceso termine es que puede empezar el envio mismo del mensaje.
Cuando el didmetro de la red es grande,! a puede tener que esperar un buen
rato antes de tomar une decisién sobre hacia dénde debe mandar el mensaje
(véase la figura 5.1). Mientras el algoritmo requiera la informacién completa de
la distribucién de la red pare decidir sobre la ruta de envio, es probable que no
podamos evitar esta espera.

ob

a

Figura 5.1: El nodo a quiere mandar un mensaje a b pero no conoce la forma de
la. gréfica, por lo que tiene que esperar informacién de otros nodos para poder
decidir hacia dénde enviar el mensaje, o blen tomar una decisién localmente.

La alternativa que nos queda es olvidarnos de la topologia de la gréfica, y
decidir el siguiente paso de la ruta basados solamente en informacién local del
nodo. De esta forma no es necesario esperar la respuesta de nodos lejanos para
tomar decisiones. Hablaremos més sobre esto en la seccién 5.2.

5.1.2. Graficas de Disco Unitario

Estas graficas son muy ttiles para modelar cierto tipo de redes inalambricas,
como les redes de celulares. En abstracto, un celular es un dispositivo receptor
con un pequefio procesador y un pequeilo transmisor. La potencia de su trans-
misor es fija, y el celular solo puede meandar mensajes a otros dispositivos que se
encuentren dentro de su radio de influencia (fig. 5.2). 5i ponemos varios celula-
res dispersos en un Area determinada, entre todos forman naturalmente una red

1El didmetro de una grdfica se deflne como la distancia méxima que hay entre dos vértices
cualesquiera.
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de comunicacién. Suponiendo que todos los celulares tlenen aproximadamente
la misma potencia de transmisién, podemos normalizar esta distancia para que
represente una unidad. De esta forma, dos nodos de la red se pueden comunicar
sl y solo si la distancia entre ellos es menor a 1.

(2) (b)

Figura 5.2: (a) La condicién para que una arista pertenezcae a la grifica es que
la distancia entre sus dos extremos sea a lo més 1. (b) Un ejemplo de grafica de
disco. unitario.

5.2. Ruteo Local

Para estudiar las ideas principales involucradas en este tipo de ruteo presen-
taremos un par de algoritmos de ejemplo, que también nos serdn de utilidad en
nuestro estudio de Arboles de Steiner.

Algunos algoritmos distribuldos tienden a requerir que los nodos de la gréfica
almacenen informacién 1til para tomar decislones de ruteo. Cuando el niimero
de transferencias sobre la red se incrementa, la cantidad de informacién almace-
nada se acumula. Esta carga extra en los nodos puede ser inaceptable en clertas
aplicaciones. Cuando hablamos de ruteo local tenemos en mente dos puntos
principales: el primero ya lo habfamos discutido, y es el de acelerar el proceso
de toma de decisién de un vértice lo més posible, es decir, que un mensaje sea re-
enviado sin demora al destino; el segundo punto es que todo esto se lleve a cabo
sin dejar huella sobre la red, lo cual significa que los nodos no almacenan infor-
maclién de ruteo (obviamente, es también inaceptable cargar esta Informacién
en el mensaje).

Con este modelo se tiene la ventaja de que los mensajes son despachados
réapldamente, y cada nodo puede utilizar la memoria liberada para otras tareas.
Suena muy bien, pero no es claro siquiera que se pueda disefiar algo til con
estas restricciones. Surge la pregunta de si es posible asegurar que un mensaje
llegard a su destino sl solo se rutea localmente. Nuestro siguiente objetivo es
mostrar que sl es posible.
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Hay que observar que hay gréficas en las que todes estas restricciones ha-
cen imposible el ruteo. Por ejemplo, en grificas abstractas donde no hay més
informacién que las aristes y vértices que la componen, para un vértice que solo
cuenta con informacién local todas sus aristas incidentes lucen igual. No hay
punto de comparacién para distinguirlas. Cualquier algoritmo determinista de-
cidiré sobre alguna de las aristas y enviard el mensaje por allf, después de lo cual
olvidard completamente que ha visto el mensaje y por dénde lo mandé (pues
esté prohibido que registre esta informacién). El resultado es que el mensaje se
podria quedar dando vueltas en la gréfica indefinidamente sin llegar a su destino
jamas.

Por esta razén, permitiremos que los mensajes tengan una cantidad constan-
te (pequefia) de memoria extra disponible, donde puedan almacenar informacién
importante (como la identidad del vértice de destino, o de algin vértice por el
que ya pasaron). Esto va de acuerdo al paradigma local, pues en ningtin momen-
to se tiene informacién sobre la distribuclén completa de la red, sino solamente
de algunos de sus elementos. De ahora en adelante asumiremos que la grifica
estd dibujada en el plano, y que cada vértice conoce sus coordenadas en 2D.
Esta informaclén geométrica le permitird a los algoritmos orientarse al tomar
sus decisiones.

5.2.1. Ruteo con Brujula

Este algoritmo y el que slgue fueron propuestos por Kranakis et al. [10] La
idea es la. més intuitiva que hay: si se conoce la direcclén en la que queda el
destino, hay que tomar la ruta cuya direccién sea lo més directa posible. Esto es
lo que podria hacer una persona en Parfs para llegar a la Torre Eiffel, caminar
hacia donde se vea la punta de la torre.

Suponiendo que un nodo tiene la tarea de reenviar un mensaje y solo cuen-
ta con las coordenadas del destino, el algoritmo trabaja como sigue. Averigua
primero las coordenadas de todos sus vecinos inmediatos. Con base en esta in-
formacién, calcule las pendientes de sus aristas incidentes y calcula también la
pendiente de la recta que pasa por sus proplas coordenadas y las del destino.
Finalmente escoge la arista cuya pendiente se aproxime més a la de la recta y
envia el mensaje por allf. Si llegen a haber empates, elige aleatoriamente cual-
quiera de las aristas empatadas. Cade vértice de la grafica ejecuta el mismo
algoritmo hasta que el mensaje se encuentre en su destino.

Estd claro que el algoritmo cumple las condiciones de localidad que men-
cionamos anterlormente, pues en ningin momento almacena informacién (ni en
el nodo, nl en el mensaje) y su decisién estd basada solamente en su vecindad
inmediats. Esta es una propiedad con repercusiones importantes: una vez que
el mensaje es enviado, tanto el nodo como el mensaje se olvidan de la existencia
del otro.

Desgraciadamente, esta ingenuidad del algoritmo lo hace cometer errores en
ocasiones. Hay gréficas (fig. 5.3) en las que el mensaje nunca llega a su destino.

Una buena pregunta es si podemos decir algo sobre el tipo de redes en las
cuales el algoritmo funciona. En particular, la Gréfica de Delaunay es un ejemplo
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Figura 5.3: En esta gréfica el Ruteo con Brudjula falla al intentar enviar un
mensaje de s a t.

en el cual cada vez que un nodo reenvia el mensaje, la distancia entre éste y su
destino decrece. Dado que la gréifica es finita, esto significa que eventualmente
el mensaje serd recibido correctamente. Hablaremos un poco mas sobre esta
gréfica, que tiene propiedades muy interesantes, cuando lleguemos a la slguiente
seccién.

5.2.2. Ruteo por Caras

Este algoritmo es similar al ruteo con brijula, pero funciona en més gréficas.
Se trata también de un algoritmo local y para cualquier grifica plana garantiza
que el mensaje ruteado llegard a su destino.

Cuando una grifica es plana sus aristas forman una particién del plano en
regiones, a las que les llamaremos caras. El segmento de recta que atraviesa
los nodos origen y destino de un mensaje cruza estas caras en orden, por lo
que si dos caras son cruzadas una después de la otra, necesariamente deben
tener alguna arista en comin que ademds intersecte al segmento. Partiendo
del origen, se puede seguir el contorno de la primera cara hasta intersectar la
recta. En ese momento cambiamos y comenzamos a recorrer la cara adyacente,
y asf sucesivamente hasta legar al destino. Esta es la idea general del algoritmo.

Para implementarlo localmente hay que tener algunas cosas en cuenta. Lo
primero es que hay que recordar las coordenadas del origen y del destino para
poder calcular la recta gufa. También, dos caras pueden compartir més de una
arista, por lo que para evitar problemas hay que hacer el cambio de caras en
el punto més lejano al origen que sea posible. De esta forma se evita repetir
caras en el recorrido. Para esto es necesario almacenar otros dos datos en el
mensaje: el vértice donde comenzé el recorrido de la cara actual, y el punto de
interseccién con la recta gufa més lejano al origen que se haya encontrado.

Estos datos se pueden actualizar ficilmente usando la informacién geométri-
ca local de cada nodo, lo cual sugiere que se realice el ruteo mediante los pasos
que se explican a continuacién. Primero, registrar el nodo de partida y comenzar
a recorrer la primera cara en una direccién fija, arista por arista. Cada vez que
el mensaje pase por una arista que cruce al segmento de recta gufs determinado
por el origen y el destino, comparar la distancia entre la interseccién y el nodo
origen, y sl es la mayor encontrada hasta el momento registrar el punto. Cuando
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el mensaje regrese al vértice del que partié, solo necesita volver a recorrer la cara
hasta la posicién correcta y hacer el cambio de cara. Se repite el proceso hasta
encountrar el vértice de destino.

La ides es similar al Ruteo con Brujula, excepto que en vez de rutear el
mensaje nodo por nodo, se hace cara por cara. Con este cambio es posible
asegurar que el mensaje siempre se entrega a su destino usando solo operaciones
locales, siempre y cuando la gréfica sea plana.

vy V10

o]
,,7

ve
v vs

vg vy

Figura 5.4: Un ejemplo del Ruteo por Caras. En esta grafica s quiere mandar
un mensaje a t, por lo que sigulendo el algoritmo primero recorre la cara svyvgs,
cambia & la cara exterior en la arista (vy,vz), la recorre y vuelve a cambiar de
cara en la arlsta (v4,v1g), continua recorriendo vavy9ugugyt, ¥ en este momento
se detiene pues ya llegé a su destino. El segmento sf no pertenece a la gréfica,
solo aparece en la figura como referencia.

Obsérvese que en la discusién de los dos tltimos algoritmos no hemos hablado
sobre trayectorias minimas. La ruta que toma el mensaje para llegar a su destino
puede no ser éptima. Lo que hemos mostrado hasta ahora es que el ruteo se
puede llevar a cabo usando solo informacién local y una cantidad constante de
memorla en el mensaje.

5.2.3. Aproximacién Local al MST

Cuando la gréfica no es plana necesitamos primero encontrar une subgréfica,
que sl lo sea, de forma que podamos utilizar el Ruteo por Caras. Puesto de otra
manera, tenemos que poder identificar localmente a las aristas que pertenecen a
una subgrafica plana y las que no, para basar las decisiones de ruteo solamente
gobre estas. No solo eso, sino que hay que hacerlo de forma que los distintos
nodos estén de acuerdo a este respecto, en el sentido de que los dos extremos de
uns arista decidan exactamente lo mismo sobre su pertenencia en la subgréfica.

Esta es una idea poderosa, y el algoritmo de Chdvez et al. [3] para gréficas
de disco unitario es una muestra de que es una idea factible. La subgréfice. que
construye tiene muchas propiedades muy interesantes, una de las cuales es que
dado un niimero ¢ > 2, su peso es a lo mds z—f—} veces el peso del Arbol Generador
de Peso Minimo de la gréfica. La construccién es local, y requiere solamente que
cada vértice conozca su t-vecindad (los vértices que se pueden alcanzar desde el



5.3. K-GENERADORES 69

vértice saltando t aristas o menos).

El proceso es bastante directo. Lo primero que hay que hacer es establecer un
orden total entre les aristas de la griafica de forma que el Arbol de Peso Mfnimo
sea Unico. Esto es lo que permite que los nodos estén de acuerdo en cuales
aristas seleccionar y cuales no. Una vez hecho esto, cada vértice encuentra su
t-vecindad y le construye un Arbol Generador de Peso Minimo. Aquellas aristes
que pertenezcan al “drbol local” de cada uno de sus extremos van dentro de la
solucldn, y el resto son descartadas.

Tanto el algoritmo como la grafica son bastante Impresionantes por su sim-
plicidad y por las propiedades que poseen. Usando este método, con solo analizar
la 3-vecindad de cada vértice se puede construir localmente una 2-aproximacién
al Arbol Generador de Peso Mfnimo de la red. Aunque es una buena aproxima-
¢ién, no nos sirve directamente para el problema del Arbol de Steiner, pues para
poder explotar las ideas de los capftulos anteriores lo que realmente tendriamos
que hacer es buscar una manera de construir localmente el Arbol Generador de
Peso Minimo de la grifica de proximidad de los vértices terminales. Sin embargo
ideas introducldas por el algoritmo nos serdn de utilidad en la siguiente seccién,

Incluso si resolviéramos este problema, faltarfa mostrar un algoritmo de ruteo
gue asegurara una entrega cercana a la 6ptima para cada paquete. Volveremos
a este punto mds adelante.

5.3. k-Generadores

Volviendo al problema de los drboles de Steiner, sea G una gréfica y § un
conjunto de vértices terminales. Digamos que existe un algoritmo de ruteo que
asegura que para cualquier pareja de vértices puede hacer llegar localmente un
mensaje de uno a otro usando una ruta cuyo peso sea a lo mds k veces el de
la ruta éptima. Al pardmetro k se le conoce como factor de estiramiento. Si un
vértice de S quislera enviar un mensaje al resto de los terminales y conociera
la distancia en G a la que se encuentran, podria calcular la grifica de proxi-
midad para S y encontrarle un Arbol Generador de Peso M{nimo. Usando esta
informacién y el algoritmo de ruteo, podria llevarse a cabo la distribucién del
mensaje de forma que la distancia total recorrida fuera a lo més 2k veces la
optima, de acuerdo al teorema 3.1.

Definicién 5.1. Si G es una gréfica y H una subgréfica de G, se dice que H es
un k-generador de G si y solo si contiene a todos sus vértices, y para todo par
de vértices u, v

S (u,v) € k-dg(u,v)

Toda trayectoria mfnima en un k-generador tiene factor de estiramiento k.
En esta seccién estudiaremos la construccién local de k-generadores en redes
maviles.
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5.3.1. Gréfica de Delaunay

Existen muchas disciplinas que han llegado independientemente a los con-
ceptos de Diegrama de Voronoi y Gréfica de Delaunay (1, 13] de un conjunto de
puntos. Estas estructuras estdn fntimamente relacionadas y poseen una riqueza
de propiedades comparable con pocas otras.

Para un conjunto P de puntos en el plano, su Diagrama de Voronoi es
una particién del plano en regiones convexas. Cada regién es generada por un
elemento p del conjunto y consiste de todos aquellos puntos del plano que son
més cercanos a p que a cualquier otro elemento.

(a) Diegrama de Voronoi (b) Gréfica de Delaunay

Figura 5.5: Ejemplo de Diagrama de Voronoi y su dual, la Grafica de Delaunay.

Deflnicién 5.2. Sea G una gréfica plana. La grdfica dual de G es una gréfica
que contiene un punto por cada cara de G y una arista entre dos puntos si y
golo si las caras respectivas son adyacentes.

La Gréfica de Delaunsay se define como la dual del Diagrama de Voronoi.
Como a cada regién del diagrama corresponde un solo elemento de P, la grafi-
ca de Delaunay se puede construir sobre estos puntos de forma que dos son
adyacentes si y solo sl sus regiones de Voronoi respectivas son adyacentes. En
la figura 5.5 se ilustran ambas estructuras. La gréfica de Delaunay es plana,
conexa, y es facil ver que cuando no hay 4 elementos de P co-circulares todas
sus caras son triéngulos. En este caso se puede dar una definicién alterna para
la gréfica, que consiste de todos aquellos tridngulos formados con puntos de P
cuyo circunefreulo no contenga ningin otro elemento de P.

Obsérvese que la gréfica de Delaunay se define sobre un conjunto de puntos,
no sobre una grifica. Keil et al. [9] demostraron que la grifica de Delaunay es
un k-generador de la grifica euclideana completa con conjunto de puntos P,
donde k = 4—?71’ 7 2,42, Esto es, la distancia entre dos vértices en la grafica de

Delaunay es a lo méas 2,42 veces la distancia euclideana entre ellos.

Las propiedades de la gréifica de Delaunay son excelentes para usarla como

red subyacente en el problema del Arbol de Steiner: el ruteo con brijule siem-
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pre es posible, sus distancias tienen factor de estiramiento 2,42 (respecto de la
distancia euclideana), y es plana, lo cual simplifica el ruteo. La clave radica en
poder identificar sus aristas localmente.

5.3.2. Construccion Local de un k-Generador

La gréfica de Delaunay puede tener aristas arbitrariamente largas, por lo
que usando solamente aristas de una grafica de disco unitario, cuya longitud
a lo més 1, no siempre es posible construirla en un conjunto de puntos dado.
En otras palabras, al concentrar nuestro estudio en graficas de disco unitario
estamos eliminando la posibilidad de utilizar la teorf{s general deserrollada para
la grifica de Delaunay.

Se puede definir una verslén restringida de la gréfica en la cual se eliminan
todas las aristas con longitud mayor a 1. Li et al. [11] demostraron que la gréfica

de Delaunay restringida de esta manera es un ‘%ﬁﬂ—generador de la gréfica de
disco unitario, y describen un algoritmo para construir localmente una gréfica
plana que la contiene. Explicaremos su construccién a continuacion.

Dado un tridngulo en la gréfica de disco unitarlo, es posible que los vértices
que lo forman no puedan decldir localmente sl se trata de una cara de la trian-
gulacién de Delaunay. Por ejemplo, si el tridngulo tiene algin dngule interior
muy grande, puede existir un vértice muy lejano que esté contenido dentro de su
circuncfrculo. Por esto y dado que queremos un algoritmo local, en vez de cons-
truir la gréfica de Delaunay restringida mostraremos como calcular una gréfica
parecida que la contiene.

La Grdfica de Delaunay Local (GDL) se define sobre una gréafica de disco
unitario en base a un pardmetro {. Contiene a todas las aristas de longitud a lo
més 1 que caigan en alguna de les sigulentes categorfas (fig. 5.6)

1. Aquellas aristas que sean parte de algn tridngulo Auvw, cuyo circuncircu-
lo no contenga en su interior vértices de la ¢{-vecindad de u, v o w.

2. Cualqulier arista tal que el circulo que la tiene como didmetro no contenga
en su interlor otros vértices de la grifica.

GDL contiene a la grifica de Delaunay restringida, por lo que también es
un k-generador de la grafica de disco unitario. Aunque no necesariamente es
plana cuando t = 1, tiene una cantidad lineal de aristas y se puede hacer plana
eficlentemente preservando sus propiedades.

Su construccion es local siguiendo un método parecido al de la aproximacién
a MST que presentamos antes. Primero, cada vértice se procura la informacién
de la subgréfica inducida por su t-vecindad, para la cual construye una gréfica
de Delaunay. Luego prueba cada arista para ver si cae en alguno de los dos casos
mencionados. Sus candidatos son enviados a sus vecinos inmediatos, y sl estos
los aceptean también, las aristas entran a la gréfica, si no son descartadas.

Con esta herramienta podemos proponer el siguiente algoritmo para apro-
ximar el Arbol de Steiner en una grafica de disco unitario utilizendo solamente
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(a) Aristas de Tridnguloa de Delaunay Locales (b) Aristas de Gabriel

Figura 5.6: (a) Cuando ¢ = 1, las aristas (u,w’) y (v,w’) no pertenecen a GDL,
pues dentro del circuncirculo de Auvw’ hay un nodo en la 1-vecindad de w’. Sin
embargo, el tridngulo Auvw si pertenece a GDL.

(b) Segunda categorfa. Todas las llamadas aristas de Gabriel pertenecen a GDL.

informacién local. Suponemos que las coordenadas de todos los vértices termi-
nales son conocidas para el vértice que inicia €] ruteo. Primero plantearemos el
algoritmo y después discutiremos con més detalle algunas de sus partes.

1. 81 solo hay un vértice terminal, no hay nada que rutear y el algoritmo
termina.

2. El vértice inicial utiliza la informacién de los vértices terminales que cono-
ce para construir una gréfica de proximidad a partir de las distancias
euclideanas entre ellos.

3. Calcula el MST de esta grafica, lo cual le indica las aristas que debe seguir
para realizar el ruteo. Cada una de estas aristas representa un camino de
le grafica de disco unitario por el cual se debe enviar el mensaje.

4. Por cada rama del MST que incide en el vértice se envia un paquete
que incluya el mensaje y la informacién de los vértices terminales que
pertenecen a esa rama. De esta forma el conjunto de vértices terminales
de destino queda particionado entre los paquetes: la informacién de cada
vértice terminal de destino se encuentra en uno y solo uno de los paquetes
enviados.

Para enviar cada paquete se utiliza el ruteo por caras o algin algoritmo
similar sobre la Gréfica de Delaunay Local.

5. Une vez que un paquete llega a un vértice terminal, se convierte en el
nuevo vértice inicial y se repite el algoritmo con el subconjunto de vértices
terminales pertinente.
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Los pasos 3 y 4 del algoritmo imponen un orden en la manera en que los
vértices terminales reciben el mensaje. Aquellos que son incidentes al vértice
iniclal en el MST lo reciben primero y eventualmente lo reenvian a los nodos que
faltan. Hacemos esto para poder explotar los resultados sobre la 2-aproximacién
que presentamos anteriormente,

Existe un error sutil pero importante en este algoritmo. En el paso 2 utili-
zamos la distancia euclideana para construir la gréfica de proximidad, cuando
la distancia que deberfamos utilizar es la de la grafica de disco unitario sobre
la que estamos trabajando. Sin embargo no tenemos manera de conocer esta
iltima distancla sin antes recorrer la gréfica, o bien sin que exista algin ordculo
que nos proporcione esta informacion. Como queremos un algoritmo distribui-
do local, debemos evitar estas sltuaclones, por lo que utilizamos la heuristica
de tomar la distancia euclideana como una aproximacién a la distancia en la
gréfica.

En general estas dos distancias no estan relaclonadas, y no es dificil construir
un ejemplo de gréfica de disco unitario en la que dos vértices cuya distancia eu-
clideana sea 1 + ¢, en la grafica estén arbitrariamente alejados. Esto anularfa
nuestros resultados, pues la informacién que usamos para construlr la aproxi-
macién al Arbol de Steiner no refleja la situacién de los nodos en la gréfica. Por
ahora ignoraremos este problema, pero regresaremos a el més adelante.

Experimentalmente, €l ruteo con brijule sobre GDL es bastante eficlente,
pues se obtiene en promedio un factor de estiramiento menor a 2. Por tanto,
usando estas técnicas para el problema del Arbol de Steiner en redes méviles
(suponiendo que son modelables usando gréficas de disco unitario) la aproxima-
cién esperada que se obtiene con el algoritmo es 4 veces més pesada que el Arbol
de Steiner real. Este anélisis se basa solamente en resultados de experlmentos,
por lo que no es un resultado formal. Para esto necesitarfamos un algoritmo que
asegure rutear localmente un mensaje con un factor de estiramiento fijo, que
hasta ahora no hay.

5.4. Observaciones Finales

La razén por la que la distancia en una grafica de disco unitario puede ser
mucho mayor que la distancia euclideana es que los caminos tlenen que rodear los
“agujeros” que se generan por la topologfa de la grafica. Un agujero es realmente
una regién cerrada y conexa del plano delimitada por aristas de la gréfica, y
que no es atravesada en su interior por ninguna arista, i.e. no hay aristas que
sirvan de puentes para ir de un lado al otro de la regién. La tnica manera de
rutear a través de un agujero es rodedndolo, lo cual incrementa la distancia que
se recorre en la grafica, mientras que la distancia euclideana permanece fija.

Para que el algoritmo propuesto en la seccién anterior sea de utilidad, nece-
sitamos alguna condicldn que nos asegure que la distancia euclideana aproxima
bien a la distancle en la grafica. Aunque pudiera parecer que esto es pedir
demasiado, en las redes méviles del mundo real no es una condicién extrana. In-
tuitivamente, si los nodos de la red estdn distribuldos uniformemente en el plano
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con una densidad suficiente, la probabilidad de que existan agujeros grandes se
ve muy reducida, por lo que en la mayorfa de los casos el comportamiento del
algoritmo serd cercano al éptimo.

Por ltimo obsérvese que en este caso el célculo del Arbol Generador de
Peso Minimo de la grifica de proximidad solo nos sirve para orientarnos hacia
la manera en que conviene comenzar el ruteo. El ruteo mismo sobre la gréfica
de disco unitario se puede hacer de muchas maneras, incluso quizé explotando
la. heurfstica del conjunto fundamental, de forma que sl en el proceso de ruteo
el algoritmo se da cuenta que le conviene dividir el paquete aun cuando no se
encuentre en un vértice terminal, lo pueda hacer. Valdria la pena estudiar un
poco mas a fondo esto como una posible optimizacién.
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Conclusiones

Dado que el problema general del Arbol de Steiner es N P-completo, es muy
probable que lo mejor que podamos hacer para atacarlo es encontrar una buena
aproximacién.

La idea fundamental que utilizamos en nuestras aproximaciones es la de cal-
cular el Arbol Generador de Peso Minimo de una grafica relacionada, la grafice
de proximidad, que es construida con informacién de las distancias entre los
vértices de la gréfica original. Esta idea permite encontrar una 2-aproximacién
sencilla que en la préctica funciona bastante bien, y que en la teorfa resulta diffcil
de mejorar. Aun as{ existen otros algoritmos mas complejos para los cuales se
puede probar una mejor aproximacién. La ventaja de la 2-aproximacién radica
en que es una composicién de otros algoritmos muy estudiados, lo cual permite
escalar con relativa facilidad sus resultados a algoritmos de ruteo distribuido.

La relacién profunda que existe entre los Arboles de Steiner y los Arboles
Generadores de Peso Minimo nos permite entender con mayor claridad la ma-
nera en que esta aproximacién funciona. En particular hemos observado que sl
logramos identificar los posibles vértices de ramificacién del Arbol de Stelner al
construlr la aproximacion, los resultados que obtendremos serdn mejores. Este
resultado sirve como inspiracién para disefiar heurfsticas que mejoran el compor-
tamlento del algoritmo, y se puede resumir de la siguiente manera: sl podemos
estar seguros que un vértice no-terminal es un vértice de ramificacién del Arbol
de Steiner que buscamos, lo que obtengamos al afiadirlo al conjunto de vértices
terminales y construir la 2-aproximacién sers mes cercano al Arbol de Steiner
real. En este sentido, un resultado teérico Interesante serfa una heurfstice efi-
ciente para la cual se haya probado que slempre mejora la aproximacién en el
peor caso.

El paradigma de ruteo local apenas comienza a estudlarse, pero ya ha arro-
jado algunos resultados impresionantes, de los cuales los que presentamos en el
cap{tulo anterior son solo una muestra. En esta drea falta encontrar un algoritmo
que asegure un factor de estiramiento constante bajo para rutear localmente un
mensaje entre cualquier pareja de vértices, lo cual serfa una herramienta muy
util para muchos otros algoritmos. Por lo pronto una buena manera de resolver
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este problema es utilizando algoritmos de ruteo locales (como el ruteo con briju-
la) sobre una subgrifica que tenga propiedades ttiles, y que también se pueda
construir de forma local. En las graficas de disco unitario, el ruteo con brijula
sobre un k-generador como la Grafica de Delaunay Local funciona bastante bien
en la prictica.

Cuando podemos determinar estéticamente (i.e. sin la ayuda de otros nodos)
la distancie aproximada a la. que se encuentran los nodos terminales en una
gréifica de disco unitario, podemos aplicar todas estas ideas para obtener una
buena aproximacién al Arbol de Steiner con métodos puramente locales.

Alternativamente, una pregunta abijerta es la de si existe algiin algoritmo
que pueda identificar localmente las aristas de una aproximacién al Arbol de
Steiner y sobre estas realizar el ruteo. Este acercamiento es distinto al que
tomamos nogotros, y quizd se podrfan utilizar las mismas técnicas que hay pera
la construceidn local de otras graficas. De lograrse, probablemente se eliminarfa
el uso de los k-generadores, e incluso posiblemente la necesidad de aproximar la
distancia entre los vértices terminales.

Para el caso de las redes que se pueden modelar usando gréficas de dlsco
unitario, habria que buscar algoritmos que trataran de minimizar la distancia
topolégica (en saltos) entre sus vértices, para que el mensaje ruteado sea reen-
viado el menor nimero de veces posible, lo cual puede ser mas importante que
minimizar la distancia total recorrida. El problema principal que se presenta al
cambiar la funcién de distancia dentro de la gréfica es que no la podamos apro-
ximar estdticamente para construir una gréfica de proximidad fiable. Por esto,
el caso general para distancias arbitrarias sigue siendo un problema abierto.



Apéndice A

Definiciones Basicas de
Teoria de Graficas

A continuacién se presentan algunas definiciones de conceptos que utilizamos
en la obra. Para una discusién més avanzada de este material se recomienda
consultar la bibliograffa proporcionada.

Definicién A.1. Sea V un conjunto cualquiera y F un conjunto de parejas de
elementos de V. Decimos que G = (V, E) es una grdfica, cuyos vértices y aristas
gon los elementos de V' y E| respectivamente. Si u = Ty es una erista de la
gréafica, decimos que u incide en los vértices T y y.

Definicién A.2. El grado de un vértice en una gréfica se define como el niimero
de veces que las arlstas de la gréfica inclden en el.

Conceptualmente representamos a los vértices de la grafica como puntos en
un plano y a las aristas como lineas que los unen por parejas. Esta visualizacién
es muy util y ampliamente utilizada.

Cuando los elementos de F son parejas ordenadas decimos que la grafica
es dirigida, lo cual representamos mediante flechas en vez de lineas. Si no son
parejas ordenadas entonces decimos que la gréfica es no-dirigida. A menos que
indiquemos lo contrario se deberd asumir que las graficas que utilizamos son
no-dirigidas.

Deflnicién A.3. Sea G = (V, E) una gréfica. Declmos que G' = (V' E’) es
una subgrdfica de G cuando V! € V y E' C E. Si ademés se tiene que V/ =V
entonces decimos que ' es generadora de G.

Las subgréficas nos dan informacién parcial de la gréafica. A veces esta in-
formacién es lo inico que nos interesa de la grafica, por lo que una subgrafica
es8 una manera mas compacta de decir que una grafica tiene alguna propledad.
Es el caso de las subgraficas generadoras, que nos dicen todos los vértices que
pertenecen a la gréfica.
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Definicidn A.4. Sean G = (V, E) una grifica y {vo,v1,...,vn} C V tales que
cada arlsta de la forma T;v; 1 esté en F para 0 < ¢ < n. Entonces decimos que
P = (vp,v1,...,Un) €8 un camino en la grifica G cuya longitud es n.

Al vértice vg se le llama vértice inicial del camino y a v, vértice final.

Los caminos se visualizan como sucesiones de aristas en la gréfica, que se
pueden recorrer yendo de un vértice a otro en orden. Los vértices de un camino
estdn conectados por el camino. La longitud es el nimero de aristas que el
cAamino recorre.

Definicién A.5. Decimos que una grifica es conera cuando para cualquier
pareja. de sus vértices existe alglin cemino que los conecte. Si no es el caso
decimos que la grafica es disconeza. Las componentes conexas de una gréfica
son sus subgrificas conexas maximales.

Cuando una gréfica es disconexa, su representacién en el plano estd compue-
ta de varios fragmentos. Cada fragmento es ‘conexo pero no hay aristas entre
fragmentos. Estos fragmentos son las componentes conexas.

Definicién A.8. Una trayectoria es un camino que no repite vértices.

Definicién A.7. Un ciclo es un camino en donde el vértice inlcial es el mismo
que el vértice final y ninglin otro vértice se repite.

Deflnicién A.8. La distancia entre dos vértices se define como el mi{nimo de
lag longitudes de los caminos que conectan a dichos vértices. Si no hay ningtin
camino que los conecte, la distancia entre dos vértices queda indefinida y en
ocasiones se representa por el simbolo oo.

Podemos asignar peso a les aristas de una gréifica. Es decir, definimos una
funcién w que a cada arista le asocie un nimero, y afiadimos esta funcién a la
definicién de la gréfica, de forma que G = (V, E,w). Las graficas “sin peso” son
realmente un caso especial en el que el peso de todas las aristas es 1. Asf pues,
se puede redefinir la longitud de un camino como la suma de los pesos de sus
aristas, y la definicién de distancia se mantiene, pero ahora usando este nuevo
concepto de longitud. Como un abuso de notacién, nos referimos al peso de una
grafica como la suma de los pesos de sus aristas.

Es sencillo darse cuenta que cuando los pesos de las aristas son todos po-
sitivos, el camino cuya longitud corresponde a la distancia entre dos vértices
es realmente una trayectoria, por lo que en este caso se pueden utilizar ambos
conceptos de forma intercambiable.

Deflnicién A.9. Un drbol es una gréfica conexa sin ciclos.

Finalmente, juntando varios de estos conceptos, nos referimos a un drbol
generador de peso minimo de una gréfica G = (V, E,w) como una subgréfica
generadora de G, conexa, sin ciclos y que es minima en peso respecto a w.
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