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Introduccion

El propésito de esta tesis es encontrar los dos coeficientes efectivos no
triviales de transporte de un material compuesto constituido por dos mate-
riales is6tropos cualesquiera. La geometria que se considera es esencialmente
bidimensional ya que las ecuaciones que gobiernan el fenémeno estudiado de-
penden solamente de las coordenadas en un plano. Asi un material ocupa un
cilindro circular con centro en el origen mientras que en el resto de una celda
prismética rectangular, también centrada en el origen, esté contenido el otro
material. La celda se repite periédicamente llenando el espacio por completo.
Asi nuestro compuesto es un arreglo rectangular de cilindros circulares cuyos
ejes de simetria son paralelos. Los cilindros contienen a un material y el resto
estd ocupado por el otro. Es decir que, el compuesto resultante es anisétropo.
Su simetria material es la de ortotropia. Nuestro interés se concentra en las
propiedades que dependen de las coordenadas en el plano perpendicular al eje
del cilindro. O sea las propiedades birrefringentes no triviales del compuesto.

Para cumplir nuestro objetivo haremos referencia al articulo de Rodriguez-
Ramos et al. (2001) [20]. En ese trabajo consideran la misma geometria que
en esta tesis sélo que ellos enuncian el resultado general que se obtiene para
cilindros paralelos distribuidos de acuerdo a un arreglo de prismas de seccién
paralelogramica después de usar el método de Homogeneizaciéon Asintética.
Las ecuaciones que se plantean son las de elasticidad, vease [2], para dos
materiales de isotropia transversal, ver [19].

De la independencia respecto a la coordenada a lo largo del eje del cilindro
o de los cilindros, resulta que el sistema de tres ecuaciones se desacoplan en
dos; uno de ellos el més sencillo es el que se estudia en la tesis. Es el correspon-
diente al problema, llamado de deformacion antiplana para la componente
del desplazamiento en la direccién del eje antes mencionado y que tinicamente
depende de las otras dos coordenadas. Este es equivalente a un problema
de transporte (véase Tabla en la p. 19 de Milton (2002))[16]. Por lo que

VII



VIII INTRODUCCION

a partir de ahora indistintamente nuestros resultados serdn de utilidad en
varios contextos fisicos para conductividad eléctrica o térmica, dieléctricos,
deformacion eldstica antiplana, etc.

En Rodriguez-Ramos et al. (2001)[20] resuelven las ecuaciones que plan-
tearon al inicio por medio de método de Homogeneizacion Asintética o méto-
do de dos escalas puesto que consideran que el radio de los cilindros es muy
pequeno en comparacion con, digamos, la mas pequena de las tres dimen-
siones del compuesto.

Ellos ademds resuelven explicitamente las ecuaciones de tipo potencial
que se obtienen usando la teorfa de funciones elipticas del tipo de Weierstrass
para el caso de un arreglo cuadrado. La extension para un arreglo rectangular
se realiza aquf en el capitulo 1 de forma muy detallada y aunque el método
de solucién se inicia de la misma forma que en [20] se llegan a resultados
analiticos que involucran matrices simetricas . No asi en [20].

En el apéndice A estd una sintesis de las principales propiedades de las
funciones elipticas que se usan, tomadas del capitulo 18 Abramowitz y Ste-
gun (1965)[1]. Nuestra resultados muestran que sélo es necesario calcular
una de las sumas de latices, la S;. Esta serie tiene el inconveniente de que
converge muy lentamente, de acuerdo a su definicién inicial, por lo que se
hace necesario transformarla en una serie que si converja rdpidamente. Los
resultados de Mityushev y Adler (2002)[17] para esta serie también aparecen
en este apéndice A.

Hace falta mencionar que la isotropia material considerada aqui estd in-
cluida en la isotropfa transversal de los materiales de Rodriguez-Ramos et
al. (2001) [20].

Como punto de partida tomamos los dos problemas canénicos que resul-
tan y buscamos la solucion de ecuaciones de Laplace en una celda rectangu-
lar periédica. Estas se resuelven por medio de funciones doblemente periédi-
cas del tipo de Weierstrass. Son dos los coeficientes efectivos que se requieren
pues el compuesto es birrefringente debido a la geometria rectangular. Se
obtienen férmulas analiticas cerradas para las dos propiedades efectivas que
son sencillas de calcular.

Se verifica que los resultados analiticos y numéricos cumplen la relacién de
reciprocidad de Flaherty y Keller (1973). Aqui se hace uso de la propiedad de
simetria de las matrices, mencionadas parrafos arriba. Los resultados numeéri-
cos se obtienen usando un programa codificado en MATLAB que se encuentra
en el apéndice B.

Los resultados numéricos se encuentran analizados en el capitulo 2. Estos



IX

resultados, hasta donde sabemos, son nuevos. Finalmente el capitulo 3 expre-
sa algunos problemas que se podrian trabajar més adelante con las técnicas
aqui descritas y conclusiones a las que se llegaron al hacer este trabajo.
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Capitulo 1

Solucién de los Problemas
Canonicos

1.1. Introduccién

En este capitulo se planteard el problema eje de este trabajo el cual con-
siste en encontrar los coeficientes efectivos de elasticidad. Los cuales son
tomados del articulo de Rodriguez-Ramos et al. (2001) [20], que se les de-
nomina los problemas canénicos 13 y 23, los cuales estan asociados con el
campo de deformacién, pero nosotros los resolveremos para un arreglo perié-
dico rectangular, de base a y de altura b, en cuyo centro estd un circulo de
radio R. Vamos a separarlo en dos regiones la exterior del circulo y el interior
del circulo. Las cuales las denotaremos S; y S5 respectivamente

1.2. Planteamiento de los problemas locales

Inicialmente haremos referencia al articulo de Rodriguez-Ramos et al.
(2001) [20]. En él se derivan las ecuaciones que gobiernan los problemas lo-
cales de un material compuesto como el que se estd estudiando aqui. Esto es
un arreglo rectangular periédico de cilindros circulares de radio R. La celda
que se repite en el plano 1,y se muestra en la figura 1.1 en el sistema de
coordenadas de la variable y = (y1,y2,y3). La regiones S; y Ss estdn ocu-
pados por un material eldstico cuyas propiedades se describen méds adelante.
La interfase I' entre las regiones es circular. Por la simetrfa cilindrica de
la geometria del compuesto, los campos de desplazamiento, deformacion y

1



2 CAPITULO 1. SOLUCION DE LOS PROBLEMAS CANONICOS

esfuerzo no dependen de la tercera coordenada ys.

31?
4 4 4 4 4 4 * Y1+
10 _1/2 ‘ ‘ 5 5 ‘ ‘ 1,2 10

“blza.

Figura 1.1: Rectéangulo periédico, cilindro de radio R y la separacién I' del
material eldstico en dos dominios S7 y Ss.

En estas coordenadas el rectdngulo de la figura 1.1, tiene base uno y altura
b/a, donde a y b son los lados del recténgulo original. Cuando a = b, tenemos
un cuadrado cuyo lado es la unidad; éste se estudié en Rodriguez-Ramos et
al. (2001) [20]. Esto quiere decir que podremos comparar nuestros resultados
analfticos y numéricos en este caso particular. Primero que nada escribiremos
las ecuaciones correspondientes a los problemas locales que denotaremos por
13L y 23L tomadas de Rodriguez-Ramos et al. (2001) [20]. Nétese que los
preindices 13 y 23, que también aparecerdn asociados con el campo de despla-
zamiento 13U y 93U es una notacion para distinguir entre los dos problemas,
que llamaremos canénicos, (ver por ejemplo, [20] ecs. (3.5)).

Asi el problema local 131 ésta dado por las ecuaciones siguientes:

13U7(1’{) + 13U7(2T2) =0 en ST7 (11)

ngU(T)H =0 en I, (1.2)

Hpr(lsU,(lT)nl +13 U,(zT)nz)H = —|pxl 7 en T, (1.3)
<13U> = 07 (14)



1.3. SOLUCION PARA EL PROBLEMA LOCAL 5L. 3

donde py es el médulo de rigidez del material que ocupa la region Sy, T =
1,2, el vector unidad normal exterior a la interfase I" es n = (cosf,sen 0).
También la notacién de doble barra usada en (1.2) y (1.3) expresa el salto
de la funcién f(¥)(y) a través de la interfase, es decir,

||f(T)|| = f(l) _ f(2)_ (1.5)

Los paréntesis angulares definen el promedio del volumen por unidad de
longitud sobre la celda periédica, esto es,

(= [ foan (1.6

donde la V' es el drea de la celda.
Anslogamente para el problema local 53 las ecuaciones que resultan son
las siguientes:

23U7(11 + 23U722 =0 en ST, (17)

H23U(T)H =0 en I, (1.8)

HPT(23U,(1T)”1 + 23U,(2T)n2)H = — [|prl[ n2 en I, (1.9)
(23U3) = 0. (1.10)

1.3. Solucién para el problema local 3L.

En esta seccién omitiremos los preindices 13 para simplificar la notacién
y buscaremos una funcién doblemente periédica en Sy y que cumpla con las
siguientes condiciones

ViU =0 en Sr, (1.11)

U™ =0 enT, (1.12)

HpT(UPnl + US%)H = lprlm enT, (1.13)
(U) = 0. (1.14)

Notemos que U™ es arménica y una funcién par de 6, pues el lado
derecho de la ecuacién (1.3) es par.



4 CAPITULO 1. SOLUCION DE LOS PROBLEMAS CANONICOS

Entonces por medio de la teorfa de las funciones elipticas proponemos que
la solucién de (1.11) sea una combinacién lineal de tales funciones, es decir,

o0 (k—1)
UY(2) = Re {aoz + Z Oak%} en Sy, (1.15)
k=1 ’

U?(z) =Re {Z Obkzk} en Sy, (1.16)
k=1

donde z = y; + iys, ¢ es la funcién Zeta de Weierstrass, y ¢ *) es 1a kaésima
derivada de la funcién ( . Se sobreentiende que estas funciones estdn asociadas
con la doble periodicidad de este problema. Los periodos son wy =1y ws =
ib/a. Los coeficientes ay y by son reales y desconocidos. El superindice o en
la sigma indica que la suma sélo corre sobre los nimeros impares. Dada la
periodicidad de UM respecto a w; es posible encontrar que

ap = —aym. (1.17)
O sea, de (1.15) se sigue que:
o (P rw) e ©)
0=ReX ag(z +wi) + ‘ap—————t — agz — Ca———t
{ kz_; (k—1)! — (k—1)!

= Re {aow1 + a1 [((z +w1) — ((2)]}

= ag + aym,
por la cuasiperiodicidad de la funcién ((z). Esto es,
((z+wi)—((z) =m. (1.18)

Entonces (1.15) queda de la forma:

00 (h=1)(,
UWD(2) = Re {—71'(112 + Z Oakikfi)!)} . (1.19)

Se puede deducir ficilmente que el desarrollo de Laurent de U™ (z) alrededor
de z =0 estd dado por

[e.e]

UD(2) = Re {Z a2 — Z ay, Z Okn;dzl} (1.20)
=1 =1

k=1



1.3. SOLUCION PARA EL PROBLEMA LOCAL 5L. 5

donde
) , k+1—-1)!
Ny = T Ny = %Skﬂa k,l#1, (1.21)
S = Y '(m+inb/a)F, k=34, ., (1.22)

que son las sumas de la reticula asociadas a la celda rectangular de periodos
1 y tb/a. Se entiende que se suma sobre todos los enteros excepto cuando
m = n = 0. Nétese que 7, es una matriz simétrica. La notacién aqui se
difiere de [20].

Para encontrar los coeficientes ay y by de (1.15) y (1.16) vamos a usar las
ecuaciones (1.12) y (1.13). Es conveniente definir a

A = m, (1.23)
oo (k=1)(,

flz) = ]; akﬁ (1.24)

g(z) = Y b2t (1.25)

Entonces (1.15) y (1.16) quedan como

UD(2) = Re{Az + f(2)}, (1.26)
UP(2) =Re{g(2)}. (1.27)

Si sustituimos las ecuaciones (1.26) y (1.27) en (1.12), tenemos que

Ay + Re{f(2)} = Re{g(2)} . (1.28)

Tomando en cuenta (1.20), la ecuacién (1.28) queda como

ZalR’l cosf — Z ay, Z °kn, R cos 1 = Z °bR'cos 10,  (1.29)
I=1 k=1 =1 I

=1

es decir, que obtenemos una serie de Fourier de cosenos nula:

Z °coslf {Rlal + (— Z Oakkn;d — bl> Rl} =0. (1.30)

=1 k=1



6 CAPITULO 1. SOLUCION DE LOS PROBLEMAS CANONICOS

Entonces sus coeficientes son cero, o sea,

R'ay— R"Y " apkny = bR (1.31)
k=1

Ahora vamos a considerar la otra condicién en la interfase. Sustituyendo
(1.26) y (1.27) en (1.13), obtenemos

prAny + Re {puf (2) = pag (2) = T {puf (2) = pag (2) } mz = = lpeima
(1.32)
para z € T'. Vamos a identificar la funcién py f'(2) — pag (2) con la derivada
de una funcién analitica.
Consideremos ahora una funcién analitica H(z) = u + iv, entonces su
derivada es
_Ou  Ov  Ov  OJu

H' = — _—= —— — = 1.33
(Z> Oy * Zayl 0y Zayz ( )

Parametrizaremos a I' usando las coordenadas polares R, 6, por lo tanto,

t=Re? T=Re™ (1.34)
y
t t+t
Yy = t% = Rcosf, 1y = ;_z = R sen 0, (1.35)
10 10
n1:COSH:E%, ngzsenﬁz—E%. (1.36)
Sea
v =Tm{p,f(2) = p2g(2)} . (1.37)
De (1.35) a (1.37) se sigue que (1.32) se puede escribir como
ov 10y, Ov 1 Oy
Acosf 4+ —— 22 G0 ( “CU) _ 0 1.38
PACSTT B R 90 oy ( R 00 Ipellcost,—— (1.38)

la que se puede integrar con respecto a 6, lo cual nos da

1
p1A sen 0 + BV |lpr || sen 6 + C, (1.39)



1.3. SOLUCION PARA EL PROBLEMA LOCAL 5L. 7

donde C' es una constante de integracién que se anula porque v es periédica
en 6.
Reescribiendo la (1.39) con v dado por (1.37) nos queda

(P[] + prA) sen R + Im {p f(2) = p2g(2)} = 0. (1.40)
Notemos que (1.40), al usar (1.22) a (1.25), da lugar a
lpr|| R sen 6 — py {Z aR U sen 10— “ap Y. “kny,R'sen l@} —
=1 k=1 i=1

—Pa {Z b R'sen ZG} =(1041)
i=1

Esta es una serie de Fourier de senos nula cuyos coeficientes, por lo tanto,
son nulos.

Vamos a considerar dos casos separados de la ecuacién (1.41) [ = 1y
[ # 1. Para [ = 1, tenemos

a R+ RZ Dak/m;cl] — pgblR} sen 6 =0, (1.42)

k=1

{HPTH R—p

entonces su coeficiente es nulo, i. e.,

HpTH R —p

a R+ RY Oakkn;ﬂ] =ph R, 1=1 (1.43)
k=1

Para el caso de [ # 1 de la ecuacién (1.41) obtenemos

—aR™ - Ry "akkn;l] — prZRl} sen 10 = 0. (1.44)
k=1

Z ° {pl
1=3

Por ende se tiene que

—D1

aR '+ R Z oakkn;d] = pb R, 1#1. (1.45)
k=1

Recapitulando, para hallar ay, y by hay que resolver (1.25), (1.42) y (1.45)
qué quedan como
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R_lal - Rl Z Oakk‘n;l = blRl, (146)
k=1
x|l RSy — p1 |@R™ + R “arknfy | = pabiR, (1.47)
k=1

donde §;; es la delta de Kronecker que es igual a uno si i = j y cero en todos
los caso restantes.

De (1.46) y (1.47) eliminamos by en favor de a; y rearreglamos para
obtener

Réy lprll = (pr + p2) R'ar — |pr| B “awknfy = 0. (1.48)
k=1

Dividimos (1.48) entre p; + ps y definimos

p1+p2’
y nos queda
R_lal + XRZ Z Oakknﬁd = XR(SU. (150)

k=1

La ecuacién (1.50) es un sistema de ecuaciones lineal para a;. Vamos a
escribirla en forma matricial.
Primero reescalaremos los coeficientes a;, tal que

1
Vi

El segundo paso es sustituir y definir la matriz W simétrica tal que

aj = ViR, a = —Rlaj. (1.51)

wyy = 7R, (1.52)
(k+1-1)! 1
(k=D = DI'VEVI

con k # 1, [ # 1,recordemos que los indices k y [ corren sobre los nimeros
impares.

Wiy = RM1S, (1.53)
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Entonces la ecuacién (1.50) se puede escribir como

X ta) + Z “wipay, = Royy, (1.54)
k=1
o equivalentemente
(x ' T+ W)D =T, (1.55)
donde
D = (a},d}, ak,..)7, (1.56)
U= (R,0,0,..)". (1.57)

Es interesante destacar que en la ecuacién (1.54), la informacién acerca
de las propiedades de los dos materiales estd contenida en y, las componentes
de la matriz W proporcionan informaciéon geométrica. Por una parte, estd el
radio R de la fibra y por la otra la periodicidad del arreglo a través de las
sumas de la reticula Si. También es de resaltar que el término independiente
de la ecuacion es un vector con sélo una componente no nula. Esto permite
escribir a a) en funcién de x, Ry Sk, lo cual se hard mds adelante.

Para complementar la solucién del sistema (1.46), (1.47), una vez que
encontramos ay hay que usar (1.46) para hallar b,. Esta ecuacién en forma
matricial toma la forma

(I -W)D = E, (1.58)
donde
E = (b, b, 05, .. (1.59)
y
b, = VIR, b = iR—’bg. (1.60)

Vi

1.4. Solucién para el problema local 931

Para abreviar la escritura en esta seccién, omitimos el preindice 23, de
todas las variables relevantes. Para este problema se tiene que

ViU =0 en S, (1.61)

lU] =0 enT, (1.62)

HpT(UﬁT)nl + Ug)nz)H = —[|px|| n2 en T, (1.63)
(U) =0. (1.64)
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Notemos que la funcién U™ es impar en 6 pues el lado derecho de la
ecuacién (1.63) es proporcional a sen ¢. En cambio para el problema 131
tenfamos que U™ era par debido a (1.13).

Vamos a buscar una funcién arménica U(™)(z) doblemente periédica que
satisface las ecuaciones (1.62), (1.63), (1.64) . Proponemos que éstas sean

k—1)

UD(2) = Im {aoz + Z oakik—i)!)} en S, (1.65)

UP(z) = Im {Z obkzk} en Sy, (1.66)
k=1

donde los coeficientes a; y b son reales y desconocidos. Aqui también la
suma corre sobre los indices impares tal y como se definié en la seccién
anterior. Hacemos notar que los coeficientes indeterminados aqui y en la
seccién anterior son diferentes. Mds adelante escribiremos por ejemplo o3ay,
230k, 130k, 130k segin sea el caso.

Ahora vamos a calcular el coeficiente ag, usando la periodicidad w, . Asf

0=UD(z+wy) —UW(2)

_ 2, (* Gt wy) o (V)
=1Im {ao(z +wsy) + ; akw — QpZ — ; akm}
= Im {aows + a1 [((z +w2) — ((2)]}

= ao% +a (2 - 2) T (1.67)

por la cuasiperiodicidad de la funcién Zeta de Weierstrass. En este caso,

((z4+ws) —((2) =i(b/a — 2)T. (1.68)
Por lo tanto
2a
ap=—(1— ?)am. (1.69)

La ecuacién (1.65) queda como

s (k=1)(,
UW(z) =Im (—(1 —2a/b)Taz + Z O%ﬁ) : (1.70)
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El desarrollo de Laurent de U")(2) alrededor del origen estd dado por

UW(2) =Im {Z a2t — Z ay, Z Ok;n;dzl} (1.71)
=1 k=1 =1

donde 7}, esta dada por (1.21b) para k y [ # 1; en cambio aqui
ny; = —(1—2a/b)r. (1.72)

En este momento nos proponemos encontrar los coeficientes ay y by
a partir de las ecuaciones (1.71), (1.66), (1.62) y (1.63). De la peniltima
ecuacién obtenemos inmediatamente una serie de Fourier del seno nula

Z ° sen [0 {Rlal +

=1

(e 9]

> Cagknf, + bl
k=1

Rl} = 0. (1.73)

Por lo tanto obtenemos lo siguiente:
—R7'ay— R Cagknj, = R'b. (1.74)
k=1

Para encontrar el otro conjunto de ecuaciones hay que usar la ecuacién
(1.63), pero tal y como lo hicimos en la seccién anterior, escribamos la
ecuacion (1.65) como

UD(2) =Im {Az + f(2)} (1.75)

con A = —(1 —2a/b)may, real; la funcién f(z) esta definida por (1.24).
También de (1.66) tenemos

U®(z) = Im {g(=)}, (1.76)

donde g(z) esta definida por la ecuacién (1.25).
Sustituimos las ecuaciones (1.75) y (1.76) en la (1.63):

Ays +Im {f(2)} = Im {g(2)} , (1.77)

la cual se puede escribir como

p1Ang +Im {p1 f'(2) — p2g'(2)} n1 + Re {p1 f'(2) — p2g'(2)} na = — ||pr(|| nz,)
1.78
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para z € I'. Al igual que en la ecuacién (1.32) vamos a identificar p; f'(z) —
p2¢'(z) con la derivada de una funcién analitica, o sea (1.33). Por medio de
(1.34), (1.35), (1.36) y definiendo

u=Re{p1f'(z) — p2g'(2)}, (1.79)
tenemos que (1.78) se puede escribir como

plAseDQ—i—(—au 1 Oy 8u< 1 Oy

omRo0’ "o \T RO )T . 1.
Jys R 00 + o R 80) ||pr || sen 6 (1.80)

Integrando la ecuacién (1.80) con respecto a 6 obtenemos

1
—p1Acosf — Y= |lpr| cosf + C (1.81)

donde C' es una constante de integraciéon que vale cero por la periodicidad
en 0.
Finalmente se tiene una serie de Fourier del coseno nula

lpr|| Rcosb + p; {Z °a; R~ cos 10 — Z ‘ay, Z °knp, R cos 19}

=1 k=1 k=1

—p2 Y “bR'coslf =0, (1.82)

=1

cuyos coeficientes tienen que anularse, o sea que

|lpr]] RO + m

R =R Okakn;l] = pob R (1.83)

k=1

Las ecuaciones (1.74) y (1.83) se tienen que resolver para hallar los coefi-
cientes ay, y bi. Estas ecuaciones son andlogas a las ecuaciones (1.46) y (1.47)
que se derivaron en la seccién anterior para los coeficientes, digamos, 13a; y
13bx. Si aqui eliminamos a by y seguimos el mismo procedimiento que hicimos
para llegar al sistema (1.54) 6 (1.55) tenemos que

ZO (Xﬁlélk — wlk) az = —R(Sll (184)

0o
k=1
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(x ' T-W)D=-U (1.85)
donde x, W, D y U estan definidas en (1.49), (1.52), (1.53), (1.56) y (1.57).

El parrafo que sigue a la ecuacién (1.57) también es aplicable a la ecuacién

(1.85). Como el caso anterior tenemos que completar la solucién del sistema
(1.74 ) 6 (1.84) llegamos a

(I-W)D = —E, (1.86)

donde E estd dada por (1.59) y (1.60).

1.5. Propiedades efectivas

En el trabajo de Rodriguez-Ramos et al. (2001)[20] se encuentran las
férmulas que se obtuvieron para las propiedades efectivas de un compuesto
con dos constituyentes eldsticos. Las correspondientes al caso de deformacion
antiplana, es decir, sus ecuaciones (3.1d), las escribimos con los preindices 13
y 23 explicitamente porque las propiedades eldsticas efectivas 13D y 23p son,
en general, diferentes para un arreglo rectangular:

130 = pu+(p13U1), (1.87)
293P = pu+ (p2sUp), (1.88)

donde p, es el promedio aritmético de las propiedades, es decir,
P = p1Vi + p2Va. (1.89)

La fraccién volumétrica por unidad de longitud ocupada por el material
de propiedades p; es V;. Andlogamente para la otra propiedad. También

b
Vit Vs =, (1.90)

como V = b/a. Cuando los lados del rectangulo son iguales, entonces am-
bas propiedades son iguales. Esto nos servird como una comprobacion tanto
analitica como numérica de nuestra derivacién. En cada férmula (1.87) y
(1.88) aparece la funcién local correspondiente cuya expresion analitica estd
dada por (1.20), (1.16), (1.66) y (1.71). A continuacién usaremos el teorema
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de Green para transformar, primero, la integral de volumen (4rea) (1.88), en
una integral de linea. De la definicién (1.6) y (1.88) tenemos que

b
5<PU,2> = pl/U,(zl)derm/U,(zZ)dy
Sa

S1
= |pxll /U(”dyl, (1.91)
T

después de suprimir el preindice 23, aplicar el teorema de Green en el rec-
téngulo S, la periodicidad de UM y la ecuacién (1.62).

En la ecuacién (1.91) la funcién UM toma valores en la circunferencia de
radio R. La representacién de Laurent de esta funcién nos permite escribir
el resultado final en términos de R. Si usamos las coordenadas polares,

y; = Rcosf, dy; = —R sen 0df), (1.92)

la integral de linea en (1.91) se transforma en
27
/ UWdy, = —R / UW sen 0 do. (1.93)
T 0

Ahora la funcién UM se puede escribir como

W = — Z ‘a1 R7" senlf — Z “ap Z “kn,, R senlf (1.94)
=1 k=1 I=1
=..— (R + RZ “arkn,,) sen 6 — ..., (1.95)
k=1

donde los puntos suspensivos quiere decir que contienen términos que son
ortogonales al sen # y por lo tanto no contribuyen en (1.93). Asi mismo

U® = .. 4+ b Rsen b+ .. (1.96)
Por lo tanto, llegamos a que

/U(l)dyl = a]_7T —'I— ﬂ-RQ Z O&klﬂ?;cl, (1.97)
k=1

r
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donde

2

/d@ sen’f = .

0

En las ecuacién (1.91) con (1.97) y (1.88) tenemos que

_ |l a =, ,
23P=PU+W{7H11+7TRQZ akknkl}'

k=1

De la ecuacién (1.50) con [ = 1 escribimos

a; = YR? |1 — Z oakknﬁgl]
k=1
Por lo tanto tenemos,
> o a/]_
> Tk, =1- —,
k=1 XTIt

la cual se procede sustituir en (1.99) y obtener

a a
Qgﬁ:pv—i-”pT” {7TCL1+7TR2 {—1 —l—l}}

b Y R?
2
— Dy + ||PT||CL{ i +7rR2}
b o]l
a a
=Py + 3 2mpran + WERQ [F2YE

se tiene que

a
po =11 — |lpr|| 7T332~

Entonces tenemos que

a
23P = P1 (1 + 2W5a1> .

15

(1.98)

(1.99)

(1.100)

(1.101)

(1.102)

(1.103)

(1.104)

Notemos que esta ecuacién estd dada exclusivamente en funcién del coe-

ficiente a;.
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Usando el desarrollo de Taylor de U®), la ecuacién (1.88), también queda

como

23]_9 = Dy — @WRQIH. (1105)

Otra ecuacidon alternativa en términos de b;. Vamos a encontrar a; es-
cribimos la ecuacién (1.85) en bloques, es decir,

(x ' —wn)d) —V'D' = —R, (1.106)
—Vd, + (x ' -W)D' =0, (1.107)
donde
[ W11 VT
W= : (1.108)
v W
»
D= : (1.109)
DI

donde tenemos que D’ es un vector columna, V es un vector columna y W'
es una matriz.
De la ecuacién (1.107) despejamos D'

N -1
D= (X—lf W ) V.. (1.110)
Sustituyendo (1.110) en la ecuacién en (1.106), nos da
N -1

{(Xl —wyy) = V7 (){1[ — W) V} a;=-R (1.111)

Por lo tanto podemos despejar a a’l, 0 sea,

A -1

a;=—R {Xl —wy — VT (X’ll - W) V} x*
AN -1
= —Ry {1 —wix — 2V (I —xW ) V}
1

= —Ryx [1 —wny — 2V 23M_1V] , (1.112)
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con
M =1 — W' (1.113)

Si sustituimos la ecuacién (1.112) en (1.104)
—_ a _ 1
23D = D1 {1 —2n R ox [T —wix = x*V! oMY } . (1.114)

Ahora vamos a proceder para encontrar la relacién de la propiedad efec-
tiva 13p con lo cual se procede de manera andloga al caso anterior de (1.87)
llegamos a

(1, > o !
130 = Do — @ {ﬁal + T R? Z akknkl} . (1.115)

k=1

a a

2
=p, — HpTHa {—WR2+ TP1 }

b ol
a a_,
=Dy — 527rp1a1 + WER v || (1.116)
a a a
=p1— EWRQ Iprll — 327@1% + EWRQ o |l (1.117)
=1 (1 - 27r%a1) . (1.118)

Ahora el punto de partida es la ecuacién (1.55) que escribimos en bloques

(x ' +wn)d, —V'D' = -R (1.119)
—Vd, + (x'T+W)D' =0 (1.120)

De la ultima ecuacién (1.120)
N
D= (X—lf + W) Vd, (1.121)
sustituyendo en la ecuacién (1.119) nos da

(x ' +wn) =V (x‘lf -+ W')l V} a) = —R. (1.122)
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Por lo tanto tenemos que

-1
a;=—R [Xl —wyy — V' ( I+ W) V] xx (1.123)
—1
— —Ry [1—wix — XV sM Y] (1.125)
donde
M =1+ W' (1.126)

Finalmente la ecuacién correspondiente a la (1.114)

a
13p = p1(1 — 27T5 1301) (1.127)

~ {1 - 2WRQ%X [T+ 15wy — X2V M V] ‘1} . (1.128)

Observemos que las diferencias de las ecuaciones (1.114) y (1.128) es que
los sumandos 13w;1Y cambian de signo en el caso 93p se tiene que es negativo
y en el caso 13p es positivo.

1.6. Las relaciones de reciprocidad

En esta seccién vamos a verificar que los resultados que se obtuvieron
en la seccién anterior, es decir las ecuaciones (1.114) y (1.128), cumplen las
relaciones de reciprocidad Flaherty y Keller. De la ecuacién (1.128) se tiene
que

1P(p1,p2) 1+ 1wy — X2VisM Y — QW%RQX

= 1.129
D1 1+ zwix — x2VisM-1V ( )
donde
03W11 = 237} R® (1.130)
(2 -2)

231y =+ (1.131)

a
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ahora llegamos

19

2311 Y + QW%PL?X — (1 _ 2%) Ry + 21 Ry + QW%RQX — TR%y

y por tanto w1 x = TR — 27?%)(.

En la ecuacién (1.129) tenemos

15P(P1, p2) . 1+ 7R2y — 2V sMHY — QW%RQX
b1 L+ mR2x — 2V sM 1Y

Anglogamente para la ecuacién (1.114)

23P(p1,p2) 1= sgwinx — x* VoM™V — 2w § R?*x

D1 1 — ggwinx — X2Vi M1V ’

o / 2
13W11 = 137]11R )
!
13N = T,

13W11X — QW%RQX =71R*y — 2W%R2x.

En la ecuacién (1.135) intercambiamos p; y po

23P(p2,p1) _ 1+ 7R2x — X*V! MY
D2 1+ 7R?x — X2Vt o3 M1V + 2%%R2X

23 M (p2, p1) =13 M (p1, p2)
ya que de las ecuaciones (1.113) y (1.126)

23P(D1, D2) _ 1+ 7R — x*V' 3M~1Y
Do 1+ 7R2x — X2Vt 1M~V — 218 R2x

Comparando las ecuaciones (1.134) y (1.140) observamos

23P(P2,P1) D1

D2 130(p1, p2)

que la relacién de reciprocidad Flaherty y Keller.

(1.132)
(1.133)

(1.134)

(1.135)

(1.136)
(1.137)

(1.138)

(1.139)

(1.140)

(1.141)



20 CAPITULO 1. SOLUCION DE LOS PROBLEMAS CANONICOS

Si vemos el caso limite cuando a = b en las ecuaciones (1.134) y (1.139)

130(p1,p2) 1 —7R*>x — x*V' 1sM'Y

= 1.142
D1 14+ 7R2xy — 2Vt sM~1Y ( )

23D(P2, P1) _ 14+ 7R*x — x*V' osM ™'Y

D2 1 —7R2x — 2Vt o3 M1V

Como 13M =93 M, se sigue que también (1.141) cumple la relacién de recipro-
cidad como se esperaba.

(1.143)




Capitulo 2

Analisis de Resultados

2.1. Introduccion

En este capitulo analizaremos los resultados analiticos con el célculo
numérico con lo cual lo efectuamos con varios recténgulos de distintas al-
turas y con la misma base.

También haremos el intercambio de fases para ver que las gréaficas que se
obtienen son reciprocas con las primeras que hemos mencionado, con lo cual
nos lleva a verificar que se cumple el Teorema de Flaherty Keller.

Por 1ltimo diremos las conclusiones que hemos obtenido con el examen
de las gréficas.

2.2. Médulo de rigidez efectivo

En esta seccién revisaremos el comportamiento de varias graficas que se
obtienen como fruto del programa que elaboré en MATLAB cuyo cédigo se
encuentra en el apéndice C' para analizar la interaccién de la matriz y de la
fibra de un medio compuesto periédico para los problemas 23 y 13.

Aqui solo pondremos los graficas de los rectdngulos 1x0.2, 1x0.8, y el caso
limite que serd el cuadrado unitario con el fin de ilustrar el comportamiento.
En estas gréficas representan Xp efectiva contra Xp-

En el eje horizontal representa el valor de x, que esta definido en la
ecuacion

_p2
Xp:1 5 (2.1)
L+

21
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estos valores van del —1 a 1. El valor de —1 expresa que hay una inclusion
rigida, o sea, el valor de p, es infinito al ir recorriendo el intervalo hacia
el valor de 1, se tiene una inclusién mds dura que la matriz hasta x, = 0,
cuando la fibra tiene la misma propiedad que la matriz; siguiendo el intervalo
hacia el valor de 1, la inclusién es més blanda que la matriz hasta llegar al
valor de 1, en que hay ausencia de fibra, estd vacia.

En el eje vertical son los valores de x,,, que denotaremos por —x;, en las
figuras, ya que en MATLAB no maneja la tilde barra. Su definicién es

1 —
1+

S i

_Xp —

S s

También podemos hacer una relacién andloga como hicimos con los valo-
res de la abscisa, ya que esta funcién podria tomar valores de —1 a 1; donde
alcanza el valor de —1, serd un compuesto rigido y en 1 el compuesto estaria
vacio.

Hay que observar que la fibra es mds blanda a medida que x, va de cero
a uno y mas dura cuando va de cero a menos uno; lo mismo sucede con el
comportamiento del compuesto, cuando —,, va de menos uno de a cero y de
cero a uno, respectivamente. Asi se observa que en las gréficas, las curvas son
monétonas decrecientes indicando que al variar X, de menos uno a uno (de
fibra rigida a vacia), las graficas muestran para el compuesto una variacién
que va del mds duro al més blando.

2.2.1. Rectangulo de medidas 1 x 0.2

El primer caso ilustrativo es el rectdngulo de base 1 y de altura 0.2. Lo
que podemos inferir de las graficas es lo siguiente:

Para el problema local 23, recordemos que 23p es el médulo de rigidez
relativo al plano 23. En la figura 2.1 observamos que el valor mas grande
es de casi 0.17 y el mds pequeno es de casi —0.14. Esto ocurre cuando los
cilindros estdn en contacto para el valor de percolacién V, = 0.1. Con lo cual
tenemos que los valores de x, que va de —1 a 0 tenemos que el compuesto
con una dureza maxima de 0.17 y se reblandece en una mezcla muy suave
que llega al valor —0.14.

Antes de analizar los resultados del problema local 13 recordemos que 13p
es el médulo de rigidez del compuesto relativo al plano 13.
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*
- 23cp contra Cp con parametro a V2

0.2

0.1
0.09
0.08
0.07
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02
0.01

0.1

-0.05 -

0.1 -

-0.15

Figura 2.1: Gréfica de Y, contra x,, para el problema 23 del rectdngulo 1x 0.2

Ahora revisando la grafica del problema local 13 de este rectdangulo, figura
2.2, que esta a continuacién, tenemos que su comportamiento es el siguiente:
para los valores de —1 a 0, en el eje horizontal, el material parte de un valor de
rigidez de 0.14 en percolacién y todas las curvas para cilindros mas delgados
pasan por el origen cuando x,, = 0, esto representa que p; = p;, entonces se
tiene que las propiedades de la matriz y de la fibra son iguales; del 0 a 1, el
compuesto llega a un compuesto casi suave, pues alcanza el valor de —0.17
X, en percolacién.

Con lo cual podemos ver que las fibras estdn més separadas en el problema
local 23 que en el 13, diciéndonos que se puede deformar més ficilmente en
el plano que las fibras estdn mads ralas ver la ilustracién 2.3

Otra cosa que podemos ver es que el valor limite méximo en valor absoluto
es menor que la altura, es decir, en este caso es 0.17 < 0.2

2.2.2. Rectangulo de 1 x 0.8

El siguiente rectangulo que hablaremos es de medidas 1 x 0.8, observamos
lo siguiente:
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- * 4
13© » contra cp como parametro a Vv,
0.15 .

0.1
0.09
0.08
0.07
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02
0.01

0.1

0.05

-0.05

-0.15

-0.2 i i i
-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 2.2: Gréfica de —a3),, versus X, para el problema local 13 del rectan-
gulo de 1 x 0.2.

Figura 2.3: Ilustracion de las distribucién de las fibras.
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*
- 23CP contra Cp con parametro a V2

0.8

0.4
0.36
0.32
0.28
0.24

0.16
0.12
0.08
0.04

Figura 2.4: Gréfica de Y, contra x,, para el problema 23 del rectangulo 1x 0.8

Tenemos que las curvas son mondétonas decrecientes.

En el problema 23 tenemos que la curva limite alcanza en valor de molicie
de 0.71 y de rigidez de —0.58 y la figura que muestra este comportamiento
es la figura 2.4.

Para el problema 13 se tiene que el valor de suavidad es 0.58 y de rigidez
de —0.71. La figura que representa esto es la figura 2.5.

Tenemos que en el plano 23 las fibras estdn méds separadas que en el
problema 13 con lo cual el plano que opone més resistencia es el 13 con lo
cual se puede ver en la figura 2.3

2.2.3. El cuadrado unitario

El caso limite es el cuadrado, vemos que los valores en el eje vertical para
las dos graficas son el méaximo es 0.97 y el minimo es —0.97. En la gréfica
del problema 23 tenemos que el valor de mayor rigidez (—1) toma el valor de
vacuidad de 0.97 y estas curvas van decreciendo, pasando por el origen y en
el valor del material vacio (1), el material se comporta en forma rigida pues
alcanza el valor de 0.97 de rigidez, donde esto se presenta es la curva de la
fibra de radio 0.5, es decir cuando hay contacto entre ellas.
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c* contra c_ como pardmetro a V
37 p p 2

-0.8

Figura 2.5: Gréfica de X, contra x,, del problema 13 del rectdngulo 1 x 0.8.

Lo cual lo podemos ver en las figuras que son figura 2.6 y para el problema
13 figura 2.7

La curva cero, nos dice que no hay fibra y por lo consiguiente no hay
interaccion entre la fibra y matriz. Con lo cual tenemos que el cuadrado:
las graficas de los problemas 23 y 13 son equivalentes, debido a la simetria
cuadrada.

Revisando las gréficas del 23 figura 2.6 y 13 figura 2.7 se ve que las fibras
estan distribuidas uniformemente en toda la matriz. Con lo cual nos cuesta
el mismo trabajo para deformar alguno de los planos en cuestion.

2.3. Intercambio de fases.

En esta seccién trabajaremos con las gréficas de los rectdngulos, que
hemos visto anteriormente, pero intercambiando las interfaces la matriz p;
por la fibra py y viceversa.

Si tomamos la férmula (2.1), pero pondremos que p; sea el denominador
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*
- 23CP contra Cp con parametro a V2

1 i ; :

Figura 2.6: Grafica de X, vs. x,, para el problema 23 del cuadrado.

- * 4
130 p contra Cp como parametro a V2

1 T

Figura 2.7: Grafica de X, contra y,, para el cuadrado.
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es decir
1 -2 P2 _1q
! p2 _ P1 .
BT Tre T eyt

p1

El valor de —1 expresa que hay una inclusién rigida, o sea, el valor de
p1 es infinito al ir recorriendo el intervalo hacia el valor de 1, se tiene una
inclusién més dura que la fibra hasta x,, = 0, cuando la matriz tiene la misma
propiedad que la fibra; siguiendo el intervalo hacia el valor de 1, la inclusién
es mas blanda que la fibra hasta llegar al valor de 1, en que hay ausencia de
matriz, estd vacia.

Donde se tiene que
/

Xp = —Xp»

también podemos hacer una relacién andloga como hicimos con los valores
de la abscisa, ya que esta funcién podria tomar valores de —1 a 1; donde
alcanza el valor de —1, serd un compuesto rigido y en 1 el compuesto estaria
vacio.

Con lo cual nos da que las gréaficas que vamos a ver mds adelante deberdn
ser monotonas crecientes con las que se obtuvieron en la seccién pasada y
una reflexién con respecto al eje de las abscisas de las curvas ya vistas.

2.3.1. Rectangulo de 1 x 0.2

Comenzamos a observar que la graficas son monétonas crecientes. En las
graficas del problema 23 figura 2.8 se tiene que la curva cuyo radio es de 0.1
donde las fibras se tocan tangencialmente en la direccién vertical tenemos
que alcanza un valor de rigidez de —0.15 y de ausencia de 0.17, cuando la
curva llega a ser cero tenemos que no hay fibra con lo cual no hay interaccién
de la matriz y de la fibra.

Si observamos la gréfica del problema 13 de la seccién pasada figura 2.2 y
esta 2.8 nos percatamos que son la reflexiéon sobre el eje de las abscisas, una
de otra, es decir, sea x € [~1,1] en x,,, tenemos que 23X, (7) = —13X,,(7).

Para el caso del plano 13 tenemos que el valor de percolacién de la fibra
es de 0.1 y dicha curva tiene las siguientes valores en x,, en el valor de rigidez
llega a —0.17 y molicie de 0.14 lo cual esta representado en la grifica 2.9

Si compaginamos esta grafica 2.9 con la grifica del problema 23 figura 2.1
del mismo rectdngulo de la secciéon pasada tenemos que son antisimétricas.
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c*p contra ¢, con parametroa V,

T 23
:

0.15

0.1
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Figura 2.8: Gréfica x, vs. x,, con intercambio de fases del problema 23 del
rectangulo 1 x 0.2

2.3.2. Rectangulo de 1 x 0.8

Ahora seguimos con el estudio del pentltimo caso que es el rectdangulo
de 1 x 0.8. Tenemos que la fibra en donde se tocan las fibras en la direccién
vertical es de 0.4 que es la mitad de la altura, tenemos que las curvas son
monoétonas crecientes y cuando las curvas pasan por el origen nos dice que
las propiedades de la matriz y de la fibra son las mismas.

Para el problema 23 tenemos que casi alcanza el valor de —0.58 de dureza
y de rigidez de 0.71. La figura que representa es la 2.10

Si relacionamos la gréfica anterior 2.10 con la grafica del problema 13
2.5 del mismo rectdngulo que vimos en la seccién pasada se tiene que son la
reflexién sobre el eje de las abscisas de la una de la otra.

Para el problema 13 figura tiene un valor de rigidez de —0.71 y de ausencia
de 0.6 la curva cuyo radio es de 0.4. La figura que muestra esto es la figura
2.11.

Si comparamos la gréfica anterior figura 2.11 con la del problema 23
2.4 de este mismo rectdngulo visto en la seccién pasada tenemos que son
antisimétricas.
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- * A
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T

0.2

0.1
0.09
0.08
—0.07
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0.03
0.02
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0.15r

0.11

0.05

0.05 b

-0.1

-0.15

Figura 2.9: Gréfica de Y, contra x, para el problema local 13 del rectangulo
1 x 0.2, con las fases intercambiadas.

2.3.3. Cuadrado de 1 x 1.

Para el caso limite del rectdngulo que es el cuadrado donde el radio en
donde se tocan las fibras es de 0.5, la mitad de la medida del lado.

Observamos que los valores de vacuidad y de dureza en valor absoluto es
menor que el lado, y que las gréficas que son para el problema 23 2.12 y la
del problema 13 es 2.13 y son las mismas puesto que las fibras se distribuyen
de forma uniforme.

Si examinamos las graficas del problema local 23 del cuadrado figura 2.12
con la del problema 13 del cuadrado figura 2.7 de la seccién pasada tenemos
que son antisimétricas que es equivalente a ser reciprocas en el sentido de
intercambio de fases. Al igual que la del problema 13 figura 2.13 con la 23 de
la seccién pasada figura 2.6.
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c*p contra ¢, con parametroa V,

T 23
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Figura 2.10: Gréfica de —23%,, vs. X, para el problema local 23 para el rec-
tdangulo 1 x 0.8. Intercambiando las fases

2.4. Relaciones de reciprocidad

Notamos que los resultados mostrados en las 2 secciones anteriores cumplen
la relacion reciproca de Flaherty y Keller, a saber 23X, (p1, p2) = —13X, (P2, P1)
con lo cual da confianza en que las férmulas analiticas (1.134), (1.139) y
(1.141) que se ve en el capitulo 1 de y sus correspondientes cdlculos numéri-
COS son correctos.

2.5. Conclusiones

Con este andlisis podemos llegar a las siguientes conclusiones

B Que el maximo valor que puede tomar —, siempre es menor que el valor
de la altura del rectdngulo unidad con lo cual las tenemos que los valores
de rigidez y de vacuidad nunca van a rebasar a la curva limite que se
representa con la curva en donde se tocan tangencialmente las fibras;
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0.4
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Figura 2.11: Gréfica de —a3Y,, versus x,, para el problema 13 del rectdngulo
de 1 x 0.8, con fases intercambiadas.

B Que si conocemos sélo una grifica de un problema local, podemos obtener
la otra gréfica intercambiando las fases del problema reciproco.

B Que las ecuaciones que calculamos analiticamente (1.134) y (1.139) cumplen
la relaciéon de Reciprocidad de Flaherty y Keller.

B Si comparamos las cada una de las curvas de las gréaficas 23 y 13 tienen un
comportamiento cdncavo. Ademds desde el origen trazamos tangentes
y secantes tenemos que estas lineas acotan a — Xp- Es decir, que obser-
vamos que hay curvas cotas inferiores y superiores para las propiedades
del compuesto.

B Si tenemos que en un plano hay escasez de fibras, en el otro habrd mas
fibras por lo cual este plano serd un poco mas dificil de comprimir que
el otro que carece de fibras.
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% 5
23C b contra cp con parametro a Vv,
1 T T ;

Figura 2.12: Gréfica de —23X, contra s3x, para el problema local 23 del
cuadrado. Con intercambio de fases.

R * 4
13¢ b contra cp como parametro aV,,
1 T . !

Figura 2.13: Gréfica de —»3%, contra X, del problema local 13 del cuadrado.
Con intercambio de fases
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Capitulo 3
Epilogo

En esta tltima seccién daremos las conclusiones que hemos llegado du-
rante el desarrollo de esta tesis

B El promedio asintético es una técnica efectiva para investigar las propiedades
macroscépica o microscopica de las estructuras periddicas.

B El método de promedio es universal, es aplicable para todo tipo de pro-
cesos que pueden ocurrir en medios periddicos tales como vibraciones
eldsticas, propagacién de calor, difusién, refringencia, percolacién de
fluidos, oscilaciones electromagnéticas y radiacién entre otras.

B Los nimeros 5, son necesitados para una variedad de problemas en el
plano, como problemas de la fisica del estado sélido y de la ciencia
de materiales, como un ejemplo. Se debe al trabajo de Lord Rayleigh
donde se calcula la conductividad efectivo de un compuesto.

B Las sumas de reticulas de 2 dimensiones 5, es el caso especial de las series
de Eisenstein la cual se presentan en funciones elipticas y la teoria
analftica de niimeros.

B El método asintético y el teorema de Reciprocidad de Flaherty y Keller
fue elaborado para encontrar la conductividad eléctrica o térmica de un
medio con un arreglo rectangular de cilindros y esferas cercanamente
espaciadas.

Estos resultados asintéticos indican que los médulos de corte xz y xy
para cilindros rigidos y vacios, también estdn relacionados en forma
reciproca.
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B Los resultados de este trabajo han sido expresados en forma simple para
una variedad de problemas tales como la conductividad eléctrica y tér-
mica y la elasticidad axial de corte de un medio periédico compuesto.

B Las grédficas de —Y, contra x, son mondtonas decrecientes y céncavas,
de las propiedades representan una forma apropiada de representar los
resultados de esta tesis.

B Las férmulas exactas que se obtuvieron para los médulos de corte birre-
fringentes son, hasta, donde sabemos resultados nuevos.



Apéndice A

Propiedades de las Funciones
Elipticas

Las férmulas de este apéndice fueron tomadas de Abramowitz y Stegun
(1965)[1] del capitulo 18.

Las representaciones de las funciones: la funcién Zeta ((z) cuasi-periédica
y la funcién P periddica de Weierstrass asociadas con los periodos w; = 1,

Wy = g son

((z) = l+2’(z L 2,1 ) (A1)

Z m,n _6mn an an
1 1 1
P(z) = ?Jrn%/((z_ﬁ e >; (A.2)

donde la notacién de " expresa que la doble suma excluye el término m =
n =20,

Bm = M + in para m,n € Z. (A.3)
Las funcién ((z) es impar y P es par. Donde se puede relacionar éstas con
sus derivadas a través de las siguientes expresiones

C(z4+wa) —C(2) Ocrs (A.4)
Pz) = —((2). (A.5)
[P'(2)] 4[P(2)]® — 20, P(2) — 28¢4. (A.6)

La constante d, esta conectada con los periodos a través de las relaciones
de Legendre
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En nuestra notaciéon la veremos asi

) ) )
El(,OQ — Ezwl = 1. (A7)

Para el cuadrado tenemos

w1 = ]_, (AS)
(51 =T, (Ag)
Wo = i, (AIO)
5y = —ir, (A.11)
De la misma manera para el rectangulo de (A.7)

51 =T, (A12)
(510)2 — (52w1 = 27Ti; (A13)
5y = d1wp — 2mi (A.14)

w1

5y = (%b - 2m> J1=mi <§ - 2> . (A.15)

Ya que wq zlngzgi.

También vamos a escribir las sumas que usamos en el programa de grafi-
cacion que se ve en la tesis. Como hemos visto, vamos a trabajar con proble-
mas de medios periédicos porosos y usaremos la suma de reticulas (latices),
también haremos uso las funciones de Eisenstein pero aplicado en nuestros
célculos. Ver Mityushev y Adler (2002)[17].

Primero vamos a considerar las sumas de reticulas (latices) introducidas
por Rayleigh (1892). Lo que veremos de la Teoria de las funciones elipticas
aplicado en este caso son las siguientes férmulas

1 /m\4 1 2. m3h2m
s 3 (@) (w3 )

donde h = ¢ a? Vo= \/% , donde a y b son las dimensiones del rectdngulo
periédico el cual se trabajard en las secciones posteriores de este trabajo
veamos la figura A.1.
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I'o
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1

S

Figura A.1: Rectdngulo de lado \/% X

Los demés sumandos estdn calculados por la férmula de recursién

-2

o

3 (2m — 1)(2]{? —2m — 1)SQmS2(k—m)

S2k = (2k + 1)(2k — 1)(k — 3)

3
[|
2o

Solo necesitamos Sy y Sg para calcular todas, pero como Sg = 0; sélo

necesitamos S, nimericamente.
Esta se obtiene a partir de la ecuacién diferencial que satisface P(z)

(A.6). Derivandola y comparando coeficientes del desarrollo de Laurent de
la funcién ((z) se obtienen los coeficientes de Sy correspondientes.

Los primeros sumandos son funciones de Sy y Sg que son proporcionales
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a los invariantes de P(z) y son

3
Sg - ?SZ,

5
SlO - ESZLSGa

1
I m(1852’+25S§),

30 .,
Su = 1555
6 354(335% + 10052)
6= 2431
S = (78357 + 27553
18 46189 4 6/
Shy = i (217855 + 1212557)
20 508079 4 6

Esto quiere decir que basta calcular Sy y Sg solamente. Aqui por tratarse
de un rectdngulo resulta que Sg = 0.



Apéndice B

Cédigo del Programa en
MATLAB

En el programa tiene una rutina para que tome el valor més grande como
la base del rectdngulo; recordando que a es la longitud de la base y b es
la altura o ancho, para el radio de la fibra R tomarda como valor inicial el
(mfnimo) min(,1) e ird recorriendo en forma decreciente hasta llegar a
cero, lo cudl estd representado en la figura B.1.

b/2

—b/2

Figura B.1: Rectdngulo de medidas a x b y cilindro de radio R.
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Este intervalo esta dividido en n subintervalos, donde el usuario lo puede
definir.
El codigo del programa es el siguiente

%Programa que gr\’afica la xp contra xpl;
% se piden las variables que se necesitan

clear;

format long;

double precision;

esed = 0;

a = input(’valor de a? =’);
b = input(’valor de b?7=’);

if a<b
c=a;
d=b;
b=c;
a=d;
end
%jh = input(’valor de la iteraccil’on = ’);
Y%radio = 0;
ha = 1;
b = 1;
jh= 20;

contadordek = 20;

Y%erre = 0.25;

%jji = input;

hjixx = input;

vererre = min ((b/(2%a)),(1/2));
diayb = (a/b)~2;

expoab = exp(-pi*(a/b));
esednu = O;

esedde 0;

esedfi 0;

esed4dvant = O;

%Calculo de s_4



for jj=1:1:jh
esednu = (jj(3)) * (expoab”(2%jj));
esedde = 1-(expoab” (2*jj));
eseddvant =esednu/esedde;
esed4fi = eseddvant+esedfi;
end
esedant= 16* esedfi;
ese4 =(((1/15)+esedant)*(pi/diayb)~(4))/3;

%calculo de s_6;

ese6 = 0;
div6ab = sqrt(a/b);
expo6ab = exp(-pi*(a/b));
esebnu = 0;
esebde 0;
esebdv 0;
eseb6dvant = 0;
for jj=1:1:jh
esebnu = (jj~(5)) * (expoBab~(2%jj));
ese6de = 1-(expoBab~(2*jj));
esebdvant =ese6bnu/esebde;
esebdv = esebdvant+esebdv;
end
esebant= -16% esebdv;
ese6 =(((2/63)+esebant)*(pi/div6ab) ~(6))/15;
%Calculo de S2
ese2 = 0;
div2ab = sqrt(a/b);
expo2ab = exp(-pix(a/b));
ese2nu = 0;
ese2de = 0;
ese2dv 0;
ese2dvant = 0;
for jj=1:1:jh
ese2nu = (jj) * (expo6ab”(2xjj));
ese2de = 1-(expo2ab~(2*jj));
ese2dvant =ese2nu/ese2de;
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ese2dv = ese2dvant+ese2dv;
end
ese2ant= -8% ese2dv;
ese2 =(((1/3)+ese2ant)*(pi/div2ab)~(2));
%ahora definiremos las otras S iterativamente
ese (2) = ese2;
ese (4) = esed;
ese (6) = eseb;
for cuentak=4:1:contadordek
sumitam = O;
sumitamant = O;
for cuentam=2: (cuentak-2)
sumitamant = (2*cuentam-1)*(2*cuentak-2*cuentam-1)*
ese(2*xcuentam) *ese (2x (cuentak-cuentam) ) ;
sumitam = sumitam + sumitamant;

end
ese(2*xcuentak) = (3/((2*cuentak+1)*(2*cuentak-1)*(cuentak-3)))
*sumitam;
end
Tototh

%h%Definamos al vector del radio%%%

radiodeS2=vererre;
totalis=10;
totaljotas=10;
for descuerres=1:1:totalis
erres2=radiodeS2-((descuerres-1)/totalis)*(radiodeS2) ;
for cuentais=1:1:totalis
if cuentais ==
vectoruss (cuentais) = erres2;
else
vectoruss (cuentais)= 0;
end
end;
Verdelosradios(descuerres)=erres?;

Y% iDefinamos a la matriz W
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for cuentais=1:1:totalis
for cuentajotas=1:1:totaljotas
Dobleus(cuentais,cuentajotas)=(factorial ((cuentais+cuentajotas)-1))
/(factorial(cuentais-1)*factorial (cuentajotas-1)*sqrt(cuentais)
xsqrt (cuentajotas))*erres2)~ (cuentais+cuentajotas)*
ese(cuentais+cuentajotas);
end
end
%Dobleus;
for cuentais=1:1:(totalis-1)
Vectupstras(cuentais) = Dobleus(cuentais+1,1);
end
Vectups=(Vectupstras.’);
%hfDefinimos la matriz Omegasa minuscula (tantoxtanto)
for cuentais=1:1:(totalis-1)
for cuentajotas=1:1:(totaljotas-1)
Omegasa(cuentais,cuentajotas)=Dobleus(cuentais+l,cuentajotas+1i);
end
end

%h/Definimos de a primas en funcion de la ji que va de -1 a 1
hihtpara el problema 23 directamente con los vectores upsilon y el
hhktranspuesto y la matriz M
for cuentajis=1:totalis
ji=-1+((2*cuentajis) /totalis);
MatrizM23=inv(eye(totalis-1)-(ji*Omegasa));
MatrizM13=inv((eye(totalis-1))+(ji*Omegasa));
hJipebarra(cuentajis)=((a/b)*pi*radiodeS2x*ji)/
((a/b)*pix(radiodeS2) "2*xji-(ji) "2x(Vectups.’)
*xMatrizM*Vectups) ;
Jipebarra23(cuentajis)=(-(a/b)*pix(erres2”2)*ji)/(1-(1-(a/b))*pix*
(erres272)*ji-(ji~2)*((Vectups.’)*MatrizM23*Vectups)) ;
Jipebarral3(cuentajis)=(((a/b)*pi*(erres2°2)*ji)/(1+(1-(a/b))*pi
*x(erres272)*ji-(ji~2) *((Vectups.’)*MatrizM13*Vectups)));
Vecjis(cuentajis)=ji;
%end;
end
%Jipebarra23(totalis/2)=0;
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Vecjis;
Jipebarra23;
Jipebarra23amp(descuerres,1)=(-(a/b)*pix(erres2°2)*(-1))/
(1-(1-(a/b) ) *pi*(erres2”2)*(-1)-((-1)"2)*
((Vectups.’)*MatrizM23*Vectups)) ;
Jipebarral3amp (descuerres,1)=(((a/b)*pix(erres272)*(-1))/
(1+(1-(a/b) ) *pi*(erres272)*(-1)-((-1) "2) *((Vectups. ’)
*MatrizM13*Vectups)));
Vecjisamp(1)=-1;
for cuentais=1:totalis
Jipebarra23amp (descuerres, cuentais+l)=Jipebarra23(cuentais);
Jipebarral3amp(descuerres,cuentais+l)=Jipebarral3(cuentais);
Vecjisamp(cuentais+1)=Vecjis(cuentais);
end
for cuentajis=1:totalis
jip1l=1-((2*cuentajis)/totalis);
MatrizM23pl=inv(eye(totalis-1)-(jip1i*Omegasa));
MatrizM13pl=inv((eye(totalis-1))+(jipl*Omegasa));
Jipebarra23pl(cuentajis)=-(-(a/b)*pix(erres27°2)*jipl)/
(1-(1-(a/b) ) *pi*(erres2”2)*jipl-(jip1~2) *((Vectups.’)*
MatrizM23pl*Vectups)) ;
Jipebarral3pl(cuentajis)=-(((a/b)*pi*(erres2°2)*jipl)/
(1+(1-(a/b) ) *pi* (erres2~2)*jipl-(jip1~2) *((Vectups.’)
*MatrizM13pl*Vectups))) ;
Vecjispl(cuentajis)=jip1;
%end;
end
Vecjispl;
Jipebarra23pil;
Jipebarra23amppl (descuerres,1)=-(-(a/b)*pix(erres2°2)*(1))/
(1-(1-(a/b) ) *pix*(erres2°2)* (1) -((1) "2)*x((Vectups.’)
*MatrizM23p1l*Vectups));
Jipebarral3amppl(descuerres,1)=-(((a/b)*pi*(erres2°2)*(1))
/ (1+(1-(a/b) ) *pi*(erres2°2)*(1)-((1) "2)*((Vectups.’)
*MatrizM13pl*Vectups)));
Vecjisamppl(1)=1;
for cuentais=1:totalis
Jipebarra23amppl (descuerres,cuentais+l)=
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Jipebarra23pl(cuentais);
Jipebarral3amppl(descuerres,cuentais+1)=
Jipebarral3pl(cuentais);
Vecjisamppl (cuentais+1)=
Vecjispl(cuentais);
end
for cuentais=1:(totalis+1)
Keller1323(descuerres,cuentais)=
Jipebarra23amp(descuerres,cuentais)/
Jipebarral3amppl (descuerres,cuentais);
Keller2313(descuerres,cuentais)=
Jipebarral3amp(descuerres,cuentais)/
Jipebarra23amppl (descuerres,cuentais) ;
end
end
radinos=num2str (Verdelosradios.’);
figure(1)
plot(Vecjisamp,Jipebarra23amp) ;
grid on;
legend (radinos);
title(’- _{23}\chi~*_{p} contra \chi_{p} con par\’ametro a V_{2}’);
figure(2)
plot(Vecjisamp,-Jipebarral3amp) ;
grid on;
legend (radinos);
title(’- _{13}\chix_{p} contra \chi_{p} como par\’ametro a V_{2}’);
figure(3)
plot(Vecjisamppl, Jipebarra23amppl) ;
grid on;
legend (radinos);
xlabel (’\chi_{p}’);
ylabel (’\chi~*_{p}’);
title(’- _{23}\chi*_{p} contra \chi_{p} con par\’ametro a V_{1}’);
figure(4)
plot(Vecjisamppl,-Jipebarral3amppl) ;
grid on;
legend (radinos);
title(’- _{13}\chix_{p} contra \chi_{p} como par\’ametro a V_{1}’);
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xlabel(’\chi_{p}’)
ylabel(’\chi~*_{p}’);
figure(5)
plot(Vecjisamppl,-Keller1323);
grid on

figure (6)
plot(Vecjisamppl,-Keller2313);
grid on;
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