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Resumen

Una Méquina de Soporte Vectorial (MSV) es un mecanismo eficiente para el en-
trenamiento de funciones de aprendizaje lineal en espacios inducidos por funciones
kernel, con una capacidad de generalizaciéon sustentada por la Teoria Estadistica
del Aprendizaje. En los ultimos afios, la MSV ha demostrado su efectividad en la
solucién de una variedad muy amplia de problemas préacticos. No obstante, el opti-
mo funcionamiento de este método de aprendizaje requiere de la seleccién adecuada
de sus parametros libres.

En esta Tesis se aborda el problema de la seleccion 6ptima de estos pardametros con
el uso de Algoritmos Genéticos (AGs) no convencionales. En particular, se disefia
una propuesta autoadaptable, que también permite la seleccion de variables inde-
pendientes y que es nombrada como Maquina de Clasificacién Genética (MCG).
También se efectiia un andlisis de estructuras polinomiales usadas para el diseno de
MSVs y el método de Aproximaciéon Polinomial Minimax. A partir de este anélisis,
se construye un nuevo kernel polinomial y se deriva un criterio para definir un ran-
go apropiado de valores para el parametro de regularizacién C de una MSV. Este
criterio puede ser usado en la solucién de problemas de clasificacién binaria.
Finalmente, se pone a prueba el desempenio de la MCG empleando una propuesta
de validacién estadistica, sustentada en la generaciéon automatica y no sesgada de
problemas multivariados de clasificacién binaria y el uso de pruebas de hipdtesis.
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Abstract

A Support Vector Machine (SVM) is an efficient mechanism for training linear
learning functions in kernel induced feature spaces, with a generalization capability
supported by the Statistical Learning Theory. In last years, the SVM has proven to
be effective in solving a great variety of practical problems. However, the optimal
performance of this learning method depends on the fine tuning of its free para-
meters.

In this Thesis the parameter selection problem is tackled by using a non-
conventional Genetic Algorithm (GA). Particularly, a self-adaptive approach is
proposed. The same GA is used for feature selection. It is called Genetic Sup-
port Vector Classifier (GSVC).

Polynomial structures are analyzed and used in the design of SVMs and Minimax
Polynomial Approximation. Derived from this analysis, a new kernel function is
proposed, together with a new criterion to define an appropriate range for the
regularization parameter C in SVMs. This criterion can be used in the solution of
binary classification problems.

Finally, the performance of the GSVC is tested by using a proposed validation
method, which is based on the automatic construction of binary classification pro-
blems and the use of statistical hypothesis tests.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

En los dltimos 20 anos, el desarrollo de las areas de reconocimiento de patrones y
aprendizaje de maquina ha sido impresionante. Actualmente se cuenta con miltiples
técnicas que han sido desarrolladas bajo enfoques distintos, pero que persiguen
objetivos similares. Uno de estos enfoques es el Bayesiano, que ha tomado mucha
fuerza ultimamente por el aumento en su aplicabilidad préctica [4]. Otro enfoque es
el de modelos graficos que ha resurgido como el marco principal para la descripcién
y aplicacién de modelos probabilisticos [57]. Asimismo, los métodos de kernel han
tenido un gran impacto desde el punto de vista tedrico y practico [119] [121].

Un método de kernel que surgié a inicios de la iltima década del siglo XX
es la M&quina de Soporte Vectorial (MSV), desarrollada por Vapnik et al [6] y
que ha resultado muy exitosa en la solucién de muchas aplicaciones practicas. La
MSV es una técnica no paramétrica que puede operar como un modelo lineal;
es decir, con la cual es posible encontrar funciones de decisién o regresion lineal,
pero cuya aplicacién se limita a la solucién de problemas linealmente separables.
Su rango de aplicacién se amplia considerablemente cuando se considera como
un método de kernel, con lo cual es posible abordar problemas de regresién no
lineal y de clasificaciéon de patrones no separables. La idea central en este método
consiste en trasladar el problema original a un espacio superior, donde la funcién de
respuesta construida con esta maquina de aprendizaje es lineal. Este efecto se logra
al utilizar un tipo de funcién llamada kernel, que usualmente se formula como un
producto interno en un espacio de caracteristicas. Este procedimiento es conocido
como sustitucion de kernel [4] y también puede aplicarse a otro tipo de modelos
lineales, algunos de ellos cldsicos en la literatura estadistica, como el Andlisis de
Componentes Principales (PCA) o el Discriminante Lineal de Fisher (FDA), con
lo cual se obtienen versiones no lineales de ellos (Kernel PCA [118] y Kernel FDA
[87] [106] [3]).

En algunos de los enfoques actuales para reconocimiento de patrones, ge-
neralmente hay que recurrir a ciertas suposiciones tedricas que, en ocasiones, limi-
tan su aplicacién practica. En modelos Bayesianos, por ejemplo, hay que lidiar
con supuestos de distribucion a priori. En otros métodos estadisticos, se tienen
supuestos de distribuciéon o independencia que también limitan su rango de apli-
cacion. En el caso de la MSV, no se requieren supuestos de esa naturaleza, pero en



su lugar existen algunos parametros que tienen que ser calibrados para que su fun-
cionamiento resulte éptimo. La forma de ajustar estos parametros ha sido objeto
de estudio en los ultimos anos y lo es en este trabajo de investigacion.

La MSV también pude verse como una red neuronal con una sola capa oculta de
unidades no lineales, definidas por funciones kernel [43]. Esta investigacién se enfoca
en el estudio de MSVs, particularmente en la determinaciéon de sus pardmetros
libres. Para entender la evolucién de esta técnica es fundamental tomar en cuenta
el desarrollo histérico de las redes neuronales artificiales y la forma en que surge
la MSV como una alternativa eficiente y con un sustento tedrico basado en los
principios de la Teoria Estadistica del Aprendizaje (TEA). Por este motivo, se
muestra enseguida esta evolucion y la forma en que se ha tratado de superar el
problema de la determinacién de parametros en MSVs.

1.2. Estado del Arte

El estudio moderno de las redes neuronales comienza [43] con el articulo de
MacCulloch y Pitts [80], donde se unifica el estudio de la neuropsicologia y la
l6gica matematica. El modelo formal se fundamenta en el caracter de todo o na-
da inherente en la actividad nerviosa. MacCulloch y Pitts demuestran que po-
dria computarse cualquier tipo de funcién si se emplea un ntmero suficiente de
unidades simples - llamadas neuronas- y de conexiones sindpticas colocadas de
manera apropiada. Ademads, se reconoce que este fue el primer trabajo que puede
considerarse como de inteligencia artificial [113]. En 1949 se publica el libro The
Organization of Behavior de Hebb [44], donde se establece por primera vez una
regla de aprendizaje psicolégico para la modificacion sinaptica; es decir, Hebb pos-
tula que las conexiones neuronales cambian continuamente conforme un organismo
aprende nuevas tareas y que las estructuras neuronales se forman gracias a esos
cambios. En consecuencia, se dice que los modelos que siguen esta teoria exhiben
un aprendizaje Hebbiano.

Walor de entrada

ijo o=
o E\
T
Wector de B2, L o) > N
Datos de Funcién de alida
Entrada . transferencia
. 5
i
Combinador
Lineal

Figura 1.1: Arquitectura del Perceptrén de Rosenblatt
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Quince anios después del articulo publicado por McCulloc y Pitts, Rosenblatt
[105] introduce un nuevo paradigma en el reconocimiento de patrones que llamé Per-
ceptrén, un nuevo método de aprendizaje supervisado (Figura 1.1). El resultado
més importante en el trabajo de Rosenblatt fue el teorema de convergencia del
Perceptrén, en el que se afirma que para cualquier conjunto de datos linealmente
separable, la regla de aprendizaje de este algoritmo garantiza la solucién en un
nimero finito de iteraciones. El entusiasmo generado en la década de los 60’s con
estos resultados y con la aparicién de otro tipo de redes, conocida como Adaline
[137](Figura 1.2(a)) (y Madaline para miltiples elementos adaptativos [136] (Figu-
ra 1.2(b))), hizo pensar a muchos que las redes neuronales eran capaces de resolver
cualquier problema de reconocimiento de patrones. Sin embargo, en 1969 se publica
Perceptrons, un libro en el cual Minsky y Papert [90] demuestran mateméticamente
las limitaciones del Perceptrén y afirman que no hay razones para pensar que una
extension de éste pudiera mejorar su desempeno. Entre otras cosas, este trabajo
le rest6 interés a la comunidad y frené el financiamiento para seguir trabajando
con redes neuronales durante toda la década de los 70’s. No obstante, se lograron
avances importantes en el desarrollo de métodos auto-organizados [133].

(@)

Salida
%=1 o lineal
5y T Ek‘
. ir—
WVector de e F—» P > - _}L.
Datos de - ¢ . —. Salida
Entrada . binari
inaria
4 Contmutador
Fm T Bipolar

Combinador
Adaptivo Lineal

WVector de
Datos de
Entrada

X

Capa de Capa Capa
Entrada Escondida Escondida

Figura 1.2: (a) Arquitectura de la red Adaline, (b) Arquitectura de la red Madaline

En 1980, se retoma el estudio de las redes neuronales. Grossberg [37] establece un
nuevo principio de auto-organizacién conocido como Teoria de Resonancia Adaptiva
(ART). Dos anios después, Hopfield [46] emplea principios de fisica estadistica para
desarrollar una red recurrente con conexiones sinapticas simétricas, a este tipo de



redes se les denominaria méas adelante como redes de Hopfield en su honor. La
arquitectura de este tipo de red se ilustra en la Figura 1.3(a).

En 1983, Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi describen un nuevo procedimiento llama-
do recocido simulado' que emplean para la solucién de problemas combinatorios
[59]. Esta idea considera principios de mecénica estadistica y estd basada en una
técnica simple empleada por Metropolis et al en 1953 [85]. La idea de recocido
simulado se emplea mas adelante por Ackley, Hinton y Sejnowski en 1985 para el
disefio de la Mdquina de Boltzmann [1] (véase Figura 1.3(b)), que fue la primera
realizacién exitosa de una red neuronal multicapa, con lo cual se rompe definitiva-
mente con las especulaciones hechas por Minsky y Papert en 1969.

(@) (b)

R e R ¥ w——w
Neuronas

? ég @ @esconchdas

@ @ @ Meuronas
3 visibles
° w
=
Neuronas  Operadores de
rezago unitario

Figura 1.3: (a) Arquitectura de la red de Hopfield, (b) Arquitectura de la red
Boltzmann

En 1986, Rumelhart, Hinton y Williams [108] [109] desarrollan el algoritmo de
retropropagacién. Asimismo, se publica en ese ano un libro de dos tomos titulado
Parallel Distributed Processing: Explorations in the Microestructures of Cognition,
editado por Rumelhart y McClelland [110], donde se da gran importancia al uso
del algoritmo de retropropagacién, que a la postre resultaria como el algoritmo
més popular en el entrenamiento de redes de perceptrones multicapa (RPMs). Es
importante senalar que el aprendizaje por retropropagacién se descubre de manera
simultdnea por otros dos autores por esas mismas fechas [100][75]. No obstante,
habia evidencia previa de que este algoritmo ya habia sido descrito en 1974 por
Werbos en su tesis doctoral en la Universidad de Harvard [134]; pero la idea bésica
de propagacién realmente aparece en 1969 en el libro Applied Optimal Control de
Bryson y Ho. [8]. Finalmente, se da los créditos de este algoritmo a Rumelhart et
al, ya que fueron ellos quienes proponen su uso para el entrenamiento de maquina
y para demostrar como se trabaja en ello. Ademds, se considera que este traba-
jo detond el renacimiento de la investigacién en redes neuronales artificiales. La
arquitectura se muestra en la Figura 1.4

Para el afio de 1988 Broomhead y Lowe [7] describieron un procedimiento para
el diseno de redes neuronales con alimentacién hacia adelante usando funciones de
base radial (FBR), que es una idea alternativa al uso de redes de perceptrones
multicapa (Figura 1.5).

1 Simulated annealing.
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A inicios de la década de 1990, Vapnik et al [6] desarrollan una metodologia que
denominan Maquina de Soporte Vectorial. Se trata de una técnica de aprendizaje
supervisado que hereda caracteristicas de las redes neuronales, en pleno auge en
ese entonces, pero cuyo sustento tedrico se basa en el Principio de Minimizacion
de Riesgo Estructural (PMRE) y no en el Principio de Minimizacién de Riesgo
Empirico (PMREm), como hacen las RPMs, es decir, mientras que las RPMs mi-
nimizan el error de entrenamiento, las MSVs minimizan el error de prueba y, por lo
tanto, su capacidad de generalizar es mas alta (véase Figura 1.6). Estos principios
de riesgo se derivan de la TEA, que comienza a desarrollarse durante la década
de los 60’s por Vapnik y Chervonenkis [130] y se consolida en los siguientes 30
anos [131] [128]. Un elemento fundamental de la MSV es cémo el concepto de la
dimensién de Vapnik-Chervonenkis (VC) se integra en el diseno de esta red. La
dimensiéon VC provee una medida de la capacidad de aprendizaje de una maquina
(MSV, por ejemplo) para aprender sobre un conjunto de datos [129] [128].

Para 1995, se disena una nueva MSV para la solucién de problemas linealmente
no separables [18], siguiendo los mismos principios del disefio anterior, pero agre-
gando un mecanismo de regularizaciéon para controlar los factores que afectan la
habilidad de generalizacién de esta méquina de aprendizaje. En 1996, se emplea el
mismo criterio de solucién en las MSVs para la solucién de problemas de regresién
no lineal [23], donde se usa una funcién de pérdida como medida de error en la
aproximacién, la cual forma parte de la funcion de riesgo empirico que se pretende
minimizar [18], en concordancia con los principios establecidos en la TEA. En [122]
se describen muchas funciones de pérdida que pueden ser empleadas en la técnica
de regresién con MSVs y se brinda un tratamiento muy completo de regresién no
lineal con MSVs. En 1998 se publica el libro Statistical Learning Theory [129] de
Vapnik, que es una versién més completa a la publicada en 1995 [128], en donde se
brinda un tratamiento matematico riguroso de todos los elementos expuestos en el
mismo.

La MSV se ha aplicado con éxito en la solucién de problemas de muchos tipos.
Algunas aplicaciones importantes en reconocimiento de patrones han sido las sigui-
entes: reconocimiento de escritura hecha a mano [18] [116] [10], de objetos [5],
identificacién de voz [115], deteccién de fallas [54] y caracterizacién de textos [55].
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En el caso de regresién, la MSV se ha comparado con otras técnicas de series de
tiempo [95] [94] [98]. También se ha estudiado su aplicacién en la estimacién de
densidades [135].

Hasta entonces, la MSV habia funcionado muy bien en la solucién de una gran
cantidad de problemas de regresién y clasificacién, pero su entrenamiento dependia
del uso de estrategias de optimizacién que resultaban impracticas e incluso ino-
perantes en la solucién de problemas con miles de observaciones. La razén de esta
limitante es que, en el planteamiento de una MSV como un problema de opti-
mizacién restringido, se tienen que satisfacer una cantidad de restricciones que
crece conforme lo hace el nimero de datos de entrenamiento, de hecho, la relacién
es de casi uno a uno en el caso de problemas de clasificacién y de dos a uno (2
restricciones por cada punto de entrenamiento) en problemas de regresién. Ademés
de la inestabilidad numérica que se encuentra en algoritmos de solucién a este tipo
de problemas, se tiene el gran inconveniente del tiempo, pues aunque algunos pa-
quetes son capaces de resolver problemas relativamente grandes, el tiempo que les
toma hacerlo resulta sumamente costoso en un sentido practico.

La solucion a este problema se da por primera vez con el empleo de un método
que desarrolla Vapnik en 1982 conocido como Algoritmo de Chunking [127] y con-
siste basicamente en dividir el problema original en subproblemas maés pequenos,
donde se busca optimizar a cada uno de ellos, aprovechando el hecho de que algunos
de los vectores de soporte son cero. Sin embargo, este algoritmo sigue resultando
inadecuado con problemas a gran escala y, por lo tanto, se tienen que implementar
técnicas de estructuras de datos muy sofisticadas, con lo cual se evita almacenar
en memoria la matriz del problema de optimizacién cuadrética [127]. Osuna [98]
[97] propuso una estrategia alternativa que consiste en dividir el problema orig-
inal en subconjuntos de tamano fijo, que se resuelven separadamente empleando
alguna técnica de optimizacion cuadratica. El problema con este método es que,
en conjuntos de datos muy numerosos, se siguen presentando problemas de esta-
bilidad al resolver cada subproblema. Empleando el mismo principio de Osuna al
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subdividir el problema original, Platt [102] desarrolla una metodologia que parte
el problema original en los subconjuntos méas pequetios posibles (de tamano dos),
con lo cual se evita el problema de almacenamiento de matrices en memoria y el
uso de paqueteria para la solucién de problemas de optimizacion cuadratica. Esta
técnica se conoce como Optimizacién Secuencial Minima (OSM) y con ella no sélo
es posible resolver problemas a gran escala, sino que el tiempo de solucién se reduce
de manera muy significativa. Otros investigadores han logrado reducir el tiempo de
solucién en problemas muy numerosos empleando otras variantes de MSVs (MSV
Proximal (MSVP) [31], MSV Incremental (MSVI) [32]).

La solucién de problemas de clasificacién multiple también ha sido posible con
el empleo de MSVs. La MSV original se disefio para resolver problemas de clasi-
ficacion binaria unicamente, pero algunos investigadores han empleado otro tipo
de estrategias, como son las técnicas de uno-contra-uno y uno-contra-todos [2], en
las que se construyen clasificadores binarios a partir de las clases del problema
original y se califica su efectividad como clasificador multiple, empleando ciertos
criterios de asignacién (por ejemplo el esquema de voto mayoritario). Sin embargo,
con estos métodos se corre el riesgo de que, al efectuar decisiones basadas en clasifi-
cadores individuales, se den resultados inconsistentes en los cuales un mismo punto
sea asignado a varias clases de manera simultdnea [4]. Una variante del método
uno-contra-todos se propone en [77], misma que es modificada en [139] desde un
enfoque probabilistico y donde también se presenta un procedimiento de inferencia
Bayesiano acorde con ella. Asimismo, otra variante de este método, junto con un
refinamiento de la MSVP, se muestra en [33]. Una generalizacién del esquema de
voto mayoritario para la estrategia de uno-contra-uno, basados en cédigos de salida
con error corregido, fue desarrollada por [22] y aplicada con MSVs en [2]. Final-
mente, también se han desarrollado estrategias con MSVs para conjuntos de datos
con una clase, que atacan problemas no supervisados relacionados con la estimacion
de densidades de probabilidad [117] [126].

Si bien la MSV ha resultado muy competitiva en la solucién de diversos pro-



blemas, tiene el inconveniente de que se requiere la determinaciéon de ciertos
parametros para su eficiente aplicacién. Uno de esos parametros es conocido co-
mo pardmetro de regularizacion y generalmente se identifica como C, con el cual es
posible mediar entre el poder expresivo del algoritmo de aprendizaje y el error de
entrenamiento obtenido durante el proceso de optimizacién. También es necesario
determinar otro tipo de pardmetros en una MSV, los cuales estan relacionados con
el tipo de funcién que se emplea como kernel durante el proceso de entrenamiento
y prueba de la méquina. El nimero de éstos dependera del tipo de kernel elegido.

La determinaciéon apropiada de los parametros es fundamental para un fun-
cionamiento éptimo de una MSV. Particularmente, una mala eleccién de C ocasiona
que la maquina no sea capaz de resolver el problema en cuestién de manera éptima.
En ese sentido, se corren dos riesgos importantes: 1) El disefio de una MSV que sea
incapaz de generalizar satisfactoriamente sobre conjuntos de datos desconocidos
(datos de prueba) o 2) El mal entrenamiento de ésta, con lo cual ni siquiera resulte
efectiva para aproximar sobre el conjunto de datos de entrenamiento. En sintesis,
el diseno de una red mal comportada ocasiona que no se aprovechen las ventajas
tedricas que esta metodologia ofrece sobre otras técnicas que le compiten (RPMs,
por ejemplo).

Este problema ha sido abordado de diversas maneras, ya que tradicionalmente se
han calibrado estos parametros de manera arbitraria o atendiendo al buen juicio del
investigador [43] [128]. Algunas aproximaciones hacen uso de criterios Bayesianos
para estimar dichos pardmetros, por ejemplo, en [35] se usa una interpretacién
probabilistica de las MSVs para obtener expresiones que contribuyan a la determi-
nacién de los pardmetros. Los resultados son superiores a la metodologia tradicional
de MSVs aplicada en varios conjuntos de datos, pero el inconveniente de este tipo
de aproximaciones es que tales expresiones no tienen soluciéon analitica y, por lo
tanto, se deben aplicar técnicas de simulacién para su aproximacién. Ademds, se
hacen suposiciones arbitrarias con relacién al tipo de distribucién a priori (cuando
se desconoce la distribucion de donde proviene la informacién, que es lo mas comin
en la préactica).

Una propuesta de estimacién analitica para el parametro de regularizacion se da
en [14], empleando kernels polinomiales en el entrenamiento de la MSV, asi como
una serie de premisas que impiden inferir un resultado generalizado a un nimero
arbitrario de problemas. En 2001 se propuso en [13] un método de gradiente y
un conjunto de cotas para el error de validacién para estimar los parametros del
kernel, considerando al valor de C como uno de ellos; sin embargo, se requiere de la
especificacién de otros parametros desarrollados durante la fase de optimizacién.

En muchos trabajos se sugiere el empleo de validacién cruzada (CV) [49] [50]
[76] [95] para la determinacién de pardmetros, particularmente el pardmetro C. Una
estrategia que es comunmente sugerida para atacar este problema se conoce como
Meétodo Grid [50] [74] [88], en la cual se sugieren pares ordenados (C, pardmetro de
la funcién kernel)?, los cuales forman una especie de celda. La seleccién de la mejor
combinacién de ellos se efectiia con base en los resultados de validaciéon cruzada,
cuando ésta corresponda con el menor error arrojado por el clasificador. El incon-
veniente de este método es que se asignan de manera arbitraria conjuntos discretos
de potenciales valores para ese par ordenado, limitando de esta manera el espacio
de busqueda y la precisién en la eleccion de los valores 6ptimos correspondientes.

2También puede aplicarse en la determinacién de mas de dos pardmetros, en cuyo caso se
tendrian n — adas ordenadas, formadas por cada uno de los n pardmetros (p1,p2,...,Pn)-



Ademds, esta técnica es computacionalmente costosa, ya que el modelo debe ser
evaluado dentro de cada celda para cada uno de los pardmetros y, por tanto, el
tiempo de busqueda crece exponencialmente con el nimero de ellos. La busqueda
resulta ain mds costosa si se emplea validacién cruzada de k-dobleces (k-FCV) o
validacién cruzada dejando-fuera-una-observacion (LoO-CV) como criterio de se-
leccion de los mejores parametros, lo que generalmente ocurre en la préctica.

En [99] se emplea recocido simulado para la determinacién éptima de pardme-
tros, pero se ha probado en [71] que el uso de diferentes variantes de Algoritmos
Genéticos (AGs) son superiores en la solucién de problemas de optimizacién, en
comparacion con la aplicacién de algoritmos de biisqueda local.

En [40] se construye un sendero para el pardmetro de Regularizacién C por
medio de una funcién de decisién lineal, cuyos parametros son funciones lineales
por trozos de C, asi como los vectores de soporte derivados del planteamiento du-
al de la MSV. El sendero que se construye con esta metodologia incluye a todos
los valores posibles de C y es empleado para resolver el problema de optimizacién
dual para problemas de clasificacién, desarrollando un algoritmo alternativo que
funciona eficientemente y con el que se obtienen resultados superiores a MSVs
aplicadas a un conjunto de problemas representativo. Finalmente, se emplea vali-
dacién cruzada para construir el error de generalizacién de la maquina en funcién
del parametro C, con lo cual se decide el modelo apropiado. El problema con esta
metodologia es que la complejidad computacional es considerable, involucrando la
solucién de sistemas de ecuaciones en el proceso de construccién del sendero, donde
en ocasiones intervienen matrices que no tienen rango completo y, por lo tanto,
ocasionan dificultades numeéricas.

También se han propuesto métodos evolutivos para la solucién al problema
de seleccién de parametros. Aunque algunos de ellos resultan potencialmente in-
teresantes, en general, no se establecen criterios estadisticos contundentes en sus
conclusiones.

Un método usado en varias ocasiones para la solucién de este tipo de problemas
es el de Estrategias Evolutivas (EEs). En [111] una estrategia evolutiva paralela y
asincrona es usada para calibrar el pardmetro C y el pardmetro de un kernel de
base radial (KBR)?. Los autores proponen algunos criterios de seleccién para la
medicion del ajuste de la MSV. Uno de estos criterios es el nimero de vectores de
soporte derivados tras el proceso de entrenamiento. Sin embargo, los mismos au-
tores reportan que su estrategia de busqueda en algunos casos queda atrapada en
optimos locales. También encuentran que el uso del niimero de vectores de soporte
como funcién objetivo también ocasiona ciertas dificultades durante la busqueda.
De igual manera, es importante senalar que en los experimentos efectuados tnica-
mente se emplea un tipo de funcién kernel (el KBR) y la consecuente estimacién de
su parametro, sin reportar los resultados obtenidos con funciones kernel de otro tipo.
Otra EE se presenta en [30] donde se emplea una estrategia denominada Estrategia
Evolutiva con Matriz de Covarianzas Adaptable (CMA-ES) para la optimizacién
del pardmetro de un kernel Gaussiano y el pardmetro de regularizacién. En este
articulo se emplean tres parametrizaciones de kernels Gaussianos. Los autores re-
saltan las ventajas de su método sobre otros métodos de gradiente y, con base en sus
experimentos, también encuentran que su propuesta es significativamente superior
a los resultados obtenidos con el Método Grid.

3En el Capitulo 3 de esta Tesis se presentan otros tipos de funciones kernel y en el Capitulo 4
se exponen algunos elementos tedricos relacionados con las funciones kernel y su caracterizacién.



En [48] se ofrece una buena discusién de los dos dltimos articulos mencionados en
el parrafo anterior, donde los autores muestran que aunque el KBR es considerado
en la actualidad como el mas popular, éste no siempre ofrece los mejores resultados
en la practica. Esta afirmacion se desprende al aplicar la técnica de Programacién
Genética (PG) para la seleccién de un kernel éptimo en MSVs (ellos simbolizan su
propuesta como GK SVM). En la fase experimental se emplean las tres funciones
kernel més populares*, donde se encuentran claras diferencias en los ajustes debidas
al tipo de kernel empleado en la fase experimental. Finalmente, los autores reportan
la habilidad de GK SVM para encontrar nuevas funciones kernel que compiten
favorablemente con los kernels usados tradicionalmente, sin la necesidad de insertar
parametros para lograr un ajuste éptimo.

En [52] también se emplea una EE, que incluye un algoritmo deterministico para
la adaptacién de las probabilidades en la aplicacién de operadores variacionales. Los
autores prueban que su propuesta funciona cuando es usada para la optimizacion de
la arquitectura de una red neuronal. Un aspecto importante de este algoritmo es que
en este procedimiento es necesario determinar una serie de pardmetros libres, por lo
que no sélo los parametros de la MSV deben ser determinados, sino también éstos
que se derivan de su propia estrategia. Con relacién a este hecho, los autores afirman
(sin dar detalles) que cuentan con estrategias confiables para la determinacién de
los mismos.

Finalmente, también han surgido algunos trabajos donde se reporta la aplicacion
de algoritmos genéticos en la determinacién de pardmetros de MSVs, asi como en
la reduccién de caracteristicas de los conjuntos de datos de entrenamiento. En
[114], por ejemplo, se aplican AGs para la determinacién del pardmetro del kernel
y no para en la buisqueda del valor de C. Otra aplicacién con AGs se sugiere en
[29] para la seleccién de caracteristicas y la optimizacién de C en MSVs. Una
contribucién importante es el uso de cotas tedricas para el error de generalizacion
de una MSV en lugar de emplear CV. Aun cuando los autores hacen referencia
a la capacidad de su propuesta para optimizar el pardmetro de la funcién kernel,
en sus experimentos se limitan a utilizar funciones de kernel lineal, donde no hay
parametros a ser optimizados. Los autores también reportan que su aproximacion
arrojé mejores y mas rapidos resultados cuando se emplea una funcién de ajuste
basada en estas cotas. Sin embargo, al analizar detenidamente la expresién analitica
de las cotas empleadas (una de ellas es conocida como la cota de Jaakkola-Haussler
[53]), es posible apreciar que la misma funcién kernel empleada durante el proceso de
entrenamiento se encuentra involucrada en su estimacién. Entonces, si el pardmetro
del kernel (por ejemplo en KBR) también es optimizado durante el proceso genético,
los valores de las cotas deben ser actualizados tomando en cuenta los cambios en la
funcién kernel que resulten del proceso evolutivo. Por tanto, el efecto que pudiera
traer en el tiempo y calidad del ajuste podria ser diferente a lo que los autores
concluyen en su anglisis. Otro aspecto importante a considerar en [29] es el uso
de codificacién decimal cuando al tratar de resolver el problema de seleccién de
caracteristicas, se conoce de antemano el nimero de éstas; de otra forma, se sugiere
el empleo de codificacién binaria. En [15] [51] [89] se reporta la aplicacién de AGs
en la seleccién de parametros en MSVs, la reduccién de caracteristicas en los datos
de entrenamiento y se prueba su efectividad en la solucién de problemas précticos.
Sin embargo, en algunos casos la seleccion de los parametros del algoritmo genético

4Polinomial, KBR y Sigmoidal. En el capitulo 4 se ofrece un tratamiento méas detallado de este
tema.
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es completamente arbitraria o no se reporta la forma en que se determinan. Los
criterios de validacién se basan en la comparacién con otras técnicas en la solucion
de conjuntos de problemas practicos y, se afirma, representativos. Otro aspecto
a considerar es la decisién arbitraria con relacién al espacio de busqueda de los
parametros que se pretende optimizar.

Es importante mencionar que la aplicacién de AGs para la solucién a pro-
blemas de optimizacién presenta varias ventajas sobre otros métodos (métodos de
gradiente, por ejemplo), entre otras: a) un AG analiza de manera simultdnea varias
posibilidades de solucién en el espacio de bisqueda, en cambio otros métodos (de
gradiente, por ejemplo) van explorando mejoras de una tnica posible solucién, b)
con el uso de AGs no se impone ninguna restriccién a la funcién objetivo, como
por ejemplo la restriccién de que sea continua y/o derivable, como se hace en otros
métodos, ¢) Tedricamente es posible garantizar convergencia cuando se emplean
AGs elitistas que pueden ser modelados como Cadenas de Markov [107]. También
debe senalarse que existen distintas variantes de AGs que compiten muy bien en
la solucién de problemas de optimizacion, particularmente un mecanismo autoa-
daptable, como se muestra en [34]. El mecanismo autoadaptable debe su nombre
al hecho de que los propios pardmetros del AG se determinan en el proceso de
optimizacion. Dada la importancia que este tipo de pardametros tiene en la solucién
de problemas de optimizacién con AGs, sorprende que en otras investigaciones,
como [51] [15] [89], no se reporta la forma en que éstos se implementaron.

En conclusion, en los articulos discutidos anteriormente no presentan criterios
de validacién estadistica contundentes con relacién al desempeno de sus propuestas;
en algunos se asumen una serie premisas que limitan su aplicacién y/o se proponen
estrategias computacionalmente costosas. En otros casos, la experimentacién se
enfoca en casos particulares (como en el uso de un tipo de funcién kernel). Por ello,
en esta Tesis se aborda el problema de seleccién de parametros en MSVs empleando
un Algoritmo Genético autoadaptable. También se efectian pruebas estadisticas
exhaustivas para comprobar la efectividad de esta propuesta. Los objetivos y las
acciones a emprender se describen con mas detalle en la siguiente seccion.

1.3. Objetivos

En esta Tesis se plantean los siguientes objetivos:

1. Utilizar una variante de AG autoadaptable para la determinacién automatica
de parametros en MSVs, con lo que se busca evitar el mayor sesgo posible en
su determinacién.

2. Estimar una cota para el rango de valores que puede tomar el parametro C.
Esta cota se puede obtener de manera analitica, apoyandose en los resultados
de un andlisis polinomial multivariado de la informacién.

3. A partir de este andlisis, y comparando la forma funcional de las funciones
de discriminacién entre una MSV y un polinomio obtenido con el método de
Analisis Polinomial Minimax (APM), se propone la definicién de un nuevo
tipo de kernel polinomial que, al usarse con una MSV, permite definir la
funcién de discriminacion en una forma explicita.

4. Se analizard la conveniencia en el uso de este nuevo kernel con MSVs en
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problemas de clasificacién de patrones y regresion no lineal y, potencialmente,
con otros métodos de kernel.

5. Se propone una metodologia para la generaciéon automética de un nimero
arbitrario de problemas multivariados de clasificaciéon binaria.

6. Tomando como base los problemas de clasificacién generados, se emplearan
criterios de validacion estadistica para medir la efectividad de la metodologia
genética autoadaptable en la soluciéon de problemas de clasificacién binaria.

7. Finalmente, la misma propuesta de AG autoadaptable también se usa en la
solucién de problemas de regresién no lineal con MSVs, aunque se efectian
comparaciones con otros métodos sobre la base de un conjunto de problemas
practicos, no se efectiia una andlisis estadistico exhaustivo, como en el caso
del problema de clasificacién binaria.

Este trabajo de investigacion estd organizado de la siguiente forma. En el capitu-
lo 2 se describen algunos conceptos tedricos que ayudardn a entender mejor el
planteamiento del problema y el procedimiento seguido para la consecucién de los
objetivos anteriores. Especificamente, se trataran algunos elementos de la Teoria
de Optimizacién, AGs, APM y funciones de Walsh y Rademaker. En el capitulo 3
se describe el planteamiento de MSVs para problemas de clasificacién y regresién,
se resalta la importancia de los pardmetros de esta maquina de aprendizaje en su
optimizacién, la descripcion de algoritmos de solucién para MSVs y algunos con-
ceptos derivados de la teoria estadistica del aprendizaje, directamente relacionados
con este tema. En el capitulo 4 se muestran las aportaciones tedricas derivadas de
esta investigaciéon, concernientes al comparativo entre funciones de discriminacion
obtenidas con APM y MSVs, la propuesta de una forma de acotar el valor del
parametro C en MSV y la demostracion algebraica de una nueva propuesta de
kernel polinomial. El capitulo 5 estd dedicado a la descripcién de los diferentes
métodos desarrollados en esta Tesis: a) para la optimizacién de pardmetros en
MSVs con AGs, b) para la generacién automdtica de problemas multivariados de
clasificacién binaria, ¢) para la validacién estadistica en la solucién de problemas
de clasificacién binaria y d) para la optimizacién de pardmetros en problemas de
regresion con MSVs. En el capitulo 6 se describen de manera detallada la forma
en que se llevaron a cabo los experimentos desarrollados para la comprobacion
empirica de los algoritmos propuestos, los resultados derivados de diversas formas
de validacion y aquellos obtenidos de las comparaciones con otras metodologias de
aprendizaje. Finalmente, se presentan las conclusiones y algunas sugerencias para
investigaciones futuras.
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Capitulo 2

Conceptos (enerales

Se enlistan a continuaciéon algunos temas relevantes que se encuentran es-
trechamente relacionados con los objetivos planteados en esta Tesis y se abordan
en este capitulo:

2.1

2.2

2.3

24

Optimizacién. La descripcién tedrica de algunos conceptos de optimizacion
permitira entender de mejor manera la razén por la cual una MSV resuelve
problemas de clasificacién y regresién planteando problemas de optimizacién
con restricciones, asi como las ventajas tedricas relacionadas con este tipo de
planteamientos. Estos elementos han resultado fundamentales en el surgimien-
to de algoritmos eficientes de solucién para MSVs.

Algoritmos Genéticos. El empleo de AGs como metodologia de optimizacion
ha resultado eficaz en la préactica, tomando en cuenta las ventajas de su
uso en comparacién con otros métodos de optimizacién. Asimismo, el uso de
alternativas no convencionales resulta muy ventajoso para superar algunas
deficiencias que presentan los enfoques tradicionales. Resalta, en ese sentido,
la variante de Vasconcelos, que es la base de esta investigaciéon como meca-
nismo de optimizacién de parametros en MSVs, asi como la aplicaciéon de una
estrategia autoadaptable.

Aproximacién Polinomial Minimax. El uso de APM en la determinacién de
una funcién de regresién o clasificacién y la relacion de este tipo de funciones
en comparacién con las obtenidas con MSVs. También se aprovecha esta
relacién para estimar una cota para el rango de valores para el pardmetro C
en problemas de clasificacién binaria. Asimismo, con base en estos analisis
fue posible descubrir un nuevo tipo de kernel polinomial, que se prueba de
manera algebraica y experimental en capitulos posteriores.

Funciones Multivariadas de Walsh. Finalmente, se describe la forma en que
se construyen funciones de Walsh y Rademacher, que serdn la base para la
determinacién de un ntimero arbitrario de problemas multivariados de clasi-
ficacion binaria y que se usaran para la validacién estadistica de la propuesta
de optimizacion genética de pardmetros en MSVs.
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2.1. Optimizaciéon

2.1.1. Optimizacién no restringida

Un concepto de trascendental importancia en optimizacion es el de convexidad.
Generalmente, el objetivo en muchas aplicaciones practicas consiste en la maxi-
mizaciéon o minimizacién de una funcién, donde generalmente se requiere conocer
si esos Optimos son globales y tnicos o sdlo locales. En lo general interesan y se
buscan los primeros, pero no es posible tener puntos de buen comportamiento sin
exigir a las funciones objeto de estudio propiedades que aseguren dicha globalidad
[25]. Por ello es que resulta importante mencionar algunos conceptos relevantes
relacionados con convexidad de conjuntos y funciones. Es importante senalar que
algunas de las definiciones que se muestran mas adelante son aplicables a espa-
cios mas generales, sin embargo, para propésitos de esta investigacion es suficiente
considerar sélo espacios reales.

Se dice que un conjunto es convexo, si para cualquier par de puntos pertene-
cientes al conjunto, el segmento de recta que los une también se encuentra en el
conjunto. En términos formales, S C R™ es convexo si Vri, 2 € S, entonces
Az1 + (1 — N)zz € S, donde X € [0,1]. En la Figura 2.1 se muestra un conjunto
que cumple la condicién de convexidad y otro que no la cumple.

(a) (b)

A+ T- A,

Figura 2.1: (a) Ejemplo de conjunto convexo, (b) Ejemplo de conjunto no convexo.

Por otro lado, una funcién es convexa si al evaluarse en una combinacién convexa
de cualesquiera dos puntos de su dominio, el valor resultante es menor o igual que
la combinacién convexa de la funcién evaluada en esos puntos. Si la desigualdad es
estricta, la funcién se conoce como estrictamente convexa. En otros términos, una
funcién escalar f (z) se llama convexa para z € R" si para todo z, u € R"™, y para
alguna A € (0,1), f(Az+ (1 —=XNu) <6f(z)+ (1 —-0) f (u). La Figura 2.2 ilustra
muy bien este concepto, donde se muestra una funcién que es estrictamente convexa.
Como consecuencia, resulta evidente que cualquier funcién lineal es convexa, pero
no estrictamente. La definiciéon de funcién concava se obtiene al cambiar el sentido
de la desigualdad en la expresién anterior. A partir de estas definiciones, se deriva
que es posible obtener una funcién céncava a partir de una conexa, si esta tultima
se multiplica por una constante negativa y, viceversa. También puede demostrarse
que la suma de funciones convexas es convexa y la suma de funciones concavas
resulta en una funcién céncava [25].

En general, las condiciones de convexidad o concavidad resultan demasia-
do fuertes, por ello, en algunos casos es suficiente con exigirles a las funciones
condiciones mas débiles, pero que conserven algunas propiedades de las funciones

1Esta expresién se conoce como combinacién convexa y define un segmento de recta entre
ambos puntos.
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Figura 2.2: Funcién estrictamente convexa.

concavas y convexas en virtud de la bisqueda de maximos y minimos. Estas condi-
ciones se refieren a las funciones cuasicéncavas y cuasiconvexas, pero antes de
definirlas es necesario introducir nuevos conceptos. Se dice que el contorno de una
funcién en y (Cy (y)) estd definido por todos los puntos, x, en el dominio de la
funcién para los cuales f(z) = y. El contorno superior de la funcién en y (C'Sy (y))
consiste de todos los vectores x para los cuales f(x) > y. Andlogamente, el contorno
inferior de una funcién en y (C'Sy (y)) esta constituido por todas los x tales que
f(x) <y. La representacién grifica de estos conceptos se observa en la Figura 2.3.

(@) () (©)

o %% e <= T B> 7 4 =
Ciy) Csily) Chiv)

Figura 2.3: (a) Contorno de una funcién escalar en y, C (y), (b) Contorno superior
CSs(y) y, (c) Contorno inferior Cl¢ (y).

Por tanto, una funcién f con dominio en un conjunto convexo X C R™ y
contradominio en los reales, es cuasicéncava (cuasiconvexa), si y sélo si, el contorno
superior (inferior) de la funcién en y es un conjunto convexo para cualquier y del
rango de f. Es evidente que la funcién de la Figura 2.3 no es cuasicéncava, ni
cuasiconvexa, ya que CSy (y) y CIy (y), no son conjuntos convexos (estdn definidos
por segmentos de recta o semirecta separados). En la Figura 2.4 se dan ejemplos de
funciones cuasicéncavas y cuasiconvexas. En particular, la Figura 2.4(b) muestra un
ejemplo de funcién cuasicéncava y cuasiconvexa al mismo tiempo, la razén se debe
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a que esa funcién es mondtona creciente y estd definida sobre un conjunto convexo
(la recta real)[25]. A partir de esta observacién, resulta claro que las funciones line-
ales representan funciones que son al mismo tiempo cuasicéncavas y cuasiconvexas
(inclusive la recta con pendiente 0). Formas alternativas de definir cuasiconvexidad
y cuasiconcavidad se pueden encontrar en [132].

(@) (b)

CSily) Cl{y)

Figura 2.4: (a) Ejemplo de funcién cuasicéncava, (b) Ejemplo de funcién cuasicon-
vexa.

Las funciones cuasicéncavas (convexas) y céncavas (convexas) estdn intima-
mente relacionadas con la busqueda de 6ptimos de las respectivas funciones. En
particular, la concavidad se asocia a los méaximos globales y la convexidad a los
minimos. En muchos casos se requiere saber no sélo si los maximos o minimos
son globales sino dnicos. Para establecer condiciones necesarias y suficientes para
la existencia de maximos y minimos, no sélo para funciones reales de variable re-
al, sino para funciones escalares (con dominio en R™) es conveniente definirlo en
términos matriciales.

Asf, una matriz A de n x n simétrica es negativa-definida (n.d.) si z7 Az < 0
para todo x € R™x # 0. Se dice que A es negativa-semidefinida (n.s.d.) si en
la definicién anterior se cambia la restriccion < por <. Asimismo, A es positiva
(semi)-definida (p.d.) si se invierten las desigualdades en las expresiones anteriores
[25]. Ahora bien, si f es una funcién escalar definida sobre un conjunto convexo y
abierto? y si f es una funcién de clase C? 3, entonces se define [72]:

fll f12 fln
H = f21 f22 s f2n ) (21)

2
donde f;; = %. H se llama matriz Hessiana asociada a la funcién f. De esta
10T

manera, una funcién C? con dominio en un conjunto convexo y abierto, es convexa
(céncava), si y sélo si, la matriz Hessiana de f es p.s.d. (n.s.d.) para todo x en el
dominio de la funcién.

2En un conjunto abierto, la vecindad de cualquier punto se encuentra completamente contenida
en el conjunto [39].
3Una funcién es de clase C¥ si sus derivadas de orden k estdn bien definidas y son continuas.
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El valor 6ptimo de una funcién es un minimo global, si la funcién evaluada en
ese punto alcanza su valor mas pequeno en comparacion con los valores obtenidos
con cualquier otro punto en el dominio de la funcién. El valor es un minimo local,
si la funcién alcanza un minimo en una vecindad del valor 6ptimo. En simbolos,
z+ es un minimo global si Vz € Q, f(2x) < f(z); y z* es un éptimo local si
Je > 0, f(z%) < f(z) para cualquier z € Q tal que ||z * —z| < €. En el caso de
maximos globales y locales, s6lo se requiere cambiar el sentido de la desigualdad en
las definiciones anteriores. En la Figura 2.5 se ilustran estos conceptos.

(a) (b)

97

JEY

*® z*

—
(z-2f2, z+&i2)

Figura 2.5: (a) Ejemplo de minimo global de una funcién, (b) Ejemplo de méximo
local de una funcién.

El resultado méas importante en la optimizacién sin restricciones consiste en
establecer condiciones necesarias y suficientes para méaximos o minimos locales,
esto es:

1. Condiciones Necesarias

» Sifes C!yz* es un maximo (mfnimo) local de f, entonces V f (z*) = 0.
» Sifes C?y2* es un maximo (minimo) local de f, entonces H (z*) es
n.s.d. (p.s.d.).
2. Condiciones Suficientes. Si f es C?,si Vf (z*) =0y
= H(x) es n.s.d. para todo x en una vecindad de x*, entonces z* es un
maximo local de f.
= H(2*) es n.d., entonces x* es un méximo global de f.

= H (2*) es indefinida (no es p.s.d. ni n.s.d.), entonces z* no es un méximo
ni un minimo local.

= f en una funcién céncava, entonces x* es una maximo global de f.
= Un méximo global de una funcién estrictamente céncava (convexa) sobre

un conjunto convexo X, es tnico.

Existen otras condiciones relacionadas con conceptos de cuasiconvexidad fuerte y
estricta que se omiten en esta investigacién, pero que pueden ser consultadas en
[25].
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2.1.2. Optimizacion con restricciones

Los problemas de optimizaciéon sin restricciones representan los casos menos
comunes en la practica. Usualmente los problemas de optimizacién implican buscar
valores 6ptimos para las funciones, pero con limitaciones o restricciones sobre las
variables. En términos matematicos, las soluciones en problemas con restricciones
implica la buisqueda de 6ptimos en regiones delimitadas por éstas y no en el dominio
de la funcién, como en el caso no restringido.

En términos generales, la forma general de un problema restringido de opti-
mizacién, conocido como Problema de Programacién no Lineal (PPnL) [125], se
plantea de la siguiente forma:

Dadas las funciones f, g;, t =1,...,ky h;, i = 1,...,m, definidas en el dominio
Q € R", se define la forma primal de un problema de optimizacién como:

Min f(z), z€Q
sujetoa: ¢;(2) <0, i=1,...,k, (2.2)
hj(2)=0,j=1,...,m,

donde f se conoce como funcién objetivo y las expresiones restantes se denomi-
nan, restricciones de desigualdad e igualdad, respectivamente. La region definida
por las restricciones del problema se conoce como regién factible. Un problema de
optimizacion en el cual la funcién objetivo, las restricciones de igualdad y desigual-
dad son lineales, se conoce como problema de programacién lineal (PPL). Cuando
la funcién objetivo es cuadratica, pero las restricciones son lineales, se habla de un
problema de programacién cuadritica (PPC) [125]. La Figura 2.6 ilustra estos dos
tipos de planteamientos.

gix)= 0

Figura 2.6: (a) Problema de Programacién Lineal con dos restricciones de desigual-
dad (g;, i = 1,2) y una restriccién de igualdad (h), (b) Problema de Programacién
Cuadratica con tres restricciones de desigualdad. Regiones factibles en azul.

2.1.3. Optimizacién de Langrange

Cuando en un problema de optimizacién restringido sélo se tienen restricciones
de igualdad, se aplica la teoria de Lagrange para caracterizar las soluciones del
problema.

Dado un problema de optimizacién con funcién objetivo f (z), y las restricciones
de igualdad hj, j =1,...,m, se define la funcién Lagrangiana como sigue:
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L(z,a)=f(2)+ Zajhj (2) (2.3)

donde los coeficientes a; son conocidos como multiplicadores de Lagrange (ML).
El objetivo del método de Lagrange consiste en transformar un problema de
optimizacién restringido en un problema sin restricciones y, con ello, aplicar las
condiciones de optimalidad correspondientes a problemas no restringidos. Esto es:
Teorema (Lagrange). Una condicién necesaria para que un punto z* sea un

minimo de f (z) sujeto a hj, j=1,...,m, con f, h;j € C, es:
OL (z%,a*)
S = 0 (2.4)
OL (zx,a™)
i Yl e A 2.
90 0 (2.5)

para algunos valores de a*. Estas condiciones también son suficientes cuando
la funcién L (z,a*) es una funcién convexa de z. La primera condicién represen-
ta un sistema de ecuaciones, mientras que la segunda representa las restricciones
originales.

En el caso mas general, en el que las restricciones son tanto de igualdad como de
desigualdad, se aplica el método de Karush-Kuhn-Tucker? (KKT) para caracterizar
las soluciones del problema.

Teorema (Karush-Kunh-Tucker). Dado un problema de optimizacién con
dominio en un conjunto convexo 2 € R",

Min f(z), z€Q
sujetoa: g (2)<0,i=1,...,k, (2.6)
hj(Z)ZO, j:l,...,m,

con f € C'y g;, hj funciones afines (donde por ejemplo h (z) se puede expresar
en la forma h(z) = Az + b, donde A y b representan una matriz y un vector,
respectivamente). Las condiciones necesarias y suficientes para que un punto zx
sea un 6ptimo son la existencia de zx, 8* tal que:

OL (zx,a*, u*)

= 0
0z
OL (z%,a*, u*)

S L A 2.7
Do (2.7)
ajg(zx) = 0,i=1,...,k

glzx) < 0,i=1,...,k
af > 0,i=1,... k.

4Las condiciones necesarias para problemas con restricciones de desigualdad fueron publicadas
por primera vez en 1939 por William Karush en su tesis de maestria [58], pero tomaron renombre
después de la presentacién del articulo publicado por Harold W. Kuhn y Albert W. Tucker en
1951 [61].
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El problema Lagrangiano dual asociado el problema de optimizacién primal
estd definido como sigue:

Maz © (o, p)
sujetoa: a>0 (2.8)

donde O (o, 1) = inf.cal (2, a, 1)

Es posible demostrar que bajo ciertas condiciones la solucién del problema dual
y el problema primal coinciden, pero eso esta fuera del alcance de esta investigacién,
para mayores detalles se puede consultar [125].

2.2. Algoritmos Genéticos

Los AGs son algoritmos de buiisqueda inspirados en los mecanismos de seleccién y
genética natural. Esta metodologia fue propuesta por primera vez por Holland, sus
colegas y estudiantes en 1975 [45]. El nimero de aplicaciones practicas en las que
este método ha probado su efectividad es muy amplia y esto se debe principalmente
a que los AGs son computacionalmente simples y muy efectivos en la busqueda,
ademas de que no se encuentran limitados por una serie de supuestos en el espacio de
solucién, como suposiciones de continuidad y de existencia de derivadas. De manera
general, los AGs se diferencian de otros métodos de optimizacién y busqueda (por
ejemplo los métodos de gradiente) en cuatro aspectos [45]:

1) Los AGs trabajan con la codificacién del conjunto de pardmetros, no con los
pardmetros en si mismos.

2) Los AGs efectian la bisqueda sobre una poblacién de puntos (potenciales
soluciones) y no con una a la vez.

3) Los AGs emplean la informacién de la funcién de adaptacién durante el pro-
ceso de optimizacién, en lugar de derivadas u otras medidas de conocimiento
auxiliar.

4) Los AGs emplean reglas de transicién probabilistas, en lugar de reglas deter-
ministas.

La terminologia empleada por un AG encuentra su contraparte en la empleada por
la genética natural. La correspondencia entre ambas terminologias se resume en el
Cuadro 2.1.

Codificacion

La codificacion del conjunto de pardmetros que caracteriza a los AGs se puede
hacer de varias formas, el tipo mds comun es la codificacién binaria, pero ésta
puede resultar inapropiada para cierto tipo de problemas. Por ejemplo, en el pro-
blema del agente viajero no se recomienda codificar el genoma en binario, pues al
hacerlo se generan individuos que no pertenecen a la poblacién [63]. Al codificar
en binario, también existen varias posibilidades de representar niimeros reales, las
mas populares son: a) Codificacién en punto flotante, b) Codificacién en punto fijo
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Genética Natural | Algoritmos Genéticos
cromosoma cadena
gen caracteristica, caracter
o detector
alelo valor de la caracteristica
locus posicién de la cadena
genotipo estructura
conjunto de parametros,
fenotipo solucién alternativa,
estructura codificada
epistasis no linealidad

Cuadro 2.1: Equivalencia entre la terminologia de genética natural y artificial.

y ¢) Codificacién de Gray. A lo largo de esta Tesis se utilizé siempre la codificacién
de punto fijo, ya que se ha comprobado experimentalmente que su aplicacién con
AGs resulta muy competitiva en comparacién con las otras dos alternativas [62].
Este tipo de representacién se ilustra en el Cuadro 2.2.

Signo | Parte Entera | Parte Fraccionaria
1 bit N, bits Ny bits

Cuadro 2.2: Codificaciéon de punto fijo de un nimero real.

2.2.1. Algoritmo Genético Simple

El nombre de Algoritmo Genético Simple (AGS) se debe a Goldberg [36] quien
toma el algoritmo de Holland y considera la codificacién de los individuo en forma
binaria. En términos generales, las caracteristicas del AGS son las siguientes:

1) Poblacién fija.

2) Seleccion proporcional.

4

)
)
3) Cruzamiento de un punto.
) Mutacién uniforme.

)

5) Seleccién no elitista.

La primera caracteristica se refiere al hecho de mantener fijo el tamano de la
poblacion durante todas las generaciones. La seleccion proporcional, también cono-
cida como de ruleta, considera la eleccién de los individuos con base en su medida
de aptitud, que es una funcién que le asigna una calificacién a los individuos dentro
de la poblacion. Esto es, aquellos individuos mejor calificados tendran una proba-
bilidad mas alta de ser seleccionados y viceversa. En el cruzamiento de un punto,
se generan nuevos cromosomas a partir de la mezcla de informacién de dos indi-
viduos previamente seleccionados, donde se elige para ambos un mismo punto de
cruce dentro del cromosoma y se procede a intercambiar los segmentos derechos (o
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izquierdos, indistintamente) de cada individuo. La decisién de efectuar o no esta
operacion esta dictada por una probabilidad de cruzamiento que se mantiene fija
para todas las generaciones y todas las parejas. La mutacién uniforme se refiere
al intercambio de bits en ciertas posiciones de la cadena genética de los individu-
os, donde todas las posiciones tienen la misma probabilidad de ser seleccionadas.
Para que se de el intercambio, se considera una probabilidad de mutacién que se
mantiene fija para todas las generaciones y todas las posiciones de los individuos.
Finalmente, en la seleccién no elitista se considera el paso de individuos de una
generacién a otra sélo a través del proceso de seleccién aleatoria.

Tebricamente, el AGS se sustenta en el denominado teorema del esquema, que
ha sido uno de los pocos mecanismos formales para modelar algoritmos genéticos.
En este teorema, se toman en cuenta los tipos de operadores del AGS y se definen
rangos para las probabilidades que un esquema se preserve después de la aplicacion
de estos operadores. Sin embargo, el teorema del esquema ha sido criticado por
las siguientes razones: a) no es exacto, b) no es confiable en la predicciéon del
comportamiento de largo plazo del AG, ¢) sélo considera los efectos destructivos de
los operadores genéticos y no los efectos constructivos, d) es muy particular, pues
sblo es aplicable dadas las caracteristicas del AGS. Un tratamiento completo de
este tema se puede encontrar en [91][63].

Desventajas del AGS

En [91], [92] y [28], Mitchell et al resaltan algunas deficiencias que presenta el
AGS de acuerdo a los resultados obtenidos por ciertos experimentos que original-
mente tenian la intencién de investigar el procesamiento de esquemas y la recom-
binacién en algoritmos genéticos simples.

Uno de los problemas que presenta el AGS es la presencia de correlacion espuria
y se refiere al hecho de que, una vez que ha sido encontrado un representante con alta
clasificacién de un esquema de orden alto, este esquema se propaga copiosamente
y con rapidez en la poblacion, con 0’s en las demés posiciones. Esto ocasiona que
se disminuya la proporcién de otros esquemas que son necesarios para la cons-
truccién de la solucién correcta [63]. En los experimentos que efectiio Mitchell,
se encontré que un escalador aleatorio resultaba maés apropiado para resolver un
problema que fue disefiado para favorecer a un AG. Este andlisis y sus resultados
fueron reportados en [92] [28].

Otra desventaja se presenta con los denominados problemas engarnosos, en los
cuales es posible enganar al AG en situaciones que el teorema del esquema no
prevé y que puedan llevar a perder la solucién éptima irremediablemente. Un
tratamiento detallado se puede encontrar en [63].

2.2.2. Algoritmos Genéticos no Convencionales

Para subsanar las deficiencias que el AGS presenta, muchos investigadores han
probado otras posibilidades de manipular las poblaciones genéticas. Considerando
al AGS como la forma estdndar de un AG, se ha llamado [63] Algoritmos Genéticos
no convencionales a aquellas variantes que buscan superar las deficiencias del AGS.
Enseguida se muestra el Algoritmo Genético Idealizado (AGI) propuesto por [91],
en el cual se especifican las caracteristicas de un AG basado en la hipétesis de los
bloques constructores (HBC).
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Algoritmo Genético Idealizado

La HBC sostiene que los AGs parten de bloques de corta longitud y poca especi-
ficidad para ir integrando bloques mas especificos de longitud mayor. De acuerdo
al andlisis de las limitaciones del AGS y el AGI, se observa que un AG se aproxima
a un AGI si se cumple lo siguiente [63]:

a)

b)

)

Muestras independientes. Ningtin locus se debe fijar a un valor en un nimero
grande de las cadenas de la poblacién.

Secuestro de esquemas. Se busca preservar los esquemas deseados mediante
una seleccién lo suficientemente fuerte, pero también suficientemente lenta
para evitar correlaciones espurias en algunos esquemas altamente eficientes.

Cruzamiento instantdneo. La tasa de cruzamiento debe ser tal que el tiempo
de cruza que combine dos esquemas deseados sea pequeno con respecto al
tiempo que toma descubrir dichos esquemas.

Cadenas grandes. Lo suficientemente grande para que el factor de aceleracion
sea significativo.

Algoritmo Genético de Vasconcelos

El Algoritmo Genético de Vasconcelos (AGV) es una variante de AG [71] que
busca aproximarse en la medida de lo posible a las caracteristicas de un AGI. Las
caracteristicas principales del AGV son:

1.

Elitismo total. Se mantiene una copia de los mejores n individuos hasta la
generacién k, del total de los nk individuos considerados hasta ese momento
(Figura 2.7(a)).

. Seleccion Deterministica. No se considera el ajuste del individuo para deter-

minar los descendientes més deseables. En su lugar, se propone una variedad
genética imponiendo una estrategia en la cual se cruza el individuo 7 para
cruzarlo con el individuo n-i+1 deterministicamente. Con esta estrategia se
refuerza el cruzamiento de individuos predefinidos (Figura 2.7(a)).

Cruzamiento anular. El genoma no se ve como una coleccién de bits sino
como un anillo cuyo bit de la extrema izquierda es contiguo al bit de la
extrema derecha. El intercambio en este caso se da entre semi-anillos, lo cual
es equivalente a intercambiar dos porciones no contiguas en la representacién
del genoma en forma de cadena. Bajo esta metodologia, se deben considerar
dos pardametros para el intercambio: a) el punto de inicio de intercambio y b)
la longitud del semi-anillo (Figura 2.7(b)).

La caracteristica mas importante de esta metodologia es la seleccién deterministica.
En esta estrategia, se destruyen las caracteristicas deseables de los mejores indivi-
duos al cruzarlos deliberadamente con los peores. No obstante, cuando se considera
también elitismo total, este andlisis permite maximizar la exploracion del espacio
de soluciones [63]. En resumen, el AGV permite atrapar los mejores esquemas sin
restringir el espacio de busqueda en una forma sensible. E1 AGV se acerca al AGI
por varias razones:
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s Deterministicamente se afecta a los posibles locus probleméticos con una
cruza mejor-peor.

= Con la estrategia elitista se preservan los esquemas deseados y se evita co-
rrelacién espuria al cruzar individuos disimiles.

s El elitismo total garantiza que el peor individuo de la poblacién k esta en el
estrato que corresponde al 1/k porcentual.

El AGV ha mostrado su superioridad sobre otras variantes de AG y sobre un
escalador aleatorio. El andlisis se presenta en [71] y se muestra de manera estadistica
la efectividad de este algoritmo en la optimizacién de funciones no restringidas de
una variable real. A lo largo de esta Tesis se emplea el AGV, pero en la propuesta
definitiva que se analiza mas adelante se complementa su uso con una estrategia
autoadaptable, debido a que también se ha dado gran importancia en este trabajo
de Tesis al hecho de evitar en lo posible la intervencion del investigador en la
determinacién de parametros y, en ese sentido, se sugiere mantener esta prioridad
en la eleccion de las probabilidades de cruzamiento y mutacion.

(a) (b)

Generacion

IIl lzl E' E Individuo 1 Individuo 2

hejores n 9
individuos 9

Individuos después del cruzamiento

Figura 2.7: (a) Seleccién Deterministica, (b) Cruzamiento Anular

2.2.3. Estrategia Autoadaptable

El mecanismo autoadaptable referido en la secciéon anterior consiste en incluir los
parametros de mutacién y cruzamiento como parte del genoma y, de esta manera,
dejar el trabajo de su determinacion al AG. Esta estrategia obedece a evitar en lo
posible la intervencién del investigador en la determinacion de parametros y su se-
leccién arbitraria. Este mecanismo se conoce como de autoadaptacién poblacional,
el cual se describe y prueba experimentalmente en [34] y bdsicamente mantiene
un principio individualista en el que los pardmetros afectan a cada individuo por
separado dentro de la poblacién. La forma en que se aplicard este principio durante
este trabajo de investigacién estda dada de la siguiente manera:

(i) Probabilidad de cruzamiento (Pc): si p. representa la probabilidad de cruza-
miento para cierto individuo, p. se codifica en notacién de punto fijo. De esta
manera, para cada individuo de la poblacién se tendra una probabilidad de
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cruzamiento dada por (p.),,¢ = 1,..., N, y, asi, la Pc en cada generacién se

determina por medio de la expresidn: vaz”l (pe); /Np. Es importante sefialar
que en la literatura [63] se sugieren valores altos para esta probabilidad.

(ii) Probabilidad de mutacién (Pm): si p,, representa la probabilidad de mutacién
de un bit para cierto individuo, p,, se codifica en notacién de punto fijo, con
N, bits en la parte entera y Ny bits en la parte decimal. De esta manera, para
cada individuo de la poblacién se tendra una probabilidad de mutacién dada
por (pm);,% = 1,..., N, y, asi, la Pm en cada generacién se determina por

medio de la expresién: Zlszl (Pm); /Np. Cabe senalar que en la literatura [63]
se sugiere que las probabilidades de mutacién deben ser bajas para garantizar
diversidad en la poblacién.

2.3. Aproximacion Polinomial Minimax

Antes de abordar el tema de APM, resulta conveniente definir algunos conceptos
importantes relacionados con el problema de clasificaciéon de patrones. Un problema
de este tipo consiste basicamente en la separacién de un conjunto de objetos u
observaciones en diferentes clases. Cada objeto se representa por un vector x y las
L clases por medio de Cy, I = 1,..., L. En el caso més simple, todas las clases
son disjuntas y, por tanto, cada observacién se asigna a una sola clase. Todas las
observaciones posibles definen un espacio de entrada y este espacio queda dividido
en regiones de decisién, cuyos limites se denominan superficies de decisién. Las
superficies de decisiéon son funciones de @, que pueden ser lineales o no lineales.
De esta manera, si m es la dimensién del espacio de caracteristicas o variables
independientes de x, entonces una superficie de decisién lineal estd caracterizada por
un hiperplano de dimensiéon m-1. Un conjunto de datos que puede ser separado sin
error en sus respectivas clases por medio de este tipo de superficies, se conoce como
linealmente separable. El tipo de modelos que construyen funciones de decisién
lineal se conocen como modelos lineales [4]. Ejemplos de modelos lineales son el
Perceptron, Regresién Logistica (RL), FDA, MSV® [4]. Las superficies de decisién
también son conocidas como funciones de discriminacion, ya que cumplen con la
tarea de decidir a que clase asignar cada vector del espacio de entrada. En la Figura
2.8 se ilustran las funciones de discriminacion lineal y no lineal.

El método de APM tiene la finalidad de aproximar funciones polinomiales para
la solucién de problemas de clasificacién de patrones y regresién. El conjunto de
datos para este tipo de aproximaciones se conoce cominmente como conjunto de
datos de entrenamiento y, en metodologias de aprendizaje supervisado, se define
como sigue: 7 = {x;,y;} , donde x; representa un vector de caracteristicas o vari-
ables independientes y y; el valor de salida, ambos correspondientes al punto 4.
En problemas de clasificacién, y; sélo puede tomar valores discretos, mientras que
en problemas de regresién y; representa valores continuos. Particularmente, en un
problema de clasificacién binaria, s6lo se admiten dos valores para esta variable,
usualmente se emplean los valores de -1 y 41, para diferenciar a cada clase. Por su
parte, en problemas de regresion, y; puede tomar cualquier valor continuo.

5En su disefio para conjuntos linealmente separables.
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Figura 2.8: (a) Conjunto linealmente no separable con una funcién de discriminacién
no lineal g(x), (b) Conjunto linealmente separable con funcién de discriminacién
lineal f(x).

De esta manera, el objetivo consiste en aproximar la funcién:
v
F(x)=> o (2.9)
i=1

Una forma directa de tratar de resolver este problema consiste en plantearlo como
un problema de optimizacién, donde la funciéon objetivo puede medirse en términos
de una medida del error de aproximacién. Existen varias alternativas al respecto,
probablemente una de las més socorridas en la literatura sea el error de minimos
cuadrados. Bajo esta funcién, el objetivo consiste en minimizar la suma de errores
cuadréaticos Ef\il (y — F (z))*. La forma de proceder bajo este camino es susti-
tuir la funcién (2.9) en la expresién de error de minimos cuadrados y aplicar las
condiciones de primer orden sobre los coeficientes polinomiales. Esto deriva en un
sistema de ecuaciones que al ser resuelto provee la soluciéon buscada. El proble-
ma con este tipo de procedimiento es que los sistemas generalmente resultan mal
condicionados para un nimero relativamente pequeno de coeficientes y de variables
independientes, es decir, las matrices que definen el sistema son aproximadamente
iguales a una matriz de Hilbert [16], que son numéricamente inestables. Una alter-
nativa que permite sortear estas desventajas es plantear el error de aproximacion
en términos de la norma L. En (2.9), T; denota el i—ésimo término de la forma
de aproximacién seleccionada y v denota el nimero de términos deseados. En L.,
la idea es reemplazar ¢ (¢ = v + 1) puntos de 7 en la expresién (2.9) y expresar el
error como la diferencia entre el valor de salida estimado y el valor verdadero de y,
lo que deriva en el siguiente sistema:

et T - T, c1 (1
ea Toy -+ Ty c2 | _ | v (2.10)
eq Tp -+ Too Cq Yq

En términos matriciales, la ecuacién (2.10) se expresa como T ¢ =y
El error minimax consiste en minimizar el error més grande que se puede obtener
en el proceso de optimizacién. Este error se puede usar como alternativa al error de
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minimos cuadrados. Bajo esta alternativa, la idea es sustituir ¢ puntos de 7 en la
expresién (2.9) y expresar el error que se obtiene al comparar esa expresién con el
correspondiente valor de y, entonces, se tendria el siguiente sistema: T ¢ =y. El
objetivo en (2.10) es minimizar el error e,,q, = max (le1],...,|eq]), dado ey : |ex] >
le;|, i = 1,...,q, y entonces e; = v;ex. Debe notarse que hay 2q desconocidas y
sélo ¢ condiciones. No obstante, resulta simple resolver el sistema reemplazando la
ultima expresién en (2.10) y aplicando la regla de Cramer para encontrar ej. Por
lo tanto, se tiene:

yi T ... T,
p| ¥ Toy ... Ty
Yq qu e Tqv

er = (2.11)

’VlDl + e +’}/qu
donde D (-) es la funcién determinante y D; es el determinante de la matriz del
numerador, dejando fuera la fila ¢ y columna 1.

Es evidente que el valor de ej se minimiza si el denominador de (2.11) se ma-
ximiza y éste se logra cuando: i) los valores de las 7;’s se maximizan, ii) Los signos
de v; y aquellos del determinante D; son iguales. La condicién i) implica que |v;| =
1,4 =1,...,¢; mientras que la condicién ii) implica que los determinantes asociados
D; son no singulares; en cuyo caso se dice que satisfacen la condicién de Haar vy,
por tanto, forman lo que se conoce como conjunto de Chebyshev [64].

Los coeficientes ¢ del polinomio minimax para los ¢ puntos seleccionados del
conjunto de entrenamiento resultan a partir de la solucién de de (2.10). Si la cardi-
nalidad del conjunto de datos es mas grande que ¢, la solucién para el conjunto de
entrenamiento completo puede ser calculada usando el Algoritmo de Ascenso (AA)
[64].

Algoritmo de Ascenso

Supéngase que el conjunto de datos consiste de N puntos.

(a) Elegir un conjunto con ¢ puntos de 7, el cual se denomina conjunto de refe-
rencia. Fijar ¢ = 1.

(b) Encontrar los coeficientes del polinomio minimax para el conjunto de refe-
rencia. El error resultante més grande se denota por ;.

(¢) Encontrar el error mdximo para los N — ¢ puntos restantes en 7.

(d) Siel error maximo global es més pequefio que el error méximo para el conjunto
de referencia, los coeficientes corresponden con aquellos del polinomio maximo

global.

(e) Sino, elegir el punto cuyo error maximo ; mqq € intercambiarlo por un punto
en el conjunto de referencia tal que el nuevo error €; 1 es més grande que ¢;.
Hacer ¢ = ¢ + 1 y regresar al paso (b).

Este algoritmo computa los coeficientes ¢ del conjunto minimax polinomial com-
pleto. Véase [64] para més detalle. Es importante notar que cuando la condicién de
Haar no se satisface, no es posible aplicar el algoritmo de ascenso. Sin embargo, es
posible agregar una perturbacién aleatoria aceptable y trabajar con las variables
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resultantes. Esto conlleva a una muy buena aproximacién al problema original y
permite al algoritmo la labor de generalizacién [64].

Por otro lado, el Algoritmo de Ascenso es efectivo pero no eficiente: tiene una
tasa de convergencia de O (q4) que lo hace impractico para muchas aplicaciones.
Sin embargo, es posible lograr tasas de convergencia de O (q2) como se muestra en
[64], aplicando técnicas formales y heuristicas.

2.4. Funciones Multivariadas de Walsh

El empleo de funciones de Walsh permite definir un niimero arbitrario de fun-
ciones de clasificaciéon multivariada de manera automatica y no sesgada. En prin-
cipio, es posible construir funciones en cualquier base, pero en esta investigacion
doctoral se ha optado por trabajar en base dos, en la medida en que la codifi-
cacion de los genes en el algoritmo genético propuesto usa esta representacién.
En la definicién de funciones de Walsh es fundamental la consideraciéon de otro
tipo de funciones, conocidas como funciones de Rademaker [42][73][17], que pueden
definirse para cualquier base numérica, pero también por consistencia con la codifi-
cacién de genes en el AG se emplea, en esta Tesis, el tipo definido en c6digo binario.
Las funciones de Rademacher en base b se definen de la siguiente manera: Sea b > 2
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un numero entero y w = £7& . La funcién de Rademacher en base b es:

o) (@) = o (2.12)

o) @+l = ol (x) (2.13)

Mientras que las funciones de Walsh en base b, se definen por [73]: wall (z) = 1,
ysin = ebd™,...;esd™ con 0 < e; < bymng > ng > ... por: walfl(x) =
oot (x),..., 9% (x) donde ¢ representa la funcién de Rademacher en base b. Para
dimensiones de m > 2y ky,...,ky, > 0, se tiene [73]:

wal,(fi),wkm (1, Tm) = wal,(fi) (1) ... wal,(::: (zm) (2.14)

donde para k; > 0,7 =1,...,s; (2.14) forma un sistema ortonormal y completo de
funciones en L2 ([O7 1)2) [73].
La ecuacién (2.14) es conocida como funcién de Walsh Multivariada y es usa-

da para la construccién automaética y no sesgada de funciones de clasificacién. El
nimero de variables y observaciones se define aleatoriamente para cada funcién.
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Capitulo 3

Maquina de Soporte
Vectorial

El interés de esta investigacion se centra en la determinacién automética de
pardametros en MSVs, particularmente, el pardmetro de regularizacién C, para lo
cual resulta fundamental conocer cudl es el papel que juegan éstos en el proceso
de entrenamiento de esta maquina. Por ello, en este capitulo se exponen los ele-
mentos tedricos mas relevantes de esta metodologia en la solucién de problemas de
clasificacién binaria y regresion no lineal. Ademas, se describen algunos conceptos
derivados de la TEA, con los cuales es posible explicar las ventajas tedricas del
empleo de MSVs.

3.1. Clasificacion Binaria

En el caso de clasificaciéon binaria, el objetivo de una MSV es encontrar un
hiperplano que permita discriminar los puntos de un conjunto de entrenamiento
que pertenecen a una clase de aquellos que pertenecen a la clase opuesta. La for-
ma en que la MSV realiza esta tarea es maximizando el margen de separacién
que forman los puntos mas cercanos de ambas clases. Geométricamente, supéngase
que se tiene un hiperplano H que separa puntos en la clase positiva (y=+1) de
aquellos en la clase negativa (y=-1), donde los puntos & que se encuentran sobre
el hiperplano satisfacen w.x+b, siendo w el vector de coeficientes del hiperplano
separador y, por tanto, ortogonal a éste. La distancia perpendicular entre el origen
y el hiperplano separador esté dada por [b| / |[w||*. Sea d~ la distancia del punto de
la clase negativa més cercano a H y d™ la distancia mds corta del punto de la clase
positiva més cercano, entonces, el margen de separacién entre las clases se define
por p = d* + d~. Ahora bien, supéngase que todos los puntos en 7 satisfacen las
siguientes restricciones:

yi (ziw+b) —1>0Vi (3.1)

Considere ahora todos los puntos en la clase positiva que satisfacen las res-
tricciones de (3.1) con igualdad. Entonces, estos puntos satisfacen la ecuacién del

1Se deriva aplicando la férmula para la distancia de un punto a un plano en R™ siguiente:
|w.z+4b|
llwll

, donde z es un punto en este espacio y w el vector ortogonal al plano.
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hiperplano H; : w - x; +b = 1, cuya distancia al origen estd dada por |1 — b| / ||w].
Andlogamente, los puntos de la clase negativa que cumplen con las restricciones de
(3.1) con igualdad se encuentran en el hiperplano Hy : w-z; +b = —1 y la distancia
perpendicular de Hy al origen es |—1 — b| / ||w]|. Como la distancia de H al origen
es |b| /||w||, entonces d~ = d* y, por tanto, p = 2/ ||w|. De esta manera, como
el objetivo de la MSV es maximizar el margen de separacién entre las clases, eso
es equivalente a maximizar la separacién entre los planos Hy, Hs con H. Se tiene
entonces un problema de optimizacién que consiste en la minimizacién de |w|”
(esto maximiza el margen), sujeto a (3.1). La Figura 3.1(a) ilustra lo anterior.

(0)

Figura 3.1: (a) Representacién geométrica de la MSV lineal, (b) Penalizacién de
observaciones mal clasificadas por medio de variables de relajacién &.

El proceso anterior describe la forma en que la MSV resuelve problemas con pa-
trones linealmente separables. El caso més general se muestra en la Figura 3.1(b),
donde se han introducido un conjunto de variables {&, i =1,...,l}, conocidas
como variables de relajacion, con las cuales se penalizan aquellos puntos que no
satisfacen el criterio de separabilidad lineal. Es decir, se agrega una variable de
relajacién por cada punto de mala clasificacion. Este tipo de puntos puede encon-
trarse en el lado opuesto de la clase a la que pertenecen, ya sea dentro o fuera del
margen de separacion.

Un problema de clasificacion de este tipo, con patrones linealmente no separables
y empleando MSVs, se puede resolver con el siguiente problema de optimizacién
cuadréatica [43]:

Min  wTw+CYN &
sujetoa: y; (x;w+b) >1-¢, (3.2)
&>0,i=1,...,N

Este problema es conocido como problema primal. Bajo este planteamiento, la
funcién objetivo se compone de dos términos, el primero de ellos tiene por objeto el
de maximizar el margen de separacion que dista entre los puntos mas cercanos en
ambas clases, mientras que el segundo término se enfoca en minimizar el ntimero
de puntos de mala clasificacion. La constante C se conoce como parametro de
regularizacién, ya que tiene la encomienda de decidir el grado de penalizacién que
se le da a los puntos de mala clasificacién y, con ello, se da preferencia a la amplitud
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del margen de separacion o a la cantidad de puntos mal discriminados que admite
el clasificador, segun sea el caso. Es decir, si el valor de C es muy pequeno, se
pone menos énfasis a la capacidad de clasificacion de la maquina y el margen se
hace muy amplio; por otro lado, un valor muy grande para C enfatiza el poder de
clasificacién, pero el margen se hace pequetio [18] [9]. En particular, si el valor de C
tiende a infinito, se tiene el problema de separabilidad lineal. La determinacién de
este parametro es un punto central para esta investigacién, como se ha referido en el
estado del arte y como més adelante se expone. Las restricciones de (3.2) indican la
clase en la que se encuentra cada uno de los puntos del conjunto de entrenamiento,
ésta es la razén de que exista una restriccién por cada observacién en ese conjunto.

En general, la funcién objetivo de (3.2) puede expresarse en la forma: %wTw +

CF (Zf\il 52’), donde F'(-) es una funcién convexa. Debe notarse, sin embargo,

que el problema de construir un hiperplano que minimice el nimero de errores en
el conjunto de entrenamiento es, en general, NP-completo. Entonces, para evitar
que ésto ocurra, se considera el caso en el cual v = 1; o sea, el menor valor de
v para el cual este problema de optimizacién tiene solucién tnica [18]. Por ello,
normalmente se considera la representacién mostrada en (3.2). También conviene
senalar que aunque existen otras formas de formular el problema de la MSV, por
ejemplo la que se muestra en [123] (donde se sustituye el pardmetro C por otro tipo
de pardmetro) en este trabajo doctoral sélo se considera la representacién original
dada por (3.2).
La funcién Lagrangeana asociada al problema primal es como sigue:

N N N
1
L(w,b,§ a,r) = inw+CZ€i *Zai [yi (ziw +b) = 1+ &] *Zrifi
=1 =1 =1
con ; > 0y r; > 0 (multiplicadores de Lagrange), es posible obtener el
planteamiento dual correspondiente, diferenciando L con respecto a w, £ y b e
igualando a cero (condiciones de primer orden), se tiene:

OL (w,b,& a,r) - _
0 = w-— ;:1 yio;x; =0
oL (w7b7€7avr) _ _
3¢, = C—-—a;—1;=0
OL (w, b, &, a, 1) al
— - L wei=0

y sustituyendo las ecuaciones obtenidas en el problema primal, se obtiene la
funcién objetivo de la forma dual:

N N
1 T
L (’U), ba 57 @, T) = Z Qy — 5 Z YiY; ;05 - Ty
i=1 i=1
Las restricciones C — a; — r; = 0, junto con r; > 0, implican C' > «;; mientras

que si r; = 0, entonces & # 0 y, por tanto, C' = «;. Entonces, las condiciones de
KKT estan dadas de la siguiente forma:
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a; [y (zgw+b) —1+&] =0,
gi (Oéi — C) =0.

Debe observarse que las KKT indican que las variables de relajacién sélo pueden
ser diferentes de cero cuando «; = C. Los puntos que corresponden a variables
de relajacién distintos de cero son: 1/ ||w| menos mérgenes de error, ya que este
margen es menor que 1/ ||wl||. Puntos para los cuales 0 < a; < C se encuentran a
una distancia menor a 1/ ||w|| del hiperplano separador.

Dado lo anterior, se desprende, el planteamiento dual , que representa un PPC,
estd dado de la siguiente manera:

N N N
Maz 3750 i — 5 2y iy icydid; K (w4, 25)
sujeto a : Zivzl a;d; =0
0<a;<Ci=1,....N (3.3)

Los componentes del vector o se conocen como multiplicadores de Lagrange
(MLs) y su ntmero corresponde con el nimero de restricciones en el problema
primal (N). La forma dual (3.3) también representa un problema de optimizacién
cuadratica definido sobre un conjunto convexo, con las ventajas que representan
estas caracteristicas en problemas de este tipo, segin lo expuesto en el capitulo
2. Ademsds, en la forma dual sélo se requiere la optimizacién de los valores de «;,
mientras que en (3.2) se deben determinar w, by &, i=1,...,N.

La funcién K (z, x;) se conoce como kernel y se emplea para proyectar el espacio
solucién a dimensiones superiores, donde el conjunto de datos linealmente no sepa-
rable tiene mayor probabilidad de convertirse en linealmente separable [19] [43]. Es
importante senalar que no cualquier funciéon puede ser empleada como kernel, para
ello es necesario que se cumplan las condiciones de Mercer [84] [43], como se expone
en el capitulo siguiente. Ejemplos de funciones kernel empleadas cominmente son
[119] [121]:

Lineal : K (z,z;) = ax-x; (3.4)

Polinomial : K (z,x;) = (a+x-z;)" (3.5)

Base Radial : K (z,z;) = exp (—7 |l — xl||2) (3.6)
Perceptréon de dos capas : K (z,x;) = tanh (ﬂooiji + 61) (3.7)

Notese que para cada tipo de kernel se tiene al menos un parametro que define su
forma funcional. En la practica, la optimizacién de este(os) pardmetro(s) también
ha sido objeto de estudio, pues tradicionalmente su determinaciéon dependia del
juicio del investigador. En esta investigacion también se aborda el problema de
su seleccién automatica. En lo sucesivo, se hard referencia a los kernels anteriores
como KL, KPC, KBR y KP, respectivamente.
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La funcién de discriminacién o superficie de clasificacién correspondiente se
construye a partir del valor 6ptimo del vector o (a*) y estd dada por la siguiente
expresion:

N
fl@) = Y afdiK (z,a;)+b (3.8)
i=1

En la expresién (3.8), la funcién de decisién se expresa como una combinacién
lineal de la funcién kernel y los MLs derivados de la optimizacién de (3.3). Esta
caracteristica es comun en el tipo de modelos lineales usados para clasificacién (y
también regresion) que admiten una representacion dual (por ejemplo el Perceptrén
o el Modelo de Regresién Lineal). En todos ellos, la introduccién de una funcién
kernel se da de manera natural ya que, bajo esta representacién, la funciéon de
decisién (o regresion) correspondiente se expresa como una combinacién lineal del
producto escalar entre los datos de entrenamiento y el punto en el conjunto de
prueba que se somete a evaluacién (es decir, ). Esto se ilustra muy bien en el caso
de la MSV, observando que, en ausencia de la funcién kernel en (3.8), la funcién de
decisién seria como sigue: ZZ\LI a;d;z’ - x; 4+ b. De igual forma, la funcién objetivo
de la forma dual (3.3) estaria dada por: Zi\;l o — %Zfil Z;v:l ajojdidjzl - x;.
Ademis de las ventajas ya mencionadas, este hecho resalta ain mas la importancia
de este planteamiento para los modelos que admiten representaciones similares.

En el proceso de optimizacién qued6 pendiente la determinacién de b en (3.8),
éste se puede calcular empleando los MLs o*. En (3.8) se aprecia que los valores
donde «f > 0 son los tnicos que aportan en la definicién de la funcién de discri-
minaciéon y, por eso, a los puntos del conjunto de entrenamiento asociados con
ellos se les conoce como vectores de soporte (VS), un resultado sumamente
importante que le da nombre a esta metodologia y que consiste bésicamente en
elegir un subconjunto de los datos de entrenamiento para la construccién de esta
funcién. Geométricamente (Figura 3.1(b)), los vectores de soporte se encuentran
justamente en el limite definido por el margen de separaciéon a ambos lados del
hiperplano éptimo, sobre los planos H; y Hs, resaltados con un circulo exterior.
La funcién kernel que se emplea en (3.8) tiene el efecto de construir una superficie
lineal en el espacio proyectado por K (-,-), pero no lineal en el espacio de los datos
de entrenamiento. Més adelante se exponen algunas elementos tedricos relacionados
con las funciones kernel.

3.2. Regresion

En el caso de regresiéon no lineal, la forma de abordar el problema con una
MSV es muy similar, pero lo mas importante en este caso es la definicién de una
funcién de pérdida, la més popular se conoce como funcién de pérdida e-insensitiva
(FPel). La FPel permite definir un margen de tolerancia, de tamano e, en torno a
la funcién de regresién que se construya con la MSV (Figura 3.2(a)). Esto es, se
penaliza solo a los puntos que se sitiien por fuera de este margen -conocido como
e-tubo-, mientras que el error para aquellos puntos que se encuentren dentro del
margen es igual a cero (Figura 3.2(b)). La FPel es como sigue:
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~_ [ ly—gl—€e paraly—g|>e
Le (y,y)—{ 0 en otro caso

donde 3 representa los valores de salida estimados por la MSV.

(@)

Le

Figura 3.2: (a) Funcién de pérdida e-Insensitiva, (b) Funcién de regresién no lineal
con MSV y penalizacién de puntos que sobrepasan los limites del e-tubo.

Para abordar el problema de regresion no lineal se plantea como objetivo la
minimizacién de una funcién de riesgo R, = + vazl L. (y,9), sujeta a la restric-
cién |lw||> < co, siendo ¢y una constante. Notese que R, es funcién de la FPe.
En la Figura 3.2(b) se observa el caso del problema de regresién sobre patrones
linealmente no separables, la funcién de regresiéon es no lineal y los puntos que
se encuentran fuera del e-tubo son penalizados usando una variable de relajacién,
como en el caso de clasificacion, sélo a que ahora se utilizan dos conjuntos de vari-
ables de penalizacién, correspondientes a puntos que se encuentran de un lado de
la funcién de regresion y puntos que se ubican en el lado opuesto. La forma primal
del problema de optimizacién correspondiente estd dado como sigue [122]:

Min fwTw+C (Zil (fz-f—f;)) ; — sz\;1 Z;V:1 ooydidjal - x;
sujeto a : yi —wlp(z,) <et+ &, i=1,2,...,N (3.9)
wlo(z,)—yi <e+&,i=1,2,...,N
&G, i=1,2,....N
&, i=1,2,...,N

Es importante notar que ademads de los dos conjuntos de variables de pena-

AN
lizacién, {fi}fil y {fi}ifl, también se emplean dos conjuntos de multiplicadores

de Lagrange: {ai}i]il y {a;} .
i=1
La forma dual asociada a (3.9) es como sigue:
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N ’ N
Max Zi:1 Yi (ai - Oéi) —€ Zi:l (Ozi + ai)

_% Zz]\il (O‘i - a;) (O‘j - O‘j) K(z, ;)

sujeto a : SV Z;V:1 (ai—a; =0
0<a;<C,i=1,2,...,N
0<a;<C,i=1,2,...,N

(3.10)

La funcién kernel cumple con la misma funcién para el caso de regresién, en
el sentido de construir una funciéon de regresiéon que es lineal en el espacio de
caracteristicas, pero no lineal en el espacio del conjunto de entrenamiento.

Se observa en (3.9) y (3.10) que el valor de C también se considera en este
planteamiento y cumple practicamente con la misma funcién que tenia en el caso
de clasificacién, pero ahora la regularizacion se da entre los puntos que se sitian
fuera del margen definido por € [122].

Como en el caso de clasificacion, la funcion de regresion se define de la siguiente
manera:

flz) = Zf: (ai - oz;) K (z,z;)+b (3.11)

i=1

En este caso, los vectores de soporte son aquellos puntos para los cuales
(ai - a;) =% 0. Por lo tanto, también se consideran solo aquellos vectores que

aporten en la definicién de (3.11) y, graficamente, corresponden a los puntos que
se encuentran justo en el margen definido por el € — tubo.

Ademsds del parametro C, se tiene que fijar el valor de ¢ para la solucién de
problemas de regresién, lo que dificulta su solucién en comparaciéon con el caso
de clasificacion binaria. En problemas de regresiéon también se debe determinar
uno o mas parametros adicionales, dependiendo del tipo de kernel que se use en
el planteamiento del problema. Hasta ahora tampoco es posible definir que tipo
de kernel emplear para un problema especifico dado y la determinaciéon de sus
parametros también es motivo de investigacién. Los tipos de funciones usadas en
este trabajo fueron polinomiales, de base radial y un nuevo tipo de kernel polinomial
derivado de esta Tesis.

3.3. Optimizacién Secuencial Minima

Se ha dicho hasta ahora que para el entrenamiento de una MSV sélo es nece-
sario resolver un problema de optimizacion cuadratica restringido y donde es posible
garantizar soluciones unicas por las propiedades de convexidad de la funcién ob-
jetivo y de la regién factible. Sin embargo, el problema que plantea la MSV en
la practica no es facil de resolver, ya que es necesario almacenar el kernel en una
matriz cuyas dimensiones crecen de manera cuadratica con el nimero de datos de
entrenamiento; es decir, en un conjunto con n observaciones, es necesario computar
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una matriz de n x n. Los algoritmos de optimizacién tradicionales empleados en la
solucién de este tipo de problemas resultan lentos o incapaces de hacerlo cuando
los conjuntos de entrenamiento son muy numerosos.

Para solventar estas deficiencias, se han propuesto en el pasado alternativas
capaces de resolver problemas grandes, reduciendo ademaés el tiempo de computo.
La primera aproximacién es un método desarrollado por Vapnik [127] que en la lite-
ratura es popularmente conocido como método Chunking. El algoritmo Chunking
toma en cuenta el hecho de que el valor de la forma cuadratica en la ecuacién (3.3)
no se altera cuando se eliminan las filas y columnas de la matriz que corresponden
a los multiplicadores de Lagrange iguales a cero. Por lo tanto, el PPC puede ser
descompuesto en una serie de problemas méas pequenios, cuya finalidad es identificar
todos los MLs distintos de cero y eliminar los que son iguales a cero. En cada
iteracién, el algoritmo de Chunking resuelve un PPC que consiste de MLs distintos
de cero resultantes de la etapa previa y agrega un ntimero M de los peores ejemplos
que violan las condiciones de KKT. Cada subproblema se inicializa en cada iteracion
con los resultados del subproblema anterior. En cada etapa, se identifica un conjunto
de MLs distintos de cero y, por lo tanto, el tltimo paso resuelve el PPC original.
Aunque Chunking reduce el tamano de la matriz a aproximadamente el nimero de
MLs distintos de cero, esta tultima tampoco puede almacenarse en memoria para
problemas a gran escala. En la parte superior de la Figura 3.3 se ilustra la forma
en que este algoritmo procesa la informacion. Las lineas horizontales representan
al conjunto de entrenamiento, mientras que las barras simbolizan los MLs siendo
optimizados en cada iteracién. En cada paso, se va agregando un numero fijo de
datos y se van descartando los MLs iguales a cero.

Otra alternativa de solucién fue planteada por Osuna et al [97], quienes probaron
un teorema que establece la posibilidad de dividir PPCs grandes en una serie de
PPCs pequenos. En esta estrategia se garantiza la convergencia, ya que en cada
iteracién se agrega un punto que viola las KKT al conjunto del subproblema previo
y, por tanto, en cada etapa se calcula la funcién objetivo completa y se mantiene
un punto factible que cumple con todas las restricciones. Estos autores sugieren
mantener una matriz de tamano constante para todos los subproblemas, lo que
implica agregar y borrar el mismo ntmero de ejemplos en cada paso (véase la
Figura 3.3) y con lo cual es posible atacar problemas con un nimero arbitrario de
datos de entrenamiento. Debe notarse que el algoritmo de Chunking satisface las
condiciones del teorema, por lo cual esta garantizada su convergencia. El algoritmo
de Osuna et al sugiere agregar y sustraer un ejemplo en cada paso, lo que cual
resulta ineficiente, ya que se debe ejecutar el proceso de optimizacién completo con
la tnica finalidad de asegurar que una sola observacién cumpla con las condiciones
de KKT. En la practica, se suelen agregar y sustraer varias observaciones al mismo
tiempo para evitar esto. De cualquier forma, se requiere el uso de métodos numéricos
para la soluciéon de PPC para todos estos métodos, para los cuales resulta notorio
el uso de manipulaciones que garanticen su buen funcionamiento, pues hay muchas
cuestiones de precisién numérica que deben ser abordadas [101].

El algoritmo de Optimizacién Secuencial Minima fue descubierto por Platt [102]
como una alternativa que permite superar las deficiencias de los métodos anteriores,
ademads de reducir el tiempo de computo de manera claramente significativa. La idea
central de OSM no sélo es resolver de manera iterativa problemas més pequenos,
sino resolver el problema con el menor conjunto de datos posible, es decir, aquellos
que involucran el uso de Unicamente dos observaciones. La razén de que se utilicen
dos puntos para el entrenamiento se debe a que los MLs deben cumplir la restriccion
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de igualdad de la ecuacién (3.3), donde evidentemente se requieren al menos dos
MLs. En términos generales, el método de OSM elige dos MLs para optimizar,
encuentra los valores 6ptimos para estos multiplicadores y actualiza la MSV para
tomar en cuenta los nuevos valores 6ptimos. La gran ventaja de esta estrategia
es que el PPC con dos puntos se puede resolver en forma analitica, con lo que se
evitan completamente dificultades de estabilidad numérica y el uso de algoritmos
especiales para su solucién. Una ventaja adicional es que tampoco es necesario
el almacenaje de matrices y los problemas a gran escala pueden atacarse incluso
en computadores personales. Existen dos pasos en el proceso de entrenamiento con
esta estrategia: la solucion analitica para dos MLs y el empleo de un heuristico para
elegir que multiplicadores seran optimizados en cada etapa. El algoritmo completo
y los detalles algebraicos pueden ser consultados en [102] [101]. En la Figura 3.3
se observa que sélo dos observaciones son optimizadas (analiticamente) en cada
iteracién, por lo cual el algoritmo resulta ser muy veloz.

I

| — ]

| — H : !
Chunking

—

— H +—
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Osuna

O O

— i,
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OSM

Figura 3.3: Algoritmos de Entrenamiento para MSV.

Desde un punto de vista gréfico, las restricciones de desigualdad de (3.3) impli-
can que los MLs tienen que buscarse dentro de un cuadrado de longitud C, mientras
que la restriccién de igualdad reduce el espacio de busqueda a un segmento de recta
dentro de ese cuadrado. Por lo tanto, en cada iteracion, el algoritmo de OSM tiene
que encontrar un valor éptimo de la funcién objetivo que se encuentre dentro de
ese segmento de recta. La Figura 3.4(a) ilustra esta situacion.

En términos generales, la region factible para el PPC completo se forma con la
interseccién de todos los conjuntos que definen las restricciones del problema, es
decir, por medio de N — 1 restricciones de desigualdad y una de igualdad, con la
cual se limita ain més el espacio de busqueda. Por lo tanto, el espacio factible
quedard representado por la porcién de una superficie lineal (hiperplano) defini-
da en R™ dentro de un hipercubo, cuyas aristas tienen lados de longitud C. Eso
quiere decir que el valor de C define explicitamente la region de busqueda en la
cual se exploraran las soluciones del problema. De esta manera, un valor de C muy
alto amplia el espacio de bisqueda (aumenta el tamafio del hipercubo) y viceversa.
Cuando el valor de C tiende a infinito, el espacio de busqueda definido sélo con las
restricciones de desigualdad coincide con el ortante positivo de R™ y de ahi que los
vectores de soporte no se encuentren acotados superiormente, como ocurre en el
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caso de la MSV para patrones linealmente separables (conocida en la literatura co-
mo MSV con margen duro?), cuya forma dual inicamente se diferencia de la MSV
para patrones linealmente separables (MSV con margen suave®) por la siguiente
restriccién: 0 < ay, i = 1,2,..., N. Ahora bien, queda claro que la regién factible
no se encuentra en el espacio de caracteristicas, sino en el espacio definido por el
nimero de datos de entrenamiento (N). Por ejemplo, si se cuenta con tres obser-
vaciones, con dos variables independientes cada una, éstos se pueden representar
graficamente en un plano cartesiano (R?), sin embargo, el espacio factible definido
por el problema dual de la MSV usando estos tres puntos es R® (Figura 3.4(b)), y
asi sucesivamente.

(a) (b)

a4
c c \ C
aq aq _,./"5_______
C
0 o 4 0 1] 4

Vi #E Y, = 007k ¥1 =¥ = dgta=k ay

Figura 3.4: (a) Optimizacién del PPC con dos variables, (b) Representacién del
PPC en el espacio de R>.

3.4. Teoria Estadistica del Aprendizaje

Antes de finalizar este capitulo, resulta conveniente mencionar algunos concep-
tos relacionados con la TEA, la cual se comenzé a desarrollar a partir de la década
de los 60’s por Chervonenkis y Vapnik [131] [130], donde este dltimo ha logrado con-
solidarla més recientemente [128] [129]. En este apartado se resaltan sélo aquellos
conceptos que estan directamente relacionados con la MSV.

En la teoria estadistica del aprendizaje el interés se centra en la diferencia entre
una funcién objetivo f(z) y el valor de la funcién de respuesta F'(x) que arroja
una maquina de aprendizaje (MSV por ejemplo). Esta desviacién se presenta en
términos estadisticos.

Considerando la funcién que se desea aproximar (f(x)) y dado un conjunto de
entrenamiento 7, se dice que un modelo regresivo se encuentra caracterizado por la
siguiente expresién:

Y = f(X)+e (3.12)

donde f (-) es una funcién determinista del vector X y € es una variable aleato-
ria que representa el error entre la dependencia de X y Y. De la misma for-
ma, una maquina de aprendizaje provee una aproximacién del modelo regresivo,

2Hard Margin Support Vector Machine.
3Soft Margin Support Vector Machine.
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donde el valor de salida obtenido con esta aproximacion, dado X, se denota por:
Y = F (z,0).

En términos generales, el objetivo de la maquina de aprendizaje es encontrar el
vector de pardmetros 5 que minimicen una funcién de costo, definida por [129]:

N
> (i — F (2:,8)) (3.13)

i=1

E(p) =

de tal manera que la diferencia entre la respuesta esperada y; y la respuesta
estimada F' (z;, 8) por la méquina de aprendizaje sea minima.

El planteamiento de este problema implica un sacrificio entre el sesgo y la va-
rianza resultantes del uso de F (x;, 3) como una aproximacién de f (z), el cual se
soluciona incrementando infinitamente la muestra de entrenamiento, es decir, el
sesgo y la varianza se aproximan a cero simultaneamente incrementando el tamano
de la muestra de entrenamiento, lo que implica un aumento en el tiempo de con-
vergencia [128].

Considerando un modelo de aprendizaje supervisado, la teoria estadistica del
aprendizaje consiste en seleccionar una funcién particular F' (x;, 8) que aproxime la
respuesta deseada de manera éptima en un sentido estadistico, donde la seleccion
estd basada en un conjunto de N observaciones independientes e idénticamente dis-
tribuidos (i.i.d.). La factibilidad del aprendizaje supervisado se basa en la cuestién
de si los ejemplos de entrenamiento contienen suficiente informacion para construir
una méaquina capaz de lograr una buena aproximacion.

De acuerdo a lo anterior, se define L (y, F (z,3)) como una funcién de pérdida
entre y y F (z,3), donde una alternativa es la funcién de pérdida cuadratica, que
se define como:

L(y.F(z,0) = (y = F (2.9)’ (3.14)

El punto importante en la teoria del aprendizaje estadistico es que esta teoria
no depende de manera critica en la forma en que se defina la funciéon de pérdida
[43].

De esta manera, es posible definir una medida de riesgo en términos de la funcién
de pérdida anterior y, por consiguiente, que dependa de la clase de funciones de
aproximacién {F (x,3)}. Entonces, el objetivo se centra en encontrar una apro-
ximacion de ese tipo que minimice una funcién defina por:

Min R (f) = / L(y,F (z,w))dFyx p (z,7) (3.15)

La expresién anterior, representa el promedio de desviaciones que la méaquina
de aprendizaje (una vez entrenada) incurre al tratar de aprender el fenémeno. Esta
medida supone que la distribucién original de los datos P (x,y) es conocida, lo cual
es lo menos comun en problemas reales. Por ello, se sugiere el uso del principio de
Minimizacién del Riesgo Empirico.

El PMREm establece la sustitucién de la funcién de riesgo esperado por una
funcién de riesgo empirico Ry (3), definida por:

Remp (8) = 57 Sy =1 @) (3.16)

donde puede observarse que esta funcién no es mas que una versién discreta de la
primera, con la cual se evita la consideracion de la funcién de distribuciéon original.
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Ambas funciones dependen del pardmetro 3, ya que generalmente hay que recurrir
en este tipo de pardmetros para definir la médquina de aprendizaje, por ejemplo,
en una MSV se tiene el pardmetro C, el(los) pardmetro(s) del kernel y € en el
caso de regresion que, como ya se ha visto, influyen en la eleccién correcta de
la méquina entrenada. Otro criterio considerado en esta definicién establece que
Remp () converge en probabilidad a los valores minimos posibles de la funcién de
riesgo R(B), B € B, conforme el tamafio de las muestras de entrenamiento se
hace infinito, en otras palabras, este criterio garantiza la consistencia de Repmyp ().
Finalmente, establece que la convergencia uniforme es una condicién necesaria y
suficiente para la consistencia del principio de minimizacién del riesgo empirico. Un
tratamiento formal y mds completo de este principio se puede consultar en [128]
[129].

3.4.1. Principio de Riesgo Estructural

Un concepto de gran importancia en el TEA es la dimensiéon de Vapnik-
Chervonenkis (dimensién VC), con la cual es posible medir la capacidad de clasifi-
cacion de un algoritmo estadistico. Formalmente, la dimensiéon VC es una propiedad
de un conjunto de funciones {f(3)} y puede ser definida para cualquier tipo de
funcién f, pero aqui se consideran funciones de discriminacién para el problema
de clasificacion binaria. Entonces, si un conjunto de [ puntos puede ser etiquetado
en todas las formas posibles (21)7 y para cada etiquetamiento es posible encontrar
una funcién perteneciente a {f(5)} que los clasifique de manera correcta, se dice
entonces que ese conjunto de puntos puede ser desmembrado por ese conjunto de
funciones. Por lo tanto, la dimensién VC para ese conjunto {f(3)}, se define como
el méaximo nimero de puntos de entrenamiento que pueden ser desmembrados por
{f(B)}. Por ejemplo, en la Figura 3.5(a), se muestra un ejemplo con 3 puntos, en
donde el clasificador lineal (la linea recta) puede separar sin error todas las confi-
guraciones posibles para tres puntos, sin embargo, para el caso de cuatro puntos
ese mismo plano no puede clasificar la configuracién que se muestra en la Figura
3.5(b) [9], entonces, la dimensién VC es igual a 3.

(b)

(a)
+ )

) + ol
o7l BT,
NN ol ey T
+ ° ° +

Figura 3.5: (a) En R?, la dimensién VC para un clasificador lineal es igual a 3, ya
que ese es el madximo niimero de puntos que pueden ser clasificados correctamente
en todas sus configuraciones posibles, (b) Configuracién en R? para cuatro puntos
que no es posible clasificar con una funcién de discriminacion lineal.

Considerando nuevamente la funcién de riesgo empirico Repmp (3) en (3.16) como
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una aproximacién del riesgo esperado en (3.15), resulta claro que el Repmp (8) no
garantiza un error bajo del riesgo esperado si el niimero de observaciones en el
conjunto de entrenamiento es limitado, pues un error pequeno sobre el conjunto
de entrenamiento no implica un error pequeno en el conjunto de prueba. Por ello,
algunos investigadores se han dado a la tarea de desarrollar técnicas estadisticas
que permitan sacar ventaja de un conjunto de datos limitado. El Principio de
Minimizacién de Riesgo Estructural es una de estas técnicas, donde la dimensién
VC juega un papel importante porque estd involucrada en la definiciéon de una cota
superior para la funcién de riesgo esperado y que permite establecer la relacién
entre la capacidad de una maquina de aprendizaje y su poder de representacién.
Esto es, el PMRE se basa en la definicién de una cota superior para R ((), de la
siguiente forma:

R(B) < Bumy + \/ <h<zog U/ +1) - g (n/4)> (517

donde h es la dimensién VC. La parte derecha de la desigualdad en (3.17) se conoce
como cota de riesgo y el segundo término de esta cota de riesgo se denomina nivel
de confianza VC. A partir de (3.17), se puede observar que no es necesario conocer
la distribucién P(z,y) y, aunque R (5) generalmente no puede ser computada,
es posible establecer una cota superior que se calcula facilmente si se conoce h.
Un punto importante que hay que considerar es que la cota superior aumenta
conforme lo hace h, por lo tanto, en la practica es deseable construir modelos con
la menor dimensién VC y el menor error de entrenamiento (riesgo empirico). De
esta manera, h depende de un conjunto de funciones {f5 : 6 € A} (A es un conjunto
arbitrario, no necesariamente subconjunto de R"™) que la mdquina de aprendizaje
puede implementar. Para controlar h, se introduce una estructura de subconjuntos

anidados S, := {fs : d € A} de {fs: 0 € A}, tal que:

S1CScCc...cS,C..., (3.18)

donde las dimensiones de VC correspondientes satisfacen:

hy<hy<..<h,<...

Por lo tanto, para un conjunto de observaciones (z1,41), ..., (21, y:), el PMRS
elige la funcién fsp en el conjunto {fs : 6 € A,} para la cual la cota de riesgo es
minima.

Como se ha mencionado, los conceptos anteriores pueden ser aplicados a
cualquier metodologia de aproximacion y la dificultad de computar la cota su-
perior depende en tultima instancia de que tan complicado resulte la estimacién de
h. En el caso de la MSV, estos conceptos son de gran relevancia, debido al siguiente
resultado, demostrado por Vapnik [128] [129]:

Teorema. Si D es el didmetro de una bola que contiene a todos los vectores de

entrada x1,...,xy. El conjunto de hiperplanos éptimos descritos por la ecuacion:
wd'x + by = 0 tiene una dimensién VC h acotada superiormente por:
D2
h Smin{’rwmo—‘} +1 (3.19)
p

donde [-] es la funcién minimo entero mayor o igual a, p = 2/ ||wg|| es el margen
de separacién y mg es la dimensién del espacio de entrada.
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La intuicién de la expresién anterior es que es posible ejercer control sobre la dimen-
sién VC al seleccionar de manera apropiada el margen de separacion, independien-
temente de la dimensionalidad del espacio de entrada. Mas aun, la maximizacién
del margen de separacién 6ptimo tiene el efecto de minimizar la cota superior para
h y al mismo tiempo minimizar el error de entrenamiento de la MSV. Por lo tanto,
estos objetivos satisfacen lo que se requeria para la minimizacién de la cota para el
riesgo esperado.
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Capitulo 4

Funciones Kernel y
Clasificadores Polinomiales

en APM y MSV

En el capitulo anterior se hizo mencién de las funciones kernel, con las cuales
es posible definir clasificadores lineales en espacios de dimensién superior. Parti-
cularmente, en la MSV ayudan a construir funciones de decisiéon y regresion al-
tamente efectivas, de acuerdo a sus caracteristicas de no linealidad. También se
ha mencionado que es necesario imponer ciertas condiciones para que una funcién
determinada pueda considerarse como un kernel vélido. En ese sentido, en este
capitulo se presentan algunos elementos tedricos concernientes a la caracterizacion
de funciones kernel y sus propiedades.

Con base en algunos de estos elementos tedricos, un aporte de este trabajo doc-
toral consistié en la definicién de un nuevo tipo de kernel polinomial, denominado
Kernel Polinomial MP (KP-MP). La idea de esta nueva funcién surge al efectuar
comparaciones entre las funciones de discriminacién de las metodologias de MSVs y
APM, empleando en ambos casos funciones polinomiales para su entrenamiento. Se
expone mas adelante la forma en que se efectuaron estos comparativos, las condi-
ciones bajo las cuales se implementaron, asi como los detalles de la caracterizacion
del nuevo KP-MP. Es importante mencionar que este kernel puede emplearse en la
solucién de problemas de clasificacion y regresién, aunque en este capitulo sélo se
haga referencia a problemas de clasificacion.

De igual forma, aprovechando la similitud entre las funciones de discriminaciéon
de las metodologias citadas y mostrando que en ambos casos se puede usar el mismo
tipo de funciones polinomiales, se explora en este capitulo la posibilidad de definir
una cota para el parametro de regularizacion en MSVs, usando un kernel polinomial
y los coeficientes derivados del entrenamiento del método de APM.

4.1. Funciones kernel
En este apartado se presentan algunos conceptos relacionados con la caracte-

rizacién de funciones kernel y sus propiedades. Las definiciones y conceptos prin-
cipales fueron tomados de [121] y son reproducidos algunos de ellos aqui con la
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finalidad de entender mejor la forma en que se demuestra més adelante la cons-
truccién del nuevo kernel MP. En [121] [119] puede encontrarse un tratamiento
teodrico excelente de métodos kernel y muchas de sus variantes.

La definicién formal de una funcién kernel es como sigue:

Definicién [funcién kernel]. Un kernel es una funcién « tal que para todo
x,z € X se tiene,

K (z,2) = (¢ (2),9(2)), (4.1)

donde (-, -) representa el producto interno entre dos vectores y ¢ es una funcién
(usualmente no lineal) que proyecta a los elementos de X sobre un espacio de
producto interno de dimensién superior (espacio de caracteristicas) =; es decir,

¢:x— ¢(v) €E.

Un concepto de gran relevancia para el uso de un kernel es el de la matriz de
Gram, que se define como G;; = (z;, x;), donde z;, z; son vectores pertenecientes
a un conjunto S = {x1,z1,...,2;}. Notese que S puede ser el conjunto de entre-
namiento 7 que se ha mencionado a lo largo de este trabajo. Ahora bien, considérese
la funcién ¢ y sea k una funcién kernel, entonces la matriz de Gram definida en
el espacio de caracteristicas estd dada por: G;; = (¢ (i), ¢ (z;)) = k (24, z;). La
matriz resultante también se conoce como matriz de kernel K = (x (xivxj))i,j:r
La matriz K es simétrica y contiene toda la informacién necesaria para computar
las distancias entre todos los puntos de entrenamiento en el espacio de caracteristi-
cas. Ademads, un hecho importante acerca del uso de funciones kernel es que para el
aprendizaje en el espacio de caracteristicas, no se requiere conocer explicitamente
la forma de la funcién (¢) que traslada la informacién a este espacio. Como se ha
resaltado antes, la ventaja de trasladar el espacio a uno de dimensién superior,
permite el uso de métodos de clasificacién o regresion lineales en ese espacio. En la
Figura 4.1 se puede apreciar este efecto.

Figura 4.1: Proyectar el problema original a un espacio superior puede simplificar
el problema de clasificacion.

Ahora bien, si se recuerda el planteamiento dual de la MSV (3.3), los términos
de esta matriz aparecen en la funcién objetivo y su computo, en problemas con
conjuntos de entrenamiento muy grandes, ocasiona que los métodos de optimizacién
tradicionales resulten poco eficientes o inoperantes y, por ello, la necesidad de usar
la técnica de OSM. Ademads, con este tipo de matrices se pierde informacién sobre
la orientacion con respecto al origen de los puntos originales y también informacién
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acerca del alineamiento entre los puntos y los ejes de coordenadas. La razén de esta
pérdida de informacién se debe a que la matriz de Gram es invariante a rotaciones
en el sistema de coordenadas; esto es, cualquier rotacién de los ejes con respecto al
origen no altera los valores de la matriz de productos internos [20].

Para la caracterizacién matematica de una funcién kernel, el siguiente resultado
es fundamental:

Proposicién. Sea X un espacio de entrada finito con K (x,z) una funcién
simétrica definida sobre X, entonces K (x, z) es una funcién kernel, si y sélo si, la
matriz K = (k (z;, Ij))i,jzl’

La generalizacién de este resultado en un espacio de Hilbert ! se puede obtener
introduciendo las constantes )\;, de tal manera que:

es positiva semidefinida.

(¢ (x),0(2) = ZAid)i (z) ¢i (2) = K (2, 2),

Este resultado se formaliza con el teorema de Mercer [84], el cual establece condi-
ciones necesarias y suficientes para que una funcién continua y simétrica K (x, z)
admita tal representacién, dados los valores de A; no negativos. Lo anterior es equi-
valente a decir que K (z, z) es un producto interno en el espacio de caracteristicas
E C ¢ (X), donde E es el espacio Iy de todas las sucesiones ¢ = (1,2, ..., ¢;,...)
para las cuales Efil \ip? < oo. Formalmente, el teorema se expresa de la siguiente
manera [84]:

Teorema [Mercer]. Sea K (x, z) una funcién kernel simétrica y continua defini-
da en X x X, donde X es un espacio compacto subconjunto de R™. La funcién
K (z,z) puede expandirse en la forma

K (z,z) = Z i () ¢i (2) (4.2)

Con coeficientes positivos, \; para todo ¢. Para que esta expresion sea vélida y
converja absoluta y uniformemente, es necesario y suficiente que la condicién

K (z,2)¢(x) ¢ (z)dxdz > 0
XxX

Se cumpla para toda ¢ (-), tal que

/X(b(x)dx<oo

Las funciones ¢; (x) son conocidas como funciones propias de la expansién y los
numeros \; son los valores propios asociados . El hecho de que la los valores propios
sean positivos indica que la funcién kernel es positiva definida.

El teorema de Mercer establece condiciones necesarias y suficientes para com-
probar que una funcién puede usarse como un kernel véalido, pero no dice nada
de cémo elegir las funciones ¢; (), esto debe hacerse en la practica. No obstante,
es posible construir funciones kernel a partir de kernels vélidos empleando una
serie de propiedades conocidas como propiedades de clausura, que se enumeran a
continuacién [121]:

1Para un tratamiento mas detallado de los espacios de Hilbert puede consultarse [96].
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k(x,2) = ki1(z,2)+ ke (z,2) (4.3)
k(x,2) = aki(z,2) (4.4)
k(x,2) = k1(z,2)K2(x,2) (4.5)
K@z = [@)f) (46)
k(z,z) = r3(0(x),0(2)) (4.7)
k(z,z) = x Bz (4.8)

donde k1 y kg son funciones kernel definidas sobre X x X, X C R", a € RT,
f(.) una funcién de variable real en X, ¢ : X — RM con k3 un kernel sobre
RN x RV, y B una matriz n x n simétrica y positiva semidefinida.

En la caracterizacién de funciones kernel, estas propiedades son muy tutiles en
la decision acerca de si una funciéon dada es candidato para ser un kernel valido y
la combinacion de éstas para formar otros posiblemente maés ttiles y complejos. La
propiedad (4.3) establece que la suma de kernels es un kernel, (4.4) define kernels
a partir de kernels vélidos multiplicados por constantes positivas, en (4.5) se tiene
que el producto de kernels es un kernel; también lo es el producto de funciones
reales (4.6), funciones kernel cuyos argumentos son funciones vectoriales (4.7) y los
derivados al usar una matriz positiva definida (4.8).

4.2. Funciones de Discriminacion Polinomiales en
APM y MSVs

El empleo de APM permite construir una funcién de discriminacién o aproxi-
macién de funciones de la forma (2.9), donde pueden emplearse funciones polinomi-
ales durante su implementacion. Dicha representacion permite expresar de manera
explicita todas las relaciones entre las variables independientes y sus potencias.
En muchas aplicaciones préacticas resulta conveniente conocer esas interacciones y
una medida de su impacto en el modelo, definida precisamente por los coeficientes
estimados. En ese sentido, la magnitud y signo de un coeficiente asociado al térmi-
no monomial provee informacién valiosa en la relacion que guardan las variables
involucradas (o sus potencias).

En muchas otras metodologias no es posible obtener este tipo de representacion
explicita, ya sea por la estructura funcional con la cual se efectiia el entrenamiento
o porque se construye una funcién de decisién que resulta ser compleja y de dificil
manipulacién en la practica. Un ejemplo son las redes neuronales, donde la compleja
estructura de la red entrenada dificulta la extraccién de conocimiento y que, a su
vez, limita un mejor entendimiento del problema en cuestién [120].

Dado el caso particular de una MSV, en esta Tesis se exploran las condiciones
bajo las cuales resulta posible representar de manera explicita la funcién de dis-
criminacién de esta maquina de aprendizaje [69]. Se encontré que las funciones de
kernel polinomial permiten representaciones de este tipo pues, en este caso especifi-
co, es posible representar la funcién kernel como el producto de dos funciones que
proyectan los puntos del conjunto de entrenamiento en el espacio de caracteristi-
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cas (como en (4.1)), donde la forma funcional de estas funciones (¢ (+)) se puede
obtener de manera explicita.

Derivado de lo anterior, se exploré la posibilidad de establecer una equivalencia
entre las funciones de discriminacién para ambas metodologias de aprendizaje. Para
ello, se analiz6 el uso de la siguiente funcién en (2.9):

PP P
:ZZZ(m{lxézxfﬁ”), (4.9)
Ji J2 Jm

Claramente se tiene una expresién polinomial, pero en (3.8) estd involucrada
una funcién kernel que, como se ha dicho, puede representar una variedad muy
amplia de tipos de funciones. En ese sentido, resulta natural la eleccién de un
kernel polinomial.

De esta manera, se utilizé el kernel tradicional (3.5), que primero tiene que ser
desarrollado y expresado como la suma de un conjunto de monomios. Una forma
de hacerlo es aplicando el teorema del binomio de Newton en sucesivas ocasiones,
como se muestra enseguida:

K (ajT,xi) = (1 —|—me1-)17
m p
= 1 + Z(Ejl’ij
j=1
p—i1

m
- Yoy
7,1— ]:1

p—i1—12
p—i1

m
= E E xlxll) E TjTij
Jj=2

i1=1 i2=1
m—
p—i1 p— Z =1 ZJ

= Z Z Cp £81$1'1)i2 T Z Ci- = (4.10)

i1=1 iz=1

donde C,i representa las combinaciones de [ en k. En una primera aproximacion,
la ecuacién resultante (4.10) se introduce en la funcién de discriminacién (3.8), lo
que deriva en efecto en una expresién polinomial explicita, que en realidad mantiene
la misma estructura de la funcién kernel empleada, pero como combinacién lineal de
sus términos monomiales. Con esta tltima expresion, se efectiio una comparacién
término a término con la funcién (4.9) y se calcularon los coeficientes derivados con
ambas metodologias con un conjunto de problemas. Los detalles del experimento
se muestran en el capitulo 6.

Con base en esos resultados y observando que aunque en ambos métodos se
cuenta con funciones de discriminacién explicitas de tipo polinomial, estas expre-
siones no coinciden en todos sus términos; esto es, existen términos monomiales
que aparecen en una, pero no en la otra funcion y, viceversa.

Con la finalidad de superar este inconveniente, se plantearon dos alternativas:

(1) Emplear el kernel polinomial (3.5) en ambas metodologias, o
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(2) Considerar la expresién (4.9) como un tipo de kernel polinomial y usarlo en
una MSV. Noétese que en la expresién anterior se tienen todas las combina-
ciones posibles para las potencias de las variables independientes. La maxima,
potencia que puede alcanzar una variable independiente es p, por lo que el
grado del polinomio es m X p.

Aunque ambas posibilidades permiten obtener expresiones equivalentes térmi-
no a término, se presentaban dos inconvenientes. En el primer caso, se tenia el
problema de verificar que es posible emplear un kernel polinomial, como el usado
tradicionalmente en MSVs, en la metodologia de APM vy, por tanto, verificar si
la metodologia de entrenamiento admitia esa posibilidad. En el segundo caso, se
tenfa el problema de verificar que la expresién (4.9) en efecto podria representar
un kernel valido, de acuerdo a las condiciones establecidas anteriormente.

En esta Tesis doctoral se abordaron ambos problemas en forma exitosa. En el
primero de ellos, se utilizé otra alternativa para representar al kernel polinomial
(3.5) que resulta més directa y que se obtiene al aplicar la férmula multinomial?,
como sigue:

K(xT,xi) = (1+xTxi)p

!
= > ﬁ(xlxil)ll"'(»’vm%m)lm (4.11)

Iy,

De esta manera, a la expresion anterior se le agrega un coeficiente por cada
monomio y se emplea en el entrenamiento con APM, en lugar de utilizar la expresion
(4.9). La funcién de discriminacién obtenida con el método de APM es como sigue:

!
F(z) = Z azl.”zmﬁx? oo gl (4.12)

loodm

Los pardmetros a;,i,..1,, (@0,0,..0 = 1) de este clasificador se estiman como

se mostré en la seccién 2.3, por medio del Algoritmo de Ascenso. El nimero de
monomios en (4.12) se definird en adelante por nM.
La equivalencia entre las funciones de clasificacién respectivas se obtiene al sustituir
(4.11) en (3.8), que es la funcién de discriminacién de la MSV, y haciendo algunas
manipulaciones algebraicas para dejar explicita esta funcién en términos de las
variables independientes. El desarrollo algebraico y la expresiéon final se muestran
enseguida:

2Esta férmula se define como sigue: (a1 + a2+ ... +am)” = 3
[104].

81 im i ey !
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N

flx) =) oK (2", 2) +b

i=1

= i ;Y [(1 + a:Tzi)p] +5b

N Im
Zazyz Z l' B m $1$11) "'(xmxim) +b

) Z ! Zazyl 2121)" - (T @in) ™+ D

m p! l m
Z Zalyz( Lip-oe zm) ll'lm' (Ill'”x£n>+b

A 1=1

Z [Z aiyika, .1, (i)] ll,pillm, (95111 xﬁn") +b

Iy Li=1

(4.13)

donde ki, ;. (i) = (@)™ -+ (@im)"™.

Por lo tanto, puede observarse que las ecuaciones (4.12) y (4.13) representan
formas algebraicas equivalentes. Este resultado serd muy util mas adelante en la
definicién de un criterio para acotar el rango de valores del parametro de regula-
rizacién en MSV.

4.2.1. Kernel Polinomial MP

La segunda alternativa mencionada antes para obtener funciones de discri-
minacién equivalentes entre una MSV y APM, implica demostrar algebraicamente
que la funcién (4.9) en efecto puede ser usada como un kernel vélido. El primer
inconveniente al tratar de usar esa expresién es que (4.9) tiene como argumento
un vector de dimensién m, mientras que en un kernel se requieren dos argumentos.
Este problema fue superado considerando la siguiente expresion:

(x,%;) Z Z Z (x]ll a 3;1”) (xﬁajfg ajz;;;) (4.14)

Jj1 o J2
donde x es un vector que representa cualquier elemento del conjunto de entre-
namiento, con m variables independientes y z;, la i-ésima observacién tomada de
este conjunto. Nétese que la estructura funcional de (4.9) y (4.14) es muy similar,

salvo el término (:cjll z ..xigl), obtenido a partir de los elementos de z;, pero

que puede considerarse como constante.

La estructura (4.14) ahora si tiene forma de kernel, sélo falta probar que cumple
con los requerimientos para serlo. En la proposicién siguiente se aborda formalmente
la caracterizacién matemadtica de esta funcién como un kernel véalido, donde se
emplean las propiedades de clausura para construir funciones kernel a partir de
otras vélidas.
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Proposicién [Kernel Polinomial MP]. La expresién en (4.14) es una funcién
con dominio en R™ x R™ y cumple los requerimientos para ser un kernel valido.
Demostracion:

El primer paso en esta demostracién consiste en observar que la ecuacién (4.14) se
puede representar en la forma:

KX, X)) = [X190X20 -0 Xjm]  [X190Xo®---@Xp] (4.15)
donde,
x} xél
X; = 7 , Xji = T X=X, X v X =Xy X
x51+p)m x%-ﬁ-p)m

siendo ® el producto de Kronecker para matrices [47]. De esta manera, desa-
rrollando y aplicando las propiedades de funciones kernel se tiene lo siguiente:

E(X,X;) = Xp®Xp@- 0 Xjm]  [X10X2®-- ® X
= (X)) o (X)
= [(I)l (XJ) P 7¢)(1+P)m (XJ)] ’ [q)l (X) P 7(1)(1+p)"" (X)]T

(14p)™
= ) (X)) Pk (X)
k=1
(1+p)™
= D i Epn®rp® @] i 71 @12 ® @ Ty
k=1
(1+p)™ T
- (xg.’;] -xﬁ-’?-mﬁ-’i) .(m[lk] g ...ngg) (4.16)
k=1

En (4.16) se tiene el producto entre escalares que pueden agruparse en pares
€como xg»kl]x[lk] y por la propiedad (4.6), el producto de funciones reales representa
un kernel, en particular de funciones constantes, siendo el tipo de kernel mas simple

posible. Por ello, se tiene lo siguiente:

(1+p)m,

KX, X;) = Z K (atg-kl],x[lkv Ry (a:yﬂl,mgﬁ]) (4.17)
k=1

Finalmente, de acuerdo a la propiedad (4.5), dado que el producto de kernels
también lo es, entonces:

(1+p)™

KX,X;) = > () (4.18)
k=1
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Esta tltima expresién no es méas que la suma de kernels validos que, por la
propiedad (4.3), también resulta ser un kernel vélido. Con esto ultimo termina la
demostracion.

Un ejemplo simple de la proposicion anterior es como sigue: suponga dos vari-
ables independientes (m = 2) y p = 2, entonces K (X,X;) = [Xj; ® X -
[X1 ® X5], donde:

_ 00,01 .02 1.0 1.1 1.2 2.0 ,2 1 2 2
X1 90Xy = [aY29, a0y, 2823, 2125, w2, 223, aial, xiwy, 23w

_ 0,0 0,1 0,2 1.0 1,1 1,2 2.0 2.1 .2 2
Xj1® Xip = [IjlxﬂvIjlzi%lexi%‘lexinIjlzizvlexi%lexi%‘le‘rz?vlexﬂ]

y, en consecuencia:
K (X,X;) = (a2} ) (a325) + ... + (z15;) (2323, (4.19)
Con este resultado, se tiene la posibilidad de entrenar MSV usando este nuevo
kernel y, con ello, es posible encontrar una estructura polinomial explicita equi-
valente a (4.9) y con la cual se pueden hacer comparaciones término a término.
Sélo resta verificar la conveniencia de su uso en aplicaciones préacticas, para lo cual
se efectuaron una serie de experimentos en aplicaciones de clasificacién binaria y
regresién no lineal. Los detalles y resultados relacionados con estos experimentos
se describen en la seccién 6.1.2, en el capitulo 6. Estos resultados fueron reportados
n [82]. Un punto adicional importante es que al demostrar la validez del kernel
polinomial MP, su uso no se limitaria en aplicaciones con MSVs, sino con otro tipo
de métodos de kernel.

4.2.2. Cota Inferior para el valor de C usando APM

En las secciones anteriores se ha probado como es posible establecer expresiones
equivalencias entre las funciones de discriminacién para problemas de clasificacion
con APM y MSVs. Con base en estos resultados, en esta Tesis propone una forma
para acotar inferiormente el parametro de regularizacién C de una MSV en la
solucién de este tipo de problemas. La idea principal se deriva de la comparacion
entre las expresiones (4.12) y (4.13), ya que en ambas se tiene el mismo nimero
de monomios y, en consecuencia, es posible establecer una relacién uno a uno entre
sus respectivos coeficientes. Esta correspondencia se muestra enseguida:

N
a0, = Y ik, 1, (i) (4.20)
1=1

h=1,...,nM —1

N
a0, = D it (4.21)
=1

Como se ha mencionado, los coeficientes alhl I,..1,, bueden ser estimados con
APM. Los valores ki,1,...1,, (¢) puede ser determinados usando el conjunto de entre-
namiento y los y;s son los valores de salida correspondientes en el mismo conjunto.
Las tnicas variables que se desconocen en estas ecuaciones son el pardmetro b y
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los términos «;,7 = 1...N, que son los multiplicadores de Lagrange asociados a
los vectores de soporte de la MSV. El pardmetro b y los MLs (a;,i = 1...N),
que corresponden con los vectores de soporte de la MSV, son desconocidos. La
determinacién de b representa un problema adicional ya que, de acuerdo a la
ecuacién (4.21), no es posible expresarla en términos de variables conocidas. Este
problema se resuelve recordando que este parametro se puede estimar con el uso
de los vectores de soporte y usando las condiciones de KKT del problema pri-
mal [9]. Las condiciones de KKT se satisfacen cuando «; > 0 y, por lo tanto,
b=y — Zj a;y; K (z;,2;)Vi € {1,2,..., N} (asumiendo que todos los puntos en
el conjunto de entrenamiento (V) satisfacen las KKT). Una forma mds adecuada
de estimar el valor de b es promediando los valores de todo el conjunto de en-
trenamiento, como sigue: b* = Zf\;l Lo L va:l Z;\Ll a;y; K (x;, ;). Entonces,
reemplazando esta tltima expresién en el lado derecho de (4.21), se tiene:

alll2 Zazyz + Z N N Zajyj

=1 j=1
Finalmente, tomando en cuenta la restriccién que los valores de a;,7i = 1,2, ..., N
tienen en el planteamiento dual en una MSV para patrones linealmente no separa-
bles, donde 0 < a; < C,% = 1...N, entonces es posible establecer una medida con
la cual acotar el valor del pardmetro C usando las ecuaciones (4.20) y (4.22). Da-
do que C representa una cota superior para estos parametros, resulta conveniente
usar el término 4., como el maximo de los vectores de soporte en este conjunto

(@i, x5) (4.22)

N 1 N N
Zyzfﬁzz xzax] >0

Anélogamente, siI' <0y ¥ <0
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(h=0,...,nM —1). Con esta representaciéon y usando (4.20), resulta claro que:
N
a0, = ik, 1, (i)
i=1
< el (4.23)
N
ifT = Zyi/ﬂllg...lm (1) >0,
N y N N
0 i
apils..0 _ZN = Zazyl NZZ jyj :L'l,IL'])
i=1 = i=1 j=1
< a?naac\p? (424)
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y, por lo tanto, se concluye que:
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o > —T m (4.27)
0 Ny
a DN
0 lilo...lm i=1 N
Aoz 2 7 (4.28)
Ahora, como estos valores fueron calculados sobre todos los monomios de h =
0,...,nM — 1 entonces, el valor au,., se calcula como sigue:
0 1 M-1
Omae = Max {ozmaaC7 Qs Q" } (4.29)

Reiterando, puesto que aunq: < C, entonces y,q, representa un valor minimo
para el pardmetro C y, por lo tanto, puede servir como referencia en el entrenamien-
to de una MSV.

En sintesis, con este procedimiento se ha probado algebraicamente cémo cons-
truir un valor que acote el valor de C, empleando los coeficientes que resultaron al
atacar el mismo problema con APM. Evidentemente, este método depende de los
resultados arrojados por este clasificador después de su entrenamiento y, por tanto,
se requiere verificar su utilidad en la practica de manera exhaustiva. No obstante,
también debe considerarse que la cota para el parametro de regularizacién fue
construida considerando el peor de los casos, en el sentido de considerar al mayor
coeficiente obtenido de entre todos los términos monomiales del clasificador polino-
mial entrenado. De cualquier forma, lo que se ha obtenido es un valor que permite
guiar al investigador en la definicién de un rango apropiado para la busqueda de
este pardmetro en un sentido practico, algo que no se ha tomado muy en cuenta en
el estado del arte.

En particular, en esta Tesis se usara esta cota como una guia para la codificaciéon
genética del parametro de regularizacién, donde resulta relevante establecer un
rango para la bisqueda del valor apropiado, cuando éste es estimado por medio de
un AG. El procedimiento para la obtencién automatica de este pardmetro con AGs
y su validacion estadistica es materia del siguiente capitulo.
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Capitulo 5

Maquina de Soporte
Vectorial Evolutiva y
Validacion Estadistica

En el capitulo 2 se expusieron algunos conceptos basicos relacionados con la
teorfa de optimizaciéon matemdtica en problemas restringidos y no restringidos.
También se resaltaron algunas caracteristicas que hacen de los AGs una técnica
confiable en la solucién de este tipo de problemas. Por otra parte, en el capitulo
3 se presentaron las principales caracteristicas de una MSV, cuya representacién
depende de la solucién de un problema de optimizacién con restricciones, tanto en
problemas de clasificacién de patrones, como en problemas de regresion no lineal.
Sin embargo, también se ha mencionado que la solucién eficiente de este tipo de
problemas de optimizacién estd sujeto a la calibracién de ciertos parametros, a
saber: C, pardmetro de la funcién kernel (kP1) y e.

Con base en estos antecedentes, en este capitulo se proponen dos metodologias
genéticas para la calibracion de estos parametros haciendo uso del AGV y una
variante de éste. La primera propuesta desarrollada en esta Tesis se muestra en el
siguiente apartado.

5.1. Maquina de Soporte Vectorial Genética: En-
trenamiento y optimizacion evolutiva del
parametro C

La idea central considerada inicialmente en este trabajo doctoral estd basada en
la solucién de la forma dual del problema de optimizacién que caracteriza a la MSV.
Si se recuerda, esta solucién implica encontrar los multiplicadores de Lagrange que
maximizan la funcién objetivo de (3.3), pero que al mismo tiempo deben cumplir
las restricciones impuestas en ese problema. Cuando se abordan problemas con
patrones linealmente no separables, el parametro de regularizacion forma parte de

1En adelante, se empleard este término cuando se haga referencia al pardmetro del kernel,
puede ser p para kernel polinomial y kernel polinomial MP & « para el kernel de base radial.
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estas restricciones, donde los MLs que permitiran definir los vectores de soporte se
encuentran acotados inferiormente por 0 y superiormente por C.

De esta manera, la primera solucién planteada consistié en la aplicaciéon del AGV
en la busqueda no sélo de los MLs, sino también del valor de C que limita a éstos;
es decir, el cromosoma del AG representa a N +1 variables en codificacién de punto
fijo. Este método de aprendizaje se nombra en esta Tesis como Maquina de Soporte
Vectorial Genética (MSVG). Con este tipo de codificacién, el nimero de bits que
resultan para la representacién de todos los valores es de (N +1)(1+ N, + Ny) y el
rango de valores reales que cada variable (x) puede tomar es: —9Ne L 90Ny < <
+2Ne —2=Ns donde N, es el ntimero de bits en la parte entera y Ny el nimero de
bits en la parte decimal.

La funcién de adaptacién usada para este problema fue la funcién objetivo del
problema dual, donde se considera una mejor adaptacién siempre que esta funcién
vaya aumentando, ya que se trata de un problema de maximizacion.

Otro aspecto importante de esta aplicacién es el manejo de restricciones, ya
que tradicionalmente los AGs han sido disenados para resolver problemas de opti-
mizacién no restringida y, por lo tanto, fue necesario emplear alguna metodologia
adicional.

La forma en que se buscé superar este problema fue el uso de una funcién de
penalizacién, que se sustrae (en problemas de minimizacién se suma) a la funcién
objetivo, pero su magnitud va disminuyendo conforme los puntos que representan
potenciales soluciones al problema van cumpliendo con las restricciones del mismo.
La forma de esta funcién de penalizacién se muestra en (5.1), que se compone de
dos términos: la constante Z, que representa un nimero positivo muy grande y el
segundo término a la derecha que es funcién de esta constante y que se sustrae
cada vez que una nueva restriccién es satisfecha por las variables en cuestion. El
parametro s representa el niimero de restricciones que se cumplen en una fase del
entrenamiento, ocasionando que la penalizacién sea cero cuando toma el valor de
N + 1; es decir, cuando todas las restricciones han sido satisfechas.

P(m):{ [Z_Zfﬂ%]_f(x) s#t

0 en otro caso
(5.1)

Diferentes pruebas con esta metodologia en la solucién de problemas de clasi-
ficacién binaria y multiple fueron reportados en [67], [70]. Los detalles de estos
experimentos, asi como las conclusiones se exponen més adelante, en la seccion

6.2.1.

5.2. Maquina de Clasificacion Genética: Entre-
namiento usando OSM y optimizacion evo-
lutiva de parametros

La metodologia propuesta en este apartado representa una variante a las pre-
sentadas en [15] [89]. La idea central en este método consiste en la determinacién
genética de los pardametros en la MSV, pero el entrenamiento se lleva a cabo a
través de un algoritmo de optimizacién. El algoritmo empleado en esta Tesis fue
el de OSM de Platt. En [15] se emplea una metodologia para la determinacién
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del pardmetro C, el parametro kP y variables adicionales que indican la reduccién
en la dimensionalidad del problema. Este método se nombra en esta investigacion
doctoral como Maquina de Clasificacién Genética (MCG).

En esta investigacion se utiliz6 una cadena de bits de longitud igual al niimero
de variables independientes del problema, donde un “1” indica la presencia de la
variable en esa posiciéon y “0” en otro caso. Por ejemplo, en un problema con 7
variables independientes, la cadena “1001011” indica que inicamente las variables
1,4, 6 y 7 seran consideradas durante el entrenamiento. Ademaés de la determinacién
de estos parametros, se agregan la probabilidad de cruzamiento y la probabilidad
de mutacién, tomando en cuenta la metodologia presentada en el capitulo 2. La
agregacién de estos ultimos pardmetros convierte al AG en una variante auto-
adaptable con lo cual se evita sesgo en la fijacién de estos valores.

Otra variante importante que se emplea en esta Tesis es el uso de un AG no con-
vencional, a saber el AGV que, como ya se ha dicho, emplea un tipo de cruzamiento
anular, selecciéon determinista y mutacion uniforme. Este punto es importante, ya
que se ha probado estadisticamente [71] que el uso de estrategias genéticas conven-
cionales resultan menos favorable en la solucién de problemas de optimizacion.

Finalmente, a diferencia de otras aproximaciones, en este trabajo doctoral si se
toma en cuenta el rango de valores que pueden tomar estos parametros y que
estd determinado por el nimero de bits en la codificacién empleada; en particular,
el empleo de codificaciéon de punto fijo. De esta manera, se define un rango de bits
empleado para el pardmetro C, ya que una determinacién inadecuada puede incidir
en el ajuste que pueda lograrse con el algoritmo. Al respecto, se propone emplear
los resultados del capitulo anterior, respaldados en la obtencién de coeficientes poli-
nomiales para definir un subconjunto de bisqueda adecuado para este parametro.
Cabe recordar que esto ultimo ha sido probado analiticamente inicamente con el
empleo de funciones kernel polinomiales, aunque podria extenderse a otro tipo de
funciones, siempre que sea posible definir de manera explicita los términos asoci-
ados a las variables de entrenamiento en la funcién de discriminacién de la MSV.
Este problema es materia de futura investigacion.

Con relacién a la funcion de adaptacién, se definieron dos propuestas. La primera
de ellas considera el porcentaje de buenas clasificaciones obtenidas por el algorit-
mo OSM sobre un subconjunto de prueba elegido en forma aleatoria. La segunda
propuesta también toma en cuenta esta medida de ajuste, pero derivada de la apli-
cacién de (k-FCV). Una de las ventajas al aplicar esta tltima propuesta consiste
en el empleo de todos los datos para la fase de entrenamiento y, por lo tanto, no se
desperdicia nada de informacién. Sin embargo, el costo de su utilizacion se da con el
aumento en el tiempo de entrenamiento. Los resultados derivados de la aplicacion
de ambos procedimientos se presentan en el siguiente capitulo.

En sintesis, la MCG que se propone para la especificacion de parametros y
seleccién de variables en MSVs se reduce a:

1) Definir el genoma para la representacién de los pardmetros: C, kP, P., Py, y

rs?
2) Generar una poblacién aleatoria inicial,

3) Evaluar la funcién de aptitud para cada individuo de la poblacién,

2Este pardmetro representa una cadena binaria y se usa para el mecanismo de seleccién de
variables que efectiia el AG, como se explicé anteriormente.
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4) Aplicar el Algoritmo Genético de Vasconcelos, junto con la variante autoa-
daptable,

5) Terminar si se cumple con el criterio para hacerlo, de lo contrario, regresar al
paso 3).

Las caracteristicas que resaltan en este algoritmo son: a) Codificacién de punto
fijo, b) El uso de una estrategia genética eficiente (AGV) y, b) El mecanismo de
autoadaptacién, donde P, y P,, se determinan durante el proceso evolutivo.

Finalmente, es importante senalar que esta metodologia es aplicable, en princi-
pio, con varios tipos de funciones kernel, pero se emplea el kernel polinomial con la
finalidad de definir un rango aceptable para el pardmetro C.

5.3. Ciriterio de Validacion Estadistica de Algorit-
mos de Clasificacién

Una contribucién adicional de este trabajo doctoral es el estudio de una pro-
puesta para la validacién estadistica de modelos de clasificaciéon binaria.

Se han sugerido en el pasado algunos métodos para abordar el problema de se-
leccion de modelos. Sin embargo, existe un amplio debate en la comunidad cientifica
del area de aprendizaje de maquina, con relacién al mejor método de comparacion
[93].

Por ejemplo, muchos investigadores consideran sélo algunos conjuntos de datos
como representativos y, con base en los resultados obtenidos sobre éstos, se decide
la efectividad de alguna metodologia en particular [56]. En otras ocasiones, se pro-
ponen una serie de problemas que, bajo ciertos criterios, se consideran complicados,
son generados de manera artificial y son empleados para comparar algoritmos de
aprendizaje [124] [86] [112]. Este tipo de comparativos tiene el efecto de demostrar
que alguna técnica en particular resulta exitosa en la solucién de tales problemas,
en comparacién con sus competidores. Sin embargo, bajo esos criterios no existe
una garantia de que la estrategia ganadora realmente vaya a ser exitosa en un senti-
do amplio. Ademas, de acuerdo a los denominados “teoremas de no libre almuerzo”
(No free lunch theorems) para optimizacién [138], resulta claro que el hecho de que
un algoritmo que funciona bien en un conjunto limitado de funciones no garantiza,
en forma alguna, que sea competitivo en un conjunto diferente de problemas.

De manera alternativa, se han propuesto metodologias estadisticas para la com-
paracién de algoritmos de aprendizaje. Por ejemplo, en [60] se plantea el uso de
una técnica conocida como 10-FCV estratificada como solucién a este problema.
Mientras tanto, en [21] se presenta una taxonomia sobre una serie de preguntas
estadisticas, pero el enfoque se emplea sélo para el caso de problemas con dominio
simple, donde los algoritmos de aprendizaje se comparan con datos para un solo
problema que, usualmente, cuentan con datos limitados.

En esta Tesis se considera el caso de problemas con miultiples dominios, donde
dos algoritmos de aprendizaje se comparan con més de un conjunto de datos (casos)
que tienen su origen en fuentes distintas. La determinacién de la superioridad de
un modelo basando su comparacién en problemas con multiples dominios es, tal
vez, la cuestion mas dificil y fundamental en el drea de aprendizaje de maquina
[21]. En esta Tesis se propone el uso de criterios estadisticos para atacar este pro-
blema. No obstante, se reconoce su enorme complejidad problema y, por ello, no es
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posible argumentar que el método que se propone ofrecera conclusiones de validez
universal, tampoco que el conjunto de casos, que (tedricamente) representa a un
numero infinito de problemas de este tipo, resulta ser necesariamente la mejor
eleccién posible. Atn asi, en esta Tesis doctoral se decidi6é trabajar en el caso
de multiples dominios, ya que se busca en forma objetiva, probar la robustez del
modelo genético de clasificaciéon al evaluar su eficiencia y eficacia sobre la base
de conjuntos de problemas que sean grandes, estadisticamente acotados y con el
menor sesgo posible en su construccién; en lugar de probarlos sobre un simple y
limitado dominio, como es generalmente el caso. Esta propuesta comienza con el
reconocimiento de que, para establecer condiciones estadisticas de validacién, ge-
neralmente se requiere informacién suficiente. Desafortunadamente, contar con un
nimero abundante de problemas de clasificacién con el que puedan hacerse ejerci-
cios de este tipo no es tarea facil; ademds, existe la opcién de generar problemas
de manera artificial pero, en ese caso, el criterio del investigador es decisivo. Por lo
tanto, hay dos cuestiones directamente relacionadas para verificar la validez de este
método: a) la generacién automética y no sesgada de problemas de clasificacién y
b) la comprobacién estadistica.

Para abordar la primera cuestion, se propone una metodologia para generar un
numero determinado de problemas en forma automatica, donde la forma de asignar
valores a las variables dependientes e independientes no depende del criterio del
investigador, sino que se lleva a cabo empleando funciones de Walsh y Rademaker.
De esta manera, se tiene un método no sesgado para generar problemas multivaria-
dos de clasificacién binaria. No obstante, debe decidirse la forma en que se elegiran
el nimero de variables independientes, el nimero de observaciones, asi como el
nimero de casos de estudio a ser generados.

La dificultad de definir el nimero de variables y el tamafio de los conjuntos es
enorme, debido a la infinidad de posibilidades que se tiene. Por ello, se sugiere un
criterio aleatorio para establecer un limite para ambas variables y definir los rangos
correspondientes en cada problema, lo cual sigue siendo limitado, pero mucho menos
que elegir un conjunto de funciones arbitrario.

Con relacién al nimero de conjuntos de entrenamiento, donde también se re-
conoce que el numero de casos que pueden ser considerados se extiende al infinito,
pues aun cuando el nimero de variables independientes fuera limitado, los valores
reales que pueden tomar estas variables -discretos y/o continuos- y sus combi-
naciones son innumerables. Ademds, también tendrian que considerarse todas las
posibles combinaciones de valores de salida que cada uno de estos conjuntos de
datos podria tomar. Para abordar este problema, se propone el uso de la siguiente
férmula para determinar el nimero de casos de clasificacién que deben ser generados
para el andlisis [79]:

(5.2)

La expresién anterior es comtinmente empleada en estudios de muestreo para la
estimacién de tamano de muestra para poblaciones infinitas. El valor de e se conoce
como error de muestreo y determina la precision, es decir, refleja en que medida el
promedio de la variable real de la poblacion se aleja de la media obtenida a partir
de la muestra. El valor de z es el percentil para un (1 — «) por ciento de confianza
de una distribucién normal y s? es la varianza.

Ahora que se cuenta con un criterio para definir el nimero de conjuntos de
entrenamiento, falta definir la forma en que se realiza la validacién estadistica. En
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esta Tesis se propone el uso de pruebas de hipdtesis estadisticas para la diferencia
de medias de los ajustes obtenidos con cada técnica. Para definir la efectividad de
la prueba, se presentan dos alternativas:

a)

Prueba t-pareada (PtP). En la comparacién de dos métodos de aprendizaje,
las observaciones se consideran pareadas. Entonces, se toman las diferencias
W, =Y, —Z;, i=1,....,n (Y y Z representan dos muestras sometidas a
comparacién) para la prueba de hipétesis Hy : W = 0. Por lo tanto, cuando
W; puede considerarse una observacién derivada de una distribucién normal,

entonces:

W — _
W= (1 = p2) (5.3)
s{W}
que tiene una distribucién ¢ con n — 1 grados de libertad, donde i, o
son las medias respectivas de ambas poblaciones, W = % N {W} =
T\ 2
nZWoW) g

n—1

Prueba de Permutacién (PP). La idea de esta prueba fue introducida por
primera vez por R. A. Fisher en la década de los 30’s [24] con la intencién de
dar argumentos tedricos en favor de la prueba ¢ de Student. Con esta prueba
es posible efectuar contrastes de Hipdtesis entre dos muestra independientes
tomadas de dos distribuciones, es decir, supéngase que Y1, ...,Yn YV 21, - - -5 Zm
dos muestra extraidas de las poblaciones F y G, respectivamente. Una vez
observadas estas dos muestras, se desea probar la hipdtesis nula Hy de que
no hay diferencia entre las poblaciones F y G, es decir, Hy : F' = G. La
prueba de hipétesis comienza con un estadistico de prueba 0. El estadistico
que se usa en esta Tesis es la diferencia de promedios entre los ajustes de las
dos poblaciones; esto es, 6=z— 7 (es decir, la diferencia en los promedios
de ambas muestras), donde se considerard que la hipdtesis nula es falsa para
valores grandes de 6. Una vez observado el valor de é, el nivel de significancia
alcanzado de la prueba (NSA), que denota la probabilidad de observar al
menos ese valor alto para el estadistico de prueba [24]:

NSA= PTObHo{é*Zé} (54)

lo que significa que mientras mas pequeno sea el valor de NSA, mayor sera la
evidencia en contra de Hy. 6* es la distribucién de la hipétesis nula, es decir,
la distribucién 6 si Hy es verdadera. En la préctica el valor de NSA es un es-
tadistico de prueba que se usa para decidir acerca de la validez de la hipdtesis
nula, con base en ciertas convenciones. De manera més formal, se elige un val-
or de « (umbral) y se toma la decisién de rechazar Hy si NSA es menor que
este valor®. La prueba de permutacién de Fisher es una manera ingeniosa de
estimar NSA para la hipétesis F' = G. El procedimiento se resume enseguida:

1. Elegir B vectores independientes g7, g5, ..., g5, donde cada vector con-
tiene n 2z’s y m y’s, cada una de las cuales es seleccionado aleatoriamente
de entre el conjunto de todos los CY posibles vectores.

2. Evaluar el estadistico ¢ correspondiente a cada vector de permutacion,
0* =5

3Generalmente se considera evidencia fuerte en contra de Hy para valores de NSA menores
que 0.05.
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3. Aproximar NSAperm por medio de N:S’Aperm =# {é* (b) > é} /B.

En los experimentos efectuados en esta Tesis, el niimero de permutaciones B se
determina como el nimero de iteraciones para el cual NSApe ., se estabiliza.

5.4. Maquina de Regresion Genética

La MCG fue disenada para la solucién de problemas de clasificacién binaria,
pero es posible extender su aplicacién a la soluciéon de problemas de regresién no
lineal. Esta nueva propuesta fue nombrada como Maquina de Regresién Genética
(MRG). La extensiéon mds importante para lograr esto, consiste en la introduccién
del pardmetro € de la funcién e-insensitiva dentro del cromosoma y de la introduc-
cién de una nueva propuesta para la funcién de adaptacién del AG, que consiste
en la minimizacién del error cuadratico medio. Estas modificaciones no afectan en
mucho la forma en que opera la MCG, pero eso no quiere decir que el problema
pueda resolverse de manera trivial, basta recordar que el problema de regresién es
mucho més complicado que el problema de clasificacién, pues se tienen que calibrar
al menos tres parametros para su solucién y el nimero de restricciones de la forma
dual es practicamente el doble.

Con la finalidad de medir la efectividad de esta estrategia en la seleccién de
los parametros y la soluciéon de estos problemas, se propuso su comparaciéon con
otras dos técnicas que han sido socorridas en la literatura en la solucién de este
problema. Se trata de la propuesta presentada por Cherkassky [14] y el empleo de
Validacion Cruzada.

En el primer método se sugiere el uso de C' = max (| + 30|, |y — 30y|) para el
calculo de C, es decir, con base en la media y la desviacién estandar de los valores
de salida del conjunto de entrenamiento. La expresién anterior es valida iinicamente
para funciones kernel de base radial y se deriva tomando en cuenta la funcién de
regresion construida por la MSV y las restricciones del problema dual en las que se
involucran los vectores de soporte y la constante C. Los detalles se encuentran en
[14].

El célculo de € se hace por medio de € x ﬁ7 donde o es la desviacién de ruido
del problema. No obstante, la expresion anterior sélo es recomendable cuando el
tamano de NN es chico, ya que de lo contrario se estiman valores para ¢ demasiado
pequenos. Dado este inconveniente, el autor sugiere el uso de la expresion alternati-

InN
N

empirica. El valor de o en la préactica puede ser estimado en esta aproximacién por
medio de la siguiente ecuacion:

va: € = 710 donde 7 es una constante que tiene que ser calibrada de manera

1

N
a2 =) (5.5)

=1

=

donde ¢ son los valores de salida obtenidos al estimar un polinomio de alto
orden. A lo largo de esta investigacion, se han probado varias metodologias para la
estimacién de este factor, como la aplicacién de la técnica de Polinomios Genéticos
Mutivariados (PGM), PM o MSV con kernel polinomial de grado elevado?.

4En esta aproximacién se definen valores arbitrarios para la MSV.
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Es importante sefialar que a pesar de la estimacién de C y ¢, resta la cali-
bracién del pardmetro kP de la funcién de base radial. Esta calibracion se llevo a
cabo sugiriendo algunos valores predeterminados o seleccionados usando validacién
cruzada. Para la determinacién de estos parametros empleando CV, se propone un
conjunto de valores para cada parametro, algunas veces seleccionados de manera
aleatoria en algun intervalo predefinido o simplemente propuesto bajo cierto criterio
de separacién entre ellos.

En el siguiente capitulo se analizan de manera experimental estas tres propues-
tas y, con base en los resultados, se evaliian las ventajas y/o desventajas de cada
una de ellas.
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Capitulo 6

Experimentos y Analisis de
Resultados

En este capitulo se describen los experimentos efectuados a lo largo de esta
investigaciéon doctoral, en los cuales se abordaron dos tipos de problemas: clasifi-
cacién de patrones y regresién no lineal. Como el objetivo primordial durante este
proceso ha sido la busqueda de una estrategia que ayude en la seleccion 6ptima de
parametros en MSV, particularmente el pardmetro de regularizacién C, se abordan
de manera empirica las estrategias presentadas en los Capitulos 4 y 5, que han
contribuido de manera directa e indirecta en la bisqueda de este objetivo. Tam-
bién se describen los detalles de la experimentacion y las pruebas estadisticas -y no
estadisticas- de validacién en cada caso.

6.1. Aproximacion Polinomial Minimax y
Maquina de Soporte Vectorial: Evidencia
empirica

En el Capitulo 4 se describe la forma en que es posible obtener funciones de
discriminacién equivalentes a partir de dos estrategias de clasificacion que operan
bajo principios diferentes. El elemento esencial de este hecho se basa en la construc-
cion de clasificadores polinomiales en ambos casos y la relacién entre sus elementos
constituyentes (monomios). A continuacién se describen los resultados empiricos
derivados de la comparacion entre clasificadores polinomiales obtenidos con una
MSV y usando APM vy, enseguida, se describen algunos experimentos donde se
implementa el kernel polinomial MP.

6.1.1. Anadlisis de estructuras polinomiales con MSV y APM

En esta seccién se describen los experimentos efectuados para determinar si e-
xiste alguna semejanza entre una MSV entrenada con un kernel polinomial clasico
y un PGM [65], entrenado con la expresién (4.9). Los experimentos realizados para
este propdsito consistieron de dos problemas de regresién, con datos obtenidos del
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UCI Machine Learning Repository (UMLR)' y StatLib-Dataset Archive (Statlib)?.
El primer conjunto se abrevia con las siglas mpg y se refiere al problema de predecir
el rendimiento en consumo de combustible aplicado a varios modelos, considerando
7 caracterfsticas: 1) nimero de cilindros, 2) afio, 3) origen, 4) desplazamiento, 5)
caballos de fuerza, 6) peso y 7) aceleracién. El nimero de observaciones conside-
radas fue de 392. El otro conjunto de datos se abrevia como bodyfat obtenido de
Statlib y esta compuesto por ciertos estimados del porcentaje de grasa corporal,
medida en 252 hombres, que representa la variable dependiente. En este conjunto
se tienen 14 variables independientes, referentes basicamente a diferentes medidas
corporales. Los detalles de este experimento y sus resultados fueron reportados en
[69].

Se emplea la metodologia de PGMs, donde el método de APM se combina
con un AG para elegir sélo un subconjunto de monomios de la expresion final,
como funcién de clasificacién o regresion, segin sea el caso [65]. Los pardmetros
genéticos utilizados con esta aproximacién para el conjunto mpg fueron: P. igual
a 0.9, F, igual a 0.005, tamano de la poblacién N, igual a 50 individuos y 50
generaciones (V). Se emplearon los mismos pardmetros para el conjunto bodybat,
a excepcion de P, que se fijé en 1. El grado maximo permitido para cada variable
en ambos problemas fue de 2 y 1, respectivamente. El nimero de monomios que
se mantuvieron durante todo el entrenamiento fue de 20 para ambos conjuntos,
donde el AG tiene la funcién de elegir a los mejores de ellos de entre todos los
posibles monomios en la expresiéon (4.9), que depende del ntmero de variables
independientes y los grados permitidos para cada variable. Es importante senalar
que los valores de los pardametros se eligieron después de observar otras alternativas
que resultaron menos adecuadas en términos de ajuste.

Los pardametros € y C correspondientes a la MSV, fueron aproximados emple-
ando la metodologia propuesta por [14], donde se usaron polinomios de alto orden
para la estimacién de o, determinados a través de una MSV con un kernel polino-
mial de grado 5. Los grados del kernel polinomial se fijaron en funcién del mayor
nimero de expresiones monomiales que coincidian para ambas metodologias. Los
valores obtenidos fueron: C=0.62, p=2 y € = 0,0228 para mpg y de C=0.50, p=3 y
€ = 0,024 para bodyfat.

Los resultados demuestran que, para estos ejemplos particulares, el desempeno
de la MSV fue superior en ambos casos, comparando el ECM sobre los conjuntos
de entrenamiento (14.5 % para GMP contra 6.6 % para la MSV en mpg; 8 % contra
2.5% en bodyfat, respectivamente). Mds alld del ajuste obtenido, la contribucién
mas importante de este experimento consistié en encontrar una expresién explicita
para la funcién de regresién obtenida con la MSV, es decir, fue posible obtener de
manera explicita los coeficientes correspondientes de la expresion derivada del uso
de kernels polinomiales. De esta manera, es posible que el mejor ajuste de la MSV
se lograra a expensas de emplear un mayor nimero de términos en la expresién
polinomial final.

Finalmente, aunque se sabia de antemano que habia una disparidad, no sélo
en el nimero de términos de las expresiones polinomiales derivadas de ambas
metodologias, sino también en el grado de las variables en sus respectivos monomios,
fue posible observar los términos que tenian mas peso en cada caso al observar la
magnitud y signo de sus coeficientes, véase [69].

Thttp://www.ics.uci.edu/ mlearn/MLRepository.html.
2http://lib.stat.cmu.edu/datasets/.
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Cabe senalar que los experimentos fueron efectuados usando el software LIB-
SVM v-2.8 [12]? tanto para el entrenamiento de la MSV, como para la estimacién
de o.

Estos ejercicios marcaron la pauta de un resultado todavia més importante en
esta Tesis y es el hecho de poder emplear kernels polinomiales como funcién de
aproximacién en la metodologia de APM, pero también de poder usar la expresién
(4.9) como un kernel polinomial que contiene a todos los monomios posibles para
el grado seleccionado y, por lo tanto, como un kernel valido que pudiera ser usado
en el entrenamiento de MSV (o en otros métodos de kernel), como fue demostrado
en el Capitulo 4.

6.1.2. Kernel Polinomial MP

En esta seccion se muestran los resultados obtenidos con la implementacion
del KP-MP en la solucién de problemas de clasificacién y regresién con MSV. Los
experimentos y resultados fueron reportados en [82], donde se muestra que con este
nuevo kernel es posible obtener errores de clasificacién y regresion comparables a los
obtenidos con funciones kernel polinomiales y de base radial, es decir, los kernels
mas populares en la literatura y que han resultado muy efectivos en multiples
aplicaciones. Los datos de clasificacion empleados en este andlisis fueron tomados
de UMLR y se refieren a mediciones de diabetes efectuadas sobre un grupo de
mujeres descendientes de tribus de indios Pima. Las observaciones para regresién
también se refieren a casos de diabetes, pero la idea concierne el estudio de los
factores que afectan los patrones de dependencia de insulina en nifios®.

La validacion de los resultados se efectiio de manera estadistica en el caso de
clasificacién, empleando la prueba conocida como 5 X 2cv, que es una prueba t
pareada basada en 5 iteraciones de 2-FCV. Esta prueba fue propuesta en [21],
donde se explica con detalle su funcionamiento en la comparacién de modelos. La
calibracién de los parametros kP y C se efectud utilizando 10-FCV.

El problema de regresién fue validado usando el estadistico Press [104], que
se usa en la seleccion de modelos y se calcula sumando los cuadrados de los resi-
duales obtenidos a partir de N entrenamientos de la MSV, dejando una observacién
diferente en cada entrenamiento. Cada residual es obtenido como la diferencia entre
el valor estimado y el valor verdadero, correspondiente a esa observacion. Este
estadistico es cominmente empleado en la comparacién de modelos de regresién y
es equivalente al error obtenido con LoO-CV cuando se evalia el ECM. El error de
estimacién para cada funcién se determiné una vez que se eligieron los parametros
adecuados para cada kernel, el valor de € de la funcién e-insensitiva y el parametro
C. Estos valores fueron elegidos empleando la estrategia propuesta por [14], en el
caso en que se usé la KBR. La estimacion de o se efectio aplicando la metodologia
de APM [69], eligiendo el grado con el cual se obtuviera el menor valor para el
estadistico Press. El valor de € previamente estimado también fue usado en los
modelos con funciones kernel polinomiales, pero los grados de estos polinomios y el
valor del parametro C se calibraron empleando LoO-CV, donde el valor apropiado

3Este software se encuentra disponible en: http://www.csie.ntu.edu.tw/ cjlin/ LIBSVM /.
4Esta informacién puede descargarse en:
http://www.liacc.up.pt/ ltorgo/Regression/DataSets.html.

64



para C se escogi6 de entre el conjunto [1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1028]°,
como aquel con el menor valor para el estadistico Press.

El cuadro 6.1 resume los resultados de las pruebas de hipétesis para el problema,
de clasificacion, en donde se observa que no existe evidencia estadistica suficiente

en favor de ningin modelo y, por lo tanto, la implementacién del KP-MP, compite
con el KPC y la KBR tradicionales.

’ Prueba \ Est t \ Hip Nula ‘
KPC vs. KP-MP | -0.12 | No se rechaza
KPC vs. KBR 0.41 | No se rechaza

KP-MP vs. KBR | 0.41 No se rechaza

Cuadro 6.1: Resultados de la prueba t-pareada para la comparacién de ajustes de
clasificacién entre kernels polinomiales y de base radial.

En el caso de regresién, los parametros de la MSV fueron estimados usando
6-FCV. El Cuadro 6.2 muestra los valores del estadistico Press para cada uno
de los kernels, donde el KP-MP y el KPC presentan los mismos valores, siendo
ligeramente superados por el KBR. De igual forma, se muestran los errores LoO-
CV y un valor de R? calculado con el estadistico Press [104]. La R? indica el poder
de expresividad de la maquina de aprendizaje correspondiente, siendo el KBR el
que mejor desempeno obtuvo en este caso.

’ Modelo \ Press \ R? \ error LoO-CV ‘

KPC 14.4 | 0.34 0.34
KP-MP 14.5 | 0.33 0.34
KBR 12,5 | 0.43 0.29

Cuadro 6.2: Estadistico Press y error LoO-CV para la comparaciéon de ajustes de
regresion entre kernels polinomiales y de base radial.

La implementacion se llevé a cabo haciendo uso del software desarrollado por
[38]%, escrito en lenguaje Matlab. Fue necesario hacer unas modificaciones al cédigo
para la implementaciéon del KP-MP.

6.2. Seleccion Automatica de Parametros en
MSVs y Validacion Estadistica: Evidencia
empirica

6.2.1. MSVG

En esta primera estrategia se hace uso de AGs para el entrenamiento y codi-
ficacién del pardametro C en la MSV. La idea bésica consiste en incluir dentro del
genoma no sélo al parametro C, sino también a los multiplicadores de Lagrange que

5Esta propuesta se sugiere en: http://www.autonlab.org/tutorials/, aunque no deja de ser
arbitraria.
6Disponible en el sitio web: http://www.isis.ecs.soton.ac.uk/resources/svminfo/.
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permiten resolver el problema de optimizacién dual de una MSV en problemas de
clasificacién. Se aplicé la codificacién de punto fijo para la representacién y conver-
sién a valores reales de estas variables. Esta estrategia evolutiva estuvo sustentada
en el AGV, donde se usé la funcién objetivo del problema de optimizacién dual de
la MSV como criterio de aptitud para este algoritmo. El manejo de las restricciones
del planteamiento dual trae consigo una dificultad adicional, debido a que los AGs
fueron disenados inicialmente para la solucién de problemas de optimizacién no
restringida. Este inconveniente fue superado usando la estrategia de penalizacién
de la seccién 5.2.

Diferentes experimentos efectuados con este método demostraron su efectividad
en la solucién de problemas de clasificacién. Uno de ellos consistié en la solucién al
problema XOR (OR Exclusivo), ejemplo clésico de no linealidad de patrones, donde
se encontrd con relativa facilidad la solucién tedrica. Con relacién a los pardmetros
utilizados en esta aproximacién se establecié lo siguiente: a) en codificacién de
punto fijo se utilizd un bit para signo, uno para la parte entera y 20 para la parte
fraccionaria; b) se emplearon funciones kernel polinomiales con grados dos, tres
y cuatro; ¢) P, = 0,9 y P, = 0,05; d) N, = 200 individuos y; e) Ny = 200
generaciones en cada corrida. Los detalles y resultados fueron reportados en [66]
[68].

Los otros experimentos se efectuaron sobre conjuntos de datos que representan
problemas mas complicados que el XOR. Estos datos fueron tomados de UCI-MLR
y han sido utilizados ampliamente en la literatura para comparar métodos de clasi-
ficacién. El primer conjunto de datos se refiere a informacién de cancer de pulmén
(c-pulmén), problema de tres clases (tipos de cdncer) que originalmente tiene 27
observaciones y 56 atributos. Este conjunto fue enriquecido con mas informacién
empleando natural splines (NS) [26], para contar con 180 observaciones. El segundo
conjunto es conocido en la literatura como el problema de reconocimiento de vinos,
que cuenta con tres tipos de vino (3 clases) de una misma regién en Italia, para
un total de 178 observaciones -59 de la clase 1, 71 de la clase 2 y 48 de la clase 3-
con 13 atributos cada una. Se consideré un tercer conjunto tomado de UCI-MLR
conocido como Iris Plant Database (Iris), considerado quizds como el problema més
famoso de clasificacién de patrones en la literatura. Este conjunto también cuenta
con 4 atributos y 3 clases con 50 instancias cada una, donde cada clase se refiere a
un tipo diferente de iris de planta. Es importante senalar que uno de los atributos
es linealmente separable del resto.

Dos tipos de aplicaciones se efectuaron con esta informaciéon. En la primera
de ellas, se aplicaron las metodologias de uno-contra-todos y uno-contra-uno, pero
Unicamente se consideré la eficiencia obtenida en las clasificaciones binarias corres-
pondientes sobre conjuntos de prueba y entrenamiento. Es decir, inicamente se
tomaron en cuenta las predicciones promedio obtenidas en cada caso como criterio
de comparacién (con tasas superiores o cercanas al 90 %). Ademéds de los proble-
mas antes citados, también se efectuaron pruebas sobre un conjunto de clasificacién
binario generado de manera sintética, en donde se consider$ una combinacién com-
plicada de funciones trigonométricas y trascendentales, obteniéndose un error de
entrenamiento cercano a 98 % sobre el conjunto de entrenamiento y del 100 % sobre
el conjunto de prueba 7[67].

En la segunda aplicacién se traté con el problema de clasificacién multi-clase,

7A excepcién del problema XOR, en todos los experimentos se dividieron los conjuntos origi-
nales en un grupo de entrenamiento y uno de prueba, con una proporcién aproximada cercana al
70-75 %.
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donde se aprovecharon los mismos conjuntos comentados en el parrafo anterior, a
excepcién del problema artificial. Aqui también fueron usadas las metodologias de
uno-contra-todos y uno-contra-uno, pero esta vez se utilizaron criterios eficientes de
asignacion para cada clase y para medir la efectividad de la clasificacién multiple.
En el caso de uno-contra-todos se empled la estrategia de el ganador-toma-todo
(winner-takes-all) y en la metodologia de uno-contra-uno fue acompanada de la es-
trategia de voto-mayoritario (majority-voting-scheme). En la primera estrategia, se
construyen k clasificadores binarios (uno por clase) y cada nueva observacién (en el
conjunto de prueba) se asigna de acuerdo con el clasificador que mejor ajuste arroje
(Figura 6.1(a)). Para la segunda estrategia, se construyen k(k — 1)/2 clasificadores
binarios para las k clases (k=3 en los conjuntos considerados) y la clasificacién de
nuevas observaciones se efectiia conforme a la clase que mayores votos obtenga,
esto es, dada una nueva observacién z;, la clase [ gana un voto si el clasificador I,,
(clase [ vs. clase m) dice que x; pertenece a la clase [, de otra forma, se asigna un
voto a m; una vez que las k(k — 1)/2 emiten su voto, x; es asignada a la clase con
mayores votos (Figura 6.1(b)).

a) Meilodo de uno-contra-lodos con el cnleno delf ganadordoma-lodo

Figura 6.1: a) En esta estrategia, el punto naranja (nueva observacién) se asigna a
la clase 1, ya que ésta consigue el mayor nimero de votos (2), b) Si a(pz)>a(p1) y
a(p2)>a(ps3), entonces el punto naranja se asignara a la clase 2, a(.) significa ajuste.

Tomando en cuenta los ajustes sobre conjuntos de prueba se encontré que el
método de uno-contra-todos junto con la metodologia de el ganador-toma-todo se
comporté mejor en promedio con alrededor de 95 % contra aproximadamente 92 %
que obtuvo su competidora. Todos los entrenamientos se efectuaron con un kernel
de base radial Gaussiana con pardmetro o, = 2 y el valor de C se obtuvo de manera
automatica, donde se usé una codificaciéon de punto fijo, con 4 bits en la parte entera
v 20 en la parte fraccionaria. Los resultados de este ejercicio fueron presentados en
[70] y se muestran en el Cuadro 6.3.

A pesar de los buenos resultados obtenidos con esta aproximacion, se tiene el
inconveniente de que la funcién kernel se tiene que almacenar en una matriz o tiene
que ser computada en cada evaluacion de la funcién objetivo durante el proceso de
aprendizaje. La alternativa de computar la matriz hace el proceso de entrenamiento
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Problemas Ajuste Ajuste C
de Entrenamiento | de Prueba

uno-contra-uno

c-pulmén 99.3 96.7 4.17

vinos 96.0 92.9 13.67

iris 88.0 88.0 12.03
uno-contra-todos

c-pulmén 92.0 93.3 12.00

vinos 94.7 92.9 11.00

iris 97.6 100.0 12.01

Cuadro 6.3: Ajustes de la MSVG en problemas de clasificaciéon multiple con las
estrategias uno-contra-uno y uno-contra-todos.

mas rapido, pero sus dimensiones estan relacionadas directamente con el niimero
de observaciones en el conjunto de entrenamiento, provocando problemas de esta-
bilidad numérica para conjuntos grandes o simplemente la incapacidad de manejar
estas matrices cuando el nimero de observaciones es muy elevado. Ademaés, si tam-
bién se quisiera optimizar el pardametro de la funcién kernel de forma evolutiva, se
tendrian que computar las matrices correspondientes para cada parametro en el
espacio de busqueda del AG. La otra alternativa tiene el inconveniente de ser muy
lenta en el proceso de entrenamiento, ya que se tiene que computar el kernel cada
vez que se requiera evaluar la funcién de aptitud en el AG.

Por las razones anteriores, el siguiente paso en esta investigacién fue la busqueda
de una alternativa que permitiera superar estos contratiempos y que, al mismo
tiempo, pudiera aprovechar las ventajas que la estrategia genética presenta en la
calibracion de pardmetros en MSV, particularmente la exitosa aplicaciéon del AGV,
que hasta ahora ha resultado ser eficaz. En lo que resta de esta seccién, se muestra el
proceso seguido en la seccién 5.3.1 para desarrollar esa alternativa y la propuesta de
validacién estadistica al hacer comparativos con otras alternativas de aprendizaje
(seccién 5.3.2).

El software para la implementacion de estos experimentos fue desarrollado en
lenguaje FoxPro.

6.2.2. Generaciéon Automatica de Problemas de Clasifi-
cacion.

La fuente de informaciéon empleada para la validacién estadistica de problemas
de clasificacion se basé en la generacion automéatica de un nimero de casos que re-
sultaran estadisticamente significativos. Los pardmetros elegidos aqui fueron: nivel
confianza del 95 por ciento, a=0.05, error estandar del 5 por ciento, e=0.05, y
para la varianza se consider6 el peor de los casos de acuerdo al rango de valores
que pueden tomar las variables bajo prueba. Es decir, como las pruebas se hacen
sobre ajustes definidos como la proporcién de buenas clasificaciones en conjuntos
de prueba, su rango de valores se encuentra en el intervalo [0, 1]. Por tanto, el caso
extremo -con mayor varianza- se da cuando 50 % de las observaciones presenta un
ajuste de 0 y el resto un ajuste de 1. La varianza en este caso es de aproximada-
mente 0.25. La varianza maxima corresponde al peor de los casos y generalmente
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se usa cuando se desconoce de antemano el valor real de la varianza poblacional
para la variable en cuestién, como ocurre en esta Tesis. De esta manera, el tamano
de muestra que se obtuvo con este procedimiento fue de n = 400.

En los experimentos siguientes, se emplearon 400 problemas de clasificacion
multivariados generados a partir de funciones de Walsh y Rademaker. Los conjuntos
inicialmente generados fueron subdivididos a su vez en conjuntos de entrenamiento
y prueba, en una proporcién de 70 y 30 por ciento, respectivamente. La seleccién
de las observaciones en cada caso se realizé aleatoriamente.

El numero de observaciones y variables independientes también se determiné de
manera aleatoria, acotando los rangos de niimero de observaciones entre 50 y 400,
mientras que el rango para el nimero de variables independientes fue de 2 a 6. La
distribucién de los respectivos tamanos se presenta en la tabla siguiente:

’ Variables \ Niimero \ % ‘

2 107 26.8
3 88 22.0
4 95 23.8
5 75 18.8
6 35 8.8

Cuadro 6.4: Distribuciéon de problemas de clasificacién de acuerdo al niimero de
variables independientes.

La implementacién se hizo con cédigo propio desarrollado en lenguaje Matlab.
Los resultados se reportan en [83].

En los siguientes cuatro apartados se hace uso de estos conjuntos de datos en
el entrenamiento y validacién de problemas de clasificacién binaria.

6.2.3. Determinacién de cotas inferiores para el parametro
C usando APM

Una vez construidos los conjuntos de entrenamiento y prueba para los 400
problemas de clasificacién binaria generados automaéaticamente, el siguiente paso
consistié en la estimacién de 400 valores (uno por cada problema) que pudieran ser
usados como cotas inferiores para el parametro C en MSVs.

Lo primero que se hizo en esta estimacion consistié en la implementaciéon de un
KPC como parte de la metodologia de APM®. Con esta implementacién fue posible
asegurar que se tuvieran estructuras funcionales idénticas entre esta metodologia
y una MSV entrenada con el mismo tipo de kernel. En la préactica, y como sucede
cuando se entrenan MSVs, fue necesario especificar el grado del kernel polinomial a
ser usado durante la fase de entrenamiento y prueba. Este punto es muy importante,
ya que el nimero de monomios en la expansién polinomial resultante depende de
su grado y, por lo tanto, repercute directamente en la determinacién de la cota
inferior para C, pues ésta es construida con los coeficientes correspondientes. De
esta manera, la cota estimada podria ser usada en MSVs sélo con polinomios de ese
mismo grado y, como se verd mas adelante, de grados inferiores. Ademds, este hecho

) 8Esta implementacién fue realizada con software desarrollado en lenguaje FoxPro por el Dr.
Angel Kuri Morales.
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impone restricciones al conjunto de biisqueda que tendria el AG para la seleccién
automatica del grado del polinomio en MSV.

’ Modelo \ Min \ Q1 \ Mediana \ Media \ Q3 \ Max \ DE ‘
APM1 0.2593 | 0.4490 0.4921 0.4954 | 0.5418 | 0.7576 | 0.0741
APM2 0.2174 | 0.4583 0.5000 0.5007 | 0.5455 | 0.7143 | 0.0713
APM3 0.2174 | 0.4556 0.5000 0.4994 | 0.5429 | 0.7500 | 0.0741

Cuadro 6.5: Estadisticas descriptivas para los ajustes de diferentes grados de kernel
polinomiales, usando el método de APM.

La decisién que se tomo en esta fase de experimentacién fue la eleccién de tres
grados de polinomio, a saber: 1, 2 y 3. Por lo tanto, se entrenaron 400 problemas
con un polinomio lineal, 400 con uno cuadrético y 400 mas con uno cibico. Por su
parte, esta seleccién significé la obtencién de 3 conjuntos de 400 cotas inferiores de
C, al seguir la metodologfa propuesta en el aparatado 4.2.2.

La precisién obtenida con cada grado de polinomio fue medida como el nimero
de predicciones correctas efectuadas por el clasificador en el conjunto de prueba. En
el Cuadro 6.5 se muestran las principales estadisticas para los ajustes en cada caso y
se observa que la prediccién echa por medio de estos polinomios es de practicamente
el 50 % en promedio en los tres casos. El valor mdximo de clasificacién se alcanza
empleando polinomios de grado uno y tres, con valores alrededor del 75 %, mientras
que el valor minimo cercano al 21 % se obtiene con polinomios de grado dos y tres.
Si bien la media de los estimadores es practicamente la misma para los tres grados
de polinomio, la distribucién de los valores con ajustes iguales o superiores al 50 %
se da en polinomios cuadréticos y ctbicos, con 48.5 y 47.5 %, respectivamente. La
desviacién esténdar (DE) es similar en los tres casos y se ubica alrededor de 0.07.
El rango inter-cuantil (IQR = @3 — Q1) es cercano a 0.09 en los tres casos, lo que
indica que la distribucién esta altamente concentrada o, en otras palabras, que hay
una dispersion estadistica baja. Enseguida se muestra graficamente la distribucién
de los valores de clasificacién obtenidos (Figura 6.2).
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Figura 6.2: Histogramas de las predicciones obtenidas con APM.

Atun cuando el anélisis descriptivo permite conocer la distribucién de las vari-
ables de respuesta, no es posible establecer conclusiones con relacién a que modelo
resulté mas conveniente en la clasificacién de los conjuntos en cuestiéon. Para inda-
gar con mas detalle sobre este asunto, se efectio otro tipo de andlisis empleando
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curvas ROC(Receiver Operating Characteristic) [27], asi como una serie de pruebas
de hipétesis estadisticas.

La comparacién sobre que grado polinomial es mas adecuado para un pro-
blema especifico se podria efectuar empleando una curva ROC, construyendo la
envolvente convexa correspondiente [27]. Sin embargo, este procedimiento resulta
impréctico para estos experimentos ya que, de hacerlo, implicaria la construcciéon
de 400 graficas de este tipo (una por cada problema). En su lugar, se calcularon
la tasa de positivos falsos (tpf) y la tasa de positivos verdaderos (tpv) [27], para
todos los problemas involucrados en el andlisis y se graficaron de acuerdo al grado
polinomial empleado en cada caso. Los resultados se muestran en la Figura 6.3.
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Figura 6.3: Sensitividad vs especificidad para los problemas de clasificacién entre-
nados con diferentes grados de kernel polinomial.

La linea de 45° de la Figura 6.3 indica el ajuste que se obtendria con un clasi-
ficador aleatorio, por lo que puntos que se encuentran por debajo de este nivel se
consideran peores y los puntos por encima mejores a los obtenidos por este clasifi-
cador. El punto situado en el extremo superior izquierdo (0,1), representa el mejor
de los mundos para una funcién de clasificacién binaria. A partir de estos resulta-
dos se encontré que el 39.8% de los problemas analizados con un kernel de grado
1 presentaron un poder de clasificacion inferior al que se obtendria de la aplicacién
de un clasificador aleatorio, ya que ese es el porcentaje de puntos que se encuentran
por debajo de la linea de 45 grados. Para el caso de polinomios de segundo y tercer
grado, estos porcentajes son del 43.5 y 47 por ciento, respectivamente. La grafica
anterior muestra informacién relevante relacionada con el poder de clasificacién de
cada modelo, sin embargo, tampoco es posible concluir en favor de un grado en
particular.

A efecto de tratar de validar si es que realmente existe alguna diferencia sig-
nificativa entre los clasificadores obtenidos con distintos grados polinomiales, se
procedié a efectuar pruebas de hipotesis estadisticas bajo la hipdtesis nula de que
no existe diferencia entre el valor promedio de los ajustes de dos modelos distintos,
para lo cual se efectuaron dos tipos de prueba. En el primer caso se utilizé una PtP,
considerando las combinaciones de los tres clasificadores utilizados (p; vspa, p1vsps
y p2 vs p3). En todas las pruebas se consideré un nivel de confianza del 95 %. La
variable de prueba fue el ajuste obtenido por los clasificadores sobre conjuntos de
prueba. Los resultados se resumen en la segunda y tercera columnas del Cuadro 6.6,
donde se muestran los valores del estadistico ¢ y los valores — p correspondientes.

Como puede observarse, en ninguna de las tres pruebas se encuentra evidencia
estadistica suficiente en favor de alguno de los clasificadores, es decir, en ningtin caso
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Hip Nula \ Hip Alt \ t valor-p PP

p1—p2=0| Py —p2 <0 | -1.1487 | 0.1257 | 0.0965
p1—p3=0 | p1 —p3 <0 | -0.8241 | 0.2052 0.1753
Po—pP3=0 | pa —p3 <0 | 0.2624 | 0.6034 | 0.62025

Cuadro 6.6: Resultados de la prueba t-pareada y de Permutacion para la compara-
cién de ajustes con diferentes grados de kernels polinomiales.

se rechaza la hipdtesis nula de que la diferencia entre los ajustes de los clasificadores
respectivos es igual a cero.

La prueba t se utilizé bajo la premisa de que los valores bajo prueba siguen una
distribucién normal, como se sugiere en la literatura [104] cuando se cuenta con un
nimero suficiente de puntos, en general mayor de 30 puntos. Para estar seguros de
esta situacién se efectuaron dos tipos de pruebas de normalidad para los valores
de ajuste: la construccién de graficos Cuantil-Cuantil® (gréficos-CC) y la prueba
Shapiro Wilks [104]. Las Figura 6.4 muestra los graficos-CC correspondientes.
Grafico-CC: Ajuste Kernel cibico

Grafico-CC: Ajuste Kernel lineal Grafico-CC: Ajuste Kernel cuadratico
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Figura 6.4: Graficos-CC como prueba de normalidad para los ajustes con diferentes
grados de kernels polinomiales.

La observacidon de las gréaficas anteriores muestra que en las colas de la distribu-
cién hay bastantes puntos que se alejan de la linea de 45 grados, lo que hace dudar
acerca de si realmente es posible suponer una distribuciéon normal de los datos. Una
prueba de normalidad adicional, la prueba Shapiro- Wilks, confirma que no es posi-
ble suponer una distribucién normal (Cuadro 6.7), ya que los valores —p obtenidos
asi lo indican.

’ Clasificador \ Estadistico SW \ valor-p ‘

1 0.9907 0.0129500
2 0.9851 0.0003981
3 0.9851 0.0003981

Cuadro 6.7: Prueba Shapiro- Wilks para probar normalidad en los ajustes obtenidos
con diferentes grados de kernel polinomiales.

Se utiliz6 la prueba de Permutacién (PP) como alternativa para efectuar pruebas

9QQ-plots.
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de hipoétesis estadisticas, en donde no se considera ningin supuesto de distribuciéon
y con la cual también es posible efectuar pruebas pareadas. En esta prueba se
emplean estadisticos ¢t que son estimados a partir de permutaciones de los datos
originales y en los que no se considera en absoluto la distribuciéon de los mismos.
Las hipdtesis nulas y alternativas son las mismas a las empleadas para el caso del
estadistico ¢ y el nimero de permutaciones que se utilizé en cada caso fue de 3000.
Este nimero se justifica observando como el valor — p de la prueba se estabiliza
conforme aumenta el nimero de iteraciones (Figura 6.5). De hecho, se nota que
hubiera sido suficiente con menos iteraciones para obtener estimadores similares,
pero como el tiempo de cémputo no es significativo para este tipo de pruebas en
la actualidad'® se consideran al menos este nimero de iteraciones a lo largo de
esta Tesis. Una excelente exposicién de este tema se puede encontrar en [24]. Los
resultados de la aplicacién de esta prueba se ilustran en la columna 5 del Cuadro
6.8.

’ Hip Nula \ Hip Alt \ t \ valor-p \ PP ‘
Pp1—P2=0 | pp —pP2 <0 | -1.1487 | 0.1257 | 0.01000
pr—p3=0 | pr —p3 <0 |-0.8241 | 0.2052 | 0.1913
Po—pP3=0 | po—p3 <0 | 0.2624 | 0.6034 0.6050

Cuadro 6.8: Resultados de la prueba t-pareada y de Permutacién para la compara-
cién de ajustes con diferentes grados de kernel polinomiales.
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Figura 6.5: Estabilidad del valor-p en la Prueba de Permutacién como criterio para
evaluar el niimero de submuestreos (B) apropiados.

Los estadisticos obtenidos en la prueba de Permutacién confirman los resultados
previamente observados con la PtP en el sentido de que no es posible concluir en
el 95% de las ocasiones que el ajuste logrado con una funcién de clasificacién sea
superior a otra. Cabe senalar que a pesar de que las pruebas de normalidad fueron
claramente rechazadas, la PtP resulté ser robusta en la comparaciéon de los ajustes
correspondientes obtenidos con cada kernel polinomial.

Finalmente, al contar con tres cotas distintas para cada conjunto de clasificacion,
se eligié la mayor de ellas en cada caso para ser empleado posteriormente en la
definicién de un rango para C en el entrenamiento de MSV con algoritmos genéticos
y como una aproximacién en el entrenamiento de MSV sin el empleo de AGs. Esta

10Dados los recursos de cémputo con los que se cuenta en nuestros dias, el tiempo ya no es
problema como lo era cuando se descubrieron este tipo de técnicas.
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decisién estuvo basada en el hecho de que el AG explorard entre tres alternativas de
grados polinomiales y, por ello, debe contar con un rango que resulte representativo
para los tres casos. Los resultados se reportan en [83].

6.2.4. MSV

En este apartado se detalla la forma en que se entrenaron los mismos 400 casos
de la seccién anterior, pero empleando una MSV con una funcién de kernel polino-
mial. La idea de esta estrategia consiste en poder comparar los resultados derivados
de ambos ejercicios.

El entrenamiento con la MSV se realizé utilizando 20 valores de C (10 por de-
bajo del limite definido por el APM y 10 por encima, manteniendo una distancia
constante entre ellos) para cada problema y para cada grado polinomial, una es-
pecie de validacion cruzada, pero los ajustes se determinaron con base en el error
sobre conjuntos de prueba. Los valores éptimos para C y el pardmetro del kernel
polinomial fueron aquellos para los cuales se obtuvo el menor error de prueba. De
esta manera, los mejores ajustes fueron los correspondientes a estos parametros y
fueron utilizados para comparar esta metodologia y la de APM. En este tiltimo caso,
también se eligieron los mejores ajustes de entre todos los obtenidos con diferentes
grados polinomiales. La grafica 6.6(a) resume las estadisticas de ambos conjuntos
Optimos y permite visualizar las diferencias obtenidas.

a) Grafico de Caja: APM y b) valor-p: APM y MSV
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Figura 6.6: (a) Gréfico de caja correspondiente a los ajustes obtenidos con APM y
MSVs, (b) Estabilidad del valor-p en la Prueba de Permutacién como criterio para
evaluar el niimero de submuestreos (B) apropiados.

A partir de ahora, el desempeno de los algoritmos de aprendizaje se medira con
relacién al desempeno de la MSV para cada problema. Estas comparaciones
pareadas son consistentes con las pruebas estadisticas pareadas usadas con los al-
goritmos de clasificacién que se emplean aqui. La eleccién de la MSV se debe a su
probadas caracteristicas tedricas, su capacidad de resolver diversos tipos de pro-
blemas y su éxito en la solucién de gran cantidad de problemas practicos [6][116][18]
[95] [9][20].

Por lo tanto, en la Figura 6.8 se muestran las estadisticas de los ajustes del
método APM relativas a la MSV (con Graficos de caja). Se puede apreciar que el
ajuste relativo de APM es muy similar al obtenido con la MSV. Sin embargo, para
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poder establecer conclusiones vélidas se requiere efectuar las pruebas de hipdtesis
correspondientes.

Una prueba de hipétesis para estas diferencias se encuentra en la fila 1 del
Cuadro 6.10, donde la PtP y la PP indican que es posible desechar la hipétesis
nula de que no existe diferencia entre los ajustes promedio de ambos conjuntos. La
evidencia estadistica va en favor de la hipdtesis alternativa, es decir, existe evidencia
con un 95 % de confianza de que el ajuste con MSV es superior al de APM. Para la
prueba de Permutacién se ejecutaron B=7000 submuestreos (véase Figura 6.6(b)).

Con relacién a los diferentes valores de C, se eligieron 3 de ellos de entre los
20 analizados previamente: el menor de ellos, el mayor y el estimado por el APM.
Se efectuaron comparaciones entre los errores de prueba obtenidos, pero no se en-
contré evidencia estadistica suficiente en favor de alguno en particular. El software
empleado para los entrenamientos con la MSV fue LIBSVM?!! [12], usando la in-
terfase para Matlab. Los resultados se reportan en [83]. Conviene adelantar que
en los experimentos que se describen mas adelante también se empleo este mismo
software en los casos en los que se emplean MSVs.

6.2.5. Meétodo Grid

El método Grid es una técnica cominmente sugerida para la estimacién de
parametros en MSVs. Esta consiste en proponer una serie de pares ordenados de
pardmetros (en el caso en que se desean optimizar dos de ellos, por ejemplo C
y kP) y seleccionando el par con el cual se obtiene el menor error, después de
la aplicacién de validacién cruzada [49]. En los experimentos efectuados con esta
técnica, se usaron dos tipos de funciones kernel: un KPC y un KBR.

Kernel polinomial

Los experimentos efectuados en esta fase fueron los mismos de la seccién anteri-
or. Es decir, se eligieron los mismos 20 valores de C para el entrenamiento de estos
conjuntos, pero ahora el error de prueba se midié por medio de validacién cruzada.
De esta manera, los valores 6ptimos para este parametro y para el grado polino-
mial se obtuvieron después de la aplicacién de 10-FCV. En adelante, se usara la
abreviacién GRID-P para hacer referencia a este método.

El mejor ajuste para cada problema también fue elegido bajo este criterio,
obteniéndose un conjunto con los mejores 400 ajustes obtenidos con este méto-
do. Los resultados se utilizaron para otras comparaciones. La primera de ellas se
hizo contra el mejor ajuste de APM y la segunda en contra de la MSV. El criterio
de comparacion se repitié y los resultados de las pruebas de contraste estadistico
se encuentran en las filas 2 y 3 del Cuadro 6.10, respectivamente. El ejercicio se
implementé usando la interfase para Matlab de LIBSVM [12].

En primera instancia, en estas pruebas se observa que la aplicaciéon de 10-FCV en
lugar de mejorar el ajuste promedio de la MSV, lo empeora, ya que la comparacién
entre estas dos metodologias favorece estadisticamente a la MSV con un 95% de
confianza. Considerando la comparacion entre el APM y GRID-P, se encontré que el
ajuste promedio de ambas es comparable y no existe diferencia significativa en favor
de alguno de ellos. En el grifico de caja de la Figura 6.7(b) se aprecia graficamente

HCabe sefialar que el mismo ejercicio se desarrollo usando el software [11] desarrollado en
Matlab para plataforma LINUX, el cual se encuentra disponible en:
http://theoval.sys.uea.ac.uk/ gec/svm/toolbox/.
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a) GRID-P vs. APM b) Gréfico de caja; APM, MSV y ¢) GRID-P vs. MSV
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Figura 6.7: a) Estabilidad de la PP para la prueba entre APM y GRID-P, con
B=3000 permutaciones, b) Distribucién de los mejores ajustes para APM, MSV y
GRID-P, c¢) y Estabilidad de la PP para la prueba entre la MSV y GRID-P, con
B=3000 permutaciones.

la superioridad de la MSV sobre sus competidoras en términos de ajuste promedio.
Sin embargo, también se aprecia en esa figura que el método GRID-P resulté ser
més robusto, pues aunque su ajuste promedio es inferior, también su desviacién
estdndar lo es (0.037), de hecho, es inferior a la que presentan la APM (0.058) y
la MSV (0.057). Las pruebas de contraste estadistico nuevamente fueron la PtP y
la PP, cuyos valores también se encuentran en las filas 2 y 3 del Cuadro 6.10. Por
su parte, las Figuras 6.7(a) y 6.7(c) contienen la evolucién del valor-p para la PP,
donde es importante notar que para la prueba entre MSV ws. GRID-P, este valor
permanece constante e igual a 0, lo que evidencia como la PtP nuevamente resulta
ser bastante robusta. Estos resultados se reportan en [83].

Kernel de base radial

Los mismos experimentos de la seccidon anterior fueron implementados aqui,
pero ahora se usé6 un KBR y una particion mas fina para los valores de C a ser
considerados (con 30 valores de C). De igual forma, se usé el mismo rango para el
parametro C obtenido con el kernel polinomial, debido a que no se cuenta con un
criterio que permita definir de antemano ese rango cuando se emplean funciones de
base radial. Por tanto, se eligieron los 30 valores de C, 15 de ellos considerados por
debajo de la cota definida anteriormente para cada problema y 15 por encima de
ella, manteniendo una distancia constante entre ellos. Para el caso del pardmetro
del KBR, se aplic6 el mismo criterio, al tomar 30 valores distintos para este valor
comenzando con 0.1 y con una separacion constante de 0.1 para cada uno de ellos.
Nuevamente, el error de prueba se midié usando 5-FCV. En esta Tesis, este método
se abrevia por GRID-R.

Los resultados obtenidos fueron comparados con los arrojados por la MSV. No
se encontré evidencia estadistica suficiente (con base en las pruebas PtP y PP) para
aceptar la hipétesis de que el ajuste promedio del método GRID-R sea superior al
reportado con la MSV. Los valores estadisticos correspondientes se encuentran en
la columna 4 del Cuadro 6.10 y los Gréficos de caja en la Figura 6.8.
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6.2.6. Otros Clasificadores

En esta seccién se muestran los resultados obtenidos al aplicar otros clasifi-
cadores binarios convencionales usando la muestra de 400 casos discutidos con
anterioridad. El objetivo con estos clasificadores es hacer comparaciones con las
alternativas propuestas anteriormente y con los métodos genéticos de la seccion
siguiente. En primera instancia, se consideré la aplicacién del método de Anélisis
de Discriminante Lineal (ADL), que se describe en [41]. El error de estimacién se
midié en dos formas: a) aplicando 10-FCV y b) usando los mismos conjuntos de
prueba previamente usados con los métodos APM y MSV. Dado que no se encon-
tré diferencia estadistica entre el error con CV y el obtenido con los conjuntos de
prueba y, puesto que las desviaciones estdndar fueron similares (0.1034 y 0.1070,
respectivamente), se mantuvo la primera aproximacién para futuras comparaciones.
Una prueba estadistica adicional (basada en los estadisticos PtP y PP) al comparar
el ajuste derivado del método ADL con la MSV y GRID-R, revelé que estos tlti-
mos clasificadores resultaron significativamente (los estadisticos de prueba fueron
21.1899 y 24.7629, respectivamente y los valores — p para la PP fueron igual a 0
en ambos casos).

Otro método usado en la comparacion fue el clasificador del vecino mds cercano
(1-NN) [41], donde se utilizé 10-FCV para la medicién del error de prueba. Las
pruebas estadisticas confirman que 1-NN y ADL compiten de manera similar, dado
que no se encontré evidencia suficiente en favor del ajuste promedio de alguno de
ellos en comparacién con el otro (los valores — p para la PtP y la PP fueron 0.0849
y 0.0849, respectivamente).

Dados los pobres resultados observados con la aplicacion de 1-NN y ADL, se
decidi6 aplicar el método de k vecinos mds cercanos (k-NN), donde &k (ntimero de
vecinos mds cercanos) se determina como aquel con el cuél se obtenga el menor error
de CV, entre 15 valores probados (de 1 a 15). Para la medicién de las distancias se
us6 la métrica euclidiana y el algoritmo se implementé en Matlab, donde la distancia
de cada punto a las k observaciones més cercanas se calculé de manera exhaustiva.
La asignacién de los puntos a cada una de las clases se efectué empleando el criterio
de wvoto-mayoritario en las clases de los k vecinos mas cercanos. Los resultados
fueron significativamente mejores a los obtenidos con ADL y 1-NN, similares al
método GRID-P, pero peores que la MSV y GRID-R, conforme a los resultados de
las pruebas PtP y PP. Los valores de las pruebas estadisticas en la comparacién con
la MSV y GRID-R se encuentran en las filas 5 y 6 del Cuadro 6.10, respectivamente.
Las principales estadisticas (representadas con Gréaficos de caja) de los ajustes para
APM, GRID-P, GRID-R, ADL, 1-NN y k-NN; relativos a la MSV, se muestran en la
Figura 6.8 (representados con graficos de caja). Todas las pruebas de Permutacién
implementadas resultaron estables con 3000 permutaciones.

6.2.7. MCG
Kernel polinomial

Los experimentos efectuados en esta fase consistieron principalmente en el en-
trenamiento de los conjuntos generados empleando la Maquina de Clasificacién
Genética, propuesta en el capitulo anterior, haciendo uso de un KPC. Por ello, las
siglas MCG-P se emplean en adelante al hacer referencia a este clasificador. Las
caracteristicas del algoritmo genético ya fueron explicadas anteriormente, solo resta
comentar acerca de la forma especifica en que se determinaron ciertos parametros
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Variable | Parte Parte Rango
Entera | Fraccionaria

C variable 20 (0,2 * cotal)

P 2 0 [1,3]

P, 0 20 [0,7,1]

P, 0 20 [0,001,0,1]

P 0 20 [0,1]

Cuadro 6.9: Pardametros empleados en el método de MCG-P.

a la hora del entrenamiento. Se ha mencionado antes que se utilizé6 una codifi-
cacion binaria de punto fijo para representar las cadenas de caracteres que definen
el genotipo. En el Cuadro 6.9 se muestra el numero de bits que se emplearon para
cada una de las variables representadas.

El nimero de bits empleados para la parte entera en la codificacién del
pardmetro C estuvo en funcién del valor obtenido para la cota inferior con la
metodologia de APM. Es decir, como este pardmetro tedricamente representa un
ndmero positivo, se determind un nimero de bits suficiente para garantizar al menos
una cota inferior que pudiera ser representada en la codificacion que aqui se emplea.
El ntimero de bits empleado estuvo determinado por la cota obtenida con APM.
Este punto es crucial, ya que en el pasado no se ha tomado en cuenta este detalle al
emplear la metodologia de AGs para la determinacion de este tipo de parametros,
ya que usualmente se decide un nimero que a juicio del investigador es adecuado
para el problema especifico, lo cual requiere de mucha experiencia en el conocimien-
to de este problema o alguna otra guia que indique el rango de valores apropiado.
La especificacién del nimero de bits determinado por este rango tiene la ventaja
adicional de reducir el tiempo de cémputo, ya que la cadena genética contiene sélo
el nimero de bits requerido para la representacién de sus parametros. Mas adelante
se resalta la importancia de este punto tomando en cuenta los resultados obtenidos
en estos experimentos.

En el caso del grado del polinomio, se usaron unicamente dos bits, ya que
el rango de este parametro fue especificado para polinomios de grado uno hasta
tres, como se mencioné anteriormente. También puede observarse que en todas las
variables donde tuviera sentido el uso de decimales, se utilizaron 20 bits en cada una
de ellas para su especificacién. Con relacién a las probabilidades de cruzamiento y
mutacion, se utilizaron 20 bits para la parte decimal y ninguno para la parte entera,
pero la representacion real resultante fue escalada en el rango que se especifica en
la dltima columna de la tabla, es decir, en el rango de [0.7,1] para P. y de [0.005,
0.1] para P,,12.

Otros dos aspectos a considerar fueron el tamano de la poblacién y el niimero
de generaciones a emplear durante el entrenamiento. En el primer caso, se eligieron

12La expresién empleada para escalar estos valores fue la siguiente:

T — Tmi
zh = — T (g —xy) 420 YR =1,..,N;

Tmaz — Tmin

los términos Tyin ¥ Tmaz son los valores minimo y maximo que la variable x puede alcanzar,
respectivamente. Por su parte, el intervalo [zy,zo] es el rango donde se desean escalar estas
variables
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Figura 6.8: Graficos de caja de los ajustes obtenidos por los algoritmos de apren-
dizaje relativos a la MSV: APM (C1), GRID-P (C2), GRID-R (C3), ADL (C4),
1-NN (C5), k-NN (C6), MCG-P (C7), MCG-PVC (C8), MCG-R (C9) y MCG-RVC
(C10).

30 individuos en la poblacién para todos los problemas entrenados, manteniendo
este nimero para cada generacién durante el entrenamiento, como lo sugiere la
metodologia de Vasconcelos. Con relacién al nimero de generaciones, se tomé una
submuestra de problemas que fueron entrenados con 50 y 150 generaciones. Al
término de este entrenamiento se efectiio una comparacion entre los resultados
obtenidos con ambos procedimientos. La comparacién se basé en una prueba parea-
da de Permutacién, donde el estadistico resultante fue de 0.1465. Este resultado
indica que no existe evidencia estadistica suficiente, con un 95 % de confianza, para
rechazar la hipétesis nula de que el ajuste promedio alcanzado con 150 genera-
ciones supere al que se obtuvo con 50 generaciones. De esta manera, el resto de los
problemas fue entrenado con 50 generaciones.

Una vez finalizado el entrenamiento, también se efectuaron pruebas estadisticas
para comparar esta variante genética con los modelos previamente analizados. Los
resultados (relativos a la MSV) para todos los clasificadores, representados por
graficos de caja, se presentan en la Figura 6.8.

En la Figura 6.8, se observa claramente que la mediana de los ajustes correspon-
dientes al clasificador genético es superior a la obtenida por el resto de sus com-
petidores. También puede notarse que la distribucién de los datos parece simétrica
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Cuadro 6.10: Pruebas de Hipoétesis para la validacién estadistica de los algoritmos
de aprendizaje: APM (C1), MSV (C2), GRID-P (C3), GRID-R (C4), k-NN (C5),
MCG-P (C6), MCG-PVC (C7), MCG-R (C8) y MCG-RVC (C9).

Prueba Hipétesis Hipdétesis t valor-p | PP
Nula Alternernativa
1 Hy =po2 —pe1 =0 H >0 2.612 0.0047 | 0.003
2 Hy; =pe1 —pe3 =0 Hy >0 0.221 0.4127 | 0.601
3 H3 =pe2 — pes =0 Hs >0 3.775 0.0001 | 0.000
4 Hy=pcs —pe2=0 Hy >0 0.479 0.3159 | 0.684
5 Hs =po2 — pes =0 Hs >0 2.653 0.0042 | 0.012
6 Hg =pos — pes =0 Hg >0 4.2602 0.0000 | 0.000
7 H7 =pee — pe1 =0 H7; >0 8.979 0.0000 | 0.000
8 Hg = poeg — pe2 =0 Hg >0 10.927 | 0.0000 | 0.000
9 Hyg =poe — pca =0 Hy >0 8.4826 0.0000 | 0.000
10 Hyg =pces — per =0 Hyp >0 0.625 0.2661 | 0.283
11 Hiy =pog — pes =0 Hi; >0 3.583 0.0002 | 0.001
12 His =pog — peg =0 Hi5, >0 11.0399 | 0.0000 | 0.000

y no existe ninguna tendencia hacia los cuantiles superiores o inferiores en ningin
€aso.

Al efectuar pruebas estadisticas a la MCG-P contra los algoritmos previamente
analizados, se observa que la evidencia es contundente en todos los casos en favor
de ésta. Las pruebas estadisticas asi lo comprueban, ya que en todos los casos los
estadisticos de la prueba t-pareada resultaron claramente significativos, con lo que
fue rechazada la hipdtesis nula, en favor de la alternativa, de que el ajuste promedio
de la MCG-P es superior. La prueba de Permutacién claramente respalda este
resultado. En las filas 7, 8 y 9 del Cuadro 6.10 se resumen las pruebas estadisticas
y los estadisticos para las pruebas de contraste entre la MCG-P y los siguientes
clasificadores: APM, GRID-P y GRID-R.

Un aspecto importante a considerar en la Figura 6.8 es que no sélo el ajuste
relativo de la MCG es superior, sino también su variabilidad es una de las mas
bajas. Esto es, las desviaciones estandar fueron: 0.089, 0.093 y 0.094 para GRID-P,
GRID-R y MCG-P, respectivamente.

Aunque la diferencia en las desviaciones estandar no es significativa, se deci-
di6 combinar los métodos GRID-P y MCG-P, aplicando 5-FCV para medir el
ajuste de la MCG (el clasificador resultante se denomina MCG-PVC) y verificar si
la variabilidad de la MCG-P pudiera ser reducida ain més. La distribucién de los
ajustes también se muestra en la Figura 6.8, donde se puede apreciar que la dis-
tribucién de MCG-PVC no mejoré en términos de variabilidad, aunque mantuvo el
mismo nivel de ajuste promedio. Los resultados estadisticos confirmaron estas con-
clusiones, ya que la PtP no fue estadisticamente significativa, lo que significa que
no fue posible rechazar la hipétesis nula. La PP también respalda esta conclusion.
Las pruebas estadisticas se muestran en la fila 10 del Cuadro 6.10. Por lo tanto,
la MCG-P result6 ser el mejor algoritmo en términos de ajuste y robustez. Esto
significa que el tiempo adicional necesario para la implementacién de Validacién
Cruzada se puede evitar sin sacrificar ajuste y obteniendo menor variabilidad. Es-
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tas conclusiones se sustentan de manera estadistica. Ademads, la variante genética
tiene la ventaja adicional de atacar el problema de reduccién de dimensionalidad
sin sacrificar ajuste en el proceso.

Kernel de base radial

Los mismos experimentos de la seccién anterior fueron implementados en es-
ta seccidn, pero esta vez usando un KBR. Se decidi6 efectuar este anilisis para
verificar si existen diferencias significativas en los resultados encontrados con el
clasificador genético al trabajar con otro tipo de funcién kernel. El rango elegido
para la codificacion del pardametro C fue el mismo que se usé con el método GRID-R.
El pardmetro del KBR también fue incluido en el genoma para su 6ptima seleccién
(en lugar del grado polinomial, por supuesto), asi que sélo se tuvieron que hacer
cambios minimos en el algoritmo para la implementacién de este clasificador. La
medicién del error de entrenamiento también se efectué de dos maneras distintas.
En el primer caso, se usaron los conjuntos de prueba (este método fue nombrado
como MCG-R), mientras que en el segundo caso se consider6 el uso de 5-FCV para
medir el error (MCG-RVC). Para la comparacién entre las diferencias (si es el caso)
de los ajustes entre estas dos metodologias se implementé una prueba de hipdtesis,
donde se encontré evidencia estadistica suficiente a favor del ajuste promedio arro-
jado por MCG-RVC (fila 11 del Cuadro 6.10). Otro resultado relevante encontrado
es que la desviacién estdndar de este tltimo clasificador resulté inferior (0.112) a
la obtenida por la MCG-R (0.131), pero mds alta que la reportada previamente
para la MCG-P (0.094). Contrario a los resultados reportados con el uso del kernel
polinomial, en el caso del KBR no sélo se obtuvo el mejor ajuste, sino la menor vari-
abilidad con el uso de CV como medida de error en el algoritmo. Con relacién a la
PP, ésta resulté estable con 3000 permutaciones. Finalmente, dado que del analisis
previo se observo la superioridad de la MCG-P en comparacién con las alternativas
que habian sido analizadas antes, se decidi6 comparar su ajuste promedio con el
obtenido con la MCG-RVC. Los resultados se muestran en la fila 12 del Cuadro 6.10,
donde se puede apreciar la superioridad de la MCG-RVC, aunque su variabilidad
también resulta mas alta, como se mencioné antes.

Atln cuando se aprecian diferencias entre los clasificadores genéticos (depen-
diendo del tipo de funcién kernel empleada en el entrenamiento de la MSV) se
ha demostrado en esta Tesis doctoral que éstos resultan claramente superiores (en
verde en la Figura 6.8) en comparacién con todas las metodologias no genéticas
con las cuales fueron comparados. Todos estos resultados fueron reportados en [83]

Para la implementacién de todos estos experimentos se usé6 Matlab y la in-
terfase de LIBSVM para Matlab [12] para el entrenamiento de la MSV, como se
mencioné previamente. Todas las pruebas estadisticas implementadas fueron de-
sarrolladas con el paquete estadistico R [103].

La MCG también puede emplearse en la solucién de problemas de regresién con
MSV. En la siguiente y tultima seccién de la Tesis se implementa este algoritmo
para abordar este tipo de problemas y donde se comparan los resultados con otras
estrategias para la determinacién automética de pardmetros en MSV. A diferencia
del nimero de problemas y la validacién estadistica efectuada en este apartado, en
el caso de regresion se tomaran algunos problemas que han servido como referencia
en la literatura para la comprobacién y comparacién de nuevos algoritmos, ya que
no se cuenta con una metodologia que permita generar problemas de regresién no
lineal multivariados de manera automatica.
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6.3. MRG: Evidencia empirica

Este apartado esta dedicado a la experimentacién de la metodologia denominada
Méquina de Regresién Genética en la solucién de problemas de aproximaciéon no
lineal de funciones, donde se determinan de manera automatica los parametros
C, kP y €. La eficiencia de este algoritmo también se mide en comparacién con
otras dos estrategias con las cuales es posible la seleccion automédtica de estos
pardmetros. La primera de ellas se debe a [14] y ya se ha expuesto su funcionamiento
anteriormente. La segunda metodologia fue la aplicacion de 5-FCV para elegir cada
parametro de entre una lista de valores elegidos de manera aleatoria en un rango
que fue definido de antemano (Método Grid). Los criterios de comparacién fueron
el ECM obtenido al efectuar el entrenamiento con 5-FCV 'y la medicién del tiempo
de ejecucién con un procesador Intel-Centrino de 1.8 GH y 512 MB de memoria.
Los problemas empleados para la comparacién fueron tomados de UCI-MLR y
éstos fueron: mpg, mg y diabetes. Las caracteristicas de mpg y diabetes ya fueron
discutidas en secciones anteriores, pero en el caso de mg se tienen 1385 observaciones
con 6 variables independientes.

Para cada conjunto de datos se efectuaron entrenamientos empleando funciones
kernel polinomiales y funciones de base radial. Los parametros en cada caso también
fueron calibrados por el AG para el método MRG y empleando 5-FCV en los otros
casos. Es importante senalar que el método de Cherkassky sélo es aplicable cuando
se emplean funciones de base radial y la estimacion del parametro ¢ se hizo usando
un polinomio de alto grado, empleando nuevamente la técnica de PGMs.

Los ECMs, los valores de los pardmetros obtenidos y los tiempos de ejecucién
para cada algoritmo se muestran en el Cuadro 6.11.

De acuerdo a lo mostrado en la tabla anterior, puede apreciarse que la MRG re-
sulta ser bastante competitiva en comparacion con los otros algoritmos. Los ECMs
fueron al menos tan buenos o mejores en todos los casos en comparacién con el méto-
do de Cherkassky, aunque en tiempo de ejecucién este ltimo supera al primero.
Una ventaja adicional de la MRG sobre el método de Cherkassky es que la primera
no esta limitada con el tipo de kernel empleado para su entrenamiento y, por lo
tanto, resulta de aplicacién mas general. Por su parte, la aplicacién del método
Grid compite favorablemente con la MRG en el caso de mpg, pero con los otros
problemas es superada por esta ultima, aunque no por un amplio margen. En térmi-
nos de costo computacional, el desempeno del método Grid es superado claramente
por la MRG en términos generales, donde esta diferencia se acentia en conjuntos
con mayor numero de datos y, sobretodo, empleando funciones de kernel polino-
miales. Por ejemplo, el tiempo que le toma al método Grid en el problema mpg
es casi 8 veces mayor al que ocupa la MRG -con 30 individuos y 50 generaciones.
En ambos casos, un elemento importante en ambas metodologias es que se debe
elegir de antemano un rango de valores en donde puedan elegirse los parametros
correspondientes, donde la eleccion de los parametros en el método Grid esta su-
jeto a la aleatoriedad, més que tratarse de un proceso de optimizacion plenamente
justificado.

Por lo tanto, puede concluirse que la MRG resulta ser una estrategia de apren-
dizaje que compite de manera muy favorable, resultando superior en la mayoria
de los casos tratados en estos experimentos, en comparacién con técnicas que han
sido muy socorridas en la literatura. Finalmente, como en el caso de clasificacion, la
MRG tiene la facultad adicional de elegir las variables independientes que realmente
son significativas durante el entrenamiento sin sacrificar ajuste.
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’Problemas \Tiempo ECM C € \ kP ‘

| mpg |
MRG (KBR) 6.22 6.59 15.8509 | 0.3067 | 0.53
MRG (KPC) 48.07 7.16 4.4020 | 0.4582 | 3.00
Grid (KBR) 46.64 6.81 | 13.3348 | 0.8437 | 0.50
Grid (KPC) 92.71 7.17 | 43.4900 | 0.84374 | 3.00
Cherkassky 7.17 | 46.8609 | 0.4726 | 0.50

] diabetes

MRG (KBR) 1.38 0.32 | 14.9694 | 0.4956 | 0.22
MRG (KPC) 1.32 0.31 1.2283 | 0.4917 | 2.00
Grid (KBR) 1.53 0.28 5.5644 | 0.6800 | 0.50

Grid (KPC) 0.87 0.28 5.5644 0.7000 | 2.00
Cherkassky 0.34 6.9082 | 0.5083 | 0.50
| mg |

MRG (KBR) 28.23 0.01 2.4429 | 0.0927 | 3.66
MRG (KPC) 847.80 0.02 | 30.9100 | 0.1000 | 3.00
Grid (KBR) 120.02 0.01 0.0987 | 0.0621 | 1.10
Grid (KPC) 939.00 0.02 8.7700 | 0.0100 | 3.00
Cherkassky 0.02 1.6094 | 0.0485 | 0.80

Cuadro 6.11: Errores, tiempo (en minutos) y pardmetros obtenidos al aplicar la
metodologia de MRG.

En futuras investigaciones convendria disenar una estrategia de validacion es-
tadistica, aplicada en un ntmero de problemas significativo, probablemente gene-
rados de manera automatica. Con ello, se podrian sacar conclusiones mas generales
en la aplicacién de este algoritmo, como se hizo en el caso de clasificacion.

El cédigo generado con esta estrategia es muy similar al usado en la MCG.
Las modificaciones correspondientes se desarrollaron en lenguaje Matlab y también
se utilizo la interfase para Matlab de LIBSVM. Los resultados descritos en este
apartado fueron reportados en [81].
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Capitulo 7

Conclusiones

Esta investigacién doctoral se ha enfocado principalmente al estudio de
Méquinas de Soporte Vectorial, un método de aprendizaje que en los tltimos tiem-
pos ha despertado un gran interés por parte de la comunidad cientifica del drea de
aprendizaje de maquina y que ha sido aplicada con éxito en muiltiples problemas
préacticos. La MSV se distingue por ser un sistema para el eficiente entrenamien-
to de maquinas de aprendizaje lineal en espacios inducidos por funciones kernel,
respetando los principios de la teoria de regularizaciéon y aprovechando algunos
resultados importantes de la teoria de optimizacion.

El énfasis principal en este estudio estd relacionado con el problema de la se-
leccion 6ptima de pardmetros libres en MSVs, un elemento muy importante para
la eficiente aplicacién de esta metodologia. Uno de ellos es el parametro de regu-
larizacion C, que se encarga de controlar la capacidad de clasificacién y, al mismo
tiempo, la complejidad en el diseno de la maquina de aprendizaje. Otros parame-
tros involucrados en su disefio son: el(los) pardametro(s) de la funcién kernel y el
parametro € en el problema de regresion no lineal.

Después de analizar el estado del arte en la solucién de este importante proble-
ma, se concluyé que los Algoritmos Genéticos representan una alternativa atractiva
como mecanismo de optimizacion en la selecciéon de parametros. Las razones princi-
pales por las cuales se opta por este mecanismo de optimizacion se deben a su flexi-
bilidad y probada efectividad en la solucién de problemas de optimizacién. También
se mencioné la importancia de elegir un tipo de AG no convencional, dadas las li-
mitaciones del AGS exhibidas en el pasado. Ademads, se resalté la importancia de
involucrar una estrategia autoadaptable para evitar sesgo en la implementacién de
los operadores genéticos, particularmente el mecanismo de cruzamiento y mutacién.
El tipo de algoritmo que reunia estas caracteristicas es el Algoritmo Genético de
Vasconcelos, modificado con una estrategia autoadaptable.

En una primera propuesta, se utilizé el AGV sin la variante autoadaptable para
el diseno de una MSV, la MSVG. Esta propuesta consistié en dejar al AG la res-
ponsabilidad del proceso completo de optimizaciéon de la MSV en problemas de
clasificacién de patrones. Es decir, no sélo los pardmetros libres de la maquina se
codifican y optimizan a partir del uso de un AG, sino también los multiplicadores de
Lagrange en la formulacién dual de la MSV. Esta propuesta fue probada empirica-
mente con resultados satisfactorios en problemas de clasificacion binaria y multiple,
empleando algunos conjuntos de datos ampliamente usados en la literatura para es-
tos propdsitos. Un inconveniente detectado con esta propuesta es el almacenamiento
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y tratamiento de la matriz de kernel en problemas a gran escala. Esto se debe a
que el numero de elementos de la matriz crece de manera cuadratica conforme lo
hace el tamano de muestra, lo que la hace inmanejable para conjuntos con miles
de observaciones. Una alternativa consistiria en computar los elementos de la ma-
triz cada vez que sean requeridos en el proceso de entrenamiento; sin embargo, esa
posibilidad fue descartada porque también resulta extremadamente costosa.

Una propuesta maés eficiente se basé en la determinacién evolutiva de los
parametros libres, dejando el trabajo de la optimizacién a un algoritmo disenado
explicitamente para acelerar el entrenamiento de la MSV, como es el caso del algo-
ritmo de Optimizacién Secuencial Minima. De esta manera, se disené la MCG, un
método autoadaptable que ademads de abordar el problema de la seleccién éptima
de parametros, tiene la capacidad de seleccionar las variables mas relevantes del
conjunto de entrenamiento, haciendo ain més eficiente el proceso de aprendizaje y,
lo més importante, sin sacrificar ajuste.

Un elemento importante a considerar en el diseno de la MCG es la cuestion del
rango de definicién del parametro C, donde éste se encuentra altamente influenciado
por el tipo de funcién kernel, en la medida en que este tipo de funciones proyectan
el espacio de solucién de la MSV a un espacio de caracteristicas. Esto es, conforme
cambia la dimensién de este espacio, el rango posible de valores para este pardametro
también se modifica.

Una propuesta para tratar de definir este rango se derivé al comprobar la equiva-
lencia algebraica entre funciones de clasificacién polinomiales derivadas de los méto-
dos de Aproximacién Polinomial Minimax y MSVs. Para ello, un aporte adicional
de esta Tesis se dio al confirmar la posibilidad de usar funciones kernel polinomi-
ales, que tradicionalmente se emplean en MSVs o en otros métodos de kernel, pero
no en APM. Dadas las similitudes encontradas, se determiné una forma algebraica
de acotar inferiormente el valor de C, empleando los coeficientes de una funcién de
decision entrenada con el método de APM. Aunque se reconoce que la diferencia
en las estrategias de entrenamiento usadas en ambas metodologias podria afectar
en la calidad de la cota obtenida, se considera que esta aproximacién puede re-
sultar en una guia que ayude a definir un rango apropiado para C en aplicaciones
préacticas. Asimismo, se abre un espacio de investigacién para explorar mas a fondo
este tema, no sélo con el empleo de estructuras polinomiales, sino con otras formas
funcionales, aprovechando la gran cantidad de posibilidades que pueden derivarse
con el uso de funciones kernel.

Para la comprobacién experimental de la MCG se buscaba un método que re-
sultara estadisticamente confiable, trabajando con problemas de miltiple dominio
y evitando la préctica comin de usar conjuntos de problemas generados artificial-
mente y que, a juicio de algin(os) investigador(es), son considerados como compli-
cados y representativos para la comparacién de algoritmos de aprendizaje. En una
situacion ideal, seria posible obtener conclusiones de caracter general, al efectuar
comparaciones con otros métodos sobre conjuntos de prueba de miultiples domi-
nios y representativos de un vasto universo de posibilidades. Tomando en cuenta lo
anterior, se disend una estrategia con las siguientes caracteristicas:

1. Se construyeron conjuntos de problemas multivariados de clasificacién binaria
en forma automatica, empleando funciones de Walsh y Rademacher,

2. El niimero de casos fue definido con base en un criterio, usado comtinmente
en la Teorfa de Muestreo Estadistico, para la eleccion de tamanos de muestra
en poblaciones infinitas,
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3. Se establecen criterios de validacién basados en pruebas de hipétesis estadisti-
cas, donde se comparan los promedios, sobre muestras pareadas, de los ajustes
obtenidos con dos algoritmos de aprendizaje,

4. Las pruebas estadisticas implementadas son de dos tipos: 1) paramétricas,
usando la prueba t-pareada y, 2) remuestreo, empleando la Prueba de Per-
mutaciéon. En la primera de ellas debe suponerse que las muestras son ex-
traidas de poblaciones normales, mientras que en la segunda no se requieren
suposiciones de distribucion.

Con base en lo anterior, se reconoce la enorme complejidad de la comparacién
de modelos de clasificacién sobre la base de problemas con multiples dominios y,
por ello, no es posible argumentar que el método propuesto ofrecera conclusiones de
validez universal, tampoco que el conjunto de casos, que (teéricamente) representa
a un numero infinito de problemas de este tipo, resulta ser necesariamente la mejor
eleccién posible. Atn asi, en este Tesis doctoral se decidié trabajar en el caso de
miultiples dominios, ya que se buscaba en forma objetiva probar la robustez del
modelo genético de clasificaciéon al evaluar su eficiencia y eficacia sobre la base
de conjuntos de problemas que fueran grandes, estadisticamente acotados y con
el menor sesgo posible en su construccién; en lugar de probarlos sobre un simple
y limitado dominio, como es generalmente el caso. Esta propuesta comienza con
el reconocimiento de que, para establecer condiciones estadisticas de validacion,
generalmente se requiere informaciéon suficiente. Desafortunadamente, contar con
un numero abundante de problemas de clasificacién con el que puedan hacerse
ejercicios de este tipo, representa un reto importante. Por lo tanto, el método pro-
puesto captura dos cuestiones directamente relacionadas para verificar la validez
de la MCG, consistentes en la generacién automatica y no sesgada de problemas
de clasificacion, asi como su comprobacion estadistica.

Empiricamente, la aplicacién de este método permitié verificar, contundente-
mente, la superioridad en el desempeno de la MCG en comparacién con otras
estrategias de aprendizaje supervisado no genéticas. Las pruebas estadisticas asi lo
revelaron en todos los casos y, en algunos de ellos, con margenes ampliamente
significativos.

También se efectuaron pruebas para hacer comparaciones entre las estrategias
genéticas al usar dos tipos de funciones kernel distintas durante su entrenamiento;
a saber, un kernel polinomial y uno de base radial. En estos tltimos experimentos,
para la medicién del tipo de error se tomaron en cuenta dos criterios: a) consideran-
do subconjuntos de prueba generados aleatoriamente y extraidos de los conjuntos
de casos construidos en forma automadtica (los clasificadores genéticos entrenados
con este criterio fueron etiquetados como: MCG-P y MCG-R, para distinguirlos por
el tipo de kernel usado, ya se kernel polinomial o de base radial, respectivamente) v,
b) empleando validacién cruzada (del tipo k-FCV) (bajo la misma légica usada en
a), los clasificadores genéticos fueron etiquetados como: MCG-PVC y MCG-RVC).

Los resultados estadisticos fueron mixtos. Por un lado, se encontré que la MCG-
P superaba a su contraparte MCG-PVC en todos los sentidos considerados, ya
que su ajuste promedio fue superior y su varianza fue mas pequena, donde cabe
senalar que este clasificador fue uno de los que menor variabilidad presenté entre
todos los clasificadores considerados (incluidos los no genéticos). Por otra parte, la
MCG-RVC superé al clasificador MCG-R también en todos los sentidos (ajuste y
varianza). Finalmente, la MCG-P logré superar a todos los clasificadores con los
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que habia sido comparada previamente, pero no logro hacerlo al ser comparada
con la MCG-RVC, pues esta ultima la super6 claramente en ajuste, aunque no en
variabilidad. En resumen, el efecto de la validacién cruzada en los clasificadores
genéticos es incierto y depende del tipo de kernel empleado; pues cuando se usan
funciones kernel polinomiales, no sélo empeora el ajuste sino también la variabili-
dad, mientras que usando funciones kernel de base radial sucede lo contrario.

En sintesis, existen varios factores por los cuales la MCG resulta sumamente
recomendable:

1. La seleccién de parametros se efectiia de manera automatica y eficiente.

2. El ajuste promedio resulta claramente superior en comparaciéon con otros
clasificadores, lo que fue comprobado en forma estadistica.

3. Ademsds del buen ajuste conseguido con esta estrategia, el AG también es
capaz de reducir el nimero de variables independientes usadas dentro del
entrenamiento, sin sacrificar ajuste.

4. La variante autoadaptable del AGV result6 ser muy efectiva en la solucién del
problema y, ademas, ayuda a evitar sesgo en la seleccién de las probabilidades
de cruzamiento y mutacién durante su implementacién.

Una variante de la MCG fue desarrollada para abordar el problema de regresion
no lineal, que se denominé Maquina de Regresién Genética (MRG). Esta propuesta
también permite la optimizacién de pardmetros de la MSV, la selecciéon de vari-
ables independientes y es autoadaptable. La tnica variacion es la incorporacién
del pardametro e para su seleccién éptima. Por ahora, no fue posible efectuar un
analisis estadistico como el desarrollado para la MCG, ya que no se cuenta con una
metodologia para la generaciéon automatica y no sesgada de problemas de regresion
no lineal. En respuesta, se efectuaron comparaciones con otros métodos de seleccion
de pardmetros para MSVs en problemas de regresion sobre la base de un conjun-
to de casos tomados de repositorios de datos conocidos. Los resultados obtenidos
prueban la competitividad de la MRG en comparacién de sus competidores. En
unos casos, este método resulté mas eficiente en términos de costo computacional
y ajuste, mientras que en otros lo fue en términos de flexibilidad en su aplicacién.
También se deriva de este andlisis una via para futura investigacion en la que pueda
desarrollarse una metodologia de validacion estadistica para problemas de regresién
no lineal.

Adicionalmente a los métodos genéticos desarrollados en esta Tesis, otra
aportacién, basada en un anélisis més detallado del uso de funciones polinomi-
ales en MSVs y APM, derivé en el disefio de un nuevo tipo de kernel polinomial,
que fue nombrado como Kernel Polinomial MP. El empleo de este tipo de funciones
permite encontrar expresiones explicitas, donde puedan ser analizadas las relaciones
entre las variables independientes y sus respectivas potencias, algo que en proble-
mas practicos suele ser un aspecto importante. En ese sentido, debe senalarse que
este nuevo kernel considera todas las combinaciones de variables independientes
para los puntos en el conjunto de entrenamiento y sus potencias respectivas. Por
ello, resulta evidente que esta funcién proyecta a espacios de alta complejidad atin
en problemas con pocas variables independientes. La implementacién de este ker-
nel en una MSV y su aplicaciéon en algunos problemas de clasificaciéon y regresién
(también tomados de repositorios de datos conocidos), permitié concluir que es
posible obtener soluciones competitivas a las que se obtienen con funciones kernel
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tradicionales. No obstante, se sugiere como tema de futuro investigacion la valo-
racién sobre la conveniencia de su aplicaciéon en problemas de alta dimensionalidad,
asi como la viabilidad de su uso préactico con otros métodos de kernel.

Finalmente, algunas propuestas adicionales para futura investigacién derivadas
de este trabajo de Tesis incluyen: a) El desarrollo de métodos de solucién en tiempo
real de problemas de clasificacién y aproximacién de funciones con MSVs, donde
se incorpore la seleccién automadtica de pardmetros libres y, b) La combinacién
eficiente y 6ptima de funciones kernel que pueda usarse en el entrenamiento de
métodos de kernel, incluida la MSV, que posiblemente contribuya a resolver el
problema de la eleccién de una funcién kernel para cada aplicacién y la seleccién
respectiva de su(s) pardmetro(s).
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Nomenclatura

Adaline Red Neuronal Lineal Adaptiva
(Adaptive Linear Element)
1-NN Clasificador del vecino mas cercano
(nearest neighbor classifier)
ADL Analisis de Discriminante Lineal
AG Algoritmo Genético
AGI Algoritmo Genético Idealizado
AGS Algoritmo Genético Simple
AGV Algoritmo Genético de Vasconcelos
APM Aproximacién Polinomial Minimax
ART Teoria de Resonancia Adaptiva
(Adaptive Resonance Theory)
Cy Contorno de una funcién f
Cly Contorno Inferior de una funcién f
CMA-ES Estrategia Evolutiva con Matriz de Covarianzas Adaptable
(Covariance Matriz Adaptation Evolution Strategy)
CSy Contorno Superior de una funcion f
Cv Validaciéon Cruzada

(Cross Validation)
Dimensién VC  Dimensién de Vapnik-Chervonenkis

ECM Error Cuadrético Medio

EE Estrategia Evolutiva

FBR Funcién de Base Radial

FDA Discriminante Lineal de Fisher
(Fisher Discriminant Analysis)

FPel Funcién de Pérdida e-Insensitiva

GK SVM Maquina de Soporte Vectorial Genética para la eleccién de la funcién Kernel
Genetic Kernel Support vector Machine

HBC Hipotesis de los Bloques Constructores

k-FCV Validacion Cruzada con k dobleces
(k-fold Cross Validation)

k-NN Clasificador de k vecinos méas cercanos
(k-nearest neighbor classifier)

KBR Kernel de Base Radial

Kernel FDA Discriminante de Fisher no Lineal

(Kernel Fisher Discriminant Analysis)

89



Kernel PCA

KKT

KL

KP
KP-MP
KPC
LIBSVM

LoO-CV
Madaline

MCG
MCG-P
MCG-PVC
MCG-R
MCG-RVC
ML

MRG
MSV
MSVG
MSVI
MSVP
NSA

OSM

P.

P

p.d.

p-s.d.

n.d.

n.s.d.

PCA

PG
PGM
PMRE
PMREm
PP
PPC
PPL
PPnL
RPM
pPtP
RL
Statlib

TEA
UCI-MLR

ROC

Anilisis de Componentes Principales no Lineal
(Kernel Principal Component Analysis)
Condiciones de Karush-Kunh-Tucker

Kernel Lineal

Kernel de Perceptrones

Kernel Polinomial MP

Kernel Polinomial Clésico

Libreria para Méquinas de Soporte Vectorial
(Library for Support Vector Machines)

Valiadcion Cruzada dejando fuera una observacién
(Leave-one-Out Cross Validation)

Red Neuronal Lineal Adaptiva Multiple

(Multiple Adaptive Linear Element)

Ma&quina de Clasificacién Genética

Maéquina de Clasificacién Genética Polinomial
Méquina de Clasificacion Genética Polinomial con Validacion Cruzada
M4équina de Clasificacion Genética de base Radial
M4équina de Clasificacion Genética de base Radial con Validaciéon Cruzada
Multiplicadores de Lagrange

Méquina de Regresion Genética

Maéquina de Soporte Vectorial

Méquina de Soporte Vectorial Genética

Méquina de Soporte Vectorial Incremental
Ma&quina de Soporte Vectorial Proximal

Nivel de Significancia Alcanzado

Optimizacién Secuencial Minima,

Probabilidad de cruzamiento

Probabilidad de mutacién

Positiva Definida

Positiva Semidefinida

Negativa Definida

Negativa Semidefinida

Anilisis de Componentes Pincipales

(Principal Component Analysis)

Programacion Genética

Polinomios Genéticos Multivariados

Principio de Minimizacién de Riesgo Estructural
Principio de Minimizacién de Riesgo Empirico
Prueba de Permutacién

Problema de Porgramaciéon Cuadratica

Problema de Porgramacion Lineal

Problema de Programacién no Lineal

Red de Perceptrones Multicapa

Prueba ¢ Pareada

Regresién Logistica

Repositorio de Datos para Algoritmos de Aprendizaje
(StatLib-Dataset Archive)

Teoria Estadistica del Aprendizaje

Repositorio de Datos para Algortimos de Aprendizaje
(University of California Irvine Machine Learning Repository)
Curvas ROC

(Receiver Operating Ch%6acteristic)



Bibliografia

1]

2]

AckLEY, D. H., HINTON, G. E., AND SEJNOWSKI, T. J. A learning algo-
rithm for Boltzmann Machines. Cognitive Science 9 (1985), 147-169.

ALLWEIN, E. L., SCHAPIRE, R. E., AND SINGER, Y. Reducing multiclass to
binary: A unifying approach for margin classifiers. In Proc. 17th International
Conf. on Machine Learning (2000), Morgan Kaufmann, San Francisco, CA,
pp- 9-16.

BAuDAT, G., AND ANOUAR, F. Generalized discriminant analysis using a
kernel approach. Neural Computation 12, 10 (2000), 2385-2404.

Bisnop, C. Pattern Recognition and Machine Learning. Springer, 2006.

BLaNz, V., SCHOLKOPF, B., BULTHOFF, H. H., BURGES, C., VAPNIK, V.,
AND VETTER, T. Comparison of view-based object recognition algorithms
using realistic 3d models. In ICANN (1996), pp. 251-256.

BoOsER, B. E., GUYON, I.; AND VAPNIK, V. A training algorithm for optimal
margin classifiers. In COLT (1992), pp. 144-152.

BROOMHEAD, D. S., AND LOWE, D. Multivariable functional interpolation
and adaptive networks. Complex Systems 2 (1988), 321-355.

BRrysoN, A. E., AND Ho, Y. C. Applied optimal control. Blaisdell, New
York, 1969.

BURGES, C. J. C. A tutorial on support vector machines for pattern recog-
nition. Data Mining and Knowledge Discovery 2, 2 (1998), 121-167.

BuURGES, C. J. C., AND SCHOLKOPF, B. Improving the accuracy and speed
of support vector machines. In NIPS (1996), pp. 375-381.

CawLEY, G. C. MATLAB support vector machine toolbox (v0.550)
[http://theoval.sys.uea.ac.uk/“gcc/svm/toolbox|. University of East
Anglia, School of Information Systems, Norwich, Norfolk, U.K. NR4 7TJ,
2000.

CHANG, C., AND LiN, C. LIBSVM: a library for support vector machines,
2001.

CHAPELLE, O., VAPNIK, V., BOUSQUET, O., AND MUKHERJEE, S. Choo-
sing multiple parameters for support vector machines. Machine Learning 40,
1/3 (2002), 131.

91



[14]

CHERKASSKY, V., AND MA, Y. Practical selection of SVM parameters and
noise estimation for SVM regression. Neural Networks 17, 1 (Jan. 2004),
113-126.

CHig, W., Gwo, T., YEONG, G., AND WEN, F. A real-valued genetic
algorithm to optimize the parameters of support vector machine for predicting
bankruptcy. Ezpert Systems with Applications In press (2006).

CHor, M.-D. Tricks or treats with the Hilbert matrix. American Mathema-
tical Monthly 90 (1983), 301-312.

CLEARWATER, S. H., AND Hoca, T. Problem structure heuristics and sca-
ling behavior for genetic algorithms. AIJ: Artificial Intelligence 81 (1996).

CoRTES, C., AND VAPNIK, V. Support-vector networks. Machine Learning
20 (1995), 273.

COVER, T. M. Geometrical and statistical properties of systems of linear in-
equalities with applications in pattern recognition. IEEFE Trans. on Electronic
Computers EC-14 (1965), 326-334.

CRISTIANINI, N., AND SHAWE-TAYLOR, J. An Introduction to Support Vector
Machines and Other Kernel-Based Learning Methods. Cambridge University
Press, Cambridge, U.K., 2000.

DieTTERICH, T. G. Approximate statistical test for comparing supervised
classification learning algorithms. Neural Computation 10, 7 (1998), 1895—
1923.

DIETTERICH, T. G., AND BAKIRI, G. Solving multiclass learning problems

via error-correcting output codes. Journal of Artificial Intelligence Research
2 (1995), 263-286.

DruckEeRr, H., Buraes, C. J. C., KAUFMAN, L., SmMoLA, A. J., AND
VAPNIK, V. Support vector regression machines. In NIPS (1996), M. Mozer,
M. I. Jordan, and T. Petsche, Eds., MIT Press, pp. 155-161.

EFRON, B., AND TIBSHIRANI, R. An Introduction to the Bootstrap. Chapman
and Hall, London, 1993.

EscoBAR, D. E. Economia Matemdtica. Alfaomega, 2001.

FERGUSON, J. Multivariable curve interpolation. Journal of the ACM 11, 2
(Apr. 1964), 221-228.

FracH, P. A. The many faces of ROC analysis in machine learning. Uni-
versity of Bristol, UK, 2004.

FORREST, S., AND MITCHELL, M. Relative building-block fitness and the
building-block hypothesis. In Foundations of Genetic Algorithms 2, L. D.
Whitley, Ed. Morgan Kaufmann, San Mateo, CA, 1993, pp. 109-126.

FROHLICH, H. Feature Selection for Support Vector Machines by Means of
Genetic Algorithms. Master’s thesis, University of Marburg, 2002.

92



[30]

[31]

[32]

FrieDRICHS, F., AND IGEL, C. Evolutionary tuning of multiple SVM para-
meters. Neurocomputing 64 (2005), 107-117.

Funag, G., AND MANGASARIAN, O. L. Proximal support vector machine
classifiers. In KDD (2001), pp. 77-86.

Fung, G., AND MANGASARIAN, O. L. Incremental support vector machine
classification. In SDM (2002), R. L. Grossman, J. Han, V. Kumar, H. Man-
nila, and R. Motwani, Eds., STAM.

Fung, G., AND MANGASARIAN, O. L. Multicategory proximal support
vector machine classifiers. Machine Learning 59, 1-2 (2005), 77-97.

Garaviz, J., AND KURI, A. A self-adaptive genetic algorithm for function
optimization. In ISAI/IFIPS (1996), p. 156.

GoLp, C., HoLuB, A., AND SOLLICH, P. Bayesian approach to feature
selection and parameter tuning for support vector machine classifiers. Neural
Networks 18, 5-6 (2005), 693-701.

GOLDBERG, D. E. Genetic Algorithms in Search, Optimization and Machine
Learning. Addison Wesley, 1989.

GROSSBERG, S. How does the brain build a cognitive code? Psychological
Review 87 (1980), 1-51.

GUNN, S. Support vector machines for classification and regression. Tech.
rep., Apr. 07 1998.

HaAseR, N. B. Andlisis Matemdtico 2. Curso Intermedio. Trillas, 1992.

Hastie, T., ROSSET, S., TIBSHIRANI, R., AND ZHU, J. The entire regula-

rization path for the support vector machine. Journal of Machine Learning
Research 5 (2004), 1391-1415.

Hastig, T., TIBSHIRANI, R., AND FRIEDMAN, J. H. The Elements of Sta-
tistical Learning. Springer, July 2001.

HawggeL, T., EL-BAKRY, M., AND EL-METWALLY, K. Hadron-hadron in-
teractions a high energy via Rademacher funtions. Chaos Solitions and Frac-
tals 18 (2003), 159-168.

HAYKIN, S. Neural networks: A comprehensive foundation. MacMillan, New
York, 1994.

HEBB, D. Organization of behavior. Science Edition, 1961.

HoLrAND, J. H. Adaptation in natural artificial systems. University of
Michigan Press, Ann Arbor, 1975.

HoprrieLD, J. J. Neural networks and physical systems with emergent col-
lective computational abilities. In Proceedings of the Nat. Acad. of Sciences
79 (1982), pp. 2554-2558.

HorN, R. A., AND JOHNSON, C. Topics in Matriz Analysis. Cambridge
University Press, Cambridge, 1991.

93



[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[54]

[55]

[60]

[61]

[62]

HowLEY, T., AND MADDEN, M. G. The genetic kernel support vector

machine: description and evaluation. Artificial Intelligence Review 24(3-4)
(2005), 379-395.

Hsu, C.-W., CuaNG, C.-C., AND LiN, C.-J. A practical guide to support
vector classification.

Hsu, C.-W., aND LiN, C.-J. A simple decomposition method for support
vector machines. Machine Learning 46, 1/3 (2002), 291.

Huang, C.-L., AND WANG, C.-J. A GA-based feature selection and pa-
rameters optimization for support vector machines. Expert Syst. Appl. 31, 2
(2006), 231-240.

IceL, C.; AND KREUTZ, M. Operator adaptation in structure optimization
of neural networks. In Proceedings of the Genetic and Evolutionary Computa-
tion Conference (GECCO-2001) (San Francisco, California, USA, 7-11 2001),
L. Spector, E. D. Goodman, A. Wu, W. B. Langdon, H.-M. Voigt, M. Gen,
S. Sen, M. Dorigo, S. Pezeshk, M. H. Garzon, and E. Burke, Eds., Morgan
Kaufmann, p. 1094.

JAAKKOLA, T., AND HAUSSLER, D. Probabilistic kernel regression models.
In Probabilistic kernel regression models. In Proceedings of the 1999 Confe-
rence on Al and Statistics. 1999. (7-11 1999), T. S. Jaakkola and D. H. (eds),
Eds., Morgan Kaufmann.

Jack, L. B., anD NanDI, A. K. Support vector machine for detection
and characterization of rolling element bearing faults. Journal of Mechanical
Engineering Science 215 (2000), 1065-1074.

JoacHiMs, T. Text categorization with support vector machines: Learning
with many relevant features. Tech. Rep. LS VIII-Report, Universitat Dor-
tmund, Dortmund, Germany, 1997.

Jong, K. D. An analysis of the behavior of a class of genetic adaptive
systems. Doctoral dissertation, University of Michigan (1975).

JOrRDAN, M. I. Graphical models. Statistical Science (Special Issue on
Bayesian Statistics) 19, 1 (2004), 140-155.

KARUSH, W. Minima of functions of several variables with inequalities as
side constraints. Master’s thesis, Dept. of Mathematics, Univ. of Chicago,
1939.

KIRKPATRICK, S., GELATT, C. D.; AND VECCHI, M. P. Optimization by
simulated annealing. Science 220 (1983), 671-680.

KoHAvi, R. A study of cross-validation and bootstrap for accuracy estima-
tion and model selection. In IJCAT (1995), pp. 1137-1145.

KUHN, H. W., anD TUCKER, A. W. Nonlinear programming. Fcono-
metrica 19 (1951).

Kuri, A. A Comprehensive Approach to Genetic Algorithms in Optimization,
and Learning. Theory and Applications, Vol. 1: Foundations. IPN, 1999.

94



[63]

[64]

[70]

KuUri, A., AND GALAVIZ, J. Algoritmos Genéticos. IPN-UNAM-FCE, Méxi-
co, 2002.

KURI-MORALES, A. Heuristic techniques for the generalization and accele-
ration of an algorithm for multivariate minimax approximation. Agrociencia
2, 4 (1993), 89-127.

KURI-MORALES, A. Approximation and classfication with genetic multivari-
ate polynomias. WSEAS Transactions on Computers 4, 3 (2005), 645-652.

KURI-MORALES, A., AND MEJIA-GUEVARA, I. Determination of the re-
gularization parameter for support vector machines via Vasconcelos Genetic
Algorithm. In Proc. of WSEAS 5th Int. Conf. on Soft Computing, Optimiza-
tion, Simulation and Manufacturing Systems, WSEAS Press (2005), A. Kuri-
Morales and N. Mastorakis, Eds., pp. 86-91.

KURI-MORALES, A., AND MEJfA-GUEVARA, I. Evolutionary training of
SVM for classification problems with self-adaptive parameters. Research on
Computer Science: Advances in Artificial Intelligence Theory 16 (2005).

KURI-MORALES, A., AND MEJfA-GUEVARA, 1. Genetic algorithms and the
determination of the regularization parameter for support vector machines
via Vasconcelos GA. WSFEAS Transactions on Circuits and Systems 4, 4
(2005).

KURI-MORALES, A., AND MEJIA-GUEVARA, I. Analysis of algebraic ex-
pressions derived from genetic multivariate polynomials and support vec-
tor machines: A case study. In CIARP-06, LNCS, Springer (2006), J. F.
Martinez-Trinidad, J. A. Carrasco-Ochoa, and J. Kittler, Eds., pp. 974-984.

KURI-MORALES, A., AND MEJIA-GUEVARA, I. Evolutionary training of
SVM for multiple category classification problems with self-adaptive para-
meters. In IBERAMIA/SBIA’06, LNAI, Springer (2006), J. Simao-Sichman,
H. Coelho, and S. Oliveira-Rezende, Eds., pp. 329-338.

KURI-MORALES, A. F. A methodology for the statistical characterization of
genetic algorithms. Lecture Notes in Computer Science 2313 (2002), 79-88.

LANG, S. Introduccion al Andlisis Matemdtico. Adison-Wesley Iberoameri-
cana, 1990.

LARCHER, G. W., ScHMID, C., AND WOLF, R. Quasi-monte carlo methods

for the numerical integration of multivariate walsh series. Mathl. Comput.
Modelling 23, 8/9 (1996), 55-67.

LAVALLE, S. M., BRANICKY, M. S., AND LINDEMANN, S. R. On the
relationship between classical Grid search and probabilistic roadmaps. I. J.
Robotic Res. 23, 7-8 (2004), 673-692.

LECUN, Y. Une procedure ddpprentissage pour reseau a seuil assymetrique.
Proc. Cognitiva 85 (1985), 599-604.

LEE, S.-Y., LEE, S.-T., AND CHEN, D.-Y. Automatic video summary and

description. In Visual Information and Information Systems (2000), pp. 37—
48.

95



[77]

[78]
[79]
[80]

[81]

[82]

[83]

[84]

LEE, Y., LIN, Y., AND WAHBA, G. Multicategory support vector machines.
In Proceedings of the 33rd Symposium on the Interface (2001).

LETER, J. Applied Linear Statistical Models, 4th edition. Trillas, 1996.
LOHR, S. L. Muestreo: disenio y andlisis. Thompson, México, 2000.

McCuLLocH, W. S., AND P1TTs, W. A logical calculus of ideas immanent
in nervous activity. Bulletin of Mathematical Biophysics 5 (1943), 115-133.

MEJfA-GUEVARA, 1., AND KURI-MORALES, A. Evolutionary feature and pa-
rameter selection in support vector regression. In MICAI-07, LNAI, Springer
(2007), pp. 399-408.

MEJfA-GUEVARA, 1., AND KURI-MORALES, A. MP-Polynomial Kernel for
training support vector machines. In CIARP-07, LNCS, Springer (2007),
pp. 584-593.

MEJIA-GUEVARA, 1., AND KURI-MORALES, A. Genetic support vector clas-
sification and minimax polynomial approximation. In Submitted (Oct 2007)
(http://www.geocities.com/gauss75 /ivan.html).

MERCER, J. Functions of positive and negative type, and their connection
with the theory of integral equations. Transactions of the London Philoso-
phical Society (A) 209 (1909), 415-446.

MEeTROPOLIS, N., ROSENBLUTH, A., ROSENBLUTH, M., TELLER, A., AND
TELLER, E. Equations of state calculations by fast computing machines.
Journal of Chemical Physics 21 or 6 (1953), 1087-1091.

MICHALEWICZ, Z., AND SCHOENAUER, M. Evolutionary algorithms for con-
strained parameter optimization problems. Fuvolutionary Computation 4, 1
(1996), 1-32.

Mika, S., RATscH, G., WESTON, J., SCHOLKOPF, B., AND MULLER, K.
Fisher discriminant analysis with kernels. In Neural Networks for Signal
Processing IX (1999), Y.-H. Hu, J. Larsen, E. Wilson, and S. Douglas, Eds.,
IEEE, pp. 41-48.

MiN, J. H., AND LEE, Y. Bankruptcy prediction using support vector ma-
chine with optimal choice of kernel function parameters. Expert Syst. Appl.
28, 4 (2005), 603-614.

Min, S.-H., LEE, J., AND HAN, I. Hybrid genetic algorithms and support
vector machines for bankruptcy prediction. Ezpert Syst. Appl. 31, 3 (2006),
652-660.

MINSKY, M., AND PAPERT, S. Perceptrons. MIT Press, Cambridge, MA,
1969.

MiTcHELL, M. An Introduction to Genetic Algorithms. The MIT Press,
1996.

96



[92]

[100]

[101]

[102]

[103]

[104]

[105]

MiITCHELL, M., HOLLAND, J. H., AND FORREST, S. When will a genetic
algorithm outperform hill climbing. In Advances in Neural Information Pro-
cessing Systems (1994), J. D. Cowan, G. Tesauro, and J. Alspector, Eds.,
vol. 6, Morgan Kaufmann Publishers, Inc., pp. 51-58.

MitcHELL, T. Machine Learning. McGraw-Hill, 1997.

MUKHERJEE, S., OSUNA, E., AND GIROSI, F. Nonlinear prediction of chaotic

time series using a support vector machine. In IEEE Neural Network for
Signal Processing (NNSP’97) (Amelia Island, FL, USA, 1997).

MULLER, K.-R., SmoLa, A. J., RATSCcH, G., SCHOLKOPF, B., K., J., AND
VAPNIK, V. Predicting time series with support vector machines. In JCANN
(1997), pp. 999-1004.

N. REDY, J., AND RASMUSSEN, M. L. Andlisis matemdtico Avanzado. Con
aplicaciones a ingenieria y ciencias. Limusa, Valencia, Spain, 1989.

Osuna, E., AND GIROSI, F. Reducing the run-time complexity of support
vector machines, 1998.

OsuNA, E.; AND GrIrost, F. F. An improved learning algorithm for sup-
port vector machines. In Neural Networks for Signal Processing VII, IEEE
Workshop (Amelia Island, FL., 1997).

Pa1, P.-F., aAND Honag, W.-C. Software reliability forecasting by support
vector machines with simulated annealing algorithms. Journal of Systems
and Software 79, 6 (2006), 747-755.

PARKER, D. B. Learning-logic: Casting the cortex of the human brain in
silicon. Tech. Rep. TR-47, Center for Computational Research on Economics
and Management Science, MIT, Cambridge, MA, 1985.

PrATT, J. Sequential minimal optimization: A fast algorithm for training
support vector machines. Tech. Rep. MSR-TR-98-14, Microsoft Research
(MSR), Apr. 1998.

PrATT, J. Fast training of support vector machines using sequential minimal
optimization. In Advances in Kernel Methods — Support Vector Learning
(Cambridge, MA, 1999), B. Scholkopf, C. J. C. Burges, and A. J. Smola,
Eds., MIT Press, pp. 185-208.

R DEVELOPMENT CORE TEAM. R: A language and environment for statis-

tical computing. R Foundation for Statistical Computing, Vienna, Austria,
2005. ISBN 3-900051-07-0.

Rice, J. A. Mathematical Statistics and Data Analysis. Duxbury Press,
1995. Good intermediary statistics book.

ROSENBLATT, F. The perceptron: A probabilistic model for information
storage and organization in the brain. Psychological Review 65 (1958), 386—
408.

97



[106]

[107]

[108]

109

[110]

[111]

[112]

[113]

[114]

[115]

[116]

[117]

[118]

[119]

[120]

ROTH, V., AND STEINHAGE, V. Nonlinear discriminant analysis using kernel
functions. In NIPS (1999), S. A. Solla, T. K. Leen, and K. R. Miiller, Eds.,
The MIT Press, pp. 568-574.

RupoLpH, G. Convergence analysis of canonical genetic algorithms. [EEFE
Transactions on Neural Networks 5,1 (1994), 96-101.

RUMELHART, D., HINTON, G., AND WILLIAMS, R. Learning representation
of back-propagation errors. Nature (London) 323 (1986), 533-536.

RUMELHART, D. E., HINTON, G. E., AND WILLIAMS, R. J. Learning inter-
nal representations by error propagation. In Parallel Distributed Processing
— Explorations in the Microstructure of Cognition. MIT Press, 1986, ch. 8,
pp. 318-362.

RUMELHART, D. E., AND MCCLELLAND, J. L. FEaxplorations in Parallel
Distributed Processing. The MIT Press, Cambridge, MA, 1988.

RuUNARSSON, T. P. Asynchronous parallel evolutionary model selection for
support vector machines. Neural Information Processing - Letters and Re-
views 3(3) (2004), 59-67.

RuNARssON, T. P., AND YAO, X. Stochastic ranking for constrained evolu-
tionary optimization. IEEFE Transactions on Fvolutionary Computation 4, 3
(2000), 284-294.

RusseLL, S., AND NORvVIG, P. Artificial Intelligence: A Modern Approach,
2nd FEd. Prentice-Hall, NJ, p.p. 16, 1995.

SAMANTA, B., AL-BaLUusHI, K. R., AND AL-ARAIMI, S. A. Artificial neural

networks and genetic algorithm for bearing fault detection. Soft Comput. 10,
3 (2006), 264-271.

ScumiDpT, M. Identifying speakers with support vector networks, 1996.

SCHOLKOPF, B., BURGES, C., AND VAPNIK, V. Extracting support data
for a given task. In KDD (1995), pp. 252-257.

ScHOLKOPF, B., PraTT, J. C., SHAWE-TAYLOR, J., SMOLA, A. J., AND
WIiLLIAMSON, R. C. Estimating the support of a high-dimensional distribu-
tion. Neural Computation 13, 7 (2001), 1443-1471.

SCHOLKOPF, B., SMOLA, AND MULLER, K. Nonlinear component analysis
as a kernel eigenvalue problem. Neural Computation 10(5) (1998), 1299-1319.

SCHOLKOPF, B., SMoOLA, AND MULLER, K. Learning with kernels. MIT
Press, 2002.

SETIONO, R., LEOwW, W. K., AND THONG, J. Y. L. Opening the neural
network black box: an algorithm for extracting rules from function approxi-
mating artificial neural networks. In ICIS ’00: Proceedings of the twenty first
international conference on Information systems (Atlanta, GA, USA, 2000),
Association for Information Systems, pp. 176-186.

98



[121]

[122]

[123]

[124]

[125]

[126]

[127)

[128]

[129]
[130]

[131]

[132]

[133]

[134]

[135]

[136]

[137]

138

SHAWE-TAYLOR, J., AND CRISTIANINI, N. Kernel Methods for Pattern Ana-
lysis. CUP, June 2004.

SMOLA, A., AND SCHOLKOPF, B. A tutorial on support vector regression.
Statistics and Computing (2001, Forthcoming).

SMOLA, A., SCHOLKOPF, B., WILLIAMSON, R., AND BARTLETT, P. New
support vector algorithms. Neural Computation 12, 5 (2000), 1207-1245.

SRINIVAS, N., AND DEB, K. Multiobjective optimization using nondomi-
nated sorting in genetic algorithms. Fvolutionary Computation 2, 3 (1995),
221-248.

TAHA, H. A. Investigacion de Operaciones, quinta edicion. Alfaomega, 1994.

Tax, D. M. J., AND DuIN, R. P. W. Data domain description using support
vectors. In ESANN (1999), pp. 251-256.

VAPNIK, V. Estimation of Dependencies Based on Empirical Data. Springer-
Verlag, Berlin, 1982.

VAPNIK, V. The nature of statistical learning theory. Springer-Verlag New
York, Inc., New York, NY, USA, 1995.

VAPNIK, V. Statistical Learning Theory. Wiley, 1998.

VAPNIK, V., AND CHERVONENKINS, A. A note on a class of perceptrons.
automation and remote control. Remote Control 25 (1964), 103-109.

VAPNIK, V., AND CHERVONENKIS, A. J. On the uniform convergence of
relative frequencies of events to their probabilities. Theory of Probability and
its Applications 16, 2 (1971), 264-280.

VARIAN, H. R. Microeconomic Analysis. W. W. Norton & Company, Febru-
ary 1992.

VON DER MALSBURG, C. Self-organization of orientation sensitive cells in
the striate cortex. Kybernetik 14 (1973), 85-100.

WERBOS, P. J. Beyond Regression: New Tools for Prediction and Analysis
in the Behavioral Sciences. PhD thesis, Harvard University, 1974.

WESTON, J., GAMMERMAN, A., STITSON, M., VAPNIK, V., VOVK, V.,
AND WATKINS, C. Density estimation using support vector machines, 1997.

WIDROW, B. Generalization and information storage in networks of Adaline
‘neurons’. In Self-Organizing Systems 1962 (Chicago, Illinois, 1962), M. C.
Yovits, G. T. Jacobi, and G. D. Goldstein, Eds., Spartan, pp. 435-461.

Wibrow, B., AND HorFr, M. E. Adaptive switching circuits. In Proceedings
WESCON (1960), pp. 96-104.

WoLPERT, D. H., AND MACREADY, W. G. No free lunch theorems for
optimization. IEEE Transactions on Evolutionary Computation 1, 1 (April
1997), 67-82.

99



[139] ZHANG, Z., AND JORDAN, M. I. Bayesian multicategory support vector
machines. In In Uncertainty in Artificial Intelligence (UAI), Proceedings of
the Twenty-Second Conference. (2006).

100



	Portada
	Índice General
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Conceptos Generales
	Capítulo 3. Máquina de Soporte Vectorial
	Capítulo 4. Funciones Kernel y Clasificadores Polinomiales en APM y MSV
	Capítulo 5. Máquina de Soporte Vectorial Evolutiva y Validación Estadística
	Capítulo 6. Experimentos y Análisis de Resultados
	Capítulo 7. Conclusiones
	Bibliografía

