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y amigo, quién me ha iniciado en este fascinante mundo de la investigación y me ha
guiado durante todo este proceso. Por sus comentarios, enseñanzas y su constante
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Resumen

Una Máquina de Soporte Vectorial (MSV) es un mecanismo eficiente para el en-
trenamiento de funciones de aprendizaje lineal en espacios inducidos por funciones
kernel, con una capacidad de generalización sustentada por la Teoŕıa Estad́ıstica
del Aprendizaje. En los últimos años, la MSV ha demostrado su efectividad en la
solución de una variedad muy amplia de problemas prácticos. No obstante, el ópti-
mo funcionamiento de este método de aprendizaje requiere de la selección adecuada
de sus parámetros libres.
En esta Tesis se aborda el problema de la selección óptima de estos parámetros con
el uso de Algoritmos Genéticos (AGs) no convencionales. En particular, se diseña
una propuesta autoadaptable, que también permite la selección de variables inde-
pendientes y que es nombrada como Máquina de Clasificación Genética (MCG).
También se efectúa un análisis de estructuras polinomiales usadas para el diseño de
MSVs y el método de Aproximación Polinomial Minimax. A partir de este análisis,
se construye un nuevo kernel polinomial y se deriva un criterio para definir un ran-
go apropiado de valores para el parámetro de regularización C de una MSV. Este
criterio puede ser usado en la solución de problemas de clasificación binaria.
Finalmente, se pone a prueba el desempeño de la MCG empleando una propuesta
de validación estad́ıstica, sustentada en la generación automática y no sesgada de
problemas multivariados de clasificación binaria y el uso de pruebas de hipótesis.
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Abstract

A Support Vector Machine (SVM) is an efficient mechanism for training linear
learning functions in kernel induced feature spaces, with a generalization capability
supported by the Statistical Learning Theory. In last years, the SVM has proven to
be effective in solving a great variety of practical problems. However, the optimal
performance of this learning method depends on the fine tuning of its free para-
meters.
In this Thesis the parameter selection problem is tackled by using a non-
conventional Genetic Algorithm (GA). Particularly, a self-adaptive approach is
proposed. The same GA is used for feature selection. It is called Genetic Sup-
port Vector Classifier (GSVC).
Polynomial structures are analyzed and used in the design of SVMs and Minimax
Polynomial Approximation. Derived from this analysis, a new kernel function is
proposed, together with a new criterion to define an appropriate range for the
regularization parameter C in SVMs. This criterion can be used in the solution of
binary classification problems.
Finally, the performance of the GSVC is tested by using a proposed validation
method, which is based on the automatic construction of binary classification pro-
blems and the use of statistical hypothesis tests.
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5. Máquina de Soporte Vectorial Evolutiva y Validación Estad́ıstica 54
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Motivación

En los últimos 20 años, el desarrollo de las áreas de reconocimiento de patrones y
aprendizaje de máquina ha sido impresionante. Actualmente se cuenta con múltiples
técnicas que han sido desarrolladas bajo enfoques distintos, pero que persiguen
objetivos similares. Uno de estos enfoques es el Bayesiano, que ha tomado mucha
fuerza últimamente por el aumento en su aplicabilidad práctica [4]. Otro enfoque es
el de modelos gráficos que ha resurgido como el marco principal para la descripción
y aplicación de modelos probabiĺısticos [57]. Asimismo, los métodos de kernel han
tenido un gran impacto desde el punto de vista teórico y práctico [119] [121].

Un método de kernel que surgió a inicios de la última década del siglo XX
es la Máquina de Soporte Vectorial (MSV), desarrollada por Vapnik et al [6] y
que ha resultado muy exitosa en la solución de muchas aplicaciones prácticas. La
MSV es una técnica no paramétrica que puede operar como un modelo lineal;
es decir, con la cual es posible encontrar funciones de decisión o regresión lineal,
pero cuya aplicación se limita a la solución de problemas linealmente separables.
Su rango de aplicación se amplia considerablemente cuando se considera como
un método de kernel, con lo cual es posible abordar problemas de regresión no
lineal y de clasificación de patrones no separables. La idea central en este método
consiste en trasladar el problema original a un espacio superior, donde la función de
respuesta construida con esta máquina de aprendizaje es lineal. Este efecto se logra
al utilizar un tipo de función llamada kernel, que usualmente se formula como un
producto interno en un espacio de caracteŕısticas. Este procedimiento es conocido
como sustitución de kernel [4] y también puede aplicarse a otro tipo de modelos
lineales, algunos de ellos clásicos en la literatura estad́ıstica, como el Análisis de
Componentes Principales (PCA) o el Discriminante Lineal de Fisher (FDA), con
lo cual se obtienen versiones no lineales de ellos (Kernel PCA [118] y Kernel FDA
[87] [106] [3]).

En algunos de los enfoques actuales para reconocimiento de patrones, ge-
neralmente hay que recurrir a ciertas suposiciones teóricas que, en ocasiones, limi-
tan su aplicación práctica. En modelos Bayesianos, por ejemplo, hay que lidiar
con supuestos de distribución a priori. En otros métodos estad́ısticos, se tienen
supuestos de distribución o independencia que también limitan su rango de apli-
cación. En el caso de la MSV, no se requieren supuestos de esa naturaleza, pero en

1
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su lugar existen algunos parámetros que tienen que ser calibrados para que su fun-
cionamiento resulte óptimo. La forma de ajustar estos parámetros ha sido objeto
de estudio en los últimos años y lo es en este trabajo de investigación.

La MSV también pude verse como una red neuronal con una sola capa oculta de
unidades no lineales, definidas por funciones kernel [43]. Esta investigación se enfoca
en el estudio de MSVs, particularmente en la determinación de sus parámetros
libres. Para entender la evolución de esta técnica es fundamental tomar en cuenta
el desarrollo histórico de las redes neuronales artificiales y la forma en que surge
la MSV como una alternativa eficiente y con un sustento teórico basado en los
principios de la Teoŕıa Estad́ıstica del Aprendizaje (TEA). Por este motivo, se
muestra enseguida esta evolución y la forma en que se ha tratado de superar el
problema de la determinación de parámetros en MSVs.

1.2. Estado del Arte

El estudio moderno de las redes neuronales comienza [43] con el art́ıculo de
MacCulloch y Pitts [80], donde se unifica el estudio de la neuropsicoloǵıa y la
lógica matemática. El modelo formal se fundamenta en el carácter de todo o na-
da inherente en la actividad nerviosa. MacCulloch y Pitts demuestran que po-
dŕıa computarse cualquier tipo de función si se emplea un número suficiente de
unidades simples - llamadas neuronas- y de conexiones sinápticas colocadas de
manera apropiada. Además, se reconoce que este fue el primer trabajo que puede
considerarse como de inteligencia artificial [113]. En 1949 se publica el libro The
Organization of Behavior de Hebb [44], donde se establece por primera vez una
regla de aprendizaje psicológico para la modificación sináptica; es decir, Hebb pos-
tula que las conexiones neuronales cambian continuamente conforme un organismo
aprende nuevas tareas y que las estructuras neuronales se forman gracias a esos
cambios. En consecuencia, se dice que los modelos que siguen esta teoŕıa exhiben
un aprendizaje Hebbiano.

Figura 1.1: Arquitectura del Perceptrón de Rosenblatt

2
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Quince años después del art́ıculo publicado por McCulloc y Pitts, Rosenblatt
[105] introduce un nuevo paradigma en el reconocimiento de patrones que llamó Per-
ceptrón, un nuevo método de aprendizaje supervisado (Figura 1.1). El resultado
más importante en el trabajo de Rosenblatt fue el teorema de convergencia del
Perceptrón, en el que se afirma que para cualquier conjunto de datos linealmente
separable, la regla de aprendizaje de este algoritmo garantiza la solución en un
número finito de iteraciones. El entusiasmo generado en la década de los 60’s con
estos resultados y con la aparición de otro tipo de redes, conocida como Adaline
[137](Figura 1.2(a)) (y Madaline para múltiples elementos adaptativos [136] (Figu-
ra 1.2(b))), hizo pensar a muchos que las redes neuronales eran capaces de resolver
cualquier problema de reconocimiento de patrones. Sin embargo, en 1969 se publica
Perceptrons, un libro en el cual Minsky y Papert [90] demuestran matemáticamente
las limitaciones del Perceptrón y afirman que no hay razones para pensar que una
extensión de éste pudiera mejorar su desempeño. Entre otras cosas, este trabajo
le restó interés a la comunidad y frenó el financiamiento para seguir trabajando
con redes neuronales durante toda la década de los 70’s. No obstante, se lograron
avances importantes en el desarrollo de métodos auto-organizados [133].

Figura 1.2: (a) Arquitectura de la red Adaline, (b) Arquitectura de la red Madaline

En 1980, se retoma el estudio de las redes neuronales. Grossberg [37] establece un
nuevo principio de auto-organización conocido como Teoŕıa de Resonancia Adaptiva
(ART). Dos años después, Hopfield [46] emplea principios de f́ısica estad́ıstica para
desarrollar una red recurrente con conexiones sinápticas simétricas, a este tipo de
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redes se les denominaŕıa más adelante como redes de Hopfield en su honor. La
arquitectura de este tipo de red se ilustra en la Figura 1.3(a).

En 1983, Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi describen un nuevo procedimiento llama-
do recocido simulado1 que emplean para la solución de problemas combinatorios
[59]. Esta idea considera principios de mecánica estad́ıstica y está basada en una
técnica simple empleada por Metropolis et al en 1953 [85]. La idea de recocido
simulado se emplea más adelante por Ackley, Hinton y Sejnowski en 1985 para el
diseño de la Máquina de Boltzmann [1] (véase Figura 1.3(b)), que fue la primera
realización exitosa de una red neuronal multicapa, con lo cual se rompe definitiva-
mente con las especulaciones hechas por Minsky y Papert en 1969.

Figura 1.3: (a) Arquitectura de la red de Hopfield, (b) Arquitectura de la red
Boltzmann

En 1986, Rumelhart, Hinton y Williams [108] [109] desarrollan el algoritmo de
retropropagación. Asimismo, se publica en ese año un libro de dos tomos titulado
Parallel Distributed Processing: Explorations in the Microestructures of Cognition,
editado por Rumelhart y McClelland [110], donde se da gran importancia al uso
del algoritmo de retropropagación, que a la postre resultaŕıa como el algoritmo
más popular en el entrenamiento de redes de perceptrones multicapa (RPMs). Es
importante señalar que el aprendizaje por retropropagación se descubre de manera
simultánea por otros dos autores por esas mismas fechas [100][75]. No obstante,
hab́ıa evidencia previa de que este algoritmo ya hab́ıa sido descrito en 1974 por
Werbos en su tesis doctoral en la Universidad de Harvard [134]; pero la idea básica
de propagación realmente aparece en 1969 en el libro Applied Optimal Control de
Bryson y Ho. [8]. Finalmente, se da los créditos de este algoritmo a Rumelhart et
al, ya que fueron ellos quienes proponen su uso para el entrenamiento de máquina
y para demostrar como se trabaja en ello. Además, se considera que este traba-
jo detonó el renacimiento de la investigación en redes neuronales artificiales. La
arquitectura se muestra en la Figura 1.4

Para el año de 1988 Broomhead y Lowe [7] describieron un procedimiento para
el diseño de redes neuronales con alimentación hacia adelante usando funciones de
base radial (FBR), que es una idea alternativa al uso de redes de perceptrones
multicapa (Figura 1.5).

1Simulated annealing.
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Figura 1.4: Arquitectura de una red de perceptrones multicapa

A inicios de la década de 1990, Vapnik et al [6] desarrollan una metodoloǵıa que
denominan Máquina de Soporte Vectorial. Se trata de una técnica de aprendizaje
supervisado que hereda caracteŕısticas de las redes neuronales, en pleno auge en
ese entonces, pero cuyo sustento teórico se basa en el Principio de Minimización
de Riesgo Estructural (PMRE) y no en el Principio de Minimización de Riesgo
Emṕırico (PMREm), como hacen las RPMs, es decir, mientras que las RPMs mi-
nimizan el error de entrenamiento, las MSVs minimizan el error de prueba y, por lo
tanto, su capacidad de generalizar es más alta (véase Figura 1.6). Estos principios
de riesgo se derivan de la TEA, que comienza a desarrollarse durante la década
de los 60’s por Vapnik y Chervonenkis [130] y se consolida en los siguientes 30
años [131] [128]. Un elemento fundamental de la MSV es cómo el concepto de la
dimensión de Vapnik-Chervonenkis (VC) se integra en el diseño de esta red. La
dimensión VC provee una medida de la capacidad de aprendizaje de una máquina
(MSV, por ejemplo) para aprender sobre un conjunto de datos [129] [128].

Para 1995, se diseña una nueva MSV para la solución de problemas linealmente
no separables [18], siguiendo los mismos principios del diseño anterior, pero agre-
gando un mecanismo de regularización para controlar los factores que afectan la
habilidad de generalización de esta máquina de aprendizaje. En 1996, se emplea el
mismo criterio de solución en las MSVs para la solución de problemas de regresión
no lineal [23], donde se usa una función de pérdida como medida de error en la
aproximación, la cual forma parte de la función de riesgo emṕırico que se pretende
minimizar [18], en concordancia con los principios establecidos en la TEA. En [122]
se describen muchas funciones de pérdida que pueden ser empleadas en la técnica
de regresión con MSVs y se brinda un tratamiento muy completo de regresión no
lineal con MSVs. En 1998 se publica el libro Statistical Learning Theory [129] de
Vapnik, que es una versión más completa a la publicada en 1995 [128], en donde se
brinda un tratamiento matemático riguroso de todos los elementos expuestos en el
mismo.

La MSV se ha aplicado con éxito en la solución de problemas de muchos tipos.
Algunas aplicaciones importantes en reconocimiento de patrones han sido las sigui-
entes: reconocimiento de escritura hecha a mano [18] [116] [10], de objetos [5],
identificación de voz [115], detección de fallas [54] y caracterización de textos [55].
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Figura 1.5: Arquitectura de una red de Base Radial

En el caso de regresión, la MSV se ha comparado con otras técnicas de series de
tiempo [95] [94] [98]. También se ha estudiado su aplicación en la estimación de
densidades [135].

Hasta entonces, la MSV hab́ıa funcionado muy bien en la solución de una gran
cantidad de problemas de regresión y clasificación, pero su entrenamiento depend́ıa
del uso de estrategias de optimización que resultaban impracticas e incluso ino-
perantes en la solución de problemas con miles de observaciones. La razón de esta
limitante es que, en el planteamiento de una MSV como un problema de opti-
mización restringido, se tienen que satisfacer una cantidad de restricciones que
crece conforme lo hace el número de datos de entrenamiento, de hecho, la relación
es de casi uno a uno en el caso de problemas de clasificación y de dos a uno (2
restricciones por cada punto de entrenamiento) en problemas de regresión. Además
de la inestabilidad numérica que se encuentra en algoritmos de solución a este tipo
de problemas, se tiene el gran inconveniente del tiempo, pues aunque algunos pa-
quetes son capaces de resolver problemas relativamente grandes, el tiempo que les
toma hacerlo resulta sumamente costoso en un sentido práctico.

La solución a este problema se da por primera vez con el empleo de un método
que desarrolla Vapnik en 1982 conocido como Algoritmo de Chunking [127] y con-
siste básicamente en dividir el problema original en subproblemas más pequeños,
donde se busca optimizar a cada uno de ellos, aprovechando el hecho de que algunos
de los vectores de soporte son cero. Sin embargo, este algoritmo sigue resultando
inadecuado con problemas a gran escala y, por lo tanto, se tienen que implementar
técnicas de estructuras de datos muy sofisticadas, con lo cual se evita almacenar
en memoria la matriz del problema de optimización cuadrática [127]. Osuna [98]
[97] propuso una estrategia alternativa que consiste en dividir el problema orig-
inal en subconjuntos de tamaño fijo, que se resuelven separadamente empleando
alguna técnica de optimización cuadrática. El problema con este método es que,
en conjuntos de datos muy numerosos, se siguen presentando problemas de esta-
bilidad al resolver cada subproblema. Empleando el mismo principio de Osuna al
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Figura 1.6: Arquitectura de una Máquina de Soporte Vectorial

subdividir el problema original, Platt [102] desarrolla una metodoloǵıa que parte
el problema original en los subconjuntos más pequeños posibles (de tamaño dos),
con lo cual se evita el problema de almacenamiento de matrices en memoria y el
uso de paqueteŕıa para la solución de problemas de optimización cuadrática. Esta
técnica se conoce como Optimización Secuencial Mı́nima (OSM) y con ella no sólo
es posible resolver problemas a gran escala, sino que el tiempo de solución se reduce
de manera muy significativa. Otros investigadores han logrado reducir el tiempo de
solución en problemas muy numerosos empleando otras variantes de MSVs (MSV
Proximal (MSVP) [31], MSV Incremental (MSVI) [32]).

La solución de problemas de clasificación múltiple también ha sido posible con
el empleo de MSVs. La MSV original se diseño para resolver problemas de clasi-
ficación binaria únicamente, pero algunos investigadores han empleado otro tipo
de estrategias, como son las técnicas de uno-contra-uno y uno-contra-todos [2], en
las que se construyen clasificadores binarios a partir de las clases del problema
original y se califica su efectividad como clasificador múltiple, empleando ciertos
criterios de asignación (por ejemplo el esquema de voto mayoritario). Sin embargo,
con estos métodos se corre el riesgo de que, al efectuar decisiones basadas en clasifi-
cadores individuales, se den resultados inconsistentes en los cuales un mismo punto
sea asignado a varias clases de manera simultánea [4]. Una variante del método
uno-contra-todos se propone en [77], misma que es modificada en [139] desde un
enfoque probabiĺıstico y donde también se presenta un procedimiento de inferencia
Bayesiano acorde con ella. Asimismo, otra variante de este método, junto con un
refinamiento de la MSVP, se muestra en [33]. Una generalización del esquema de
voto mayoritario para la estrategia de uno-contra-uno, basados en códigos de salida
con error corregido, fue desarrollada por [22] y aplicada con MSVs en [2]. Final-
mente, también se han desarrollado estrategias con MSVs para conjuntos de datos
con una clase, que atacan problemas no supervisados relacionados con la estimación
de densidades de probabilidad [117] [126].

Si bien la MSV ha resultado muy competitiva en la solución de diversos pro-
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blemas, tiene el inconveniente de que se requiere la determinación de ciertos
parámetros para su eficiente aplicación. Uno de esos parámetros es conocido co-
mo parámetro de regularización y generalmente se identifica como C, con el cual es
posible mediar entre el poder expresivo del algoritmo de aprendizaje y el error de
entrenamiento obtenido durante el proceso de optimización. También es necesario
determinar otro tipo de parámetros en una MSV, los cuales están relacionados con
el tipo de función que se emplea como kernel durante el proceso de entrenamiento
y prueba de la máquina. El número de éstos dependerá del tipo de kernel elegido.

La determinación apropiada de los parámetros es fundamental para un fun-
cionamiento óptimo de una MSV. Particularmente, una mala elección de C ocasiona
que la máquina no sea capaz de resolver el problema en cuestión de manera óptima.
En ese sentido, se corren dos riesgos importantes: 1) El diseño de una MSV que sea
incapaz de generalizar satisfactoriamente sobre conjuntos de datos desconocidos
(datos de prueba) o 2) El mal entrenamiento de ésta, con lo cual ni siquiera resulte
efectiva para aproximar sobre el conjunto de datos de entrenamiento. En śıntesis,
el diseño de una red mal comportada ocasiona que no se aprovechen las ventajas
teóricas que esta metodoloǵıa ofrece sobre otras técnicas que le compiten (RPMs,
por ejemplo).

Este problema ha sido abordado de diversas maneras, ya que tradicionalmente se
han calibrado estos parámetros de manera arbitraria o atendiendo al buen juicio del
investigador [43] [128]. Algunas aproximaciones hacen uso de criterios Bayesianos
para estimar dichos parámetros, por ejemplo, en [35] se usa una interpretación
probabiĺıstica de las MSVs para obtener expresiones que contribuyan a la determi-
nación de los parámetros. Los resultados son superiores a la metodoloǵıa tradicional
de MSVs aplicada en varios conjuntos de datos, pero el inconveniente de este tipo
de aproximaciones es que tales expresiones no tienen solución anaĺıtica y, por lo
tanto, se deben aplicar técnicas de simulación para su aproximación. Además, se
hacen suposiciones arbitrarias con relación al tipo de distribución a priori (cuando
se desconoce la distribución de donde proviene la información, que es lo más común
en la práctica).

Una propuesta de estimación anaĺıtica para el parámetro de regularización se da
en [14], empleando kernels polinomiales en el entrenamiento de la MSV, aśı como
una serie de premisas que impiden inferir un resultado generalizado a un número
arbitrario de problemas. En 2001 se propuso en [13] un método de gradiente y
un conjunto de cotas para el error de validación para estimar los parámetros del
kernel, considerando al valor de C como uno de ellos; sin embargo, se requiere de la
especificación de otros parámetros desarrollados durante la fase de optimización.

En muchos trabajos se sugiere el empleo de validación cruzada (CV) [49] [50]
[76] [95] para la determinación de parámetros, particularmente el parámetro C. Una
estrategia que es comúnmente sugerida para atacar este problema se conoce como
Método Grid [50] [74] [88], en la cual se sugieren pares ordenados (C, parámetro de
la función kernel)2, los cuales forman una especie de celda. La selección de la mejor
combinación de ellos se efectúa con base en los resultados de validación cruzada,
cuando ésta corresponda con el menor error arrojado por el clasificador. El incon-
veniente de este método es que se asignan de manera arbitraria conjuntos discretos
de potenciales valores para ese par ordenado, limitando de esta manera el espacio
de búsqueda y la precisión en la elección de los valores óptimos correspondientes.

2También puede aplicarse en la determinación de más de dos parámetros, en cuyo caso se
tendŕıan n− adas ordenadas, formadas por cada uno de los n parámetros (p1, p2, . . . , pn).
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Además, esta técnica es computacionalmente costosa, ya que el modelo debe ser
evaluado dentro de cada celda para cada uno de los parámetros y, por tanto, el
tiempo de búsqueda crece exponencialmente con el número de ellos. La búsqueda
resulta aún más costosa si se emplea validación cruzada de k-dobleces (k-FCV) o
validación cruzada dejando-fuera-una-observación (LoO-CV) como criterio de se-
lección de los mejores parámetros, lo que generalmente ocurre en la práctica.

En [99] se emplea recocido simulado para la determinación óptima de paráme-
tros, pero se ha probado en [71] que el uso de diferentes variantes de Algoritmos
Genéticos (AGs) son superiores en la solución de problemas de optimización, en
comparación con la aplicación de algoritmos de búsqueda local.

En [40] se construye un sendero para el parámetro de Regularización C por
medio de una función de decisión lineal, cuyos parámetros son funciones lineales
por trozos de C, aśı como los vectores de soporte derivados del planteamiento du-
al de la MSV. El sendero que se construye con esta metodoloǵıa incluye a todos
los valores posibles de C y es empleado para resolver el problema de optimización
dual para problemas de clasificación, desarrollando un algoritmo alternativo que
funciona eficientemente y con el que se obtienen resultados superiores a MSVs
aplicadas a un conjunto de problemas representativo. Finalmente, se emplea vali-
dación cruzada para construir el error de generalización de la máquina en función
del parámetro C, con lo cual se decide el modelo apropiado. El problema con esta
metodoloǵıa es que la complejidad computacional es considerable, involucrando la
solución de sistemas de ecuaciones en el proceso de construcción del sendero, donde
en ocasiones intervienen matrices que no tienen rango completo y, por lo tanto,
ocasionan dificultades numéricas.

También se han propuesto métodos evolutivos para la solución al problema
de selección de parámetros. Aunque algunos de ellos resultan potencialmente in-
teresantes, en general, no se establecen criterios estad́ısticos contundentes en sus
conclusiones.

Un método usado en varias ocasiones para la solución de este tipo de problemas
es el de Estrategias Evolutivas (EEs). En [111] una estrategia evolutiva paralela y
aśıncrona es usada para calibrar el parámetro C y el parámetro de un kernel de
base radial (KBR)3. Los autores proponen algunos criterios de selección para la
medición del ajuste de la MSV. Uno de estos criterios es el número de vectores de
soporte derivados tras el proceso de entrenamiento. Sin embargo, los mismos au-
tores reportan que su estrategia de búsqueda en algunos casos queda atrapada en
óptimos locales. También encuentran que el uso del número de vectores de soporte
como función objetivo también ocasiona ciertas dificultades durante la búsqueda.
De igual manera, es importante señalar que en los experimentos efectuados única-
mente se emplea un tipo de función kernel (el KBR) y la consecuente estimación de
su parámetro, sin reportar los resultados obtenidos con funciones kernel de otro tipo.
Otra EE se presenta en [30] donde se emplea una estrategia denominada Estrategia
Evolutiva con Matriz de Covarianzas Adaptable (CMA-ES) para la optimización
del parámetro de un kernel Gaussiano y el parámetro de regularización. En este
art́ıculo se emplean tres parametrizaciones de kernels Gaussianos. Los autores re-
saltan las ventajas de su método sobre otros métodos de gradiente y, con base en sus
experimentos, también encuentran que su propuesta es significativamente superior
a los resultados obtenidos con el Método Grid.

3En el Caṕıtulo 3 de esta Tesis se presentan otros tipos de funciones kernel y en el Caṕıtulo 4
se exponen algunos elementos teóricos relacionados con las funciones kernel y su caracterización.
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En [48] se ofrece una buena discusión de los dos últimos art́ıculos mencionados en
el párrafo anterior, donde los autores muestran que aunque el KBR es considerado
en la actualidad como el más popular, éste no siempre ofrece los mejores resultados
en la práctica. Esta afirmación se desprende al aplicar la técnica de Programación
Genética (PG) para la selección de un kernel óptimo en MSVs (ellos simbolizan su
propuesta como GK SVM). En la fase experimental se emplean las tres funciones
kernel más populares4, donde se encuentran claras diferencias en los ajustes debidas
al tipo de kernel empleado en la fase experimental. Finalmente, los autores reportan
la habilidad de GK SVM para encontrar nuevas funciones kernel que compiten
favorablemente con los kernels usados tradicionalmente, sin la necesidad de insertar
parámetros para lograr un ajuste óptimo.

En [52] también se emplea una EE, que incluye un algoritmo determińıstico para
la adaptación de las probabilidades en la aplicación de operadores variacionales. Los
autores prueban que su propuesta funciona cuando es usada para la optimización de
la arquitectura de una red neuronal. Un aspecto importante de este algoritmo es que
en este procedimiento es necesario determinar una serie de parámetros libres, por lo
que no sólo los parámetros de la MSV deben ser determinados, sino también éstos
que se derivan de su propia estrategia. Con relación a este hecho, los autores afirman
(sin dar detalles) que cuentan con estrategias confiables para la determinación de
los mismos.

Finalmente, también han surgido algunos trabajos donde se reporta la aplicación
de algoritmos genéticos en la determinación de parámetros de MSVs, aśı como en
la reducción de caracteŕısticas de los conjuntos de datos de entrenamiento. En
[114], por ejemplo, se aplican AGs para la determinación del parámetro del kernel
y no para en la búsqueda del valor de C. Otra aplicación con AGs se sugiere en
[29] para la selección de caracteŕısticas y la optimización de C en MSVs. Una
contribución importante es el uso de cotas teóricas para el error de generalización
de una MSV en lugar de emplear CV. Aún cuando los autores hacen referencia
a la capacidad de su propuesta para optimizar el parámetro de la función kernel,
en sus experimentos se limitan a utilizar funciones de kernel lineal, donde no hay
parámetros a ser optimizados. Los autores también reportan que su aproximación
arrojó mejores y más rápidos resultados cuando se emplea una función de ajuste
basada en estas cotas. Sin embargo, al analizar detenidamente la expresión anaĺıtica
de las cotas empleadas (una de ellas es conocida como la cota de Jaakkola-Haussler
[53]), es posible apreciar que la misma función kernel empleada durante el proceso de
entrenamiento se encuentra involucrada en su estimación. Entonces, si el parámetro
del kernel (por ejemplo en KBR) también es optimizado durante el proceso genético,
los valores de las cotas deben ser actualizados tomando en cuenta los cambios en la
función kernel que resulten del proceso evolutivo. Por tanto, el efecto que pudiera
traer en el tiempo y calidad del ajuste podŕıa ser diferente a lo que los autores
concluyen en su análisis. Otro aspecto importante a considerar en [29] es el uso
de codificación decimal cuando al tratar de resolver el problema de selección de
caracteŕısticas, se conoce de antemano el número de éstas; de otra forma, se sugiere
el empleo de codificación binaria. En [15] [51] [89] se reporta la aplicación de AGs
en la selección de parámetros en MSVs, la reducción de caracteŕısticas en los datos
de entrenamiento y se prueba su efectividad en la solución de problemas prácticos.
Sin embargo, en algunos casos la selección de los parámetros del algoritmo genético

4Polinomial, KBR y Sigmoidal. En el caṕıtulo 4 se ofrece un tratamiento más detallado de este
tema.
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es completamente arbitraria o no se reporta la forma en que se determinan. Los
criterios de validación se basan en la comparación con otras técnicas en la solución
de conjuntos de problemas prácticos y, se afirma, representativos. Otro aspecto
a considerar es la decisión arbitraria con relación al espacio de búsqueda de los
parámetros que se pretende optimizar.

Es importante mencionar que la aplicación de AGs para la solución a pro-
blemas de optimización presenta varias ventajas sobre otros métodos (métodos de
gradiente, por ejemplo), entre otras: a) un AG analiza de manera simultánea varias
posibilidades de solución en el espacio de búsqueda, en cambio otros métodos (de
gradiente, por ejemplo) van explorando mejoras de una única posible solución, b)
con el uso de AGs no se impone ninguna restricción a la función objetivo, como
por ejemplo la restricción de que sea continua y/o derivable, como se hace en otros
métodos, c) Teóricamente es posible garantizar convergencia cuando se emplean
AGs elitistas que pueden ser modelados como Cadenas de Markov [107]. También
debe señalarse que existen distintas variantes de AGs que compiten muy bien en
la solución de problemas de optimización, particularmente un mecanismo autoa-
daptable, como se muestra en [34]. El mecanismo autoadaptable debe su nombre
al hecho de que los propios parámetros del AG se determinan en el proceso de
optimización. Dada la importancia que este tipo de parámetros tiene en la solución
de problemas de optimización con AGs, sorprende que en otras investigaciones,
como [51] [15] [89], no se reporta la forma en que éstos se implementaron.

En conclusión, en los art́ıculos discutidos anteriormente no presentan criterios
de validación estad́ıstica contundentes con relación al desempeño de sus propuestas;
en algunos se asumen una serie premisas que limitan su aplicación y/o se proponen
estrategias computacionalmente costosas. En otros casos, la experimentación se
enfoca en casos particulares (como en el uso de un tipo de función kernel). Por ello,
en esta Tesis se aborda el problema de selección de parámetros en MSVs empleando
un Algoritmo Genético autoadaptable. También se efectúan pruebas estad́ısticas
exhaustivas para comprobar la efectividad de esta propuesta. Los objetivos y las
acciones a emprender se describen con más detalle en la siguiente sección.

1.3. Objetivos

En esta Tesis se plantean los siguientes objetivos:

1. Utilizar una variante de AG autoadaptable para la determinación automática
de parámetros en MSVs, con lo que se busca evitar el mayor sesgo posible en
su determinación.

2. Estimar una cota para el rango de valores que puede tomar el parámetro C.
Esta cota se puede obtener de manera anaĺıtica, apoyándose en los resultados
de un análisis polinomial multivariado de la información.

3. A partir de este análisis, y comparando la forma funcional de las funciones
de discriminación entre una MSV y un polinomio obtenido con el método de
Análisis Polinomial Minimax (APM), se propone la definición de un nuevo
tipo de kernel polinomial que, al usarse con una MSV, permite definir la
función de discriminación en una forma expĺıcita.

4. Se analizará la conveniencia en el uso de este nuevo kernel con MSVs en
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problemas de clasificación de patrones y regresión no lineal y, potencialmente,
con otros métodos de kernel.

5. Se propone una metodoloǵıa para la generación automática de un número
arbitrario de problemas multivariados de clasificación binaria.

6. Tomando como base los problemas de clasificación generados, se emplearán
criterios de validación estad́ıstica para medir la efectividad de la metodoloǵıa
genética autoadaptable en la solución de problemas de clasificación binaria.

7. Finalmente, la misma propuesta de AG autoadaptable también se usa en la
solución de problemas de regresión no lineal con MSVs, aunque se efectúan
comparaciones con otros métodos sobre la base de un conjunto de problemas
prácticos, no se efectúa una análisis estad́ıstico exhaustivo, como en el caso
del problema de clasificación binaria.

Este trabajo de investigación está organizado de la siguiente forma. En el caṕıtu-
lo 2 se describen algunos conceptos teóricos que ayudarán a entender mejor el
planteamiento del problema y el procedimiento seguido para la consecución de los
objetivos anteriores. Espećıficamente, se tratarán algunos elementos de la Teoŕıa
de Optimización, AGs, APM y funciones de Walsh y Rademaker. En el caṕıtulo 3
se describe el planteamiento de MSVs para problemas de clasificación y regresión,
se resalta la importancia de los parámetros de esta máquina de aprendizaje en su
optimización, la descripción de algoritmos de solución para MSVs y algunos con-
ceptos derivados de la teoŕıa estad́ıstica del aprendizaje, directamente relacionados
con este tema. En el caṕıtulo 4 se muestran las aportaciones teóricas derivadas de
esta investigación, concernientes al comparativo entre funciones de discriminación
obtenidas con APM y MSVs, la propuesta de una forma de acotar el valor del
parámetro C en MSV y la demostración algebraica de una nueva propuesta de
kernel polinomial. El caṕıtulo 5 está dedicado a la descripción de los diferentes
métodos desarrollados en esta Tesis: a) para la optimización de parámetros en
MSVs con AGs, b) para la generación automática de problemas multivariados de
clasificación binaria, c) para la validación estad́ıstica en la solución de problemas
de clasificación binaria y d) para la optimización de parámetros en problemas de
regresión con MSVs. En el caṕıtulo 6 se describen de manera detallada la forma
en que se llevaron a cabo los experimentos desarrollados para la comprobación
emṕırica de los algoritmos propuestos, los resultados derivados de diversas formas
de validación y aquellos obtenidos de las comparaciones con otras metodoloǵıas de
aprendizaje. Finalmente, se presentan las conclusiones y algunas sugerencias para
investigaciones futuras.
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Caṕıtulo 2

Conceptos Generales

Se enlistan a continuación algunos temas relevantes que se encuentran es-
trechamente relacionados con los objetivos planteados en esta Tesis y se abordan
en este caṕıtulo:

2.1 Optimización. La descripción teórica de algunos conceptos de optimización
permitirá entender de mejor manera la razón por la cual una MSV resuelve
problemas de clasificación y regresión planteando problemas de optimización
con restricciones, aśı como las ventajas teóricas relacionadas con este tipo de
planteamientos. Estos elementos han resultado fundamentales en el surgimien-
to de algoritmos eficientes de solución para MSVs.

2.2 Algoritmos Genéticos. El empleo de AGs como metodoloǵıa de optimización
ha resultado eficaz en la práctica, tomando en cuenta las ventajas de su
uso en comparación con otros métodos de optimización. Asimismo, el uso de
alternativas no convencionales resulta muy ventajoso para superar algunas
deficiencias que presentan los enfoques tradicionales. Resalta, en ese sentido,
la variante de Vasconcelos, que es la base de esta investigación como meca-
nismo de optimización de parámetros en MSVs, aśı como la aplicación de una
estrategia autoadaptable.

2.3 Aproximación Polinomial Minimax. El uso de APM en la determinación de
una función de regresión o clasificación y la relación de este tipo de funciones
en comparación con las obtenidas con MSVs. También se aprovecha esta
relación para estimar una cota para el rango de valores para el parámetro C
en problemas de clasificación binaria. Asimismo, con base en estos análisis
fue posible descubrir un nuevo tipo de kernel polinomial, que se prueba de
manera algebraica y experimental en caṕıtulos posteriores.

2.4 Funciones Multivariadas de Walsh. Finalmente, se describe la forma en que
se construyen funciones de Walsh y Rademacher, que serán la base para la
determinación de un número arbitrario de problemas multivariados de clasi-
ficación binaria y que se usarán para la validación estad́ıstica de la propuesta
de optimización genética de parámetros en MSVs.
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2.1. Optimización

2.1.1. Optimización no restringida

Un concepto de trascendental importancia en optimización es el de convexidad.
Generalmente, el objetivo en muchas aplicaciones prácticas consiste en la maxi-
mización o minimización de una función, donde generalmente se requiere conocer
si esos óptimos son globales y únicos o sólo locales. En lo general interesan y se
buscan los primeros, pero no es posible tener puntos de buen comportamiento sin
exigir a las funciones objeto de estudio propiedades que aseguren dicha globalidad
[25]. Por ello es que resulta importante mencionar algunos conceptos relevantes
relacionados con convexidad de conjuntos y funciones. Es importante señalar que
algunas de las definiciones que se muestran más adelante son aplicables a espa-
cios más generales, sin embargo, para propósitos de esta investigación es suficiente
considerar sólo espacios reales.

Se dice que un conjunto es convexo, si para cualquier par de puntos pertene-
cientes al conjunto, el segmento de recta que los une también se encuentra en el
conjunto. En términos formales, S ⊆ Rn es convexo si ∀x1, x2 ∈ S, entonces
λx1 + (1 − λ)x2 ∈ S1, donde λ ∈ [0, 1]. En la Figura 2.1 se muestra un conjunto
que cumple la condición de convexidad y otro que no la cumple.

Figura 2.1: (a) Ejemplo de conjunto convexo, (b) Ejemplo de conjunto no convexo.

Por otro lado, una función es convexa si al evaluarse en una combinación convexa
de cualesquiera dos puntos de su dominio, el valor resultante es menor o igual que
la combinación convexa de la función evaluada en esos puntos. Si la desigualdad es
estricta, la función se conoce como estrictamente convexa. En otros términos, una
función escalar f (z) se llama convexa para z ∈ Rn si para todo z, u ∈ Rn, y para
alguna λ ∈ (0, 1), f (λz + (1− λ)u) ≤ θf (z) + (1− θ) f (u). La Figura 2.2 ilustra
muy bien este concepto, donde se muestra una función que es estrictamente convexa.
Como consecuencia, resulta evidente que cualquier función lineal es convexa, pero
no estrictamente. La definición de función cóncava se obtiene al cambiar el sentido
de la desigualdad en la expresión anterior. A partir de estas definiciones, se deriva
que es posible obtener una función cóncava a partir de una conexa, si esta última
se multiplica por una constante negativa y, viceversa. También puede demostrarse
que la suma de funciones convexas es convexa y la suma de funciones cóncavas
resulta en una función cóncava [25].

En general, las condiciones de convexidad o concavidad resultan demasia-
do fuertes, por ello, en algunos casos es suficiente con exigirles a las funciones
condiciones más débiles, pero que conserven algunas propiedades de las funciones

1Esta expresión se conoce como combinación convexa y define un segmento de recta entre
ambos puntos.
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Figura 2.2: Función estrictamente convexa.

cóncavas y convexas en virtud de la búsqueda de máximos y mı́nimos. Estas condi-
ciones se refieren a las funciones cuasicóncavas y cuasiconvexas, pero antes de
definirlas es necesario introducir nuevos conceptos. Se dice que el contorno de una
función en y (Cf (y)) está definido por todos los puntos, x, en el dominio de la
función para los cuales f(x) = y. El contorno superior de la función en y (CSf (y))
consiste de todos los vectores x para los cuales f(x) ≥ y. Análogamente, el contorno
inferior de una función en y (CSf (y)) está constituido por todas los x tales que
f(x) ≤ y. La representación gráfica de estos conceptos se observa en la Figura 2.3.

Figura 2.3: (a) Contorno de una función escalar en y, Cf (y), (b) Contorno superior
CSf (y) y, (c) Contorno inferior CIf (y).

Por tanto, una función f con dominio en un conjunto convexo X ⊂ Rn y
contradominio en los reales, es cuasicóncava (cuasiconvexa), si y sólo si, el contorno
superior (inferior) de la función en y es un conjunto convexo para cualquier y del
rango de f . Es evidente que la función de la Figura 2.3 no es cuasicóncava, ni
cuasiconvexa, ya que CSf (y) y CIf (y), no son conjuntos convexos (están definidos
por segmentos de recta o semirecta separados). En la Figura 2.4 se dan ejemplos de
funciones cuasicóncavas y cuasiconvexas. En particular, la Figura 2.4(b) muestra un
ejemplo de función cuasicóncava y cuasiconvexa al mismo tiempo, la razón se debe

15

Neevia docConverter 5.1



a que esa función es monótona creciente y está definida sobre un conjunto convexo
(la recta real)[25]. A partir de esta observación, resulta claro que las funciones line-
ales representan funciones que son al mismo tiempo cuasicóncavas y cuasiconvexas
(inclusive la recta con pendiente 0). Formas alternativas de definir cuasiconvexidad
y cuasiconcavidad se pueden encontrar en [132].

Figura 2.4: (a) Ejemplo de función cuasicóncava, (b) Ejemplo de función cuasicon-
vexa.

Las funciones cuasicóncavas (convexas) y cóncavas (convexas) están ı́ntima-
mente relacionadas con la búsqueda de óptimos de las respectivas funciones. En
particular, la concavidad se asocia a los máximos globales y la convexidad a los
mı́nimos. En muchos casos se requiere saber no sólo si los máximos o mı́nimos
son globales sino únicos. Para establecer condiciones necesarias y suficientes para
la existencia de máximos y mı́nimos, no sólo para funciones reales de variable re-
al, sino para funciones escalares (con dominio en Rn) es conveniente definirlo en
términos matriciales.

Aśı, una matriz A de n × n simétrica es negativa-definida (n.d.) si xTAx < 0
para todo x ∈ Rn,x 6= 0. Se dice que A es negativa-semidefinida (n.s.d.) si en
la definición anterior se cambia la restricción < por ≤. Asimismo, A es positiva
(semi)-definida (p.d.) si se invierten las desigualdades en las expresiones anteriores
[25]. Ahora bien, si f es una función escalar definida sobre un conjunto convexo y
abierto2 y si f es una función de clase C2 3, entonces se define [72]:

H =


f11 f12 . . . f1n

f21 f22 . . . f2n

. . .
fn1 fn2 . . . fnn

 . (2.1)

donde fij = ∂2f
∂xi∂xj

. H se llama matriz Hessiana asociada a la función f . De esta
manera, una función C2 con dominio en un conjunto convexo y abierto, es convexa
(cóncava), si y sólo si, la matriz Hessiana de f es p.s.d. (n.s.d.) para todo x en el
dominio de la función.

2En un conjunto abierto, la vecindad de cualquier punto se encuentra completamente contenida
en el conjunto [39].

3Una función es de clase Ck si sus derivadas de orden k están bien definidas y son continuas.
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El valor óptimo de una función es un mı́nimo global, si la función evaluada en
ese punto alcanza su valor más pequeño en comparación con los valores obtenidos
con cualquier otro punto en el dominio de la función. El valor es un mı́nimo local,
si la función alcanza un mı́nimo en una vecindad del valor óptimo. En śımbolos,
z∗ es un mı́nimo global si ∀z ∈ Ω, f (z∗) < f (z); y z∗ es un óptimo local si
∃ε > 0, f (z∗) ≤ f (z) para cualquier z ∈ Ω tal que ‖z ∗ −z‖ < ε. En el caso de
máximos globales y locales, sólo se requiere cambiar el sentido de la desigualdad en
las definiciones anteriores. En la Figura 2.5 se ilustran estos conceptos.

Figura 2.5: (a) Ejemplo de mı́nimo global de una función, (b) Ejemplo de máximo
local de una función.

El resultado más importante en la optimización sin restricciones consiste en
establecer condiciones necesarias y suficientes para máximos o mı́nimos locales,
esto es:

1. Condiciones Necesarias

Si f es C1 y x∗ es un máximo (mı́nimo) local de f, entonces ∇f (x∗) = 0.

Si f es C2 y x∗ es un máximo (mı́nimo) local de f, entonces H (x∗) es
n.s.d. (p.s.d.).

2. Condiciones Suficientes. Si f es C2, si ∇f (x∗) = 0 y

H(x) es n.s.d. para todo x en una vecindad de x*, entonces x∗ es un
máximo local de f.

H (x∗) es n.d., entonces x∗ es un máximo global de f.

H (x∗) es indefinida (no es p.s.d. ni n.s.d.), entonces x∗ no es un máximo
ni un mı́nimo local.

f en una función cóncava, entonces x∗ es una máximo global de f .

Un máximo global de una función estrictamente cóncava (convexa) sobre
un conjunto convexo X, es único.

Existen otras condiciones relacionadas con conceptos de cuasiconvexidad fuerte y
estricta que se omiten en esta investigación, pero que pueden ser consultadas en
[25].
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2.1.2. Optimización con restricciones

Los problemas de optimización sin restricciones representan los casos menos
comunes en la práctica. Usualmente los problemas de optimización implican buscar
valores óptimos para las funciones, pero con limitaciones o restricciones sobre las
variables. En términos matemáticos, las soluciones en problemas con restricciones
implica la búsqueda de óptimos en regiones delimitadas por éstas y no en el dominio
de la función, como en el caso no restringido.

En términos generales, la forma general de un problema restringido de opti-
mización, conocido como Problema de Programación no Lineal (PPnL) [125], se
plantea de la siguiente forma:

Dadas las funciones f , gi, i = 1, . . . , k y hi, i = 1, . . . ,m, definidas en el dominio
Ω ∈ Rn, se define la forma primal de un problema de optimización como:

Min f (z) , z ∈ Ω
sujeto a : gi (z) ≤ 0, i = 1, . . . , k, (2.2)

hj (z) = 0, j = 1, . . . ,m,

donde f se conoce como función objetivo y las expresiones restantes se denomi-
nan, restricciones de desigualdad e igualdad, respectivamente. La región definida
por las restricciones del problema se conoce como región factible. Un problema de
optimización en el cual la función objetivo, las restricciones de igualdad y desigual-
dad son lineales, se conoce como problema de programación lineal (PPL). Cuando
la función objetivo es cuadrática, pero las restricciones son lineales, se habla de un
problema de programación cuadrática (PPC) [125]. La Figura 2.6 ilustra estos dos
tipos de planteamientos.

Figura 2.6: (a) Problema de Programación Lineal con dos restricciones de desigual-
dad (gi, i = 1, 2) y una restricción de igualdad (h), (b) Problema de Programación
Cuadrática con tres restricciones de desigualdad. Regiones factibles en azul.

2.1.3. Optimización de Langrange

Cuando en un problema de optimización restringido sólo se tienen restricciones
de igualdad, se aplica la teoŕıa de Lagrange para caracterizar las soluciones del
problema.

Dado un problema de optimización con función objetivo f (z), y las restricciones
de igualdad hj , j = 1, . . . ,m, se define la función Lagrangiana como sigue:
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L (z, α) = f (z) +
m∑

j=1

αjhj (z) (2.3)

donde los coeficientes αj son conocidos como multiplicadores de Lagrange (ML).
El objetivo del método de Lagrange consiste en transformar un problema de

optimización restringido en un problema sin restricciones y, con ello, aplicar las
condiciones de optimalidad correspondientes a problemas no restringidos. Esto es:

Teorema (Lagrange). Una condición necesaria para que un punto z∗ sea un
mı́nimo de f (z) sujeto a hj , j = 1, . . . ,m, con f, hj ∈ C1, es:

∂L (z∗, α∗)
∂z

= 0 (2.4)

∂L (z∗, α∗)
∂α

= 0 (2.5)

para algunos valores de α∗. Estas condiciones también son suficientes cuando
la función L (z, α∗) es una función convexa de z. La primera condición represen-
ta un sistema de ecuaciones, mientras que la segunda representa las restricciones
originales.

En el caso más general, en el que las restricciones son tanto de igualdad como de
desigualdad, se aplica el método de Karush-Kuhn-Tucker4 (KKT) para caracterizar
las soluciones del problema.

Teorema (Karush-Kunh-Tucker). Dado un problema de optimización con
dominio en un conjunto convexo Ω ∈ Rn,

Min f (z) , z ∈ Ω
sujeto a : gi (z) ≤ 0, i = 1, . . . , k, (2.6)

hj (z) = 0, j = 1, . . . ,m,

con f ∈ C1 y gi, hj funciones afines (donde por ejemplo h (z) se puede expresar
en la forma h (z) = Az + b, donde A y b representan una matriz y un vector,
respectivamente). Las condiciones necesarias y suficientes para que un punto z∗
sea un óptimo son la existencia de z∗, β∗ tal que:

∂L (z∗, α∗, µ∗)
∂z

= 0

∂L (z∗, α∗, µ∗)
∂α

= 0 (2.7)

α∗i g (z∗) = 0, i = 1, . . . , k.
g (z∗) ≤ 0, i = 1, . . . , k.

α∗i ≥ 0, i = 1, . . . , k.

4Las condiciones necesarias para problemas con restricciones de desigualdad fueron publicadas
por primera vez en 1939 por William Karush en su tesis de maestŕıa [58], pero tomaron renombre
después de la presentación del art́ıculo publicado por Harold W. Kuhn y Albert W. Tucker en
1951 [61].
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El problema Lagrangiano dual asociado el problema de optimización primal
está definido como sigue:

Max Θ(α, µ)
sujeto a : α ≥ 0 (2.8)

donde Θ (α, µ) = infz∈ΩL (z, α, µ)
Es posible demostrar que bajo ciertas condiciones la solución del problema dual

y el problema primal coinciden, pero eso está fuera del alcance de esta investigación,
para mayores detalles se puede consultar [125].

2.2. Algoritmos Genéticos

Los AGs son algoritmos de búsqueda inspirados en los mecanismos de selección y
genética natural. Esta metodoloǵıa fue propuesta por primera vez por Holland, sus
colegas y estudiantes en 1975 [45]. El número de aplicaciones prácticas en las que
este método ha probado su efectividad es muy amplia y esto se debe principalmente
a que los AGs son computacionalmente simples y muy efectivos en la búsqueda,
además de que no se encuentran limitados por una serie de supuestos en el espacio de
solución, como suposiciones de continuidad y de existencia de derivadas. De manera
general, los AGs se diferencian de otros métodos de optimización y búsqueda (por
ejemplo los métodos de gradiente) en cuatro aspectos [45]:

1) Los AGs trabajan con la codificación del conjunto de parámetros, no con los
parámetros en śı mismos.

2) Los AGs efectúan la búsqueda sobre una población de puntos (potenciales
soluciones) y no con una a la vez.

3) Los AGs emplean la información de la función de adaptación durante el pro-
ceso de optimización, en lugar de derivadas u otras medidas de conocimiento
auxiliar.

4) Los AGs emplean reglas de transición probabilistas, en lugar de reglas deter-
ministas.

La terminoloǵıa empleada por un AG encuentra su contraparte en la empleada por
la genética natural. La correspondencia entre ambas terminoloǵıas se resume en el
Cuadro 2.1.

Codificación

La codificación del conjunto de parámetros que caracteriza a los AGs se puede
hacer de varias formas, el tipo más común es la codificación binaria, pero ésta
puede resultar inapropiada para cierto tipo de problemas. Por ejemplo, en el pro-
blema del agente viajero no se recomienda codificar el genoma en binario, pues al
hacerlo se generan individuos que no pertenecen a la población [63]. Al codificar
en binario, también existen varias posibilidades de representar números reales, las
más populares son: a) Codificación en punto flotante, b) Codificación en punto fijo
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Genética Natural Algoritmos Genéticos
cromosoma cadena

gen caracteŕıstica, caracter
o detector

alelo valor de la caracteŕıstica
locus posición de la cadena

genotipo estructura
conjunto de parámetros,

fenotipo solución alternativa,
estructura codificada

epistasis no linealidad

Cuadro 2.1: Equivalencia entre la terminoloǵıa de genética natural y artificial.

y c) Codificación de Gray. A lo largo de esta Tesis se utilizó siempre la codificación
de punto fijo, ya que se ha comprobado experimentalmente que su aplicación con
AGs resulta muy competitiva en comparación con las otras dos alternativas [62].
Este tipo de representación se ilustra en el Cuadro 2.2.

Signo Parte Entera Parte Fraccionaria
1 bit Ne bits Nf bits

Cuadro 2.2: Codificación de punto fijo de un número real.

2.2.1. Algoritmo Genético Simple

El nombre de Algoritmo Genético Simple (AGS) se debe a Goldberg [36] quien
toma el algoritmo de Holland y considera la codificación de los individuo en forma
binaria. En términos generales, las caracteŕısticas del AGS son las siguientes:

1) Población fija.

2) Selección proporcional.

3) Cruzamiento de un punto.

4) Mutación uniforme.

5) Selección no elitista.

La primera caracteŕıstica se refiere al hecho de mantener fijo el tamaño de la
población durante todas las generaciones. La selección proporcional, también cono-
cida como de ruleta, considera la elección de los individuos con base en su medida
de aptitud, que es una función que le asigna una calificación a los individuos dentro
de la población. Esto es, aquellos individuos mejor calificados tendrán una proba-
bilidad más alta de ser seleccionados y viceversa. En el cruzamiento de un punto,
se generan nuevos cromosomas a partir de la mezcla de información de dos indi-
viduos previamente seleccionados, donde se elige para ambos un mismo punto de
cruce dentro del cromosoma y se procede a intercambiar los segmentos derechos (o
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izquierdos, indistintamente) de cada individuo. La decisión de efectuar o no esta
operación está dictada por una probabilidad de cruzamiento que se mantiene fija
para todas las generaciones y todas las parejas. La mutación uniforme se refiere
al intercambio de bits en ciertas posiciones de la cadena genética de los individu-
os, donde todas las posiciones tienen la misma probabilidad de ser seleccionadas.
Para que se de el intercambio, se considera una probabilidad de mutación que se
mantiene fija para todas las generaciones y todas las posiciones de los individuos.
Finalmente, en la selección no elitista se considera el paso de individuos de una
generación a otra sólo a través del proceso de selección aleatoria.

Teóricamente, el AGS se sustenta en el denominado teorema del esquema, que
ha sido uno de los pocos mecanismos formales para modelar algoritmos genéticos.
En este teorema, se toman en cuenta los tipos de operadores del AGS y se definen
rangos para las probabilidades que un esquema se preserve después de la aplicación
de estos operadores. Sin embargo, el teorema del esquema ha sido criticado por
las siguientes razones: a) no es exacto, b) no es confiable en la predicción del
comportamiento de largo plazo del AG, c) sólo considera los efectos destructivos de
los operadores genéticos y no los efectos constructivos, d) es muy particular, pues
sólo es aplicable dadas las caracteŕısticas del AGS. Un tratamiento completo de
este tema se puede encontrar en [91][63].

Desventajas del AGS

En [91], [92] y [28], Mitchell et al resaltan algunas deficiencias que presenta el
AGS de acuerdo a los resultados obtenidos por ciertos experimentos que original-
mente teńıan la intención de investigar el procesamiento de esquemas y la recom-
binación en algoritmos genéticos simples.

Uno de los problemas que presenta el AGS es la presencia de correlación espuria
y se refiere al hecho de que, una vez que ha sido encontrado un representante con alta
clasificación de un esquema de orden alto, este esquema se propaga copiosamente
y con rapidez en la población, con 0’s en las demás posiciones. Esto ocasiona que
se disminuya la proporción de otros esquemas que son necesarios para la cons-
trucción de la solución correcta [63]. En los experimentos que efectúo Mitchell,
se encontró que un escalador aleatorio resultaba más apropiado para resolver un
problema que fue diseñado para favorecer a un AG. Este análisis y sus resultados
fueron reportados en [92] [28].

Otra desventaja se presenta con los denominados problemas engañosos, en los
cuales es posible engañar al AG en situaciones que el teorema del esquema no
prevé y que puedan llevar a perder la solución óptima irremediablemente. Un
tratamiento detallado se puede encontrar en [63].

2.2.2. Algoritmos Genéticos no Convencionales

Para subsanar las deficiencias que el AGS presenta, muchos investigadores han
probado otras posibilidades de manipular las poblaciones genéticas. Considerando
al AGS como la forma estándar de un AG, se ha llamado [63] Algoritmos Genéticos
no convencionales a aquellas variantes que buscan superar las deficiencias del AGS.
Enseguida se muestra el Algoritmo Genético Idealizado (AGI) propuesto por [91],
en el cual se especifican las caracteŕısticas de un AG basado en la hipótesis de los
bloques constructores (HBC).
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Algoritmo Genético Idealizado

La HBC sostiene que los AGs parten de bloques de corta longitud y poca especi-
ficidad para ir integrando bloques más espećıficos de longitud mayor. De acuerdo
al análisis de las limitaciones del AGS y el AGI, se observa que un AG se aproxima
a un AGI si se cumple lo siguiente [63]:

a) Muestras independientes. Ningún locus se debe fijar a un valor en un número
grande de las cadenas de la población.

b) Secuestro de esquemas. Se busca preservar los esquemas deseados mediante
una selección lo suficientemente fuerte, pero también suficientemente lenta
para evitar correlaciones espurias en algunos esquemas altamente eficientes.

c) Cruzamiento instantáneo. La tasa de cruzamiento debe ser tal que el tiempo
de cruza que combine dos esquemas deseados sea pequeño con respecto al
tiempo que toma descubrir dichos esquemas.

d) Cadenas grandes. Lo suficientemente grande para que el factor de aceleración
sea significativo.

Algoritmo Genético de Vasconcelos

El Algoritmo Genético de Vasconcelos (AGV) es una variante de AG [71] que
busca aproximarse en la medida de lo posible a las caracteŕısticas de un AGI. Las
caracteŕısticas principales del AGV son:

1. Elitismo total. Se mantiene una copia de los mejores n individuos hasta la
generación k, del total de los nk individuos considerados hasta ese momento
(Figura 2.7(a)).

2. Selección Determińıstica. No se considera el ajuste del individuo para deter-
minar los descendientes más deseables. En su lugar, se propone una variedad
genética imponiendo una estrategia en la cual se cruza el individuo i para
cruzarlo con el individuo n-i+1 determińısticamente. Con esta estrategia se
refuerza el cruzamiento de individuos predefinidos (Figura 2.7(a)).

3. Cruzamiento anular. El genoma no se ve como una colección de bits sino
como un anillo cuyo bit de la extrema izquierda es contiguo al bit de la
extrema derecha. El intercambio en este caso se da entre semi-anillos, lo cual
es equivalente a intercambiar dos porciones no contiguas en la representación
del genoma en forma de cadena. Bajo esta metodoloǵıa, se deben considerar
dos parámetros para el intercambio: a) el punto de inicio de intercambio y b)
la longitud del semi-anillo (Figura 2.7(b)).

La caracteŕıstica más importante de esta metodoloǵıa es la selección determińıstica.
En esta estrategia, se destruyen las caracteŕısticas deseables de los mejores indivi-
duos al cruzarlos deliberadamente con los peores. No obstante, cuando se considera
también elitismo total, este análisis permite maximizar la exploración del espacio
de soluciones [63]. En resumen, el AGV permite atrapar los mejores esquemas sin
restringir el espacio de búsqueda en una forma sensible. El AGV se acerca al AGI
por varias razones:

23

Neevia docConverter 5.1



Determińısticamente se afecta a los posibles locus problemáticos con una
cruza mejor-peor.

Con la estrategia elitista se preservan los esquemas deseados y se evita co-
rrelación espuria al cruzar individuos diśımiles.

El elitismo total garantiza que el peor individuo de la población k está en el
estrato que corresponde al 1/k porcentual.

El AGV ha mostrado su superioridad sobre otras variantes de AG y sobre un
escalador aleatorio. El análisis se presenta en [71] y se muestra de manera estad́ıstica
la efectividad de este algoritmo en la optimización de funciones no restringidas de
una variable real. A lo largo de esta Tesis se emplea el AGV, pero en la propuesta
definitiva que se analiza más adelante se complementa su uso con una estrategia
autoadaptable, debido a que también se ha dado gran importancia en este trabajo
de Tesis al hecho de evitar en lo posible la intervención del investigador en la
determinación de parámetros y, en ese sentido, se sugiere mantener esta prioridad
en la elección de las probabilidades de cruzamiento y mutación.

Figura 2.7: (a) Selección Determińıstica, (b) Cruzamiento Anular

2.2.3. Estrategia Autoadaptable

El mecanismo autoadaptable referido en la sección anterior consiste en incluir los
parámetros de mutación y cruzamiento como parte del genoma y, de esta manera,
dejar el trabajo de su determinación al AG. Esta estrategia obedece a evitar en lo
posible la intervención del investigador en la determinación de parámetros y su se-
lección arbitraria. Este mecanismo se conoce como de autoadaptación poblacional,
el cual se describe y prueba experimentalmente en [34] y básicamente mantiene
un principio individualista en el que los parámetros afectan a cada individuo por
separado dentro de la población. La forma en que se aplicará este principio durante
este trabajo de investigación está dada de la siguiente manera:

(i) Probabilidad de cruzamiento (Pc): si pc representa la probabilidad de cruza-
miento para cierto individuo, pc se codifica en notación de punto fijo. De esta
manera, para cada individuo de la población se tendrá una probabilidad de
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cruzamiento dada por (pc)i , i = 1, ..., Np y, aśı, la Pc en cada generación se
determina por medio de la expresión:

∑Np

i=1 (pc)i /Np. Es importante señalar
que en la literatura [63] se sugieren valores altos para esta probabilidad.

(ii) Probabilidad de mutación (Pm): si pm representa la probabilidad de mutación
de un bit para cierto individuo, pm se codifica en notación de punto fijo, con
Ne bits en la parte entera y Nd bits en la parte decimal. De esta manera, para
cada individuo de la población se tendrá una probabilidad de mutación dada
por (pm)i , i = 1, ..., Np y, aśı, la Pm en cada generación se determina por
medio de la expresión:

∑Np

i=1 (pm)i /Np. Cabe señalar que en la literatura [63]
se sugiere que las probabilidades de mutación deben ser bajas para garantizar
diversidad en la población.

2.3. Aproximación Polinomial Minimax

Antes de abordar el tema de APM, resulta conveniente definir algunos conceptos
importantes relacionados con el problema de clasificación de patrones. Un problema
de este tipo consiste básicamente en la separación de un conjunto de objetos u
observaciones en diferentes clases. Cada objeto se representa por un vector x y las
L clases por medio de Cl, l = 1, . . . , L. En el caso más simple, todas las clases
son disjuntas y, por tanto, cada observación se asigna a una sola clase. Todas las
observaciones posibles definen un espacio de entrada y este espacio queda dividido
en regiones de decisión, cuyos ĺımites se denominan superficies de decisión. Las
superficies de decisión son funciones de x, que pueden ser lineales o no lineales.
De esta manera, si m es la dimensión del espacio de caracteŕısticas o variables
independientes de x, entonces una superficie de decisión lineal está caracterizada por
un hiperplano de dimensión m-1. Un conjunto de datos que puede ser separado sin
error en sus respectivas clases por medio de este tipo de superficies, se conoce como
linealmente separable. El tipo de modelos que construyen funciones de decisión
lineal se conocen como modelos lineales [4]. Ejemplos de modelos lineales son el
Perceptrón, Regresión Loǵıstica (RL), FDA, MSV5 [4]. Las superficies de decisión
también son conocidas como funciones de discriminación, ya que cumplen con la
tarea de decidir a que clase asignar cada vector del espacio de entrada. En la Figura
2.8 se ilustran las funciones de discriminación lineal y no lineal.

El método de APM tiene la finalidad de aproximar funciones polinomiales para
la solución de problemas de clasificación de patrones y regresión. El conjunto de
datos para este tipo de aproximaciones se conoce comúnmente como conjunto de
datos de entrenamiento y, en metodoloǵıas de aprendizaje supervisado, se define
como sigue: τ = {xi, yi} , donde xi representa un vector de caracteŕısticas o vari-
ables independientes y yi el valor de salida, ambos correspondientes al punto i.
En problemas de clasificación, yi sólo puede tomar valores discretos, mientras que
en problemas de regresión yi representa valores continuos. Particularmente, en un
problema de clasificación binaria, sólo se admiten dos valores para esta variable,
usualmente se emplean los valores de -1 y +1, para diferenciar a cada clase. Por su
parte, en problemas de regresión, yi puede tomar cualquier valor continuo.

5En su diseño para conjuntos linealmente separables.

25

Neevia docConverter 5.1



Figura 2.8: (a) Conjunto linealmente no separable con una función de discriminación
no lineal g(x), (b) Conjunto linealmente separable con función de discriminación
lineal f(x).

De esta manera, el objetivo consiste en aproximar la función:

F (x) =
v∑

i=1

ciTi (2.9)

Una forma directa de tratar de resolver este problema consiste en plantearlo como
un problema de optimización, donde la función objetivo puede medirse en términos
de una medida del error de aproximación. Existen varias alternativas al respecto,
probablemente una de las más socorridas en la literatura sea el error de mı́nimos
cuadrados. Bajo esta función, el objetivo consiste en minimizar la suma de errores
cuadráticos

∑N
i=1 (y − F (x))2. La forma de proceder bajo este camino es susti-

tuir la función (2.9) en la expresión de error de mı́nimos cuadrados y aplicar las
condiciones de primer orden sobre los coeficientes polinomiales. Esto deriva en un
sistema de ecuaciones que al ser resuelto provee la solución buscada. El proble-
ma con este tipo de procedimiento es que los sistemas generalmente resultan mal
condicionados para un número relativamente pequeño de coeficientes y de variables
independientes, es decir, las matrices que definen el sistema son aproximadamente
iguales a una matriz de Hilbert [16], que son numéricamente inestables. Una alter-
nativa que permite sortear estas desventajas es plantear el error de aproximación
en términos de la norma L∞. En (2.9), Ti denota el i−ésimo término de la forma
de aproximación seleccionada y v denota el número de términos deseados. En L∞
la idea es reemplazar q (q = v + 1) puntos de τ en la expresión (2.9) y expresar el
error como la diferencia entre el valor de salida estimado y el valor verdadero de y,
lo que deriva en el siguiente sistema:

e1 T11 · · · T1v

e2 T21 · · · T2v

· · · · · · · · ·
eq Tq1 · · · Tqv



c1
c2
. . .
cq

 =


y1
y2
. . .
yq

 (2.10)

En términos matriciales, la ecuación (2.10) se expresa como T c = y
El error minimax consiste en minimizar el error más grande que se puede obtener

en el proceso de optimización. Este error se puede usar como alternativa al error de
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mı́nimos cuadrados. Bajo esta alternativa, la idea es sustituir q puntos de τ en la
expresión (2.9) y expresar el error que se obtiene al comparar esa expresión con el
correspondiente valor de y, entonces, se tendŕıa el siguiente sistema: T c = y. El
objetivo en (2.10) es minimizar el error emax = max (|e1| , . . . , |eq|), dado ek : |ek| ≥
|ei| , i = 1, . . . , q, y entonces ei = γiek. Debe notarse que hay 2q desconocidas y
sólo q condiciones. No obstante, resulta simple resolver el sistema reemplazando la
última expresión en (2.10) y aplicando la regla de Cramer para encontrar ek. Por
lo tanto, se tiene:

ek =

D


y1 T11 . . . T1v

y2 T21 . . . T2v

. . . . . . . . . . . .
yq Tq1 . . . Tqv


γ1D1 + . . .+ γqDq

(2.11)

donde D (·) es la función determinante y Di es el determinante de la matriz del
numerador, dejando fuera la fila i y columna 1.

Es evidente que el valor de ek se minimiza si el denominador de (2.11) se ma-
ximiza y éste se logra cuando: i) los valores de las γi’s se maximizan, ii) Los signos
de γi y aquellos del determinante Di son iguales. La condición i) implica que |γi| =
1, i = 1, . . . , q; mientras que la condición ii) implica que los determinantes asociados
Di son no singulares; en cuyo caso se dice que satisfacen la condición de Haar y,
por tanto, forman lo que se conoce como conjunto de Chebyshev [64].

Los coeficientes c del polinomio minimax para los q puntos seleccionados del
conjunto de entrenamiento resultan a partir de la solución de de (2.10). Si la cardi-
nalidad del conjunto de datos es más grande que q, la solución para el conjunto de
entrenamiento completo puede ser calculada usando el Algoritmo de Ascenso (AA)
[64].

Algoritmo de Ascenso

Supóngase que el conjunto de datos consiste de N puntos.

(a) Elegir un conjunto con q puntos de τ , el cual se denomina conjunto de refe-
rencia. Fijar i = 1.

(b) Encontrar los coeficientes del polinomio minimax para el conjunto de refe-
rencia. El error resultante más grande se denota por εi.

(c) Encontrar el error máximo para los N − q puntos restantes en τ .

(d) Si el error máximo global es más pequeño que el error máximo para el conjunto
de referencia, los coeficientes corresponden con aquellos del polinomio máximo
global.

(e) Sino, elegir el punto cuyo error máximo xi,max e intercambiarlo por un punto
en el conjunto de referencia tal que el nuevo error εi+1 es más grande que εi.
Hacer i = i+ 1 y regresar al paso (b).

Este algoritmo computa los coeficientes c del conjunto minimax polinomial com-
pleto. Véase [64] para más detalle. Es importante notar que cuando la condición de
Haar no se satisface, no es posible aplicar el algoritmo de ascenso. Sin embargo, es
posible agregar una perturbación aleatoria aceptable y trabajar con las variables
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resultantes. Esto conlleva a una muy buena aproximación al problema original y
permite al algoritmo la labor de generalización [64].

Por otro lado, el Algoritmo de Ascenso es efectivo pero no eficiente: tiene una
tasa de convergencia de O

(
q4

)
que lo hace impráctico para muchas aplicaciones.

Sin embargo, es posible lograr tasas de convergencia de O
(
q2

)
como se muestra en

[64], aplicando técnicas formales y heuŕısticas.

2.4. Funciones Multivariadas de Walsh

El empleo de funciones de Walsh permite definir un número arbitrario de fun-
ciones de clasificación multivariada de manera automática y no sesgada. En prin-
cipio, es posible construir funciones en cualquier base, pero en esta investigación
doctoral se ha optado por trabajar en base dos, en la medida en que la codifi-
cación de los genes en el algoritmo genético propuesto usa esta representación.
En la definición de funciones de Walsh es fundamental la consideración de otro
tipo de funciones, conocidas como funciones de Rademaker [42][73][17], que pueden
definirse para cualquier base numérica, pero también por consistencia con la codifi-
cación de genes en el AG se emplea, en esta Tesis, el tipo definido en código binario.
Las funciones de Rademacher en base b se definen de la siguiente manera: Sea b ≥ 2
un número entero y ω = `

2πi
b . La función de Rademacher en base b es:

ϕ
(b)
0 (x) = ωk (2.12)

para k
b ≤ x ≤ k+1

b , k = 0, . . . , b− 1, y para n ≥ 0 por:

ϕ(b)
n (x+ 1) = ϕ(b)

n (x) (2.13)

= ϕ
(b)
0 (bnx)

Mientras que las funciones de Walsh en base b, se definen por [73]: walb0 (x) = 1,
y si n = e1b

n1 , . . . , esb
ns con 0 ≤ es ≤ b y n1 ≥ n2 ≥ . . ., por: walbn (x) =

ϕe1
n1

(x) , . . . , ϕes
ns

(x) donde ϕ representa la función de Rademacher en base b. Para
dimensiones de m ≥ 2 y k1, . . . , km ≥ 0, se tiene [73]:

wal
(b)
k1,...,km

(x1, . . . , xm) = wal
(b)
k1

(x1) . . . wal
(b)
km

(xm) (2.14)

donde para ki ≥ 0, i = 1, . . . , s; (2.14) forma un sistema ortonormal y completo de
funciones en L2

(
[0, 1)2

)
[73].

La ecuación (2.14) es conocida como función de Walsh Multivariada y es usa-
da para la construcción automática y no sesgada de funciones de clasificación. El
número de variables y observaciones se define aleatoriamente para cada función.
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Caṕıtulo 3

Máquina de Soporte
Vectorial

El interés de esta investigación se centra en la determinación automática de
parámetros en MSVs, particularmente, el parámetro de regularización C, para lo
cual resulta fundamental conocer cuál es el papel que juegan éstos en el proceso
de entrenamiento de esta máquina. Por ello, en este caṕıtulo se exponen los ele-
mentos teóricos más relevantes de esta metodoloǵıa en la solución de problemas de
clasificación binaria y regresión no lineal. Además, se describen algunos conceptos
derivados de la TEA, con los cuales es posible explicar las ventajas teóricas del
empleo de MSVs.

3.1. Clasificación Binaria

En el caso de clasificación binaria, el objetivo de una MSV es encontrar un
hiperplano que permita discriminar los puntos de un conjunto de entrenamiento
que pertenecen a una clase de aquellos que pertenecen a la clase opuesta. La for-
ma en que la MSV realiza esta tarea es maximizando el margen de separación
que forman los puntos más cercanos de ambas clases. Geométricamente, supóngase
que se tiene un hiperplano H que separa puntos en la clase positiva (y=+1) de
aquellos en la clase negativa (y=-1), donde los puntos x que se encuentran sobre
el hiperplano satisfacen w.x+b, siendo w el vector de coeficientes del hiperplano
separador y, por tanto, ortogonal a éste. La distancia perpendicular entre el origen
y el hiperplano separador está dada por |b| / ‖w‖1. Sea d− la distancia del punto de
la clase negativa más cercano a H y d+ la distancia más corta del punto de la clase
positiva más cercano, entonces, el margen de separación entre las clases se define
por ρ = d+ + d−. Ahora bien, supóngase que todos los puntos en τ satisfacen las
siguientes restricciones:

yi (xi.w + b)− 1 ≥ 0 ∀i (3.1)

Considere ahora todos los puntos en la clase positiva que satisfacen las res-
tricciones de (3.1) con igualdad. Entonces, estos puntos satisfacen la ecuación del

1Se deriva aplicando la fórmula para la distancia de un punto a un plano en Rn siguiente:
|w.z+b|
‖w‖ , donde z es un punto en este espacio y w el vector ortogonal al plano.
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hiperplano H1 : w · xi + b = 1, cuya distancia al origen está dada por |1− b| / ‖w‖.
Análogamente, los puntos de la clase negativa que cumplen con las restricciones de
(3.1) con igualdad se encuentran en el hiperplano H2 : w ·xi +b = −1 y la distancia
perpendicular de H2 al origen es |−1− b| / ‖w‖. Como la distancia de H al origen
es |b| / ‖w‖, entonces d− = d+ y, por tanto, ρ = 2/ ‖w‖. De esta manera, como
el objetivo de la MSV es maximizar el margen de separación entre las clases, eso
es equivalente a maximizar la separación entre los planos H1, H2 con H. Se tiene
entonces un problema de optimización que consiste en la minimización de ‖w‖2

(esto maximiza el margen), sujeto a (3.1). La Figura 3.1(a) ilustra lo anterior.

Figura 3.1: (a) Representación geométrica de la MSV lineal, (b) Penalización de
observaciones mal clasificadas por medio de variables de relajación ξ.

El proceso anterior describe la forma en que la MSV resuelve problemas con pa-
trones linealmente separables. El caso más general se muestra en la Figura 3.1(b),
donde se han introducido un conjunto de variables {ξi, i = 1, . . . , l}, conocidas
como variables de relajación, con las cuales se penalizan aquellos puntos que no
satisfacen el criterio de separabilidad lineal. Es decir, se agrega una variable de
relajación por cada punto de mala clasificación. Este tipo de puntos puede encon-
trarse en el lado opuesto de la clase a la que pertenecen, ya sea dentro o fuera del
margen de separación.
Un problema de clasificación de este tipo, con patrones linealmente no separables
y empleando MSVs, se puede resolver con el siguiente problema de optimización
cuadrática [43]:

Min 1
2w

Tw + C
∑N

i=1 ξi

sujeto a : yi (xi.w + b) ≥ 1− ξi, (3.2)
ξi ≥ 0, i = 1, . . . , N

Este problema es conocido como problema primal. Bajo este planteamiento, la
función objetivo se compone de dos términos, el primero de ellos tiene por objeto el
de maximizar el margen de separación que dista entre los puntos más cercanos en
ambas clases, mientras que el segundo término se enfoca en minimizar el número
de puntos de mala clasificación. La constante C se conoce como parámetro de
regularización, ya que tiene la encomienda de decidir el grado de penalización que
se le da a los puntos de mala clasificación y, con ello, se da preferencia a la amplitud
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del margen de separación o a la cantidad de puntos mal discriminados que admite
el clasificador, según sea el caso. Es decir, si el valor de C es muy pequeño, se
pone menos énfasis a la capacidad de clasificación de la máquina y el margen se
hace muy amplio; por otro lado, un valor muy grande para C enfatiza el poder de
clasificación, pero el margen se hace pequeño [18] [9]. En particular, si el valor de C
tiende a infinito, se tiene el problema de separabilidad lineal. La determinación de
este parámetro es un punto central para esta investigación, como se ha referido en el
estado del arte y como más adelante se expone. Las restricciones de (3.2) indican la
clase en la que se encuentra cada uno de los puntos del conjunto de entrenamiento,
ésta es la razón de que exista una restricción por cada observación en ese conjunto.

En general, la función objetivo de (3.2) puede expresarse en la forma: 1
2w

Tw+

CF
(∑N

i=1 ξ
υ
i

)
, donde F (·) es una función convexa. Debe notarse, sin embargo,

que el problema de construir un hiperplano que minimice el número de errores en
el conjunto de entrenamiento es, en general, NP-completo. Entonces, para evitar
que ésto ocurra, se considera el caso en el cual υ = 1; o sea, el menor valor de
υ para el cual este problema de optimización tiene solución única [18]. Por ello,
normalmente se considera la representación mostrada en (3.2). También conviene
señalar que aunque existen otras formas de formular el problema de la MSV, por
ejemplo la que se muestra en [123] (donde se sustituye el parámetro C por otro tipo
de parámetro) en este trabajo doctoral sólo se considera la representación original
dada por (3.2).

La función Lagrangeana asociada al problema primal es como sigue:

L (w, b, ξ, α, r) =
1
2
wTw + C

N∑
i=1

ξi −
N∑

i=1

αi [yi (xi.w + b)− 1 + ξi]−
N∑

i=1

riξi

con αi ≥ 0 y ri ≥ 0 (multiplicadores de Lagrange), es posible obtener el
planteamiento dual correspondiente, diferenciando L con respecto a w, ξ y b e
igualando a cero (condiciones de primer orden), se tiene:

∂L (w, b, ξ, α, r)
∂w

= w −
N∑

i=1

yiαixi = 0

∂L (w, b, ξ, α, r)
∂ξi

= C − αi − ri = 0

∂L (w, b, ξ, α, r)
∂b

=
N∑

i=1

yiαi = 0

y sustituyendo las ecuaciones obtenidas en el problema primal, se obtiene la
función objetivo de la forma dual:

L (w, b, ξ, α, r) =
N∑

i=1

αi −
1
2

N∑
i=1

yiyjαiαjx
T
i · xi

Las restricciones C − αi − ri = 0, junto con ri ≥ 0, implican C ≥ αi; mientras
que si ri = 0, entonces ξi 6= 0 y, por tanto, C = αi. Entonces, las condiciones de
KKT están dadas de la siguiente forma:
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αi [yi (xi.w + b)− 1 + ξi] = 0,
ξi (αi − C) = 0.

Debe observarse que las KKT indican que las variables de relajación sólo pueden
ser diferentes de cero cuando αi = C. Los puntos que corresponden a variables
de relajación distintos de cero son: 1/ ‖w‖ menos márgenes de error, ya que este
margen es menor que 1/ ‖w‖. Puntos para los cuales 0 < αi < C se encuentran a
una distancia menor a 1/ ‖w‖ del hiperplano separador.
Dado lo anterior, se desprende, el planteamiento dual , que representa un PPC,
está dado de la siguiente manera:

Max
∑N

i=1 αi − 1
2

∑N
i=1

∑N
j=1 αiαjdidjK (xi, xj)

sujeto a :
∑N

i=1 αidi = 0
0 ≤ αi ≤ C i = 1, . . . , N (3.3)

Los componentes del vector α se conocen como multiplicadores de Lagrange
(MLs) y su número corresponde con el número de restricciones en el problema
primal (N). La forma dual (3.3) también representa un problema de optimización
cuadrática definido sobre un conjunto convexo, con las ventajas que representan
estas caracteŕısticas en problemas de este tipo, según lo expuesto en el caṕıtulo
2. Además, en la forma dual sólo se requiere la optimización de los valores de αi,
mientras que en (3.2) se deben determinar w, b y ξi, i = 1, . . . , N .

La función K (x, xi) se conoce como kernel y se emplea para proyectar el espacio
solución a dimensiones superiores, donde el conjunto de datos linealmente no sepa-
rable tiene mayor probabilidad de convertirse en linealmente separable [19] [43]. Es
importante señalar que no cualquier función puede ser empleada como kernel, para
ello es necesario que se cumplan las condiciones de Mercer [84] [43], como se expone
en el caṕıtulo siguiente. Ejemplos de funciones kernel empleadas comúnmente son
[119] [121]:

Lineal : K (x, xi) = a.x · xi (3.4)
Polinomial : K (x, xi) = (a+ x · xi)

p (3.5)

Base Radial : K (x, xi) = exp
(
−γ ‖x− xi‖2

)
(3.6)

Perceptrón de dos capas : K (x, xi) = tanh
(
β0x

Txi + β1

)
(3.7)

Nótese que para cada tipo de kernel se tiene al menos un parámetro que define su
forma funcional. En la práctica, la optimización de este(os) parámetro(s) también
ha sido objeto de estudio, pues tradicionalmente su determinación depend́ıa del
juicio del investigador. En esta investigación también se aborda el problema de
su selección automática. En lo sucesivo, se hará referencia a los kernels anteriores
como KL, KPC, KBR y KP, respectivamente.
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La función de discriminación o superficie de clasificación correspondiente se
construye a partir del valor óptimo del vector α (α∗) y está dada por la siguiente
expresión:

f(x) =
N∑

i=1

α∗i diK (x, xi) + b (3.8)

En la expresión (3.8), la función de decisión se expresa como una combinación
lineal de la función kernel y los MLs derivados de la optimización de (3.3). Esta
caracteŕıstica es común en el tipo de modelos lineales usados para clasificación (y
también regresión) que admiten una representación dual (por ejemplo el Perceptrón
o el Modelo de Regresión Lineal). En todos ellos, la introducción de una función
kernel se da de manera natural ya que, bajo esta representación, la función de
decisión (o regresión) correspondiente se expresa como una combinación lineal del
producto escalar entre los datos de entrenamiento y el punto en el conjunto de
prueba que se somete a evaluación (es decir, x). Esto se ilustra muy bien en el caso
de la MSV, observando que, en ausencia de la función kernel en (3.8), la función de
decisión seŕıa como sigue:

∑N
i=1 αidix

T · xi + b. De igual forma, la función objetivo
de la forma dual (3.3) estaŕıa dada por:

∑N
i=1 αi − 1

2

∑N
i=1

∑N
j=1 αiαjdidjx

T
i · xj .

Además de las ventajas ya mencionadas, este hecho resalta aún más la importancia
de este planteamiento para los modelos que admiten representaciones similares.

En el proceso de optimización quedó pendiente la determinación de b en (3.8),
éste se puede calcular empleando los MLs α∗. En (3.8) se aprecia que los valores
donde α∗i > 0 son los únicos que aportan en la definición de la función de discri-
minación y, por eso, a los puntos del conjunto de entrenamiento asociados con
ellos se les conoce como vectores de soporte (VS), un resultado sumamente
importante que le da nombre a esta metodoloǵıa y que consiste básicamente en
elegir un subconjunto de los datos de entrenamiento para la construcción de esta
función. Geométricamente (Figura 3.1(b)), los vectores de soporte se encuentran
justamente en el ĺımite definido por el margen de separación a ambos lados del
hiperplano óptimo, sobre los planos H1 y H2, resaltados con un ćırculo exterior.
La función kernel que se emplea en (3.8) tiene el efecto de construir una superficie
lineal en el espacio proyectado por K(·, ·), pero no lineal en el espacio de los datos
de entrenamiento. Más adelante se exponen algunas elementos teóricos relacionados
con las funciones kernel.

3.2. Regresión

En el caso de regresión no lineal, la forma de abordar el problema con una
MSV es muy similar, pero lo más importante en este caso es la definición de una
función de pérdida, la más popular se conoce como función de pérdida ε-insensitiva
(FPεI). La FPεI permite definir un margen de tolerancia, de tamaño ε, en torno a
la función de regresión que se construya con la MSV (Figura 3.2(a)). Esto es, se
penaliza solo a los puntos que se sitúen por fuera de este margen -conocido como
ε-tubo-, mientras que el error para aquellos puntos que se encuentren dentro del
margen es igual a cero (Figura 3.2(b)). La FPεI es como sigue:
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Lε (y, ŷ) =
{
|y − ŷ| − ε para |y − ŷ| ≥ ε
0 en otro caso

donde ŷ representa los valores de salida estimados por la MSV.

Figura 3.2: (a) Función de pérdida ε-Insensitiva, (b) Función de regresión no lineal
con MSV y penalización de puntos que sobrepasan los ĺımites del ε-tubo.

Para abordar el problema de regresión no lineal se plantea como objetivo la
minimización de una función de riesgo Rε = 1

N

∑N
i=1 Lε (y, ŷ), sujeta a la restric-

ción ‖w‖2 ≤ c0, siendo c0 una constante. Nótese que Rε es función de la FPε.
En la Figura 3.2(b) se observa el caso del problema de regresión sobre patrones
linealmente no separables, la función de regresión es no lineal y los puntos que
se encuentran fuera del ε-tubo son penalizados usando una variable de relajación,
como en el caso de clasificación, sólo a que ahora se utilizan dos conjuntos de vari-
ables de penalización, correspondientes a puntos que se encuentran de un lado de
la función de regresión y puntos que se ubican en el lado opuesto. La forma primal
del problema de optimización correspondiente está dado como sigue [122]:

Min 1
2w

Tw + C
(∑N

i=1

(
ξi + ξ

′

i

))
αi −

∑N
i=1

∑N
j=1 αiαjdidjx

T
i · xj

sujeto a : yi − wTϕ (xx) ≤ ε+ ξi, i = 1, 2, . . . , N (3.9)
wTϕ (xx)− yi ≤ ε+ ξ

′

i , i = 1, 2, . . . , N
ξi, i = 1, 2, . . . , N
ξ
′

i , i = 1, 2, . . . , N

Es importante notar que además de los dos conjuntos de variables de pena-

lización, {ξi}N
i=1 y

{
ξ
′

i

}N

i=1
, también se emplean dos conjuntos de multiplicadores

de Lagrange: {αi}N
i=1 y

{
α
′

i

}N

i=1
.

La forma dual asociada a (3.9) es como sigue:
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Max
∑N

i=1 yi

(
αi − α

′

i

)
− ε

∑N
i=1

(
αi + α

′

i

)
− 1

2

∑N
i=1

(
αi − α

′

i

) (
αj − α

′

j

)
K(x, xi)

sujeto a :
∑N

i=1

∑N
j=1

(
αi − α

′

i

)
= 0 (3.10)

0 ≤ αi ≤ C, i = 1, 2, . . . , N
0 ≤ α

′

i ≤ C, i = 1, 2, . . . , N

La función kernel cumple con la misma función para el caso de regresión, en
el sentido de construir una función de regresión que es lineal en el espacio de
caracteŕısticas, pero no lineal en el espacio del conjunto de entrenamiento.

Se observa en (3.9) y (3.10) que el valor de C también se considera en este
planteamiento y cumple prácticamente con la misma función que teńıa en el caso
de clasificación, pero ahora la regularización se da entre los puntos que se sitúan
fuera del margen definido por ε [122].

Como en el caso de clasificación, la función de regresión se define de la siguiente
manera:

f(x) =
N∑

i=1

(
αi − α

′

i

)
K (x, xi) + b (3.11)

En este caso, los vectores de soporte son aquellos puntos para los cuales(
αi − α

′

i

)
6= 0. Por lo tanto, también se consideran solo aquellos vectores que

aporten en la definición de (3.11) y, gráficamente, corresponden a los puntos que
se encuentran justo en el margen definido por el ε− tubo.

Además del parámetro C, se tiene que fijar el valor de ε para la solución de
problemas de regresión, lo que dificulta su solución en comparación con el caso
de clasificación binaria. En problemas de regresión también se debe determinar
uno o más parámetros adicionales, dependiendo del tipo de kernel que se use en
el planteamiento del problema. Hasta ahora tampoco es posible definir que tipo
de kernel emplear para un problema espećıfico dado y la determinación de sus
parámetros también es motivo de investigación. Los tipos de funciones usadas en
este trabajo fueron polinomiales, de base radial y un nuevo tipo de kernel polinomial
derivado de esta Tesis.

3.3. Optimización Secuencial Mı́nima

Se ha dicho hasta ahora que para el entrenamiento de una MSV sólo es nece-
sario resolver un problema de optimización cuadrática restringido y donde es posible
garantizar soluciones únicas por las propiedades de convexidad de la función ob-
jetivo y de la región factible. Sin embargo, el problema que plantea la MSV en
la práctica no es fácil de resolver, ya que es necesario almacenar el kernel en una
matriz cuyas dimensiones crecen de manera cuadrática con el número de datos de
entrenamiento; es decir, en un conjunto con n observaciones, es necesario computar
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una matriz de n×n. Los algoritmos de optimización tradicionales empleados en la
solución de este tipo de problemas resultan lentos o incapaces de hacerlo cuando
los conjuntos de entrenamiento son muy numerosos.

Para solventar estas deficiencias, se han propuesto en el pasado alternativas
capaces de resolver problemas grandes, reduciendo además el tiempo de cómputo.
La primera aproximación es un método desarrollado por Vapnik [127] que en la lite-
ratura es popularmente conocido como método Chunking. El algoritmo Chunking
toma en cuenta el hecho de que el valor de la forma cuadrática en la ecuación (3.3)
no se altera cuando se eliminan las filas y columnas de la matriz que corresponden
a los multiplicadores de Lagrange iguales a cero. Por lo tanto, el PPC puede ser
descompuesto en una serie de problemas más pequeños, cuya finalidad es identificar
todos los MLs distintos de cero y eliminar los que son iguales a cero. En cada
iteración, el algoritmo de Chunking resuelve un PPC que consiste de MLs distintos
de cero resultantes de la etapa previa y agrega un número M de los peores ejemplos
que violan las condiciones de KKT. Cada subproblema se inicializa en cada iteración
con los resultados del subproblema anterior. En cada etapa, se identifica un conjunto
de MLs distintos de cero y, por lo tanto, el último paso resuelve el PPC original.
Aunque Chunking reduce el tamaño de la matriz a aproximadamente el número de
MLs distintos de cero, esta última tampoco puede almacenarse en memoria para
problemas a gran escala. En la parte superior de la Figura 3.3 se ilustra la forma
en que este algoritmo procesa la información. Las ĺıneas horizontales representan
al conjunto de entrenamiento, mientras que las barras simbolizan los MLs siendo
optimizados en cada iteración. En cada paso, se va agregando un número fijo de
datos y se van descartando los MLs iguales a cero.

Otra alternativa de solución fue planteada por Osuna et al [97], quienes probaron
un teorema que establece la posibilidad de dividir PPCs grandes en una serie de
PPCs pequeños. En esta estrategia se garantiza la convergencia, ya que en cada
iteración se agrega un punto que viola las KKT al conjunto del subproblema previo
y, por tanto, en cada etapa se calcula la función objetivo completa y se mantiene
un punto factible que cumple con todas las restricciones. Estos autores sugieren
mantener una matriz de tamaño constante para todos los subproblemas, lo que
implica agregar y borrar el mismo número de ejemplos en cada paso (véase la
Figura 3.3) y con lo cual es posible atacar problemas con un número arbitrario de
datos de entrenamiento. Debe notarse que el algoritmo de Chunking satisface las
condiciones del teorema, por lo cual está garantizada su convergencia. El algoritmo
de Osuna et al sugiere agregar y sustraer un ejemplo en cada paso, lo que cual
resulta ineficiente, ya que se debe ejecutar el proceso de optimización completo con
la única finalidad de asegurar que una sola observación cumpla con las condiciones
de KKT. En la práctica, se suelen agregar y sustraer varias observaciones al mismo
tiempo para evitar esto. De cualquier forma, se requiere el uso de métodos numéricos
para la solución de PPC para todos estos métodos, para los cuales resulta notorio
el uso de manipulaciones que garanticen su buen funcionamiento, pues hay muchas
cuestiones de precisión numérica que deben ser abordadas [101].

El algoritmo de Optimización Secuencial Mı́nima fue descubierto por Platt [102]
como una alternativa que permite superar las deficiencias de los métodos anteriores,
además de reducir el tiempo de cómputo de manera claramente significativa. La idea
central de OSM no sólo es resolver de manera iterativa problemas más pequeños,
sino resolver el problema con el menor conjunto de datos posible, es decir, aquellos
que involucran el uso de únicamente dos observaciones. La razón de que se utilicen
dos puntos para el entrenamiento se debe a que los MLs deben cumplir la restricción
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de igualdad de la ecuación (3.3), donde evidentemente se requieren al menos dos
MLs. En términos generales, el método de OSM elige dos MLs para optimizar,
encuentra los valores óptimos para estos multiplicadores y actualiza la MSV para
tomar en cuenta los nuevos valores óptimos. La gran ventaja de esta estrategia
es que el PPC con dos puntos se puede resolver en forma anaĺıtica, con lo que se
evitan completamente dificultades de estabilidad numérica y el uso de algoritmos
especiales para su solución. Una ventaja adicional es que tampoco es necesario
el almacenaje de matrices y los problemas a gran escala pueden atacarse incluso
en computadores personales. Existen dos pasos en el proceso de entrenamiento con
esta estrategia: la solución anaĺıtica para dos MLs y el empleo de un heuŕıstico para
elegir que multiplicadores serán optimizados en cada etapa. El algoritmo completo
y los detalles algebraicos pueden ser consultados en [102] [101]. En la Figura 3.3
se observa que sólo dos observaciones son optimizadas (anaĺıticamente) en cada
iteración, por lo cual el algoritmo resulta ser muy veloz.

Figura 3.3: Algoritmos de Entrenamiento para MSV.

Desde un punto de vista gráfico, las restricciones de desigualdad de (3.3) impli-
can que los MLs tienen que buscarse dentro de un cuadrado de longitud C, mientras
que la restricción de igualdad reduce el espacio de búsqueda a un segmento de recta
dentro de ese cuadrado. Por lo tanto, en cada iteración, el algoritmo de OSM tiene
que encontrar un valor óptimo de la función objetivo que se encuentre dentro de
ese segmento de recta. La Figura 3.4(a) ilustra esta situación.
En términos generales, la región factible para el PPC completo se forma con la
intersección de todos los conjuntos que definen las restricciones del problema, es
decir, por medio de N − 1 restricciones de desigualdad y una de igualdad, con la
cual se limita aún más el espacio de búsqueda. Por lo tanto, el espacio factible
quedará representado por la porción de una superficie lineal (hiperplano) defini-
da en Rn dentro de un hipercubo, cuyas aristas tienen lados de longitud C. Eso
quiere decir que el valor de C define expĺıcitamente la región de búsqueda en la
cual se explorarán las soluciones del problema. De esta manera, un valor de C muy
alto amplia el espacio de búsqueda (aumenta el tamaño del hipercubo) y viceversa.
Cuando el valor de C tiende a infinito, el espacio de búsqueda definido sólo con las
restricciones de desigualdad coincide con el ortante positivo de Rn y de ah́ı que los
vectores de soporte no se encuentren acotados superiormente, como ocurre en el
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caso de la MSV para patrones linealmente separables (conocida en la literatura co-
mo MSV con margen duro2), cuya forma dual únicamente se diferencia de la MSV
para patrones linealmente separables (MSV con margen suave3) por la siguiente
restricción: 0 ≤ αi, i = 1, 2, . . . , N . Ahora bien, queda claro que la región factible
no se encuentra en el espacio de caracteŕısticas, sino en el espacio definido por el
número de datos de entrenamiento (N). Por ejemplo, si se cuenta con tres obser-
vaciones, con dos variables independientes cada una, éstos se pueden representar
gráficamente en un plano cartesiano (R2), sin embargo, el espacio factible definido
por el problema dual de la MSV usando estos tres puntos es R3 (Figura 3.4(b)), y
aśı sucesivamente.

Figura 3.4: (a) Optimización del PPC con dos variables, (b) Representación del
PPC en el espacio de R3.

3.4. Teoŕıa Estad́ıstica del Aprendizaje

Antes de finalizar este caṕıtulo, resulta conveniente mencionar algunos concep-
tos relacionados con la TEA, la cual se comenzó a desarrollar a partir de la década
de los 60’s por Chervonenkis y Vapnik [131] [130], donde este último ha logrado con-
solidarla más recientemente [128] [129]. En este apartado se resaltan sólo aquellos
conceptos que están directamente relacionados con la MSV.

En la teoŕıa estad́ıstica del aprendizaje el interés se centra en la diferencia entre
una función objetivo f(x) y el valor de la función de respuesta F (x) que arroja
una máquina de aprendizaje (MSV por ejemplo). Esta desviación se presenta en
términos estad́ısticos.

Considerando la función que se desea aproximar (f(x)) y dado un conjunto de
entrenamiento τ , se dice que un modelo regresivo se encuentra caracterizado por la
siguiente expresión:

Y = f (X) + ε (3.12)

donde f (·) es una función determinista del vector X y ε es una variable aleato-
ria que representa el error entre la dependencia de X y Y . De la misma for-
ma, una máquina de aprendizaje provee una aproximación del modelo regresivo,

2Hard Margin Support Vector Machine.
3Soft Margin Support Vector Machine.
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donde el valor de salida obtenido con esta aproximación, dado X, se denota por:
Y = F (x, β).

En términos generales, el objetivo de la máquina de aprendizaje es encontrar el
vector de parámetros β que minimicen una función de costo, definida por [129]:

E (β) =
1
2

N∑
i=1

(yi − F (xi, β)) (3.13)

de tal manera que la diferencia entre la respuesta esperada yi y la respuesta
estimada F (xi, β) por la máquina de aprendizaje sea mı́nima.

El planteamiento de este problema implica un sacrificio entre el sesgo y la va-
rianza resultantes del uso de F (xi, β) como una aproximación de f (x), el cual se
soluciona incrementando infinitamente la muestra de entrenamiento, es decir, el
sesgo y la varianza se aproximan a cero simultáneamente incrementando el tamaño
de la muestra de entrenamiento, lo que implica un aumento en el tiempo de con-
vergencia [128].

Considerando un modelo de aprendizaje supervisado, la teoŕıa estad́ıstica del
aprendizaje consiste en seleccionar una función particular F (xi, β) que aproxime la
respuesta deseada de manera óptima en un sentido estad́ıstico, donde la selección
está basada en un conjunto de N observaciones independientes e idénticamente dis-
tribuidos (i.i.d.). La factibilidad del aprendizaje supervisado se basa en la cuestión
de si los ejemplos de entrenamiento contienen suficiente información para construir
una máquina capaz de lograr una buena aproximación.

De acuerdo a lo anterior, se define L (y, F (x, β)) como una función de pérdida
entre y y F (x, β), donde una alternativa es la función de pérdida cuadrática, que
se define como:

L (y, F (x, β)) = (y − F (x, β))2 (3.14)

El punto importante en la teoŕıa del aprendizaje estad́ıstico es que esta teoŕıa
no depende de manera cŕıtica en la forma en que se defina la función de pérdida
[43].

De esta manera, es posible definir una medida de riesgo en términos de la función
de pérdida anterior y, por consiguiente, que dependa de la clase de funciones de
aproximación {F (x, β)}. Entonces, el objetivo se centra en encontrar una apro-
ximación de ese tipo que minimice una función defina por:

Min R (β) =
∫
L (y, F (x,w)) dFX,D (x, y) (3.15)

La expresión anterior, representa el promedio de desviaciones que la máquina
de aprendizaje (una vez entrenada) incurre al tratar de aprender el fenómeno. Esta
medida supone que la distribución original de los datos P (x, y) es conocida, lo cual
es lo menos común en problemas reales. Por ello, se sugiere el uso del principio de
Minimización del Riesgo Emṕırico.

El PMREm establece la sustitución de la función de riesgo esperado por una
función de riesgo emṕırico Remp (β), definida por:

Remp (β) =
1
2l

∑
|y − f (x, β)| (3.16)

donde puede observarse que esta función no es más que una versión discreta de la
primera, con la cual se evita la consideración de la función de distribución original.
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Ambas funciones dependen del parámetro β, ya que generalmente hay que recurrir
en este tipo de parámetros para definir la máquina de aprendizaje, por ejemplo,
en una MSV se tiene el parámetro C, el(los) parámetro(s) del kernel y ε en el
caso de regresión que, como ya se ha visto, influyen en la elección correcta de
la máquina entrenada. Otro criterio considerado en esta definición establece que
Remp (β) converge en probabilidad a los valores mı́nimos posibles de la función de
riesgo R (β) , β ∈ B, conforme el tamaño de las muestras de entrenamiento se
hace infinito, en otras palabras, este criterio garantiza la consistencia de Remp (β).
Finalmente, establece que la convergencia uniforme es una condición necesaria y
suficiente para la consistencia del principio de minimización del riesgo emṕırico. Un
tratamiento formal y más completo de este principio se puede consultar en [128]
[129].

3.4.1. Principio de Riesgo Estructural

Un concepto de gran importancia en el TEA es la dimensión de Vapnik-
Chervonenkis (dimensión VC), con la cual es posible medir la capacidad de clasifi-
cación de un algoritmo estad́ıstico. Formalmente, la dimensión VC es una propiedad
de un conjunto de funciones {f(β)} y puede ser definida para cualquier tipo de
función f, pero aqúı se consideran funciones de discriminación para el problema
de clasificación binaria. Entonces, si un conjunto de l puntos puede ser etiquetado
en todas las formas posibles

(
2l

)
, y para cada etiquetamiento es posible encontrar

una función perteneciente a {f(β)} que los clasifique de manera correcta, se dice
entonces que ese conjunto de puntos puede ser desmembrado por ese conjunto de
funciones. Por lo tanto, la dimensión VC para ese conjunto {f(β)}, se define como
el máximo número de puntos de entrenamiento que pueden ser desmembrados por
{f(β)}. Por ejemplo, en la Figura 3.5(a), se muestra un ejemplo con 3 puntos, en
donde el clasificador lineal (la ĺınea recta) puede separar sin error todas las confi-
guraciones posibles para tres puntos, sin embargo, para el caso de cuatro puntos
ese mismo plano no puede clasificar la configuración que se muestra en la Figura
3.5(b) [9], entonces, la dimensión VC es igual a 3.

Figura 3.5: (a) En R2, la dimensión VC para un clasificador lineal es igual a 3, ya
que ese es el máximo número de puntos que pueden ser clasificados correctamente
en todas sus configuraciones posibles, (b) Configuración en R2 para cuatro puntos
que no es posible clasificar con una función de discriminación lineal.

Considerando nuevamente la función de riesgo emṕırico Remp (β) en (3.16) como
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una aproximación del riesgo esperado en (3.15), resulta claro que el Remp (β) no
garantiza un error bajo del riesgo esperado si el número de observaciones en el
conjunto de entrenamiento es limitado, pues un error pequeño sobre el conjunto
de entrenamiento no implica un error pequeño en el conjunto de prueba. Por ello,
algunos investigadores se han dado a la tarea de desarrollar técnicas estad́ısticas
que permitan sacar ventaja de un conjunto de datos limitado. El Principio de
Minimización de Riesgo Estructural es una de estas técnicas, donde la dimensión
VC juega un papel importante porque está involucrada en la definición de una cota
superior para la función de riesgo esperado y que permite establecer la relación
entre la capacidad de una máquina de aprendizaje y su poder de representación.
Esto es, el PMRE se basa en la definición de una cota superior para R (β), de la
siguiente forma:

R (β) ≤ Remp +

√(
h (log (2l/h) + 1)− log (η/4)

l

)
(3.17)

donde h es la dimensión VC. La parte derecha de la desigualdad en (3.17) se conoce
como cota de riesgo y el segundo término de esta cota de riesgo se denomina nivel
de confianza VC. A partir de (3.17), se puede observar que no es necesario conocer
la distribución P (x, y) y, aunque R (β) generalmente no puede ser computada,
es posible establecer una cota superior que se calcula fácilmente si se conoce h.
Un punto importante que hay que considerar es que la cota superior aumenta
conforme lo hace h, por lo tanto, en la práctica es deseable construir modelos con
la menor dimensión VC y el menor error de entrenamiento (riesgo emṕırico). De
esta manera, h depende de un conjunto de funciones {fδ : δ ∈ Λ} (Λ es un conjunto
arbitrario, no necesariamente subconjunto de Rn) que la máquina de aprendizaje
puede implementar. Para controlar h, se introduce una estructura de subconjuntos
anidados Sn := {fδ : δ ∈ Λn} de {fδ : δ ∈ Λ}, tal que:

S1 ⊂ S2 ⊂ . . . ⊂ Sn ⊂ . . . , (3.18)

donde las dimensiones de VC correspondientes satisfacen:

h1 ≤ h2 ≤ . . . ≤ hn ≤ . . .

Por lo tanto, para un conjunto de observaciones (x1, y1) , . . . , (xl, yl), el PMRS
elige la función fδn

l
en el conjunto {fδ : δ ∈ Λn} para la cual la cota de riesgo es

mı́nima.
Como se ha mencionado, los conceptos anteriores pueden ser aplicados a

cualquier metodoloǵıa de aproximación y la dificultad de computar la cota su-
perior depende en última instancia de que tan complicado resulte la estimación de
h. En el caso de la MSV, estos conceptos son de gran relevancia, debido al siguiente
resultado, demostrado por Vapnik [128] [129]:

Teorema. Si D es el diámetro de una bola que contiene a todos los vectores de
entrada x1, . . . , xN . El conjunto de hiperplanos óptimos descritos por la ecuación:
wT

0 x+ b0 = 0 tiene una dimensión VC h acotada superiormente por:

h ≤ min

{⌈
D2

ρ2
,m0

⌉}
+ 1 (3.19)

donde d·e es la función mı́nimo entero mayor o igual a, ρ = 2/ ‖w0‖ es el margen
de separación y m0 es la dimensión del espacio de entrada.
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La intuición de la expresión anterior es que es posible ejercer control sobre la dimen-
sión VC al seleccionar de manera apropiada el margen de separación, independien-
temente de la dimensionalidad del espacio de entrada. Más aún, la maximización
del margen de separación óptimo tiene el efecto de minimizar la cota superior para
h y al mismo tiempo minimizar el error de entrenamiento de la MSV. Por lo tanto,
estos objetivos satisfacen lo que se requeŕıa para la minimización de la cota para el
riesgo esperado.
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Caṕıtulo 4

Funciones Kernel y
Clasificadores Polinomiales
en APM y MSV

En el caṕıtulo anterior se hizo mención de las funciones kernel, con las cuales
es posible definir clasificadores lineales en espacios de dimensión superior. Parti-
cularmente, en la MSV ayudan a construir funciones de decisión y regresión al-
tamente efectivas, de acuerdo a sus caracteŕısticas de no linealidad. También se
ha mencionado que es necesario imponer ciertas condiciones para que una función
determinada pueda considerarse como un kernel válido. En ese sentido, en este
caṕıtulo se presentan algunos elementos teóricos concernientes a la caracterización
de funciones kernel y sus propiedades.

Con base en algunos de estos elementos teóricos, un aporte de este trabajo doc-
toral consistió en la definición de un nuevo tipo de kernel polinomial, denominado
Kernel Polinomial MP (KP-MP). La idea de esta nueva función surge al efectuar
comparaciones entre las funciones de discriminación de las metodoloǵıas de MSVs y
APM, empleando en ambos casos funciones polinomiales para su entrenamiento. Se
expone más adelante la forma en que se efectuaron estos comparativos, las condi-
ciones bajo las cuales se implementaron, aśı como los detalles de la caracterización
del nuevo KP-MP. Es importante mencionar que este kernel puede emplearse en la
solución de problemas de clasificación y regresión, aunque en este caṕıtulo sólo se
haga referencia a problemas de clasificación.

De igual forma, aprovechando la similitud entre las funciones de discriminación
de las metodoloǵıas citadas y mostrando que en ambos casos se puede usar el mismo
tipo de funciones polinomiales, se explora en este caṕıtulo la posibilidad de definir
una cota para el parámetro de regularización en MSVs, usando un kernel polinomial
y los coeficientes derivados del entrenamiento del método de APM.

4.1. Funciones kernel

En este apartado se presentan algunos conceptos relacionados con la caracte-
rización de funciones kernel y sus propiedades. Las definiciones y conceptos prin-
cipales fueron tomados de [121] y son reproducidos algunos de ellos aqúı con la
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finalidad de entender mejor la forma en que se demuestra más adelante la cons-
trucción del nuevo kernel MP. En [121] [119] puede encontrarse un tratamiento
teórico excelente de métodos kernel y muchas de sus variantes.

La definición formal de una función kernel es como sigue:
Definición [función kernel]. Un kernel es una función κ tal que para todo

x, z ∈ X se tiene,

K (x, z) = 〈φ (x) , φ (z)〉 , (4.1)

donde 〈·, ·〉 representa el producto interno entre dos vectores y φ es una función
(usualmente no lineal) que proyecta a los elementos de X sobre un espacio de
producto interno de dimensión superior (espacio de caracteŕısticas) Ξ; es decir,

φ : x 7−→ φ (x) ∈ Ξ.

Un concepto de gran relevancia para el uso de un kernel es el de la matriz de
Gram, que se define como Gij = 〈xi, xj〉, donde xi, xj son vectores pertenecientes
a un conjunto S = {x1, x1, . . . , xl}. Nótese que S puede ser el conjunto de entre-
namiento τ que se ha mencionado a lo largo de este trabajo. Ahora bien, considérese
la función φ y sea κ una función kernel, entonces la matriz de Gram definida en
el espacio de caracteŕısticas está dada por: Gij = 〈φ (xi) , φ (xj)〉 = κ (xi, xj). La
matriz resultante también se conoce como matriz de kernel K = (κ (xi, xj))

l
i,j=1.

La matriz K es simétrica y contiene toda la información necesaria para computar
las distancias entre todos los puntos de entrenamiento en el espacio de caracteŕısti-
cas. Además, un hecho importante acerca del uso de funciones kernel es que para el
aprendizaje en el espacio de caracteŕısticas, no se requiere conocer expĺıcitamente
la forma de la función (φ) que traslada la información a este espacio. Como se ha
resaltado antes, la ventaja de trasladar el espacio a uno de dimensión superior,
permite el uso de métodos de clasificación o regresión lineales en ese espacio. En la
Figura 4.1 se puede apreciar este efecto.

Figura 4.1: Proyectar el problema original a un espacio superior puede simplificar
el problema de clasificación.

Ahora bien, si se recuerda el planteamiento dual de la MSV (3.3), los términos
de esta matriz aparecen en la función objetivo y su cómputo, en problemas con
conjuntos de entrenamiento muy grandes, ocasiona que los métodos de optimización
tradicionales resulten poco eficientes o inoperantes y, por ello, la necesidad de usar
la técnica de OSM. Además, con este tipo de matrices se pierde información sobre
la orientación con respecto al origen de los puntos originales y también información
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acerca del alineamiento entre los puntos y los ejes de coordenadas. La razón de esta
pérdida de información se debe a que la matriz de Gram es invariante a rotaciones
en el sistema de coordenadas; esto es, cualquier rotación de los ejes con respecto al
origen no altera los valores de la matriz de productos internos [20].

Para la caracterización matemática de una función kernel, el siguiente resultado
es fundamental:

Proposición. Sea X un espacio de entrada finito con K (x, z) una función
simétrica definida sobre X, entonces K (x, z) es una función kernel, si y sólo si, la
matriz K = (κ (xi, xj))

l
i,j=1, es positiva semidefinida.

La generalización de este resultado en un espacio de Hilbert 1 se puede obtener
introduciendo las constantes λi, de tal manera que:

〈φ (x) , φ (z)〉 =
∞∑

i=1

λiφi (x)φi (z) = K (x, z) ,

Este resultado se formaliza con el teorema de Mercer [84], el cual establece condi-
ciones necesarias y suficientes para que una función continua y simétrica K (x, z)
admita tal representación, dados los valores de λi no negativos. Lo anterior es equi-
valente a decir que K (x, z) es un producto interno en el espacio de caracteŕısticas
Ξ ⊆ φ (X), donde Ξ es el espacio l2 de todas las sucesiones ψ = (ψ1, ψ2, . . . , ψi, . . .)
para las cuales

∑∞
i=1 λiψ

2
i <∞. Formalmente, el teorema se expresa de la siguiente

manera [84]:
Teorema [Mercer]. SeaK (x, z) una función kernel simétrica y continua defini-

da en X × X, donde X es un espacio compacto subconjunto de Rn. La función
K (x, z) puede expandirse en la forma

K (x, z) =
∞∑

i=1

λiφi (x)φi (z) (4.2)

Con coeficientes positivos, λi para todo i. Para que esta expresión sea válida y
converja absoluta y uniformemente, es necesario y suficiente que la condición∫

X×X

K (x, z)φ (x)φ (z) dxdz ≥ 0

Se cumpla para toda φ (·), tal que∫
X

φ (x) dx <∞

Las funciones φi (x) son conocidas como funciones propias de la expansión y los
números λi son los valores propios asociados . El hecho de que la los valores propios
sean positivos indica que la función kernel es positiva definida.

El teorema de Mercer establece condiciones necesarias y suficientes para com-
probar que una función puede usarse como un kernel válido, pero no dice nada
de cómo elegir las funciones φi (x), esto debe hacerse en la práctica. No obstante,
es posible construir funciones kernel a partir de kernels válidos empleando una
serie de propiedades conocidas como propiedades de clausura, que se enumeran a
continuación [121]:

1Para un tratamiento más detallado de los espacios de Hilbert puede consultarse [96].
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κ (x, z) = κ1 (x, z) + κ2 (x, z) (4.3)
κ (x, z) = aκ1 (x, z) (4.4)
κ (x, z) = κ1 (x, z)κ2 (x, z) (4.5)
κ (x, z) = f (x) f (z) (4.6)
κ (x, z) = κ3 (φ (x) , φ (z)) (4.7)

κ (x, z) = x
′
Bz (4.8)

donde κ1 y κ2 son funciones kernel definidas sobre X ×X, X ⊆ Rn, a ∈ R+,
f (.) una función de variable real en X, φ : X → RN con κ3 un kernel sobre
RN ×RN , y B una matriz n× n simétrica y positiva semidefinida.

En la caracterización de funciones kernel, estas propiedades son muy útiles en
la decisión acerca de si una función dada es candidato para ser un kernel válido y
la combinación de éstas para formar otros posiblemente más útiles y complejos. La
propiedad (4.3) establece que la suma de kernels es un kernel, (4.4) define kernels
a partir de kernels válidos multiplicados por constantes positivas, en (4.5) se tiene
que el producto de kernels es un kernel; también lo es el producto de funciones
reales (4.6), funciones kernel cuyos argumentos son funciones vectoriales (4.7) y los
derivados al usar una matriz positiva definida (4.8).

4.2. Funciones de Discriminación Polinomiales en
APM y MSVs

El empleo de APM permite construir una función de discriminación o aproxi-
mación de funciones de la forma (2.9), donde pueden emplearse funciones polinomi-
ales durante su implementación. Dicha representación permite expresar de manera
expĺıcita todas las relaciones entre las variables independientes y sus potencias.
En muchas aplicaciones prácticas resulta conveniente conocer esas interacciones y
una medida de su impacto en el modelo, definida precisamente por los coeficientes
estimados. En ese sentido, la magnitud y signo de un coeficiente asociado al térmi-
no monomial provee información valiosa en la relación que guardan las variables
involucradas (o sus potencias).

En muchas otras metodoloǵıas no es posible obtener este tipo de representación
expĺıcita, ya sea por la estructura funcional con la cual se efectúa el entrenamiento
o porque se construye una función de decisión que resulta ser compleja y de dif́ıcil
manipulación en la práctica. Un ejemplo son las redes neuronales, donde la compleja
estructura de la red entrenada dificulta la extracción de conocimiento y que, a su
vez, limita un mejor entendimiento del problema en cuestión [120].

Dado el caso particular de una MSV, en esta Tesis se exploran las condiciones
bajo las cuales resulta posible representar de manera expĺıcita la función de dis-
criminación de esta máquina de aprendizaje [69]. Se encontró que las funciones de
kernel polinomial permiten representaciones de este tipo pues, en este caso espećıfi-
co, es posible representar la función kernel como el producto de dos funciones que
proyectan los puntos del conjunto de entrenamiento en el espacio de caracteŕısti-
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cas (como en (4.1)), donde la forma funcional de estas funciones (φ (·)) se puede
obtener de manera expĺıcita.

Derivado de lo anterior, se exploró la posibilidad de establecer una equivalencia
entre las funciones de discriminación para ambas metodoloǵıas de aprendizaje. Para
ello, se analizó el uso de la siguiente función en (2.9):

F (x) =
p∑
j1

p∑
j2

. . .

p∑
jm

(
xj1

1 x
j2
2 . . . xjm

m

)
, (4.9)

Claramente se tiene una expresión polinomial, pero en (3.8) está involucrada
una función kernel que, como se ha dicho, puede representar una variedad muy
amplia de tipos de funciones. En ese sentido, resulta natural la elección de un
kernel polinomial.

De esta manera, se utilizó el kernel tradicional (3.5), que primero tiene que ser
desarrollado y expresado como la suma de un conjunto de monomios. Una forma
de hacerlo es aplicando el teorema del binomio de Newton en sucesivas ocasiones,
como se muestra enseguida:

K
(
xT , xi

)
=

(
1 + xTxi

)p

=

1 +
m∑

j=1

xjxij

p

=
p∑

i1=1

Cp
i1

 m∑
j=1

xj

p−i1

=
p∑

i1=1

Cp
i1

p−i1∑
i2=1

Cp−i1
i2

(x1xi1)
i2

 m∑
j=2

xjxij

p−i1−i2

=
p∑

i1=1

Cp
i1

p−i1∑
i2=1

Cp−i1
i2

(x1xi1)
i2 · · ·

p−
Pm−1

j=1 ij∑
im=j

C
Pm−1

j=1 ij

im
(4.10)

donde Cl
k representa las combinaciones de l en k. En una primera aproximación,

la ecuación resultante (4.10) se introduce en la función de discriminación (3.8), lo
que deriva en efecto en una expresión polinomial expĺıcita, que en realidad mantiene
la misma estructura de la función kernel empleada, pero como combinación lineal de
sus términos monomiales. Con esta última expresión, se efectúo una comparación
término a término con la función (4.9) y se calcularon los coeficientes derivados con
ambas metodoloǵıas con un conjunto de problemas. Los detalles del experimento
se muestran en el caṕıtulo 6.

Con base en esos resultados y observando que aunque en ambos métodos se
cuenta con funciones de discriminación expĺıcitas de tipo polinomial, estas expre-
siones no coinciden en todos sus términos; esto es, existen términos monomiales
que aparecen en una, pero no en la otra función y, viceversa.

Con la finalidad de superar este inconveniente, se plantearon dos alternativas:

(1) Emplear el kernel polinomial (3.5) en ambas metodoloǵıas, o
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(2) Considerar la expresión (4.9) como un tipo de kernel polinomial y usarlo en
una MSV. Nótese que en la expresión anterior se tienen todas las combina-
ciones posibles para las potencias de las variables independientes. La máxima
potencia que puede alcanzar una variable independiente es p, por lo que el
grado del polinomio es m× p.

Aunque ambas posibilidades permiten obtener expresiones equivalentes térmi-
no a término, se presentaban dos inconvenientes. En el primer caso, se teńıa el
problema de verificar que es posible emplear un kernel polinomial, como el usado
tradicionalmente en MSVs, en la metodoloǵıa de APM y, por tanto, verificar si
la metodoloǵıa de entrenamiento admit́ıa esa posibilidad. En el segundo caso, se
teńıa el problema de verificar que la expresión (4.9) en efecto podŕıa representar
un kernel válido, de acuerdo a las condiciones establecidas anteriormente.

En esta Tesis doctoral se abordaron ambos problemas en forma exitosa. En el
primero de ellos, se utilizó otra alternativa para representar al kernel polinomial
(3.5) que resulta más directa y que se obtiene al aplicar la fórmula multinomial2,
como sigue:

K
(
xT , xi

)
=

(
1 + xTxi

)p

=
∑

l1...lm

p!
l1! . . . lm!

(x1xi1)
l1 · · · (xmxim)lm (4.11)

De esta manera, a la expresión anterior se le agrega un coeficiente por cada
monomio y se emplea en el entrenamiento con APM, en lugar de utilizar la expresión
(4.9). La función de discriminación obtenida con el método de APM es como sigue:

F (x) =
∑

l1...lm

al1...lm

p!
l1! . . . lm!

xl1
1 · · ·xlm

m (4.12)

Los parámetros al1l2...lm (a0,0,...,0 = 1) de este clasificador se estiman como
se mostró en la sección 2.3, por medio del Algoritmo de Ascenso. El número de
monomios en (4.12) se definirá en adelante por nM .
La equivalencia entre las funciones de clasificación respectivas se obtiene al sustituir
(4.11) en (3.8), que es la función de discriminación de la MSV, y haciendo algunas
manipulaciones algebraicas para dejar expĺıcita esta función en términos de las
variables independientes. El desarrollo algebraico y la expresión final se muestran
enseguida:

2Esta fórmula se define como sigue: (a1 + a12 + . . . + am)n =
P

i1...im

n!
i1!...im!

ai1
1 . . . aim

m

[104].
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f (x) =
N∑

i=1

αiyiK
(
xT , xi

)
+ b

=
N∑

i=1

αiyi

[(
1 + xTxi

)p
]

+ b

=
N∑

i=1

αiyi

∑
l1...lm

p!
l1! . . . lm!

(x1xi1)
l1 · · · (xmxim)lm + b

=
∑

l1...lm

p!
l1! . . . lm!

N∑
i=1

αiyi (x1xi1)
l1 · · · (xmxim)lm + b

=
∑

l1...lm

N∑
i=1

αiyi

(
xl1

i1 · · ·x
lm
im

) p!
l1! . . . lm!

(
xl1

1 · · ·xlm
m

)
+ b

=
∑

l1...lm

[
N∑

i=1

αiyikl1...lm (i)

]
p!

l1! . . . lm!

(
xl1

1 · · ·xlm
m

)
+ b

(4.13)

donde kl1...lm (i) = (xi1)
l1 · · · (xim)lm .

Por lo tanto, puede observarse que las ecuaciones (4.12) y (4.13) representan
formas algebraicas equivalentes. Este resultado será muy útil más adelante en la
definición de un criterio para acotar el rango de valores del parámetro de regula-
rización en MSV.

4.2.1. Kernel Polinomial MP

La segunda alternativa mencionada antes para obtener funciones de discri-
minación equivalentes entre una MSV y APM, implica demostrar algebraicamente
que la función (4.9) en efecto puede ser usada como un kernel válido. El primer
inconveniente al tratar de usar esa expresión es que (4.9) tiene como argumento
un vector de dimensión m, mientras que en un kernel se requieren dos argumentos.
Este problema fue superado considerando la siguiente expresión:

K (x,xi) =
p∑
j1

p∑
j2

. . .

p∑
jm

(
xj1

1 x
j2
2 . . . xjm

m

)
.
(
xj1

i1x
j2
i2 . . . x

jm

im

)
(4.14)

donde x es un vector que representa cualquier elemento del conjunto de entre-
namiento, con m variables independientes y xi, la i-ésima observación tomada de
este conjunto. Nótese que la estructura funcional de (4.9) y (4.14) es muy similar,
salvo el término

(
xj1

1 x
j2
2 . . . xjm

m

)
, obtenido a partir de los elementos de xi, pero

que puede considerarse como constante.
La estructura (4.14) ahora śı tiene forma de kernel, sólo falta probar que cumple

con los requerimientos para serlo. En la proposición siguiente se aborda formalmente
la caracterización matemática de esta función como un kernel válido, donde se
emplean las propiedades de clausura para construir funciones kernel a partir de
otras válidas.
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Proposición [Kernel Polinomial MP]. La expresión en (4.14) es una función
con dominio en Rm ×Rm y cumple los requerimientos para ser un kernel válido.
Demostración:
El primer paso en esta demostración consiste en observar que la ecuación (4.14) se
puede representar en la forma:

K (X,Xi) = [Xj1 ⊗Xj2 ⊗ · · · ⊗Xjm]T · [X1 ⊗X2 ⊗ · · · ⊗Xm] (4.15)

donde,

Xi =


x0

i

x1
i

x2
i

· · ·
x

(1+p)m

i

 , Xji =


x0

ji

x1
ji

x2
ji

· · ·
x

(1+p)m

ji

 ,X = [X1, . . . , Xm] y Xi = [X1i, . . . , Xmi]

siendo ⊗ el producto de Kronecker para matrices [47]. De esta manera, desa-
rrollando y aplicando las propiedades de funciones kernel se tiene lo siguiente:

K (X,Xi) = [Xj1 ⊗Xj2 ⊗ · · · ⊗Xjm]T · [X1 ⊗X2 ⊗ · · · ⊗Xm]

= Φ (Xj)
T · Φ (X)

=
[
Φ1 (Xj) , · · · ,Φ(1+p)m (Xj)

]
·
[
Φ1 (X) , · · · ,Φ(1+p)m (X)

]T

=
(1+p)m∑

k=1

Φk (Xj) · Φk (X)

=
(1+p)m∑

k=1

iTk [xj1 ⊗ xj2 ⊗ · · · ⊗ xjm]T · iTk [x1 ⊗ x2 ⊗ · · · ⊗ xm]

=
(1+p)m∑

k=1

(
x

[k]
j1 · x

[k]
j2 · · ·x

[k]
jm

)T

·
(
x

[k]
1 · x[k]

2 · · ·x[k]
m

)
(4.16)

En (4.16) se tiene el producto entre escalares que pueden agruparse en pares
como x[k]

j1 x
[k]
1 y por la propiedad (4.6), el producto de funciones reales representa

un kernel, en particular de funciones constantes, siendo el tipo de kernel más simple
posible. Por ello, se tiene lo siguiente:

K (X,Xi) =
(1+p)m∑

k=1

κ
(
x

[k]
j1 , x

[k]
1

)
· · ·κ

(
x

[k]
jm, x

[k]
m

)
(4.17)

Finalmente, de acuerdo a la propiedad (4.5), dado que el producto de kernels
también lo es, entonces:

K (X,Xi) =
(1+p)m∑

k=1

κ[k] (xj , x) (4.18)
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Esta última expresión no es más que la suma de kernels válidos que, por la
propiedad (4.3), también resulta ser un kernel válido. Con esto último termina la
demostración.

Un ejemplo simple de la proposición anterior es como sigue: suponga dos vari-
ables independientes (m = 2) y p = 2, entonces K (X,Xi) = [Xj1 ⊗Xi2]

T ·
[X1 ⊗X2], donde:

X1 ⊗X2 =
[
x0

1x
0
2, x

0
1x

1
2, x

0
1x

2
2, x

1
1x

0
2, x

1
1x

1
2, x

1
1x

2
2, x

2
1x

0
2, x

2
1x

1
2, x

2
1x

2
2

]
Xj1 ⊗Xi2 =

[
x0

j1x
0
i2, x

0
j1x

1
i2, x

0
j1x

2
i2, x

1
j1x

0
i2, x

1
j1x

1
i2, x

1
j1x

2
i2, x

2
j1x

0
i2, x

2
j1x

1
i2, x

2
j1x

2
i2

]
y, en consecuencia:

K (X,Xi) = (x0
1x

0
j1)(x

0
2x

0
i2) + . . .+ (x2

1x
2
j1)(x

2
2x

2
i2) (4.19)

Con este resultado, se tiene la posibilidad de entrenar MSV usando este nuevo
kernel y, con ello, es posible encontrar una estructura polinomial expĺıcita equi-
valente a (4.9) y con la cual se pueden hacer comparaciones término a término.
Sólo resta verificar la conveniencia de su uso en aplicaciones prácticas, para lo cual
se efectuaron una serie de experimentos en aplicaciones de clasificación binaria y
regresión no lineal. Los detalles y resultados relacionados con estos experimentos
se describen en la sección 6.1.2, en el caṕıtulo 6. Estos resultados fueron reportados
en [82]. Un punto adicional importante es que al demostrar la validez del kernel
polinomial MP, su uso no se limitaŕıa en aplicaciones con MSVs, sino con otro tipo
de métodos de kernel.

4.2.2. Cota Inferior para el valor de C usando APM

En las secciones anteriores se ha probado como es posible establecer expresiones
equivalencias entre las funciones de discriminación para problemas de clasificación
con APM y MSVs. Con base en estos resultados, en esta Tesis propone una forma
para acotar inferiormente el parámetro de regularización C de una MSV en la
solución de este tipo de problemas. La idea principal se deriva de la comparación
entre las expresiones (4.12) y (4.13), ya que en ambas se tiene el mismo número
de monomios y, en consecuencia, es posible establecer una relación uno a uno entre
sus respectivos coeficientes. Esta correspondencia se muestra enseguida:

ah
l1l2...lm =

N∑
i=1

αiyikl1l2...lm (i) (4.20)

h = 1, . . . , nM − 1

a0
l1l2...lm =

N∑
i=1

αiyi + b (4.21)

Como se ha mencionado, los coeficientes ah
l1l2...lm

pueden ser estimados con
APM. Los valores kl1l2...lm (i) puede ser determinados usando el conjunto de entre-
namiento y los yis son los valores de salida correspondientes en el mismo conjunto.
Las únicas variables que se desconocen en estas ecuaciones son el parámetro b y
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los términos αi, i = 1...N , que son los multiplicadores de Lagrange asociados a
los vectores de soporte de la MSV. El parámetro b y los MLs (αi, i = 1...N),
que corresponden con los vectores de soporte de la MSV, son desconocidos. La
determinación de b representa un problema adicional ya que, de acuerdo a la
ecuación (4.21), no es posible expresarla en términos de variables conocidas. Este
problema se resuelve recordando que este parámetro se puede estimar con el uso
de los vectores de soporte y usando las condiciones de KKT del problema pri-
mal [9]. Las condiciones de KKT se satisfacen cuando αi > 0 y, por lo tanto,
b = yi −

∑
j αjyjK (xi, xj)∀i ∈ {1, 2, ..., N} (asumiendo que todos los puntos en

el conjunto de entrenamiento (N) satisfacen las KKT). Una forma más adecuada
de estimar el valor de b es promediando los valores de todo el conjunto de en-
trenamiento, como sigue: b∗ =

∑N
i=1

yi

N − 1
N

∑N
i=1

∑N
j=1 αjyjK (xi, xj). Entonces,

reemplazando esta última expresión en el lado derecho de (4.21), se tiene:

a0
l1l2...lm =

N∑
i=1

αiyi +
N∑

i=1

yi

N
− 1
N

N∑
i=1

N∑
j=1

αjyjK (xi, xj) (4.22)

Finalmente, tomando en cuenta la restricción que los valores de αi, i = 1, 2, ..., N
tienen en el planteamiento dual en una MSV para patrones linealmente no separa-
bles, donde 0 ≤ αi ≤ C, i = 1...N , entonces es posible establecer una medida con
la cual acotar el valor del parámetro C usando las ecuaciones (4.20) y (4.22). Da-
do que C representa una cota superior para estos parámetros, resulta conveniente
usar el término αmax, como el máximo de los vectores de soporte en este conjunto
(h = 0, . . . , nM − 1). Con esta representación y usando (4.20), resulta claro que:

ah
l1l2...lm =

N∑
i=1

αiyikl1l2...lm (i)

≤ αh
maxΓ, (4.23)

if Γ =
N∑

i=1

yikl1l2...lm (i) > 0,

a0
l1l2...lm −

N∑
i=1

yi

N
=

N∑
i=1

αiyi −
1
N

N∑
i=1

N∑
j=1

αjyjk (xi, xj)

≤ α0
maxΨ, (4.24)

if Ψ =
N∑

i=1

yi −
1
N

N∑
i=1

N∑
j=1

yjk (xi, xj) > 0

Análogamente, si Γ ≤ 0 y Ψ ≤ 0
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ah
l1l2...lm =

N∑
i=1

αiyikl1l2...lm (i)

≥ αh
maxΓ (4.25)

a0
l1l2...lm −

N∑
i

yi

N
=

N∑
i=1

αiyi −
1
N

N∑
i=1

N∑
j=1

αjyjk (xi, xj)

≥ α0
maxΨ (4.26)

y, por lo tanto, se concluye que:

αh
max ≥

ah
l1l2...lm

Γ
, (4.27)

α0
max ≥

a0
l1l2...lm

−
∑N

i=1
yi

N

Ψ
(4.28)

Ahora, como estos valores fueron calculados sobre todos los monomios de h =
0, . . . , nM − 1 entonces, el valor αmax se calcula como sigue:

αmax = Max
{
α0

max, α
1
max, · · · , αnM−1

}
(4.29)

Reiterando, puesto que αmax < C, entonces αmax representa un valor mı́nimo
para el parámetro C y, por lo tanto, puede servir como referencia en el entrenamien-
to de una MSV.

En śıntesis, con este procedimiento se ha probado algebraicamente cómo cons-
truir un valor que acote el valor de C, empleando los coeficientes que resultaron al
atacar el mismo problema con APM. Evidentemente, este método depende de los
resultados arrojados por este clasificador después de su entrenamiento y, por tanto,
se requiere verificar su utilidad en la práctica de manera exhaustiva. No obstante,
también debe considerarse que la cota para el parámetro de regularización fue
construida considerando el peor de los casos, en el sentido de considerar al mayor
coeficiente obtenido de entre todos los términos monomiales del clasificador polino-
mial entrenado. De cualquier forma, lo que se ha obtenido es un valor que permite
guiar al investigador en la definición de un rango apropiado para la búsqueda de
este parámetro en un sentido práctico, algo que no se ha tomado muy en cuenta en
el estado del arte.

En particular, en esta Tesis se usará esta cota como una gúıa para la codificación
genética del parámetro de regularización, donde resulta relevante establecer un
rango para la búsqueda del valor apropiado, cuando éste es estimado por medio de
un AG. El procedimiento para la obtención automática de este parámetro con AGs
y su validación estad́ıstica es materia del siguiente caṕıtulo.

53

Neevia docConverter 5.1



Caṕıtulo 5

Máquina de Soporte
Vectorial Evolutiva y
Validación Estad́ıstica

En el caṕıtulo 2 se expusieron algunos conceptos básicos relacionados con la
teoŕıa de optimización matemática en problemas restringidos y no restringidos.
También se resaltaron algunas caracteŕısticas que hacen de los AGs una técnica
confiable en la solución de este tipo de problemas. Por otra parte, en el caṕıtulo
3 se presentaron las principales caracteŕısticas de una MSV, cuya representación
depende de la solución de un problema de optimización con restricciones, tanto en
problemas de clasificación de patrones, como en problemas de regresión no lineal.
Sin embargo, también se ha mencionado que la solución eficiente de este tipo de
problemas de optimización está sujeto a la calibración de ciertos parámetros, a
saber: C, parámetro de la función kernel (kP1) y ε.

Con base en estos antecedentes, en este caṕıtulo se proponen dos metodoloǵıas
genéticas para la calibración de estos parámetros haciendo uso del AGV y una
variante de éste. La primera propuesta desarrollada en esta Tesis se muestra en el
siguiente apartado.

5.1. Máquina de Soporte Vectorial Genética: En-
trenamiento y optimización evolutiva del
parámetro C

La idea central considerada inicialmente en este trabajo doctoral está basada en
la solución de la forma dual del problema de optimización que caracteriza a la MSV.
Si se recuerda, esta solución implica encontrar los multiplicadores de Lagrange que
maximizan la función objetivo de (3.3), pero que al mismo tiempo deben cumplir
las restricciones impuestas en ese problema. Cuando se abordan problemas con
patrones linealmente no separables, el parámetro de regularización forma parte de

1En adelante, se empleará este término cuando se haga referencia al parámetro del kernel,
puede ser p para kernel polinomial y kernel polinomial MP ó γ para el kernel de base radial.
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estas restricciones, donde los MLs que permitirán definir los vectores de soporte se
encuentran acotados inferiormente por 0 y superiormente por C.

De esta manera, la primera solución planteada consistió en la aplicación del AGV
en la búsqueda no sólo de los MLs, sino también del valor de C que limita a éstos;
es decir, el cromosoma del AG representa a N+1 variables en codificación de punto
fijo. Este método de aprendizaje se nombra en esta Tesis como Máquina de Soporte
Vectorial Genética (MSVG). Con este tipo de codificación, el número de bits que
resultan para la representación de todos los valores es de (N +1)(1+Ne +Nf ) y el
rango de valores reales que cada variable (x) puede tomar es: −2Ne + 2−Nf ≤ x ≤
+2Ne − 2−Nf , donde Ne es el número de bits en la parte entera y Nf el número de
bits en la parte decimal.

La función de adaptación usada para este problema fue la función objetivo del
problema dual, donde se considera una mejor adaptación siempre que esta función
vaya aumentando, ya que se trata de un problema de maximización.

Otro aspecto importante de esta aplicación es el manejo de restricciones, ya
que tradicionalmente los AGs han sido diseñados para resolver problemas de opti-
mización no restringida y, por lo tanto, fue necesario emplear alguna metodoloǵıa
adicional.

La forma en que se buscó superar este problema fue el uso de una función de
penalización, que se sustrae (en problemas de minimización se suma) a la función
objetivo, pero su magnitud va disminuyendo conforme los puntos que representan
potenciales soluciones al problema van cumpliendo con las restricciones del mismo.
La forma de esta función de penalización se muestra en (5.1), que se compone de
dos términos: la constante Z, que representa un número positivo muy grande y el
segundo término a la derecha que es función de esta constante y que se sustrae
cada vez que una nueva restricción es satisfecha por las variables en cuestión. El
parámetro s representa el número de restricciones que se cumplen en una fase del
entrenamiento, ocasionando que la penalización sea cero cuando toma el valor de
N + 1; es decir, cuando todas las restricciones han sido satisfechas.

P (x) =
{ [

Z −
∑s

i=1
Z
t

]
− f (x) s 6= t

0 en otro caso

(5.1)

Diferentes pruebas con esta metodoloǵıa en la solución de problemas de clasi-
ficación binaria y múltiple fueron reportados en [67], [70]. Los detalles de estos
experimentos, aśı como las conclusiones se exponen más adelante, en la sección
6.2.1.

5.2. Máquina de Clasificación Genética: Entre-
namiento usando OSM y optimización evo-
lutiva de parámetros

La metodoloǵıa propuesta en este apartado representa una variante a las pre-
sentadas en [15] [89]. La idea central en este método consiste en la determinación
genética de los parámetros en la MSV, pero el entrenamiento se lleva a cabo a
través de un algoritmo de optimización. El algoritmo empleado en esta Tesis fue
el de OSM de Platt. En [15] se emplea una metodoloǵıa para la determinación
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del parámetro C, el parámetro kP y variables adicionales que indican la reducción
en la dimensionalidad del problema. Este método se nombra en esta investigación
doctoral como Máquina de Clasificación Genética (MCG).

En esta investigación se utilizó una cadena de bits de longitud igual al número
de variables independientes del problema, donde un “1” indica la presencia de la
variable en esa posición y “0” en otro caso. Por ejemplo, en un problema con 7
variables independientes, la cadena “1001011” indica que únicamente las variables
1, 4, 6 y 7 serán consideradas durante el entrenamiento. Además de la determinación
de estos parámetros, se agregan la probabilidad de cruzamiento y la probabilidad
de mutación, tomando en cuenta la metodoloǵıa presentada en el caṕıtulo 2. La
agregación de estos últimos parámetros convierte al AG en una variante auto-
adaptable con lo cual se evita sesgo en la fijación de estos valores.

Otra variante importante que se emplea en esta Tesis es el uso de un AG no con-
vencional, a saber el AGV que, como ya se ha dicho, emplea un tipo de cruzamiento
anular, selección determinista y mutación uniforme. Este punto es importante, ya
que se ha probado estad́ısticamente [71] que el uso de estrategias genéticas conven-
cionales resultan menos favorable en la solución de problemas de optimización.

Finalmente, a diferencia de otras aproximaciones, en este trabajo doctoral śı se
toma en cuenta el rango de valores que pueden tomar estos parámetros y que
está determinado por el número de bits en la codificación empleada; en particular,
el empleo de codificación de punto fijo. De esta manera, se define un rango de bits
empleado para el parámetro C, ya que una determinación inadecuada puede incidir
en el ajuste que pueda lograrse con el algoritmo. Al respecto, se propone emplear
los resultados del caṕıtulo anterior, respaldados en la obtención de coeficientes poli-
nomiales para definir un subconjunto de búsqueda adecuado para este parámetro.
Cabe recordar que esto último ha sido probado anaĺıticamente únicamente con el
empleo de funciones kernel polinomiales, aunque podŕıa extenderse a otro tipo de
funciones, siempre que sea posible definir de manera expĺıcita los términos asoci-
ados a las variables de entrenamiento en la función de discriminación de la MSV.
Este problema es materia de futura investigación.

Con relación a la función de adaptación, se definieron dos propuestas. La primera
de ellas considera el porcentaje de buenas clasificaciones obtenidas por el algorit-
mo OSM sobre un subconjunto de prueba elegido en forma aleatoria. La segunda
propuesta también toma en cuenta esta medida de ajuste, pero derivada de la apli-
cación de (k-FCV). Una de las ventajas al aplicar esta última propuesta consiste
en el empleo de todos los datos para la fase de entrenamiento y, por lo tanto, no se
desperdicia nada de información. Sin embargo, el costo de su utilización se da con el
aumento en el tiempo de entrenamiento. Los resultados derivados de la aplicación
de ambos procedimientos se presentan en el siguiente caṕıtulo.

En śıntesis, la MCG que se propone para la especificación de parámetros y
selección de variables en MSVs se reduce a:

1) Definir el genoma para la representación de los parámetros: C, kP , Pc, Pm y
fS2

2) Generar una población aleatoria inicial,

3) Evaluar la función de aptitud para cada individuo de la población,

2Este parámetro representa una cadena binaria y se usa para el mecanismo de selección de
variables que efectúa el AG, como se explicó anteriormente.
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4) Aplicar el Algoritmo Genético de Vasconcelos, junto con la variante autoa-
daptable,

5) Terminar si se cumple con el criterio para hacerlo, de lo contrario, regresar al
paso 3).

Las caracteŕısticas que resaltan en este algoritmo son: a) Codificación de punto
fijo, b) El uso de una estrategia genética eficiente (AGV) y, b) El mecanismo de
autoadaptación, donde Pc y Pm se determinan durante el proceso evolutivo.

Finalmente, es importante señalar que esta metodoloǵıa es aplicable, en princi-
pio, con varios tipos de funciones kernel, pero se emplea el kernel polinomial con la
finalidad de definir un rango aceptable para el parámetro C.

5.3. Criterio de Validación Estad́ıstica de Algorit-
mos de Clasificación

Una contribución adicional de este trabajo doctoral es el estudio de una pro-
puesta para la validación estad́ıstica de modelos de clasificación binaria.

Se han sugerido en el pasado algunos métodos para abordar el problema de se-
lección de modelos. Sin embargo, existe un amplio debate en la comunidad cient́ıfica
del área de aprendizaje de máquina, con relación al mejor método de comparación
[93].

Por ejemplo, muchos investigadores consideran sólo algunos conjuntos de datos
como representativos y, con base en los resultados obtenidos sobre éstos, se decide
la efectividad de alguna metodoloǵıa en particular [56]. En otras ocasiones, se pro-
ponen una serie de problemas que, bajo ciertos criterios, se consideran complicados,
son generados de manera artificial y son empleados para comparar algoritmos de
aprendizaje [124] [86] [112]. Este tipo de comparativos tiene el efecto de demostrar
que alguna técnica en particular resulta exitosa en la solución de tales problemas,
en comparación con sus competidores. Sin embargo, bajo esos criterios no existe
una garant́ıa de que la estrategia ganadora realmente vaya a ser exitosa en un senti-
do amplio. Además, de acuerdo a los denominados “teoremas de no libre almuerzo”
(No free lunch theorems) para optimización [138], resulta claro que el hecho de que
un algoritmo que funciona bien en un conjunto limitado de funciones no garantiza,
en forma alguna, que sea competitivo en un conjunto diferente de problemas.

De manera alternativa, se han propuesto metodoloǵıas estad́ısticas para la com-
paración de algoritmos de aprendizaje. Por ejemplo, en [60] se plantea el uso de
una técnica conocida como 10-FCV estratificada como solución a este problema.
Mientras tanto, en [21] se presenta una taxonomı́a sobre una serie de preguntas
estad́ısticas, pero el enfoque se emplea sólo para el caso de problemas con dominio
simple, donde los algoritmos de aprendizaje se comparan con datos para un solo
problema que, usualmente, cuentan con datos limitados.

En esta Tesis se considera el caso de problemas con múltiples dominios, donde
dos algoritmos de aprendizaje se comparan con más de un conjunto de datos (casos)
que tienen su origen en fuentes distintas. La determinación de la superioridad de
un modelo basando su comparación en problemas con múltiples dominios es, tal
vez, la cuestión más dif́ıcil y fundamental en el área de aprendizaje de máquina
[21]. En esta Tesis se propone el uso de criterios estad́ısticos para atacar este pro-
blema. No obstante, se reconoce su enorme complejidad problema y, por ello, no es
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posible argumentar que el método que se propone ofrecerá conclusiones de validez
universal, tampoco que el conjunto de casos, que (teóricamente) representa a un
número infinito de problemas de este tipo, resulta ser necesariamente la mejor
elección posible. Aún aśı, en esta Tesis doctoral se decidió trabajar en el caso
de múltiples dominios, ya que se busca en forma objetiva, probar la robustez del
modelo genético de clasificación al evaluar su eficiencia y eficacia sobre la base
de conjuntos de problemas que sean grandes, estad́ısticamente acotados y con el
menor sesgo posible en su construcción; en lugar de probarlos sobre un simple y
limitado dominio, como es generalmente el caso. Esta propuesta comienza con el
reconocimiento de que, para establecer condiciones estad́ısticas de validación, ge-
neralmente se requiere información suficiente. Desafortunadamente, contar con un
número abundante de problemas de clasificación con el que puedan hacerse ejerci-
cios de este tipo no es tarea fácil; además, existe la opción de generar problemas
de manera artificial pero, en ese caso, el criterio del investigador es decisivo. Por lo
tanto, hay dos cuestiones directamente relacionadas para verificar la validez de este
método: a) la generación automática y no sesgada de problemas de clasificación y
b) la comprobación estad́ıstica.

Para abordar la primera cuestión, se propone una metodoloǵıa para generar un
número determinado de problemas en forma automática, donde la forma de asignar
valores a las variables dependientes e independientes no depende del criterio del
investigador, sino que se lleva a cabo empleando funciones de Walsh y Rademaker.
De esta manera, se tiene un método no sesgado para generar problemas multivaria-
dos de clasificación binaria. No obstante, debe decidirse la forma en que se elegirán
el número de variables independientes, el número de observaciones, aśı como el
número de casos de estudio a ser generados.

La dificultad de definir el número de variables y el tamaño de los conjuntos es
enorme, debido a la infinidad de posibilidades que se tiene. Por ello, se sugiere un
criterio aleatorio para establecer un ĺımite para ambas variables y definir los rangos
correspondientes en cada problema, lo cual sigue siendo limitado, pero mucho menos
que elegir un conjunto de funciones arbitrario.

Con relación al número de conjuntos de entrenamiento, donde también se re-
conoce que el número de casos que pueden ser considerados se extiende al infinito,
pues aún cuando el número de variables independientes fuera limitado, los valores
reales que pueden tomar estas variables -discretos y/o continuos- y sus combi-
naciones son innumerables. Además, también tendŕıan que considerarse todas las
posibles combinaciones de valores de salida que cada uno de estos conjuntos de
datos podŕıa tomar. Para abordar este problema, se propone el uso de la siguiente
fórmula para determinar el número de casos de clasificación que deben ser generados
para el análisis [79]:

n =
z2s2

e2
(5.2)

La expresión anterior es comúnmente empleada en estudios de muestreo para la
estimación de tamaño de muestra para poblaciones infinitas. El valor de e se conoce
como error de muestreo y determina la precisión, es decir, refleja en que medida el
promedio de la variable real de la población se aleja de la media obtenida a partir
de la muestra. El valor de z es el percentil para un (1− α) por ciento de confianza
de una distribución normal y s2 es la varianza.

Ahora que se cuenta con un criterio para definir el número de conjuntos de
entrenamiento, falta definir la forma en que se realiza la validación estad́ıstica. En
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esta Tesis se propone el uso de pruebas de hipótesis estad́ısticas para la diferencia
de medias de los ajustes obtenidos con cada técnica. Para definir la efectividad de
la prueba, se presentan dos alternativas:

a) Prueba t-pareada (PtP). En la comparación de dos métodos de aprendizaje,
las observaciones se consideran pareadas. Entonces, se toman las diferencias
Wi = Yi − Zi, i = 1, . . . , n (Y y Z representan dos muestras sometidas a
comparación) para la prueba de hipótesis H0 : W̄ = 0. Por lo tanto, cuando
Wi puede considerarse una observación derivada de una distribución normal,
entonces:

W̄ − (µ1 − µ2)
s
{
W̄

} (5.3)

que tiene una distribución t con n − 1 grados de libertad, donde µ1, µ2

son las medias respectivas de ambas poblaciones, W̄ =
P

i Wi

n y s
{
W̄

}
=

n
P

i(Wi−W̄)2

n−1 [78].

b) Prueba de Permutación (PP). La idea de esta prueba fue introducida por
primera vez por R. A. Fisher en la década de los 30’s [24] con la intención de
dar argumentos teóricos en favor de la prueba t de Student. Con esta prueba
es posible efectuar contrastes de Hipótesis entre dos muestra independientes
tomadas de dos distribuciones, es decir, supóngase que y1, . . . , yn y z1, . . . , zm

dos muestra extráıdas de las poblaciones F y G, respectivamente. Una vez
observadas estas dos muestras, se desea probar la hipótesis nula H0 de que
no hay diferencia entre las poblaciones F y G, es decir, H0 : F = G. La
prueba de hipótesis comienza con un estad́ıstico de prueba θ̂. El estad́ıstico
que se usa en esta Tesis es la diferencia de promedios entre los ajustes de las
dos poblaciones; esto es, θ̂ = z̄ − ȳ (es decir, la diferencia en los promedios
de ambas muestras), donde se considerará que la hipótesis nula es falsa para
valores grandes de θ̂. Una vez observado el valor de θ̂, el nivel de significancia
alcanzado de la prueba (NSA), que denota la probabilidad de observar al
menos ese valor alto para el estad́ıstico de prueba [24]:

NSA = ProbH0{θ̂∗≥θ̂} (5.4)

lo que significa que mientras más pequeño sea el valor de NSA, mayor será la
evidencia en contra de H0. θ̂∗ es la distribución de la hipótesis nula, es decir,
la distribución θ̂ si H0 es verdadera. En la práctica el valor de NSA es un es-
tad́ıstico de prueba que se usa para decidir acerca de la validez de la hipótesis
nula, con base en ciertas convenciones. De manera más formal, se elige un val-
or de α (umbral) y se toma la decisión de rechazar H0 si NSA es menor que
este valor3. La prueba de permutación de Fisher es una manera ingeniosa de
estimar NSA para la hipótesis F = G. El procedimiento se resume enseguida:

1. Elegir B vectores independientes g∗1 , g
∗
2 , . . . , g

∗
B , donde cada vector con-

tiene n z’s y m y’s, cada una de las cuales es seleccionado aleatoriamente
de entre el conjunto de todos los CN

n posibles vectores.

2. Evaluar el estad́ıstico θ correspondiente a cada vector de permutación,
θ̂∗ = S

3Generalmente se considera evidencia fuerte en contra de H0 para valores de NSA menores
que 0.05.
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3. Aproximar NSAperm por medio de ˆNSAperm = #
{
θ̂∗ (b) ≥ θ̂

}
/B.

En los experimentos efectuados en esta Tesis, el número de permutaciones B se
determina como el número de iteraciones para el cual ˆNSAperm se estabiliza.

5.4. Máquina de Regresión Genética

La MCG fue diseñada para la solución de problemas de clasificación binaria,
pero es posible extender su aplicación a la solución de problemas de regresión no
lineal. Esta nueva propuesta fue nombrada como Máquina de Regresión Genética
(MRG). La extensión más importante para lograr esto, consiste en la introducción
del parámetro ε de la función ε-insensitiva dentro del cromosoma y de la introduc-
ción de una nueva propuesta para la función de adaptación del AG, que consiste
en la minimización del error cuadrático medio. Estas modificaciones no afectan en
mucho la forma en que opera la MCG, pero eso no quiere decir que el problema
pueda resolverse de manera trivial, basta recordar que el problema de regresión es
mucho más complicado que el problema de clasificación, pues se tienen que calibrar
al menos tres parámetros para su solución y el número de restricciones de la forma
dual es prácticamente el doble.

Con la finalidad de medir la efectividad de esta estrategia en la selección de
los parámetros y la solución de estos problemas, se propuso su comparación con
otras dos técnicas que han sido socorridas en la literatura en la solución de este
problema. Se trata de la propuesta presentada por Cherkassky [14] y el empleo de
Validación Cruzada.

En el primer método se sugiere el uso de C = max (|y + 3σy| , |y − 3σy|) para el
cálculo de C, es decir, con base en la media y la desviación estándar de los valores
de salida del conjunto de entrenamiento. La expresión anterior es válida únicamente
para funciones kernel de base radial y se deriva tomando en cuenta la función de
regresión construida por la MSV y las restricciones del problema dual en las que se
involucran los vectores de soporte y la constante C. Los detalles se encuentran en
[14].

El cálculo de ε se hace por medio de ε ∝ σ√
n
, donde σ es la desviación de ruido

del problema. No obstante, la expresión anterior sólo es recomendable cuando el
tamaño de N es chico, ya que de lo contrario se estiman valores para ε demasiado
pequeños. Dado este inconveniente, el autor sugiere el uso de la expresión alternati-

va: ε = τ1σ
√

lnN
N , donde τ1 es una constante que tiene que ser calibrada de manera

emṕırica. El valor de σ en la práctica puede ser estimado en esta aproximación por
medio de la siguiente ecuación:

σ̂ =
1

n− d

N∑
i=1

(y − ŷ)2 (5.5)

donde ŷ son los valores de salida obtenidos al estimar un polinomio de alto
orden. A lo largo de esta investigación, se han probado varias metodoloǵıas para la
estimación de este factor, como la aplicación de la técnica de Polinomios Genéticos
Mutivariados (PGM), PM o MSV con kernel polinomial de grado elevado4.

4En esta aproximación se definen valores arbitrarios para la MSV.
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Es importante señalar que a pesar de la estimación de C y ε, resta la cali-
bración del parámetro kP de la función de base radial. Esta calibración se llevo a
cabo sugiriendo algunos valores predeterminados o seleccionados usando validación
cruzada. Para la determinación de estos parámetros empleando CV, se propone un
conjunto de valores para cada parámetro, algunas veces seleccionados de manera
aleatoria en algún intervalo predefinido o simplemente propuesto bajo cierto criterio
de separación entre ellos.

En el siguiente caṕıtulo se analizan de manera experimental estas tres propues-
tas y, con base en los resultados, se evalúan las ventajas y/o desventajas de cada
una de ellas.
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Caṕıtulo 6

Experimentos y Análisis de
Resultados

En este caṕıtulo se describen los experimentos efectuados a lo largo de esta
investigación doctoral, en los cuales se abordaron dos tipos de problemas: clasifi-
cación de patrones y regresión no lineal. Como el objetivo primordial durante este
proceso ha sido la búsqueda de una estrategia que ayude en la selección óptima de
parámetros en MSV, particularmente el parámetro de regularización C, se abordan
de manera emṕırica las estrategias presentadas en los Caṕıtulos 4 y 5, que han
contribuido de manera directa e indirecta en la búsqueda de este objetivo. Tam-
bién se describen los detalles de la experimentación y las pruebas estad́ısticas -y no
estad́ısticas- de validación en cada caso.

6.1. Aproximación Polinomial Minimax y
Máquina de Soporte Vectorial: Evidencia
emṕırica

En el Caṕıtulo 4 se describe la forma en que es posible obtener funciones de
discriminación equivalentes a partir de dos estrategias de clasificación que operan
bajo principios diferentes. El elemento esencial de este hecho se basa en la construc-
ción de clasificadores polinomiales en ambos casos y la relación entre sus elementos
constituyentes (monomios). A continuación se describen los resultados emṕıricos
derivados de la comparación entre clasificadores polinomiales obtenidos con una
MSV y usando APM y, enseguida, se describen algunos experimentos donde se
implementa el kernel polinomial MP.

6.1.1. Análisis de estructuras polinomiales con MSV y APM

En esta sección se describen los experimentos efectuados para determinar si e-
xiste alguna semejanza entre una MSV entrenada con un kernel polinomial clásico
y un PGM [65], entrenado con la expresión (4.9). Los experimentos realizados para
este propósito consistieron de dos problemas de regresión, con datos obtenidos del
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UCI Machine Learning Repository (UMLR)1 y StatLib-Dataset Archive (Statlib)2.
El primer conjunto se abrevia con las siglas mpg y se refiere al problema de predecir
el rendimiento en consumo de combustible aplicado a varios modelos, considerando
7 caracteŕısticas: 1) número de cilindros, 2) año, 3) origen, 4) desplazamiento, 5)
caballos de fuerza, 6) peso y 7) aceleración. El número de observaciones conside-
radas fue de 392. El otro conjunto de datos se abrevia como bodyfat obtenido de
Statlib y esta compuesto por ciertos estimados del porcentaje de grasa corporal,
medida en 252 hombres, que representa la variable dependiente. En este conjunto
se tienen 14 variables independientes, referentes básicamente a diferentes medidas
corporales. Los detalles de este experimento y sus resultados fueron reportados en
[69].

Se emplea la metodoloǵıa de PGMs, donde el método de APM se combina
con un AG para elegir sólo un subconjunto de monomios de la expresión final,
como función de clasificación o regresión, según sea el caso [65]. Los parámetros
genéticos utilizados con esta aproximación para el conjunto mpg fueron: Pc igual
a 0.9, Pc igual a 0.005, tamaño de la población Np igual a 50 individuos y 50
generaciones (Ng). Se emplearon los mismos parámetros para el conjunto bodybat,
a excepción de Pc que se fijó en 1. El grado máximo permitido para cada variable
en ambos problemas fue de 2 y 1, respectivamente. El número de monomios que
se mantuvieron durante todo el entrenamiento fue de 20 para ambos conjuntos,
donde el AG tiene la función de elegir a los mejores de ellos de entre todos los
posibles monomios en la expresión (4.9), que depende del número de variables
independientes y los grados permitidos para cada variable. Es importante señalar
que los valores de los parámetros se eligieron después de observar otras alternativas
que resultaron menos adecuadas en términos de ajuste.

Los parámetros ε y C correspondientes a la MSV, fueron aproximados emple-
ando la metodoloǵıa propuesta por [14], donde se usaron polinomios de alto orden
para la estimación de σ, determinados a través de una MSV con un kernel polino-
mial de grado 5. Los grados del kernel polinomial se fijaron en función del mayor
número de expresiones monomiales que coincid́ıan para ambas metodoloǵıas. Los
valores obtenidos fueron: C=0.62, p=2 y ε = 0,0228 para mpg y de C=0.50, p=3 y
ε = 0,024 para bodyfat.

Los resultados demuestran que, para estos ejemplos particulares, el desempeño
de la MSV fue superior en ambos casos, comparando el ECM sobre los conjuntos
de entrenamiento (14.5 % para GMP contra 6.6% para la MSV en mpg ; 8 % contra
2.5% en bodyfat, respectivamente). Más allá del ajuste obtenido, la contribución
más importante de este experimento consistió en encontrar una expresión expĺıcita
para la función de regresión obtenida con la MSV, es decir, fue posible obtener de
manera expĺıcita los coeficientes correspondientes de la expresión derivada del uso
de kernels polinomiales. De esta manera, es posible que el mejor ajuste de la MSV
se lograra a expensas de emplear un mayor número de términos en la expresión
polinomial final.

Finalmente, aunque se sab́ıa de antemano que hab́ıa una disparidad, no sólo
en el número de términos de las expresiones polinomiales derivadas de ambas
metodoloǵıas, sino también en el grado de las variables en sus respectivos monomios,
fue posible observar los términos que teńıan más peso en cada caso al observar la
magnitud y signo de sus coeficientes, véase [69].

1http://www.ics.uci.edu/ mlearn/MLRepository.html.
2http://lib.stat.cmu.edu/datasets/.
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Cabe señalar que los experimentos fueron efectuados usando el software LIB-
SVM v-2.8 [12]3 tanto para el entrenamiento de la MSV, como para la estimación
de σ.

Estos ejercicios marcaron la pauta de un resultado todav́ıa más importante en
esta Tesis y es el hecho de poder emplear kernels polinomiales como función de
aproximación en la metodoloǵıa de APM, pero también de poder usar la expresión
(4.9) como un kernel polinomial que contiene a todos los monomios posibles para
el grado seleccionado y, por lo tanto, como un kernel válido que pudiera ser usado
en el entrenamiento de MSV (o en otros métodos de kernel), como fue demostrado
en el Caṕıtulo 4.

6.1.2. Kernel Polinomial MP

En esta sección se muestran los resultados obtenidos con la implementación
del KP-MP en la solución de problemas de clasificación y regresión con MSV. Los
experimentos y resultados fueron reportados en [82], donde se muestra que con este
nuevo kernel es posible obtener errores de clasificación y regresión comparables a los
obtenidos con funciones kernel polinomiales y de base radial, es decir, los kernels
más populares en la literatura y que han resultado muy efectivos en múltiples
aplicaciones. Los datos de clasificación empleados en este análisis fueron tomados
de UMLR y se refieren a mediciones de diabetes efectuadas sobre un grupo de
mujeres descendientes de tribus de indios Pima. Las observaciones para regresión
también se refieren a casos de diabetes, pero la idea concierne el estudio de los
factores que afectan los patrones de dependencia de insulina en niños4.

La validación de los resultados se efectúo de manera estad́ıstica en el caso de
clasificación, empleando la prueba conocida como 5 × 2cv, que es una prueba t
pareada basada en 5 iteraciones de 2-FCV. Esta prueba fue propuesta en [21],
donde se explica con detalle su funcionamiento en la comparación de modelos. La
calibración de los parámetros kP y C se efectuó utilizando 10-FCV.

El problema de regresión fue validado usando el estad́ıstico Press [104], que
se usa en la selección de modelos y se calcula sumando los cuadrados de los resi-
duales obtenidos a partir de N entrenamientos de la MSV, dejando una observación
diferente en cada entrenamiento. Cada residual es obtenido como la diferencia entre
el valor estimado y el valor verdadero, correspondiente a esa observación. Este
estad́ıstico es comúnmente empleado en la comparación de modelos de regresión y
es equivalente al error obtenido con LoO-CV cuando se evalúa el ECM. El error de
estimación para cada función se determinó una vez que se eligieron los parámetros
adecuados para cada kernel, el valor de ε de la función ε-insensitiva y el parámetro
C. Estos valores fueron elegidos empleando la estrategia propuesta por [14], en el
caso en que se usó la KBR. La estimación de σ se efectúo aplicando la metodoloǵıa
de APM [69], eligiendo el grado con el cual se obtuviera el menor valor para el
estad́ıstico Press. El valor de ε previamente estimado también fue usado en los
modelos con funciones kernel polinomiales, pero los grados de estos polinomios y el
valor del parámetro C se calibraron empleando LoO-CV, donde el valor apropiado

3Este software se encuentra disponible en: http://www.csie.ntu.edu.tw/ cjlin/LIBSVM/.
4Esta información puede descargarse en:

http://www.liacc.up.pt/ ltorgo/Regression/DataSets.html.
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para C se escogió de entre el conjunto [1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1028]5,
como aquel con el menor valor para el estad́ıstico Press.

El cuadro 6.1 resume los resultados de las pruebas de hipótesis para el problema
de clasificación, en donde se observa que no existe evidencia estad́ıstica suficiente
en favor de ningún modelo y, por lo tanto, la implementación del KP-MP, compite
con el KPC y la KBR tradicionales.

Prueba Est t Hip Nula
KPC vs. KP-MP -0.12 No se rechaza
KPC vs. KBR 0.41 No se rechaza
KP-MP vs. KBR 0.41 No se rechaza

Cuadro 6.1: Resultados de la prueba t-pareada para la comparación de ajustes de
clasificación entre kernels polinomiales y de base radial.

En el caso de regresión, los parámetros de la MSV fueron estimados usando
6-FCV. El Cuadro 6.2 muestra los valores del estad́ıstico Press para cada uno
de los kernels, donde el KP-MP y el KPC presentan los mismos valores, siendo
ligeramente superados por el KBR. De igual forma, se muestran los errores LoO-
CV y un valor de R2 calculado con el estad́ıstico Press [104]. La R2 indica el poder
de expresividad de la máquina de aprendizaje correspondiente, siendo el KBR el
que mejor desempeño obtuvo en este caso.

Modelo Press R2 error LoO-CV
KPC 14.4 0.34 0.34
KP-MP 14.5 0.33 0.34
KBR 12.5 0.43 0.29

Cuadro 6.2: Estad́ıstico Press y error LoO-CV para la comparación de ajustes de
regresión entre kernels polinomiales y de base radial.

La implementación se llevó a cabo haciendo uso del software desarrollado por
[38]6, escrito en lenguaje Matlab. Fue necesario hacer unas modificaciones al código
para la implementación del KP-MP.

6.2. Selección Automática de Parámetros en
MSVs y Validación Estad́ıstica: Evidencia
emṕırica

6.2.1. MSVG

En esta primera estrategia se hace uso de AGs para el entrenamiento y codi-
ficación del parámetro C en la MSV. La idea básica consiste en incluir dentro del
genoma no sólo al parámetro C, sino también a los multiplicadores de Lagrange que

5Esta propuesta se sugiere en: http://www.autonlab.org/tutorials/, aunque no deja de ser
arbitraria.

6Disponible en el sitio web: http://www.isis.ecs.soton.ac.uk/resources/svminfo/.
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permiten resolver el problema de optimización dual de una MSV en problemas de
clasificación. Se aplicó la codificación de punto fijo para la representación y conver-
sión a valores reales de estas variables. Esta estrategia evolutiva estuvo sustentada
en el AGV, donde se usó la función objetivo del problema de optimización dual de
la MSV como criterio de aptitud para este algoritmo. El manejo de las restricciones
del planteamiento dual trae consigo una dificultad adicional, debido a que los AGs
fueron diseñados inicialmente para la solución de problemas de optimización no
restringida. Este inconveniente fue superado usando la estrategia de penalización
de la sección 5.2.

Diferentes experimentos efectuados con este método demostraron su efectividad
en la solución de problemas de clasificación. Uno de ellos consistió en la solución al
problema XOR (OR Exclusivo), ejemplo clásico de no linealidad de patrones, donde
se encontró con relativa facilidad la solución teórica. Con relación a los parámetros
utilizados en esta aproximación se estableció lo siguiente: a) en codificación de
punto fijo se utilizó un bit para signo, uno para la parte entera y 20 para la parte
fraccionaria; b) se emplearon funciones kernel polinomiales con grados dos, tres
y cuatro; c) Pc = 0,9 y Pm = 0,05; d) Np = 200 individuos y; e) Ng = 200
generaciones en cada corrida. Los detalles y resultados fueron reportados en [66]
[68].

Los otros experimentos se efectuaron sobre conjuntos de datos que representan
problemas más complicados que el XOR. Estos datos fueron tomados de UCI-MLR
y han sido utilizados ampliamente en la literatura para comparar métodos de clasi-
ficación. El primer conjunto de datos se refiere a información de cáncer de pulmón
(c-pulmón), problema de tres clases (tipos de cáncer) que originalmente tiene 27
observaciones y 56 atributos. Este conjunto fue enriquecido con más información
empleando natural splines (NS ) [26], para contar con 180 observaciones. El segundo
conjunto es conocido en la literatura como el problema de reconocimiento de vinos,
que cuenta con tres tipos de vino (3 clases) de una misma región en Italia, para
un total de 178 observaciones -59 de la clase 1, 71 de la clase 2 y 48 de la clase 3-
con 13 atributos cada una. Se consideró un tercer conjunto tomado de UCI-MLR
conocido como Iris Plant Database (Iris), considerado quizás como el problema más
famoso de clasificación de patrones en la literatura. Este conjunto también cuenta
con 4 atributos y 3 clases con 50 instancias cada una, donde cada clase se refiere a
un tipo diferente de iris de planta. Es importante señalar que uno de los atributos
es linealmente separable del resto.

Dos tipos de aplicaciones se efectuaron con esta información. En la primera
de ellas, se aplicaron las metodoloǵıas de uno-contra-todos y uno-contra-uno, pero
únicamente se consideró la eficiencia obtenida en las clasificaciones binarias corres-
pondientes sobre conjuntos de prueba y entrenamiento. Es decir, únicamente se
tomaron en cuenta las predicciones promedio obtenidas en cada caso como criterio
de comparación (con tasas superiores o cercanas al 90 %). Además de los proble-
mas antes citados, también se efectuaron pruebas sobre un conjunto de clasificación
binario generado de manera sintética, en donde se consideró una combinación com-
plicada de funciones trigonométricas y trascendentales, obteniéndose un error de
entrenamiento cercano a 98% sobre el conjunto de entrenamiento y del 100 % sobre
el conjunto de prueba 7[67].

En la segunda aplicación se trató con el problema de clasificación multi-clase,
7A excepción del problema XOR, en todos los experimentos se dividieron los conjuntos origi-

nales en un grupo de entrenamiento y uno de prueba, con una proporción aproximada cercana al
70-75%.
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donde se aprovecharon los mismos conjuntos comentados en el párrafo anterior, a
excepción del problema artificial. Aqúı también fueron usadas las metodoloǵıas de
uno-contra-todos y uno-contra-uno, pero esta vez se utilizaron criterios eficientes de
asignación para cada clase y para medir la efectividad de la clasificación múltiple.
En el caso de uno-contra-todos se empleó la estrategia de el ganador-toma-todo
(winner-takes-all) y en la metodoloǵıa de uno-contra-uno fue acompañada de la es-
trategia de voto-mayoritario (majority-voting-scheme). En la primera estrategia, se
construyen k clasificadores binarios (uno por clase) y cada nueva observación (en el
conjunto de prueba) se asigna de acuerdo con el clasificador que mejor ajuste arroje
(Figura 6.1(a)). Para la segunda estrategia, se construyen k(k− 1)/2 clasificadores
binarios para las k clases (k=3 en los conjuntos considerados) y la clasificación de
nuevas observaciones se efectúa conforme a la clase que mayores votos obtenga,
esto es, dada una nueva observación xi, la clase l gana un voto si el clasificador lm
(clase l vs. clase m) dice que xi pertenece a la clase l, de otra forma, se asigna un
voto a m; una vez que las k(k − 1)/2 emiten su voto, xi es asignada a la clase con
mayores votos (Figura 6.1(b)).

Figura 6.1: a) En esta estrategia, el punto naranja (nueva observación) se asigna a
la clase 1, ya que ésta consigue el mayor número de votos (2), b) Si a(ρ2)>a(ρ1) y
a(ρ2)>a(ρ3), entonces el punto naranja se asignará a la clase 2, a(.) significa ajuste.

Tomando en cuenta los ajustes sobre conjuntos de prueba se encontró que el
método de uno-contra-todos junto con la metodoloǵıa de el ganador-toma-todo se
comportó mejor en promedio con alrededor de 95 % contra aproximadamente 92 %
que obtuvo su competidora. Todos los entrenamientos se efectuaron con un kernel
de base radial Gaussiana con parámetro σk = 2 y el valor de C se obtuvo de manera
automática, donde se usó una codificación de punto fijo, con 4 bits en la parte entera
y 20 en la parte fraccionaria. Los resultados de este ejercicio fueron presentados en
[70] y se muestran en el Cuadro 6.3.

A pesar de los buenos resultados obtenidos con esta aproximación, se tiene el
inconveniente de que la función kernel se tiene que almacenar en una matriz o tiene
que ser computada en cada evaluación de la función objetivo durante el proceso de
aprendizaje. La alternativa de computar la matriz hace el proceso de entrenamiento
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Problemas Ajuste Ajuste C
de Entrenamiento de Prueba

uno-contra-uno

c-pulmón 99.3 96.7 4.17
vinos 96.0 92.9 13.67
iris 88.0 88.0 12.03

uno-contra-todos

c-pulmón 92.0 93.3 12.00
vinos 94.7 92.9 11.00
iris 97.6 100.0 12.01

Cuadro 6.3: Ajustes de la MSVG en problemas de clasificación múltiple con las
estrategias uno-contra-uno y uno-contra-todos.

más rápido, pero sus dimensiones están relacionadas directamente con el número
de observaciones en el conjunto de entrenamiento, provocando problemas de esta-
bilidad numérica para conjuntos grandes o simplemente la incapacidad de manejar
estas matrices cuando el número de observaciones es muy elevado. Además, si tam-
bién se quisiera optimizar el parámetro de la función kernel de forma evolutiva, se
tendŕıan que computar las matrices correspondientes para cada parámetro en el
espacio de búsqueda del AG. La otra alternativa tiene el inconveniente de ser muy
lenta en el proceso de entrenamiento, ya que se tiene que computar el kernel cada
vez que se requiera evaluar la función de aptitud en el AG.

Por las razones anteriores, el siguiente paso en esta investigación fue la búsqueda
de una alternativa que permitiera superar estos contratiempos y que, al mismo
tiempo, pudiera aprovechar las ventajas que la estrategia genética presenta en la
calibración de parámetros en MSV, particularmente la exitosa aplicación del AGV,
que hasta ahora ha resultado ser eficaz. En lo que resta de esta sección, se muestra el
proceso seguido en la sección 5.3.1 para desarrollar esa alternativa y la propuesta de
validación estad́ıstica al hacer comparativos con otras alternativas de aprendizaje
(sección 5.3.2).

El software para la implementación de estos experimentos fue desarrollado en
lenguaje FoxPro.

6.2.2. Generación Automática de Problemas de Clasifi-
cación.

La fuente de información empleada para la validación estad́ıstica de problemas
de clasificación se basó en la generación automática de un número de casos que re-
sultaran estad́ısticamente significativos. Los parámetros elegidos aqúı fueron: nivel
confianza del 95 por ciento, α=0.05, error estándar del 5 por ciento, e=0.05, y
para la varianza se consideró el peor de los casos de acuerdo al rango de valores
que pueden tomar las variables bajo prueba. Es decir, como las pruebas se hacen
sobre ajustes definidos como la proporción de buenas clasificaciones en conjuntos
de prueba, su rango de valores se encuentra en el intervalo [0, 1]. Por tanto, el caso
extremo -con mayor varianza- se da cuando 50 % de las observaciones presenta un
ajuste de 0 y el resto un ajuste de 1. La varianza en este caso es de aproximada-
mente 0.25. La varianza máxima corresponde al peor de los casos y generalmente
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se usa cuando se desconoce de antemano el valor real de la varianza poblacional
para la variable en cuestión, como ocurre en esta Tesis. De esta manera, el tamaño
de muestra que se obtuvo con este procedimiento fue de n = 400.

En los experimentos siguientes, se emplearon 400 problemas de clasificación
multivariados generados a partir de funciones de Walsh y Rademaker. Los conjuntos
inicialmente generados fueron subdivididos a su vez en conjuntos de entrenamiento
y prueba, en una proporción de 70 y 30 por ciento, respectivamente. La selección
de las observaciones en cada caso se realizó aleatoriamente.

El número de observaciones y variables independientes también se determinó de
manera aleatoria, acotando los rangos de número de observaciones entre 50 y 400,
mientras que el rango para el número de variables independientes fue de 2 a 6. La
distribución de los respectivos tamaños se presenta en la tabla siguiente:

Variables Número %
2 107 26.8
3 88 22.0
4 95 23.8
5 75 18.8
6 35 8.8

Cuadro 6.4: Distribución de problemas de clasificación de acuerdo al número de
variables independientes.

La implementación se hizo con código propio desarrollado en lenguaje Matlab.
Los resultados se reportan en [83].

En los siguientes cuatro apartados se hace uso de estos conjuntos de datos en
el entrenamiento y validación de problemas de clasificación binaria.

6.2.3. Determinación de cotas inferiores para el parámetro
C usando APM

Una vez construidos los conjuntos de entrenamiento y prueba para los 400
problemas de clasificación binaria generados automáticamente, el siguiente paso
consistió en la estimación de 400 valores (uno por cada problema) que pudieran ser
usados como cotas inferiores para el parámetro C en MSVs.

Lo primero que se hizo en esta estimación consistió en la implementación de un
KPC como parte de la metodoloǵıa de APM8. Con esta implementación fue posible
asegurar que se tuvieran estructuras funcionales idénticas entre esta metodoloǵıa
y una MSV entrenada con el mismo tipo de kernel. En la práctica, y como sucede
cuando se entrenan MSVs, fue necesario especificar el grado del kernel polinomial a
ser usado durante la fase de entrenamiento y prueba. Este punto es muy importante,
ya que el número de monomios en la expansión polinomial resultante depende de
su grado y, por lo tanto, repercute directamente en la determinación de la cota
inferior para C, pues ésta es construida con los coeficientes correspondientes. De
esta manera, la cota estimada podŕıa ser usada en MSVs sólo con polinomios de ese
mismo grado y, como se verá más adelante, de grados inferiores. Además, este hecho

8Esta implementación fue realizada con software desarrollado en lenguaje FoxPro por el Dr.
Ángel Kuri Morales.
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impone restricciones al conjunto de búsqueda que tendŕıa el AG para la selección
automática del grado del polinomio en MSV.

Modelo Min Q1 Mediana Media Q3 Max DE
APM1 0.2593 0.4490 0.4921 0.4954 0.5418 0.7576 0.0741
APM2 0.2174 0.4583 0.5000 0.5007 0.5455 0.7143 0.0713
APM3 0.2174 0.4556 0.5000 0.4994 0.5429 0.7500 0.0741

Cuadro 6.5: Estad́ısticas descriptivas para los ajustes de diferentes grados de kernel
polinomiales, usando el método de APM.

La decisión que se tomó en esta fase de experimentación fue la elección de tres
grados de polinomio, a saber: 1, 2 y 3. Por lo tanto, se entrenaron 400 problemas
con un polinomio lineal, 400 con uno cuadrático y 400 más con uno cúbico. Por su
parte, esta selección significó la obtención de 3 conjuntos de 400 cotas inferiores de
C, al seguir la metodoloǵıa propuesta en el aparatado 4.2.2.

La precisión obtenida con cada grado de polinomio fue medida como el número
de predicciones correctas efectuadas por el clasificador en el conjunto de prueba. En
el Cuadro 6.5 se muestran las principales estad́ısticas para los ajustes en cada caso y
se observa que la predicción echa por medio de estos polinomios es de prácticamente
el 50% en promedio en los tres casos. El valor máximo de clasificación se alcanza
empleando polinomios de grado uno y tres, con valores alrededor del 75 %, mientras
que el valor mı́nimo cercano al 21 % se obtiene con polinomios de grado dos y tres.
Si bien la media de los estimadores es prácticamente la misma para los tres grados
de polinomio, la distribución de los valores con ajustes iguales o superiores al 50 %
se da en polinomios cuadráticos y cúbicos, con 48.5 y 47.5 %, respectivamente. La
desviación estándar (DE) es similar en los tres casos y se ubica alrededor de 0.07.
El rango inter-cuantil (IQR = Q3−Q1) es cercano a 0.09 en los tres casos, lo que
indica que la distribución está altamente concentrada o, en otras palabras, que hay
una dispersión estad́ıstica baja. Enseguida se muestra gráficamente la distribución
de los valores de clasificación obtenidos (Figura 6.2).

Figura 6.2: Histogramas de las predicciones obtenidas con APM.

Aún cuando el análisis descriptivo permite conocer la distribución de las vari-
ables de respuesta, no es posible establecer conclusiones con relación a que modelo
resultó más conveniente en la clasificación de los conjuntos en cuestión. Para inda-
gar con más detalle sobre este asunto, se efectúo otro tipo de análisis empleando
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curvas ROC(Receiver Operating Characteristic) [27], aśı como una serie de pruebas
de hipótesis estad́ısticas.

La comparación sobre que grado polinomial es más adecuado para un pro-
blema espećıfico se podŕıa efectuar empleando una curva ROC, construyendo la
envolvente convexa correspondiente [27]. Sin embargo, este procedimiento resulta
impráctico para estos experimentos ya que, de hacerlo, implicaŕıa la construcción
de 400 gráficas de este tipo (una por cada problema). En su lugar, se calcularon
la tasa de positivos falsos (tpf) y la tasa de positivos verdaderos (tpv) [27], para
todos los problemas involucrados en el análisis y se graficaron de acuerdo al grado
polinomial empleado en cada caso. Los resultados se muestran en la Figura 6.3.

Figura 6.3: Sensitividad vs especificidad para los problemas de clasificación entre-
nados con diferentes grados de kernel polinomial.

La ĺınea de 45o de la Figura 6.3 indica el ajuste que se obtendŕıa con un clasi-
ficador aleatorio, por lo que puntos que se encuentran por debajo de este nivel se
consideran peores y los puntos por encima mejores a los obtenidos por este clasifi-
cador. El punto situado en el extremo superior izquierdo (0,1), representa el mejor
de los mundos para una función de clasificación binaria. A partir de estos resulta-
dos se encontró que el 39.8% de los problemas analizados con un kernel de grado
1 presentaron un poder de clasificación inferior al que se obtendŕıa de la aplicación
de un clasificador aleatorio, ya que ese es el porcentaje de puntos que se encuentran
por debajo de la ĺınea de 45 grados. Para el caso de polinomios de segundo y tercer
grado, estos porcentajes son del 43.5 y 47 por ciento, respectivamente. La gráfica
anterior muestra información relevante relacionada con el poder de clasificación de
cada modelo, sin embargo, tampoco es posible concluir en favor de un grado en
particular.

A efecto de tratar de validar si es que realmente existe alguna diferencia sig-
nificativa entre los clasificadores obtenidos con distintos grados polinomiales, se
procedió a efectuar pruebas de hipótesis estad́ısticas bajo la hipótesis nula de que
no existe diferencia entre el valor promedio de los ajustes de dos modelos distintos,
para lo cual se efectuaron dos tipos de prueba. En el primer caso se utilizó una PtP,
considerando las combinaciones de los tres clasificadores utilizados (p1vsp2, p1vsp3

y p2 vs p3). En todas las pruebas se consideró un nivel de confianza del 95%. La
variable de prueba fue el ajuste obtenido por los clasificadores sobre conjuntos de
prueba. Los resultados se resumen en la segunda y tercera columnas del Cuadro 6.6,
donde se muestran los valores del estad́ıstico t y los valores− p correspondientes.

Como puede observarse, en ninguna de las tres pruebas se encuentra evidencia
estad́ıstica suficiente en favor de alguno de los clasificadores, es decir, en ningún caso
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Hip Nula Hip Alt t valor-p PP
p̄1 − p̄2 = 0 p̄1 − p̄2 < 0 -1.1487 0.1257 0.0965
p̄1 − p̄3 = 0 p̄1 − p̄3 < 0 -0.8241 0.2052 0.1753
p̄2 − p̄3 = 0 p̄2 − p̄3 < 0 0.2624 0.6034 0.62025

Cuadro 6.6: Resultados de la prueba t-pareada y de Permutación para la compara-
ción de ajustes con diferentes grados de kernels polinomiales.

se rechaza la hipótesis nula de que la diferencia entre los ajustes de los clasificadores
respectivos es igual a cero.

La prueba t se utilizó bajo la premisa de que los valores bajo prueba siguen una
distribución normal, como se sugiere en la literatura [104] cuando se cuenta con un
número suficiente de puntos, en general mayor de 30 puntos. Para estar seguros de
esta situación se efectuaron dos tipos de pruebas de normalidad para los valores
de ajuste: la construcción de gráficos Cuantil-Cuantil9 (gráficos-CC) y la prueba
Shapiro Wilks [104]. Las Figura 6.4 muestra los gráficos-CC correspondientes.

Figura 6.4: Gráficos-CC como prueba de normalidad para los ajustes con diferentes
grados de kernels polinomiales.

La observación de las gráficas anteriores muestra que en las colas de la distribu-
ción hay bastantes puntos que se alejan de la ĺınea de 45 grados, lo que hace dudar
acerca de si realmente es posible suponer una distribución normal de los datos. Una
prueba de normalidad adicional, la prueba Shapiro-Wilks, confirma que no es posi-
ble suponer una distribución normal (Cuadro 6.7), ya que los valores−p obtenidos
aśı lo indican.

Clasificador Estad́ıstico SW valor-p
1 0.9907 0.0129500
2 0.9851 0.0003981
3 0.9851 0.0003981

Cuadro 6.7: Prueba Shapiro-Wilks para probar normalidad en los ajustes obtenidos
con diferentes grados de kernel polinomiales.

Se utilizó la prueba de Permutación (PP) como alternativa para efectuar pruebas

9QQ-plots.
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de hipótesis estad́ısticas, en donde no se considera ningún supuesto de distribución
y con la cual también es posible efectuar pruebas pareadas. En esta prueba se
emplean estad́ısticos t que son estimados a partir de permutaciones de los datos
originales y en los que no se considera en absoluto la distribución de los mismos.
Las hipótesis nulas y alternativas son las mismas a las empleadas para el caso del
estad́ıstico t y el número de permutaciones que se utilizó en cada caso fue de 3000.
Este número se justifica observando como el valor − p de la prueba se estabiliza
conforme aumenta el número de iteraciones (Figura 6.5). De hecho, se nota que
hubiera sido suficiente con menos iteraciones para obtener estimadores similares,
pero como el tiempo de cómputo no es significativo para este tipo de pruebas en
la actualidad10 se consideran al menos este número de iteraciones a lo largo de
esta Tesis. Una excelente exposición de este tema se puede encontrar en [24]. Los
resultados de la aplicación de esta prueba se ilustran en la columna 5 del Cuadro
6.8.

Hip Nula Hip Alt t valor-p PP
p̄1 − p̄2 = 0 p̄1 − p̄2 < 0 -1.1487 0.1257 0.01000
p̄1 − p̄3 = 0 p̄1 − p̄3 < 0 -0.8241 0.2052 0.1913
p̄2 − p̄3 = 0 p̄2 − p̄3 < 0 0.2624 0.6034 0.6050

Cuadro 6.8: Resultados de la prueba t-pareada y de Permutación para la compara-
ción de ajustes con diferentes grados de kernel polinomiales.

Figura 6.5: Estabilidad del valor-p en la Prueba de Permutación como criterio para
evaluar el número de submuestreos (B) apropiados.

Los estad́ısticos obtenidos en la prueba de Permutación confirman los resultados
previamente observados con la PtP en el sentido de que no es posible concluir en
el 95 % de las ocasiones que el ajuste logrado con una función de clasificación sea
superior a otra. Cabe señalar que a pesar de que las pruebas de normalidad fueron
claramente rechazadas, la PtP resultó ser robusta en la comparación de los ajustes
correspondientes obtenidos con cada kernel polinomial.

Finalmente, al contar con tres cotas distintas para cada conjunto de clasificación,
se eligió la mayor de ellas en cada caso para ser empleado posteriormente en la
definición de un rango para C en el entrenamiento de MSV con algoritmos genéticos
y como una aproximación en el entrenamiento de MSV sin el empleo de AGs. Esta

10Dados los recursos de cómputo con los que se cuenta en nuestros d́ıas, el tiempo ya no es
problema como lo era cuando se descubrieron este tipo de técnicas.
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decisión estuvo basada en el hecho de que el AG explorará entre tres alternativas de
grados polinomiales y, por ello, debe contar con un rango que resulte representativo
para los tres casos. Los resultados se reportan en [83].

6.2.4. MSV

En este apartado se detalla la forma en que se entrenaron los mismos 400 casos
de la sección anterior, pero empleando una MSV con una función de kernel polino-
mial. La idea de esta estrategia consiste en poder comparar los resultados derivados
de ambos ejercicios.

El entrenamiento con la MSV se realizó utilizando 20 valores de C (10 por de-
bajo del ĺımite definido por el APM y 10 por encima, manteniendo una distancia
constante entre ellos) para cada problema y para cada grado polinomial, una es-
pecie de validación cruzada, pero los ajustes se determinaron con base en el error
sobre conjuntos de prueba. Los valores óptimos para C y el parámetro del kernel
polinomial fueron aquellos para los cuales se obtuvo el menor error de prueba. De
esta manera, los mejores ajustes fueron los correspondientes a estos parámetros y
fueron utilizados para comparar esta metodoloǵıa y la de APM. En este último caso,
también se eligieron los mejores ajustes de entre todos los obtenidos con diferentes
grados polinomiales. La gráfica 6.6(a) resume las estad́ısticas de ambos conjuntos
óptimos y permite visualizar las diferencias obtenidas.

Figura 6.6: (a) Gráfico de caja correspondiente a los ajustes obtenidos con APM y
MSVs, (b) Estabilidad del valor-p en la Prueba de Permutación como criterio para
evaluar el número de submuestreos (B) apropiados.

A partir de ahora, el desempeño de los algoritmos de aprendizaje se medirá con
relación al desempeño de la MSV para cada problema. Estas comparaciones
pareadas son consistentes con las pruebas estad́ısticas pareadas usadas con los al-
goritmos de clasificación que se emplean aqúı. La elección de la MSV se debe a su
probadas caracteŕısticas teóricas, su capacidad de resolver diversos tipos de pro-
blemas y su éxito en la solución de gran cantidad de problemas prácticos [6][116][18]
[95] [9][20].

Por lo tanto, en la Figura 6.8 se muestran las estad́ısticas de los ajustes del
método APM relativas a la MSV (con Gráficos de caja). Se puede apreciar que el
ajuste relativo de APM es muy similar al obtenido con la MSV. Sin embargo, para
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poder establecer conclusiones válidas se requiere efectuar las pruebas de hipótesis
correspondientes.

Una prueba de hipótesis para estas diferencias se encuentra en la fila 1 del
Cuadro 6.10, donde la PtP y la PP indican que es posible desechar la hipótesis
nula de que no existe diferencia entre los ajustes promedio de ambos conjuntos. La
evidencia estad́ıstica va en favor de la hipótesis alternativa, es decir, existe evidencia
con un 95 % de confianza de que el ajuste con MSV es superior al de APM. Para la
prueba de Permutación se ejecutaron B=7000 submuestreos (véase Figura 6.6(b)).

Con relación a los diferentes valores de C, se eligieron 3 de ellos de entre los
20 analizados previamente: el menor de ellos, el mayor y el estimado por el APM.
Se efectuaron comparaciones entre los errores de prueba obtenidos, pero no se en-
contró evidencia estad́ıstica suficiente en favor de alguno en particular. El software
empleado para los entrenamientos con la MSV fue LIBSVM 11 [12], usando la in-
terfase para Matlab. Los resultados se reportan en [83]. Conviene adelantar que
en los experimentos que se describen más adelante también se empleo este mismo
software en los casos en los que se emplean MSVs.

6.2.5. Método Grid

El método Grid es una técnica comúnmente sugerida para la estimación de
parámetros en MSVs. Ésta consiste en proponer una serie de pares ordenados de
parámetros (en el caso en que se desean optimizar dos de ellos, por ejemplo C
y kP) y seleccionando el par con el cual se obtiene el menor error, después de
la aplicación de validación cruzada [49]. En los experimentos efectuados con esta
técnica, se usaron dos tipos de funciones kernel: un KPC y un KBR.

Kernel polinomial

Los experimentos efectuados en esta fase fueron los mismos de la sección anteri-
or. Es decir, se eligieron los mismos 20 valores de C para el entrenamiento de estos
conjuntos, pero ahora el error de prueba se midió por medio de validación cruzada.
De esta manera, los valores óptimos para este parámetro y para el grado polino-
mial se obtuvieron después de la aplicación de 10-FCV. En adelante, se usará la
abreviación GRID-P para hacer referencia a este método.

El mejor ajuste para cada problema también fue elegido bajo este criterio,
obteniéndose un conjunto con los mejores 400 ajustes obtenidos con este méto-
do. Los resultados se utilizaron para otras comparaciones. La primera de ellas se
hizo contra el mejor ajuste de APM y la segunda en contra de la MSV. El criterio
de comparación se repitió y los resultados de las pruebas de contraste estad́ıstico
se encuentran en las filas 2 y 3 del Cuadro 6.10, respectivamente. El ejercicio se
implementó usando la interfase para Matlab de LIBSVM [12].

En primera instancia, en estas pruebas se observa que la aplicación de 10-FCV en
lugar de mejorar el ajuste promedio de la MSV, lo empeora, ya que la comparación
entre estas dos metodoloǵıas favorece estad́ısticamente a la MSV con un 95 % de
confianza. Considerando la comparación entre el APM y GRID-P, se encontró que el
ajuste promedio de ambas es comparable y no existe diferencia significativa en favor
de alguno de ellos. En el gráfico de caja de la Figura 6.7(b) se aprecia gráficamente

11Cabe señalar que el mismo ejercicio se desarrollo usando el software [11] desarrollado en
Matlab para plataforma LINUX, el cual se encuentra disponible en:
http://theoval.sys.uea.ac.uk/ gcc/svm/toolbox/.
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Figura 6.7: a) Estabilidad de la PP para la prueba entre APM y GRID-P, con
B=3000 permutaciones, b) Distribución de los mejores ajustes para APM, MSV y
GRID-P, c) y Estabilidad de la PP para la prueba entre la MSV y GRID-P, con
B=3000 permutaciones.

la superioridad de la MSV sobre sus competidoras en términos de ajuste promedio.
Sin embargo, también se aprecia en esa figura que el método GRID-P resultó ser
más robusto, pues aunque su ajuste promedio es inferior, también su desviación
estándar lo es (0.037), de hecho, es inferior a la que presentan la APM (0.058) y
la MSV (0.057). Las pruebas de contraste estad́ıstico nuevamente fueron la PtP y
la PP, cuyos valores también se encuentran en las filas 2 y 3 del Cuadro 6.10. Por
su parte, las Figuras 6.7(a) y 6.7(c) contienen la evolución del valor-p para la PP,
donde es importante notar que para la prueba entre MSV vs. GRID-P, este valor
permanece constante e igual a 0, lo que evidencia como la PtP nuevamente resulta
ser bastante robusta. Estos resultados se reportan en [83].

Kernel de base radial

Los mismos experimentos de la sección anterior fueron implementados aqúı,
pero ahora se usó un KBR y una partición más fina para los valores de C a ser
considerados (con 30 valores de C). De igual forma, se usó el mismo rango para el
parámetro C obtenido con el kernel polinomial, debido a que no se cuenta con un
criterio que permita definir de antemano ese rango cuando se emplean funciones de
base radial. Por tanto, se eligieron los 30 valores de C, 15 de ellos considerados por
debajo de la cota definida anteriormente para cada problema y 15 por encima de
ella, manteniendo una distancia constante entre ellos. Para el caso del parámetro
del KBR, se aplicó el mismo criterio, al tomar 30 valores distintos para este valor
comenzando con 0.1 y con una separación constante de 0.1 para cada uno de ellos.
Nuevamente, el error de prueba se midió usando 5-FCV. En esta Tesis, este método
se abrevia por GRID-R.

Los resultados obtenidos fueron comparados con los arrojados por la MSV. No
se encontró evidencia estad́ıstica suficiente (con base en las pruebas PtP y PP) para
aceptar la hipótesis de que el ajuste promedio del método GRID-R sea superior al
reportado con la MSV. Los valores estad́ısticos correspondientes se encuentran en
la columna 4 del Cuadro 6.10 y los Gráficos de caja en la Figura 6.8.

76

Neevia docConverter 5.1



6.2.6. Otros Clasificadores

En esta sección se muestran los resultados obtenidos al aplicar otros clasifi-
cadores binarios convencionales usando la muestra de 400 casos discutidos con
anterioridad. El objetivo con estos clasificadores es hacer comparaciones con las
alternativas propuestas anteriormente y con los métodos genéticos de la sección
siguiente. En primera instancia, se consideró la aplicación del método de Análisis
de Discriminante Lineal (ADL), que se describe en [41]. El error de estimación se
midió en dos formas: a) aplicando 10-FCV y b) usando los mismos conjuntos de
prueba previamente usados con los métodos APM y MSV. Dado que no se encon-
tró diferencia estad́ıstica entre el error con CV y el obtenido con los conjuntos de
prueba y, puesto que las desviaciones estándar fueron similares (0.1034 y 0.1070,
respectivamente), se mantuvo la primera aproximación para futuras comparaciones.
Una prueba estad́ıstica adicional (basada en los estad́ısticos PtP y PP) al comparar
el ajuste derivado del método ADL con la MSV y GRID-R, reveló que estos últi-
mos clasificadores resultaron significativamente (los estad́ısticos de prueba fueron
21.1899 y 24.7629, respectivamente y los valores − p para la PP fueron igual a 0
en ambos casos).

Otro método usado en la comparación fue el clasificador del vecino más cercano
(1-NN) [41], donde se utilizó 10-FCV para la medición del error de prueba. Las
pruebas estad́ısticas confirman que 1-NN y ADL compiten de manera similar, dado
que no se encontró evidencia suficiente en favor del ajuste promedio de alguno de
ellos en comparación con el otro (los valores−p para la PtP y la PP fueron 0.0849
y 0.0849, respectivamente).

Dados los pobres resultados observados con la aplicación de 1-NN y ADL, se
decidió aplicar el método de k vecinos más cercanos (k-NN), donde k (número de
vecinos más cercanos) se determina como aquel con el cuál se obtenga el menor error
de CV, entre 15 valores probados (de 1 a 15). Para la medición de las distancias se
usó la métrica euclidiana y el algoritmo se implementó en Matlab, donde la distancia
de cada punto a las k observaciones más cercanas se calculó de manera exhaustiva.
La asignación de los puntos a cada una de las clases se efectuó empleando el criterio
de voto-mayoritario en las clases de los k vecinos más cercanos. Los resultados
fueron significativamente mejores a los obtenidos con ADL y 1-NN, similares al
método GRID-P, pero peores que la MSV y GRID-R, conforme a los resultados de
las pruebas PtP y PP. Los valores de las pruebas estad́ısticas en la comparación con
la MSV y GRID-R se encuentran en las filas 5 y 6 del Cuadro 6.10, respectivamente.
Las principales estad́ısticas (representadas con Gráficos de caja) de los ajustes para
APM, GRID-P, GRID-R, ADL, 1-NN y k-NN, relativos a la MSV, se muestran en la
Figura 6.8 (representados con gráficos de caja). Todas las pruebas de Permutación
implementadas resultaron estables con 3000 permutaciones.

6.2.7. MCG

Kernel polinomial

Los experimentos efectuados en esta fase consistieron principalmente en el en-
trenamiento de los conjuntos generados empleando la Máquina de Clasificación
Genética, propuesta en el caṕıtulo anterior, haciendo uso de un KPC. Por ello, las
siglas MCG-P se emplean en adelante al hacer referencia a este clasificador. Las
caracteŕısticas del algoritmo genético ya fueron explicadas anteriormente, solo resta
comentar acerca de la forma espećıfica en que se determinaron ciertos parámetros
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Variable Parte Parte Rango
Entera Fraccionaria

C variable 20 (0, 2 ∗ cota]
p 2 0 [1, 3]
Pc 0 20 [0,7, 1]
Pm 0 20 [0,001, 0,1]
P 0 20 [0, 1]

Cuadro 6.9: Parámetros empleados en el método de MCG-P.

a la hora del entrenamiento. Se ha mencionado antes que se utilizó una codifi-
cación binaria de punto fijo para representar las cadenas de caracteres que definen
el genotipo. En el Cuadro 6.9 se muestra el número de bits que se emplearon para
cada una de las variables representadas.

El número de bits empleados para la parte entera en la codificación del
parámetro C estuvo en función del valor obtenido para la cota inferior con la
metodoloǵıa de APM. Es decir, como este parámetro teóricamente representa un
número positivo, se determinó un número de bits suficiente para garantizar al menos
una cota inferior que pudiera ser representada en la codificación que aqúı se emplea.
El número de bits empleado estuvo determinado por la cota obtenida con APM.
Este punto es crucial, ya que en el pasado no se ha tomado en cuenta este detalle al
emplear la metodoloǵıa de AGs para la determinación de este tipo de parámetros,
ya que usualmente se decide un número que a juicio del investigador es adecuado
para el problema espećıfico, lo cual requiere de mucha experiencia en el conocimien-
to de este problema o alguna otra gúıa que indique el rango de valores apropiado.
La especificación del número de bits determinado por este rango tiene la ventaja
adicional de reducir el tiempo de cómputo, ya que la cadena genética contiene sólo
el número de bits requerido para la representación de sus parámetros. Más adelante
se resalta la importancia de este punto tomando en cuenta los resultados obtenidos
en estos experimentos.

En el caso del grado del polinomio, se usaron únicamente dos bits, ya que
el rango de este parámetro fue especificado para polinomios de grado uno hasta
tres, como se mencionó anteriormente. También puede observarse que en todas las
variables donde tuviera sentido el uso de decimales, se utilizaron 20 bits en cada una
de ellas para su especificación. Con relación a las probabilidades de cruzamiento y
mutación, se utilizaron 20 bits para la parte decimal y ninguno para la parte entera,
pero la representación real resultante fue escalada en el rango que se especifica en
la última columna de la tabla, es decir, en el rango de [0.7,1] para Pc y de [0.005,
0.1] para Pm

12.
Otros dos aspectos a considerar fueron el tamaño de la población y el número

de generaciones a emplear durante el entrenamiento. En el primer caso, se eligieron
12La expresión empleada para escalar estos valores fue la siguiente:

x∗n =
xn − xmin

xmax − xmin
(x0 − xu) + xu ∀n = 1, ..., N ;

los términos xmin y xmax son los valores mı́nimo y máximo que la variable x puede alcanzar,
respectivamente. Por su parte, el intervalo [xu, x0] es el rango donde se desean escalar estas
variables
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Figura 6.8: Gráficos de caja de los ajustes obtenidos por los algoritmos de apren-
dizaje relativos a la MSV: APM (C1), GRID-P (C2), GRID-R (C3), ADL (C4),
1-NN (C5), k-NN (C6), MCG-P (C7), MCG-PVC (C8), MCG-R (C9) y MCG-RVC
(C10).

30 individuos en la población para todos los problemas entrenados, manteniendo
este número para cada generación durante el entrenamiento, como lo sugiere la
metodoloǵıa de Vasconcelos. Con relación al número de generaciones, se tomó una
submuestra de problemas que fueron entrenados con 50 y 150 generaciones. Al
término de este entrenamiento se efectúo una comparación entre los resultados
obtenidos con ambos procedimientos. La comparación se basó en una prueba parea-
da de Permutación, donde el estad́ıstico resultante fue de 0.1465. Este resultado
indica que no existe evidencia estad́ıstica suficiente, con un 95% de confianza, para
rechazar la hipótesis nula de que el ajuste promedio alcanzado con 150 genera-
ciones supere al que se obtuvo con 50 generaciones. De esta manera, el resto de los
problemas fue entrenado con 50 generaciones.

Una vez finalizado el entrenamiento, también se efectuaron pruebas estad́ısticas
para comparar esta variante genética con los modelos previamente analizados. Los
resultados (relativos a la MSV) para todos los clasificadores, representados por
gráficos de caja, se presentan en la Figura 6.8.

En la Figura 6.8, se observa claramente que la mediana de los ajustes correspon-
dientes al clasificador genético es superior a la obtenida por el resto de sus com-
petidores. También puede notarse que la distribución de los datos parece simétrica
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Cuadro 6.10: Pruebas de Hipótesis para la validación estad́ıstica de los algoritmos
de aprendizaje: APM (C1), MSV (C2), GRID-P (C3), GRID-R (C4), k-NN (C5),
MCG-P (C6), MCG-PVC (C7), MCG-R (C8) y MCG-RVC (C9).

Prueba Hipótesis Hipótesis t valor-p PP
Nula Alternernativa

1 H1 ≡ p̄C2 − p̄C1 = 0 H1 > 0 2.612 0.0047 0.003
2 H2 ≡ p̄C1 − p̄C3 = 0 H2 > 0 0.221 0.4127 0.601
3 H3 ≡ p̄C2 − p̄C3 = 0 H3 > 0 3.775 0.0001 0.000
4 H4 ≡ p̄C4 − p̄C2 = 0 H4 > 0 0.479 0.3159 0.684
5 H5 ≡ p̄C2 − p̄C5 = 0 H5 > 0 2.653 0.0042 0.012
6 H6 ≡ p̄C4 − p̄C5 = 0 H6 > 0 4.2602 0.0000 0.000
7 H7 ≡ p̄C6 − p̄C1 = 0 H7 > 0 8.979 0.0000 0.000
8 H8 ≡ p̄C6 − p̄C2 = 0 H8 > 0 10.927 0.0000 0.000
9 H9 ≡ p̄C6 − p̄C4 = 0 H9 > 0 8.4826 0.0000 0.000
10 H10 ≡ p̄C6 − p̄C7 = 0 H10 > 0 0.625 0.2661 0.283
11 H11 ≡ p̄C9 − p̄C8 = 0 H11 > 0 3.583 0.0002 0.001
12 H12 ≡ p̄C9 − p̄C6 = 0 H12 > 0 11.0399 0.0000 0.000

y no existe ninguna tendencia hacia los cuantiles superiores o inferiores en ningún
caso.

Al efectuar pruebas estad́ısticas a la MCG-P contra los algoritmos previamente
analizados, se observa que la evidencia es contundente en todos los casos en favor
de ésta. Las pruebas estad́ısticas aśı lo comprueban, ya que en todos los casos los
estad́ısticos de la prueba t-pareada resultaron claramente significativos, con lo que
fue rechazada la hipótesis nula, en favor de la alternativa, de que el ajuste promedio
de la MCG-P es superior. La prueba de Permutación claramente respalda este
resultado. En las filas 7, 8 y 9 del Cuadro 6.10 se resumen las pruebas estad́ısticas
y los estad́ısticos para las pruebas de contraste entre la MCG-P y los siguientes
clasificadores: APM, GRID-P y GRID-R.

Un aspecto importante a considerar en la Figura 6.8 es que no sólo el ajuste
relativo de la MCG es superior, sino también su variabilidad es una de las más
bajas. Esto es, las desviaciones estándar fueron: 0.089, 0.093 y 0.094 para GRID-P,
GRID-R y MCG-P, respectivamente.

Aunque la diferencia en las desviaciones estándar no es significativa, se deci-
dió combinar los métodos GRID-P y MCG-P, aplicando 5-FCV para medir el
ajuste de la MCG (el clasificador resultante se denomina MCG-PVC) y verificar si
la variabilidad de la MCG-P pudiera ser reducida aún más. La distribución de los
ajustes también se muestra en la Figura 6.8, donde se puede apreciar que la dis-
tribución de MCG-PVC no mejoró en términos de variabilidad, aunque mantuvo el
mismo nivel de ajuste promedio. Los resultados estad́ısticos confirmaron estas con-
clusiones, ya que la PtP no fue estad́ısticamente significativa, lo que significa que
no fue posible rechazar la hipótesis nula. La PP también respalda esta conclusión.
Las pruebas estad́ısticas se muestran en la fila 10 del Cuadro 6.10. Por lo tanto,
la MCG-P resultó ser el mejor algoritmo en términos de ajuste y robustez. Esto
significa que el tiempo adicional necesario para la implementación de Validación
Cruzada se puede evitar sin sacrificar ajuste y obteniendo menor variabilidad. Es-
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tas conclusiones se sustentan de manera estad́ıstica. Además, la variante genética
tiene la ventaja adicional de atacar el problema de reducción de dimensionalidad
sin sacrificar ajuste en el proceso.

Kernel de base radial

Los mismos experimentos de la sección anterior fueron implementados en es-
ta sección, pero esta vez usando un KBR. Se decidió efectuar este análisis para
verificar si existen diferencias significativas en los resultados encontrados con el
clasificador genético al trabajar con otro tipo de función kernel. El rango elegido
para la codificación del parámetro C fue el mismo que se usó con el método GRID-R.
El parámetro del KBR también fue incluido en el genoma para su óptima selección
(en lugar del grado polinomial, por supuesto), aśı que sólo se tuvieron que hacer
cambios mı́nimos en el algoritmo para la implementación de este clasificador. La
medición del error de entrenamiento también se efectuó de dos maneras distintas.
En el primer caso, se usaron los conjuntos de prueba (este método fue nombrado
como MCG-R), mientras que en el segundo caso se consideró el uso de 5-FCV para
medir el error (MCG-RVC). Para la comparación entre las diferencias (si es el caso)
de los ajustes entre estas dos metodoloǵıas se implementó una prueba de hipótesis,
donde se encontró evidencia estad́ıstica suficiente a favor del ajuste promedio arro-
jado por MCG-RVC (fila 11 del Cuadro 6.10). Otro resultado relevante encontrado
es que la desviación estándar de este último clasificador resultó inferior (0.112) a
la obtenida por la MCG-R (0.131), pero más alta que la reportada previamente
para la MCG-P (0.094). Contrario a los resultados reportados con el uso del kernel
polinomial, en el caso del KBR no sólo se obtuvo el mejor ajuste, sino la menor vari-
abilidad con el uso de CV como medida de error en el algoritmo. Con relación a la
PP, ésta resultó estable con 3000 permutaciones. Finalmente, dado que del análisis
previo se observó la superioridad de la MCG-P en comparación con las alternativas
que hab́ıan sido analizadas antes, se decidió comparar su ajuste promedio con el
obtenido con la MCG-RVC. Los resultados se muestran en la fila 12 del Cuadro 6.10,
donde se puede apreciar la superioridad de la MCG-RVC, aunque su variabilidad
también resulta más alta, como se mencionó antes.

Aún cuando se aprecian diferencias entre los clasificadores genéticos (depen-
diendo del tipo de función kernel empleada en el entrenamiento de la MSV) se
ha demostrado en esta Tesis doctoral que éstos resultan claramente superiores (en
verde en la Figura 6.8) en comparación con todas las metodoloǵıas no genéticas
con las cuales fueron comparados. Todos estos resultados fueron reportados en [83]

Para la implementación de todos estos experimentos se usó Matlab y la in-
terfase de LIBSVM para Matlab [12] para el entrenamiento de la MSV, como se
mencionó previamente. Todas las pruebas estad́ısticas implementadas fueron de-
sarrolladas con el paquete estad́ıstico R [103].

La MCG también puede emplearse en la solución de problemas de regresión con
MSV. En la siguiente y última sección de la Tesis se implementa este algoritmo
para abordar este tipo de problemas y donde se comparan los resultados con otras
estrategias para la determinación automática de parámetros en MSV. A diferencia
del número de problemas y la validación estad́ıstica efectuada en este apartado, en
el caso de regresión se tomaran algunos problemas que han servido como referencia
en la literatura para la comprobación y comparación de nuevos algoritmos, ya que
no se cuenta con una metodoloǵıa que permita generar problemas de regresión no
lineal multivariados de manera automática.
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6.3. MRG: Evidencia emṕırica

Este apartado esta dedicado a la experimentación de la metodoloǵıa denominada
Máquina de Regresión Genética en la solución de problemas de aproximación no
lineal de funciones, donde se determinan de manera automática los parámetros
C, kP y ε. La eficiencia de este algoritmo también se mide en comparación con
otras dos estrategias con las cuales es posible la selección automática de estos
parámetros. La primera de ellas se debe a [14] y ya se ha expuesto su funcionamiento
anteriormente. La segunda metodoloǵıa fue la aplicación de 5-FCV para elegir cada
parámetro de entre una lista de valores elegidos de manera aleatoria en un rango
que fue definido de antemano (Método Grid). Los criterios de comparación fueron
el ECM obtenido al efectuar el entrenamiento con 5-FCV y la medición del tiempo
de ejecución con un procesador Intel-Centrino de 1.8 GH y 512 MB de memoria.
Los problemas empleados para la comparación fueron tomados de UCI-MLR y
éstos fueron: mpg, mg y diabetes. Las caracteŕısticas de mpg y diabetes ya fueron
discutidas en secciones anteriores, pero en el caso de mg se tienen 1385 observaciones
con 6 variables independientes.

Para cada conjunto de datos se efectuaron entrenamientos empleando funciones
kernel polinomiales y funciones de base radial. Los parámetros en cada caso también
fueron calibrados por el AG para el método MRG y empleando 5-FCV en los otros
casos. Es importante señalar que el método de Cherkassky sólo es aplicable cuando
se emplean funciones de base radial y la estimación del parámetro σ se hizo usando
un polinomio de alto grado, empleando nuevamente la técnica de PGMs.

Los ECMs, los valores de los parámetros obtenidos y los tiempos de ejecución
para cada algoritmo se muestran en el Cuadro 6.11.

De acuerdo a lo mostrado en la tabla anterior, puede apreciarse que la MRG re-
sulta ser bastante competitiva en comparación con los otros algoritmos. Los ECMs
fueron al menos tan buenos o mejores en todos los casos en comparación con el méto-
do de Cherkassky, aunque en tiempo de ejecución este último supera al primero.
Una ventaja adicional de la MRG sobre el método de Cherkassky es que la primera
no está limitada con el tipo de kernel empleado para su entrenamiento y, por lo
tanto, resulta de aplicación más general. Por su parte, la aplicación del método
Grid compite favorablemente con la MRG en el caso de mpg, pero con los otros
problemas es superada por esta última, aunque no por un amplio margen. En térmi-
nos de costo computacional, el desempeño del método Grid es superado claramente
por la MRG en términos generales, donde esta diferencia se acentúa en conjuntos
con mayor número de datos y, sobretodo, empleando funciones de kernel polino-
miales. Por ejemplo, el tiempo que le toma al método Grid en el problema mpg
es casi 8 veces mayor al que ocupa la MRG -con 30 individuos y 50 generaciones.
En ambos casos, un elemento importante en ambas metodoloǵıas es que se debe
elegir de antemano un rango de valores en donde puedan elegirse los parámetros
correspondientes, donde la elección de los parámetros en el método Grid esta su-
jeto a la aleatoriedad, más que tratarse de un proceso de optimización plenamente
justificado.

Por lo tanto, puede concluirse que la MRG resulta ser una estrategia de apren-
dizaje que compite de manera muy favorable, resultando superior en la mayoŕıa
de los casos tratados en estos experimentos, en comparación con técnicas que han
sido muy socorridas en la literatura. Finalmente, como en el caso de clasificación, la
MRG tiene la facultad adicional de elegir las variables independientes que realmente
son significativas durante el entrenamiento sin sacrificar ajuste.
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Problemas Tiempo ECM C ε kP
mpg

MRG (KBR) 6.22 6.59 15.8509 0.3067 0.53
MRG (KPC) 48.07 7.16 4.4020 0.4582 3.00
Grid (KBR) 46.64 6.81 13.3348 0.8437 0.50
Grid (KPC) 92.71 7.17 43.4900 0.84374 3.00
Cherkassky 7.17 46.8609 0.4726 0.50

diabetes
MRG (KBR) 1.38 0.32 14.9694 0.4956 0.22
MRG (KPC) 1.32 0.31 1.2283 0.4917 2.00
Grid (KBR) 1.53 0.28 5.5644 0.6800 0.50
Grid (KPC) 0.87 0.28 5.5644 0.7000 2.00
Cherkassky 0.34 6.9082 0.5083 0.50

mg
MRG (KBR) 28.23 0.01 2.4429 0.0927 3.66
MRG (KPC) 847.80 0.02 30.9100 0.1000 3.00
Grid (KBR) 120.02 0.01 0.0987 0.0621 1.10
Grid (KPC) 939.00 0.02 8.7700 0.0100 3.00
Cherkassky 0.02 1.6094 0.0485 0.80

Cuadro 6.11: Errores, tiempo (en minutos) y parámetros obtenidos al aplicar la
metodoloǵıa de MRG.

En futuras investigaciones convendŕıa diseñar una estrategia de validación es-
tad́ıstica, aplicada en un número de problemas significativo, probablemente gene-
rados de manera automática. Con ello, se podŕıan sacar conclusiones más generales
en la aplicación de este algoritmo, como se hizo en el caso de clasificación.

El código generado con esta estrategia es muy similar al usado en la MCG.
Las modificaciones correspondientes se desarrollaron en lenguaje Matlab y también
se utilizó la interfase para Matlab de LIBSVM. Los resultados descritos en este
apartado fueron reportados en [81].
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Caṕıtulo 7

Conclusiones

Esta investigación doctoral se ha enfocado principalmente al estudio de
Máquinas de Soporte Vectorial, un método de aprendizaje que en los últimos tiem-
pos ha despertado un gran interés por parte de la comunidad cient́ıfica del área de
aprendizaje de máquina y que ha sido aplicada con éxito en múltiples problemas
prácticos. La MSV se distingue por ser un sistema para el eficiente entrenamien-
to de máquinas de aprendizaje lineal en espacios inducidos por funciones kernel,
respetando los principios de la teoŕıa de regularización y aprovechando algunos
resultados importantes de la teoŕıa de optimización.

El énfasis principal en este estudio está relacionado con el problema de la se-
lección óptima de parámetros libres en MSVs, un elemento muy importante para
la eficiente aplicación de esta metodoloǵıa. Uno de ellos es el parámetro de regu-
larización C, que se encarga de controlar la capacidad de clasificación y, al mismo
tiempo, la complejidad en el diseño de la máquina de aprendizaje. Otros paráme-
tros involucrados en su diseño son: el(los) parámetro(s) de la función kernel y el
parámetro ε en el problema de regresión no lineal.

Después de analizar el estado del arte en la solución de este importante proble-
ma, se concluyó que los Algoritmos Genéticos representan una alternativa atractiva
como mecanismo de optimización en la selección de parámetros. Las razones princi-
pales por las cuales se opta por este mecanismo de optimización se deben a su flexi-
bilidad y probada efectividad en la solución de problemas de optimización. También
se mencionó la importancia de elegir un tipo de AG no convencional, dadas las li-
mitaciones del AGS exhibidas en el pasado. Además, se resaltó la importancia de
involucrar una estrategia autoadaptable para evitar sesgo en la implementación de
los operadores genéticos, particularmente el mecanismo de cruzamiento y mutación.
El tipo de algoritmo que reuńıa estas caracteŕısticas es el Algoritmo Genético de
Vasconcelos, modificado con una estrategia autoadaptable.

En una primera propuesta, se utilizó el AGV sin la variante autoadaptable para
el diseño de una MSV, la MSVG. Esta propuesta consistió en dejar al AG la res-
ponsabilidad del proceso completo de optimización de la MSV en problemas de
clasificación de patrones. Es decir, no sólo los parámetros libres de la máquina se
codifican y optimizan a partir del uso de un AG, sino también los multiplicadores de
Lagrange en la formulación dual de la MSV. Esta propuesta fue probada emṕırica-
mente con resultados satisfactorios en problemas de clasificación binaria y múltiple,
empleando algunos conjuntos de datos ampliamente usados en la literatura para es-
tos propósitos. Un inconveniente detectado con esta propuesta es el almacenamiento
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y tratamiento de la matriz de kernel en problemas a gran escala. Esto se debe a
que el número de elementos de la matriz crece de manera cuadrática conforme lo
hace el tamaño de muestra, lo que la hace inmanejable para conjuntos con miles
de observaciones. Una alternativa consistiŕıa en computar los elementos de la ma-
triz cada vez que sean requeridos en el proceso de entrenamiento; sin embargo, esa
posibilidad fue descartada porque también resulta extremadamente costosa.

Una propuesta más eficiente se basó en la determinación evolutiva de los
parámetros libres, dejando el trabajo de la optimización a un algoritmo diseñado
expĺıcitamente para acelerar el entrenamiento de la MSV, como es el caso del algo-
ritmo de Optimización Secuencial Mı́nima. De esta manera, se diseñó la MCG, un
método autoadaptable que además de abordar el problema de la selección óptima
de parámetros, tiene la capacidad de seleccionar las variables más relevantes del
conjunto de entrenamiento, haciendo aún más eficiente el proceso de aprendizaje y,
lo más importante, sin sacrificar ajuste.

Un elemento importante a considerar en el diseño de la MCG es la cuestión del
rango de definición del parámetro C, donde éste se encuentra altamente influenciado
por el tipo de función kernel, en la medida en que este tipo de funciones proyectan
el espacio de solución de la MSV a un espacio de caracteŕısticas. Esto es, conforme
cambia la dimensión de este espacio, el rango posible de valores para este parámetro
también se modifica.

Una propuesta para tratar de definir este rango se derivó al comprobar la equiva-
lencia algebraica entre funciones de clasificación polinomiales derivadas de los méto-
dos de Aproximación Polinomial Minimax y MSVs. Para ello, un aporte adicional
de esta Tesis se dio al confirmar la posibilidad de usar funciones kernel polinomi-
ales, que tradicionalmente se emplean en MSVs o en otros métodos de kernel, pero
no en APM. Dadas las similitudes encontradas, se determinó una forma algebraica
de acotar inferiormente el valor de C, empleando los coeficientes de una función de
decisión entrenada con el método de APM. Aunque se reconoce que la diferencia
en las estrategias de entrenamiento usadas en ambas metodoloǵıas podŕıa afectar
en la calidad de la cota obtenida, se considera que esta aproximación puede re-
sultar en una gúıa que ayude a definir un rango apropiado para C en aplicaciones
prácticas. Asimismo, se abre un espacio de investigación para explorar más a fondo
este tema, no sólo con el empleo de estructuras polinomiales, sino con otras formas
funcionales, aprovechando la gran cantidad de posibilidades que pueden derivarse
con el uso de funciones kernel.

Para la comprobación experimental de la MCG se buscaba un método que re-
sultara estad́ısticamente confiable, trabajando con problemas de múltiple dominio
y evitando la práctica común de usar conjuntos de problemas generados artificial-
mente y que, a juicio de algún(os) investigador(es), son considerados como compli-
cados y representativos para la comparación de algoritmos de aprendizaje. En una
situación ideal, seŕıa posible obtener conclusiones de carácter general, al efectuar
comparaciones con otros métodos sobre conjuntos de prueba de múltiples domi-
nios y representativos de un vasto universo de posibilidades. Tomando en cuenta lo
anterior, se diseñó una estrategia con las siguientes caracteŕısticas:

1. Se construyeron conjuntos de problemas multivariados de clasificación binaria
en forma automática, empleando funciones de Walsh y Rademacher,

2. El número de casos fue definido con base en un criterio, usado comúnmente
en la Teoŕıa de Muestreo Estad́ıstico, para la elección de tamaños de muestra
en poblaciones infinitas,
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3. Se establecen criterios de validación basados en pruebas de hipótesis estad́ısti-
cas, donde se comparan los promedios, sobre muestras pareadas, de los ajustes
obtenidos con dos algoritmos de aprendizaje,

4. Las pruebas estad́ısticas implementadas son de dos tipos: 1) paramétricas,
usando la prueba t-pareada y, 2) remuestreo, empleando la Prueba de Per-
mutación. En la primera de ellas debe suponerse que las muestras son ex-
tráıdas de poblaciones normales, mientras que en la segunda no se requieren
suposiciones de distribución.

Con base en lo anterior, se reconoce la enorme complejidad de la comparación
de modelos de clasificación sobre la base de problemas con múltiples dominios y,
por ello, no es posible argumentar que el método propuesto ofrecerá conclusiones de
validez universal, tampoco que el conjunto de casos, que (teóricamente) representa
a un número infinito de problemas de este tipo, resulta ser necesariamente la mejor
elección posible. Aún aśı, en este Tesis doctoral se decidió trabajar en el caso de
múltiples dominios, ya que se buscaba en forma objetiva probar la robustez del
modelo genético de clasificación al evaluar su eficiencia y eficacia sobre la base
de conjuntos de problemas que fueran grandes, estad́ısticamente acotados y con
el menor sesgo posible en su construcción; en lugar de probarlos sobre un simple
y limitado dominio, como es generalmente el caso. Esta propuesta comienza con
el reconocimiento de que, para establecer condiciones estad́ısticas de validación,
generalmente se requiere información suficiente. Desafortunadamente, contar con
un número abundante de problemas de clasificación con el que puedan hacerse
ejercicios de este tipo, representa un reto importante. Por lo tanto, el método pro-
puesto captura dos cuestiones directamente relacionadas para verificar la validez
de la MCG, consistentes en la generación automática y no sesgada de problemas
de clasificación, aśı como su comprobación estad́ıstica.

Emṕıricamente, la aplicación de este método permitió verificar, contundente-
mente, la superioridad en el desempeño de la MCG en comparación con otras
estrategias de aprendizaje supervisado no genéticas. Las pruebas estad́ısticas aśı lo
revelaron en todos los casos y, en algunos de ellos, con márgenes ampliamente
significativos.

También se efectuaron pruebas para hacer comparaciones entre las estrategias
genéticas al usar dos tipos de funciones kernel distintas durante su entrenamiento;
a saber, un kernel polinomial y uno de base radial. En estos últimos experimentos,
para la medición del tipo de error se tomaron en cuenta dos criterios: a) consideran-
do subconjuntos de prueba generados aleatoriamente y extráıdos de los conjuntos
de casos construidos en forma automática (los clasificadores genéticos entrenados
con este criterio fueron etiquetados como: MCG-P y MCG-R, para distinguirlos por
el tipo de kernel usado, ya se kernel polinomial o de base radial, respectivamente) y,
b) empleando validación cruzada (del tipo k-FCV) (bajo la misma lógica usada en
a), los clasificadores genéticos fueron etiquetados como: MCG-PVC y MCG-RVC).

Los resultados estad́ısticos fueron mixtos. Por un lado, se encontró que la MCG-
P superaba a su contraparte MCG-PVC en todos los sentidos considerados, ya
que su ajuste promedio fue superior y su varianza fue más pequeña, donde cabe
señalar que este clasificador fue uno de los que menor variabilidad presentó entre
todos los clasificadores considerados (incluidos los no genéticos). Por otra parte, la
MCG-RVC superó al clasificador MCG-R también en todos los sentidos (ajuste y
varianza). Finalmente, la MCG-P logró superar a todos los clasificadores con los
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que hab́ıa sido comparada previamente, pero no logro hacerlo al ser comparada
con la MCG-RVC, pues esta última la superó claramente en ajuste, aunque no en
variabilidad. En resumen, el efecto de la validación cruzada en los clasificadores
genéticos es incierto y depende del tipo de kernel empleado; pues cuando se usan
funciones kernel polinomiales, no sólo empeora el ajuste sino también la variabili-
dad, mientras que usando funciones kernel de base radial sucede lo contrario.

En śıntesis, existen varios factores por los cuales la MCG resulta sumamente
recomendable:

1. La selección de parámetros se efectúa de manera automática y eficiente.

2. El ajuste promedio resulta claramente superior en comparación con otros
clasificadores, lo que fue comprobado en forma estad́ıstica.

3. Además del buen ajuste conseguido con esta estrategia, el AG también es
capaz de reducir el número de variables independientes usadas dentro del
entrenamiento, sin sacrificar ajuste.

4. La variante autoadaptable del AGV resultó ser muy efectiva en la solución del
problema y, además, ayuda a evitar sesgo en la selección de las probabilidades
de cruzamiento y mutación durante su implementación.

Una variante de la MCG fue desarrollada para abordar el problema de regresión
no lineal, que se denominó Máquina de Regresión Genética (MRG). Esta propuesta
también permite la optimización de parámetros de la MSV, la selección de vari-
ables independientes y es autoadaptable. La única variación es la incorporación
del parámetro ε para su selección óptima. Por ahora, no fue posible efectuar un
análisis estad́ıstico como el desarrollado para la MCG, ya que no se cuenta con una
metodoloǵıa para la generación automática y no sesgada de problemas de regresión
no lineal. En respuesta, se efectuaron comparaciones con otros métodos de selección
de parámetros para MSVs en problemas de regresión sobre la base de un conjun-
to de casos tomados de repositorios de datos conocidos. Los resultados obtenidos
prueban la competitividad de la MRG en comparación de sus competidores. En
unos casos, este método resultó más eficiente en términos de costo computacional
y ajuste, mientras que en otros lo fue en términos de flexibilidad en su aplicación.
También se deriva de este análisis una v́ıa para futura investigación en la que pueda
desarrollarse una metodoloǵıa de validación estad́ıstica para problemas de regresión
no lineal.

Adicionalmente a los métodos genéticos desarrollados en esta Tesis, otra
aportación, basada en un análisis más detallado del uso de funciones polinomi-
ales en MSVs y APM, derivó en el diseño de un nuevo tipo de kernel polinomial,
que fue nombrado como Kernel Polinomial MP. El empleo de este tipo de funciones
permite encontrar expresiones expĺıcitas, donde puedan ser analizadas las relaciones
entre las variables independientes y sus respectivas potencias, algo que en proble-
mas prácticos suele ser un aspecto importante. En ese sentido, debe señalarse que
este nuevo kernel considera todas las combinaciones de variables independientes
para los puntos en el conjunto de entrenamiento y sus potencias respectivas. Por
ello, resulta evidente que esta función proyecta a espacios de alta complejidad aún
en problemas con pocas variables independientes. La implementación de este ker-
nel en una MSV y su aplicación en algunos problemas de clasificación y regresión
(también tomados de repositorios de datos conocidos), permitió concluir que es
posible obtener soluciones competitivas a las que se obtienen con funciones kernel
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tradicionales. No obstante, se sugiere como tema de futuro investigación la valo-
ración sobre la conveniencia de su aplicación en problemas de alta dimensionalidad,
aśı como la viabilidad de su uso práctico con otros métodos de kernel.

Finalmente, algunas propuestas adicionales para futura investigación derivadas
de este trabajo de Tesis incluyen: a) El desarrollo de métodos de solución en tiempo
real de problemas de clasificación y aproximación de funciones con MSVs, donde
se incorpore la selección automática de parámetros libres y, b) La combinación
eficiente y óptima de funciones kernel que pueda usarse en el entrenamiento de
métodos de kernel, incluida la MSV, que posiblemente contribuya a resolver el
problema de la elección de una función kernel para cada aplicación y la selección
respectiva de su(s) parámetro(s).
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Nomenclatura

Adaline Red Neuronal Lineal Adaptiva
(Adaptive Linear Element)

1-NN Clasificador del vecino más cercano
(nearest neighbor classifier)

ADL Análisis de Discriminante Lineal
AG Algoritmo Genético
AGI Algoritmo Genético Idealizado
AGS Algoritmo Genético Simple
AGV Algoritmo Genético de Vasconcelos
APM Aproximación Polinomial Minimax
ART Teoŕıa de Resonancia Adaptiva

(Adaptive Resonance Theory)
Cf Contorno de una función f
CIf Contorno Inferior de una función f
CMA-ES Estrategia Evolutiva con Matriz de Covarianzas Adaptable

(Covariance Matrix Adaptation Evolution Strategy)
CSf Contorno Superior de una función f
CV Validación Cruzada

(Cross Validation)
Dimensión VC Dimensión de Vapnik-Chervonenkis
ECM Error Cuadrático Medio
EE Estrategia Evolutiva
FBR Función de Base Radial
FDA Discriminante Lineal de Fisher

(Fisher Discriminant Analysis)
FPεI Función de Pérdida ε-Insensitiva
GK SVM Máquina de Soporte Vectorial Genética para la elección de la función Kernel

Genetic Kernel Support vector Machine
HBC Hipótesis de los Bloques Constructores
k-FCV Validación Cruzada con k dobleces

(k-fold Cross Validation)
k-NN Clasificador de k vecinos más cercanos

(k-nearest neighbor classifier)
KBR Kernel de Base Radial
Kernel FDA Discriminante de Fisher no Lineal

(Kernel Fisher Discriminant Analysis)
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Kernel PCA Análisis de Componentes Principales no Lineal
(Kernel Principal Component Analysis)

KKT Condiciones de Karush-Kunh-Tucker
KL Kernel Lineal
KP Kernel de Perceptrones
KP-MP Kernel Polinomial MP
KPC Kernel Polinomial Clásico
LIBSVM Libreŕıa para Máquinas de Soporte Vectorial

(Library for Support Vector Machines)
LoO-CV Valiadción Cruzada dejando fuera una observación

(Leave-one-Out Cross Validation)
Madaline Red Neuronal Lineal Adaptiva Múltiple

(Multiple Adaptive Linear Element)
MCG Máquina de Clasificación Genética
MCG-P Máquina de Clasificación Genética Polinomial
MCG-PVC Máquina de Clasificación Genética Polinomial con Validación Cruzada
MCG-R Máquina de Clasificación Genética de base Radial
MCG-RVC Máquina de Clasificación Genética de base Radial con Validación Cruzada
ML Multiplicadores de Lagrange
MRG Máquina de Regresión Genética
MSV Máquina de Soporte Vectorial
MSVG Máquina de Soporte Vectorial Genética
MSVI Máquina de Soporte Vectorial Incremental
MSVP Máquina de Soporte Vectorial Proximal
NSA Nivel de Significancia Alcanzado
OSM Optimización Secuencial Mı́nima
Pc Probabilidad de cruzamiento
Pm Probabilidad de mutación
p.d. Positiva Definida
p.s.d. Positiva Semidefinida
n.d. Negativa Definida
n.s.d. Negativa Semidefinida
PCA Análisis de Componentes Pincipales

(Principal Component Analysis)
PG Programación Genética
PGM Polinomios Genéticos Multivariados
PMRE Principio de Minimización de Riesgo Estructural
PMREm Principio de Minimización de Riesgo Emṕırico
PP Prueba de Permutación
PPC Problema de Porgramación Cuadrática
PPL Problema de Porgramación Lineal
PPnL Problema de Programación no Lineal
RPM Red de Perceptrones Multicapa
PtP Prueba t Pareada
RL Regresión Loǵıstica
Statlib Repositorio de Datos para Algoritmos de Aprendizaje

(StatLib-Dataset Archive)
TEA Teoŕıa Estad́ıstica del Aprendizaje
UCI-MLR Repositorio de Datos para Algortimos de Aprendizaje

(University of California Irvine Machine Learning Repository)
ROC Curvas ROC

(Receiver Operating Characteristic)
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