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Introduccion

El problema de extender una funcién continua f : ¥ — Z de un sub-
conjunto cerrado Y de un espacio X a todo X, é al menos a una vecindad
U deY en X, es, ademas de muy interesante, muy frecuente encontrarlo en
topologia. En 1930, el matemaético polaco Karol Borsuk se interesé por un
caso en particular, consideré que el caso cuando Y = Z y f = idy merecia
atencion especial. En este caso, cualquier extension de idy es llamada una
retraccion [Definicién 2.1.1 ], y si una retraccién existe, Y es llamado un
retracto 6 un retracto de vecindad [Definicion 2.1.2 | si la extension es sélo
a una vecindad U de Y en X. Asi introdujo Borsuk en su tesis doctoral los
fundamentos de la Teoria de Retractos.

Al principio Borsuk consideré sélamente espacios métricos separables.
Poco después Kazimierz Kuratowski | 12 | y Ralph H. Fox [ 7 ] hicieron al-
gunas contribuciones a la teoria, refiriéndose a la misma clase de espacios.
Gradualmente, la teoria se fue extendiendo, primero a los espacios métricos
arbitrarios por Clifford H. Dowker [ 4 | y James Dugundji | 5 ], después a
clases mas generales de espacios, clases cerradas bajo imagenes homeomorfas
y subconjuntos cerrados por Sze-Tsen Hu [ 9 |, Olof Hanner [ 8 | y Ernest
A. Michael [ 16 ]. Gradualmente se volvio claro que la clase de los espacios
métricos ofrecia la teoria mas satisfactoria.

El trabajo de Borsuk en la teoria de retractos tiene sus precedentes. El
resultado més importante de éstos es el Teorema de extension de Tietze. En
notacién actual, el teorema dice que el intervalo unitario I = [0, 1] y la recta
real R son extensores absolutos [Definicién 2.2.1 | para la clase de los espacios
normales.
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En los primeros dias de la teoria de retractos surgié un problema muy
importante: determinar cuando un retracto absoluto [Definicién 2.3.1 | para
una clase de espacios, es también un eztensor absoluto para la misma clase.
Esto es cierto para muchas clases importantes de espacios. Se prob¢6 para la
clase de los espacios métricos arbitrarios, usando el Teorema de extensién
de Dugundyji, el cual dice que todo espacio lineal localmente convero es un
extensor absoluto. Este resultado fue posible sélo después de que A.H. Stone
probara que los espacios métricos son espacios paracompactos [ 19 |.

Existen muchos resultados que caracterizan a los retractos absolutos de
vecindad [Definicién 2.3.2 ]. Por ejemplo, Dugundji prob6 que un espacio
métrico X de dimension n es un retracto absoluto de vecindad si y solo si es
localmente n-conexo | 6 ]. En este trabajo se presenta un criterio cldsico, una
caracterizacion puramente topoldgica, basada en realizaciones de poliedros
[Definicién 3.2.1 | con respecto a una cubierta ¢. El resultado es

Un espacio métrico X es un retracto absoluto de vecindad si y solo si toda
cubierta abierta U de X admite un refinamiento abierto V), tal que para todo
subpoliedro S de T que contenga todos los vértices de T, toda realizacion
parcial de T en X relativa a (S,V) [Definicion 4.0.4 | se puede extender a
una realizacion completa de T en X relativa a U.

Este resultado fue probado primero para espacios métricos compactos por
Lefschetz | 13 ] y después Dugundji 1o generalizé a espacios métricos arbitra-
rios [ 6 |. Aqui presentamos la generalizacién de Dugundyi.

Para una historia mas detallada de la teoria de retractos 6 de la topologia
en general, se puede consultar [ 11 |.

Todos los espacios topologicos en consideracion son metrizables y les lla-
maremos simplemete espacios, salvo en el Capitulo 3, ya que la topologia
CW [ 3.1 ] no es necesariamente metrizable.



Capitulo 1

Espacios Lineales

En este capitulo se daran las definiciones bésicas de espacio lineal, espa-
cio lineal normado y espacio lineal localmente convexo. Se dard un ejemplo
de un espacio lineal normado cuya importancia se hara ver en el Teorema
de Kuratowski-Wojdyslawski, que més tarde se generalizara al Teorema de
Arens-Eels. Se hard ver la importancia de los espacios lineales localmente con-
vexos por medio del Teorema de extensién de Dugundji, el cual generaliza al
Teorema de extension de Tietze.

1.1. Espacios Lineales

Definiciéon 1.1.1 Un espacio lineal es un espacio vectorial L dotado de una
topologia que hace continuas a la suma de vectores y a la multiplicacion por
escalares.

Definicién 1.1.2 Sea L un espacio lineal. Una norma en L es una funcion

-1 L = [0, 00)

tal que
(1) Nz +yll < ll=ll + [lyll para todo z,y € L,
(2) ||tz|| = |t - ||| para todot € R yx € L,

(3) ||z|]| =0 siy solo si x =0.
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Definicién 1.1.3 Un espacio lineal normado es una pareja (L, || - ||) donde
L es un espacio lineal y || - || es una norma en L.
Ejemplo 1.1.1 (R, ||-||) es un espacio lineal normado donde ||| = >_1_, x7
es la bien conocida norma euclideana.

Ahora daremos las definiciones basicas pero importantes de convezxidad.

Definicién 1.1.4 Decimos que un subconjunto K de un espacio lineal L es
convexo si para todo par de puntos v,y € K yt €1, te 4+ (1 —t)y € K.

Definicién 1.1.5 Una combinacion convexa de elementos de K es un vector
de la forma Y. kit; con'k; € K, t; € I para todo i € {0,..n} y > jt; = 1.

Definicién 1.1.6 La envoltura convexa de un subconjunto A de L (conv(A))
es el subconjunto convexo mds chico que contiene a A.

Es claro que

conv(A) = ﬂ{K CL:ACK y K es convexo}

=0 i=0

El siguiente ejemplo es muy importante. Ademas de ser un espacio lineal
normado, también es un espacio de Banach, es decir, es un espacio lineal
normado y completo.

Ejemplo 1.1.2 C*(X) = {f : X — R : f es continua y acotada} es un
espacio vectorial, definiendo para f,g € C*(X) yt € R
(f+9)(x) = f(z)+g(x) y (tf)(x) =tf(x). Definiendo para toda f € C*(X)

[flloe = sup{lf(z) : x € X},

(C*(X), ||]ls) €8 un espacio vectorial normado y |||« €s la bien conocida
norma del supremo. Ahora, la funcion

p:C*(X) x C*"(X) — [0,00)
definida por

p(f,9) = If — 9l

es una métrica para C*(X) la cual genera una topologia para C*(X). Asi,
C*(X) es un espacio lineal normado.
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1.2. Encajes en Espacios Lineales

El primer teorema importante de esta seccion es debido a Kuratowski-
Wojdyslawski y nos muestra la importancia del Ejemplo [1.1.2].

Teorema 1.2.1 (Kuratowski- Wojdyslawski) Para todo espacio X existen un
espacio lineal normado L y una isometriat : X — L tal que para todoY C X,
ilY] es cerrado en conv(i[Y]).

Demostracién. Sean L = C*(X), p una métrica admisible para X y una
funcién d : X x X — [0, 1) definida por

_ _rlzy)
R )

Entonces d es una métrica acotada que genera la misma topologia que p.
Para cada y € X, sea f, : X — [0, 1) definida por

fy(x) = d(y, x).

Como d es una métrica acotada, f, € C*(X). Ahora, definamos
i: X — C"(X)

como
i(x) = fu.
Veamos que 7 es una isometria. Sean x,y € X, entonces
d(z,y) = 1fo(v) = W) < 1fe = Jylloo = supfld(z, 2) — d(y, 2)[} < d(x, y).
ze
Es decir d(z,y) = || fz — fyllo ¥ poOr lo tanto i es una isometria. Ahora,

sea (fy, )nen Una sucesion de funciones en i[Y] que converge a una funcién
f € conv(i]Y]). Entonces

k=1
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es una combinacién convexa de elementos de i[Y]. Como ), t, = 1, existe
Jj €{1,...m} tal que

t; > 1
i=
Por lo tanto, tenemos que

Hf - fynHoo > |f(yn) - fyn(yn)| = f(yn)

Ztkfzk yn > t; fz] (yn) Z d(zgayn>
k=1

Entonces

{ , 1

es decir (yn)nen €8 una sucesién contenida en Y que converge a un punto
zj € Y y por lo tanto f, converge a f = f. €i[Y].

O

Para generalizar este resultado al Teorema de Arens-Eels, usaremos el
siguiente lema.

Lema 1.2.1 Para todo espacio X existen un espacio A y un encaje isométri-
coi: X — C*(A) tal que i[X] es libre.

Demostracion. Por el Teorema , podemos pensar que X es un sub-
conjunto de algin espacio lineal normado Y. Tomemos un punto zy € Y\ X

y d una métrica admisible y acotada para Y como en la demostraciéon del
Teorema [L2.1] . Sea

A={f:Y - R: f es de Lipschitz y f(zq) = 0}.

Observemos que A es no vacio, pues la funcién constante 0 € A, que
A C C*(Y), pues las funciones de Lipschitz son continuas y porque para toda
feA |fx)=|f(x)—= f(zo)| < d(z,z9) < c0. Definamos i : X — C*(A) de

la siguiente manera
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i(x) : A — R definida por
i(@)(f) = f(=).

Tenemos que i estd bien definida, pues para toda z € X, i(z) es claramente
continua y acotada, ya que para todo par de funciones f,g € A,

1 = 9llee = [f(2) = g(x)| = |i(2)(f) = i(2)(9)|

y son acotadas.

Veamos que i es una isometria. Sean z, z € X, entonces

li(z) = i(2)]loe = f}elg{!i(x)(f) —i(2) (NI} = ?}elg{lf(ﬂﬁ) — [} <d(x,2)

pues toda f € A es de Lipschitz. Ahora, definamos una funcién ¢ : ¥ — R
de la siguiente manera

9(y) = d(y, z) — d(zo, 2).
Veamos que g € A, es claro que g(xg) = 0. Ahora, sean a,b € Y arbitra-
rios, entonces tenemos que

l9(a) = g(b)] = |d(a, z) — d(x0, 2) — d(b, 2) + d(x, 2)]

= |d(a7z) - d(bv Z)| < d(avb)7

es decir, g es de Lipschitz y por lo tanto tenemos que

sup{|f(z) = f(2)|} = [9(x) = 9(2)]

feA
— |d(x,2) — d(xo, ) — d(z, 2) + d(zo, 2)| = d(x,2),
es decir

li(z) = i(2)]loo = d(z, 2).

Ahora, veamos que [ X] es libre.



CARACTERIZACION DE LEFSCHETZ-DUGUND.JI 9

Sean x1,...,T,+1 € X distintos y veamos que i(z,41) no es combinacién
lineal de i(z1),...,i(x,). Para esto, definamos una funcién f : Y — R de la
siguiente manera

fly) = emin d(y, x;)

Sean a,b € Y arbitrarios, y supongamos sin pérdida de generalidad que
fla) =d(a,z;) > f(b) = d(b,xy) para algunas j, k € {0,...,n} y por lo tanto
f(a) =d(a,z;) < d(a,xy). Entonces

|f(a) = f(b)] = fla) — f(b) < d(a,zy) — d(b,zx) < d(a,b)
y como f(xzg) = 0, tenemos que f € A. Ahora, para toda k € {0,...,n},

i(xk)(f) = flzx) =0y i(xns1)(f) # 0 pues zx # Tpqq. Por lo tanto i(z,41)
no puede ser una combinacion lineal de i(x1), ..., i(z,), es decir, i[X] es libre.

O

Una compactificacion de un espacio X es un espacio compacto K en el
cual se puede encajar densamente a X. Una consecuencia del bien cono-
cido teorema de metrizabilidad de Urysohn, que dice que todo espacio es
homeomorfo a algin subespacio del cubo de Hilbert, es que todo espacio tiene
una compactificacion. Omitiremos las demostraciones pues nos desvian de
nuestro propdésito, sin embargo usaremos este resultado para demostrar el ya
anunciado Teorema de Arens-Eels. El lector interesado puede encontrarlas
por ejemplo en [ 17, p. 472 ].

Teorema 1.2.2 (Arens-Eels) Para todo espacio métrico X, existen un es-
pacio lineal normado L y una isometria i : X — L tal que i[X] es cerrado
en L.

Demostraciéon. Sea Z una compactificacion de X. Por el lema anterior,
existen un espacio A y una isometria i : Z — C*(A) tal que i[Z] es libre.

Sea L C C*(A) el espacio generado por i[X], entonces LNi[Z] = i[X], ya
que si y € L Ni[Z], entonces y = Y _,_, txi(zy) donde ¢ € Ry x), € X para
toda k € {0,...,n}, pero i[Z] es libre y por lo tanto y = i(xy) para alguna k.

Ahora, como i[Z] es cerrado en C*(A) por ser compacto, i[X] es cerrado en
L.

O
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1.3. Extension de Funciones Continuas

Sean X, Y y Z espacios con Y C X y f:Y — Z una funcién continua.
Si existe una funcién continua F': X — Z tal que F |y= f, decimos que F
es una extension continua de f y que f se puede extender continuamente a
todo X.

En general, no toda funcién continua es restriccién de otra funcién conti-
nua. Por ejemplo, la funcién idyo;; no puede ser extendida continuamente a
todo I porque las funciones continuas preservan la conexidad. En esta seccion
se vera que si el espacio Z es un espacio lineal localmente convexo, entonces
esto es posible.

Definicién 1.3.1 Se dice que un espacio lineal L es localmente convezro si
el origen 0 de L tiene vecindades convezras arbitrariamente pequenas.

Los espacios lineales localmente convexos juegan un papel muy impor-
tante en la teoria de retractos como se mostrara en el Teorema [[.3.1] .

Ejemplo 1.3.1 Cualquier espacio lineal normado L es localmente convezo,
pues las bolas B.(0) = {zx € L : ||z|| < r} son conjuntos convexos para toda
r > 0.

En particular R™ es un espacio lineal localmente convexo.

Definicién 1.3.2 Sean U y V cubiertas abiertas de un espacio X. Decimos
que V es un refinamiento de U, si para toda V €V existe U € U, tal que
VCU.

Definicién 1.3.3 Se dice que una cubierta abierta U de un espacio X es
localmente finita si para todo x € X, existe una vecindad W de x, tal que

{U et - WU £} <R

De la definicién anterior, se sigue que para cada x € X, el conjunto
U, ={U €U : z € U} es finito.

Se dice que un espacio X es paracompacto, si toda cubierta abierta U de
X, tiene un refinamiento abierto localmente finito V. Un resultado muy im-
portante debido a A. H. Stone, es que todo espacio métrico es paracompacto.
Usaremos este hecho para demostrar el siguiente lema. La demostracion se
puede ver por ejemplo en [ 19 ] 6 en [ 18 ].
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Lema 1.3.1 Sean X un espacio y'Y un subconjunto cerrado de X . Entonces
existe una cubierta abierta localmenta finita, U de X\Y y una familia de
puntos {yu tvey de Y tales que

(1) Para todop e U eU, d(p,yuy) < 2d(p,Y).
(2) SiU, €U para todan € N y

lim d(U,,Y) = 0,entonces lim diam(U,,) = 0,

n—oo n—oo

Demostracién. Sea V = {B(z, 1d(z,Y)) : # € X\Y}, entonces V es una
cubierta abierta de X'\Y. Por el Teorema de Stone, existe un refinamiento
abierto localmente finito U de V), es decir, para todo U € U existe zy € X\Y,
tal que

1
U g B(QZ’U, Zd(.’ﬂ(], Y))

Para cada U € U, tomemos un punto yy € Y tal que

5
d(zu,yu) < Zd(an Y).

Veamos que U v {yu tvey satisfacen (1) y (2). Sea p € U, entonces

1 5 3
d(pa yU) < d<p7 :EU) + d<xU7 yU) < Zd(zva) + Zd(an Y) = éd(mU7 Y)
Ahora,
1
d($U7Y> S d(xU7p> + d(p7 Y) S Z_j:d(xU’Y) + d(p7 Y>7
de donde

zd(xU, Y) <d(p,Y)y por lo tanto, d(p,yr) < 2d(p,Y).

Ahora, supongamos que U, € U para toda n € N y que

ltm d(U,,Y) =0

n—oo

Escojamos para cada n € N un punto p, € U, entonces
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lim d(p,,Y)=0

n—oo

de donde

3
lim Zd(xUn,Y) < lim d(p,,Y) =0.

n—oo n—oo

Por lo tanto

1
lim diam(U,) < lim diam(B(zy,,—d(zy,,Y))) =0

n—o00 n—oo 4

pues U, C B(zy,, id(xUH,Y)).
O

Dadas las hipétesis del lema anterior, al par {U, {yv}ueu} se le conoce
como un sistema de Dugundji para X y Y.

Corolario 1.3.1 Sean X, Y yU como en el lema anterior. Para todoy € Y
y para toda vecindad E de y en X, existe una vecindad F' de y en X, tal que
st U € U intersecta a F', entonces U C E.

Demostracién. Como FE es abierto, existe ¢ > 0 tal que B.(y) C E.
Supongamos que el corolario no es cierto, entonces, para toda n € N, existe
U, € U tal que
U N Bs(y) £0 ¥ UNE #0.
Entonces lim,, .., d(U,,Y) = 0 y por lo tanto lim, .., diam(U,) = 0,

entonces existe N € N tal que

Uy C B.y) y Un\E # 0.

Lo cual es una contradiccidn.
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Notemos que los conjuntos E y F' del corolario anterior satisfacen que
FCE.

Para poder demostrar el Teorema de extension de Dugundji, definiremos
ciertas funciones que nos seran de gran ayuda.

Para esto, tomemos una cubierta abierta localmente finita &/ de un espa-
cio (X, d).

Para toda U € U, sea ky : X — R definida como

_d(z, X\U)

Dovey Az, X\V)

Notemos que ki estd bien definida pues el denominador siempre es dis-
tinto de cero, ya que U es una cubierta de X y que ky(x) > 0. Veamos

que también es continua. Sea x € X y W una vecindad de x, como U es
localmente finita,

kU(SL’)

U, ={UeclU:zecU}
es finito. Consideremos ky,, = ky |w: W — R, entonces, para toda w € W
. dw, X\U)
ZVEuw d(w, X\V)

y como U,, es finito, Kk, es continua en W y como W es una vecindad de z,
ky es continua en z. Por ultimo, notemos que para toda x € X,

kUw (w>

_ e, X\U)
U%W) - Z Sy @, X\V)

Y que

k;'(0,1] C U.

El siguiente teorema debido a Dugundji, nos muestra la importancia de los
espacios lineales localmente convexos. Este resultado es de gran importancia
en la teoria de retractos. Como corolario se obtiene el Teorema de extension
de Tietze.
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Teorema 1.3.1 (Dugundji) Sean L un espacio lineal localmente convexo, X
un espacio, Y un subespacio cerrado de X y f : Y — L una funcion continua.
Entonces existe una extension continua F : X — L de f, tal que

F[X] C conv(f[Y]).

Demostracién. Consideremos un sistema de Dugundji {U, {yv }veu } para
XyYyky: X\Y — R las funciones k con respecto a U. Definamos
F: X — L como

BE (xe V),
Fle) = { S packul@) - f)  (z e X\Y).

Es claro que F extiende a f. Ademés ., ku(z) - f(yy) es una suma
convexa de elementos de f[Y] y por lo tanto F[z] C conv(f[Y]). Veamos que
F' es continua. Para toda x € Y°, F(z) = f(z) y por lo tanto F' es continua
en Y° Sea x € X\Y, como U es localmente finita, existe una vecindad W
de x yneN, tal que |[A,| ={U elUd : UNW}| =n. Sean Uy, ...,U, € A,.
Entonces, para toda w € W se tiene que,

F(w) =3 ko, (w) - F )

y como ky, es una funcién continua, F' es continua en W y por lo tanto F' es
continua en todo x € X\Y. Sélo falta verificar la continuidad en la frontera
d[Y] de Y. Sea y € §[Y] y V una vecindad convexa de F(y) = f(y) en L.
Como f es continua en Y, existe € > 0, tal que

fIY 0 Be(y)] € V.

Por el corolario anterior, existe una vecindad W de y, tal que W C B¢ (y)
ysiU € U es tal que UNW # (), entonces U C Be(y). Para todo U € U,
tomemos un punto zy € U entonces, para todo U € U que intersecte a W,
tenemos que

¢ ¢
d(y,yuv) < d(y,zuy) + d(zy, yu) < 3 + 2d(zy,Y) < 3 + 2d(zy,y) = €.

Es decir, yy € B(y), de donde
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flyw) € V.

Por lo tanto, si z € Y N W, F(y) = f(y) € V. Ahora, tomemos un punto
xr € WNX\Y, como U es localmente finita, existe n € N tal que z € N?_,U;,
y para toda m € N\{j1,...,jn}, * ¢ Up,,. Entonces

Fle) =Y ko (a) - flu,)

y f(yu;,) € V, porque W NU;, # (). Como V es convexo y F(x) es una
combinacién convexa de elementos de V', F(z) € V. Es decir, F[W] C V' y
por lo tanto F es continua en §[Y].

O

Corolario 1.3.2 (Teorema de Tietze) Para todo espacio normal X con sub-
espacio cerrado Y, toda funcion continua f 1Y — 1 se puede extender con-
tinuamente a todo X.

Demostracion. Solo basta observar que el intervalo unitario I es un espa-
cio lineal localmente convexo y aplicar el teorema anterior.

O



Capitulo 2

Teoria de Retractos

En este capitulo se presentan los resultados basicos de la teoria de re-
tractos. Se introducen los conceptos de Retracto Absoluto y Extensor Ab-
soluto y se ve la equivalencia de estos dos conceptos cuando los espacios
son metrizables. También se hace lo mismo para los Retractos Absolutos de
Vecindad y los Extensores Absolutos de Vecindad.

2.1. Retractos

El término retracto le fue sugerido a Borsuk por su supervisor de tesis
doctoral, Stefan Mazurkiewickz, que fue uno de los fundadores de la escuela
polaca de topologia a finales del siglo XIX [ 11, p. 18 ].

Definicién 2.1.1 Se dice que un subconjunto Y de un espacio X es un re-
tracto de X si la funcion identidad idy 1Y — Y tiene una extension continua
r: X — Y. A dicha extension se le llama retraccion. En otras palabras, se
dice que Y es un retracto de X si existe una funcion continua r : X — Y
tal que r |y=idy. Igualmente, la funcion r es llamada una retraccion.

Ejemplo 2.1.1 Sea X un espacio y {x} C X. Entonces {*} es un retracto
de X, la funcion constante * es una retraccion.

Ejemplo 2.1.2 La funcion idx : X — X es una retraccion. Es decir, todo
espacio es retracto de si mismo.

16
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Ejemplo 2.1.3 B" es un retracto de R", la funcion r : R — B" definida
como

x (x € B"),
riw) = { 2 (z € R\B").

]l

es una retraccion, donde ||z|| es la norma euclideana de x.

Ejemplo 2.1.4 Y =S""! es un retracto de X = R"\{0}, la funcién
r: X — Y definida como

es una retraccion, donde T = (z1,...,x,) y 0 = (0,...,0).

Las retracciones y las extensiones estan intimamente relacionadas, como
lo muestra la siguiente proposicion.

Proposiciéon 2.1.1 Y es un retracto de X si y solo si para todo espacio Z,
toda funcion continua f 1Y — Z se puede extender a todo X.

Demostracion. Sean r: X — Y una retraccién, Z un espacio y
f Y — Z una funcién continua. La funcién f or es una extension continua
de f. Reciprocamente, la funcién idy tiene una extension continua.

O
Es una propiedad de todo retracto, ser un subconjunto cerrado.

Proposicién 2.1.2 Si Y es un retracto de X entonces Y es un subconjunto
cerrado de X.

Demostracién. Sean x € X\Y y r : X — Y una retracciéon. Entonces
r(z) # x. Como X es de Hausdorff, existen vecindades ajenas U y V de z y
de r(x) respectivamente.

Como 7 es continuay VNY es una vecindad de r(z) en Y, r=1(VNY) es
una vecindad de z en X, entonces r~(VNY)NU es una vecindad de z en X.
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Ahora, supongamos que existe y € Y Nr~1(VNY)NU, entonces r(y) = y,
de donde y € V N U, lo cual es una contradiccién, por lo tanto Y es cerrado
en X.

O

Es natural considerar si un subespacio es un retracto de alguna vecindad
suya.

Definicién 2.1.2 Se dice que Y es un retracto de vecindad de X si existe
una vecindad U de Y en X tal que Y es un retracto de U.

En particular todo retracto de X es un retracto de vecindad de X toman-
do U = X. Si Y es un subconjunto abierto de X, entonces Y es un retracto
de vecindad de X tomando U =Y.

Ejemplo 2.1.5 Si: Y =S""! y X = R" entonces existe U = R"\{0} tal que
Y es un retracto de U por el Ejemplo .

Ejemplo 2.1.6 SiY ={0,1} y X = [0,1] entonces existe U = [0,3) U (3,1]
y una retraccion r : U —'Y definida como

_J 0 (z€]0,3)),
r(x) —{ A

Dado que una retracciéon es una funciéon continua, esta preserva com-
pacidad, conexidad y conexidad por trayectorias. Por otra parte, existen
propiedades que no se preservan bajo funciones continuas, pero si bajo re-
tracciones. A estas propiedades se les llama r-invariantes.

Algunos ejemplos de propiedades r-invariantes son:

1) La propiedad del punto fijo.

2) La contractibilidad.

4

La conexidad local.

(1)
(2)
(3) La contractibilidad local.
(4)
(5)

5) La n-conexidad local.
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Demostraremos que la propiedad del punto fijo y la contractibilidad son
propiedades r-invariantes. Las demostraciones de (3), (4) y (5) se pueden
encontrar en | 10, p. 26, 27 y 28 |.

Definicién 2.1.3 Se dice que un espacio X tiene la propiedad del punto fijo
si para toda funcion continua f : X — X existe v € X tal que f(x) = x.

Teorema 2.1.1 La propiedad del punto fijo es un r-invariante.

Demostracion. Tomemos X un espacio con la propiedad del punto fijo,
r : X — Y una retracciéon y f : Y — Y una funcién continua. Como X
tiene la propiedad del punto fijoy for : X — Y C X es continua, existe
x € X tal que f(r(z)) = z, de donde € Y, y como r es una retraccion,
x = f(r(z)) = f(z). Por lo tanto Y tiene la propiedad del punto fijo.

O

Definiciéon 2.1.4 Se dice que dos funciones continuas f,g : X — Y son
homotépicas (f ~ g) si existe una funcion continua F : X x 1T —Y tal que
F(z,0) = f(z) y F(z,1) = g(x) para toda x € X. A la funcion F se le llama
homotopia.

Definicién 2.1.5 Se dice que un espacio X es contraible (X € C) si la
funcion identidad idx es homotdpica a una funcion constante k (idx ~ k).

En la siguiente seccion veremos la importancia de los espacios contraibles
en la teoria de retractos.

Ejemplo 2.1.7 R € C, la funcion H : R" x I — R" definida por

H(z,t)=x—tz

es una homotopia que conecta a idgn con la constante 0.
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Teorema 2.1.2 La contractibilidad es un r-invariante.

Demostraciéon. Sean X € C'y r: X — Y una retraccién. Entonces existe
una homotopia F' : X x I — X tal que F(z,0) = x y F(x,1) = k. Sea
H:Y xI —Y definida como

H(y,t) =r(F(y,1)).

La funciéon H es claramente continua, H(y,0) = r(F(y,0)) = r(y) =y y
H(y,1) =7r(F(y,1)) = r(k). Por lo tanto H es una homotopia entre idy y la
constante 7 (k).

O

2.2. Extensores Absolutos

La terminologia AE y ANFE fue introducida por el matematico suizo
Michael en 1953 [ 16 ].

Definicién 2.2.1 Un espacio Z es un Ezxtensor Absoluto (Z € AE) si para
todo espacio X y todo subespacio cerrado Y de X, toda funcion continua
f:Y — Z se puede extender continuamente a todo X.

Definicién 2.2.2 Se dice que un espacio Z es un FEzxtensor Absoluto de
Vecindad (Z € ANE) si para todo espacio X y todo subespacio cerrado
Y de X, toda funcion continua f Y — Z se puede extender continuamente
a una vecindad U de Y en X.

Es claro que si X € AF entonces X € ANFE.
Ejemplo 2.2.1 Por el Corolario 1.3.2 , tenemos que 1 € AFE.

Veamos que la propiedad de un espacio de ser un extensor absoluto se
preserva bajo retracciones.
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Teorema 2.2.1 Sean X un espacio yr : X — Y una retraccion. 51 X € AE
entonces Y € AFE.

Demostracién. Sean Z un espacio, W = W C Zy f: W — Y una
funcién continua. Como X € AE y f: W — Y C X es continua, existe una
extension continua F': Z — X de f. Sea H : Z — Y definida como

H(z) = r(F(z2)).

Es claro que H es una funciéon continua y para todo w € W se tiene que
H(w) =r(F(w)) =r(f(w)) = f(w) ya que f(w) €Y y r es retraccién. Por
lo tanto Y € AFE.

0

Lo mismo sucede para extensores absolutos de vecindad, si consideramos
ahora un retracto de vecindad.

Teorema 2.2.2 Tomemos un espacio X yY un retracto de vecindad de X.
St X € ANFE entonces Y € ANE.

Demostracién. Sean Z un espacio, W = W C Zy f: W — Y una
funcién continua. Como X € ANE y f: W — Y C X es continua, existe
una vecindad U de W en Z y una extension continua F' : U — X de f. Como
Y es un retracto de vecindad de X € ANFE, existe una vecindad V' de Y en
X y una retraccién r : V' — Y. Como F es continua F~!(V) es una vecindad
de W en U y por lo tanto también es abierto en Z. Ahora, la extensién que
buscamos es

rol |F*1(V) .
Es claro que es continua y que extiende a f. Por lo tanto Y € ANFE.

O

La siguiente proposiciéon nos brindara un ejemplo muy importante de un
extensor absoluto. El bien conocido cubo de Hilbert.
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Proposicién 2.2.1 Sea {X)}rea una familia de espacios. Si para toda A € A
se tiene que X\ € AE, entonces Y = [[,c, Xa € ALE.

Demostracién. Sea Z un espacio, W =W C Zy f: W — Y una funcién
continua. Para cada A € A consideremos la proyeccién Py : YV — X, y
llamemos

Ia="Prof.

Entonces fy : W — X, es una funcién continua, y como X, € AF, existe
una extension continua Fy : Z — X, de fy. Sea F': Z — Y definida como

F(2) = AxeaFa(2) = (FA(2))rea-

A F = A cpF)\ se le conoce como el producto diagonal y es una funcién
continua por ser producto de funciones continuas. Ahora, sea w € W, en-

tonces F(w) = (Fx(w))xea = (fa(w))rea = (Pa(f(w)))rea = f(w). Por lo
tanto Y € AFE.

O

Ejemplo 2.2.2 Como 1 € AE, 1* € AE para cualquier potencia topoldgica
.

En particular, el cubo de Hilbert I¥ es un AFE.

Como la propiedad de un espacio de ser AE se preserva claramente bajo
homeomorfismos, tenemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.3 El n-simplejo A" C R*"*! y B™ son AE ya que
[" =~ B" ~ A™.

Ejemplo 2.2.4 S* ! € ANE por ser retracto de vecindad de B® € ANE
[ver Ejemplo :
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Proposicién 2.2.2 Si U es un subconjunto abierto de un espacio X € ANE
entonces U € ANFE.

Demostracién. Sean Z un espacio, Y =Y C Z vy f:Y — U una funcién
continua. Como X € ANE y f :Y — U C X es continua, existe una
vecindad V de Y en Z y una extensién continua F': V — X de f. Entonces
F~(U) es un subconjunto abierto de V' que contiene a Y y por lo tanto
también es abierto en Z. Entonces

F ’F—l(U)
es la extensién que buscabamos. Por lo tanto U € ANFE.

O

Ejemplo 2.2.5 B"\{0} y (B")" son ANE por ser subconjuntos abiertos de
B" € ANE.

Ejemplo 2.2.6 R" € ANE pues R" ~ (B")" € ANE.

El siguiente lema nos ayudara a relacionar a los extensores absolutos con
los extensores absolutos de vecindad.

Lema 2.2.1 Sean X un espacio y A y B dos subconjuntos cerrados, ajenos
y no vacios de X, entonces existe una funcion continua u : X — 1 tal que

uw(0)=Ayut(l) =B,

Demostraciéon. Sea p una métrica admisible para X. La funciéon v : X — 1
definida por

es la funcién buscada.
O

El siguiente teorema es muy importante porque nos dice cuando un es-
pacio ANE es también un espacio AF, mostrando la importancia de los
espacios contraibles.
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Teorema 2.2.3 X € AF si y solo si X € ANE y X € C.

Demostracién. Sean X € AEy Y = (X x {0}) U (X x {1}) € X x L.
Entonces Y = Y C X x I. Sean z( cualquier punto de X y una funcion
f Y — X definida como
| o= (t=0),
f(x,t)—{ ro (t=1).
La funciéon f es continua porque xy y idx son continuas y sus dominios
son cerrados y ajenos. Y dado que X € AFE, existe una extensién continua

F: X xI — X de f. Es claro que F' es una homotopia que conecta a idy
con la constante xg.

O

Reciprocamente, supongamos que X € ANE y X € C. Sean Z un espa-
cio con subespacio cerrado Y y f : Y — X una funcién continua.

Como X € ANF, existe una vecindad U de Y en Z y una extensién
continua F' : U — X de f. Como Z es un espacio normal por ser metrizable,
existe una vecindad V de Y en Z tal que V C U. Por el Lema , existe
una funcién continua u : Z — I tal que «='(0) = Y y u (1) = Z\V.
Como X € C, existe una homotopia H : X x I — X tal que H(z,0) =z y
H(z,1) = k. Sea G : Z — X definida por:

[k (2 € Z\V),
G2) = { HFG)u() (€.

Ahora, sea y € Y, entonces y € V y por lo tanto

G(y) = H(F(y),u(y)) = H(f(y),0) = f(y)

es decir, G extiende a f. También G es continua porque es uniéon de dos
funciones continuas con dominios cerrados cuya interseccion, 6V, también es
un cerrado y G[0V] = H(F[0V],u[oV]) = H(F[6V],1) = k. Por lo tanto
X € AE.

O
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Ejemplo 2.2.7 R" € AE ya que R" € ANE y R" € C [ver Ejemplos
VEZ3.

Notemos que el Teorema de Dugundji dice que todo espacio lineal local-
mente convero L € AE. Terminaremos esta seccién con una consecuencia de
este teorema y del Teorema de Arens-Eels, pues todo espacio lineal norma-
do es localmente convexo. El ejemplo anterior, se puede justificar también,
notando que R” es un espacio lineal localmente convexo [Teorema 1.3.1 ].

Corolario 2.2.1 Todo espacio métrico X puede ser encajado cerradamente
como subespacio de algin AFE.

Demostracion. Por el Teorema de Arens-Eels, podemos pensar que X
es un subconjunto cerrado de algun espacio lineal normado L y por lo tanto
lineal localmente convexo. Por el Teorema de extension de Dugundji, L € AE.

O
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2.3. Retractos Absolutos

El término AR le fue sugerido a Borsuk por su colega polaco Nachman
Aronszajn, que también fue estudiante de Mazurkiewickz.

Definicién 2.3.1 Un espacio Y es un Retracto Absoluto (Y € AR) si para
todo espacio X y todo encaje cerrado v :Y — X, 1[Y] es un retracto de X.

Definicién 2.3.2 Se dice que un espacio Y es un Retracto Absoluto de
Vecindad (Y € ANR) si para todo encaje cerrado v :' Y — X, 1[Y] es un

retracto de vecindad de X .
Es claro que si X € AR entonces X € ANR.
Ejemplo 2.3.1 El espacio Y = {x} € AR [ver Ejemplo .

Ejemplo 2.3.2 Y = {0,1} € ANR pero Y ¢ AR pues Y =Y C I y las
retracciones, al ser funciones continuas preservan la conexidad.

En la primera seccién de este capitulo, vimos que la existencia de una
retraccién implica la existencia de una extensién y viceversa. Esto sucede
también con los extensores absolutos y los retractos absolutos como lo mues-
tra el siguiente teorema.

Teorema 2.3.1 X € AFE si y solo si X € AR.

Demostracién. Supongamos primero que X € AFE. Sea Z un espacio y
supongamos sin pérdida de generalidad que X = X C Z. Como X € AF
la funcién idy : X — X se puede extender continuamente a todo Z. Por lo
tanto X es un retracto de Z.

O

Ahora, supongamos que X € AR. Sean Z un espacio, Y un subespacio
cerrado de Z y f : Y — X una funcién continua. Por el Corolario [2.2.1]
podemos suponer que X = X C L € AE, entonces existe una extension
continua F': Z — L de f. Como X € AR, existe una retraccion r : L — X.
La extensién de f que estamos buscando es simplemente r o F'.

O

Tenemos una propiedad similar para los extensores absolutos de vecindad
y los retractos absolutos de vecindad.
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Teorema 2.3.2 X € ANFE si y solo st X € ANR

Demostracion Supongamos primero que X € ANE, Sea Z un espacio y
supongamos que X = X C Z. Como X € ANFE, idx se puede extender
continuamente a una vecindad de X.

O

Reciprocamente, tomemos un espacio Z con subespacio cerrado Y y una
funcién continua f : Y — X. Por el Corolario podemos suponer que

X=XCLeAE

entonces existe una extensién continua F': 7 — L de F.

Como X € ANR, existen una vecindad U de X en L y una retraccién
r: U — X. Consideremos el abierto F~![U] y notemos que

FY]=flY]cXcU

Es decir, F~! es una vecindad de Y en Z. Entonces, la extensién que
estamos buscando es simplemente 7 o F' |p-11).

O

Este par de teoremas es muy importante porque nos muestra la equivalen-
cia de estos dos conceptos cuando los espacios son metrizables, y como conse-
cuencia se obtienen los siguientes corolarios. Claramente, todos los ejemplos
de la seccién anterior, también son ejemplos de espacios AR's y ANR's.

Corolario 2.3.1 Sea X un espacio yr : X — Y una retraccion. Si X € AR
entonces Y € AR.

Demostracion. Se sigue de los Teoremas y
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Corolario 2.3.2 Sean X un espacio y Y un retracto de vecindad de X .
St X € ANR entonces Y € ANR.

Demostracién. Se sigue de los Teoremas y

Corolario 2.3.3 Sea {X)}rea una familia de espacios.
Si para toda X € A se tiene que Xy € AR, entonces Y =[] ., Xa € AR.

Demostracion. Se sigue de los Teoremas y

O

Corolario 2.3.4 St U es un subconjunto abierto de un espacio X € ANR
entonces U € ANR.

Demostracion. Se sigue de los Teoremas y

]
Corolario 2.3.5 X € AR siy solo si X € ANRy X € C.
Demostracién. Se sigue de los Teoremas [2.3.1], [2.3.2] y 2.2.3]

0

Corolario 2.3.6 Todo subconjunto convero de un espacio localmente con-
vero es un AE.

Demostraciéon. Sea K un subconjunto convexo de un espacio localmente
convexo L. Sean X un espacio con subespacio cerrado YV y f : YV — K
una funcién continua. Por el Teorema 1.3.1 , existe una extensién continua
F: X — Lde f, tal que F[X]| C conv(f[Y]). Como K es convexo y contiene
a flY], F[X] C K, es decir, K € AE.

O



Capitulo 3

Poliedros

En este capitulo se vera lo que es un Poliedro. Su importancia radica en
que gracias a ellos podemos conectar a los espacios topoldgicos abstractos
con espacios mas concretos, mas manejables.

3.1. Simplejos

Definicién 3.1.1 A" = {(zg,...,z,) € R™™ 1 2; > 0,37 jx; = 1} es el
simplejo estandar de dimension n, ¢ el n-simplejo estandar.

Los vértices de A™ son los vectores canénicos de R™™!, es decir, el con-
junto:
{(0, ..., 1 ,0,...,0) € R"™ 4 € {0,...,n}}.
7
Observemos que A™ es un subconjunto cerrado y acotado de R**! y por
lo tanto compacto. A™ es un espacio topoldgico con la topologia que hereda

de R™+1,

A cualquier copia homeomorfa de un simplejo estandar le llamaremos
simplemente simplejo.

Si 7 es un simplejo con vértices {vo, ...,v,} v o C {vy, ..., v, }, al conjunto
conv(o) lo llamaremos una cara de 7.

28
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Definicién 3.1.2 La frontera de T (67) es la unidn de todas las caras propias
de T.

Definicién 3.1.3 Por el interior de T (1°), nos referiremos al interior re-
lativo de T que es el conjunto T\OT.

Si v, ..., U, son los vértices de algin simplejo 7, diremos que

T =< Vg, ..., Uy >

es el simplejo generado por estos vértices.

Tomemos una familia de simplejos 7. Nos interesa dar una topologia al
conjunto

T=J1

y dado que un simplejo 7 € T" es homeomorfo a algin A", la topologia que
queremos dar a 7 tiene que ser una topologia que induzca la misma topologia
en cada simplejo 7 € T', esto es

U C T es abierto sii para todor € T, U N 7es abierto en 7.

Esta topologia es llamada topologia débil o topologia CW.

3.2. Poliedros

Definicién 3.2.1 Al espacio topoldgico (T,CW) se le llama Poliedro si para
todo par de simplejos 71 y 7o de T se cumple que

(1) Si o es una cara de T, con T € T entonces o € T,

(2) SiT N1 # 0 entonces 71 N1y es una cara de 71 y de To.
Ejemplo 3.2.1 7 = J{o : 0 es cara de A"} = A™ es un poliedro.
Ejemplo 3.2.2 7 = {x} es un poliedro.

Ejemplo 3.2.3 T =J,.n{2} es un poliedro.
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Observemos que si al espacio 7 del ejemplo anterior le agregamos el {0},
éste deja de ser un poliedro, pues si U = {0}, UN{2} = 0 es abierto en cada
{} y Un {0} = {0} es abierto en {0}, pero U no es abierto en R con la
topologia euclideana.

Proposiciéon 3.2.1 Un subconjunto A de un poliedro T es cerrado si y solo
st ANT es cerrado en T para todo 7 € T.

Demostracién. Si A es cerrado entonces 7\ A es abierto y por lo tanto
TN (7T\A) es abierto en T para todo 7 € T. Entonces

NANT)=7N(T\A)U(T\7)) =7N(T\A)

es abierto en 7, es decir AN 7 es cerrado en 7.

Ahora, si AN T es cerrado en 7 para toda 7 € T,

TNANT)=7N(T\A)

es abierto en 7 para toda 7 € T, es decir 7\ A es abierto en 7 y por lo tanto
A es cerrado en 7.

0

Proposicién 3.2.2 Una funcion f : T — X definida en un poliedro es
continua si y solo si la restriccion de f a cada simplejo de T es continua.

Demostracion. Es claro que si f es continua, toda restriccion de f es
continua. Ahora, sea A C X cerrado y 7 € T', entonces

AT =(f1)7"(4)
es cerrado en T porque f |, es continua. Entonces f~1(A) es cerrado en 7T vy,
por lo tanto, f es continua.

OJ

A un subconjunto § = U{r : 7 € S C T} de 7 que también sea un
poliedro le llamaremos subpoliedro de T .
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Corolario 3.2.1 Todo subpoliedro es un subconjunto cerrado.

Demostracion. Si S es un subpoliedro de 7, solo basta notar que para
todoTreT, SNTt=7si7€S, SNT=0068SNT7 =0, donde ¢ es una cara
de 7 si 7 € T\ S. Los cuales son cerrados en 7.

O

La topologia que un subpoliedro hereda, coincide con la topologia débil
en el subpoliedro.

Teorema 3.2.1 Sea S un subpoliedro de un poliedro T . Entonces, la topologia
inducida por T en S (x;) es la topologia débil en S (xa).

Demostraciéon. Sea U € y;, entonces U = V NS con V abierto en 7.
Entonces V N 7 es abierto en 7 para todo 7 € T y por lo tanto, si 0 € S,
UNno=(VNS)No=VNo es abierto en o, por lo tanto x; C xq4.

Ahora, sea U € Yy, entonces A = S\U es cerrado en S. Consideremos el
conjunto

V=Au(J 7

T€T\S

ComoVNr=rsiteT\S6VNr=ANn7tsiteS\T,V es cerrado
en 7. Es claro que VNS = A, y que B=T\V es abierto en 7. También

BNS=(7T\V)NS=8\V=8\4=U
es decir, U € y; y por lo tanto x; = x4

O

Por la dimensién de un simplejo 7 (dim(7)), entenderemos la dimensién
del simplejo estandar del cual es copia.

Definicién 3.2.2 Para cada m > 0, llamaremos al conjunto
T = {7 €T :dim(t) <m} el m-esqueleto del poliedro T .
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Es claro que 7 es un subpoliedro de 7. Observemos que 7@ es el
conjunto de los vértices de todos los simplejos de T. Los elementos de 7 ()
son llamados los vértices de 7.

Ahora, tomemos un poliedro 7. Para cada = € 7, al simplejo de dimen-
sién menor, al cual x pertenezca, lo llamaremos el portador de x.

Sea T =< vy, ..., v, > el portador de x € 7, entonces podemos escribir
a x de forma unica como una combinaciéon convexa de los vértices de 7, es
decir,

T = lyyVo + ... + 1y, Up

donde t,, € Iy >°" t,, = 1. Asf definimos para cada v € T una funcién
¢y : T — 1 de la siguiente forma:

bo(x) = t, st v es vértice del portador de z,
N 0 st v no es vértice del portador de x.

Esta funcién esta bien definida ya que los escalares ¢,, son unicos. Ob-
servemos que ¢,(x) > 0 s6lo para un numero finito de vértices.

Proposicién 3.2.3 Para cada v € T, la funcion ¢, definida anterior-
mente, es continua.

Demostraciéon. Veamos que la restricciéon de ¢, a cada simplejo 7 € T,
¢, | es continua y apliquemos el resultado de la Proposicién. Seat €T
y supongamos que v ¢ T, entonces para todo x € 7, v no es vértice del por-
tador de x entonces ¢, |, (z) = 0 para toda x y por lo tanto ¢, |, es continua.

Ahora, supongamos que v € T, entonces para cada xr € T existe un unico
(Foggs +oes Loy ooy Loy, ) € A™ tal que ¢, | () = t,,, entonces ¢, |, es la res-
triccion de las coordenadas euclideanas de A™, y por lo tanto ¢, |, es una
funcién continua.

O
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Definicién 3.2.3 Para cada vértice v de un poliedro T, se define la estrella
de v como el subconjunto St(v) ={x € T : ¢,(x) >0} C 7.

Notemos que para todo vértice v de T, v € St(v).

Proposicion 3.2.4 Para todo vértice v de T, St(v) es un subconjunto abier-
to de T.

Demostracién. Tomemos una sucesion

{Zntnen € (S1(v))* = {z € T : ¢y(z) = 0}

tal que lim,, .o, ¥, = x € 7 y veamos que x € (St(v))°. Como ¢, es continua,
0 = limy, oo Ou(z) = ép(z) ¥ por lo tanto x € (St(v)), es decir, St(v) es
abierto.

O

Corolario 3.2.2 7O es un espacio discreto.

Demostraciéon. Sea v un vértice de 7 y consideremos la estrella de v,
St(v). Como St(v) es abierto en T, entonces St(v) N T©® = {v} es un sub-
conjunto abierto de 7. Por el Teorema , T es discreto.

O

3.3. Nervio de una Cubierta

El concepto de Nervio de una cubierta fue introducido por el matematico
ruso Pavel Alexandroff en 1926 [ 1 ].

Dada una cubierta abierta localmente finita &/ de un espacio X, podemos
asociar naturalmente a X un poliedro por medio de U, asociando a cada
elemento U de U un vértice z(U) de este poliedro. Mas formalmente, tenemos
la siguiente definicion.



CARACTERIZACION DE LEFSCHETZ-DUGUND.JI 34

Definicién 3.3.1 Llamaremos Nervio de U (N'(U)) al poliedro descrito por

(1) NU)© = {z(U) € R* : U € U}, de tal forma que los puntos x(U)'s
estén en posicion general,

(2) <x(Uy),...,x(Uy,) > es un simplejo en N'(U) si y sdlo si

m Uy # 0.
k=0

Se dice que una familia finita o infinita de puntos {x;}ic; C R¥ estd en
posicion general, si todo subconjunto {z;, }jecqo,.ky con ip < ip < ... < iy
donde k£ < Ny es linealmente independiente.

El espacio topolégico N () es muy importante, es la manera mas natural
de conectar un espacio abstracto con un espacio mas concreto usando a las
funciones k;; definidas en la Seccion 1.3 | de la siguiente manera:

Definamos una funcién k : X — N (U) asi

k(z) =Y ky(z)- ().

Ueu

Dado que la cubierta U/ es localmente finita, para cada x € X, el conjunto
U, ={U €U : z € U} es finito, de donde

k(z) =Y ky(x)-x(U).

Uely

Luego k(r) es una suma finita. Como » o, ku(r) = 1, k(r) es una
combinacién convexa de algunos vértices de N (U) y por lo tanto estd bien
definida y es continua dado que ky es continua.

Definicién 3.3.2 Llamaremos 7(x) al simplejo de N (U) que se forma con
todos los elementos de U,. Es decir, si U, = {U,,...,U;,}, entonces

() =< z(Uy), ..., x(U;

in

) >

Es claro que para cada x € X, k(x) € 7(x).



Capitulo 4

Caracterizacion de
Lefschetz-Dugundji

En este capitulo se demostrara el teorema de Lefschetz-Dugundji. Para
esto, se usaran un par de lemas basicos pero importantes que nos ayudaran
a demostrar el resultado principal de este trabajo.

Para un espacio X, denotemos por pX a la familia de todos los subcon-
juntos cerrados de X y por 7X a la familia de todos los subconjuntos abiertos
de X.

Definamos una funcién k£ : pY — pX con Y un subespacio de X dada
por

k(A) ={zr e X :d(z,A) <d(z,Y\A)}.

y por convencién se define d(z, ) = oo.

Lema 4.0.1 La funcion k estd bien definida y cumple
(1) k@) =0, k(YY) =X,
(2) E(A)NY = A para toda A € pY,
(3) si A, B € pY y AC B entonces k(A) C k(B),
(4) si A, B € pY entonces k(AU B) = k(A) Uk(B).

35
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Demostracién. Tomemos una sucesién {x, t,eny C k(A) tal que

Imz,=2€X
Como d es métrica, y d(x,, A) — d(z,, Y\A) < 0, entonces
d(z,A) —d(z,Y\A) = lim d(z,, A) — d(z,,Y\A) <0,

es decir, x € k(A). Los incisos (1), (2) y (3) son claros. Por el inciso (3), como
A BCAUB, k(A)Uk(B) C k(AU B).

Sea x € k(AU B), entonces

d(x,AUB) <d(x,Y\(AU B))

Como d(z, AU B) € {d(z, A),d(x, B)}, supongamos sin pérdida de gene-
ralidad que d(z, AU B) = d(z, A).

Entonces

d(z,A) =d(z,AUB) <d(z,Y\(AUB)) y d(z,A) < d(x, B).
Luego, como

Y\AC (Y\A)UB = (Y\(AUB))UB

d(z,(Y\(AUB))UB) € {d(z,Y\(AU B)),d(z, B)},

d(z, A) < d(z, (Y\(AU B)) U B) < d(z,Y\A).

Es decir, z € k(A)
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Lema 4.0.2 La funcion o : 7Y — 17X definida por
o(A)={x e X :d(z,A) <d(z,Y\A)}
esta bien definida y cumple que
(1) o(0) =0, o(Y) =X,
(2) c(A)NY = A para toda A € 7Y,
(3) para toda A,B € 7Y, AC B sii 0(A) C o(B),
(4) si A, B € 1Y entonces c(ANB) =o(A)No(B).

Demostracién. Solo basta notar que o(A) = X\k(Y'\A) y aplicar el lema
anterior.

O

Definicién 4.0.1 Para cada cubierta abierta U de un espacio X se define
la estrella de U como

StU) ={St(U,U) : U e U}
donde

SHUU) =V eu:vnU +0}.

Proposicién 4.0.1 Si F es una familia localmente finita de subconjuntos
cerrados de un espacio X entonces UF es cerrado en X.

Demostracién. Tomemos una sucesioén {x, },eny € UF tal que

lmz, =2 X

n—oo
Como F es localmente finita, existe una vecindad U de x en X tal que
A={FeF:FnU # 0} es finito. Como la sucesién converge, podemos
pensar que para toda n € N, x,, € UA, que es cerrado por ser una union
finita de conjuntos cerrados y por lo tanto x € UA C UF.

O
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El siguiente lema es muy importante en la demostracién del Teorema de
Lefschetz-Dugundji.

Lema 4.0.3 Para toda cubierta abierta U de un espacio X eziste un refi-
namiento abierto V de U tal que St(V) < U.

Demostracion. Por el Teorema de Stone, podemos suponer que la cubierta
U = {Ur}ren es localmente finita. Para cada A € A tomemos un punto
arbitrario x) € U,. Como X es regular, existe una vecindad F) de x, en X
tal que

F\ C F\ CU,

entonces, para todo x € X, el conjunto A, = {\ € A : v € F,} es finito.

Para cada x € X, sea

AEA, A AL

Entonces W = {IW, }.ex es una cubierta abierta de X por la Proposicién

. Veamos que {St({z},W)}rex < U. Tomemos z € X y A € A, arbi-
trario. Sea W, € W tal que v € W, entonces A, C A, y W, C U,. Por lo
tanto St({z}, W) C U,y W < U.

Repitiendo este argumento para WV, obtenemos una cubierta abierta V
de X tal que {St({z},V)}sex < Wy V < W. Resta ver que St(V) < U.
Tomemos V € V,z € Vy BeVtal que BNV # (). Seay € BNV, entonces
existe W € W tal que St({y},V) C W. Entonces
reV CVUBCSt({y},V) CW.

De aqui que B C W C St({z}, W) y por lo tanto

St(V,V) C St({z}, W) CU
para algin U € U. Es decir St(V) < U.
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Sean X un espacio, U una cubierta abierta de X, 7 un poliedro y & un
subpoliedro de 7 que contenga todos los vértices de 7.

Definicién 4.0.2 Una realizacion parcial de T en X relativa a (S,U) es una

funcion continua f : S — X tal que para todo T € T existe U € U tal que
flrnS]CU.

En caso de que § = 7, decimos que f es una realizacion completa de T
en X relativa a U.

Finalmente podemos demostrar el Teorema de caracterizacion de AN R's
de Lefschetz y Dugundji.

Teorema 4.0.1 (Lefschetz-Dugundji) Los siguientes enunciados son equi-
valentes:

(1) X es un ANR

(2) Para toda cubierta abierta U de X existe un refinamiento abierto V
de U tal que para todo poliedro T vy para todo subpoliedro S de T que
contenga todos los vértices de T, toda realizacion parcial de T en X
relativa a (S,V) puede ser extendida a una realizacion completa de T
en X relativa a U.

Demostraciéon. Supongamos primero que X € ANR. Por el Teorema 1.2.2
podemos suponer que X es un subconjunto cerrado de algin espacio lineal
normado L. Como X € ANR, existe una vecindad V de X en L y una re-
traccién r de V en X. Sea & = {r }(U) : U € U}. Entonces £ es una
cubierta abierta de V. Como V es abierto en L, 7~!(U) es abierto en L, y
como L es localmente convexo por ser un espacio lineal normado, existe un
refinamiento abierto F de £ cuyos elementos son conjuntos convexos. Sea
V = F |x. Entonces V es el refinamiento abierto de U que buscamos, pues
para toda v € V existe U € U tal que v C r~1(U), entonces r(v) = v C U
ya que r es retraccion.

Ahora, sean 7 un poliedro, S un subpoliedro de 7 que contenga todos
los vértices de 7y f una realizacién parcial de 7 en X relativa a (S, V).
Para todo 7 € T, denotemos 7* = conv(f[r N S]), entonces 7* C F para
algin convexo F' € F.
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Para cada n € N, definimos K, = 7™ US. Entonces /C,, es un subpoliedro
de 7. Por induccion sobre N construiremos funciones continuas
fn Ky =V

tales que

(1) fO = fa
(ii) Para toda n > 1, f, extiende a f,_1,

(iii) Para todo 7 € T, fu,[rNK,] C 7"
Notemos que f; esta bien definida ya que 7 C Sy por lo tanto ICy = S.

Ahora, supongamos que hemos construido f,_; y que cumple (ii) y (iii).
Queremos construir una extensién continua f,, de f,,_1 que cumpla (iii). Para
esto, definiremos f,, en cada simplejo de KC,,.

SeaT € K,,. Si T € K,,_1, definimos f,, |,= fn_1 |-. Supongamos entonces
que T € T(”)\Kn_l. Entonces 7° N KC,,—1 = 0.

Como 07 C Ky 1y fuo1 |s0: 07 — 7%, s6lo falta extender f,,_; a 7°. Como
0T es cerrado en 7 y 7" es un subconjunto convexo de un espacio localmente
convexo, por el Corolario 2.3.6, existe una extension continua de f,,_; a todo
7. Definimos f,, en 7 como dicha extension. Notemos que f,, es continua en
K., pues la restricion en cada simplejo de K, es continua y que f,, cumple
(ili) ya que si 7 € T,

flr N, Clrnk,]* C .

Ahora, definimos ¥ : 7 — V dada por:

U(z) = fulx) (2eT™).

Notemos que ¥ esta bien definida, ya que para toda n € N, f,, extiende
a fon1y Y[T] C V, que es continua, ya que la restriccién a cada simplejo
de T es continua, y que extiende a f, ya que para todan € N| f,, extiende a f.

Finalmente, definimos g : 7 — X dada por:
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g=roV.

Notemos que g es continua y extiende a f, ya que si € S, entonces

g(x) = r(¥(x)) = r(f(z)) = f(z)

ya que r es retraccion. Afirmamos que g es la extensién que buscabamos.

Para ver esto, tomemos 7 € T. Entonces existe n € N tal que 7 € T™,
luego

glrl = r{V[r]] = rlfulr]] = rlfalr O] S r[77] C r[F]

para algin convexo F' € F,y como F < &, existe U € U tal que F C r~}(U),
entonces r[F] C U y por lo tanto g[t] C U, es decir, g es una realizacién
completa de 7 en X relativa a U.

O

Reciprocamente, supongamos la condicion (2) del teorema, y veamos que
X € ANR. Por el Teorema 1.2.2 , podemos suponer que X es un subconjunto
cerrado de algin espacio lineal normado L. Como L es localmente convexo,
por el Teorema 1.3.1 , L es un AE y por lo tanto un AN R. Demostraremos
que X es un retracto de vecindad de L y por lo tanto un AN R, por el Coro-
lario 2.3.2 .

Por induccién sobre N, construiremos cubiertas abiertas A, y B, de X
tales que

(i) Ao ={X},

(ii) B, < A, y para todo poliedro 7 y todo subpoliedro & de 7 que
contenga todos los vértices de 7, toda relizacién parcial de 7 en X

relativa a (S, B,,), puede ser extendida a una realizacién completa de
T en X relativa a A,

(ili) para toda n > 1, St(A,) < B,_1,

(iv) mesh(A,) <

3=
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Notemos que el inciso (ii) es simplemente la hipdtesis, usando el Lema
se obtiene el inciso (iii), y dado que X es metrizable, podemos suponer
el inciso (iv).

O

Ahora bien, por el Lema 1.3.1 , existe un sistema de Dugundji {U, {zv }yeu }
para Ly X.

Construiremos por induccién sobre N vecindades H,’s de X tales que
Hy= L y paratodan >1

(1), H, C Bi(X)NH,_,

(2), si U € U intersecta a H,, entonces existe A € A, tal que

U g O'(A) N Hn—h

donde o es la funcién definida en el Lema [4.0.2]

Sea n > 1 y supongamos que ya hemos construido hasta H,_;, como
X C H,-1NBi(X) y L es un espacio normal, existe una vecindad V' de X
tal que !

XCVCVCH, NnB:i(X).

Para todo x € X existe A, € A, tal que x € A,, entonces o(A,) NV es
una vecindad de z en L. Por el Corolario 1.3.1 , existe una vecindad B, de
x en L tal que si U € U intersecta a B, entonces U C o(A,) NV. Sea

H, = U B,.

ze X

B Cogo B, C 0(A,) NV C V para toda z € X, H, C V, entonces
H, CV C H, 1N B1(X). Ahora, sea U € U tal que U N H,, # (), como U
es abierto, U N H,, # (), entonces existe z € X tal que U N B, # 0 luego

UCo(A,)NV Co(Ay) N H,p.



CARACTERIZACION DE LEFSCHETZ-DUGUND.JI 43

Notemos que para toda U € U el conjunto

Ey={n>0:UNH,#0}#0

va que L = Hy # () y que es finito, pues si no lo fuera, d(U, X) = 0 y entonces
diam(U) = 0 pues {U, {zy }vey} es un sistema de Dugundji, y por lo tanto
U ={z} C X, lo cual es una contradiccién. Sea entonces n(U) = mazEy.

Para toda U € U tomemos 2y € U. Por (2),w existe Ay € A,y tal que
U Q U(AU).
Afirmacién 4.0.1 Para toda U € U existe yy € Ay tal que d(zy,yu) <
Qd(ZU, X)

Demostraciéon. Si zy € Ay tomamos zy = yy. Supongamos entonces que
zy € X\ Ay, como zy € o(Av), d(zu, Ay) < d(zu, X\ Ay) entonces
d(ZU, AU) < d(ZU,$U) < Qd(ZU,X)

Sea yy cualquier punto en Ay tal que d(zy,yv) < d(zu, zv).

Definamos ® : N'(U)© — X asi

(z(U)) = yu
donde yy satisface la Afirmacion . Notemos que ® es continua, ya que
N(U)©® es un espacio discreto, por el Lema 3.2.2 .

Queremos extender ® a una mayor parte de N (i), para esto, definamos
para cada m >0

Bm = Hm\ Hm+1
y

P = JHz(Us), .. 2(Us)} € NU) = (Vf € {0, ... k}) (Ui, N By # 0)}.

Es decir, P, es el subpoliedro de N (U) que consta de todos los posibles
simplejos de N (U) que se puedan formar con todos aquellos elementos U € U
que intersecten al anillo B,,.
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Afirmacion 4.0.2 Para cada m > 1, ¢ |P(0) es una realizacion parcial de
P, en X relativa a (Pr(,g),Bm,l).

Para ver esto, tomemos 7 = {z(Uj,), ...,#(U;,))} € Pn, queremos encon-
trar B € B,,,—1 tal que ®(x(U;,)) C B para toda j € {0, ...,k}. Como 7 € P,

U, N H,, # 0, por (3>n(U,-].)7 existe AUij € An(U,-].) tal que
Uij g 0-<AUZ-].)~

Como m < n(Uy,), por (ii) y (iii), An,;) < Am, entonces existe A; € Ap,
tal que Ay, C A; y como ¢ es mondtona, lema , tenemos que

Ui, € o(Au,,) € o(4;).
También, ﬂ?zo Ui, # 0 ya que 7 € N(U), entonces
k

o(A;) = a(ﬁ Aj) #0

7=0

y por lo tanto
k

(4 #0.
j=0

Entonces

q)(l'(Ulj)) = inj € AUij - Aj - St(Ao,Am)
para toda j € {0,...,k} y como St(A,,) < B,,_1, existe B € B,,_; tal que
®(x(U;;)) € B para toda j € {0, ..., k}.

O

Por (ii), podemos extender para toda m > 1, ]P(o) a una realizacion

completa W/ de P, en X relativa a A,,_1, pero dado que P,, y Pp,11 pueden
intersectarse, la existencia de las extensiones no garantiza que si

T € PN Py, entonces U, 1] =W, 7]

lo cual necesitaremos para definir la retraccién que estamos buscando.
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Ahora, veamos por qué

P NP =0si|m—n|>2.

Supongamos sin pérdida de generalidad, que m > n+2. Sea U € U tal
que U N B, # 0 entonces U N H,, # 0. Luego, por (3),,, por (ii) y por (iii),
UCH,_1C H,, . Entonces

B,NU = (H\H,.1)NU = 0.

Es decir, cualquier vértice (U) de P, no es vértice de P, si [m—n| > 2.

Para garantizar lo anterior, extenderemos primero para toda m > 1,
d ‘Pg‘” a una realizacién completa W,,, de Py, en X relativa a As,,,_1 sola-
mentg, y para la parte que nos falta extender, consideraremos las posibles
partes comunes que estos subpoliedros de N (U) pueden tener. Para esto,
definimos

Toms1 = P&H U (Pam+41 N Pam) U (Pomt1 N Pomaa).

Es claro que 75,11 es un subpoliedro de Poy, 1.

Ahora, definimos una funciéon ®q,, 11 : 75,41 — X dada por

\Ifgm(l') (ZE € Pgm),
Popmri(x) = ¢ P(2) (z € Pé?:l—i—l)?
Uomta(T) (7 € Pamy2).

y asi, encontraremos las extensiones W,,,’s restantes que necesitamos.

Notemos que Py, 1 esta bien definida y es continua, ya que Vo, v Wo,, 190
. . . 0
extienden a ® | ) v a ® | 0 respectivamente, son continuas y P,
P2m P2m+2 m+

(Pams1 N Pam) Y (Pami1 N Papia) son subconjuntos cerrados de To, 41, por
el Corolario 3.2.1 .
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Afirmacion 4.0.3 Para toda m > 1, ®9,, 11 es una realizacion parcial de
Poms1 en X relativa a (Topmi1, Bom—2).

Demostraciéon. Tomemos 7 € P,,,,1, queremos encontrar 3 € B, o tal

que Po,, 1[N Tope1] C 5. Por la Afirmacién , existe B € B,,, tal que

drnNU)Y)C B
y como Ba,, < Ao, existe A € Ay, tal que

dr NN U)V] C A.

Sean ¢ = 7N Paoyp v 6 = 7 N Payyo, entonces existen A, € Aoy 1 v
A € Aoy tales que

\Ij2m(0') = (I)2m+1 (U) - Aa’

Uomt2(s) = Pamti(s) C A

Observemos que AN A, # 0 # AN A, ya que si z es un vértice de o(c),
d(z) € AN A (AN A.) respectivamente.

Puesto que Aspi1 < Ao v Ao < Aspm_1 entonces existen Q" € Ay, 4
tales que A C Q y A, C T, entonces

Q, Ay, T C St(Q, Agm_1)
y como St(Agpm_1) < Bam_2, existe § € Bay,_o tal que
Qo1 [T N Tomia] C B

O

Por (ii), podemos extender para todam > 1, ®g,,,1 a una realizaciéon com-
pleta Wy, 11 de P, i1 en X relativa a As,, o, y ahora si podemos garantizar
que para toda m > 1, 81 7 € Py, N Popyi1, Yomi1(7) = Popmi1(7) = Yo (7).
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Ahora, sea r : L\X — N(U) la proyeccién canénica de la cubierta U
definida en la Seccién 3.3 . Observemos que x[B,,] C P,, para todan > 0, pues
six € B, C L\X, existe un niimero finito de elementos de la cubierta U que
contienen a z, digamos Uy, ..., U;, , entonces 7(x) = {x(Uj,), ..., x(U;,) } € Pn
ya que ﬂj’;o U, #0y U, NB, # 0,y r(x) € 7(z).

Definimos para cada n > 0,

Q.= | Pn
y U : Qs — X de la siguiente manera:

U(z) =V, (z) (x&Pp,m>2)

Notemos que V¥ esta bien definida, por las Afirmaciones y ,
que es continua, pues la restriccién a cada simplejo de Qs es continua, y que
para toda m > 3, U |p, es una realizacién completa de P, en X relativa a

A,_3, por la Afirmacién y porque Ao, 1 < Agp_3.

Finalmente definimos r : H, — X dada por:

T (x € X),
r(r) = { (Vor)z) (xe H)\X).

Notemos que r estd bien definida, ya que x[B,| C P, para toda n > 2,
también, r[Ho\X] C X, y como X es cerrado en L y (¥ o k) es continua,
sélo falta checar la continuidad en los puntos de la frontera 6.X de X, para
asegurar que r es continua.

Para ver esto, tomemos x € §X y una sucesion (z,)neny C ﬁg\X tal que
1im,, o0 T, = T, queremos ver que lim,, . 7(z,) = 2. Como z,, € H,\ X, para
cada n € N, existe U,, € U tal que z,, € U, entonces lim,,_,, d(U,, X) =0
y por lo tanto lim,, ., diam(U,) = 0 y lim, . (2y,) = =, por la Afirmacién

A0,

lim d(zy,,yu,) < 2 lim d(zy,, X) = 0.

n—o0
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Entonces

lim yy, = lim ¥(z(U,)) = lim 2y, = =.

n—oo

Ahora, para toda n € N existe k,, € N tal que x,, € By, .
Como lim,_,ox, = x, lim, ..k, = oo, luego, podemos suponer que
k, > 3 para toda n € N.

Como k(zy) € 7(2n) € Pr,, ¥y ¥ |p,. es una realizacién completa de Py,
en X relativa a Ay, s, existe A, € Ay, 3 tal que

U(k(x,)) € ¥[r(z,)] C A,
y como z(U,) € 7(z,),

V(2 (Un)) € Wir(zn)]

Entonces

{V(2(Un)), V[s(zn)]} € An
Como lim,, . k,, = 00, lim,, o mesh( A, —3) < lim,_. m =0, y por
lo tanto, lim,, ., diam(A,) = 0. Entonces
lim Vk(z,)] = lim V(xz(U,))
es decir,
lim r(z,) = lim V[k(z,)] = lim ¥ (z(U,)) = .

Entonces r es continua en 6 X, lo que muestra que r es una retraccion y
por lo tanto que X es un ANR.

O

Un continuo de Peano es un espacio compacto, conexo y localmente
conexo. El hiperespacio de un espacio X (2%), es el conjunto de todos los
subconjuntos compactos y no vacios de X con la topologia que se deriva de
la muy conocida métrica de Hausdorff, que es:

pu(E,F)=inf{e >0: EC B(F,e)y FFC B(E,¢)}.
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Para subrayar la importancia del Teorema de Lefschetz-Dugundji, men-
cionemos que él constituye una de las herramientas en la demostraciéon (no
trivial) del siguiente importante Teorema de Wojdyslawski (la demostracion
se puede ver por ejemplo en [ 17, p. 292 ]):

Teorema 4.0.2 X es un continuo de Peano si y sélo si 2% es un AR.
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