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Introduccion

La geometr{a surge de manera empfrica desde hace varios anos como una
herramienta para medir y resolver problemas. En el afio 300 A. C. Euclides
formalizé algunos conceptos geométricos basicos en su libro titulado “Elemen-
tos”, en el cual planted toda la geometria que se estudiaba en ese momento

y estaba basada en los siguientes cinco axiomas:

1) Dados cualesquiera dos puntos, es posible trazar el segmento de recta

que los une.

2) Dado un punto y una distancia, es posible trazar el cfrculo con centro

en ¢l punto y radio igual a la distancia.

3) Un segmento de recta se puede extender en ambas direcciones indefi-

nidamente.
1) Todos los angulos rectos son iguales.

5) Si dadas dos rectas cualesquiera y una tercera que las corta se tiene
que la suma de los angulos internos de alguno de sus lados es menos que dos

aAngulos rectos entonces las dos rectas se cortan y lo hacen de ese lado.
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De los axiomas anteriores el quinto ha sido el més polémico ya que se
afirmaba que podfa ser demostrado por medio de los cuatro anteriores, hasta
que, en el siglo XIX se comproboé que esto no era posible ya que la negacion

de este axioma generaba nuevas geometrias como la geometrfa proyectiva.

La geometrfa proyectiva finita ha tenido un creciente interés desde me-
diados del siglo XX. La mayorfa de los trabajos que existen en esta frea se
basan en el estudio de planos proyectivos y espacios proyectivos finitos de di-
mensiones pequerias y una herramienta muy fuerte y utilizada con frecuencia

es el dlgebra de Galois.

Uno de los pioneros de la geometria finita es Von Staudt ! quien define
a la geometrfa proyectiva finita. Posteriormente, Gino Fano en 1892, define
los planos proyectivos algebraicos de orden potencia de primo, los cuales se

denotan por PG(n,q).

En esta tesis estudiaremos un ejemplo concreto de la geometria finita que
son los planos proyectivos, especfficamente nos hemos dedicado a buscar dis-
tintas formas de colorearlos. Nuestra motivacion en este tema surge a rafz
de la lectura de un libro bésico de combinatoria cuyos autores son Matousek
y Negetfil [5], importantes mateméticos contemporaneos dedicados a esta
drea, en este libro los autores plantcan algunos problemas? relacionados con

los planos proyectivos y otros espacios lineales uno de estos problemas con-

1Von Staudt (1798-1867) gedmetra aleman. Fue el primero en demostrar la equivalencia

entre la geometria proyectiva sintética y la analitica.
2Para mds informacion véase el capitulo 8 pp. 248-249, 258-261.
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siste cn encontrar coloraciones de estas estructuras que satisfagan algunas

condiciones,

A manera de introduccién a este trabajo daremos la nocién bésica de
espacio lineal y plano proyectivo asf{ como algunos ejemplos de ellos y sus
coloraciones. Posteriormente volveremos a definir estos conceptos as{ como

algunas otras geometrfas con las que trabajaremos.

Un espacio lineal es un conjunto de puntos P y un conjunto de lineas L

que satisface los siguientes axiomas:
i) Cualquier lfnea tiene al menos un punto.

ii) Por cualquier par de puntos distintos existe una tnica lfnea que los

contiene.

Un plano proyectivo finito es un espacio lineal que ademés satisface los

siguientes dos axiomas:
iii) Cualesquiera dos lfneas se intersectan en un dnico punto.
iv) Existen cuatro puntos en posicion general.

Es sabido que existen conjuntos de puntos y lineas que satisfacen log
axiomas de espacio lineal, es decir que existen espacios lineales, por otro lado
diremos que un espacio lineal es 2-coloreable si al colorear sus puntos toda

linea tiene al menos un punto de cada color.

A continuacion mostraremos dos ejemplos de espacios lineales distintos y

coloraciones en estos.
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Ejemplo 1. ;Existe un espacio lineal con 7 puntos y 7 lineas tal que cada
lfnea contiene 3 puntos y por cualquier punto pasan 3 lineas? ;Si ese espacio

existe es posible 2-colorearlo?

El espacio lineal descrito en el pérrafo anterior existe y es conocido como
el plano de Fano més aln este espacio es el plano proyectivo finito cuyo
nimero de puntos y lineas es mfnimo, es decir es menor que cualquier otro

plano proyectivo.

Maés adelante veremos que este plano proyectivo tiene orden 2, el orden es
el naumero de puntos por lfnea menos 1 (también es el namero de lineas por

punto menos 1), en términos matematicos la pregunta anterior es la siguiente:

. El plano proyectivo de orden 2 es 2-coloreable?

A lo largo de esta tesis responderemos esta pregunta, més ain veremos
que todo plano proyectivo es un espacio lineal. La respuesta a esta pregunta
es negativa y estd dada en [5]. Ademés veremos que el orden de un plano
proyectivo queda determinado de manera tinica as{ que una pregunta natural -

que nos planteamos es la generalizacion de la pregunta anterior:

JEl plano proyectivo de orden n es n-coloreable?

Donde n-coloreable significa que si coloreamos los puntos del plano pro-

yectivo con n colores cualquier linea tiene al menos un punto de cada color.
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La respuesta a esta pregunta también es negativa y lo demostraremos en
cste trabajo. Al ser este resultado negativo nos llevéd a analizar si los planos
proyectivos finitos de orden n son m-coloreable para algin valor de m < ny

si no lo son habra subplanos de los planos proyectivos finitos que si lo sean.
Otro ejemplo es el siguiente.

Ejemplo 2. ;Seré posible 2-colorear un espacio lineal con 4 puntos y 6 l{neas

tal que por cada punto pasan 3 lineas y cada lfnea tiene 2 puntos?

La configuracion anterior es el plano affn més pequeno y como veremos
més adelante se obtiene si le quitamos una linea (con todos sus puntos) al

plano de Fano y como veremos después tampoco es 2-coloreable.

Por lo tanto naturalmente nos preguntaremos si existe algin conjunto de
puntos o lineas del plano de Fano que cumpla que el subplano obtenido de

borrar dicho conjunto al plano de Fano es 2-coloreable.

Estas preguntas nos las planteamos de manera general, es decir en planos
proyectivos y sus planos afines asociados (obtenidos al quitar una lfnea del
plano proyectivo correspondiente). Algunas se resolveran facilmente y otras
quedaran abiertas o seran respondidas de manera parcial. También en esta
tesis Lrabajaremos con otra manera de colorear a los planos proyectivos finitos
y planos afines, llamada coloracién balanceada [1], la cual definiremos més

adelante.



Capitulo 1

Preliminares

En este capftulo definiremos a los planos proyectivos y daremos algunas

de sus propiedades las cuales utilizaremos a lo largo de esta tesis,

Para definir un plano proyectivo es necesario definir primero otras geo-

metrias finitas.

Deflnicion 1. Un Espacio Parcialmente Lineal, denotado por PL = (P, L),

consta de dos conjuntos finitos.

[l] conjunto de puntos P, el cual es no vacfo y el conjunto de lineas L, en
donde cada lfnea [ € L estd formada por un subconjunto de puntos de Py

ademas satisface que:
(PL;) Cualquier l{nea tiene al menos un punto.

(PL,) Por dos puntos pasa a lo més una unica linea.
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Algunos ejemplos de espacio parcialmente lineal son:

Figura 1.1: Espacio Parcial Lineal

Definicion 2. Un Espacio Lineal, denotado por L = (P, L), es un espacio

parcialmente lineal que ademés satisface el axioma:

(L1) Por cualquier par de puntos distintos z, y € P, existe una unica

lmea l€L talquexel y yel.

Usualmente denotaremos a la lfnea [ que contiene a los puntos = e y por zy.

Algunos ejemplos de espacio lineal son:

ZINNY

Figura 1.2: Espacio Lineal

Definicion 3. Un Plano Proyectivo Finito (P, L). Es un espacio lineal que

ademés satisface los siguientes axiomas:
(PP;) Cualesquiera dos l{neas se intersectan en un tinico punto.

(PF,) Existe un conjunto con cuatro puntos F' C P, tal que |[FFNI| <2,
para toda | € L. Es decir existen cuatro puntos en posicién general, no hay

tres de ellos colineales. (ver figura 1.3)
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Figura 1.3: Un conjunto de puntos en posicién general

Fl plano proyectivo finito més pequefio es el plano de Fano! el cual tiene
7 puntos y 7 lfneas a las que nombraremos por {, = 123, [, = 147, I3 =
166, [q4 = 257, ls = 246, [s = 367, l; = 345. Observemos que cada linea tiene

3 puntos y por cada punto pasan 3 lineas. (ver figura 1.4)

3 w0

Figura 1.4: Plano de Fano

1Gino Fano (1871-1952) ge6metra italiano, pionero de la geometria finita. Fue el primer
matemdtico en considerar la configuracion, (figura 1.4), del plano proyectivo finito mas

pequerio en 1892,
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Proposicion 4. Sea (P,L) un plano proyectivo finito entonces todas las li-
neas tienen el mismo nimero de puntos, es decir |l] = |lI'| para cualesquiera

dos lineas [, I' € L.

Demostracidn. Sean [, I’ dos lfneas distintas cualesquiera, primero probare-
mos que existe un punto 2 € X que noestaenlnienl’. Sea F = {a,b,¢,d} C

P que cumple con el axioma (PFP;) entonces |[F NI <2 y|FNl| <2
Caso 1) Si F no esté contenido en [ U’ entonces ya terminamos.

Caso2) Si F est& contenido en [ Ul entonces suponemos que |FNi| =

{a,b} y [F U] = {¢,d}.

Consideramos las lfneas I; = ac y I3 = bd. Sea z el punto en donde se

intersectan [y y l2, este punto existe por el axioma (PP;). (ver figura 1.5)

d d

Figura 1.5: Dados cuatro puntos en posicién general existe otro punto dife-

rente

Afirmamos que z ¢ [U ', ya que si suponemos que z € [ U1’ entonces z

estd en al menos una de las dos lineas.
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Supongamos que z € [, como por hipétesis z € [; N [; entonces podemos
suponer sin perdida de generalidad que z = a entonces la l{nea I contiene a

los puntos {a,b,d} lo que contradice al axioma (PF,). Por lo tanto z ¢ .
De manera andloga podemos demostrar que z ¢ I'.
Ahora vamos a demostrar que || = |I'|.
Sean z € P,z ¢ lUl'y f:1 — I’ tal que para toda = € [ definimos

f(z) =zznNl'. (ver figura 1.6)

f(x) X

IFigura 1.6: Descripcion de la funcién f(zx)

A continuacion verificaremos que f esté bien definida y es biycctiva.

Observemos que el punto zx N1’ es Unico, por el axioma (PF;) entonces
f(z) esta bien definida. Supongamos que f(z) == f(y) entonces por definicién
tenemos zx NI' = f(x) = f(y) = 2y N !’ entonces: zx = zy y la interseccion
de zz con [ es Unica y es la misma que la interseccion de zy con | entonces

z = zeNl=zynNl=y, asi que f(z) es inyectiva.
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Sea y € I’ un punto arbitrario, consideramos la lfnea 2y y sea © = 2y N/
entonces las lfneas xy y 2z coinciden. Por lo tanto tenemos que existe x tal

que f(z) = y. Entonces f es biyectiva y tenemos que [I| = |I']. O

Por lo demostrado en la proposicién anterior podemos definir lo siguiente:

Definicion 5. El orden de un plano proyectivo finito (P, L) es el nimero de

puntos que contiene una lfnea menos 1, es decir n = |[| — 1 para toda [ € L.

Si cada lfnea de un plano proyectivo finito tiene n + 1 puntos diremos que
el plano proyectivo tiene orden n y denotaremos por II, a cualquier plano

proyectivo de orden n.

Proposicion 6. Sea Il,, un plano proyectivo de orden n entonces:
i) Por cada punto de P pasan eractamente n + 1 lineas.
i) |Pl=n*+n+1.

i) |IL| =n®*+n+1.

Demostracion. i) Por cada punto de P pasan exactamente n + 1 lineas.
Sea [ una linea y sean {1, s, ...,Zp11} los n+ 1 puntos de .

Por el axioma (PP,), sabemos que existe un punto z € P tal que = ¢ [.

Para cada z; € [ consideramos la linea [; == zx;, la cual es tnica por el

axioma (L;) paratodai=1,.,nt 1, entonces N, = z. (ver figura 1.7)
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X X2 - XN Xn+1

Figura 1.7: Por un punto del plano proyectivo de orden n pasan n + 1 lineas

Por otro lado, cualquier Ifnea que contiene a = intersecta a [ en algin
punto z; € [. Por lo tanto pasan n + 1 lfneas por z, y entonces por cada

punto de P pasan exactamente n + 1 l{neas.
i) |Pl=n?+n+1
Sea l = {xg,21,...,2n} € L y sea a un punto de P tal que a ¢ [ .

Sean lg, ..., 1, las lineas que pasan por a tal que [; = az; para toda 7 =
{0,1,...,n}. Como cualesquiera dos lineas se intersectan en un tnico punto,
es decir si l; # l; entonces [; N1; = a para toda i # j; 1, j = {0,...,n}

entonces cada lfnea [; para i = {0,...,n} liene n puntos sin contar a a.

Por lo tanto hay (n + 1)n +1 =n%?+n+ 1 puntos distintos, ya que hay

n + 1 lineas y cada l{nea contiene n puntos distintos y al punto a.

Ademas estos son todos los puntos de P ya que cualquier y € P\ {a}
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pertenece a alguna [; para i € {0,...,n}, esto es cierto por el axioma (PP ).

Por lo tanto |P| =n%+n + 1.

Para probar (#4i) utilizaremos el concepto de dualidad de los planos pro-

yectivos. O

1.1. Dualidad

La dualidad en los planos proyectivos consiste en intercambiar el conjunto
de puntos por el conjunto de lineas de un plano proyectivo y viceversa. Al

hacer este intercambio obtenemos un plano proyectivo dual al original.

Sea I1,, = (P, L) un plano proyectivo finito de orden n entonces la estruc-
tura dual induce al plano proyectivo dual II}, = (P ’,L’) en donde P' = L y

L' = P el cual también es un plano proyectivo finito de orden n.

A continuacioén probaremos que II es un plano provectivo de orden n.
p n y

Proposicion 7. Los aziomas (Ly) , (PP), (PP) son vdlidos para 11/, ==
(P, L)

Demostracién. (L;) Demostraremos que por cualesquiera dos puntos [, [/ €

P’ existe una Unica lfnea p € L' tal que p = II'.

Sean [, I’ € P’ entonces I, I’ € L, y por el axioma (PP,) sabemos que en
I1,, existe un unico punto p € P tal que p =INl’, asf que p € L' y es la linea
que pasa por los puntos [, I’ € P, es decir p = ll'. Por lo que concluimos la

demostracién del axioma (L) para IT,.
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(PP,) Demostraremos que para cualesquiera lineas p, p’ € L existe un

tnico punto [ € P’ tal que pNp' =1,

Si p,p € L' entonces p, p € P, y por el axioma (L;) sabemos que en
I, = (P, L) existc una tnica lfnea [ = pp’ entonces existe un tnico punto

l e P tal que I =pnp'. Con lo cual queda demostrado el axioma (PP;).

(PP,) En el plano proyectivo dual (11))) tenemos que encontrar una es-
tructura F' € P' de cuatro puntos en la que no haya tres colineales o lo que
es lo mismo tenemos que encontrar una estructura f € L en I, de cuatro

lfneas en donde no haya tres de ellas que concurran en un mismo punto.

Sea F = {a,b,c,d} tal que F C P que satisface al axioma (PP;) en
I, =(PL) .

Sea [ = {ab,bc,cd,da} por construccion I C P’ satisface al axioma

(PR en II, = (P!, L').

Como probamos (L1), (PP), (PP,) entonces II/, = (P’,L') es un plano

proyectivo finito. a

Con el concepto de dualidad definido podemos probar la afirmacién (i) de

la Proposicién 6.

Probaremos que en II, = (P, L) el conjunto L consta de n?+n+ 1 lineas,

es decir |L| = n? 4-n + 1.

Sea Il == (P ', L) ~ (L, P)
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Como II/, es un plano proyectivo finito entonces por el inciso (i) de la

Proposicién 6 tenemos que |P'| =n? + n+ 1 entonces |L|=n*+n+1.

1.2. Existencia de Planos Proyectivos.

Es sabido que si n es la potencia de un primo siempre se puede construir,
usando el algebra y los campos finitos, planos proyectivos de orden n, que
se conocen como planos proyectivos algebraicos, los cuales estudiaremos maés
adelante. Una pregunta natural, que sigue abierta, es para que otros valores
de n existen los planos proyectivos y en el caso de que n sea potencia de primo

si existen otros planos proyectivos de orden n ademés de los algebraicos.

Sabemos que para n = {2,3,4,5,7} los planos proyectivos son tinicos sal-
vo isomorfismo; sin embargo para n = 9 se conocen cuatro planos proyectivos

no isomorfos.

El principal teorema de no existencia de planos proyectivos finitos es el

teorema de Bruck - Ryser:

Teorema 8 (Teorema de Bruck-Ryser?). Sin = {1,2} (mod4) y ademds n
no se puede expresar como la suma de dos enteros al cuadrado entonces el

plano proyectivo de orden n no eziste. [4]

?En el siglo XVIII los matematicos R.H. Bruck y H. J. Ryser demostraron el teorema
Bruck- Ryser, el cual es el inico teorema general de no existencia de Planos Proyecti-
vos Finitos. Posteriormente Ryser y el matemético Chowla generalizaron el teorema para

Bloques de Simetrfa.
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Este teorema sirve para descartar algunos valores por ejemplo prueba
que no existe ningun plano proyectivo de orden 14 sin embargo existen otros

valores que no se pueden descartar usando este resultado.

Tarry probé a principios del siglo XX que el plano proyectivo de orden
6 no existe y en 1989 Lam, Swiercz y Thiel probaron que tampoco existen
planos proyectivos de orden 10 mientras que la existencia o no existencia del

plano proyectivo de orden 12 todavia es un problema abierto.



Capitulo 2

Coloraciéon de planos proyectivos

En este capftulo construiremos a los planos proyectivos finitos algebrai-
cos, y describiremos la estructura combinatoria de cualquier plano proyectivo
de orden n. También daremos algunos resultados de coloraciones de planos
proyectivos, cotas inferiores y superiores para un cierto entero m < n tal que
el plano proyectivo de orden n es m-coloreable pero no es (m + 1)-coloreable

en donde m depende del orden del plano.

2.1. Coloraciones posibles en planos proyecti-
VOS
A continuacién analizaremos la estructura combinatoria de cualquier plano

proyectivo finito de orden n y daremos una descripcién de la misma que nos

servird a lo largo de este trabajo.
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A T1,, = (P, L) un plano proyectivo finito de orden n se le puede asociar
una estructura cuadrada de n xn puntos por construccign. En esta cuadrfcula

consideraremos las lfneas horizontales y verticales en primer lugar.

Como cualesquiera dos lineas se intersectan en un unico punto, las n
Ifneas horizontales se intersectarén en el punto Fy y las n lfneas verticales se
intersectaran en el punto Fo y llamaremos lfnea al infinito ala linea FyPa,
y la denotaremos por l,,. Esta lfnca tiene n — 1 puntos ademés de Fy y P,
los cuales no pertenecen a la cuadricula, y llamaremos puntos al infinito a

los n + 1 puntos de l. (ver figura 2.1)

Poo

Figura 2.1: Esquema de algunos puntos y lineas nombradas en la descripcién

anterior

Afirmamos que cualquier otra lfnea l; € L que no pertenece a las definidas
anteriormente, es decir a o, & las lfneas horizontales o a las lfneas verticales
intersecta a cada lfnea de la cuadrfcula y a [, exactamente en un punto a

cada una. A continuacién demostraremos esta afirmacién.
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Sea [; una lfnea horizontal, vertical o l.

Supongamos que |l; N3] # 1 entonces |ly Nl =06 |ly NIy > 2
Caso 1) Si |l NIz = 0 contradice al axioma (PP;)

Caso 2) Si |l; N3] > 2 contradice al axioma (PP)

Entonces |l; N3] = 1, y cada una de las n? -~ n lfneas que no son ni hori-
zontales ni verticales tienen exactamente un punto de cada linea horizontal,

un punto en cada linea vertical y un punto en la lfnea al infinito.
Definicion 9. Una m-coloracién de ll,, es una funcién sobreyectiva
f : P(Hn) —_— {Cl,...,Cm}

tal que cada lfnea tiene al menos un punto de cada uno de los m colores.

Baséndonos en la estructura combinatoria del plano proyectivo de orden n
dada anteriormente y en las definiciones de coloraciones estudiaremos cuando

un plano proyectivo finito es m-coloreable y cuando no lo es.

Teorema 10. El plano proyectivo de orden n es 2-coloreable para cualquier

n> 2,

Demostracion. Sean {hy,...,h,} y {v1,...,vn} las lineas horizontales y ver-
ticales del plano proyectivo ordenadas de abajo a arriba y de izquierda a

derecha respectivamente.

A continuacién exhibiremos una 2-coloracién de 11,,.
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En primer lugar colorearemos los n? puntos de la cuadricula de la siguiente

manera.

o El punto de interseccién entre h, y vy, los n — 1 puntos restantes de
h, (que pertenecen a la cuadrfcula) y los n — 1 puntos restantes de v; (que

pertenecen a la cuadricula) de color azul.

o Los n? — 2n + 1 puntos restantes de la cuadricula de color negro. (ver

figura 2.2)

Figura 2.2: Una 2-coloracién del Plano Proyectivo de orden n

Sabemos que cualquier otra linea salvo las de la cuadricula y la del infinito
intersecta una unica vez a cada linea de la cuadricula, por como describimos
a los planos proyectivos finitos entonces cada linea tiene al menos un punto
de color azul y uno de color negro. Es claro que ninguna lfnea va a tener n +1

puntos de color azul o de color negro.
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Como la tnica lfnea que falta de 2-colorear es la linea al infinito entonces
podemos colorear de azul cualquier punto al infinito excepto a los puntos £,
y P alos que colorearemos de negro para que tanto h,, como v tengan dos
colores. Con esta coloracion mostramos que I1,, es 2-coloreable para n > 2.

O

Observacion 11. Si n=2 la demostracién anterior es falsa porque en este

€aso tenemos:

Sean {hy, ho} lineas horizontales y {vy,v;} lineas verticales entonces las
lineas que pasan por h; Nv; y he Ny tiene solamente puntos de color azul.

Enfatizamos que este problema no aparece para n > 3.

Nos pareci6 pertinente hacer esta aclaracién porque tanto en la introduc-
cién como mas adelante afirmamos que el plano proyectivo de orden 2 no es
2-coloreable, de hecho en este capitulo generalizamos este resultado, es decir

los planos proyectivos de orden n no son n-coloreables.

Para el siguiente teorema utilizaremos la construccion algebraica del plano
proyectivo finito de orden mn, para n primo, asf que la analizaremos a conti-

nuacion.

Recordemos que si n cs potencia de primo siempre existe un plano pro-
yectivo de orden n al que llamamos algebraico, sin embargo para n potencia
de primo con n > 9 puede existir més de un plano proyectivo de orden n,
recordemos que para n = 9 existen cuatro planos proyectivos no isomorfos y

uno de ellos es el algebraico, se conjetura que esto sucede para otros valores
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de n (siempre que n sea potencia de primo) sin embargo el plano proyectivo

algebraico de orden n, si existe, se denota como PG (2,n).

Nosotros daremos una descripcién unicamente para los planos de orden n
con m primo (porque esto es util para nuestro objetivo) ya que cuando n no es
primo (es potencia de primo) la descripcion algebraica es clara sin embargo

la geométrica no lo es y es esta descripciéon la que utilizaremos para colorear.
Sea PG(2,n) = (P,L) el plano proyectivo de orden n con n primo.

Entonces definimos el conjunto

P={(z,y) /z,y € Zn} .

Denotamos como [m,b] a la recta y = mz + b con m,b € Z,. Haciendo
un abuso de notacién denotamos como [x,b] a la recta = b para b € Z,.

Entonces definimos los siguientes conjuntos
L, = {|m,b] /b€ Z,} para toda m € Z,
L.={[xb] /beZ,}
Sea P, = NL; para i € Z,, es decir P; es el punto donde se intersec-

tan todas las rectas de pendiente ¢ y P = NL, y finalmente sea lo, =

{Po,...,P._1, Py}, es decir I, €s la recta al infinito.

Entonces

P:PU{P(],...,P“_:[,POO}

L=urt L,UL,.
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Observacion 12. Notemos que comparando con la construccién combina-
toria el conjunto Ly corresponde a las lfneas horizontales y el conjunto L, a

las lineas verticales, ademés [, es la recta al infinito en ambas descripciones.

La figura 2.3 muestra un esquema en el que aparecen algunos puntos y

lineas de las nombradas en la descripceion anterior.

Poo

(0.n-1)

Po

(0.1)
(0.0)

(1.0} (2,0 (n-1,0)

Figura 2.3: Esquema de algunos puntos y lfneas nombradas en la descripeiéon

algebraica

Observacion 13. La recta de pendiente n — i es congruente a la recta de

pendiente —i ( mod n) para 7 = {1, ey "—51}

En la figura 2.4 aparece PG (2,3) resaltando los puntos de interseccién
de los conjuntos L; para i € Zz e i = * y el punto que intersecta a Py y L,

utilizando la observacién anterior.
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[0.0]

Figura 2.4: Construccién algebraica del plano proyectivo de orden 3

Teorema 14. El plano proyectivo algebraico de orden n paran > 3 primo es

3-coloreable.

Demostracion. Primero definiremos cuatro subconjuntos ajenos de puntos

que usaremos para exhibir una 3-coloracién.
Sean A, == {(z,z+vy) /y€{l,...,n—(z+2)}} y A=UrTA,.
B, :={(z,y) /z€{l,..,n—2}} paray € {0,n — 1}.
Co:={(z,y) /ye{l,..,a=1}} y C=Up53C,.

D :={(z,z) / € {1,...,n — 2}}. (ver figura 2.5)



COLORACIONES POSIBLES EN PLANOS PROYECTIVOS 21

1G] _
OlC
OO

00
oe

Figura 2.5: Esquema de los conjuntos Az, By,Cz y D

_JORNOIO)
O OO
®O© OGO

En la figura 2.5 ponemos una etiqueta a los puntos del plano proyectivo
dependiendo al conjunto al que pertenecen. A continuacion asignaremos una

3-coloracién de PG(2,n) usando los colores azul, verde y rojo (ver figura 2.6)

® P & & o
% @ g 8 &
E &% B & j
] & W% 4
B P @ 4 @
//.
oo

Figura 2.6: Una 3-coloracién del Plano Proyectivo de orden n
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o Los puntos del conjunto A, los puntos del conjunto Bg, el punto

{(n—=1,n—1)} y el punto F son de color azul.

o Los puntos del conjunto C, los puntos del conjunto B,_;, el punto

{(0,0)} y el punto Py son de color verde.

o Los puntos del conjunto D, los puntos {(0,n — 1),(n —1,0)} y todos

los puntos al infinito excepto Fy v Py son de color rojo .

Ahora probaremos que la coloracion anterior es una 3-coloracién de

PG(2,n), es decir que cada lfnea tiene al menos un punto de cada color.

Observacion 1: Claramente las lfneas de pendiente cero, las de pen-
diente infinito, la lfnea al infinito y las lineas {1,0], [1,n — 1], [n — 1,7 — 1],

[n — 1,7 — 2] tienen al menos un punto de cada color.

Las lfneas que pasan por el (0,0) son de la forma [m,0] para
m = {0,...,mn — 1} en particular si m = {2,...,n — 2} estas l{neas pasan por
los puntos (0,0) de color verde, el punto (1,m) de color azul y el punto al
infinito P,, de color rojo. Asi que solo falta analizar la linea [n — 1, 0] la cual
pasa por los puntos (0,0) y (2,n — 2) de color verde y azul respectivamente
e intersecta a la lfnea al infinito en el punto F,_; de color rojo. Ademés por
la observacion 1 las lineas [0,0] y [1,0] tienen los tres colores. Por lo tanto

toda lfnea que pasa por el punto (0,0) es 3-coloreable.

Las lfneas que pasan por el punto (0,n — 1) son de la forma [y + 1,1 — 1]
paray = {1,...,n—3} en particular si y = {2, ...,n — 3} estas lineas pasan por

los puntos (0,n — 1) de color rojo, (1,y) de color azuly (n — 1,(n — 1) (y + 2))
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de color verde entonces sélo falta verificar que la linea [2,n — 1] tiene al menos
un punto de cada color. Claramente esté4 linea pasa por el punto (0,7 — 1)
de color rojo, el punto (2,3) de color azul y por el punto (n —1,n —3) de
color verde. Ademas por la observacién 1 las lfneas [1,n — 1]y [n — 1,n — 1]
son 3-coloreable entonces las lfneas que pasan por el punto (0,n — 1) son

3-coloreable.

Por otro lado, las lfneas que pasan por el punto (n — 1,0) son de la for-
ma [-y,—y] para y = {0,..,n — 1} en particular si y = {2,...,n—3} U
{n — 1} estas lfneas pasan por los puntos (n ~ 1,0) de color rojo, (0, z) para
2= {1} U {3,....,n—2} de color azul y (n -~ 2,y) de color verde. Asf que
sélo falta verificar que la lfnea [2,2] tiene al menos un punto de cada color,
la cual claramente pasa por los puntos (n—1,0), (0,2) y (n —3,n~4) de
color rojo, azul y verde respectivamente. Por la observacién 1 tenemos que
las lineas [0,0] y [n — 1,7 — 1] son 3-coloreable entonces podemos concluir

que toda linea por el punto (n — 1,0) es 3-coloreable.

Finalmente, las lfneas que pasan por el punto (n — 1,n — 1) de color azul
también pasan por el punto (n —2,y) para y = {1,...,n—3} U {n—1} de
color verde e intersectan a la linea al infinito en un punto de color rojo.
Ademés por la observacién 1 sabemos que las lineas [n — 1.n — 2] y [1,0] son
3-coloreable, asf que podemos concluir que todas las lfneas que pasan por el

punto (n — 1,n — 1) son 3-coloreable.

Las lfneas restantes, es decir, las que pasan por el punto (0,y) para
y={2,...,n — 1} de color azul y por el punto (n — 1, 2) para z = {2,...,n — 1}

de color verde y como todas tienen pendiente distinta de cero e infinito in-
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tersectan a la linea al infinito en un punto de color rojo. Entonces todas
estas lfneas tienen un punto de cada color y por lo tanto PG(2,3) tiene una

3-coloracion. O

2.2. Coloraciones imposibles en planos proyec-

tivos.

Como vimos en la seccién anterior toda plano proyectivo de orden mayor
que 2 es 2-coloreable sin embargo cuando el orden es 2, es decir el plano de

Fano (denotado por Ilz) esto no es cierto, como se prueba a continuacion.

Teorema 15. El plano de Fano no es 2-coloreable.

Demostracidn. Supongamos que el plano de Fano es 2-coloreable, es decir
existe una 2-coloracién de Il tal que cada lfnea tiene exactamente dos puntos

de alguno de los colores. Supongamos que los colores son verde y azul.

Como Fano tiene siete puntos podemos suponer sin perdida de generalidad

que hay al menos 4 puntos de color azul.

~omo el maximo nimero de puntos en posicién general en I, es cuatro
entonces si el color azul tiene cinco 0 més puntos hay al menos tres colineales

por lo tanto hay una lfnea con todos los puntos azules. (figura 2.7 (a))

Entonces lo dnico que puede suceder es que haya exactamente cuatro

puntos azules, los cuales estén en posicién general ya que si no lo estén
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nuevamente hay una lfnea con todos los puntos de color azul. Como por
cada punto de II; pasan tres lfneas entonces estos cuatro puntos generan
exactamente 6 lineas y como II, tiene siete lineas existe una lfnea sin puntos

azules, lo cual no es posible. Por lo tanto Il; no es 2-coloreable. (figura 2.7

(b)) O

Figura 2.7: a) Al menos cinco puntos del plano de Fano de color azul

b) Cuatro puntos del plano de Fano de color azul en posicién general

Definicion 16. Un dvalo O es un subconjunto maximal de puntos de II,, tal

que cualquier linea que lo intersecta lo hace en a lo més dos puntos.

El orden de un 6valo O es el numero total de puntos que lo forman y lo

denotaremos por |O|.

De manera constructiva es posible encontrar n + 1 puntos en posicién
general en cualquier plano proyectivo de orden n més atn si n es par es

posible encontrar n + 2 puntos.

A continuacién probaremos que el nimero de puntos de un ovalo O es

menor o igual a n + 2 y si el 6valo tiene n + 2 puntos entonces n es par,
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Proposicion 17. 8 O es un dvalo entonces:
D0 <n+2

if) 81 |O] = n + 2 entonces n es par.

Demostracién. Sea O un conjunto con |O| = m tal que cualquier lfnea lo
intersecta en a lo més 2 puntos. Sea p € O entonces cualquier lfnea por p y
otro punto de O tiene exactamente dos puntos de O entonces m—1 < n+1,

es decir m < n + 2. Con lo que probamos el inciso i).

Si m = n + 2 entonces notemos que toda linea por un punto del 6valo
toca a otro punto del 6valo, es decir toda lfnea que toca al 6valo lo hace en

exactamente dos puntos.

Sea q ¢ O entonces cualquier linea por g que toca a O lo hace en dos

puntos entonces n + 2 es par, es decir n es par. O

Més atn por la observacién anterior si m = n + 1 entonces n es impar,

por lo tanto afirmamos que:

i) Los évalos en los planos proyectivos de orden n impar tienen n + 1

puntos.
ii) Los 6valos en los planos proyectivos de orden n par tienen n+2 puntos.

Observemos que un plano proyectivo finito puede tener més de un 6valo.
Un ejemplo de dos évalos distintos (no ajenos) en el plano de Fano son

0O, =1{4,5,6,7} y Oz = {1,2,6,7}. (ver figura 2.8)
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{519}

o) El dvalo O o) El Ovalo 02

Figura 2.8: Dos 6valos distintos del plano de Fano

Con la definicién anterior podemos demostrar el siguiente teorema, el cual

lo generalizaremos posteriormente en el teorema 21.

En adelante, para simplificar, denotamos por C; al conjunto de puntos
de un mismo color del plano proyectivo finito. Ademés al hablar de la car-
dinalidad de color C; nos referimos al nimero de puntos que contiene, y la

denotamos por |C}].

Teorema 18. FEl plano proyectivo de orden n no es n-coloreable.

Demostracién. Supongamos que I, es n-coloreable, es decir existe una n-

coloracion de IT,.

Observacion 1: Como [1,, es n-coloreable entonces cada linea tiene al
menos un punto de cada uno de los n colores diferentes, pero como cada linea
tiene n+4 1 puntos, entonces hay exactamente 2 puntos de algun color en cada

linea y los demds puntos son todos de colores distintos.
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A continuacién demostraremos que en I1,, existe un color C; que tiene al

menos 7 + 2 puntos, es decir |C;| > n + 2 para alguna j =1,..,n.

Supongamos que la afirmacién anterior no es cierta entonces todo color
C; tiene a lo més n + 1 puntos, es decir |C;| € n+1 para toda j = {1,...,n}.

Entonces el total de puntos de II,, denotado por |P| satisface que
1P| =327, 1G5 € n(n+1) = n? + n, es decir:
|P| <n?+n

lo cual no es posible porque sabemos que |P| = n® + n+ 1 y por lo tanto

existe un color C; que tiene al menos n + 2 puntos.
Caso 1) Si n es impar.

Como existen n + 2 puntos o més del mismo color y el méaximo nimero
de puntos en posicién general es n + 1 (6valo) hay tres puntos colineales del

mismo color, lo cual no es posible ya que contradice la observacién 1.
Caso 2) Si n es par.

Caso 2.1) Si hay un color con més de n+2 puntos, como los 6valos tienen
n + 2 puntos entonces hay tres puntos colineales del mismo color, lo cual

contradice nuevamente la observacion 1.

Caso 2.2) Si existe un color con exactamente n + 2 puntos que no forma
un 6valo entonces nuevamente hay tres colineales del mismo color, lo cual no

es posible por la observaciéon 1.

Caso 2.3) Si los n + 2 puntos de color C; son un 6valo.
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Observemos que los puntos de un évalo no generan a todas las lineas
del plano proyectivo, ya que por cada punto del 6valo pasan n + 1 lineas y
como por cualesquiera dos puntos del évalo z;, x; pasa una unica linea para

toda i # j con¢, j = {1,..,n + 2} entonces el dvalo genera exactamente
n*+3n 4 2

5 I{neas.

Es decir, el 6valo no genera a todas las lineas del plano proyectivo y
entonces existe al menos una lfnea de II, que no tiene al color C; y por lo

tanto II,, no es n-coloreable. O

A continuacién mostramos un teorema que mejora el resultado anterior,
sin embargo nos parecio interesante enunciar el teorema anterior y as{ como
su demostracion ya que es una generalizacion de la prueba de que Il no
es 2-coloreable. Para este resultado utilizamos un concepto més general que
el de 6valo llamado conjunto bloqueador. Probaremos el siguiente teorema
haciendo uso de una definicién y un teorema que son bien conocidos en la

teorfa de planos proyectivos.

Definicion 19. Un conjunto blogueador B de un plano proyectivo de orden
n es un conjunto de puntos no vacfo, tal que cada linea tiene al menos un

punto en B y al menos un punto fuera de B. (2]

Teorema 20. Sea B un conjunto bloqueador de un plano proyectivo de orden

n entonces
n+yvn+1<|B|<n(y/n)+1

paran > 2. [2]
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Claramente un 6valo no es un conjunto bloqueador del plano proyectivo

de orden n.

A continuacién daremos un ejemplo de un conjunto bloqueador de PG(2, 3)
(ver figura 2.9) este conjunto tiene 6 puntos, en la figura aparece de color

azul.

Figura 2.9: Un conjunto bloqueador de PG(2,3)

Teorema 21. El plano proyectivo de orden n no es (n—k)-coloreable cuando

k< n—1.

Demostracién. Suponemos que I1, es (n — k)-coloreable y sea f: P (Il,) —

{Cy,...,Cy—y} una (n — k)-coloracion.

A continuacién demostraremos que existe un color C; para alguna j =

{1,...,m — k} que tiene al menos n + k + 2 puntos.
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Supongamos que todo color C; tiene a lo més n + k + 1 puntos, es decir
|C;| £ n 4 k-1 para toda j = {1,...,n}. Entonces el total de puntos de I,

es igual a

IPl=211 1G] < (n—k)(n+k+1)=n*—k*—k

es decir:
|P| <n*—k®—klo que implica que
n4+nt+1<n?—k*—ky
n+1< —k%— k entonces
B+k+n+1<0

lo cual no es posible ya que n y k son enteros positivos. Por lo tanto existe
un color C; que tiene al menos n+ k42 puntos pero este conjunto de puntos
de color C; debe ser un conjunto bloqueador porque II, es (n — k)-coloreable

entonces existe un conjunto bloqueador con n + k + 2 puntos, ¢s decir
n+tyn+l<n+k+2

lo que implica que n < k + 1, entonces si I1, es (n — k)-coloreable se
debe cumplir que /n < k+1 por lo tanto si k < /n— 1 tenemos que II, no

es (n — k)-coloreable. m



Capitulo 3

Coloraciones balanceadas

En este capftulo estudiaremos otro ejemplo de espacios finitos, los pla-
nos afines, los cuales son un subconjunto de puntos y lineas de los planos
proyectivos. También trabajaremos con otra forma dec colorear a los planos

proyectivos y a los planos afines, conocida como coloracién balanceada.

El problema de coloraciones balanceadas ha sido estudiado en diferentes

areas.

Un bonito problema relacionado es encontrar una 4-coloracién balanceada
de un pafs dividido en 12 estados, es decir colorear los 12 pafses con 4 colores
de tal forma que el nimero de estados coloreado con cada uno de los colores
sea el mismo y que no haya dos estados del mismo color que compartan

frontera [3].

Nuestra inquietud en los problemas de coloraciones balanceadas esté re-

lacionado con un problema planteado en la 27* Olimpiada Internacional de
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Mateméticas en 1986, en el cual se busca una 2-coloracion casi-balanceada
de un subconjunto de puntos de la malla de n x n donde una coloracién es

casi-balanceada si el nimero de puntos de cada color difiere en uno.

Posteriormente este problema fue generalizado por Urrutia y Akiyama
quienes probaron que cualquier subconjunto de puntos en una malla de n xn

puede m-colorearse de manera casi-balanceada para 1 < m < n [1].

Al estudiar estos resultados nos parecié natural relacionarlos con colora-
ciones del plano proyectivo pensando en la malla de p x p con p primo en Z,
(también se podréa hacer para potencia de primo) y a las lfneas de la malla con
las lfneas en los conjuntos Iy y L, definidos en el capftulo anterior entonces
nos planteamos introducir también las lineas de las otras clases paralelas, es
decir los conjuntos L; para i = {1,...,p — 1} y nos preguntamos si es posible
encontrar una coloracién para los puntos del plano proyectivo de manera que
las lineas quedaran coloreadas de manera balanceada, es decir que cada color

aparezca el mismo namero de veces.

Definicion 22. Un Plano Afin denotado por A = (P’,L') consta de dos
subconjuntos finitos de un plano proyectivo, Il = (P,L) donde P C Py
L' C Ly cada linea | € I/ estd formada por un subconjunto de puntos de
P’. Dicho plano affn es un espacio lineal y ademéas satisface los siguientes

axiomas:

(PA;) Cualquier punto p que no esté en una lfnea [ est4 en una y sélo

una lfnea que no intersecta a [.

(PAy) Existe un conjunto de tres puntos no colineales.
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Diremos que dos lineas del plano afin son paralelas si satisfacen una de

las siguientes condiciones:
l=10
ii) LNl =0, es decir no se intersectan.

Es conveniente aclarar que los conceptos como m-coloracién o m-coloracién
balanceada definidos anteriormente también pueden estudiarse en planos afi-
nes.

Proposicion 23. Si a un plano proyectivo (I1) le quitamos una linea cual-

quiera oblenemos un plano afin (A).

Demostracidn. Sea | una linea del plano proyectivo entonces I1 [ cumple
los axiomas (Pl1), (PLy) y (L1) de espacios lineales, ademéas obsérvese que
para toda linea I’ € L (1), [ # I’ tenemos que |IN!'| = 1 entonces al tomar

el subconjunto IT ~ [ le quitamos a cada lfnea de II, distinta de {, un punto.
Probaremos que II \ [ satisface el axioma (PA;).
Seanpe P(II~1)yl' e L(II~I)tal que p ¢ I'.

Como en II existe una lfnea por p que intersecta a I’ en el punto [NV

entonces en [ ~ [ existc una lfnea por p paralela a I,

A continuacién demostraremos el axioma (PA;), es decir existe un con-

junto de tres puntos no colineales.

(PPR,) existe un conjunto F' = {a,b,c,d} C X tal que |FFNI'| €2, para

cualquier lfnea I’ € L (TI \1).
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Caso 1) Supongamos que el punto a € [ pero {b,c,d} ¢ [ entonces el
conjunto F = {b,c,d} € F cumple que |[ENI'| <2, paratodal’ € L (Il \1).

Caso 2) Supongamos que a y b € [ entonces el punto e = acN bd satisface

que e ¢ [y {c¢,d,e} no son colineales.

Caso 3) Si F' C Il ~. I entonces existe un conjunto £ = {a,b,c} C F tal
que |[ENY| <2, para toda !l € L(II\1). O

Observacion 24. Un plano afin de orden n denotado por A, = (P, L) se
construye al quitar una lfnea cualquiera (con todos sus puntos) a un plano
proyectivo de orden n y cada linea tiene n puntos y por cada punto pasan

n + 1 lineas.

Proposicion 25. Un plano aftn de orden n denotado por A, = (P', L') consta

de n? puntos y n® +n lineas.

Demostracién. Como A, es igual a I, menos una linea cualquiera entonces
los puntos que pertenecen a la lfnea | que quitamos no pertenecen al plano

affn, es decir |P'| = |P| — |l| donde |I| = n + 1 entonces
|Pl=n?*+n+1—-(n+1)=n2

Por otro lado tenemos que en totel el plano affn tiene el mismo namero

de lineas que el plano proyectivo menos una lfnea, es decir
|L'| = |L| — I entonces:
IL'|=n*+n+1-1

|L'| = n? +n. 0O
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Un plano affn contenido en el plano de Fano aparece en la figura 3.1 y

consta de 4 puntos y 6 lfneas.

2 3

Figura 3.1: Un plano afin del plano de Peano

Observacion 26. Las n? + n l{neas estén distribuidas en n + 1 conjuntos
cada uno con n lineas paralelas entre s{, ya que en II,, por cada punto pasan
n+ 1 lfneas entonces al quitar la lfnea [ de I, las n lineas son paralelas, esto

pasa para cada uno de los n + 1 puntos de [.

Observacion 27. De la misma forma que un plano affn se construye qui-
tando una lfnea cualquiera (con todos sus puntos) de un plano proyectivo,
un plano proyectivo puede construirse ariadiendo una lfnea con n + 1 puntos
al plano affn y haciendo que en cada punto de esta linea se intersecten n

lineas paralelas.

Definicion 28. Una m-coloracidn de A, es una funcién sobreyectiva
f : P(An) - {Cla e Cm}

tal que cada linea tiene al menos un punto de cada uno de los m colores.



38 COLORACIONES BALANCEADAS

Lema 29. Si un plano affn de orden n es k-coloreable entonces el plano

proyectivo construido a partir de afiadir una linea es k-coloreable.

Demostracién. Como A, es k-coloreable entonces II, menos una linea [ es
k-coloreable, asf que sélo falta k colorear a 1, a la cual claramente se le pueden

asignar k colores obteniendo una k-coloracién del plano proyectivo. O

Nuestro siguiente resultado es una consecuencia del teorema 15 del ca-
pftulo anterior y del lema que acabamos de probar. Pero antes es necesario
recordar que el plano de Fano es tinico salvo isomorfismos, se puede probar
facilmente que al quitar una lfnea cualquiera del plano de Fano obtenemos
un plano affn isomorfo al que resulte de quitar otra linea cualquiera (distinta
de la anterior) del plano de Fano entonces podemos hablar de el plano affn

contenido en el plano de Fano y por lo tanto tenemos que:

Corolario 30. El plano afin contenido en el plano de Fano no es 2-coloreable.

Demostracion. Supongamos que el plano affn contenido en el plano de Fano
es 2-coloreable entonces por el lema anterior el plano de Fano es 2-coloreable,

lo cual contradice al teorema 15. O

Corolario 31. Un plano aftn de orden n no es (n — k)-coloreable para k <

Ji—1.

Demostracién. Sea k < \/n — 1 y supongamos que un plano affn de orden
n es (n — k)-coloreable entonces por el lema anterior el plano proyectivo de
orden n que contiene a dicho plano affn es (n — k)-coloreable lo cual es una

contradiccién al teorema 21. a
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A continuacién trabajaremos con coloraciones balanceadas.

Definicion 32. Una m-coloracién balanceada de II,, es una funcién sobre-

yectiva
[ P(IL,) — {Cy,...,Ch}

en donde cada lfnea tienc el mismo namero de puntos de cada uno de los

m colores.

Observacion 33. Para que tenga sentido la pregunta de si un espacio lineal
tiene una 2-coloracién balanceada es necesario que cada linea tenga un ndme-
ro par de puntos, andlogamente para que tenga una m-coloracién balanceada

necesitamos que el nimero de puntos en cada lfnea gea un multiplo de m.

Concretamente para preguntarnos sobre 2-coloraciones balanceadas cn
plano proyectivo de orden n necesitamos que n sea impar para que n + 1 sea

par.

Por lo tanto nos preguntamos si es posible que el plano proyectivo de
orden n con n impar pueda 2-colorearse de manera balanceada y obtuvimos

que:

Teorema 34. Un plano proyectivo de orden n con n impar no tiene una

2-coloracidn balanceada,

Demostracidon. Supongamos que I, tiene una 2-coloraciéon balanceada.

i

Sea z un punto de color 7 y como cada lfnea tiene —‘2"—1 puntos de cada

color entonces cada linea que pasa por z tiene 2 puntos de color j y en
pasa p p JYy
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2
total el haz de lfneas que pasa por z tiene exactamente K%)— puntos de color

jconj+#1iylos "22_ L puntos restantes del haz son de color ¢ nétese que ya

coloreamos todos los puntos del plano proyectivo y denotaremos por [, al haz
de lfneas que pasa por = entonces dicho haz de lineas tiene més puntos de j
que puntos de color 7 es decir la 2-coloracién balanceada que induce un haz
de lfneas desde un punto de color 7 tiene menos puntos de color i que de color

J ast que |C;f < |5,

Sea p’ es un punto fijo de color j en esta coloracién del plano proyectivo,
haciendo el mismo analisis tomando el haz de lfneas [, que pasa por p podemos
concluir que sucede lo mismo, es decir |C;| < |C;] lo cual no es posible porque
en esa coloracién |C;| < |C}| por el primer parrafo. Por lo tanto II, no tiene

una 2-coloracion balanceada. |

Definicion 35. Una m-coloracidn balanceada de A, es una funcién sobre-

yectiva
fiP(Ap) — {Cy,...,Cn}

tal que cada lfnea tiene el mismo nimero de puntos de cada uno de los

m colores.

Por la observacion 33 tiene sentido preguntarse si un plano affn tiene una
2-coloracién balanceada solamente cuando n es par ya que cada linea tiene

exactamente n puntos, sin embargo tenemos:

Teorema 36. Un plano afin de orden n con n par no tiene una 2-coloracién

balanceada.
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Demostracion. Supongamos que A, puede 2-colorearse de manera balancea-

k1]

da. Como cada lfnea tiene 7 puntos de cada color entonces cada color ticne

2
2 puntos.

exactamente 7

Caso 1) Si el plano affn de orden 2, es decir el plano afin del plano de Fano
tiene una 2-coloracién balanceada entonces el plano de Fano menos una linea
puede 2-colorearse, por lo tanto el plano de Fano es 2-coloreable afiadiendo

una lfnea y asignandole una 2-coloracién, pero esto contradice al teorema 15.

Caso 2) Si el plano affn de orden n para n > 2 tiene una 2-coloracién

balanceada.

Como cualquier linea puede 2-colorearse de manera balanceada y cada
linea tiene exactamente n puntos entonces el color C; para ¢ = {1,2} tiene
exactamente % puntos y ademaés en cualquier linea hay exactamente % puntos
de color Cj. Si fijamos un punto p de color C; y denotamos por [, a todas las
lineas del plano affn que pasan por p entonces el nimero de puntos de color

C; menos uno es |1,| (1’2— - 1) y por lo anterior tenemos que:
1l (3—1) = %2 — 1 por lo tanto:

2
B-—1 n?-2 n?.2
| = 47 = 2= y 2= > n+ 2 entonces

| L] 2 n+2

Lo cual no es posible ya que por cada punto de II, pasan exactamente

n + 1 l{neas.

Por lo tanto A,, no tiene una 2-coloracién balanceada. Ol



Capitulo 4

Jugando con planos proyectivos y

afines.

Basandonos en los resultados obtenidos en los dos capftulos anteriores en
este capftulo buscamos condiciones suficientes para ciertos subconjuntos de

los planos proyectivos y de los planos afines que permitan saber si:

i) Existen subconjuntos n-coloreable, cn el sentido de las coloraciones

estudiadas en el capftulo 2.

ii) Existen subconjuntos del plano afin y del proyectivo que admiten co-

loraciones balanceadas como las estudiadas en el capftulo 3.

Para simplificar la notacion de los préximos resultados de planos defini-

remos lo siguiente:

Si x es cualquier punto del plano proyectivo de orden n llamaremos cla-



44 JUGANDO CON PLANOS PROYECTIVOS Y AFINES

se de paralelismo C, al haz de lineas que pasa por z, notese que Cy tiene
n+ 1 lfneas. Sea [ cualquier lfnea del plano proyectivo de orden n y sea z € I

entonces definimos C, como
Cl=Cy 1
y nétese que C,, tiene n lineas.

A lo largo de este capftulo probaremos las siguientes afirmaciones las

cuales nos gratificaron ampliamente.

i) Un plano proyectivo de orden n para n € Z (cuando II, existe) menos

una clase de paralelismo menos una lfnea es n-coloreable.

ii) Un plano affn de orden n para n € Z (cuando A, existe) menos una

clase de paralelismo menos una linea es n-coloreable.

iii) Un plano proyectivo de orden n impar menos una clase de paralelismo

admite una 2-coloracién balanceada.

iv) Un plano affin de orden n par menos una clase de paralelismo menos

una lfnea admite una 2-coloracién balanceada.

A lo largo de este capftulo cuando decimos que quitamos una linea o toda
una clase de paralelismo o una clase de paralelismo menos una lfnea del plano
proyectivo o affn no quitamos los puntos que estan en dicha clase a menos que
lo especifiquemos, es decir quitamos solamente las lfneas, por lo tanto cada
punto del plano proyectivo que pertenece a dichas l{neas pierde una linea,
anélogamente al quitar un punto tampoco quitamos las lfneas incidentes en

él, es decir dichas l{neas pierden un punto.
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4.1. Coloreabilidad de subconjuntos proyecti-

vos y afines.

Teorema 37. El plano de Fano menos una linea es 2-coloreable.

Demostracién. Sea [ la linea que quitamos del plano de Fano, denotado por
II,. Colorearemos de verde los puntos que pertenecfan a ! y de color azul

cualquier otro punto.

Es claro que en Il los cuatro puntos de color azul estdn en posicién gene-
ral. Como por cada punto de II; pasan tres lineas entonces estos cuatro puntos
generan seis lfneas y cada linea intersecta a la lfnea [, por el axioma (PP),

entonces con esta coloracién mostramos que Il menos [ es 2-coloreable. O

En la figura 4.1 mostramos la coloracién descrita en el teorema anterior,
donde I = 156 es la linea que quitamos del plano de Fano y entonces los

puntos {1,5,6} son de color verde y los puntos {2,3,4, 7} son de color azul.

El préximo resultado es una generalizacién del teorema anterior para

planos proyectivos finitos.

Teorema 38. El plano proyectivo de orden n menos una clase de paralelismo

menos una linea es n-coloreable.

Demostracién. Sean = un punto de II, y C% U {l} una clase de paralelismo
por = donde las lfneas estén-ordenadas de izquierde a derecha como en la

figura 4.2, notemos que C, = {ly,...,ln}. También ordenaremos, como en
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Figura 4.1: Una 2-coloracién delplano de Fano menos una l{nea

la figura, el conjunto de puntos {z,...,z,} de ! distintos de z iniciando de
arriba. Exhibiremos una n-coloracién de I1, \ C’. Coloreando los puntos de
la linea I; de color C; para i = {1,...,n}; el punto z; de la ltnea { de color C;
para ¢ = {1,..,n}; y el punto = de algtn color C; para i = {1,...,n}. (ver

figura 4.2)

A continuacién demostraremos que cualquier linea I' ¢ CLU | intersecta

una dnica vez a cada linea del conjunto C?.

Supongamos que la linea ! intersecta & la lfnea ; para algunai = {1,...,n}
en més de dos puntos, es decir I; NI' = z y [; NI’ = y para z # y entonces
{z,y} € l; y {2,y} € !’ entonces I; = I por el axioma (L), lo cual no es

posible.
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Por otro lado, como cualesquiera dos lfneas se intersectan en un punto,
por el axioma (P Py), entonces la linea !’ intersecta a cada linea del conjunto
C! y a la linea | una tnica vez y por lo tanto cada lfnea es m-coloreable.
Més aun hay exactamente 2 puntos de algin color en cada lfnea. Entonces

IL, ~ C! es n-coloreable. a

|2

Figura 4.2: Un haz de n--1 lfneas tal que si borramos n lineas (sin sus puntos)
podemos colorear todos los puntos de cada lfnea con un color usando los n

colores excepto una linea (que no borramos) que es n-coloreable

Observemos que si aplicamos este teorema a Iz obtenemos que II; menos
2 lfneas es 2-colorcable pero el teorema 37 de este capitulo mejora claramente

este resultado.

Notemos que si z es un punto al infinito y quitamos la clase de paralelismo

C! como consecuencia del teorema anterior obtenemos el siguiente resultado:
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Corolario 39. Un plano proyectivo de orden n menos una clase de parale-

lismo es n-coloreable.

A continuacién resolveremos la misme pregunta para planos afines.

Sea A, un plano affn de orden n construido a partir de un plano proyectivo
de orden n menos una linea [. Sean = € [ y sea C,, una clase de paralelismo
cualquiera que pasan por z. Notemos que C, esté formado por n lineas que

no se intersectan en el plano affn, es decir son paralelas.

Teorema 40. Fl plano afin de orden n menos una clase de paralelismo es

n-coloreable.

Demostracion. Sean {ly,...,1,} las lineas del conjunto C, ordenadas de iz-

quierda a derecha.
Exhibiremos una n-coloracién de A, ~ C, de la siguiente manera:
Colorearemos los puntos de la linea I; de color C; para ¢ = {1,...,n}.

Cualquier linea del plano afin | € C, intersecta una tnica vez a cada

ltnea del conjunto C,.

Caso i) Supongamos que la lfnea [ intersecta a lfnea [; para alguna i =
{1,...,n} en mas de dos puntos, es decir INl; = zy INl, =y para z £ y
entonces {z,y} €l y {z,y} € l; entonces | = [; por el axioma (L;), lo cual

no es posible.

Caso ii) Supongamos que la lfnea [ no intersecta a la lfnea I; para alguna

t = {1,...,n} entonces la linea ! tiene a lo més n — 1 puntos, lo cual no es
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posible porque cada lfnea tiene n puntos.

Entonces la llnea [ intersecta a cada lfnea del conjunto €, una tnica vez

y por lo tanto cada lfnea es n-coloreable. O

En la figura 4.3 mostraremos una 3-coloracién de un plano affn algebraico
de orden 3 menos la clase de paralelismo de pendiente 1 (ver capftulo 2 seccion

1 para entender la figura).

Figura 4.3: Una 3-coloracionde un plano affn de orden 3 menos las lineas de

pendiente 1

Como mencionamos al principio de este capitulo combinaremos todos los
conceptos vistos en los cap{tulos anteriores. Asi que los siguientes resultados

serén sobre coloraciones balanceadas en planos proyectivos y en planos afines.
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4.2. Coloraciones balanceadas de subconjuntos

de planos proyectivos y afines.

Claramente el siguiente resultado s6lo tiene sentido cuando el orden de

los planos proyectivos es impar.

Sea z cualquier punto del plano proyectivo de orden n y sea C, una clase

de paralelismo entonces |C,| =n + 1.

Teorema 41. El plano proyectivo de orden n menos una clase de paralelismo

C, tiene una 2-coloracién balanceada.

Demostracién. Sean {ly,...,l,4+1} las lfneas del conjunto C, ordenadas de
izquierda a derecha, definiremos dos subconjuntos ajenos de puntos que usa-

remos para exhibir una 2-coloracién balanceada de II, ~ C,.
Sean E = {l,- eC, [i= l,...,"—;—l-}.
F={lLeC /i=22+1,.,n+1}.

Colorearemos los puntos del conjunto E de color azul y los puntos del

conjunto F' de color verde.

1Como cualquier lfnea | ¢ C, intersecta una tnica vez a cada lfnea del
conjunto C, entonces cada l{nea tiene exactamente * puntos de cada uno

de los colores. Por lo tanto II, ~ C; tiene una 2-coloracién balanceada. O

'La demostracién de esta afirmacién es analoga a la demostracién de la afirmacién del

Teorema 20.
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En la figura 4.4 daremos una 2-coloracién balanceada de PG (2,3) me-
nos la clase de paralelismo de pendiente 1 (ver capftulo 2 seccién 1 para la

descripcion del plano proyectivo algebraico).

Figura 4.4: Una 2-coloracién balanceada de PG(2,3)m menos las lineas de

pendiente 1 e infinito

Curiosamente si definimos a C, = C, ~ [ (como en la seccién anterior )
y le quitamos un subconjunto de la clase de paralelismo al plano proyectivo
de orden n el teorema 41 de este capftulo es falso (esto lo probaremos en
el siguiente teorema), es decir el plano proyectivo menos n lfneas incidentes
no tiene una coloracion balanceada mientras que si quitamos una lines més

incidente a las anteriores obtenemos una coloracién balanceada.

Teorema 42. Un plano proyectivo de orden n menos un subconjunto C! no

tiene una 2-coloracidn balanceada.



52 JUGANDO CON PLANOS PROYECTIVOS Y AFINES

Demostracién. Supongamos que [T, ~ C, tiene una 2-coloracién balanceada.
Sea x un punto de color i y como cada linea tiene 2 puntos de cada color
entonces cada l{nea que pasa por z tiene ﬂjz'—l puntos de color j y en total

P
el haz de lfneas que pasa por z tiene exactamente 1"—’;1)— puntos de color j

n3—1
2

con j # iy los puntos restantes del haz son de color ¢ nétese que ya
coloreamos todos los puntos del plano proyectivo y denotaremos por [, al haz
de lfneas que pasa por z entonces dicho haz de lfneas tiene més puntos de j
que puntos de color ¢ es decir la 2-coloracién balanceada que induce un haz
de lfneas desde un punto de color i tiene menos puntos de color ¢ que de color

J ast que |G| < |Gyl

Sea p’ es un punto fijo de color j en esta coloracién del plano proyectivo,
haciendo el mismo andlisis tomando el haz de lfneas [, que pasa por p podemos
concluir que sucede lo mismo, es decir |C;| < |Cj| lo cual no es posible porque
en esa coloraciéon |C;| < |Cj| por el primer parrafo. Por lo tanto I, ~ C,, no

tiene una 2-coloracién balanceada. O

Como el plano proyectivo de orden n menos una lfnea (también quitamos
los puntos) es igual al plano affn de orden n entonces es suficiente quitarle una

clase de paralelas al plano affn para poder 2-colorearlo de manera balanceada.

Sea x un punto de I, que no es un punto del plano affn obtenido a partir
de I1,, menos una lfnea [. Notemos que la clase de paralelismo C, asociada al
plano afin (definido como en la seccién anterior) contiene n lineas del plano

affn que no se intersectan.

Claramente el siguiente resultado sélo tiene sentido cuando el orden del

plano affn es par.



COLORACIONES BALANCEADAS DE SUBCONJUNTOS PROYECTIVOS Y AFINES 53

Teorema 43. Ll plano afin de orden n menos una clase de paralelismo C,

tiene una 2-coloracién balanceada.

Demostracién. Sean {lq,...,1,} las lineas del conjunto C, ordenadas de iz-
quierda a derecha y definimos dos subconjuntos ajenos de puntos que utili-

zaremos para exhibir una 2-coloracién balanceada de A, ~ C,.
Sean E={1l;€C, / i={1,..,2}}.
F={lLeC,/i={2+1,..,n}}

Colorearemos los puntos del conjunto E de color azul y los puntos del
conjunto F de color verde?, Como cualquier linea | ¢ C, intersecta una
Unica vez a cada linea del conjunto C, entonces cada linea tiene exactamente

7 puntos de color azul y 7 puntos de color verde.

Entonces A, ~ (', tiene una 2-coloracién balanceada. O

En la figura 4.5 daremos una 2-coloracién balanceada del plano affn del

plano de Fano menos las dos lineas de pendiente infinito.

*La demostraci6n de esta afirmacién es angloga a la demostracién de la afirmacién del

Teorema 42.
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Figura 4.5: Una 2-coloracién balanceada del plano affn del plano de Fano

menos 2 lineas
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