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Introduccion

La computacion cudntica es una teoria que estd actualmente en desarrollo.
Aunque se han propuesto algoritmos (como el de Shor [1] y el de Groover [2])
que demuestran su poder para cierto tipo de célculos, no se ha encontrado atn el
sistema fisico idéneo que sirva como componente basico de una computadora
cuantica.

En esta tesis se lleva a cabo una simulacion, mediante una computadora
clasica, del funcionamiento de algunos circuitos cuanticos. En el capitulo 1 se
dan algunas definiciones, como las de qubit, compuerta logica, etc., relacio-
nandolos con eigenestados, operadores unitarios, etc., los cuales son conceptos
basicos que se manejan en un curso introductorio de Mecéanica Cuéntica. En la
segunda seccion de este mismo capitulo, se define la transformacion de
Hubbard-Stratonovich, la cual nos permitira traducir un problema de cémputo
cuantico a un lenguaje binario programable en una computadora clasica. Esto se
logra mediante la descomposicion de los circuitos o compuertas logicas de N
qubits a N compuertas de un solo qubit, incorporando un conjunto de campos
auxiliares fluctuantes y convirtiendo a la computadora en "no determinista”, lo
cual para nosotros es reflejo de su naturaleza cuantica.

La simulacion de la computadora cuantica como solucion de un sistema de
ecuaciones diferenciales estocasticas en términos de los campos auxiliares y su
solucion como proceso estocastico son abordados en el capitulo 2. También se
ejemplifica en forma sencilla la simulacion con una transformada de Fourier
rapida.

En el capitulo 3 se presenta una aplicacioén al problema de las compuertas
CNOT que enredan estados. Como ejemplo de este tipo de sistemas estan los de
dos particulas con espin que se representan experimentalmente mediante
Resonancia Magnética Nuclear (NMR por sus siglas en inglés). Finalmente se

presentan las conclusiones generales de la tesis.



Capitulo 1

Aspectos Teéricos.

1.1. Computacién cuantica

La computacion cuéntica se puede definir en un contexto donde la esen-
cia de la informacion pasa de ser de naturaleza clasica a cuantica [3]. En la
computacién clasica se utiliza un sistema binario como base para determinar
el estado de las cantidades minimas de informacion o bits (binary digits).
Los sistemas cuanticos podemos encontrar aquéllos sistemas cuyos estados
propios o eigenestados son andlogos a los del sistema binario; este tipo de
sistemas poseen s6lo dos eigenestados, a los cuales llamaremos |0) y |1) den-
tro de esta analogia. Sin embargo cualquier combinacion lineal de ambos
(A]0) + e [1) A, e R) puede ser un eigenestado valido también. Este hecho,
aunado a que los eigenestados son vectores ortonormales que forman una
base en el espacio de Hilbert del sistema en estudio, constituye una de las
principales diferencias entre la computacion cudntica y la clasica. Otra de las
diferencias es que la informacion del estado del sistema en todo instante de
tiempo es de caracter probabilistico. Al analizar el sistema obtendremos que
se encuentra en el estado |0) con una probabilidad [A|* o en el estado |1) con
una probabilidad ||?, con |x|*+|\|* = 1. Esto implica que no podemos hablar
de valores deterministas de salida como los que resultan de la computacion
clasica.

Uno de los primeros cientificos en sugerir un sistema cuantico como com-
ponente basico para ensamblar una computadora fue Richard Feynman [4].
Esto lo plante6 como una respuesta a la pregunta: “; Una computadora clasi-
ca puede simular probabilisticamente la fisica cudntica?”, el mismo Feynman
establece que “es imposible representar los resultados de la mecénica cuéntica
con un aparato clasico universal” la razon con la cual justifica este argumento

es que “la diferencia entre un mundo probabilistico clasico y las ecuaciones
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del mundo cuéntico es que de alguna forma u otra parece como si las probabi-
lidades pudieran ser negativas y no sabemos como simularlas”. Para resolver
este problema lo més logico es tratar de construir una computadora cuyos

componentes sean sistemas de naturaleza cuantica.

1.1.1. Quantum bits (qubits)

Un sistema que tenga dos estados cuénticos linealmente independientes
(como un sistema con espin total 1/2) es candidato para la computacion
cuantica, puesto que las operaciones computacionales pueden ser reducidas a
operaciones booleanas de bits (informacion que solo tiene los valores binarios
0 o 1). Los sistemas cudnticos de este tipo se les llama qubits (quantum
binary digits) y sus dos diferentes estados se denotan como [0) y [1), |[+) ¥
|—) (espin hacia arriba y espin hacia abajo respectivamente). Este conjunto

de estados puede representarse como una base canénica [5], es decir,

Iy — < (1) ) | (1.1)

Muchos sistemas han sido propuestos con el fin de ensamblar una compu-
tadora cuantica y muchos de estos sistemas han presentado un comporta-
miento que podria facilitar la implementacion de sistemas de lectura y escri-

tura de qubits. Dentro de estos sistemas podemos mencionar los siguientes:

1. En los ultimos anos se ha encontrado que algunos sistemas macroscopicos
pueden tener un comportamiento cuantico, como p. e. los superconducto-
res |6, 7]. Uno de los grandes retos de la mecanica cuantica es que a nivel
macroscopico no se habia podido demostrar la superposicién coherente
de dos diferentes estados cuénticos. Se ha mostrado por primera vez en
[6] que un par de Cooper en un superconductor presenta superposicion
de dos estados cuanticos de carga. Puesto que este sistema solo tiene
dos estados, es un candidato propicio para la computacion cudntica. Por
otra parte, Plantenberg et al [7] ha construido compuertas logicas como la
compuerta CNOT en un sistema superconductor lo cual hace més factible

la utilizacion de estos elementos como base de una computadora.
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2. Las imperfecciones de un cristal de diamante (estos centros de color le
dan un tono rosa al diamante) conocidas como vacancias de nitrogeno,
pueden ser manipuladas apropiadamente para generar qubits |8, 9] . Estas
vacancias de nitrogeno (V N) tienen dos estados de carga: Neutra (V N°)
v con carga negativa (VN7). Esta ultima tiene un electron extra que es
probablemente donado por otro defecto del nitrogeno. Existen seis &tomos
que son los vecinos mas cercanos, que no forman un enlace con el defecto,
de esta vacancia, estos atomos tienen un estado base con espin total S = 1
donde el nimero cuintico magnético my = +1,0, —1. Un estado de espin
en el centro VN~ puede ser preservado por més de 50 microsegundos a
temperatura ambiente. Este es un logro importante, puesto que algunos
estados de espin no pueden mantenerse por tanto tiempo. Sin esta cuali-
dad no seria posible ejecutar una operaciéon que “lea” o “escriba” sobre los
estados de espin de este sistema. Son necesarios fotones en la frecuencia
de las microondas para manipular los estado de espin de la vacancia.

3. Muchos otros sistemas que tienen dos niveles como fotones [10] , &tomos
[11] y iones [12, 13, 14|, han sido usados para almacenar informacion
cuantica en forma de qubits, lo cual ha abierto la puerta para que una
computadora cuantica de muchos qubits pueda realizarse finalmente con

sistemas macroscopicos como los mencionados anteriormente.

1.1.2. Compuertas logicas.

Cada operacién sobre nuestros qubits se puede representar mediante ope-
radores unitarios [15] que llamaremos compuertas logicas. A las compuertas
que pueden operar en estados que sean el producto directo de muchos qubits:
la1) @ |az) @ -« |an) se les llamara compuertas de N qubits. El hecho de que
los operadores sean unitarios implica que la operacién es reversible dado que
la operacién inversa siempre existe; es decir, si nosotros operamos a nuestro
sistema de qubits con el operador U al resultado que obtengamos tendremos
que aplicar U~! para obtener el valor inicial de la informacion. Es decir,
UTU [¢) = ).

Si tenemos un sistema de N qubits necesitamos un operador en forma
matricial que tenga 2V x 2V elementos como compuerta para poder operar
sobre el conjunto de qubits.

Se ha demostrado [15] que cualquier compuerta que actia sobre un sis-
tema de N qubits puede ser descrita en términos de dos operaciones bésicas:
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una llamada la operacion de rotaciéon y la otra una operacion de dos espines
llamada la compuerta controlada y negada (Controlled-NOT o también cono-
cida como CNOT), por lo cual estas compuertas se denominan universales.
Sin embargo, ésta no es la dnica posibilidad de obtener todo tipo de com-
puertas a partir de operaciones basicas, por ejemplo se ha mostrado [16] que
también las compuertas de dos qubits son universales. Cualquier conjunto
de compuertas a las que pueda ser reducida cualquier operacion de qubits,
se les llama compuertas universales, por ello su estudio es primordial para el

objetivo de esta tesis. A continuacion se definen estas dos compuertas bésicas.

1. Las compuertas de rotacion.

Un qubit, en la forma mas general, puede ser representado por el estado
al0) + b|1) donde |a|® + |b]*> = 1. Este estado puede verse como un punto
en una esfera de radio uno, es decir la norma del qubit es igual a uno si
a = cosf) y b = e¥sinf, donde los adngulos (0, ) determinan la posicion
de nuestro punto. Esta esfera es llamada la esfera de Bloch [17] y el vector
(cos @ sin @, sin psin @, cos ) es llamado el vector de Bloch. Las compuertas
de rotacion representan las rotaciones en los tres diferentes ejes de un vector
de Bloch. Estas compuertas se pueden expresar en términos de las matrices

de Pauli en la forma:

, cosa  tsina
eleOé — < o ) , (12)
isina cosa
) cOS sin
giows (08P sing ) (1.3)
—sinfgd cospf

, e 0
g1 — ), 14
< 0 e ) (14)

donde «, 3, v son los angulos de rotacion.

2. La compuerta CNOT

Esta es una compuerta de dos qubits |a) @ |3) o simplemente |a3). Este
tipo de qubits pueden tener cuatro estados: |+-+), |[+=), |—+), y |[——) (por
convencién se usard una notacién similar a la empleada en los problemas de
espin 1/2). La compuerta CNOT permite que dependiendo del valor de uno
de los dos qubits (al cual llamaremos qubit de control ) el valor del otro qubit
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(al cual llamaremos qubit de destino) se cambie por el valor negado! de este
segundo qubit. Esto sin que el valor del qubit de control cambie.

Por ejemplo, supongamos que el segundo qubit 3 es el qubit de control y
que el primer qubit « es el qubit destino; queremos una transformacién donde,

12

si el valor del qubit de control es “-” entonces el qubit de destino cambie su

valor por el valor negado sin que el valor del segundo qubit cambie. Esto

define las siguientes transformaciones:

) = ),

=) = 1=1),

[+=) = 1==),

=) = [+=), (1.5)

como vemos el primer qubit s6lo cambia cuando el segundo qubit es negativo
y el valor del segundo qubit no cambia.
Estas transformaciones en particular se escriben en forma matricial de la

siguiente manera:

Cl

, (1.6)

o o O
o o = O
_ o o O

_ o O

0

donde el superindice indica que el primer qubit es el qubit de destino y el
subindice implica que el segundo qubit es el de control y que el estado del
sistema cambia solo cuando este qubit de control es negativo.

Existen otras tres matrices que dan todas las posibilidades de combinacion
de qubits de control y de destino.

El método que se utilizara para simular los resultados de una computadora
cuéntica estd basado en el trabajo de Cerf y Koonin [18|?. En este método,
una de las principales condiciones para su puesta en marcha es que cada una
17Elvalor negado de + es - y viceversa

2 Este tratamiento ha sido generalizado a compuertas de n qubits por Manssur y
Portugal [19]
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de las compuertas de dos qubits que se utilice en un circuito cuantico sea
transformada en dos compuertas de un qubit por medio de la transformaciéon
de Hubbard-Stratonovich, la cual abordaremos en la siguiente seccion.

1.2. Transformacion de Hubbard-Stratonovich

El objetivo de esta seccidon es la descomposicion de cada compuerta de dos
qubits que componen un circuito cuantico en términos de dos compuertas de
un solo qubit. Para ello utilizaremos la transformacion de Hubbard-Stratonovich.

Es importante senalar que en esta tesis solo trabajaremos con compuertas
de dos qubits, por lo que llamaremos a los qubits de entrada a y b.

Cualquier circuito cuantico se puede descomponer en términos de un pro-
ducto de n compuertas logicas cada una denotadas U; (operadores unitarios)

que puede ser representada por una matriz de dimensiéon 2" x 27, es decir:

1
v=[Jvi=0....Us, (1.7)

donde las U; son las compuertas individuales que componen el circuito, las
cuales actiian sobre dos qubits de entrada a; v b;. U es la matriz resultante y es
la compuerta que representa el algoritmo que llevara a cabo nuestro circuito
cudntico. Se hace notar que éste es un producto ordenado de izquierda a
derecha por lo que los qubits (kets de entrada), sobre los que se ejecuta el
circuito, primero son operados por U, después por U,,_; y asi sucesivamente
decrece el indice de las compuertas a operar hasta llegar finalmente a U;. Es
decir U |¢py = Uy -+ - Uy, [0).

Cada compuerta U; se representa por un operador unitario, por lo que
es natural que nosotros la expresemos en forma exponencial; una compuerta

que actia sobre dos qubits a; v b; se puede escribir en general como:

Us = e~ idioBi (1.8)

en donde A; y B; son compuertas que actian sobre un solo qubit, A; opera
solo sobre a;, B; solo opera sobre b;, y a; es un nimero real arbitrario.
El argumento de la exponencial puede ser expresado de la siguiente ma-

nera.
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i Ay @ By = oy (Ay—1 L)@ (By— oy L) o ;0 Bivias Ao L —iami [; 0041

(1.9)
siendo o; v 7; los campos reales auxiliares correspondientes a la i-ésima com-
puerta e I; es la matriz unidad de 2 x 2 elementos que actia sobre los qubits.
La funcion de estos campos auxiliares es enlazar (mediante una suma de
estos campos auxiliares), los dos qubits de entrada que en un principio son
independientes, dado que el sistema inicial debe ser descrito como un pro-
ducto de estados. Estos campos auxiliares tienen solo sentido fisico cuando
su promedio en un tiempo de simulacion (este tiempo no tiene relacién con
el tiempo de nuestro sistema), converge a un valor especifico ésto es porque
las observables de nuestro sistema dependeran de esos valores. Utilizando la
propiedad selectiva de la funcion delta de Dirac podemos expresar U; en la

siguiente forma integral:

Uz' = / dUie_iaiAi®UiIi6(Ii (029) (Bz - Uzlz)) (]_]_0)
donde la funcién delta a su vez tiene la representacion integral siguiente:

0 @ (B; —0:l})) = / dpie_%ipili@(Bi_UiIi). (1.11)

— o0

Ti04

Si definimos a p; = sustituyendo en (1.11) obtenemos

2w
i |
0L @ (B; — o:1})) = o / driceteTili@(Bimoils) (1.12)

Por lo tanto, de (1.10) y (1.12) se sigue que:

o0
[, = i do.,dT,a,6_iaiAi®0'iIi_iaiTiIi®Bi+iaiTiIi®0'iIi (1 13)
T T T T . .
27
—_—0
Finalmente la transformacion de U, que representa al circuito cudntico com-
?

pleto, queda expresada de la siguiente manera:
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g 1
U= /H da,dn) exp < Zam[ @ o; ,) H (7)), (1.14)

donde V(O’z) —e —to A Q0315 y W (Tz) _ e—zaiTiIi®Bi'

Reescribiendo la ecuacion (1.14) en forma compacta, tenemos que:

o2 1
= / Do exp <Z Z Oéz'Tz'Iz' & UzL) U[O'], (115)

donde Do = [],_, (Zdo;dr;) es la medida sobre los campos auxiliares y U[o]
es la transformacion unitaria resultante de transformar todas las compuertas
de dos qubits en dos compuertas de un qubit. Obsérvese que o (sin subindice)
hace referencia a todos los campos auxiliares o; v 7;. La ecuacion (1.15)
representa la transformacion del circuito cuantico que inicialmante estaba
representado por operadores de dos qubits, en términos de compuertas de un
solo qubit, representados por las matrices V; y W;.

Donde Ulo]| es el producto de compuertas de un bit:

ol =] v"el, (1.16)
=1
con,
UWo H U” (04, 71), (1.17)
donde se define

V;(O'z) Si l — Uy,
U0 m) = A Walr) i 1=, (1.18)

I; en olro caso.

Analogamente si nosotros quisiéramos saber el valor de U' tendrfamos

a1 £ ! / B
que utilizar otros campos auxiliares o; y 7; tales que:

Ut = /Da exp <—ZZOZ,TI ®a'l> Ulot). (1.19)



Capitulo 2

Simulacidén estocastica de la

computadora cuantica.

Supongamos ahora que nuestra compuerta [/ esta asociada a una observa-
ble O. Esta suposicién es muy ventajosa puesto que recuperamos el método
para calcular valores esperados de la mecénica cuantica y ademas tenemos
tanta libertad para definir nuestra observable que incluso podemos definir
una que tenga una varianza igual a cero; es decir, U seria una compuerta
determinista.

Entonces supongamos un circuito que toma en cuenta un total de L qubits
de los cuales L, son qubits previstos, que puede ser que su valor no cambie al
operar nuestro circuito o pueden ser qubits cuyo valor no interese a nuestros
objetivos, y el resto L,, = L — L, son los qubits de salida del circuito, es
decir, los qubits que se quieren medir. Por otro lado supongamos que el
valor de cada uno de nuestros qubits de salida puede ser medido como una
observable, v que estas observables pueden ser medidas simultidneamente.
Asumimos entonces que existe una observable cuyo operador es el producto

directo de los operadores de cada una de las observables de un qubit.

O — ﬁOu (2.1)

{m}

por lo cual podemos obtener el valor esperado de nuestra observable como

(01--- 0., |UtOPU| 0y ---0)
(01---0, |UTPU|0y---01)

donde [0y ---07) = [01) @1]03) - - - @ |0) es el producto directo de cada uno de

los estados iniciales! de cada qubit. Se hace hincapié de que este estado inicial

(0) - (2:2)
no puede ser un estado enredado (entangled state) dado que suponemos un

1 De aqui el valor 0 en los valores de los qubits; sin embargo esto representa un abuso
de notacién ya que puede haber confusién con el valor binario 0.
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estado separable; sin embargo, al operar con nuestras compuertas tampoco
se puede obtener un estado final enredado; no obstante, siempre podemos
hacer un mapeo de estados enredados a estados no enredados por medio de
una compuerta de traduccién como se verd en el siguiente capitulo.

Definiendo el proyector:

LP
P H |7p) (7! (2.3)
{r}
puesto que UU v U solo operan sobre los qubits de salida necesitamos del
proyector para que el resultado sea el correcto. De esta forma aseguramos
que la varianza de O sea cero cuando todos los qubits prescritos tengan el
mismo valor que el esperado por el proyector. En ese caso tendremos que la
salida de nuestro circuito serd determinista.
De las ecuaciones (1.15), (1.16), (1.19) y (2.2) se sigue que

- [ Do Do'et Siai(oimi—oir!) H1L:1 <Oz ‘Uﬂl] [o'] O Pl 1l [UH Oz>
[ DoDg'e =i mm=am) TTE (o (Ut [o7) PR (o] 0y)

(O) . (24)

Mas aun, ésto puede ser escrito como

[ DoDo'eTeeilom—am) 1L (0, | Ul [o'] PRU (6] 0) Ofo, o]

(O) . ,,
J Do Dot Zio7m= T I (0, [UTH) o] PRUT [o]] 0))
(2.5)
con Olo, 0’| siendo el “estimador” de O, definido mediante
L
0, |7t 517 ol pl g7l 0
< l‘ [U] [UH l> (26)

Olo,o'] = ;
o= = e prom oo,

donde OW es un operador asociado a una observable de un solo qubit. Hago
hincapié que en su representacion matricial este operador OY puede prestarse
a ambigiliedades dado que la matriz que representa un operador para el qubit
1 podria ser la misma que la matriz que representa un operador para el qubit
22, Ademés para saber univocamente el estado final de los qubits de salida,

necesitamos que se cumpla una de estas dos condiciones:

2 Estos casos seran sefalados con un ejemplo posterior
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1. En el caso de que trabajemos con observables de un qubit necesitamos
que esta observable tenga una probabilidad de 1°(tenemos el 100 % de
seguridad que los qubits estén en los estados correspondientes).

2. O en el caso de que 1. no se cumpla tenemos que trabajar con observables

de dos qubits. Lo cual no se hard en esta tesis.

Si definimos la accién de la siguiente forma:

_ _Zai (Uz'Tz' o +Zln <H <Ol UT[Z] P[Z]U[l] HOZ>> ’
z (2.7)

puesto que el logaritmo de una multiplicaciéon es la suma de los logaritmos:

L

Za, o — o)) +i y_In ({0, U o) PUUM o] 0)) , (2.8)

=1

Finalmente obtenemos

[ DoDg'e=*5110q, o]

0) = .
O = T D Dot

(2.9)

La forma en la que solucionaré esta ecuacién estocéastica es mediante el
método de la ecuacion de Langevin [20].

Cuando resolvemos una ecuacion integral el método mas comun es el
de dividir el intervalo de integracion en partes uniformemente distribuidas y
evaluar la funcion cuya integral queremos saber a lo largo de esta trayectoria.
Comunmente en la fisica los valores esperados de una cantidad O(c) (donde
o es un conjunto de campos) estd dada por la siguiente integral de linea:

0)e 5 do
e 2.10)

donde S(co) es la accion del sistema. Esta accion por lo general es real pudien-
do ser compleja [20] como en los sistemas con un potencial quimico, teorias
de norma con cargas externas y con fermiones ademés de teorias de campo en

el espacio de Minkowsky. Uno de los posibles métodos para evaluar el valor

3 En algunos casos puede sacarse més informacion del sistema aunque esta condicién
no se cumpla como veremos en el siguiente capitulo
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esperado (2.10) es el resolviendo ecuaciones tipo Langevin [21]|. La ecuacién

de Langevin para una accioén real es:
do  0S(o)
dt do
donde ¢ es el tiempo de simulacion. En esta expresion hay una fuerza de

+n(t), (2.11)

arrastre que es la derivada de la accion con respecto al campo y 7(t) es un
ruido blanco Gaussiano. Por ejemplo, en la mecénica clasica la accién esta
determinada por la funciéon de Hamilton y si nuestro campo es el momento
generalizado p;, aplicando las Ecs. de Hamilton obtendriamos la ecuacion de

Langevin que describe el movimiento Browniano [22]:

dp;
dt

con vy 0 constantes de proporcionalidad.

F =

= =74 + on(t), (2.12)

El ruido blanco Gaussiano obedece las siguientes propiedades:

(n(t)) = 0y ((t)n(t")) = o(t — 1), (2.13)

las cuales quieren decir basicamente que este ruido es de media cero, varianza
uno y que un valor a un cierto tiempo ¢ no esta correlacionado con el valor
del ruido en el tiempo ¢, por lo que la solucion de la Ec. (2.12) es un proceso
de Markov.

Supongamos que o,(t) es la soluciéon a la Ec. (2.11), si promediamos O
en un tiempo muy largo con esta soluciéon estaremos obteniendo el valor

esperado de la Ec. (2.10), es decir,

t+T
lim — /t dO(on(t)) — (O(0)) . (2.14)

T,t—00 T

Sin embargo la ecuaciéon de Langevin para una accién compleja esta de-
finida de la siguiente forma:

do  10S5(0)
d 2 do
es la forma que se utilizara en este trabajo.

+n(t) (2.15)

En la siguiente seccion se resolvera el circuito cuantico de la Transformada

de Fourier.
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2.1. Ejemplo: Transformada Rapida de Fourier

La transformada rapida de Fourier 1| estd compuesta por dos transfor-
maciones de Hadamard H, y H,, y una compuerta de dos qubits que es la
compuerta de fase controlada (5, arregladas en un producto de la siguiente
forma U = H,C\2H,. El circuito logico al que hacemos referencia tiene la

siguiente forma:

uibit 1

qubit 2

Figura 2.1. Diagrama del circuito asociado a la Transformada Réapida de Fourier.

en esta figura se ve que cada qubit es operado por una transformacion de
Hadamard y después cada uno de los estados intermedios (denotados por a
v b), son operados por la compuerta de fase controlada.

Definimos como estado inicial de nuestro sistema el estado 7'5 (101) + |141))®
—\}—2 (102) + |12)). Con ésto tenemos un estado inicial que podemos interpre-
tar como una funciéon constante de cuatro puntos, donde todos los estados
posibles del sistema se presentan con el mismo factor de peso: £(|01) |02) 4
101) [12) -+ |11) |02) + [11) [12)). En este caso ningin qubit es prescrito por lo
que el valor de L,, = L = 2. Por otro lado sabemos que la transformada de
Fourier de una funcion constante es una delta de Dirac, por lo que el resultado
esperado es una funciéon de un solo punto multiplicado con un factor de peso
de infinito; este factor de peso no puede ser reproducido por este método
dado que la tnica informacién que podemos determinar, hasta cierto punto
como lo hemos discutido al principio de este capitulo, es el estado en el que
se encuentran los qubits de salida.

Como pudimos ver en la seccion anterior, debemos descomponer todas las
compuertas de dos qubits en término de dos compuertas de un qubit, y puesto
que la dnica compuerta de dos qubits es la compuerta de fase controlada, se

tiene que Cj = ¢“4®Bcon A = B = ‘“2‘“ Yy w= 35 = cte. Asi
1 1 1
sl | (2.16)

Utilizando la descomposicion de Jordan [23] para obtener €', tenemos:
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012

o o o =
o o = O
[ = )

o o O

Por lo tanto

Ul(U) = Hleiw0<1_gz)/2 = L < ! ew.w ) )

VI 1 et
. 1 1 1
UQ(T) — 6WT<1_02>/2H2 = —= . , s
\/5 plwo  _piwt

2 1 — 6iw<0’+7’) 14 6iw<0’+7’)

1 14+ 6iw<0’+7’) 1 — 6iw<0’+7’)
Ulo] = Uy(o)Us(7) = = < :

La accion determinada por la ecuacion (2.8) es

1 iw(c—a’)
Slo,0'] = w(or —o'7') +iln <+67>

2

15

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

Con lo cual el sistema de ecuaciones estocésticas definido por la ec. (2.15)

son.:
i —1/2) - Ctan (Yo o))t
- — 9 — [ ni{— — o
a2V 1 am\g\VeTay)
do’  w,, W W
e e R ) e (— _') »
o 22(7' /)+4tan 2(0 o))+ Mo,
dr w n
_ = 71— 7_’
i 27 T
v w ,
=it e,

dt 2

(2.24)
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donde 7; es un ruido blanco Gaussiano. Las condiciones iniciales con las
que se resolvera el sistema de ecuaciones seran tomadas al azar. Esto es
para asegurar que la convergencia de la soluciéon no sea dependiente de estas
condiciones.

Nuestras observables estaran ligadas a la probabilidad de encontrar a los

qubits en los estados |0) o [1), es decir,

1 0
Oy =10} {0| = .
o=100=( o
0 0
o=ma={ .| (2.25)

Obsérvese que estos operadores no contienen algin indice en los qubits a
los que hacen referencia; ésto es porque en forma matricial no importa cual
combinacion de estos qubits pongamos (podemos poner las cuatro combina-
ciones diferentes de indices), la matriz resultante siempre sera la misma, con
lo cual si la probabilidad es diferente de 1 en alguna observable puede haber
una ambigiiedad en el estado de los qubits de salida.

Por lo que se sigue

1 (1+e“) (1+ e“'“'“’)

- 2.26
2 (1 + eiwlo—a’)) ' ( )

Oolo, '] =

O4[o,0'] = 0. (2.27)

para las cuales necesitamos el valor de los campos auxiliares arrojados por la
simulacion. Los valores esperados para estos campos como funcion del tiempo

se muestran en las figuras (2.2) a (2.6)

-~ (P. Real)
= {P. Imaginaria

000 | ot e o e et e

0,02

o0z

A

<g>

-0.05 4

0,08 -

0,10

0 50000 100000 150000 200000 250000 30000 350000
Tiempo de simulaciin(s)



Capitulo 2. Simulacion estocdstica de la computadora cudntica. LE

Figura 2.2. Evoluciéon temporal (en el tiempo de simulacién) de las partes real e
imaginaria de o

R [=+=(P. Real)
e e S::!;}i"ml: B e g op e LMY
Q.IS—I'.
a7 W e A s A SN ” 040
'# SN A 0,35+
r‘ 0304
__u‘\ Q24 | A 0254
‘? [ v o020
| 0,954
hoa || 0104
| 0.054
. | L e S
a0 ot 100 2000 250309 3000 3500 e e s
Thempo de Simulacion(s) Tiempo de simulaciin(s)

Figura 2.3. Evolucion temporal (en el Figura 2.4. Evolucion temporal (en el
tiempo de simulacién) de las partes tiempo de simulacién) de las partes
real e imaginaria de o’ real e imaginaria de 7
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04+
-’ﬂ 03+
¥ 02+
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Figura 2.5. Evolucién temporal (en el tiempo de simulacién) de las partes real e
imaginaria de 7/
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méDﬂ IBC:DOG ISD'DDG 20(::)00 250'000 JBC:JOG asu'cm
Tiampo de simulacion(s)

Tiempo de simulacion(s) | Campo {¢) | Campo (¢') | Campo (7} | Campo (7')
0.10001 0.09737 0.14442 0.31933 0.63088
9990.00 0.01769 0.01939 0.49832 0.50295
19980.0 0.01385 0.01165 0.50746 0.49445
29970.0 0.00473 0.00555 0.49663 0.50514
39960.0 0.00391 0.00483 0.50215 0.50347
49950.0 0.00225 0.00728 0.50242 0.50064
59940.0 0.00377 0.00313 0.50419 0.49684
69930.0 0.00781 0.00497 0.49963 0.49957
79920.0 0.00204 0.00044 0.49472 0.50483
89910.0 0.00405 0.00646 0.50019 0.49813
99900.0 0.00153 0.00359 0.50417 0.49371

18

Figura 2.6. Evolucion temporal de la observable descrita por la ec. (2.25)

Cuadro 2.1. Evaluacion de los campos auxiliares de la simulacion a diferentes tiem-
pos.

Como podemos ver en las figuras, los campos soluciéon para este circuito

rapidamente convergen a los valores

(0) = () =0,

) =) =3, (2.28)
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por lo que sustituyendo estos valores en la ecuacion (2.25) podemos asegurar
que el estado final en el que se encuentra los qubits de salida es el estado |00},
es decir, el estado final del sistema es un estado puro tal como lo suponiamos,
y hay un 100 % de probabilidad de que ése sea el estado final.

Asimismo trabajaremos con la transformada inversa de este resultado
que hemos obtenido. Si tenemos como estado inicial el qubit |0,05) es como
si tuviéramos una funcion de un solo punto, y al obtener la transformada de
Fourier de esta funcién tendremos que obtener una superposiciéon de los cua-
tro eigenestados posibles: A (]0,02) + [1,02) + |0;13) + |1115)). An&logamente
al caso anteriormente descrito la transformacion de Hubbard-Stratonovich

da como resultado que

' 1 1 wo

Ul(O') _ Hlezwtf(l—az)/Q — E < ! _eeiwa ) , (229)
. 1 1 1

U2(7_) _ 610.}7’(1—0'2)/2H2 — E < 6iw0 _ez'cm- ) X (230)

Esta vez la accion determinada por la ecuacion (2.8) es

1 iw(T—7")
Slo,0'] = w(or —o'7) +¢ln <+6f> , (2.31)
v las ecuaciones diferenciales (ec. (2.15)) a resolver son las siguientes:

do w n

-~ — iz )

di 2"

do'  w /L

A o,

a 20
=21/~ Ztan (S ) 4
T Y — _Can (i — »
a2V e C AR AN
dr’ ,w( , 1/2)+wt (w( ,)>+ (2.32)
— =1—(0 — —tan | —(7 — - .
a2V TR C AR AN

Definiendo los siguientes operadores de un qubit:

%mwm<;g>,
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Oy = [1) (1]

0 0
<0 1), (2.33)

tenemos las siguientes observables:

1
= ——— 2.34
OO[U,U] 2(1+€zw(7/))’ ( )
Ooilo, 0’| = il (2.35)
O T 9 (1 ety '
Owloo] — — 7 (2.36)
’ 2 (1 + 610.}(7’—7'/)) ’
, e—iWT/
Orlo,o'] = (2.37)

2(1 + ewlr=m))
Sin embargo, las ecuaciones (2.30) son completamente andlogas a las de
(2.23), solo hay que intercambiar ¢ «—— 7y ¢’ «— 7. Por la Ec. (2.27), el

resultado de la simulacion sera que:

(r) = () =0. (2.38)

De las ecuaciones (2.32) a (2.35) se tiene como resultado que:
/ / / !/ 1
Oolo, o'l = Ouilo, o'l = Oylo, 0’| = Oq1]o, 0’| = T (2.39)

Esto establece que todos los estados del sistema son igualmente probables.
Por lo cual podemos decir que el estado [0102) 4 |1102) + [0112) 4+ |1112) es el
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estado final, puesto que es el unico estado en el que todos los eigenvectores

tienen la misma probabilidad de ser medidos®.

Los valores esperados para los campos en el tiempo tiempo de simulacion

se muestran en las figuras (2.7) a (2.12).
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B e
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Figura 2.7. Evolucién temporal (en el
tiempo de simulacion) de las partes
real e imaginaria de o
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Figura 2.8. Evolucién temporal (en el
tiempo de simulacion) de las partes
real e imaginaria de o’
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Figura 2.9. Evolucién temporal (en el
tiempo de simulacion) de las partes
real e imaginaria de T
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Figura 2.10. Evoluciéon temporal (en
el tiempo de simulacion) de las partes
real e imaginaria de 7/

1 Parece que este estado superpuesto es el finico que puede determinarse con este
método sin utilizar una compuerta que rompa esta superposicion.



Capitulo 3

Aplicaciéon: Compuertas CNOT,
traductora y tratamiento de estados

enredados.

Nuestro sistema fisico esta conformado por dos particulas de espin 1/2,
por lo que tendremos cuatro posibles eigenestados del sistema [24] : |++),
[4+—=), |=+), vy |=—). Nos interesan las transiciones de baja frecuencia (que
involucra la transicion de espin de una sola particula) de los estados |+—) —
|—+) v |-—) — |+—)!. Estas dos transiciones pueden ser representadas por
un operador unitario (una compuerta logica de dos qubits), cuya dimension
es 4 x 4. La compuerta a la que hago referencia es una de las compuertas
CNOT:

Cy = , (3.1)

o o o =
o o = O
o o O
[ = )

donde el superindice indica que el qubit objetivo es el primero y el subindice
indica que el qubit de control es el segundo, y que la transicién se da cuando
este segundo qubit tiene signo negativo.

Sin embargo nuestro modelo no est4 completo de esta manera dado que
una de las propiedades peculiares de esta compuerta CNOT es que un estado
no enredado como el que podria ser el estado |[++) + |[+—) puede trans-
formarse en un estado enredado |++) + |——) . Este tipo de transiciones
no pueden ser descritas utilizando los métodos utilizados hasta ahora, dado
que primero necesitamos romper ese enredamiento, es decir, mapear estos
estados enredados en estados no enredados, de los cuales tengamos la segu-
ridad de identificar univocamente el estado enredado del cual provienen. En

pocas palabras, necesitamos una compuerta traductora que nos indique a qué

! Podemos trabajar con cualquier transicién posible si embargo solo se reportaran
estas transiciones
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estado enredado podemos llegar. Esta compuerta traductora proviene de la
transformacion de los llamados estados de Bell [17] a estados puros y engloba

las siguientes transformaciones:

1
— (J++) +]—— ),
ﬁ(l ) Hl==) = [+ )
1
= (=) = +) = [+,
1
S === ==,
= (=) = =) = == (32
(=) — =) = [—— ,
\/5 )
dando como resultado la matriz [5] que resulta de esta traduccion de estados:
0 01
0 1 10
T = (3.3)
-1 0 01
0 -1 10

Recordemos que éste es un producto ordenado, por lo cual la primer com-
puerta, la compuerta CNO'T enreda el estado inicial y la matriz de traducciéon
desenreda a este estado intermedio, v el resultado de esta traduccion es un
solo estado y no una superposicion de estados, es decir, la probabilidad de
encontrar a nuestro sistema en ese estado es 1. Basicamente lo que estamos
haciendo al traducir nuestro estado enredado es muy parecido a la accién
de medir una observable en la Mecanica Cuéntica, s6lo medimos un estado
que de ninguna forma est& superpuesto, aunque la ventaja de trabajar con
los operadores unitarios de nuestras compuertas es que nosotros si podemos
saber de qué estado ( enredado y superpuesto ) proviene el sistema.

Si se analiza el sistema antes de empezar con la simulaciéon se observara
que se puede predecir el estado final que ocupara nuestro sistema. Si el estado
inicial a trabajar es el estado [+) ® %(|+> +1]—)) la compuerta CNOT trans-
formara a este estado en el estado enredado %(Hﬂ + |——)), v finalmente
la traduccion nos llevara al estado |+-+). Este es el resultado que se intentara
reproducir a través de la simulacion.

Nuestra compuerta total estd representada por la matriz
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U=TC, = , (3.4)

o = O =
_ o = O

que puede ser escrita en términos de una exponencial ¢“4¢F con A = 1,
B = 0, y w = 7. Por lo tanto la transformacion de esta matriz a las dos

matrices que son funciones de los campos auxiliares la podemos escribir

cuw<6f'jg>, (35)

Un(r) — < cos(wr)  sin(wr) ) (3.6)

—sin(wr) cos(wT)
Si como hemos visto, el estado inicial a trabajar es el estado |+) @ %(|+> +
|—)) la accién S expresada por la ecuacion (2.8) queda como
S=wlo(r—=1)+0c(1 -7+ iln(cos(w(r — 7)), (3.7)

Por lo que las cuatro ecuaciones estocésticas a resolver (ec. (2.15)) son

do  w
- — 1_ o
7 U=
do’  iw, ,
hatd oy S | o,
TS G
= 20 % tan(u(r — ) 1
oy 0T ytan(w(r =7 N,
AT 9 an(w(r — ) + (3.8)
a2 2 - '

Definiendo las siguientes observables de un qubit

00|ﬂ<w<;g>,

ol|4«4<gf>, (39)
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utilizando la expresion (2.6) finalmente llegamos a

cos(w(rT — 7')) + sin(w(r + 7))
2cos(w(T —7'))

Oolo, o' =

Ol [0.1 0!] = 0. (310)

3.1. Resultados

Se resolvieron las ecuaciones de (3.8) con diferentes condiciones iniciales
tomadas al azar.

Los resultados que arrojo la simulacion de la compuerta expresada por
las ecuaciones diferenciales de la ec. (3.8), se muestran en las figuras (3.1) a
(3.4):

—u— (P, Real)
o (P. Imaginaria) | oy = (P.Real)
05 | —e— (P. Imaginaria)
004 g l_.__i —e— - ————1 —1
ol = WL S 054
0,5+ |
|’I _
04 | P FI T 9.3 5 5 3
W e A 004 —g——0— -I'—--l— =41t
b ‘o S i s
2,0 v
254 0.5
3,0
as ; ; ; . ; 10 . ; : ; :
o 20000 40000 60000 E0000 100000 ] 20000 40000 50000 80000 100000
Tiempo de simulacion(s) Tiempo de simulacién(s)
Figura 3.1. Evolucién temporal (en el Figura 3.2. Evolucion temporal (en el
tiempo de simulaciéon) de las partes tiempo de simulacion) de las partes

real e imaginaria de o real e imaginaria de o’
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Como podemos ver en las figuras, el promedio de los campos auxiliares

tiende asintoticamente a valores bien definidos en un tiempo relativamente

corto, y arroja los siguientes resultados a diferentes tiempos.

Tiempo de simulacién(s) | Campo (¢) | Campo (¢’) | Campo (r) | Campo (7')
1 15.88+£7.94 17.68+8.84 28.86+13.68 15.36+£7.66
9999 0.11£0.63 0.04£0.51 1.00£0.43 1.01£0.94
19999 0.04+0.45 0.03+0.36 1.01£0.29 1.02+0.22
29999 0.03£0.37 0.0340.30 1.0140.24 1.00+0.18
39999 0.03+0.32 0.0240.26 1.014+0.21 0.99+0.16
49999 0.0440.28 0.03+0.23 1.01+£0.18 0.98+0.14
59999 0.04+0.26 0.04+0.21 1.00£0.17 1.00£0.13
69999 0.03£0.24 0.0440.20 1.00£0.16 1.00£0.12
79999 0.04£0.23 0.03%0.19 1.00£0.15 1.00£0.11
89999 0.04+0.21 0.03+0.18 1.004+0.14 1.004+0.11
99999 0.03+0.20 0.034+0.17 1.004+0.13 1.004+0.10

Cuadro 3.1. Evaluacion de los campos auxiliares de la simulacion a diferentes tiem-

pos.
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En la figura (3.5) podemos ver como es la evolucion de las observables en

el tiempo de simulacion.

Oo[u.ti']

o 000 4000 B0 B 10000
Tiempa de simulacinis)

Figura 3.5. Evoluciéon temporal de la observable descrita por la ec. (3.10)

Los campos tienden a los siguientes valores constantes:

()= () =1, (3.11)

por lo que al sustituir estos valores obtenidos en la Ec. (3.10), podemos
asegurar que el estado final en el que se encuentra los qubits de salida es el
estado |[++) es decir el estado final del sistema es un estado puro tal como lo
suponfamos, y hay un 100 % de probabilidad de que ese sea el estado final.

Por otro lado, si nuestro estado inicial es el estado |—) @ %ﬂ—} —|+)),
podemos ver que la compuerta CNOT nos llevaré al estado %(H——) —|=+))
por lo que el estado final al que se llegaria al traducir este estado de Bell
con la compuerta de la Ec. (3.3) seria el estado |——). Entonces si tomamos
el estado inicial como |—) ® %(]—) — |+)) la acciéon determinada por la Ec.
(2.8) es

S=w(o(r—1)+0'(1—17")) +iln(cos(w(r — 7))). (3.12)

Esta accion es la misma que la del caso anterior, por lo cual las ecuaciones
diferenciales a resolver son las mismas que las ecuaciones escritas en (3.8),
de las cuales ya tenemos la solucién. Aunque este problema parece comple-
tamente analogo al anterior, no lo es, puesto que las observables cambian de

papel de como las expresamos en la Ec. (3.10), es decir
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Oplo,a'] =0,

cos(w(r — 7)) + sin(w(r + 7))
2 cos(w(r — 1))

Ohlo, 0’| =

(3.13)

por lo cual podemos asegurar que el estado final del sistema es el estado

|——). Este resultado es tal como lo esperabamos.



Conclusiones

En esta tesis se demostrd que es posible simular algunos circuitos cuénti-
cos simples de dos qubits mediante una computadora clasica con la siguiente
restriccién: tanto la entrada como la salida deben ser estados no enredados.
Sin embargo, como lo vimos en el capitulo 3, se pueden manejar este tipo
de estados mediante una compuerta traductora e identificando uno a uno los
estados puros de salida con estados enredados resultantes de la compuerta
original. Cerf y Koonin [18|, quienes exponen la teoria més general, conside-
ran que el tratamiento de estados enredados puede ser factible sin ejemplificar
como hacerlo. Nosotros consideramos que ese intento estaba fuera del alcance
de esta tesis pero que podria ser abordado en un trabajo posterior.

Los resultados del ejemplo de la transformada directa e inversa de Fourier
(seccion 2.1) convergen en forma muy similar. Los campos auxiliares parecen
converger en todas sus componentes a su valor medio esperado en 320000
segundos en el tiempo de simulacién, con un error promedio del 1% . En
el proceso de realizar la transformada de Fourier y su inversa, demostramos
la reversibilidad intrinseca de los operadores unitarios que representan los
circuitos computacionales, atun cuando el proceso estocastico que simula el
computo cuantico es irreversible; esta aparente paradoja puede ser explicada
en el sentido de que las salidas de la computadora cudntica son muy cercanas
a valores deterministas con errores asociados menores al 1% en valor abso-
luto por una compensaciéon del campo debido al amortiguamiento del campo
estocéstico externo.

En el sistema tratado en el capitulo 3, los campos auxiliares llegan a sus
estados estacionarios en tiempos menores que 10000, los cuales son menores
que los expuestos en la transformada de Fourier y creemos que es debido a la
presencia de una compuerta traductora. Estos resultados se obtuvieron con
corridas realizadas en el servidor HP AlphaServer SC45 de DGSCA ocupan-
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do cuatro procesadores en donde el tiempo de reloj invertido fue alrededor
de seis horas por cada corrida. Este tiempo es extraordinariamente grande
comparado con el tiempo que le tomaria a una computadora cudntica real
realizarla.

Con las aplicaciones vistas en esta tesis se logré un mejor entendimiento
del mecanismo con el cual trabaja una computadora cuantica: obedece las
mismas reglas que los operadores unitarios de la Mecanica Cudantica cuyo
espacio natural es el espacio de Hilbert.

El procedimiento de simulacion expuesto es este trabajo podria ser apli-
cado a cualquier compuerta incluso extendido a estados de n qubits con
facilidad, siempre y cuando los estados no sean enredados.

Es pertinente senalar que en una computadora cuantica real hay otros
fenomenos colaterales como la interaccion con el medio ambiente. Esta inter-
accion se manifestard en formas de errores no previstos en una situacion ideal.
No obstante estos efectos pueden ser corregidos con circuitos que podrian

expresarse a su vez en términos de compuertas universales.



Apéndice: Algoritmos computacionales

El lenguaje de programacion que se utilizo para nuestra simulacion fue
el lenguaje C. El algoritmo utilizado para la resolucion de la ecuacion dife-
rencial de Langevin fue implementado por Greenside y Helfand [25] y es una
variacion del algoritmo de Euler para la resolucion de ecuaciones diferenciales
estocdsticas.

Si la ecuacion diferencial a resolver es expresada en como la Ec. (2.15)

con 0 = og + 1oy, ésta puede ser discretizada de la siguiente manera.

, 0S
O'R(tzqu) — O'R(tz') -+ (tz'+1 — tz)Re {—%%} + ti+1 — tz' n(tz) (314)
, 0S
O'](tzqu) = O'](tz') + (tz'+1 — tz)lm {—%%} (315)

con 7(t;) el ruido blanco Gaussiano que satisface la Ec. (2.13).
Para generar el ruido blanco Gaussiano se tomd6 como distribucion de
probabilidad [26]:

1 712/202

donde ¢ es la varianza de dicha distribucion sin embargo en la presente tesis se

(3.16)

utilizo6 una varianza igual a 1. Esta funcion de probabilidad puede obtenerse
de una distribucién uniforme f(¢) = 1 para ¢ € [0, 27| y una distribucion
exponencial p(t) = e~ con t € [0, 00|, puesto que podemos expresar la Ec.

(3.16) de la siguiente forma:

1

5= (@)p(t)dedt = g(x)g(y)dady, (3.17)

Siguiendose que
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e ‘dodt = e @2 qpdy. (3.18)

Esta ecuaciéon puede verse como una transformacion de coordenadas pola-
res (r,¢) a cartesianas con r = +/2t, por lo que las coordenadas (x,y) que

parametrizan la funcion de distribucion son

T = V2t cos p, (3.19)
y = V2t sin ¢, (3.20)

siempre y cuando ¢ provenga de una funciéon de distribucion exponencial. La
distribucién exponencial puede reescribirse en términos de otra distribucion

uniforme f(z) con z € [0,1]

p(t)dt = f(2)dz = dz, (3.21)
Que implica que

2(t) —2(0) =1—¢" (3.22)

si fijamos z(0) = 0 e invertimos la funcion finalmente tendremos la siguiente

expresion para i

t=—In(l—2). (3.23)

Esto implica finalmente que la expresiéon para las dos distribuciones Gaus-

sianas queda de la siguiente manera

x=+/—2In(1 — z) cos ¢, (3.24)

y=+/—2In(l — 2)sin ¢, (3.25)

con z,¢ dos distribuciones uniformes z € [0,1) y ¢ € [0, 27].
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