ASPECTOSTEORICOSDE LA SELECCION DE CARTERAS
EN ACTIVOSFINANCIEROS



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



1. Datos del aumno

Hernandez

Serrano

Martin

58 32 46 16

Universidad Nacional Auténoma de México
Facultad de Ciencias

Actuaria

097158978

2. Datos del tutor

Act.
Marina
Castillo
Gardufio

3. Datos del sinodal 1

Act.

Maria Aurora
Vadés
Michell

4. Datos del sinodal 2

Act.
Enrique
Maturano
Rodriguez

5. Datos del sinodal 3

Act.
Miguel
Santa Rosa
Sierra

6. Datos del sinodal 4

Act.
Analaura
Duarte
Carmona

7. Datos del trabajo escrito




Aspectos tedricos de la seleccion de carteras en activos financieros
78p
2007




Dedicada a:

Mi papa Jesls Hernandez. Gracias por tus consegjos Yy apoyo.

Mi mama Delia Serrano. Gracias por tu esfuerzo y respaldo.

Mis hermanas Milly y Mari. Gracias por su ayudarme tanto.

Toda mi familia y amigos que me apoyaron de manera incondicional en el reto derealizar
una carrera profesional.



CONTENIDO
INTRODUCCION

CAPITULO 1 INTRODUCCION A LOS CONCEPTOS CLAVE
1.1.- Sistema financiero
1.1.1.- Mercado financiero
1.1.2.- Mercado eficiente
1.1.3.- Mercado emergente
1.2.- La inversion
1.3.- Cartera de inversiones en una primera definicion
1.3.1.- Diversificacion
1.3.2.- Rendimiento y Riesgo
1.3.3.- Plazo
1.4.- Las inversiones de los inversionistas
1.4.1.- La industria del seguro
1.4.2- Fondos de inversion y fondos de pensiones

CAPITULO 2 TEORIA DE LA UTILIDAD ESPERADA
2.1.- El criterio del valor esperado para elegir entre alternativas inciertas
2.2.- Teoria de la utilidad esperada
2.2.1.- Relaciones de preferencia
2.2.2.- Loterias
2.2.3.- Axiomas para la teoria de la utilidad esperada
2.3.- Criterio de la utilidad esperada
2.3.1.- Funcién de utilidad
2.3.2.- Teorema de la utilidad esperada
2.3.3.- Caracteristicas de la funcion de utilidad
2.3.4.- Solucidn a la Paradoja de San Petersburgo
2.3.5.- Utilidad y rendimientos con distribucion normal
2.4.- Aversion al riesgo
2.4.1.- Equivalente cierto
2.4.2.- Coeficiente de aversion absoluta al riesgo de Arrow-Pratt
2.4.3.- Coeficiente de aversion relativa al riesgo
2.5.- Dominancia estocéstica
2.5.1.- Dominancia estocéstica y funcién de utilidad
2.5.2.- Criterios de media y varianza para la dominancia estocastica

CAPITULO 3 RENDIMIENTO, RIESGO Y TEMAS ACCESORIOS
3.1.- Rendimiento

3.2.- Volatilidad

3.3.- Venta en corto

3.4.- Valor en riesgo de un activo financiero

3.5.- Observaciones al supuesto de rendimientos con distribucion normal



CAPITULO 4 CARTERAS DE INVERSIONES
4.1.- Rendimiento y riesgo de una cartera
4.1.1.- Rendimiento de una cartera
4.1.2.- Riesgo de una cartera
4.1.3.- Ejemplos sobre el rendimiento y riesgo de una cartera
4.2.- Covarianza
4.3.- Correlacion
4.4.- La varianza de una cartera como funcion de sus ponderadores
4.4.1.- Portafolio eficiente
4.4.2.- Frontera eficiente
4.5.- Elementos de analisis convexo
4.5.1.- Conjunto convexo
4.5.2.- Existencia y unicidad del minimo de una funcion convexa
4.6.- Frontera eficiente
4.6.1.- Teorema de dos fondos
4.6.2.- Uso de la técnica de carteras de inversiones
4.7.- Utilidad esperada y carteras eficientes
4.8.- Inclusion del activo libre de riesgo
4.8.1.- El portafolio tangente
4.8.2.- Teorema de un fondo
4.8.3.- Aplicacion del teorema de un fondo
4.9.- Valor en Riesgo de una cartera

CAPITULO 5 MODELO DE VALORACION DE ACTIVOS DE CAPITAL
(CAPM)
5.1.- Limitaciones de la diversificacion
5.2.- Modelo de Valoracion de Activos de Capital CAPM
5.2.1.- Derivacion del CAPM
5.3.- Linea del Mercado de Valores
5.4.- Modelo del indice Unico (MIU)
5.4.1.- Ventajas y desventajas del MIU
5.5.- La beta y sus aplicaciones
5.5.1.- El Beta-VaR
5.5.2.- CAPMy WACC
5.5.3.- La beta de un portafolio

CONCLUSIONES
APENDICE

Al Qistribucién normal
A2 Algebra matricial

REFERENCIAS

39
39
39
40
41
42
42
44
46
46
46
46
47
48
51
52
53
55
58
58
59
60

62

62
63
64
65
67
69
69
70
70
71

72

73

73
75

78



INTRODUCCION

En la presente tesis se desarrolla la teoria del portafolio moderno a partir de un lengugje
matricial mostrando que el criterio media varianza es un caso particular del criterio de la
utilidad esperada. Se prueba la existencia y unicidad de los puntos que conforman la
frontera eficiente a partir de teoremas y argumentos de convexidad.

Se deriva el Modelo de Valoracion de Activos de Capital (CAPM) para toda una economia
utilizando unicamente &l teorema de dos fondos en presencia del activo libre deriesgo y la
igualacion de la oferta con la demanda del mercado de activos financieros. Se muestra
también e Modelo del indice Unico como herramienta para estimar la matriz de varianzas
y covarianzas.

En esta exposicion se responden cuestiones como ¢por qué os rendimientos de los activos
son logaritmicos y se distribuyen en forma normal més alla de la ley de los grandes
nimeros? Entre otras cosas, se analiza a la correlacién como un coseno y se da a la
volatilidad la interpretacion del lado mayor de un triangulo a partir del la ley de los
cosenos. Ademés de introducir el concepto de valor en riesgo con los model os delta-normal
y betaVaR para carteras.

Empero no todo e contenido se suscribe en margenes tedricos. Conceptos como la
eficiencia de los mercados financieros y e propio supuesto de normalidad de los
rendimientos de los activos financieros se contrastan con la realidad utilizando datos del
indice de Precios y Cotizaciones de la Bolsa Mexicana de Valoresy délar interbancario. La
realidad mas evidente, es la que serelata en el capitulo primero en el que se tratan de forma
somera los casos, en cuanto alas inversiones, de las instituciones de segurosy los fondos
de pensiones. El objetivo es mostrar la vigencia de la necesidad de apropiadas formas de
inversion tanto para los inversionistas institucionales como paralas personas fisicas.

El supuesto clave de esta exposicion es que a los inversionistas Unicamente |les preocupa el
rendimiento esperado y € riesgo cuando deben decidir entre diferentes aternativas de
inversion. Los tépicos torales son la volatilidad y e tratamiento de la misma a través de la
diversificacion.

Estatesis se divide en cinco capitulos. El primero de ellos, hace referencia de los conceptos
basicos presentes en la inversion en portafolios enfatizando la importancia de las buenas
formas de invertir en el sector asegurador y el sistema de pensiones. En el segundo capitulo
se muestra a la utilidad esperada como el medio para elegir entre alternativas aleatorias. El
tercer capitulo se dedicaa andlisis del riesgo, rendimiento y valor en riesgo para el caso de
un instrumento financiero ademas de presentar una observacién sobre e supuesto de
normalidad para los rendimientos de los activos. El pendltimo capitulo generaliza los
conceptos seflalados en el capitulo anterior para € caso de una cartera e indaga sobre la
naturaleza de la frontera eficiente a través del teorema de dos fondos en ausencia de activo
libre de riesgo y €l teorema de un fondo con el activo libre de riesgo. En la parte quinta se
deriva el CAPM para toda la economia y se muestran aplicaciones al respecto de la beta.



Con moativo de facilitar lalectura de los contenidos se ha disefiado un apéndice en el que se
revisan la distribucion normal y las operaciones del algebra matricial.



CAPITULO 1 INTRODUCCION A LOS CONCEPTOS
CLAVE

El presente capitulo tiene dos apartados: En €l primero de ellos se plantean los conceptos
basicos de la inversion en mercados financieros mientras que, en e segundo, se expresa la
importancia de las correctas formas de invertir en activos sujetos a riesgo a través de
carteras de inversiones en los casos del sector asegurador y del sistema de pensiones.

1.1.- Sistema financiero

El sistema financiero es el agregado de arreglos institucionales en e que se da la
transferencia de fondos prestables hacia |l as entidades que requieren financiamiento a partir
de entidades con recursos excedentes y a través de intermediarios financieros. Este sistema
cuenta con siete funciones basicas que a continuacion se enuncian:

1. Mecanismo de ahorro. El sistema financiero funge como receptaculo del ahorro
publico al ofrecer aternativas de inversion rentables y con un perfil de riesgo
relativamente bajo.

2. Almacén de riqueza. Es megjor ahorrar €l dinero en valores que bajo e colchdn u
otras aternativas que frecuentemente disminuyen el poder adquisitivo de los
recursos.

3. Otorgar liquidez. En e sistema financiero es posible convertir los activos
financieros en efectivo con una baja posibilidad de pérdida.

4. Proveedor de crédito. Los agentes econOmicos encuentran una fuente de
financiamiento en el sistema financiero atasas competitivas.

5. Sistema de pagos. Gran cantidad de pagos en las transacciones se realizan a travées
del sistemafinanciero. El pago de sueldosy salarios junto con las tarjetas de crédito
constituyen ejemplos de ésta funcion.

6. Espacio paratratar e riesgo. En el sistema financiero se encuentra la industria del
seguro para transferir 10s riesgos puros mientras que los riesgos especulativos se
manejan con diversificacion’.

7. Medio para la politica monetaria. El sistema financiero funciona como caja de
resonancia para las politicas del banco central como lo son las operaciones de
mercado abierto.

Los activos financieros son depdsitos de vaor que encarnan los fondos prestables. En
general, un activo es un bien que genera un flujo de beneficios alo largo del tiempo. Los
flujos pueden ser de consumo como la vivienda, o bien, de efectivo cuando se trata de
activos financieros. Acciones, bonos, derivados, divisas, commodities, productos
estructurados, entre otros muchos, son gjemplos de este tipo de activos.

! Un riesgo puro es aguel que en caso de ocurrencia Gnicamente produce pérdida. El riesgo especulativo
puede causar pérdidas y ganancias.



1.1.1.- Mercado financiero

El mercado se entiende como un mecanismo a través del cual oferentes y demandantes
intercambian bienesy servicios.

En una economia existen tres tipos de mercados:

1. Mercado de factores. En él, se comercian los factores de la produccion tierra,
trabajo y capital. Pagandose por ellos renta, salario, entre otros.

2. Mercado de productos. En este mercado se intercambian bienesfinalesy servicios.

3. Mercado financiero. Se trata de canalizar €l ahorro hacia agentes que requieren de
recursos mas alla de |os que poseen.

El mercado financiero es la parte toral de todo sistema financiero debido a que logra la
atraccién de ahorros ademés de establecer e tipo de interés y los precios de los
instrumentos financieros?.

Los conceptos de mercado eficiente y mercado emergente representan en primer término,
una idealizacion Util en la modelacién de los mercados financieros y, en segundo lugar, la
realidad en las condiciones de las finanzas en |os paises en via de desarrollo.

1.1.2.- Mercado eficiente

En un mercado eficiente los precios de los activos financieros reflgjan toda la informacién
disponibley por tanto son precios justos. Existen tres formas de eficiencia para un mercado,
a saber:

1. Forma débil de eficiencia. En esta circunstancia ningun individuo puede obtener
ganancias extraordinarias a seguir estrategias de inversién basadas en la
informacion historica de los precios. ES decir, los precios descuentan lainformacion
pasada teniéndose como resultado la pérdida de relevancia del andlisis técnico.

2. Forma semifuerte de eficiencia. En esta clase de eficiencia ningn inversionista
obtiene rendimientos extraordinarios a través de reglas generadas a partir de la
informacion publica disponible por lo que se dice que los precios descuentan tal
informacion y en este caso €l andlisis fundamental es marginal.

3. Formafuerte de eficiencia. En este tipo de eficiencia ningun individuo puede ganar
rendimientos por encima del mercado utilizando cualquier informacion. En este
caso se dice que los precios de |os activos siguen un paseo aleatorio.

Para saber si un mercado financiero es eficiente se puede hacer uso de sofisticadas técnicas
econométricas. Sin embargo, en ésta exposicion se recurre a una sencilla regresion lineal.
La llustracion 1 plantea la relacion entre los logaritmos naturales del indice de Precios y
Cotizaciones (IPyC) de la Bolsa Mexicana de Valores (BMV) de cadafin de mesy el valor

2 En este material se usan de formaindistintalos términos: activo, valor, instrumento financiero y titulo.



logaritmico del mismo indice con un mes de retardo para el periodo de 1981-2007.

RELACION ENTRE EL LOGARITMO DEL IPyC CON SUS VALORES PASADOS

12 -

y =0.9944x + 0.0613
R?=0.9988

12

Ln(IPyCt-1)

llustracion 1ElI mercado mexicano de acciones puede ser eficiente. Elaboracién propia con datos de
Banco de M éxico.

Notese que la recta gjustada tiene pendiente cercana a la unidad y la ecuacion que se
aproximaalasiguiente:

Ln(IPC)= a+ Ln(IPCy,) + &
Donde

IPC;: es el valor mensual del indice de Precios y Cotizaciones de la Bolsa Mexicana de
Valores.

a: eslaconstante de laregresion.

€. representa un error aleatorio.

Desde e punto de vista tedrico esta Ultima ecuacion significa que el rendimiento del
mercado Ln(IPC/IPC.; )= a + ¢ debe ser igual a un rendimiento esperado cercano a cero
mas, un error aleatorio debido a nueva informacion. Luego de introducir los datos del
mercado mexicano se tiene que Ln(IPyCt)=0.0613+0.9944* Ln(I PyCt-1).

L a evidencia empirica muestra que la hipotesis del mercado eficiente puede tener cabida en
el caso mexicano. Es decir, € rendimiento del IPyC esta en funciéon de la informacion
nueva por lo que se descarta lainformacion pasada.

Esto ultimo no significa que el mercado mexicano sea efectivamente eficiente debido a que



en el corto plazo (minutos, horasy dias) es posible predecir con precision razonable €l valor
de las acciones con ayuda del andlisis técnico o, en general, de informacién pasada.

1.1.3.- Mercado emergente

Se utiliza la expresion "mercado emergente” para designar al mercado financiero de un pais
en vias de desarrollo. Invertir en un mercado emergente supone asumir mas riesgos que
hacerlo en un mercado de un pais desarrollado debido a los factores tanto politicos,
econdmicos, sociales como deiliquidez de los titulos que cotizan en él.

En efecto, México es un mercado emergente y reflgjo de ello es que tres emisoras de la
BMV (América Movil, Walmex y Cemex) concentran arededor del 40% del peso en €l
IPyC por lo que casi lamitad del movimiento del mercado mexicano accionario obedece a
las emisoras sefial adas.

Un indicador relevante para los mercados emergentes es el que reflgja la posibilidad de su
incumplimiento en e pago de la deuda soberana en términos de una sobretasa en relacion a
rendimiento pagado por los titulos de deuda estadounidenses. Tal indicador recibe €l
nombre de riesgo pais y es medido a través del Emerging Market Bond Index (EMBI)
creado por el banco JP Morgan con base en una cesta de titulos de la deuda externa de 10
paises emergentes en proporciones que reflgjan e peso de cada uno en el mercado de deuda
soberana.

RIESGO PAIS DE MEXICO Y BRASIL DURANTE EL 2005
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Ilustracién 2 Las sobretasas por riesgo pais de México y Brasil cerraron el 2005 en 121 y 305 puntos
base respectivamente. Fuente: Elaboracién propia con datos del Grupo Financiero Banamex.

El riesgo pais se mide en puntos base en dblares y dar seguimiento a su evolucion es
practica comun de los participantes en los mercados financieros. La sobretasa por riesgo
pais puede tomar el valor desde unas cuantas decenas hasta miles de puntos base®. En la
[lustracion 2 se muestra la evolucion a la baja del riesgo pais en los casos mexicano y
brasilefio durante el 2005. Al 30 de diciembre del mismo afio |os bonos mexicanos debian

% El 9 de junio de 2005 Argentina alcanzé un riesgo pais de 6,777 puntos base.



pagar una sobretasa de 1.21%.
1.2.- Lainversion

En economia, la inversion se refiere a uso de recursos en la produccion de satisfactores
teniéndose como consecuencia la creacion de capital nuevo y se divide en tres clases:
bienes de equipo (nueva planta y equipo), construccion (nuevas viviendas) y variacion en
las existencias (disminucién o aumento de las existencias de una firma). Sin embargo, la
acepcion que encgja en esta exposicion es aquella que aduce la colocacion de recursos en
bienes o servicios de formatal, que a través de ellos, se esperan plusvalias. Lainversion se
puede realizar en dos facetas en la economia nacional o en el extranjero:

1. Directa. Serealiza en activos tangibles tales como maguinariay, activos intangibles
como la educacion. Esta clase de inversion generalmente es de largo plazo y
presenta poca liquidez.

2. Indirecta o inversién en cartera. Se refiere ala compra de instrumentos financieros
como acciones. Generalmente es de corto plazo dada la existencia de mercados
secundarios que otorgan liquidez a los activos financieros. La presente exposicion
trata este tipo de inversion.

Las inversiones no son completamente seguras, incluso las que se hacen en papeles
gubernamentales dado que estan sujetas a riesgos de mercado, crédito y operacional. El
riesgo de una inversion condiciona la rentabilidad ofrecida por la misma en funcion del
coste de oportunidad.

Unavez entendido € concepto de inversién €l siguiente paso es analizar la conveniencia de
una inversion sobre otra. En el caso de la inversion directa existen técnicas de evaluacion
de proyectos de inversién mientras que en lainversion en cartera, se hace analisis bursétil y
se cuenta con la Teoria Moderna del Portafolio que es el topico de esta exposicion.

1.3.- Carteradeinversiones en una primera definicion

Una cartera o portafolio de inversiones es un conjunto de al menos dos instrumentos
financieros en los que se ha invertido de forma simultanea. Los activos con los que puede
ser creada una cartera son variados y pueden proceder de los siguientes mercados:

Mercado de dinero. Instrumentos de deuda de corto plazo.

Mercado de capitales. Acciones, bonos e hibridos como los estructurados.
Mercado de derivados. Futuros, opciones, warrants.

Mercado de divisas. Monedas duras. Délar, euro, yen, franco suizo y libra.
Mercado de commodities®. Metales, ganado, granos, energéticos, entre otros.

Las carteras de inversiones sustentan su existencia en la idea de la diversificacion que

* Siempre y cuando cuenten con la liquidez necesaria para hacer alas inversiones de corto plazo.



facilitala disminucién del riesgo mejorando el rendimiento.

1.3.1.- Diversificacion
El siguiente ggemplo brinda unaideaintuitiva de lo que significa diversificar.
La fonda

En una pegueiia fonda se ofrece a los comensales limonada. En los dias calurosos, las
limonadas incrementan los ingresos pero en |os dias frescos la gente disminuye el consumo
de bebidas frias por 1o que se siente una merma en las ventas. S e duefio de la fonda
introduce en su carta algo de café, entonces, cuando los dias sean calurosos se podria
ofrecer limonada en tanto que en los dias frios se puede ofrecer café por lo que se
disminuye la posibilidad de pérdidas.

En este caso, la diversificacion de productos conduce a la compensacién de pérdidas en la
limonada por medio de las ventas de café en los dias frescos. Cuando los dias sean
calurosos disminuira la venta de café pero aumentara la venta de limonadas por 1o que en
ambos casos la posibilidad de pérdida se reduce.

La diversificacion encuentra sus origenes en la teoria de la diana elaborada por Alfred
Cowles en los afios veinte. Esta teoria indica que es preferible comprar de todo 1o que se
encuentre en el mercado accionario para formar una cartera diversificada. Cowles concluy6
gue una cartera diversificada es mejor, en promedio, que seguir las mejores estrategias de
inversion de los corredores de bolsa debido a pago de comisiones”.

Posteriormente la idea de Cowles se perfecciond a través de la Teoria Moderna del
Portafolio iniciada por Markowitz. No debe olvidarse la frase clasica de la diversificacion
“no poner todos |os huevos en una cesta’ debida a Tobin.

La clave de la diversificacion se encuentra en e grado de dependencia entre los
instrumentos que conforman una cartera. Tales relaciones de dependencia se estiman con la
correlacién aunque existen nuevas técnicas como las cépulas y las ultramétricas que
también son medidas de dependencia. Mientras menor sea la correlacion de los activos, la
cartera estara més diversificada.

1.3.2.- Rendimiento y Riesgo

Cuando se debe elegir entre dos carteras los indicadores més importantes son €l riesgo y €l
rendimiento que presentan.

El rendimiento muestra el crecimiento en el valor de la cartera. Se debe distinguir entre
rendimiento realizado y rendimiento esperado. El primero se refiere a rendimiento que en
la realidad tuvo el portafolio en tanto que el segundo es una estimacion del rendimiento
futuro de la cartera.

® Las comisiones para corredores o brokers son fijas sin importar la no existencia de ganancias.
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Frecuentemente el riesgo se define como la posibilidad de pérdiday se puede vincular con
un mercado a la bagja. Sin embargo, aln en este escenario es posible obtener ganancias
mediante posiciones cortas. Por tanto, en estas notas € riesgo indica la dispersiéon de los
rendimientos realizados con €l rendimiento esperado.

Tanto el rendimiento como el riesgo cuentan con diferentes métodos de estimacién como
promedios mdviles. Sin embargo, en este material se hace uso Unicamente del rendimiento
promedio y de la desviacion estandar como estimadores del rendimiento y del riesgo
respectivamente.

1.3.3.- Plazo

El horizonte de inversion es una estimacion del periodo de tiempo que debe transcurrir para
qua aumente la probabilidad de lograr el rendimiento esperado. La nocion de horizonte de
inversion est4 estrechamente vinculada a la de volatilidad. Cuanto més elevada sea la
volatilidad, mas prolongado debera ser el horizonte de inversion. De alli laimportancia de
un horizonte de tiempo adaptado a tipo de inversion.

Los modelos presentados en esta tesis tienen validez para un periodo Unico considerado
como €l tiempo minimo para rebalancear (cambiar la composicién) o bien liquidar la
cartera

1.4.- Lasinversionesdelosinversionistas

En los mercados financieros existen diferentes tipos de inversionistas. No obstante, la
necesidad de invertir y las condiciones en las que se encuentre el inversionista son los
factores que determinan |os tipos de inversiones en que participan.

Una institucion financiera puede contar con distintos portafolios con base a las politicas de
la alta direccidn. Asi, un banco, puede contar con un portafolio de trading conformado por
instrumentos liquidos para rebalancear con frecuenciay un fondo de pensiones compuesto
de instrumentos de mayor plazo con menor liquidez. Ambos portafolios pueden ofrecer la
posibilidad de explotar ciertos arbitrgjes regulatorios. Dicho arbitrgje consiste en la
inversiéon en instrumentos para los cuales |os organismos que regulan € mercado soliciten
un capital regulatorio que sea menor a capital econémico®. El lector notard una pizca de la
realidad sobre las inversiones en las instituciones de segurosy en el caso de las Afore.

1.4.1.- Laindustria del seguro
Las instituciones de seguros deben invertir las reservas debido a que éstas son |os recursos

con los que dan respuesta a los siniestros. En la circular S-11.2 emitida por la Comision
Nacional de Segurosy Fianzas se establecen | as caracteristicas de las inversiones en las que

® Con base en e acuerdo de Basilea, los organismos reguladores exigen un porcentaje de la inversién como
capital regulatorio paraimpedir que la banca pierda solvencia. El capital econémico es el que los modelos de
estimacion de riesgo crediticio sefialan como el verdadero capital para garantizar la solvencia.
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puede participar una aseguradora. Esta circular sefidla limites de inversion con base en €l
tipo de activos y en la clase de reserva como se muestraen lastablas| y I1.

Tabla 1. Restricciones de inversion de reservas por parte de las autoridades regulatorias.

Tipo de valor Porcentaje del portafolio
Valores emitidos o respaldados por el gobierno federal Hasta el 100%

Valores emitidos o respaldados por instituciones de crédito Hasta el 60%

Cualquier inversion distinta a las anteriores Hasta el 30%

Fuente: Comision Nacional de Segurosy Fianzas.

Las instituciones de seguros deben también cuidar la liquidez de sus inversiones debido a
que sus pasivos (siniestros) ocurren de forma aleatoria’.

Tabla 2. Restricciones de liquidez en lasinversiones de las reservas.

Reserva Porcentaje minimo de inversion en corto plazo
Obligaciones contractuales 100%
Siniestros ocurridos pero no reportados 75%
Riesgo en Curso 50%
Matematica 30%
Prevision 30%
Especial de Contingencia 30%
Riesgos Catastréficos 20%

Fuente: Comision Nacional de Segurosy Fianzas.

La correcta administracion de las inversiones en una empresa aseguradora es fundamental
en su funcionamiento en virtud de a menos dos razones:

1.- El activo de las aseguradoras se compone mayoritariamente de inversiones en
valores y operaciones con productos derivados, préstamos de distintas clases e
inmobiliarias. La Tabla 3 contiene el porcentaje que del activo total (dado en miles
de pesos) representan las inversiones para el mercado asegurador mexicano. Notese
que dicho valor flucttia alrededor del 75%.

Tabla 3 Porcentaje del rubro de inversiones con respecto al activo del mercado asegurador mexicano.

Afio 2002 2003 2004 2005 2006

Activo $229,706,620% 258,512,146 $ 300,630,347 $ 341,366,107 $ 378,635,730
Inversiones $169,223,435%$ 197,490,919 $237,219,775% 254,280,790 $ 302,265,135
Inversioneg/Activo|  73.67% 76.40% 78.9% 74.48% 79.83%

Fuente: Comision Nacional de Segurosy Fianzas.

" Las aseguradoras pagan las sumas aseguradas de acuerdo a distintas politicas como pago inmediato o pago
en fin de mes.
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2.- El estado de resultados refleja que una pérdida de operacion puede ser
compensada por el producto financiero. En la Tabla 4 (cifras en miles de pesos) se
aprecia la evolucion de la utilidad en operacidn, el producto financiero y la utilidad
antes de impuestos del mercado de seguros. En el afio 2002 la pérdida de operacion
no pudo ser compensada por el producto financiero a diferencia de los demés afios.

Tabla 4 El producto financiero puede compensar |a pérdida de operacion en una aseguradora.

Afio 2002 2003 2004 2005 2006
Utilidad de

operacion -$ 3,298,593 $ 9,407,735 -$ 3,843 -$ 5,837,437 |-$ 6,078,962
Producto

financiero $ 10,030,878 $ 12,281,769 $ 11,060,352 |$ 16,439,270 |$ 19,649,279
Utilidad antes

deimpuestos |$ 6,732,285 $ 21,689,504 $9,798,521 |$ 10,601,833 |$ 13,570,317

Fuente: Comisién Nacional de Segurosy Fianzas.

1.4.2.- Fondos deinversién y fondos de pensiones

A diferencia del caso de las instituciones de seguro, los fondos de inversion y de pensiones
hacen mayor eco en el caso de las personas fisicas aunque éstos pueden ser empleados por
cualquier firma®.

Las sociedades de inversion son sociedades mercantiles que relinen a un gran grupo de
inversionistas, los cuales a participar en lamisma se convierten en accionistas. El dinero de
estos accionistas se invierte en un fondo (portafolio) con caracteristicas bien definidas,
diversificado en instrumentos de los diferentes mercados financieros y que busca optimizar
los recursos con los que se cuenta. Los fondos se pueden componer de bonos y/o acciones
nacionales o extranjeros ademas de contar con distintos grados de liquidez (diaria, mensual,
etc.). Estos instrumentos cuentan con un prospecto de informacion en el que se describen
las caracteristicas del portafolio asi como los derechos y obligaciones del inversionista.
Cuando €l fondo se compone de instrumentos de deuda debe contar con una calificacion
crediticia para discriminar €l riesgo de impago de |os activos del mismo.

L os fondos més importantes para la economia mexicana son los invertidos en el Sistema de
Ahorro para €l Retiro (SAR) através del cual |as pensiones de | os trabajadores participantes
en este régimen se financian fundamentalmente por medio del ahorro individual. Esto
ultimo significa que el monto de la pension esta en funcién de la cantidad ahorrada y por
supuesto de los rendimientos que dichos ahorros al cancen.

El proceso es simple, en principio el trabajador elige alguna Administradora de Fondos para
el Retiro (AFORE). Esta institucion, a través de una Sociedad de Inversion Especiaizada
en el Ahorro para €l Retiro (Siefore) invierte las cotizaciones del trabajador y da
conocimiento de la evolucion de sus ahorros por medio de estados de cuenta.

8 Existen los planes privados de pensiones que complementan los beneficios de la seguridad social. Existen
también fondos de inversion para personas morales.
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A fin de incrementar los beneficios del futuro pensionista, el régimen de inversion de las
Siefore contempla la obligacion de alcanzar como minimo unatasa de 3% real anual.

Sin embargo, aln con esta obligacion la pension proyectada que se alcanzaria es inferior a
lo deseable por 1o que €l régimen de inversion ha ganado con el tiempo flexibilidad.
Inicialmente, las Siefore Unicamente podian invertir en instrumentos de renta fija en
moneda nacional mas, en la actualidad, estas instituciones pueden invertir en valores
internacionales e instrumentos que garantizan el ahorro original a vencimiento y que estan
ligados a indices accionarios. Para ello, existen dos tipos de canastas de activos en los que
los ahorradores invierten: Siefore basical y Siefore basica 2.

Sieforebasica 1

Se compone de valores gubernamentales, no gubernamentales e internacionales. El tipo de
trabajadores que podran invertir en esta Sociedad de Inversion son: los asignados,; aquellos
que tengan 56 afios de edad o0 més, y quienes tengan menos de 56 afios de edad que hayan
elegido invertir sus recursos en la Sieforel. La llustracion 3 muestra la composicion del
agregado de siefores basicas del tipo 1 a 31 de diciembre de 2005.

SIEFORE BASICA 1 AL CIERRE DE DICIEMBRE DE 2005

. . Entidades
Instituciones Deuda

4% )
Financieras Extranjeros
5.39% 0.80%

Corporativos
8.60%

Gubernamental
81.26%

Ilustracién 3. Composicion de la Siefore basica 1 del mercado de Siefores. Fuente: Elaboracion propia
con datos de la Comision Nacional del Sistema de Ahorro para el Retiro.

Siefore basica 2

Al igua que el fondo 1, esta siefore contiene valores gubernamental es, no gubernamental es
e internacionales y se agregan Notas de Capital Protegido vinculadas a indices accionarios.
Dichas notas son resultado de la ingenieria financiera y permiten alcanzar mayor
rendimiento con la salvedad de que e capital invertido queda garantizado. El tipo de
trabajadores que podran invertir en esta Sociedad de Inversion son: los asignados; los
trabajadores que tengan 56 afios de edad 0 méas pero que deberan migrar a la siefore 1y,
quienes tengan menos de 56 afios de edad que hayan elegido invertir sus recursos en la
Siefore 2. La llustracion 4 muestra la composicién de la Siefore bésica 2 para € mercado
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de siefores a 31 de diciembre. N6tese que en este portafolio se invierte en renta variable.

SIEFORE BASICA 2 AL CIERRE DE DICIEMBRE DE 2005

Deuda ; ;
. Variable nacional
Entidades 2 Extranjeros 0.49%
3.91% 0.38% '

Variable
extranjera
1.03%

Instituciones
Financieras
4.23%

Corporativos
7.81%

Gubernamental
82.15%

llustracion 4. Con la adicion de inversiones en renta variable nacionales y extranjeros se tiene mayor
diversificacién y se esperan mayor es rendimientos.

Con los casos de la industria del seguro y la seguridad social se prueba que los topicos
referentes a las inversiones y laforma de realizarlas son de relevancia en el quehacer de un
profesional de la actuaria. En los siguientes capitul os se hace abstraccion de una economia
en la que se tiene una cierta cantidad de activos y se busca la forma éptima de invertir en
ellos a partir de la diversificacion con el objeto de minimizar el riesgo dado un nivel de
rendimiento.
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CAPITULO 2 TEORIA DE LA UTILIDAD ESPERADA

En este capitulo se presenta la teoria de la utilidad esperada como herramienta para la
eleccion ante alternativas inciertas. Tal teoria, se expone de forma limitada pero sin sustraer
los elementos clave sobre la comprension de la seleccion de carteras. En los siguientes
paragrafos se muestran los axiomas de la teoria de la utilidad asi como la derivacion de la
utilidad esperada. Posteriormente se tratan los topicos de dominancia estocastica, aversion
al riesgo y el criterio de media-varianza. La llustracion 5 indica el derrotero de este blogue
de contenido.

TEORIA DE LA UTILIDAD
Sustento tedrico de la seleccion de carteras

AXIOMAS

FUNCION DE UTILIDAD
UTILIDAD ESPERADA

DOMINANCIA ESTOCASTICA
DE1
DE2

AVERSION AL RIESGO
PRIMA DE MARKOWITZ
AVERSION ABSOLUTA AL RIESGO
AVERSION RELATIVA AL RIESGO

MEDIA-VARIANZA

FUNCION DE UTILIDAD CUADRATICA M—{ RENDIMIENTOS DISTRIBUIDOS EN FORMA NORMAL

SELECCION DE CARTERAS
Se elige este camino por:
-Simplicidad
-No hay restricciones sobre la funcién de utilidad

llustracion 5. Sustento tedrico de la seleccion de carteras de inversiones.

2.1.- El criterio del valor esperado para elegir entre alternativas inciertas
Frecuentemente se asume que las personas deciden sobre alternativas inciertas con base en

el criterio del valor esperado. La invalidez de dicho criterio se ejemplifica a continuacion
considerando a un individuo con las siguientes alternativas:
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1. Un billete de loteria M1 que premia con 2000 unidades monetarias (u.m) con 5% de
probabilidades y 2 u.m. con 95% de posibilidad. Suponiendo que el billete es
gratuito, la representacion de esta apuesta es:

2000 0.05
M1= E[M1]=2000*0.05+(2)*0.95=101.9

2 0.95

2. La inversion M2 de 100 u.m. en una cuenta de banco que paga sin riesgo 1% de
interés.

E[M2]=101

3. Un juego M3 consistente en el lanzamiento de una moneda justa que se detiene en la
primera aparicion del anverso y en este caso paga 2" unidades monetarias donde r es
el nimero de lanzamientos hasta que se detiene el juego. El valor de la probabilidad
del r-ésimo lanzamiento es 2™ por lo que la esperanza de este juego es:

E[M3]=)2"*2" =0
r=1

Bajo el criterio del valor esperado la tercer alternativa es la eleccion correcta. Sin embargo,
al contar con un premio esperado infinito el costo de participar en tal juego es también
infinito por lo que nadie querria participar en el mismo, es decir, el juego tiene una
preferencia menor del que representa su valor esperado. El juego M3 es mejor conocido
como la paradoja de San Petersburgo.

La inconsistencia del criterio del valor esperado se resuelve con la idea de la utilidad
esperada que en los siguientes paragrafos se construye a partir de axiomas.

2.2.- Teoria de la utilidad esperada

La teoria de la utilidad esperada da lugar a la eleccion cuando se tienen alternativas
inciertas. Para comprender este tdpico se deben conocer las ideas de relacion de preferencia
y loteria.

2.2.1.- Relaciones de preferencia

Dado un conjunto K, una relacién de preferencia débil es un subconjunto del producto
cartesiano de K consigo mismo y se denotara por (<). De manera tal que si X,y K entonces
X<y significa y es al menos tan bueno como x.

Con base en la relacién de preferencia (<) se obtienen las relaciones de preferencia estricta
y de indiferencia.

e Preferencia estricta (<). Se define como x<' y <> X<y A no y=x.
e Indiferencia (=). Definida como x=y < X<y A y=X.

17



Finalmente, una relacion de preferencias es racional cuando se le atribuyen las propiedades
de completez y transitividad.

e Completez. La relacion (<) es completa si Vx,y eX se tiene xsy v y<x'.
e Transitividad. La relacion (<) es transitiva si dados X,y,zeX si X<y A y<z = X<z

La primer propiedad refleja la idea de que es posible comparar cualquier par de elementos
del conjunto K en tanto que la transitividad es requerida para que se alcancen éptimos
unicos en los problemas de optimizacion como se presentan en la teoria del consumidor.

2.2.2.- Loterias
Antes de presentar los axiomas de la teoria en cuestion es indispensable el entendimiento de

la idea de loteria. Una loteria simple es un juego en el que se obtienen diferentes premios
mutuamente excluyentes con probabilidades asociadas y tiene la siguiente expresion:

X Py
X, P
0(Xys Xy ser X 2 Py Porens Py) =9 : 2
X, Pa

donde el premio x; tiene p; por probabilidad de ocurrencia. Esta expresion de loteria simple
se puede abreviar al agrupar a los premios’ y a las probabilidades en vectores

X=(X1,X2,-.-,Xn) Y P=(P1,P2,--,.Pn) POr lo que ¢(x:p) es una notacién parsimoniosa.
((x:q) p

en la que
t(y:n)1-p

También existen las loterias compuestas tales como ¢(¢,, 7, : p) :{

cada premio es una loteria.

Ejemplos. Sean dos loterias simples /1(x:q), ¢2(y:r) y sea ¢( /1, ¢2:S) una loteria compuesta.
Las loterias son tales que x=(2,4,6) g=(0.5,0.3,0.2) y=(6,8) r=(0.6,0.4) y s=(0.5,0.5).

2 05
6 0.6 0,05

0,(2,4,6:050.302)={4 03  ¢,(68:0.6,0.4)= (=
6 0o 8 0.4 1,05

La loteria ¢ se puede reducir a una loteria simple al entenderse como una combinacion
lineal de las loterias. Es decir /=0.5 ¢1+0.5 7, por lo que toma la siguiente forma simple:

! Se trata de una disyuntiva no excluyente.
2 Los premios pueden ser positivos, negativos o nulos.
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2 p=0.25
4 p=0.15
6 p=0.40
8 p=0.20

Notese que ahora ¢ es una loteria simple con vector de probabilidad p. Para estimar las
probabilidades de este vector se tiene el ejemplo del premio con valor de 6 que se ofrece en

las loterias 71 y ¢, por lo que la probabilidad de éste es 0.5(0.2)+0.5(0.6). Las
probabilidades de los otros premios se calculan de forma analoga.

2.2.3.- Axiomas para la teoria de la utilidad esperada

Ahora que se dominan la ideas de relacion de preferencia y loteria se presentan los cinco
axiomas de la teoria de la utilidad.

Sea ¢ el conjunto de loterias concernientes a un individuo y sea X el conjunto acotado de
resultados posibles, no negativos, para todas las loterias.

Axioma 1. Completez. Para todo x,yeX el agente presenta alguna de las siguientes
situaciones:

e Prefiere a x sobre y denotado y < x
e Prefiere ay sobre x denotado x < y
e Es indiferente entre ambos y ~ x

Axioma 2. Transitividad. Se da con las siguientes situaciones para x,y,z eX:

e X<YAYy<ZI=>X<Z
e XRYAYRIDDXXIZ

Axioma 3. Independencia fuerte. Sean x,y,zeX y /1,/, € {". Este axioma sefiala que:
X~y = l(xz:p)~Lyz:p)

Axioma 4. Mensurabilidad. Sean x,y,zeXy /e ¢". El axioma indica que
X>=y=zvx=y>z=3p talque y ~/(X,z:p)

Axioma 5. Graduacion. Sean cuatro resultados Xx,y,u,zeX. Suponiendo que
(x=y=z) A (x=u=<z) se tiene por el axioma 4 que existen loterias /1, /2 ¢’ tales que
y=/{,(Xz:p)y u=/,(x1z:q).Este axioma indica lo siguiente: Si q < p=u=y.
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2.3.- Criterio de la utilidad esperada
Para desarrollar cl criterio de la utilidad esperada se requieren dos supuestos mas:
1.- Los individuos siempre prefieren mas riqueza.

2.- Para el individuo las desviaciones favorables sobre el promedio de la riqueza no
pueden compensar a las desviaciones desfavorables sobre la riqueza promedio.

El primer supuesto indica la condicién ldgica de individuos que siempre desean mayor
bienestar en tanto que el segundo detalla que existe aversion al riesgo pues por mas
elevado que sea el premio la posibilidad de una gran pérdida aleja a los individuos de
eventos inciertos. Con estos supuestos y los cinco axiomas escritos es viable el desarrollo
de la teoria.

2.3.1.- Funcion de utilidad

Es una funcion escalar que esta definida en el conjunto de resultados X tal que representa
los grados de preferencia para los diferentes resultados que en realidad representan niveles
de riqueza. En forma matematica la funcion de utilidad toma la siguiente forma:

U: X%
Xx—-U(X)

El valor funcional U(x) es irrelevante pues lo que importa es la preservacion del orden (X, 3)
a través del orden de los nimeros reales. Para ello se hace uso de transformaciones
crecientes como las potencias o las afines V(x)=aU(x)+b con a>0. Con el animo de
ejemplificar esta situacion considerense tres alternativas: peras, manzanas y naranjas y un
individuo cuyas preferencias sobre las frutas son:

manzana <~ haranja < pera
La funcion de utilidad del individuo es:

U(manzana)=12
U(naranja)=16
U(pera)=20

Notese que ahora se tienen numeros reales que se pueden comparar y es claro que
U(manzana) < U(naranja) < U(pera)=20 por lo que se preserva el orden inicial. La
transformacion afin 2*U(x)+3 es equivalente a la funcion U(x) pues también preserva el
orden inicial.

Proposicion 1. Para todo x,yeX la funcion de utilidad debe respetar el orden de

preferencias de la siguiente forma:
UX)>U(y) =>x ~y
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UX)<U(y) = x <y
U)=U(y) = x =y

Demostracion
Dado que X es un conjunto acotado el elemento x,=inf(X) se denomina equis infierno y es
el peor resultado; el maximo Xxp=sup(X) se conoce como equis paraiso y es el mejor

resultado.

Paratodo x,y eX se tiene X, = X=X, VXp=X > X, Y Xp > Y=X, V Xp=Y > X,

Con base en el axioma 4 se tienen las siguientes equivalencias x = /1(X;, Xp: p(X)) y y =
CL2(x1 Xe: q(Y))-

Si se hace U(X)=p(x) y U(y)=q(y) entonces por el axioma 5 se tiene que:

o0 UX>U(y) = x>y
o UX)<U(y) = x <y
o UX)=U(y) = x =~y |

2.3.2.-Teorema de la utilidad esperada

Proposicion 2. La funcion de utilidad sirve para comparar alternativas aleatorias a través de
la utilidad esperada.

Demostracion

Sean x,y,zeX. Partiendo de las equivalencias alcanzadas en la proposicion 1 se tiene que
X =0, Xe:pX) Yy y=Llax, Xp: g(y)) se construye una loteria compuesta tal que
Z= ((l1, £2:r) cOMO Se muestra.

Xz{m 6
YA

X, 1- p(x)
X acy)
VN{x. 1-qp)

Entonces z = /(Xp, Xi: r(2)p(X)+(1-r(2))q(x)) y se recuerda que U(x)=p(x) y U(y)=q(y) por lo
que U(2)=r(2)U(x)+(1-r(z2))U(y) que se entiende como la utilidad esperada.
|

En términos méas generales la utilidad esperada de una riqueza futura es E[U(X)]=>U(xi)pi
donde p; es la probabilidad del i-ésimo premio. Para el caso continuo se tiene que la
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esperanza de la utilidad es E[U (x)] = IU (x) f (x)dx en donde f(x) es la funcion de densidad
\R
de los premios.
2.3.3.- Caracteristicas de la funcion de utilidad

La preferencia de los individuos por mayor riqueza asentada en el supuesto 1 implica una
funcién de utilidad creciente. Esta condicion equivale a que la derivada de una funcion de
utilidad, conocida como utilidad marginal, es positiva U(x) '>0.

El supuesto 2 significa que el individuo tiene aversion al riesgo por lo que la utilidad
marginal es decreciente, es decir U(x)’<0, y esta condicién equivale a una funcién de
utilidad concava.

Ejemplos. La funcién de utilidad U(x)=-/x es creciente y concava pues
3
U'(x) :21 >0y U"(x) :_411)( 2 <0 véase la llustracion 6.
X

N

Sin embargo, la funcién de utilidad cuadratica U(x)=ax*+bx+c puede ser concava y
creciente dependiendo de los pardmetros a, b y c.

Asumiendo que la funcién es creciente se debe considerar que conforme se avance en el
nivel de bienestar se llega a un punto de inflexion en el que la primera derivada cambia de
signo por lo que la funcion de utilidad es creciente y concava Unicamente en el intervalo

b | . b o :
O,—Z— mientras que para valores mayores a ~%a el individuo prefiere cada vez menos
a a

riqueza.

045 FUNCION DE UTILIDAD v
0.4 4
0.35
0.3 +

0.25

0.2

0.15 —+
0.1 —+
0.05 —+
0 L e B A B s B S B s B
P = N w I a o1 o ~
S) © o ~ N o © = ~

UTILIDAD MARGINAL
UTILIDAD

T R !
[ e
o P N W M O O N 0 ©

N

llustracion 6 Caracteristicas de la funcion de utilidad raiz cuadrada con derivada decreciente.

Las funciones de utilidad proporcionan la herramienta matemética para la toma de
decisiones ante alternativas aleatorias como los rendimientos de las acciones en una cartera.
En el tema que trata este documento, un inversionista racional opta siempre por la cartera
de mayor utilidad esperada.
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2.3.4.- Solucion a la Paradoja de San Petersburgo

El teorema de la utilidad esperada da solucién a la paradoja de San Petersburgo al encontrar
un valor finito.

EUM3)]=D U(2)*2" <o
r=1
Si se considera una funcion de utilidad U(x)=Ln(x) entonces la paradoja la utilidad

esperada serfa E[U(M3)]=) Ln(2")*2™" =Ln(2)> r2"" =1.39 que en efecto es finito’.

r=1 r=1
2.3.5.- Utilidad y rendimientos con distribucion normal

Hasta este punto se presento la idea de una funcion de utilidad como la representacion de
las p;eferencias de un individuo. Se supuso que tal funcién es creciente U(x) >0y concava
U(x)"<0.

Ademas se han presentado ejemplos de funciones de utilidad como la funcion raiz y la
funcion cuadrética pero, la seleccion de carteras no debe estar restringida a una familia de
funciones de utilidad por lo que se precisa el siguiente supuesto:

Supuesto adicional. La funcién de utilidad se puede aproximar por un polinomio de Taylor.

Si Xo es un punto del dominio de una funcion de utilidad U(x) entonces

U =320 (e

k=0

Sea x una variable aleatoria con esperanza < y varianza o® <oo tal que representa el
beneficio futuro de una inversion.

0 k
Si se hace U(x):zU k(lﬂ) (x—)* entonces para determinar la utilidad esperada
k=0 .

o) k
E[U(x)]:zU k(lﬂ) E[(x—u)*] se deben conocer todos los momentos centrales de la
k=0 .
variable aleatoria x. Esta situacion se evita cuando la funcion de utilidad es cuadratica pues
las derivadas de orden mayor o igual a tres se anulan. Lamentablemente esta funcién no se
puede asignar a todos los inversionistas por lo que es preferible suponer que X~N(u,0)
debido a que todos los momentos de esta variable aleatoria se obtienen a partir de los dos
primeros como se prueba en el apéndice.

® Ciertamente pueden disefiarse otras apuestas de forma tal que la paradoja ocurra nuevamente. En este caso
se puede utilizar una funcién de utilidad acotada aunque de no hacerse esto Ultimo en realidad no existe un
impacto en la teoria.
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Bajo el supuesto de normalidad para x no se requieren mas supuestos para la funcion de
utilidad solicitdindose Unicamente que se pueda aproximar por un polinomio de Taylor
ademas de ser concava y creciente.

2.4.- Aversion al riesgo
La concavidad de una funcion de utilidad es sintoma de la aversion al riesgo del
inversionista pero se puede obtener mas informacion sobre la cantidad de riesgo que un

inversionista esta dispuesto a tolerar por medio de las siguientes medidas:

e Coeficiente de Arrow-Pratt A(X)
e Auversion relativa al riesgo R(x)

Previa derivacion de tales medidas se debe conocer el concepto de equivalente cierto.
2.4.1.- Equivalente cierto

El equivalente cierto de un nivel de rigqueza incierto es una cantidad segura tal que la su
utilidad es igual a la utilidad esperada de la riqueza incierta.

En términos matematicos el valor de C es equivalente cierto del nivel de riqueza x cuando
U(C)=E[U(x)] o de forma explicita C=U (E[U(X)]).

Para ejemplificar considérese a un inversionista con funcion de utilidad U (x) =—e™, una

-5conp= 1
riqueza actual de 10 y una riqueza nueva x=10+/ tal que ¢ = 12
sconp=—

2
Entones E"U (x)] = —;[e‘5 +e7°]=-0.003369 por lo que el valor del equivalente cierto

es C=-In(-(-0.003369))=5.6931 y U(C)=0.003369.
Por lo tanto, el inversionista es indiferente entre 5.69 unidades monetarias ciertas y el

nuevo nivel de riqueza. La diferencia entre el nivel de bienestar actual y el equivalente
cierto 10-5.6931=4.3069 se entiende como una prima de seguro que el inversionista

pagaria por no enfrentar el nivel futuro de renta x+/.

2.4.2.- Coeficiente de aversion absoluta al riesgo de Arrow -Pratt
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Considere un inversionista con funcion de utilidad U(x) tal que x es el nivel de riqueza
inicial y un nivel de riqueza final x+¢ donde & una variable aleatoria con varianza o> que
representa un juego justo por lo que E[¢]=0.

Con estos datos se desea calcular la prima 7 que el inversionista pagaria por no encarar la
incertidumbre del nivel de riqueza final.

Sea C el equivalente cierto de x+e es decir que U(C)=E[U(x+&)]. Con el objeto de
encontrar una expresion analitica para la prima /7 se hace una aproximacion de Taylor de
segundo orden alrededor del nivel de x para U(x+¢).

U(x+g):U(x)+U’(x)(x+g—x)+;U”(x)(x+<9—x)2
Se toma la esperanza de esta aproximacion recordando que x es un valor dado
E[U(x+&)] =U(x)+U’ (x)E[£] +;U”(X)E[(5)2] :U(x)+;U”(x)a§

Si se recuerda que la prima es la diferencia entre el nivel de riqueza actual y el equivalente
cierto se tiene la siguiente expresion:

TF=X-C=C=x-IT= U(C)=U(x-7))
Al realizar una aproximacion de Taylor de primer orden alrededor® de x se obtiene:
U(X-7D)=U(X)+U "(x)(x-77-X)

Dado que C es equivalente cierto entonces U(x-/)=E[U(x+¢)] por lo que al igualar las
aproximaciones se tiene:

U(x)+U’(x)(—17)=U(x)+;U”(x)of :>—17U’(x):;af,u”(x):>

1
:_EGZU (x)
2 “U'(x)

. . 1
Esta prima /7 se conoce como la prima de Arrow-Pratt y dado que 56‘5 es constante se

U//(X)
U'(x)

hace la definicion del coeficiente de aversion al riesgo de Arrow-Pratt A(x) = —

Para analizar la aversion al riesgo de un individuo se toma la derivada del coeficiente. Si la
derivada es positiva entonces el individuo esta dispuesto a destinar mayores recursos a
inversiones riesgosas. Cuando la derivada es negativa entonces existe aversion al riesgo por

* Alrededor de otro punto distinto de X serfa ilegitimo pues la primera aproximacion se hizo para ese punto.
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lo que cada vez se destinardn menores recursos a inversiones riesgosas Y, si la derivada es
nula, se mantiene la misma cantidad de unidades monetarias en las inversiones riesgosas.

2.4.3.- Coeficiente de aversion relativa al riesgo

La aversion relativa al riesgo indica el porcentaje de riqueza que se sacrificaria por no
participar en una loteria.

Como en el caso anterior, una derivada positiva indica que el individuo incrementa el
porcentaje de riqueza destinado a inversiones riesgosas. Si la derivada es negativa entonces
existe aversion al riesgo cada vez se destinard un menor porcentaje de riqueza a inversiones
riesgosas y, si la derivada es nula, se mantiene el mismo porcentaje de unidades monetarias
en las inversiones riesgosas. De forma analoga a como se hizo con el coeficiente de Arrow-

. . L : : xU " (x
Pratt se obtiene el coeficiente de aversion relativa al riesgo R(x) = _U’(()) .
X
Ejemplo: Analizar a un individuo con funcién de utilidad U (x) =-/x . Por la definicién de
los coeficientes se requieren las primeras dos derivadas con respecto a la riqueza.

()= 1 1) =~ L2 RO € D SRV
U (x)_2&>0 y U'(x)= 4x <0. A(x) U(x) 2X:>A(x) > <0
R(x):—de()(()X):;:R’(x)zo

Se observa que la derivada del coeficiente de aversion absoluta al riesgo es negativa por lo
que el individuo invertird mayor cantidad de recursos en activos riesgosos. La aversion
relativa al riesgo es constante por lo que el individuo siempre invertird el mismo porcentaje
en activos riesgosos. En la llustracion 7 se muestra el comportamiento de ambos
coeficientes.

AVERSION AL RIESGO
03 + 100%

0.25
0.2

o o
< 0.15 -50% o
< <
0.1
0.05

0 - 0%

N oo

Lol S R R JC TN OL B LA @ 2 B = > B o > BN B o]
A O oo DD oo A O OO N 00O B~ O

I AVERSION ABSOLUTAAL RIESGO —e— AVERSION RELATIVAAL RIESGO

llustracion 7. Coeficientes de aversidn absoluta (AAR) y aversidn relativa (ARR) al riesgo de la funcion
de utilidad raiz cuadrada.
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2.5.- Dominancia estocastica

Si el objetivo es elegir entre distintas carteras con base en los indicadores de riesgo y
rendimiento se debe hacer la definicion de dominancia estocastica para fincar los criterios
de decision. Para este apartado A y B son dos activos diferentes, Ra y Rg son los respectivos
rendimientos con funciones de distribucion Fa(x) y Fg(X).

Dominancia estocastica de primer orden. El activo A domina en este sentido al activo B
cuando Fa(x) <Fg(y).

Para entender esta definicion se requieren unas cuantas operaciones matematicas como se
muestran:

FA(X) < FB(X) = -FB(X) < -FA(X) = 1-FB(X) _<1-FA(X) = P{RAZX} ZP{RBZX}

Significa que es mayor la probabilidad de obtener un rendimiento superior con el activo A
que con el activo B.

Dominancia estocastica de segundo orden. El activo A domina en este sentido al activo B
t t
cuando I Fa(x)dx < I Fs (x)dx

Esta definicion asume aversion al riesgo por parte del inversionista y significa que se
preferird al activo A pues se acumula menor probabilidad en la cola izquierda de la
distribucion Fa(x) que es la menos desfavorable sin importar la renuncia a un mejor
rendimiento. Para aterrizar estas ideas de dominancia estocastica se muestran a
continuacion las distribuciones de tres variables aleatorias normales con distintos
parametros.

Tabla 1. Distribuciones normales y dominancia estocastica.

Distribucion normal Media Desviacion estandar
F1 0.1 0.17

F2 0.2 0.17

F3 0.21 0.3

DOMINANCIA ESTOCASTICA

llustracion 8. Dominancia estocéstica.
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En la llustracién 8 se observa que F2 domina en primer orden a F1 mientras que F3 es
dominada en segundo orden por F2 pues acumula menor probabilidad en la cola izquierda a
pesar de tener una media menor que F3 y esto muestra la aversion al riesgo.

2.5.1.- Dominancia estocastica y funcion de utilidad

Dominancia estocastica de primer orden con utilidad esperada. Se dice que el activo A
domina en éste sentido al activo B cuando E[U(RA)]=E[U(Rg)] y U '>0.

Dominancia estocastica de segundo orden con utilidad esperada. El activo A domina en éste
sentido al activo B cuando E[U(RA)]>E[U(Rs)] y U "<o0.

Dominancia estocastica con utilidad esperada. Si se considera que U >0y U ”<0 el activo
A domina al activo B cuando E[U(RA)]2E[U(Rs)].

Esta Gltima definicion de dominancia estocéstica y el supuesto de rendimientos con
distribucion normal conduce a criterios de dominancia conocidos como media-varianza.

2.5.2.- Criterios de media y varianza para la dominancia estocéstica

Sean Ra ~N(za ,0n), Re ~N(us ,08), Y~N(1,0) ,U >0, U "<0y sea vy el nivel de riqueza
inicial. Entonces son validos los siguientes criterios de dominancia.

Proposicion 3. Dominancia estocastica de primer orden. El activo A domina al activo B
cuando ua > ug Y oaA=0g.

Demostracién.
Y=0Z+u con Z~N(0,1)
El nivel de riqueza futuro es yo(1+oZ+) con utilidad esperada E[U(y,(1+0oZ + u))] .

Al tomar la derivada parcial de esta esperanza con respecto al pardmetro de localizacion u
se observa que es positivo por lo que la utilidad esperada es creciente con respecto a la
media de los rendimientos normales y se sostiene la nueva definicion de dominancia
estocastica de primer orden.

ZZ

LUy (102 + )] = [UCyp(Lroz ) e

ZZ

OE[U(Y,(1+0z+p))] / e’ /
=|U(y,(l+0z+u)y, —dz>0 puesU’'>0. &
\3[ 0 0 ox

ou

Con este resultado se tiene la siguiente regla: Dado un nivel de riesgo elegir el activo o
cartera de mayor rendimiento.
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Proposicion 4. Dominancia estocéastica de segundo orden. El activo A domina al activo B
cuando oa<os Y ua=us. La prueba de esta afirmacion sigue la misma tonica que la
anterior pero se hace uso de la concavidad de la funcion de utilidad.

Demostracion.

OE[U(Yo(1+0z+u))]
oo

2? 2?

0 e77 o e72
= (U’ 1+oz+u)zy, ——dz+|U’ 1+o0z+ u)zy, ——dz
j (Yo Yy j (Yo Ao

(-2)? 22

:Tu '(yo(1+o(=2)+ 1)) (~2)Yq e\/%dz+]iu ’(y0(1+oﬂz+ﬂ))zc;3%dz

ZZ
2o 2

e
:!m

2y,{U" (Yo(oz + u+1))=U' (yy(~0z + 11 +1))}dz <0

Dado que U ”<0 y U es una funcién creciente se tiene que la derivada parcial de la utilidad
esperada con respecto a la desviacion estandar es negativa por lo que a menor volatilidad se
tiene afecta en menor grado a la utilidad. |

Entonces la aversion al riesgo U <0 significa la siguiente regla: Dado un nivel de
rendimiento elegir el activo de menor riesgo.

Para mostrar éstas ideas se tiene la siguiente lista de activos que se identifican con base a
riesgo y al rendimiento.

ACTIVO RENDIMIENTO RIESGO
A 30% 17%
B 30% 53%
C 30% 19%
D 15% 12%
E -2% 12%
F 18% 12%

Tabla 2. Ejemplos de dominancia estocéstica.

Dominancia estocastica de primer orden.

Para aplicar este criterio se debe fijar un nivel de riesgo. Para los activos D, E y F el nivel
de riesgo es 12% por lo que a continuacion se ordenan.

ACTIVO

RENDIMIENTO

RIESGO

F

18%

12%

D

15%

12%

E

-2%

12%

Tabla 3. Dominancia estocastica de primer orden.
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El activo F domina en este sentido a los activos D y E.

Dominancia estocastica de segundo orden

ACTIVO RENDIMIENTO RIESGO
A 30% 17%
C 30% 19%
B 30% 53%

Tabla 4. Dominancia estocastica de segundo orden.

En este caso el activo A domina a los activos C y B al tener menor volatilidad dado un
nivel de rendimiento. En la llustracion 9 estdn los seis activos en el plano riesgo-
rendimiento. En este momento surge la pregunta sobre la preferencia entre los activos A 'y
F. Para responder a esta cuestion se requiere de la utilidad esperada. Si la utilidad esperada
del activo A es mayor que la utilidad esperada del activo F entonces el activo que se elige
es el A. En caso contrario se elige a F. Es decir, la eleccién depende de las caracteristicas

personales del inversionista.

35% -

20% -

5% -

DOMINANCIA ESTOCASTICA

-10% -

0%

A oo C B
o F
oD
o E
10% 20% 30% 40% 50%

60%

llustracion 9. Dominancia estocéstica con media y desviacidn tipica.

Hasta este punto se ha determinado que cuando el rendimiento de un activo financiero se
distribuye en forma gaussiana entonces se puede hacer uso de cualquier funcion de utilidad
continua y doblemente diferenciable. Esta condicion da lugar la seleccion de cartera con los
criterios de media-varianza y de dominancia estocastica con la teoria de la utilidad

esperada.
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CAPITULO 3 RENDIMIENTO, RIESGO Y TEMAS
ACCESORIOS

En este capitul o se aterrizan los conceptos de rendimiento, riesgo, venta en corto y valor en
riesgo para un activo financiero. Todos estos topicos son torales en la compresion del
capitulo siguiente en donde se generalizan para el caso de un portafolio. En la parte final de
este bloque se hace una observacion al supuesto de normalidad para los rendimientos de los
activos.

3.1.-Rendimiento

Como se justificd en e capitulo anterior, debe suponerse que los rendimientos de los
activos se distribuyen en forma normal por lo que se pasa ahora a la determinacion de los
mismos a partir de los precios de | as acciones asumiendo que no hay pago de dividendos.
Sea S € precio de un activo en € diat. Entonces el rendimiento del activo en ese dia es

=h)

Al hacer una aproximacion de Taylor de primer orden alrededor del precio anterior se
obtiene otra definicion para el rendimiento conocida como variacion porcentual.

S (S.). 1S, §-5.
Inf — |~ - ~ T2
”(alj ”( slj e, 5, 8 S)=RT

Sin embargo, desde € punto de vista tedrico, €l uso de esta aproximacion conduce a
probabilidades positivas para precios negativos pues a estar R; distribuido en forma normal

cuando R — —o0 = S‘és‘l <-1S-S,<-S, < S <0 partiendo de S.1>0.
-1
Con e uso de los rendimientos logaritmicos este detalle tedrico se salva pues cuando

S S

In(] —»>-0=—"—->50=>§ >0=5 >0 por lo que nunca existen precios
-1 -1
negativos a estar inferiormente acotados por cero.

Otra ventgja de los rendimientos logaritmicos es que se pueden agregar facilitando la
presentacion del rendimiento medio anualizado. El rendimiento para t periodos esta dado

por ln(SiJ = |n(§tl 2: Sé(“:lj :;z:Rtk _
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Generalmente se considera que un afio tiene 252 dias para el mercado accionario por lo que
al tenerse el estimado del rendimiento medio diario E[R] simplemente se multiplica por
este nlimero de dias para obtener e rendimiento medio anualizado®.
A partir de la estadistica paramétrica se tiene que e estimador méximo verosimil del
2R
rendimiento medio es iz = =t parauna muestra de tamario .
T

3.2.- Volatilidad

La desviacion estandar indica la dispersién arededor del rendimiento medio de las
observaciones y sirve como un estimador del riesgo que representa la inversién en un

obstante el estimador que se utilizarden lo siguiente es 6 =

Insesgado.

Existen numerosos métodos para estimar a la desviacidon estdndar y entre ellos se
encuentran los modelos GARCH que perciben cambios en € tiempo de la varianza
condicional dejando constante la varianza incondicional. Es decir que el proceso estocastico
gue siguen las acciones no es estacionario en formalocal pero s lo es en forma asintotica.

Para anualizar la volatilidad se debe considerar |a regla de la raiz cuadrada que parte del
supuesto de que la varianza se escala con €l tiempo. Para explicar esta idea supdngase que
se tienen 7 observaciones del rendimiento de un activo las cuaes se consideran
independientes debido ala hipétesis del mercado eficiente.

S Ry,Ry,...,R; son las observaciones independientes e idénticamente distribuidas con
varianza o entonces el agregado de estas variables es el rendimiento para un periodo de 7

T
dias por lo que lavarianza de Z R, queeslasumade las varianzas de los rendimientos de

t=1
formaindividual dadalaindependencia.

Var[iRtj ~YVar(R) =r0% = desv.est[ZT:Rtj =Jro.

! Todos los rendimientos del mercado deben presentarse en forma anual o anualizados.

32



Es decir que la volatilidad para un periodo t es la raiz cuadrada de ese periodo por la
volatilidad diaria. Entonces, para anualizar la volatilidad diaria se debe multiplicar a esta
por laraiz de 252 que es e nimero de dias en los que esta activo e mercado.

3.3.-Venta en corto

Para los empresarios, la regla de compra barato y vende caro es comin y necesaria para la
viabilidad de una firma. Para un inversionista en cartera, ademés de esta regla puede
cumplirse la siguiente: vende caro y compra barato la cual proviene de la posibilidad de
ventas en corto.

Para una mejor explicacion de este concepto se debe comprender los significados de
posicion largay posicion corta.

Posicion larga. Se asume una posicion larga en un activo cuando se apuesta a que €l precio
de éste se incremente. Es decir, un alza en € valor del bien beneficia a duefio. En este
sentido el duefio compra barato con la expectativa de vender caro.

Como gemplo se tiene una posicion larga en un futuro. Si en la fecha de entrega e precio
de contado del subyacente es mayor que €l precio de entrega entonces el comprador habra
obtenido un beneficio debido al incremento en el precio del subyacente.

Posicion corta. La posicion corta implica la posibilidad de obtener ganancias en un
mercado a la baja. Es decir que el duefio de la posicion corta se beneficia si el precio del
activo bajay el gemplo eslaventa de un futuro.

Venta en corto. Un caso particular de posicion corta es la venta en corto. Esta idea se
puede explicar apartir de |os siguientes pasos:

e Solicitar en préstamo un activo con la promesa de entregarlo luego de un periodo de
tiempo T.

e Al tiempo derecibir € activo, éste se vende por una cantidad S,.

e Transcurrido € plazo se debe comprar € activo por un precio S; y entregarlo al
duefio original.

Como se aprecia, la venta en corto significa la venta de un activo que no se posee y esta
operacion brinda ganancia cuando €l precio del activo decrece. ES decir que se habra
ganado cuando $>Sr y lagananciao primareaizadaes &- Sr.

L as ventas cortas implican elevados riesgos debido a que las ganancias estan acotadas pues
el precio solo puede disminuir hasta cero en tanto que la pérdida puede ser ilimitada cuando
el precio tiende ainfinito.

Obsérvese que € flujo de efectivo de esta operacion es siempre negativo pues al inicio es
-S y d final -Sr. Curiosamente la tasa de rendimiento es negativa cuando se tienen
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ganancias pues en este caso S, > S, :>Srs_f°<0 pero dado que la inversion inicial es

~-S setiene ganancia positiva — S, Srs_fo =S,-S; >0.

Debe advertirse que en la préactica las ventas cortas requieren de garantias procuradas por €l
elevado riesgo que representan. También, en la venta corta hay que otorgarle un premio a
quien presta las acciones. Ademés si en € periodo de tiempo en que la accion esta tomada
en préstamo existe pago de dividendo éste debe pagarse al duefio.

Ejemplo de venta en corto.

Suponga que un agente econdémico posee 1000 acciones de la emisora A que hoy cotizan a
25 unidades monetarias. La venta en corto se gjemplifica de la siguiente forma:

e Un inversionista pide esas acciones al agente con la promesa de entregarselas en
siete dias.

e El inversionista vende esas acciones a precio actual de 25 obteniendo 25,000
unidades monetarias que puede o no invertir en otros instrumentos en los que estaria
largo.

e Pasados los siete dias € inversionista compra 1000 acciones de la emisora A a un
precio de 24 u.m. y las regresa a agente obteniendo una ganancia de 1000 u.m.

A
PERFIL DE GANANCIAS
DE UNA VENTA EN CORTO
<
a
[a)
a4
w
a
<
[®]
=z
<
=2
<
S | cANANCIA
>
25 ST

PERDIDA

[lustracion 10. La venta en corto puede crear gananciasfinitasy pérdidas no acotadas.

En lallustracion 10 se observa el perfil de riesgos de esta operacion. Si pasados los siete
dias el precio delaacciéon delaemisoraA esinferior a25 u.m. entonces el inversionista
obtiene ganancias mientras que en caso contrario las pérdidas pueden ser ilimitadas.
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3.4.- Valor en riesgo de un activo financiero

Cuando se toma una posicién en un activo es necesario conocer €l nivel de exposicion a
riesgo de mercado en términos monetarios. Es decir, determinar el monto de la pérdida que
se puede tener en caso de un mercado bajista.

El riesgo de mercado es la incertidumbre acerca de los rendimientos futuros de una
inversion, como resultado de movimientos adversos en las condiciones de los mercados
financieros. La forma de determinar el grado de perdida monetaria por riesgo de mercado
se da através del Vaor en Riesgo (VaR) entendido como una medida de riesgo que, para
un horizonte de tiempo, estima la pérdida maxima posible dado un nivel de confianza. En
términos més formales se brinda la siguiente definicion:

Valor en Riesgo. Es un cuantil de la distribucion de pérdidas y ganancias de un activo o
portafolio de inversiones. En otros términos, si X es la variable aleatoria que representa las

pérdidas y ganancias de una posicién con distribucion F, entonces para un horizonte T y
nivel de confianza g>0.5

VaR=F'(1-g)=inf{xe % : F(x)>1-q}

En la llustracién 11 se describe el VaR para un nivel de confianza de 95%. Esto Ultimo
significa que, en promedio, en 5% de las veces la pérdidarebasard el valor del VaR.

DISTRIBUCION DE PERDIDAS Y GANANCIAS CON VaR AL 95% DE CONFIANZA

5% RESTANTE

NIVEL DE CONFIANZA
95%

VaR .
PERDIDAS Y GANANCIAS

Ilustracién 11. Valor en Riesgo al 95% de confianza para un periodo dado.
Existen distintas formas de estimar € VaR de un activo o cartera de inversiones’. Sin

embargo, con € animo de mostrar las aplicaciones de la teoria moderna del portafolio, en
esta tesis se presentan unicamente dos técnicas. el método delta-normal también conocido

2 Simulacion histérica, factores subyacentes y simulacion Monte Carlo son agunas de |as técnicas utilizadas
en las estimacién del VaR. Mayor profundidad en éstos tépicos se encuentraen [9].
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como varianza-covarianza y €l beta VaR. Dichos métodos son tratados en los capitulos 4 y
5 respectivamente reservandose para este apartado la estimacion del VaR para un activo.

Ejemplo. En € calculo del VaR de una accion es comun suponer que el rendimiento de la
misma es nulo. Bajo el supuesto de rendimientos gaussianos se tiene la siguiente formula:

VaR=M*NC* /T

Donde

M: Es el monto expuesto al riesgo

NC: Nivel de confianza. Al 95% es 1.65y al 99% NC=2.33
T: Es €l horizonte de tiempo

o. Volatilidad diariadel activo

Si una accién tiene una volatilidad anual de 20% y se tienen 20,000 u.m. invertidas en ella,
el VaR de estainversion al 95% de confianza'y con un mes por horizonte es:

VaR = 20000* 1.65* 0.20* . 225.; =18593.39

Esto significa que en promedio en 95% de las veces que se tenga una inversion en este
activo con un horizonte de un mes (equivalente a 20 dias) la pérdida, s es gque se da, no
sera mayor a 18,593.39 u.m.

3.5.- Observaciones al supuesto de rendimientos con distribucion normal

En e capitulo 2 se planted la necesidad de utilizar e supuesto de normalidad para los
rendimientos de |os activos financieros. En lavidareal existe un contraste que puede llegar
a ser significativo cuando los mercados muestran grandes variaciones. Para entender esta
seccion son hecesarios dos nuevos términos: el sesgo y la curtosis.

Sesgo. Indica la simetria de una distribucion. Si su valor es negativo entonces existe un
sesgo hacia la derecha mientras que Si es positivo se trata de un sesgo a laizquierda. En el
apéndice Al se prueba que € sesgo de una distribucién normal es cero. El estimador del
sesgo ks para una muestra de tamario t es el siguiente:

>R -R’
3T (r-1o?

Curtosis. Es un indicador del peso de los valores extremos en una distribucion. La curtosis
de una distribucion normal es 3 y la prueba de ello se encuentra en e anexo Al. €
estimador de éste pardmetro es.
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2. (R-R)*
_ =1
N (r-Do*
Con estos dos pardmetros se puede realizar una prueba de hipoétesis.
Ho: Lamuestra se distribuye como una normal.

El estadistico Jarque-Bera (JB) se utiliza para contrastar la hip6tesis planteada.

2 ;2
Bl K= 5
6 24

JB se distribuye como una chi-cuadrada con dos grados de libertad. Los valores criticos de
la prueba para el 95% y 99% son 5.99 y 9.21 respectivamente. Las Ilustracion 12 describe
el sesgo (skewness), la curtosis (kurtosis) y € estadistico JB para € tipo de cambio pesos
por délar interbancario.

RENDIMIENTO DEL TIPO DE CAMBIO PESOS POR DOLAR

500 _

Observations 2017
400
Mean 0.000139
Median -4.79E-05
300+ | Maximum 0.040951
| Minimum -0.039409
200 Std. Dev. 0.005283
T Skewness 0.450709
Kurtosis 9.182536
100+ Jarque-Bera  3280.676
Probability 0.000000
0 L | L L L | L L

-0.025 0.000 0.025

llustracion 12. El rendimiento del tipo de cambio pesos por délar interbancario no satisface la prueba
Jarque-Bera al rebasar en demasia los valores criticos citados.

L os datos arrojados muestran que ksz=0.45, ks= 9.18 y JB=3280.67 por |o que se rechaza la
hipétesis nula para el caso del tipo de cambio pesos por dolar interbancario. En realidad, la
mayoria de los rendimientos de los activos financieros no se ajusta a una distribucién
gaussiana.

Es claro que el rendimiento de un activo no puede ser menor que —1 y gue no tiene cotas

superiores pero e supuesto de normalidad aln asi resulta viable pues es dificil que un
activo cambie demasiado en un periodo breve de tiempo. Empero la evidencia puesta a la
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luz, el supuesto de normalidad para los rendimientos de los activos financieros es el mas
utilizado en la model acién de los mercados financieros en la actualidad.
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CAPITULO 4 CARTERASDE INVERSIONES

La Teoria Moderna del Portafolio aborda la seleccion de carteras Optimas, esto es, carteras
que proporcionan € rendimiento més alto posible para determinado grado de riesgo, o bien,
el riesgo més bajo para una tasa de rendimiento establecida. En este capitulo se generalizan
los tépicos vistos en e capitulo anterior y, se da luz a la determinacion de la frontera
eficiente en ausenciay presenciadel activo libre de riesgo.

4.1.-Rendimientoy riesgo deunacartera

A partir de las definiciones de posicion larga y corta asentadas en €l capitulo anterior se
puede enunciar una nueva definicion de cartera:

Cartera de inversién. Es un conjunto de instrumentos financieros en los que se tiene
alguna posicion.

En adelante son validos |os siguientes supuestos:

El nimero de emisoras esfinito.

El nimero total de acciones de las emisoras es constante.

No hay fusiones ni quiebras.

La negociacion de los activos es continua.

No hay costos de transaccion e impuestos en la negociacion de |os activos.
L os activos son perfectamente divisibles.

No existe pago de dividendos.

NougkrwdrE

De forma inicial considérense N instrumentos financieros con precios $,S,....Sv Y sus
respectivos rendimientos Ry,Ry,...,Rn. Seaw; € tanto por unidad monetaria invertida que se

N
asignaa activo S, se deduce con facilidad que Zwi =1.

i=1
Encontrar la seleccion dptima de cartera significa halar una combinacion de pesos o
ponderadores tal que minimice € riesgo dado un nivel de rendimiento. En atencion a lo
anterior es menester dar significado a los términos de rendimiento y el riesgo de un
portafolio.

4.1.1.- Rendimiento de una cartera
El rendimiento de una cartera, denotado por Rp, es e promedio ponderado de los
rendimientos de los activos que la conforman en donde e valor de w;, es e peso o
ponderacion del i-ésimo activo en e portafolio.

Rp= wiRi + WoR + ...+ WiRy

El rendimiento esperado del portafolio es e promedio ponderado de los rendimientos
esperados de |os activos.
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E[ Rp] = W1E[ Rl] + W2E[ Rz] + ...+ Wy E[ RN]

Es preciso aclarar que los rendimientos del portafolio deben ser diferentes o, de otra forma,
no debe ser que E[Ry]=E[R;]=...=E[Ry] aunque la probabilidad de que se de dicha
situacion es casi nula

4.1.2.- Riesgo deunacartera
El riesgo se estima a partir de la desviacion estandar que es laraiz cuadrada de la varianza.

Lavarianza de una cartera contiene el concepto de matriz de varianzasy covarianzas de los
rendimientos de los activos y toma la siguiente forma:

2
O, O v Oy

2
$_ O, O, - Oy,
2
Oyu On O,

donde &7 eslavarianza de los rendimientos del i-ésimo activo y o es la covarianza entre
los activos i,j coni#..

Con base en d rendimiento de la cartera Rp = wiR; + WoR, + ...+ WyRy Se obtiene la
varianza del portafolio. Dicha varianza sera denotada por o2 =Var(Rp).

N
2 2 __2
Op = E WO, +2§ WWw;o;
—

i#]

La varianza de una cartera se puede mostrar en forma matricial y para ello se define al
Wl

WZ
vector W =| .

gue contiene a todos los pesos de los activos. Entonces la varianza se
WN

expresa como la siguiente forma cuadrética: o3 =W/'SW .

Cabe sefialar que se supone que la matriz X es definida positiva, es decir, para cualquier
vector W0 se tiene que W 2W>0. Dicha condicién de la matriz de varianzas y covarianzas
soporta la idea de que ninguna tasa de rendimiento es combinacion lineal de los restantes

rendimientos. Otra ventaja de ésta situacion es que existe la inversa = *que también es
positiva definida.

Lavolatilidad es simplemente o, =\W'XW y deigua manerasigue lareglade laraiz del
tiempo para un periodo de T dias o, = /T /W/EW .
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4.1.3.- Ejemplos sobre el rendimientoy riesgo de una cartera
Parailustrar estas ideas se consideran dos activos S, y S, con |os siguientes datos anual es:

E[R]=0.15
E[R,]=0.12
o, =021= o2 =0.0441
o, =017 = o =0.0289

012=0.01785
W1= 0.3
wo=0.7

Entonces el rendimiento del portafolio es 12.9%.
E[ Re] =W1E[ Ry] + WoE[ R;] =0.3*0.15+0.7%0.12=0.129

Y lavolatilidad de |a cartera es 16.08%.

ol =Wool +Weo? + 2wWw,o,, =(0.3)(0.0441) + (0.7)*(0.0289 + 2(0.3)(0.7)(0.01789 = 0.025627
op=0.1608

Ahora supdngase gue se tiene un monto inicial de 1'000,000 de u.m. y se vende en corto €l
activo S; obteniéndose tras la operacion 300,000 u.m. adicionales por 1o que ahora se tienen
1'300,000 u.m. que seinviertenen S,.

) — 300000 . ,
Entonces el peso del activo S, es w =——— =-0.3 gue es negativo pues se tomd en
P = ' 1000000 q ™ P

préstamo este instrumento y se trata como un pasivo.

~ 1300000

1000000
monto obtenido de la venta en corto.

El peso del activo S, es w, =1.3 pues se han depositado el monto inicial mas el

Es claro que w; + w, = -0.3+1.3=1 y se concluye que una venta en corto implica un peso
negativo para ese activo.

Con estos nuevos ponderadores 0 pesos se tiene que e rendimiento es de 11.1%
E[Re] =W1E[Ry] +W-E[ R;] =-0.3¥0.15+ 1.3*0.12=0.111.

En tanto que la volatilidad es de 19.71% como lo muestran los calculos de la varianza.

oh =Woo? +W.os + 2WW,0;, = (- 0.3)7(0.0441) + (1.3)*(0.0289) + 2~ 0.3)(1.3)(0.01785 = 0.3888
0p=0.1971

41



Hasta este punto, se ha dedicado poca atencion a la covarianza entre los activos del
mercado pues solo se ha mencionado como parte de una férmula y no como factor clave
para una buena diversificacion.

4.2.- Covarianza

La covarianza y la correlacion estiman el grado de asociacion de los rendimientos de los
activosy constituyen la base de la diversificacion por lo que se requiere de un estudio algo
detallado de tales medidas de dependencia.

Coni,je{1,2,...,N} sean S y § los precios de dos activos con rendimientos R y R. La
covarianza entre los activos se define como o;=E[(R-E[R])(R-E[R])] y tiene las
caracteristicas de un producto interior pero se sefialan dos propiedades de interés:

1. o,=0'
2. o= por lo que lamatriz 2 es simétrica.

El signo de la covarianza y la nulidad de la misma proporcionan informacion sobre la
dependenciade los activos § y § como se indica:

e ;>0 Significa que, en promedio, cuando un activo produce un rendimiento mayor
0 menor alamedia el otro tenderd a mismo patrén. Es decir que S acompaia a §
cuando éste Ultimo se aprecia o deprecia.

e ;<0 En promedio, cuando un activo produce un rendimiento inferior o superior a
suvaor medio € otro tendera a un patrén inverso en cada caso.

e ;=0 En este caso no se puede establecer un vinculo claro sobre los activos.

> (R, ~EIRIIR, ~E[R]])
El estimador de la covarianza es &; = ‘= para r observaciones
T

donde R;; es & rendimiento observado del activoi en € diat.

4.3.- Correlacion

La covarianza depende de la magnitud de la variable aeatoria por 1o que es preferible una
medida estandarizada. Tal medida de dependencia se encuentra en la correlacion definida
como sigue:

(o™
0,0}
Para g emplificar la importancia de la correlacion considérese el portafolio de dos activos
Sy S con los siguientes datos:

E[R]=0.12
E[R,]=0.15
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o, =0.17= o2 =0.0289
o,=021= o2 =0.0441

La varianza de la cartera es o} =Wo7 +Wo; + 2wWw,o,, Y a partir de la igualdad
012= 0102p12 Se obtiene una nueva férmula parala varianza del portafolio.

2 2 2 2
Op = leal + W0, + 2W,W,0,0,0;,

EFECTO DE LA CORRELACION

0.15 -
0.14 -
@]
'_
zZ
u
S 0.13 -
[a)
z
Ll
o
0.12 -
0.11
0 0.05 0.1 0.15 0.2
VOLATILIDAD

[lustracion 13. Al disminuir la correlacién selogran mejores rendimientos para un nivel de riesgo.

Si se varian a los pesos de los activos y a la correlacion se obtiene la llustracion 13. Se
observa que conforme disminuye la correlacion es posible encontrar mejores rendimientos
para un nivel de riesgo. Entonces es preferible que las carteras cuenten con activos
negativamente correl acionados.

Se ha mencionado que la covarianza tiene las propiedades de un producto interior y ello
hace de la correlacion una medida de dependencialinea. Lainterpretacion geométricade la
correlacion se puede ver con las siguientes transformaciones en la férmula de la varianza.

Op = W0y + W05 + 2WW,0,0,0;,
a=op
b:W;LGl

C=Wo0oo

Entonces a utilizar la ley de los cosenos para e tridngulo a,b,c se tiene la igualdad
a® =b*+c* - 2bccos(d) delaqueresulta que cos(@)=-p1y 0 esel angulo entre los lados
byc.
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INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA CORRELACION

llustracion 14 La correlacion es el negativo del coseno del angulo theta. Confor me dicho angulo tiende
ar radianesla correlacion tiende ala unidad.

La interpretacién econdémica se tiene en que el lado a es la volatilidad de la carteray que
este lado crece a aumentar la correlacion. Cuando la correlacion es nula se tiene
a’=b? +c? que es el teorema de Pitégorasy la volatilidad de |a cartera se puede ver como
la hipotenusa del triangulo. Si la correlacidn es negativa se crea un triangulo con lados a™”,
by ¢ como se muestraen lallustracion 14.

Debe aclararse que la correlacion es también una medida de dependencia lineal por lo que
tiene limitaciones cuando los activos tienen una relacion no lineal como lo sugiere €
siguiente gjemplo:

Sean Vi~U(-11)y V, = /1-V?

Se puede probar que E[V1]=0y E[ViV,]=0 por lo que o, =0 y se tienen variables
aleatorias con covarianza nula pero que estan relacionados de forma no lineal pues
V72 +V7 =1.

4.4.- Lavarianza de una cartera como funcién de sus ponderadores

Al inscribir las definiciones de dominancia estocastica se derivo la necesidad de lograr,
para una cartera, e menor riesgo dado un nivel de rendimiento esperado. Entonces se tiene
un problema de optimizacion en el que lavariable objetivo es lavarianza del portafolioy se
pueden tener numerosas restricciones como las prohibicion de las ventas en corto. El primer
paso pararesolver este problema de optimizacion es €l estudio de la varianza como funcién
de los pesos de |os activos.

N
Lavarianza del portafolio es o = Y Wo? + 2> ww,o; que en términos matriciales esla
i=1 i#]
forma cuadrética o3 =W/SW donde W es el vector de pesosy X es la matriz de varianzas
y covarianzas.



Bajo el supuesto de que las entradas de X son constantes entonces la varianza esta en
funcion de los ponderadores de los activos o2 = f (W, W,...., W) .

A partir de este momento es conveniente un nivel més de abstraccién a colocar los
rendimientos medios y las ponderaciones de los activos en vectores como se muestra a

continuacién junto con un vector auxiliar.

E[R] A 1
R= E[:RQ] W = V\:'z | = 1
E[Ry] Wy, 1

Con base en los distintos requerimientos estratégicos o legales existen diferentes
problemas de optimizacion. A continuacién se muestran algunos de ellos.

minc? =W’ 3W
Sa.
W'R=E[R,]
W'l =1

Este problema busca minimizar el riesgo sujeto a un nivel dado de rendimiento y a la
restriccion de que los ponderadores o pesos sumen la unidad.

minoZ =W'2W
sSa.
W/'R=E[R,]
W'l =1

w. >0Vi

En este problema adhieren N restricciones al prohibirse las ventas cortas pues como se sabe
una venta corta implica un ponderador negativo. Cabe sefidar que Markowitz nombro
ilegitimos a los portafolios con ventas cortas. Un problema més general es el que obliga a
incorporar alos ponderadores en intervalos definidos por las autoridades como sucede en

Meéxico con las carteras de | as aseguradoras.

minc? =W’ 3W
Sa.
W'R=E[R,]
W'l =1

O, SW <y, Vi
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El primer problema se puede resolver mediante e uso de los multiplicadores de Lagrange
del célculo diferencial mientras que los siguientes problemas pertenecen a area de la
programacién no lineal.

En todos los casos, el estudio de las caracteristicas de la funcion objetivo y del conjunto
gue generan las restricciones es fundamental para construir alafrontera eficiente.

4.4.1.- Portafolio eficiente

Cuando se resuelve alguno de los problemas de optimizacion arriba descritos entonces se
ha determinado un portafolio de varianza minima. Sin embargo, pueden encontrarse dos
carteras con la misma varianza minima y distinto rendimiento por lo que se precisa una
definicion concreta de portafolio eficiente.

Portafolio eficiente. Un portafolio P es eficiente, bgjo e criterio de media-varianza,
cuando no existe otro portafolio Q tal que E[Rg] >E[Re] v aé < o}. Esdecir paraun nivel

de rendimiento dado se ha obtenido el portafolio de menor riesgo. Con esta definicion se
puede avanzar con laidea de frontera eficiente como el conjunto de las carteras eficientes.

4.4.2.- Frontera eficiente

Cuando algun problema de optimizacion para carteras se resuelve para todos los niveles
posibles de rendimiento esperado entonces los puntos generados conforman la frontera
eficiente siempre y cuando tengan significado economico.

Por simplicidad para la comprension de temas ulteriores se da la solucién del problema en
el gue se permiten ventas cortas. Para ello, se muestra un breve repaso al andlisis de la
convexidad y se aplican estas ideas al presente problema financiero.

4.5.- Elementos de andlisis convexo

La convexidad es una caracteristica presente en muchos de los problemas de optimizacion.
La construccion de la frontera eficiente con o sin activo libre de riesgo conlleva la solucion
de dos problemas de optimizacion, a partir las soluciones de tales problemas y en virtud del
teorema de dos fondos, que se presenta posteriormente, se obtiene cualquier portafolio
eficiente. Las definiciones y resultados siguientes constituyen la justificacion matematica
de la construccion de la frontera eficiente.

4.5.1.- Conjunto convexo
El conjunto ECRM es convexo s dados x,y eE=sax+(1-a)yeE con a<[0,1]. De forma

intuitiva un conjunto convexo es aquel en el que dados dos puntos del mismo el segmento
gue los une es un subconjunto de E.
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El punto ax+(1-a)y €E se conoce como combinacion convexay se puede generalizar como
Xyt opXot,...,+ onXn €E para n elementos Xxi,Xo,...,.Xn €E 'y para n escalares o, az,...,an>0
n
talesque Y o; =1.
i=1
Como gjemplos de este tipo de conjuntos se tienen en los triangulos, la recta real y en
general RN pero también lo es (97",

4.5.2.- Existenciay unicidad del minimo de una funcién convexa

Una funcion f : R"—>R definida en un conjunto convexo E es convexa s para X,yeE en
donde a €[0,1] setiene la siguiente desigualdad:

f(ax+ (1-)y)< af(X)+ (1-2)f(y)
En e caso de las funciones doblemente diferenciables en todo el conjunto E la siguiente
definicion alternativa de funcion convexa es de ayuda para los objetivos que se persiguen

en estas notas.

Definiciéon aternativa. Una funcion es convexa s tiene matriz hessiano semipositiva
definida.

Proposicién 5. Sea una funcion convexa f : RN—»>%  doblemente diferenciable definida
sobre un conjunto convexo. Entonces ésta funcién tiene minimo.

Demostracion.
A través de una expansion de Taylor alrededor de un punto critico X se tiene que

df > Vi(xo)h+hH(xo)h donde h es un vector columna de N entradas tal que h=x-Xo. En X se
tiene que V=0 por lo que df=h'Hh'y por hipétesis YHh>0 por lo que f tiene minimo. M

N
Ejemplo. Lafuncién delavarianzadel portafolio o = > W’o? +2) wo;; tiene minimo.

i1 i%]
2 N
0op =2w, O'iz + 22 w0 = 22 w;o;
oW, =i i—1
2 2
0‘op :20”
6’\N18V\li

Esto significa que la primer derivada de la forma cuadrética o2 =W'SW es 23W y la

segunda derivada es 2. Entonces el hessiano de la varianza del portafolio es una matriz
positiva definida a ser dos veces la matriz de covarianzas por |o que se puede afirmar que
la varianza de una cartera tiene minimo.
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Proposicién 6. (Unicidad) Dado € siguiente problema de optimizacion:

min f(x)
sa.
xekE

En el quef: R">R es una funcion estrictamente convexa y e conjunto E es convexo
entonces el problema de optimizacién tiene alo méas un minimizador.

Demostracion.

Supdngase que a,b €E son dos soluciones distintas, es decir, f(a)=f(b)<f(x) ¥xE dado que
f es convexa entonces f(aa+(1-a)b)<af(a)+(1-a)f(b)=f(a)=f(b) ! para
ae(0,1).

La contradiccion reside en que € punto aa+(1-a)be E por lo que existiria un valor
menor que e minimo. |

4.6.- Frontera eficiente

A partir de este momento el objetivo es crear la frontera eficiente y para ello se hace uso de
los multiplicadores de Lagrange pues ya se sabe que la varianza de un portafolio tiene un
minimo Unico. Notese que las proposiciones 5 y 6 prueban la existenciay la unicidad de la
frontera eficiente. El problemainicial, sin activo libre de riesgo es:

mnoc?2 =W'3wW
S.a.
W'R=E[R,]
W'l =1

. ~ S . S 1
Resulta conveniente sefidlar que minimizar o2 equivale a minimizar EUFZ’ por lo que para

resolver éste Ultimo caso se consideran dos escalares A1y 4, en unafuncién de Lagrange.

Una convencién técnica reside en el supuesto de que los vectores R e | son linealmente
independientes. Este supuesto tomard relevancia cuando se presente el teorema de dos
fondos. Lafuncion de Lagrange tomalaforma siguiente:

L(W, .., Wy 1A, 4, ) = ;W’Z\N+ A(E[R,]-W'R)+4,(1-W'l)

La derivada de la forma cuadrética es 22W por o que a derivar lafuncion L con respecto
asus argumentos e igualar a cero setiene:
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SW =4, R+ 4,l
E[R.] =W'R
1=W'l

La primera de estas Ultimas tres ecuaciones muestra laformageneral de lafrontera eficiente
y el importante teorema de dos fondos.

W= AR+ 4,1 5>W =45 ""R+ 1,57

A partir de W, la solucion del problema de optimizacidn, se obtienen relaciones interesantes
y por comodidad se definen los siguientes términos:

A=RxY
B=R>'R
c=I'zY
D=BC-A?

Sobre el término D setiene el siguiente resultado que sera de utilidad en posteriores lineas.
Proposicién 7. El coeficiente D es positivo.
Demostracion.

Considérese e vector AR-Bl. Dado que se ha supuesto que R e | son lineamente

independientes entonces AR-BI 0. Ahorabien =™ es positiva definida por lo que laforma
cuadrati ca siguiente toma val ores positivos.

[AR-BI]' 2 [AR-BI]=A’R > 'R+ ABR 2 - ABI'> 'R-B4' > 1= A’B-A’B-A’B+B*C
= B’C- A’B=B(BC-A)>0

Una vez més utilizando €l hecho de que >~ es positiva definida se tiene que B>0 por lo
que BC-A?=D>0. |

Con este resultado se prosigue con la derivacion de la frontera eficiente. Si se multiplica

por laizquierda ala solucién W por el vector de rendimientos transpuesto y por el vector |/
entonces se tiene:

R'W=4,R' 'R+ 1,R 7
1'W =21 " TR+ 2,127

En redidad lo que se obtuvo es un sistema de ecuaciones donde los multiplicadores de
L agrange son las incognitas.
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B A| A E[R — _
1 - [ P] con soluciones A‘l =M\ y /12 =LE[RP]_
A C|A2 1 D D

Las soluciones del sistema permiten interpretar en forma geométrica a la frontera
eficiente. Notese que toma relevancia el hecho de que D>0 puesto que es € valor del
determinante que permite dar solucion a sistema de ecuaciones.

Al multiplicar por la izquierda con el vector transpuesto de ponderadores a la igualdad
2WE= 23R+ 45l se obtiene unaidentidad paralavarianza dala cartera.

W/ IW = AW/ R+ AW’

2_ —
o2 = LE[R.] +/12=CE[ Ro]”-AE[Rp] | B-AE[Ry]

D D
2
o _CE[R,]* 2AE[R,] B
D D D

Esta dltima igualdad corresponde a una parébola en e plano mediavarianza. El
rendimiento y la varianza del portafolio de minima varianza global, denotado por G, se
alcanza através de la derivada de la varianza con respecto al rendimiento medio.

A

E[R:]= -

do? _,CEIRI-A_ [Re] C
dE[ R, ] D o2 1
¢ C

Por otra parte, en €l plano desviacion tipica-rendimiento medio, éstos parametros del
portafolio G dan lugar a la localizacion del vértice de una hipérbola cuya rama superior es
la frontera eficiente como se marca en la llustracion 15. Para obtener la ecuacion de la
hipérbola simplemente se usa el método de completar cuadrados.

2 2
O'ZZCE[RP] —ZAE[RP]+E<:>E E[RP]2—2éE[RP]+A +£c>
D D C C

P D D c?
2
2 [E[RP]—AJ
op _\ "~ C) 4
1 D
C C?

El vector de ponderadores de este portafolio se denotar4 como W° y para determinarlo se
deben hallar los multiplicadores de Lagrange correspondientes a E[Rs] y €llos son:

A A
«_‘c A o PThC 1 ezt . .
A = =0 y A= =—=>W"= a partir de la solucion
D D C C

W=23"R+1,27" .
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v

Ilustracién 15. Lafrontera eficiente esla rama superior dela hipérbola. El vértice dela misma contiene
el rendimientoy el riesgo del portafolio de minima varianza global.

4.6.1.- Teorema de dos fondos

L os vectores de ponderadores de dos carteras de minima varianza pueden ser establecidas
de tal manera que cualquier cartera igualmente de minima varianza se genera a partir de
esas dos carteras iniciales. Ello significa que se puede crear la hipérbola con base en dos
fondos.

Proposicion 8 (Teorema de dos fondos). Sean P y Q dos portafolios de minimavarianzay
sea también aef. Entonces cualquier portafolio de minima varianza con vector de
ponderadores W puede generarse como una combinacion lineal de Py Q de formatal que

W =aW® +(1-a)W".
Demostracion.

Sin pérdida de generalidad se sustituye el portafolio P por €l de minima varianza globa G
por tanto, se debe probar que cualquier portafolio W es de laforma W = aW® + (1—a)W°E.

L os ponderadores de las carteras de minima varianza toman la forma:
W=23"R+1,27

>R >

Haciendo W® = (ponderadores del portafolio Q) y W°® = se tiene que

W=, AWR + 1,CWE en laque como ya se observd A, A+ A,C=1.

Entonces cuando o = 1A = 1-a = 1,C se tiene €l resultado deseado por |o que cualquier
vector de ponderadores de una cartera de minima varianza es combinacion lineal de otras
dos carteras también de minima varianza. |
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4.6.2.- Uso delatécnica de carteras deinversiones

Con e animo de mostrar la técnica se ha disefiado una cartera de tres activos y en ella se
aplican los resultados obtenidos en lineas anteriores.

Supdngase una economia con tres activos riesgosos cuyos rendimientos y matriz de
varianzas'y covarianzas se presentan a continuacion:

E[R] =014 023 0.02 -0.10 971 -839 10.64
E[R,] =0.11 Y=[002 015 010 |=>>'=|-839 1822 -1565
E[R;,] =0.13 -0.10 010 0.17 1064 -15.65 21.35

El primer paso consiste en determinar las constantes A, B, Cy D paraluego determinar los
vectores WPy WP

971 -839 1064 |1
A=[0.14 0.11 0.13] -839 1822 -1565|1|=3.1584
1064 -1565 2135 |1

971 -839 1064 [[0.14
B=[014 011 013]-839 1822 -1565|0.11|=0.4829
1064 -1565 21.35 | 0.3

971 -839 1064 |1
C=[1 1 1]-839 1822 -1565|1|=22.479%
10.64 -1565 2135 |1

D=BC-A?=0.2053

971 -839 10.64 | 0.14
-839 1822 -15.65|0.11

05761
1064 -1565 21.35 |0.13
We = A --0.3816
0.8055
971 -839 1064 |1
-839 1822 -1565|1
05321
. |1064 -1565 21.35 |1
wWe = - =|-0.2501
0.7270
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Observaciones:

o WS +wS +wS =05321-0.2591+0.7270 =1.

e Sevende en corto €l activo 2 y los ingresos procedentes de esta operacion se envian
alosactivosly 3.

El rendimiento y lavarianza del portafolio G son:

E[R.]=0.14* wS +0.11* wy +0.13* w = 0.1405
023 0.02 -0.10| 05321
= [0.5321 —-0.2591 0.7270f 0.02 0.15 0.0 ||-0.2591|=0.0445
-010 010 0.17 | 0.7270

Lapargia (o, R, )=(0.2110 , 0.1405) esel primer punto de la frontera eficiente.

Por el teorema de dos fondos se construye la frontera eficiente a partir de la siguiente
combinacion lineal como se muestraen la llustracién 16:

0.5761 0.5321
W =g -0.3816 |+ (1-a) -02591| ae®
0.8055 0.7270
14.4 - FRONTERA EFICIENTE
14.3 |
S 142 4
o)
% 141 -
% 14
é 13.9
13.8 |
13.7 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
21.05 21.1 21.15 21.2 21.25 21.3 21.35
VOLATILIDAD %

Ilustracion 16. La frontera eficiente es una hipérbola en €l plano volatilidad — rendimiento.

4.7.- Utilidad esperaday carteras eficientes

Con € objeto de conocer cud portafolio de la frontera eficiente debe considerarse a
momento de invertir se hace uso de las curvas de indiferencia de la utilidad esperada.

53



Para conocer la naturaleza de las curvas de utilidad esperada se hace uso de los resultados
obtenidos en € capitulo 2. Una curva de indiferencia se entiende como el conjunto de
opciones de inversion igualmente preferidas. Dichas curvas son €l lugar geométrico de
paregjas de rendimientos medios y desviaciones tipicas tales que otorgan el mismo nivel de
utilidad. Para determinar las curvas de indiferencia de la utilidad esperada se parte de la

igualdad E[U(yo(1+ oZ+ 1))] =c.

CURVAS DE INDIFERENCIA

DIRECCION DEL
BIENESTAR

\

RENDIMIENTO

v

DESVIACION ESTANDAR

llustracion 17 Forma delas curvas de indiferencia.

Para determinar la forma de las curvas de indiferencia se aplica la diferencia total de la
utilidad esperada.

OE[U (Y, (1+ 0Z + w))] do + OE[U (Y, A+ oZ + w))] du=dc=0
oo ou

U (roZ )] g

dE[U (o (1+0Z + w))] =

_ BV (@t oZ + )]

oo ou
OE[U (o (1+0Z + u))]
— _ do _ du
OE[U(Y,(I+0Z+ )] do
ou

GBIV (Yot oZ+ )] OBV (Yol oZ+ )] o

En e capitulo 2 se mostré que
oo ou

por lo que Sﬂ >0 lo que significa que un aumento marginal en el riesgo requiere de una
O

compensacion en €l rendimiento. En consecuencia las curvas de indiferencia son crecientes
como se muestra en la llustracion 17. Este hecho implica que € individuo elige € punto de
tangencia entre alguna curva de indiferenciay lafrontera eficiente (véase la llustracion 18).



ELECCION DEL PORTAFOLIO OPTIMO
A

CURVA DE INDIFERENCIA

RENDIMIENTO

FRONTERA
EFICIENTE

>
DESVIACION ESTANDAR

Ilustracion 18 La eleccién éptima se alcanza en € punto de tangencia entre las curvas de indiferenciay
lafrontera eficiente.

Es asi como la utilidad esperada permite la toma de decisiones entre portafolios de
inversion eficientes. EI mismo proceso se encuentra al construir la Linea del Mercado de
Capitales en lineas posteriores.

4.8.- Inclusién del activo libre deriesgo

Hasta este punto se han tratado Unicamente activos riesgosos como acciones mas puede
incluirse un activo libre de riesgo como e T-bill, una cuenta bancaria o los Cetes de
Meéxico.

El activo libre de riesgo es denotado por S por lo que se tienen ahora N+1 instrumentos.
Este activo libre de riesgo ofrece un rendimiento conocido R,.

Con la inclusion de este activo es de interés saber si existen alteraciones en la frontera
eficiente pues ahora se puede crear una cartera con un portafolio de activos riesgosos y €
activo libre de riesgo.

La respuesta a esta inquietud se obtiene al resolver un nuevo problema de optimizacion.
Para €llo se supone de manera adicional que se puede prestar y pedir en préstamo a la tasa

N N
R.. Este Ultimo supuesto implica que no siempre ZWi =1.S ZWi <1 entonces se ha
i=1 i=1
decidido colocar alguna cantidad de recursos en el activo libre de riesgo mientras que si
N
ZWi >1 se ha solicitado un crédito teniéndose a R_ por tasa de interés. Sin embargo, a
i=1

denotar por wp a tanto por unidad monetaria invertido en € activo libre de riesgo, se tiene

N
que z w, =1. El problema de optimizacion es el siguiente:
i=0
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minc? =;W’ZW
Sa
w,R +W'R=E[R,]

N
2w =1
i=0

Nuevamente se tiene una funcién de Lagrange a la que se toman derivadas parciales que
son igualadas a cero.

L(Wy, W, ., Wy, Ay, 4,) = ;W’zwml(E[Rp] ~W/R-w,R )+ 4, 1-W'I —w,)

g/k/:zw_le—M =0=3IW =4 R+1,l
oL
m:_ R -4,=0=4,=-4R,

0

;t: E[R.]-W'R-w,R =0=W’'R=E[R,]-W,R = R'W
§L=1—W’| -W,=0=>W'l =1-w, ='W

2

Ahora deben ser hallados un vector Wy los valores de wo, 41 Y A, tales que satisfagan las
igualdades obtenidas a partir de las derivadas de la funcidn de Lagrange.

SW=A4R+4,l =4R-AR I =>W=A4>"(R-R )

Multiplicando por laizquierda esta Ultimaigualdad por los vectores R e | transpuestos se
tiene lo siguiente:

RW=4RZ*R-RI1)=4(B-R A =ER,]-w,R,
I'W=21"2"R-RI1)=4(A-RC)=1-w,

Con estas ecuaciones se tiene un sistema de ecuaciones con Wy, 41 como incognitas.

B-RA R4 _[ER]
A-RC 1 |w, 1
Se denotar4d en adelante como H a polinomio B-2R A+R*C en R que es ©

determinante del sistema de ecuaciones. Dicho sistema tiene solucién debido a que H es no
nulo. H no cambiara de signo siempre y cuando posea raices complejas o que es posible si
tiene discriminante negativo. Es decir 4A%4BC<0 = D>0 lo que es cierto en virtud de la
proposicion 7 de la seccion 4.6. Entonces las soluciones del sistema para A; y Wo son:
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- EIRI-R - H(EIR1-ROA-RO)

Con estas soluciones setiene que W =

E[RP|_]|_RLZ_1(R_ R I) y puede manejarse también
Wo=1-W/I.

Ahora es posible determinar |a varianza de |os portafolios eficientes que se han encontrado.
/
o2 =W'zwW :{E[R'ﬂ_F\)LZ‘l[R—RLI]} E{E[RPF]fRLz-l[R—RLl]}

ol {E[RP]_RL} [R—RLI]’2‘122—1[R_RL|]:[E[RP]‘RL} H
H H

o2 [E[RF>]_RL]2:>(7 :‘E[RP]_RL‘

P f P \/ﬁ

LINEA DEL MERCADO DE CAPITALES

E[R.]=R_+~/Ho,

4——— FRONTERA EFICIENTE

RL RAMA INEFICIENTE

RENDIMIENTO

[
»

DESVIACION ESTANDAR

Ilustracién 19. La linea del mercado de capitales es la rama superior del conjunto de minima varianza
que se dedujo.

Con la ecuacion de lavolatilidad de un portafolio eficiente se encuentra el lugar geométrico
de la frontera eficiente. La llustracion 19 muestra que se trata de dos semirrectas con

pendientes +-/H y unidas en el vértice (O,R,).

_ ‘E[RP]_ RL‘

o, N = E[R,]=R_+-/Ho,
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A partir de esta tltima igualdad se deduce que la ecuacion de la frontera eficiente debe ser
E[R,] =R_+-/Ho, puesindicaque amayor volatilidad se tiene mayor rendimiento. Esta

ecuacion corresponde a la denominada Linea del Mercado de Capitales (LMC) como se
muestra en la llustracion 19.

4.8.1.- El portafolio tangente

Se ha sefidlado que a incluir € activo libre de riesgo la suma de los ponderadores de una

N
cartera puede diferir de la unidad. Cuando ZWi =1 se ha decidido invertir la totalidad de
i=1
los recursos en los activos riesgosos por 10 que, Unicamente en este caso, se tiene un
portafolio que pertenece tanto a la Linea del Mercado de Capitales como a la hipérbola
desarrollada en la seccion 4.5. Dicho portafolio se denomina portafolio tangente y para

determinarlo simplemente se hace wy=0 en la ecuacion 4, (A-R C)=1-w, dela que se

obtiene 4, =———.
A-RC
Entonces e vector de ponderadores del portafolio tangente tiene la forma
1
W' = T (R-R1).
Ay (R-RD

4.8.2.- Teorema de un fondo

El teorema de un fondo es el andlogo del teorema de dos fondos y sefidla que es posible
generar lafrontera eficiente Unicamente con un vector de ponderadores de activos riesgosos
y un vector que consideralainversion en el activo libre de riesgo.

Para derivar éste teorema se hace uso del portafolio tangente. Cualquier vector de
ponderadores de un portafolio de la frontera eficiente tiene la forma

W = E[RPF]fRLzl(R— RI).

S ésta expreson se multiplica y divide por A-RC se tiene que
H(A-RC) H
éste resultado se puede probar el teorema de un fondo.

Con

W,
Proposicién 9 (Teorema de un fondo). Sea W = [V\ﬂ el vector del activo libre deriesgoy
los activos riesgosos. Dado ae®R entonces todo portafolio Wen la LMC se construye a

partir de una combinacion lineal entre el portafolio de mercado y € activo libre de riesgo de
laforma siguiente:
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—

- 0 W,
W=q| |+1-a) .
0 w;,
Demostracion.

W, 0
o W, 0 w, .
El vector W se descompone de la siguiente forma W = wi=l o] Utilizando €

0 Wy,

hecho de que cualquier vector de ponderadores de un portafolio eficiente depende en forma
lineal del vector de ponderadores del portafolio tangente y haciendo « = wy se tiene que:

1 0 1 0
0 W, 0 A

W=w,| . |+@-w,) :1 =a| . [+(1-a) :1 [ |
0 Wy, 0 Wy,

Cuando €l valor de a=0 entonces se ha invertido la totalidad de los recursos en activos
riesgosos y se tiene e portafolio tangente. El caso a=1 indica que se ha invertido
anicamente en el activo libre de riesgo.

4.8.3.- Aplicacion del teorema de un fondo

En este apartado se asume que unatasa libre de riesgo de 10% y los datos de los activos de
la seccion 4.4.3. El primer paso entonces es la determinacion del portafolio tangente.

1
W' = T (R-R I
A-RC (R-R)
971 -839 1064 ||0.14 1 0.6850
T= 1 -839 1822 -1565((0.11|-0.101||=|—-0.6842
3.15-0.10* 22.48
10.64 -15.65 21.35 ||0.13 1 0.9992
1 0
0 0.6850
Con las entradas del portafolio tangente se construye W =a| |+ (1-«) p
0 —0.6842
0 0.9992

determinar los vectores de ponderadores.

Con base en estos ponderadores se obtiene el rendimiento del portafolio tangente es
E[Rr]=0.14*0.6850+0.11* (-0.6842)+0.13*0.9992=0.1505 junto con la volatilidad
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o0r=0.2356. La linea del mercado de capitales se aprecia en la llustracién 20 tiene la
— - 0.1505-0.10
siguiente ecuacion R, =0.10+ ——o,.

0.2356

18% -

PORTAFOLIO TANGENTE

16%

14%

12%

RENDIMIENTO

10% -
RL

8%

0% 5% 10% 15% 20% 25% 30% 35%
VOLATILIDAD

Ilustracion 20. El activo librederiesgo da lugar ala Linea del Mercado de Capitales.

4.9.- Valor en riesgo deunacartera

En el capitulo anterior se establecio la definicion de VaR asi como la estimacion del mismo
para un activo. En esta seccion se determina € VaR de una cartera mediante e modelo
paramétrico varianza-covarianza o delta normal. En realidad resulta sencillo encontrar el
VaR de un portafolio ya que laférmulaesidénticaaladel caso del activo individual.

1
VaR=M*NC*VaR= M * NC*[W'SW]2-/T

Donde:

M: Es el monto expuesto al riesgo

NC: Nivel de confianza. Al 95% es 1.65y al 99% NC=2.33
T: Es €l horizonte de tiempo

Ejemplo: Calcular el VaR mensua a 95% de confianza de un portafolio de minima
varianza globa G de la seccion 4.2.3 cuando se tiene unainversion total de 10000 unidades
monetarias.
06=0.2110

VaR =10000* 1.65* 0.2110* 2252)2 =984.71
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El resultado a canzado significa que con un 95% de confianza, si se invierten 10000 u.m. en
el portafolio de minima varianza global entonces la pérdida méxima seria de 984.71 u.m. en

un mes.

Hasta este punto se han cumplido los objetivos del capitulo y se da lugar a modelo de
equilibrio denominado Capital Asset Pricing Model en el siguiente y dltimo bloque.
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CAPITULO 5 MODELO DE VALORACION DE ACTIVOS
DE CAPITAL (CAPM)

El modelo de valuacion de activos de capital (CAPM) explica €l rendimiento de un activo
en términos del riesgo de mercado considerando que los inversionistas de la economia
conforman sus portafolios de acuerdo a la teoria moderna del portafolio y que cuentan con
expectativas homogéneas. En este capitulo se presenta la derivacion del CAPM, e Modelo
del indice Unico (MIU) y se muestran aplicaciones del concepto de la beta en las finanzas
corporativas y lamedicion del riesgo de mercado.

5.1.- Limitaciones de la diver sificacion

Ladiversificacion es de gran utilidad para disminuir € riesgo de una cartera de inversiones.
No obstante, este mecanismo de tratamiento de riesgo se encuentra limitado como se puede
ver a suponerse un conjunto de N activos riesgosos tales que todas las pargjas de los
mismos tienen covarianza igual a covi, que se asume positiva’. La varianza de cada activo

es la misma para todos y la ponderacion para el activo i-ésimo es N w; . Entonces la

varianza de esta cartera es constante en € limite.

N 1)2 11 1\ 2 o2 1

ol = — | 6?2+2y = —cov =() c?+—>cov. =—+|1-—|cov

N Z;(N Z;N N ™ [N Z; Nzi; ™ N N m
2

.o 1
[im—+|1-—|cov, =cov,
N—> o N N

Esto significa que mientras mayor sea el nimero de activos la varianza de la cartera
disminuye. Sin embargo, tal reduccién del riesgo esta acotada por lo que siempre existe
riesgo sin importar el nimero de activos que compongan una cartera. Esta observacion da
lugar alas siguientes definiciones de riesgo:

e Riesgo diversificable. Es aquel que es potenciamente eliminado a causa de la
diversificacion y proviene de las caracteristicas particulares de una emisora o de sus
competidores inmediatos. Es importante notar que €l portafolio de mercado tiene la
mayor diversificacién posible por lo que €l riesgo restante da lugar a riesgo
sistematico.

¢ Riesgo sistemético. Es aguel que la diversificacion no puede eliminar debido a que
se deriva de factores que afectan a toda la economia como los cambios politicos.

En la llustracion 21 se describen las limitantes de la diversificacion asi como la particion
del riesgo total en riesgo diversificable y riesgo sistemético.

! Esrazonable que al incrementarse el nimero de activos en la economiala covarianza tenderd a ser positiva.
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EL LIMITE DE LA DIVERSIFICACION
0.25 +
0.2 4
ﬁ RIESGO DIVERSIFICABLE
> 0.15 -
<
< 01
> T
0.05
t RIESGO SISTEMATICO t
0 T T 1
1 14 27 40
NUMERO DE ACTIVOS

llustracion 21. Riesgos diver sificable y sistematico.

Entonces el riesgo total o especifico de la un instrumento es igual a agregado del riesgo
diversificable més el riesgo sistematico.

Riesgo Total = Riesgo diversificable + Riesgo sistematico

En una economia en la que los inversionistas hacen uso de la diversificacion para
conformar sus carteras |os activos financieros Unicamente deben pagar un diferencial por €l
riesgo sistematico pues la diversificacion se hallevado a limite.

5.2.- Modelo de Valoracion de Activos de Capital CAPM

El CAPM vincula la prima por riesgo sistemético de un activo financiero con la prima del
portafolio de mercado mediante una relacion lineal entendiendo que se trata de un modelo
de equilibrio.

Supuestos del CAPM

e Los inversionistas deciden con base en el criterio de media-varianza con
rendimientos distribuidos en forma normal.

e Losinversionistastienen el mismo horizonte de tiempo.

e Losinversionistas tienen expectativas homogéneas sobre |os retornos de |os activos
lo que significa que ven la misma frontera eficiente.

e El mercado es eficiente.

e Existe un instrumento libre de riesgo a cuyatasalos inversionistas pueden prestar y
pedir prestado cantidades ilimitadas.

e No existen costos de transaccion u otras imperfecciones del mercado.

Algunos de estos supuestos se pueden debilitar para obtener extensiones del CAPM pero,
entre ellos, resulta fundamental e que hace referencia a la homogeneidad de las
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expectativas de los rendimientos de los activos debido a que posibilita la eficiencia del
portafolio de mercado.

5.2.1.- Derivacion del CAPM

Considérense m participantes en el mercado de capitales. Sea X; lariquezainicia que posee
el i-ésimo inversionista, i=1,2,...,m.

El equilibrio econémico se alcanza cuando son iguales la oferta y la demanda de algin
satisfactor. EI CAPM es un modelo de equilibrio debido a que considera esta situacion para
los activos financieros. En este modelo, la demanda es la suma de todos los portafolios
pertenecientes a los m inversionistas mientras que la oferta se aprecia en el portafolio de
mercado.

Demanda
Sea W el vector de ponderadores de la cartera del i-ésimo inversionista entonces
WP = )1(2 XW, es el vector de ponderadores de lademandatotal con X =) X, .

i=1

o i=1
Con base en el teorema de un fondo (Proposicion 8) se tiene que e vector de la demanda

m 1 m 0
inai 0 Zl(l_ai)xi wr

total sWP =1t | |4 |1
X : X :
0 Wy,
inai Z(l_ai)xi inai
Ademas = v =L ~ =1 por lo que a hacer a® == ~ se tiene que €

vector de ponderadores de la demanda total pertenece ala LMC.

Para el vector WP se hace uso de las igualdades siguientes (véase la seccion 4.6.1 del
capitulo anterior):

SWP = A,R+4,|

~ A, - AR =0

JWP =4 (R-R 1)

W2 SWP = 4,(E[R,] -R, )
WP R-R I

WP sw®  E[R,]-R
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Oferta

La oferta tota estd dada por e portafolio de mercado WM. En donde
M Valor demercadodel activo i

~ Valor demercado detodoslos activos

El equilibrio

Para que el mercado de activos alcance € equilibrio se requiere que todos los activos sean
comprados. Sea V; el valor de mercado del i-ésimo activo. Entonces el valor de mercado de

N
los activos de la economia es Z\/i . Si toda la oferta se consume entonces el portafolio de
i=1

. V, : .
mercado en efecto tiene por ponderadores w" = - Dado que los inversionistas
2V,
i=1

cuentan con expectativas homogéneas (ven la misma frontera eficiente), cada uno de ellos
tiene entonces una combinacion del activo libre de riesgo y €l portafolio tangente por lo que
W"=W'. Es decir, e equilibrio se acanza hasta que e portafolio tangente es igual al
portafolio de mercado.

El equilibrio se tiene cuando WM=WP. Con ésta igualdad se obtiene el CAPM para toda la
economia.

by R | | EIR]

wowh o W' ReRI (B o IR ER]
WY EW E[R-]-R. : :

B R LER]

Lai-ésima entrada del vector XWP esla covarianza entre el rendimiento R, y el rendimiento

del mercado Ru y S, :m

O

. Por lo que se ha derivado el CAPM para toda la

economia.
5.3.- Lineadel Mercado de Valores

La Linea del Mercado de Vaores (LMV) es la relacién entre la beta de los activos y los
rendimientos correspondientes como se describe en la llustracion 22. La beta de un activo
es una medida de riesgo sistemdtico y ayuda a evidenciar la sensibilidad a riesgo de
mercado de una accion. Las acciones con beta superior (inferior) ala unidad se denominan
agresivas (defensivas).
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LINEA DEL MERCADO DE VALORES

RENDIMIENTO

MEDIO
A
RMm
RL DEFENSIVAS AGRESIVAS
¢
>
1 BETA

llustracién 22. Las acciones con beta superior (inferior) a la unidad se denominan agresivas
(defensivas).

Si la beta de un activo es mayor que la unidad entonces el rendimiento de dicho activo, en
promedio, mostrara un incremento o decremento mas que proporcional con respecto al
portafolio de mercado. Cuando la beta del activo es menor que la unidad entonces el
rendimiento del activo acompariara en forma menos que proporcional a rendimiento del
portafolio de mercado. En el caso de que e activo cuente con beta unitaria entonces €l
rendimiento del activo se movera, en promedio, en la misma proporcion que el portafolio
de mercado.

LINEA DEL MERCADO DE VALORES

RENDIMIENTO
MEDIO

>
A1 B2 BETA

Ilustracién 23 Si un activo seencuentrafueradelaLMV sedalugar a ganancias extraordinarias.

En la llustracion 23 se aprecia un activo con una perturbacion en el rendimiento. El activo
A paga un rendimiento superior dado su nivel de beta. Es decir Ra>R; cuando A tiene beta
con valor /i< /% por lo que este activo esta subvaluado para el nivel de beta que ostenta.
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Si los participantes del mercado notasen esta discordancia de rendimientos entonces
sucederialo siguiente:

e Readlizarian una venta en corto sobre el activo B (triangulo) con mismo nivel de
beta (/1) pero con rendimiento R;.

e Con losrecursos de la venta en corto comprarian el activo A tiene el mismo nivel de
riesgo sistematico (1) pero con mayor rendimiento Ra.

e Lademandadel activo A presionaria su precio al alza reduciéndose el rendimiento
que ofrece hastallegar alaLMV.

Cuando un activo se encuentra bagjo la LMV sucede un proceso similar para aprovechar la
coyuntura en los rendimientos.

5.4.- Modelo del indice Unico (MIU)

El MIU se sustenta en la idea basica que € rendimiento de los activos gue cotizan en €l
mercado, en promedio, crecen o decrecen a la par del rendimiento de algun indice del
mercado. Las relaciones entre los rendimientos del indice y los activos es lineal y toma las
formas:

R-R=a+f(Ru—R)+¢ parai=1,2,...,N.
Donde

R : Rendimiento del activo i-ésimo
Rv : Rendimiento del indice del mercado

a; . Componente del rendimiento del activo i-ésimo independiente del rendimiento del
indice.

S Elasticidad el rendimiento del i-ésimo activo ante cambios en el rendimiento del indice.
&i . Error aeatorio proveniente de la diferencia entre el rendimiento del activo observado y
el valor tedrico.

R.: Tasalibre deriesgo

Es decir se tiene una regresion lineal entre la prima de riesgo que paga un activo y la prima
de riesgo del mercado. Respecto del error aleatorio deben hacerse algunas suposiciones:

e ¢ tienemediacero E[&]=0Yy varianza ¢”.

e cov(g,Ru)=0
e covis,g)=0

Tales supuestos, facilitan los calculos de esperanzas, varianzas y covarianzas. El primer
paso es encontrar la esperanzay varianza del i-ésimo activo.

E[R-R]=a+AE[Ru-R]
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Este valor esperado implica que el parametro «; debe se nulo en caso de que el CAPM sea
valido. La varianza del modelo también da luz sobre los conceptos de riesgo sistematico y
especifico.

O-iz =Var(ait+ fi(Ru-R)+&i) = ﬂizo-l\zll + giz

Como se observa, la varianza calculada, parte e riesgo del activo en los mencionados
riesgo sistemético fc;, y riesgo especificog’. Para la obtencion de la covarianza se
requieren mas operaciones.

cov(R-R.,R-R)=E[(R-R. - E[R-R])(R-R.-E[R-R.])]
coV(R-R.,R-R.)=E[ (A (Ru-E[Ru] )+ &)(B(Ru-E[Ru] )+ &)]
= E[8 8;(R, —E[R, 1)’ + B, (R, —E[R, D¢, + B;(Ry —E[R, D&, +¢,¢]

cov(R-R_,Ru-R)=aij= ﬂiﬂjo-l\zll

Solo fata considerar la covarianza entre la prima de riesgo de un activo y la prima de
riesgo de mercado.

cov(R-R.,Ru-R)=cov(ai+ (Ru-R.)+&i ,Ru-R)=0+cov(f(Rv-R.), Ru-R.)+0

cov(R-RL.Rw-R)= B,oy,

Dado que cov(R-R. ,Ru-R.)= o= B0}, = f, = G‘—g" por lo que se trata de la misma beta
Oy

del CAPM.

Hasta este punto, se han logrado nuevas formulas para la estimacién de las varianzas y
covarianzas de |os activos del mercado. En €llo, reside laimportanciadel MIU. EnlaTabla
9 se exhibe un cuadro comparativo de la cantidad de parametros que deben estimarse para
configurar lamatriz de varianzasy covarianzas.

N Rendimientos | Varianzas | Covarianzas Total

2 2 2 1 5

5 5 5 10 20

10 10 10 45 65
20 20 20 190 230
50 50 50 1225 1325

N N N N(N-1)/2 N(N+3)/2

Tabla 9. EI nUmero de pardmetros para estimar la frontera eficiente crece como una funcién
cuadratica.

Notese que cada parametro estimado conlleva un error por o que una matriz de varianzas'y
covarianzas puede acumular un sesgo gue conduzca a una varianza negativa del portafolio.
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Con las nuevas formulas en términos de las betas y la volatilidad del indice del mercado se
obtiene una matriz de varianzas y covarianzas de laforma siguiente:

ﬂlzo-nzn +§12 :Blﬂzo-l\zﬂ ﬂlﬂNo-l\z/l
T IBZIBlO-I\z/I ﬂzzo'lsl +§22 ﬂZﬁNO-I\Z/I
ﬂNﬂlo-l\Z/l ﬂNﬂZO-lsl ﬂlglo-l\z/l +§,§1

Para determinar |a frontera eficiente con base en e MIU se requieren N betas, la volatilidad
del mercado, N rendimientos y N estimadores de riesgo Unico. En total se requieren 3N+1
parametros que comparados con los N(N+ 3)/2 conduce a mayor parsimoniaen los céalculos.

Cuando N es |o suficientemente grande los errores ¢ son précticamente despreciables por
lo que lamatriz 2 se estima de forma sencillaatravés del MIU.

2 2 2 2
Bioy BiB.ow - BiBuow

y 182181013 /3220_1\2/| ﬁZﬁNO-I\Z/I

2 2 2 2
BubBiow BuBow 0 Byow

5.4.1.- Ventajasy desventajasdel MIU
Entre las ventgjas del MIU son:

e Permite crear lafrontera eficiente con mayor parsimonia.
e Facilitael andlisis de activos por industria a través de indices sectoriales.

L as desventajas mas sefial adas son:
e Puede ser una simplificacion excesiva de la explicacion del rendimiento de un
activo.
e Los portafolios resultantes de |a aplicacién de éste método pueden no ser eficientes.

5.5.- Labetay susaplicaciones

El CAPM es un modelo ex ante, e cual no puede ser calculado, 1o que se calcula es €l
CAPM ex post, a partir de datos historicos.

Lo anterior se traduce en que la mayoria de las estimaciones de betas contienen errores, 10s
cuales finalmente impactan en la estimacion de la tasa de costo de capital. A pesar de esto,
este concepto de riesgo sistemético, resumido en |la beta es uno de los mas usados en las
finanzas modernas.
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La estimacion de la beta requiere del rendimiento del portafolio de mercado. Este ultimo,
no puede ser determinado en forma exacta pero existen variables proxy que permiten
simularlo. Dichas variables proxy son los indices accionarios como el S& P 500 de Estados
Unidos y en el caso mexicano se tiene a indice de Precios y Cotizaciones de la Bolsa
Mexicana de Valores gque contempla un grupo de alrededor de 35 acciones, ratificadas o
sustituidas cada afio, con ponderadores que varian en tiempo real.

Una vez que se tiene un aproximado del portafolio de mercado se puede determinar la beta
a partir de la definicién de la misma o mediante una regresion lineal en la que se considera
que € rendimiento de un activo depende en forma lineal del rendimiento del portafolio de
mercado.

5.5.1.- El beta-VaR

El beta VaR se entiende como el uso del MIU en la gecucion de la técnica delta-normal
vistaen el capitulo anterior. Al recordar que la varianza de un portafolio en términos de las
betas de |os activos que |o componen es:

2 2 2 2
10m BiB.ow - BiBuow

2 2 2 2

s — Bofioy 20wm o BaBuou
2 2 2 2
BubBiow BuBow 0 Byow

L as ganancias de este método se aprecian, una vez mas, por la parsimonia numérica en los
calculos. Laformula esla que se presentd en la seccion 4.6 del capitulo 4.

1
VaR=M*NC*VaR= M * NC*[W’'=W]2/T

Donde:

M: Es el monto expuesto al riesgo

NC: Nivel de confianza. Al 95% es 1.65y al 99% NC=2.33
T: Es €l horizonte de tiempo

Como se ha sefialado, existen distintas técnicas para la determinacion del VaR, sin
embargo, en este material se han presentado las técnicas més sencillas a fin de dar una
primera aproximacion a un curso de administracion de riesgos financieros. Mayor detalle
sobre este campo de | as finanzas se encuentraen [9], y [12].

55.2.- CAPM y WACC
El CAPM encuentra aplicaciones en la vida real para determinar e costo de capital de una

firma. El WACC (Weighted Average Cost of Capital) es el promedio ponderado del costo
de capital propioy el costo de capital de la deuda financiera.
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d+Ke

WACC =K .
d+e d+e

donde

Kq es el costo de capital de ladeudafinanciera

Ke es el costo de capital propio

d es el valor de mercado de la deuda financiera

e esel valor de mercado del capital contable de lafirma

En particular, la beta sirve para estimar €l costo de capital propio Ke que en el caso
mexicano toma la siguiente forma:

Ke=R +B(E[Rv] -R)* RVA+ Rsm+ RP
Donde

R_ eslatasa que pagan los bonos del tesoro a 30 afios

S se determina con respecto a indice S& P 500

E[Rv] es el rendimiento medio del S& P 500

RVA esun gjuste por unainversion fueradel entorno de Estados Unidos
Rsm es un premio gue debe considerarse por el tamarfio de lafirma

RP es € riesgo pais de |os eurobonos mexicanos

5.5.3.- Labeta de un portafolio

Para conocer cudl esla beta de un portafolio debe gjecurarse laférmula del valor de la beta.
Dado un portafolio P sin activo libre de riesgo (éste activo tiene beta con valor nulo) con
ponderadores wy, W,,...,wy €l valor de fp es:

_COV(RP,RM)_COV(Z;WR,RMJ_Z;NCOV(R,RM)_iwﬂ
T ez oZ T o2 el

P

Por lo tanto la beta de una cartera es la media ponderada de las betas respectivas de los
activos que componen € portafolio. El calculo de éste tipo de betas se da cuando se desea
conocer la beta de todo un sector econémico.
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CONCLUSIONES

En general, la diversificacion es una tarea diaria. Una nacion debe diversificar sus
exportaciones y diversificar los paises a los que exporta, una familia tiene que diversificar
sus fuentes de financiamiento en tanto que una institucion financiera debe diversificar para
ser competitiva en rendimiento como tienen que serlo las Afore.

Los modelos son abstracciones de la realidad y la utilidad de los mismos reside en que
fungen como herramientas para €l raciocinio aunque € usuario de cualquier modelo debe
ser consciente de las bondades y limitaciones del mismo. Las conclusiones de ésta tesis son
simples:

1. Dado un nivel de riesgo, elegir € rendimiento mas alto y dado un nivel de
rendimiento se debe tomar la alternativa de menor volatilidad.

2. La diversificacién conduce a la posibilidad de reducir la exposicién a riesgo.
Cuestiones como la diversificacion no se restringen al ambito de las inversiones en
acciones. Es razonable pensar que ninguna institucion de seguros tiene toda su
cartera de riesgos por dafios en una sola ciudad.

3. Asi como en microeconomia el precio de un bien esta sujeto a las condiciones de
los precios de otros bienes como en el caso de la elasticidad cruzada, en la teoria
del portafolio moderno la sobretasa de un activo esta en funcién de la sensibilidad
de éste con respecto a un portafolio de mercado encarnado por un indice.

4. Lateoria desarrollada por Harry Markowitz se suscribe a la teoria neoclasica de la
utilidad esperada como un caso particular.

En éstas conclusiones se encuentran, de forma implicita, todos los resultados y
razonamientos desarrollados en ésta tesis.

En la vida diaria, es comin encontrar que los bancos ofrecen alternativas de ahorro -
inversiéon con tasas que ligeramente superan la tasa de inflacion. Es importante entonces
ensalzar la viabilidad de nuevas alternativas como los fondos de inversion para obtener
mejores rendimientos sin exponerse de forma irracional al riesgo. Es en ese ambito donde
lateoria expuesta en el presente documento puede ayudar a ciudadano promedio.

Para un profesional de la Actuaria, el saber razonar sobre el intercambio entre riesgo y
rendimiento es fundamental ya que normalmente entiende € riesgo como riesgo puro y
dedica poco espacio al riesgo especulativo. Es en este momento en el que los conceptos
desarrollados en esta tesis toman sentido.
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APENDICE: DISTRIBUCION NORMAL Y ALGEBRA
MATRICIAL

A1l.- Distribucién normal

Se dice que la variable aleatoria X sigue una distribucion normal con parametros i y o de
localizacion y de escala respectivamente si 1a funcién de densidad es:

n(x) =

2

2
exp(— (x= 1) j donde-co< p< 0 y o>0.

2no 20°?

Cuando X tiene una distribucion normal con sus respectivos parametros se denota como
X~N(u,0).

—H
(2
normal esténdar. Latransformada X=¢Z+ conduce alanormal X original a partir de Z.

S se redliza la transformaciéon Z = X

se obtiene que Z~N(0,1) y Z se conoce como

Por conveniencia, a continuacion se utiliza la variable Z para derivar resultados sobre
cualquier variable normal X.

Resultado 1. Sea Z~N(0,1). Entonces todos |os momentos de esta variable son finitos.
P.D. E[Z"]<© VneN

Demostracion.

z 2 % .z
E[|Z]"]= 2dz=—|2Z"e 2dz
&
2
Si se hace €l cambio de variable y:Z2 se obtiene la siguiente expresion en la que I”

denota la funcion gama.

n

n 227 22 _(n+1
e R L P
0

Resultado 2. Si n esimpar entonces E[Z"] =0.

Demostracion.
1

J2r

ZZ

E[Z"] = J’z“efzdz: 0 debidoaque f(z)=z"e 2 esunafunciénimpar. ®
Resultado 3. Si n es par entonces E[Z"]=1-35-...((n-1)
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o T z”ei;dz -2
21 =, \/;

NS

© n-1 2

" 22 _(n+1

E[Z"] = 2e’dy = —I| ——
2] Jyreray=" ( 2 j
Por induccién sobre ke N tal que n=2k se prueba que j:p(k + 1} =1.3.5...-(2k - 1)
Vg 2

|
Una vez que se han obtenido resultados para la normal estandar es posible encontrar otros
resultados para una normal cualquiera.

Sean m=E[Z"] y X~N(uo). S se recuerda que Z-= X-p entonces
o

m = E[Z"] = E{(x_ﬂ)”} . Son de interés los valores de mz y my pues conducen a los
o

valores del sesgo y curtosis respectivamente para una normal cualquiera.

Resultado 4. El sesgo, entendido como el tercer momento centrar de una normal dividido
por la desviacién estandar al cubo, es denotado por k; esigual a cero.

Demostracion.

3
Por el resultado 1 m, = E[ZS]=0:> k3=ﬂ(x_3—”)]=0 u
o

Resultado 5. La curtosis ks es el valor del cuarto momento central de una normal divido
por la desviacion estandar ala cuarta potencial. Para unavariable aleatoria normal ks=3.

Demostracion.
4 4
Por &l resultado 2 m, =3-1= E{(X_f)} =k, :ﬂ(xz—”)]zgl
O (o2

Resultado 6. El n-ésimo momento central de una variable aeatoria normal esta en funcion
delosvalores de lamediapy de la desviacion estandar o.

A partir de la igualdad X=0Z+ se tiene que X" =(¢Z+)" y con base en € binomio de

Newton (6Z + )" =3 Clo™iz™ 1y’ dondec) = ™
=0 (n— !
P.D. E[X"|=f(1,0)
Demostracion
E[X"]=Y (Clo" E[z"]u') =Y (Clo™m_ju)= f(u,0) W
j=0 j=0
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A2.- Algebra matricial

Matriz. Una matriz A de mxn es un arreglo rectangular de nimeros con m filas y n
columnas. Sabiendo que 1<i<my 1<j<nunamatriz tomalaforma siguiente:

a, Q, - Q,

a21 a22 a2n
A=ANal=| . : :

ay adnp, v Ay

Matrices especiales. Sea A una matriz de mxn entonces se tienen los siguientes casos
especiales. (1) S m=n entonces la matriz se denomina matriz cuadrada. (2) Si m=1
entonces se tiene un vector fila. (3) S n=1 se tiene un vector columna. (4) Si a;=0 con i+
entonces se tiene una matriz diagonal. (5) Si m=n, &;=0 con i y &;=1 en los demés casos
se tiene lamatriz identidad denotada por I. (6) Si &;=0 entonces se tiene la matriz cero.

Multiplicacion por un escalar. Dada la matriz A de mxn el producto de un escalar yy la
matriz resulta yA=A[ ya;] .

Suma de matrices. Dadas las matrices A=Ala;] y B=B[bj] ambas de mxn entonces la
sumay resta que resultan de dimension mxn se definen como A+B=[a;+bjj] y A-B=[ajj-by] .
L as propiedades de la suma son las siguientes: (1) A+B= B+A. (2) Dada una matriz C de
mxn entonces  (A+B)+C=A+(B+C). (3) Dados los escalares y y n entonces

(rt mA= YA+ nA. (4) (ymA=1nA). (5) AA+B)= yA+)B.
Producto de matrices. Con las matrices A=A[a;] de mxny B=B[b;] de nxp el producto

matricial de dimension mxp se define como AB = l:(z aikbkjj } El producto matricial
k=1 ij

tiene las siguientes propiedades: (1) {AB)= (yA)B (2) Con una tercer matriz C de pxq

entonces (AB)C=A(BC). (3) Suponiendo que C es de nxp entonces se tiene que

A(B+C)=AB+AC. (4) AB=BA, en general.

Transposicion. La transpuesta de una matriz A=A[a;] de mxn es el resultado del
intercambio las columnas por os renglones y es denotada por A'= Al ;] . Latransposicion
tiene |as siguientes propiedades: (1) (AY=A. (2) (A+BY=A'+B'. (3) (ABY=BA’.

Matriz simétrica. Unamatriz A de mxm es simétricasi A=A.

Matriz inversa. Una matriz A de nxn tiene inversa A* s A*A=AA=1,. Una matriz con
inversa se denominainvertible o no singular.

Forma cuadréatica. Sea A una matriz simétrica de nxn. La forma cuadrética asociada a A
es, para un vector columna W de nx1 con entradas w; , la siguiente funcién vectorial:
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N
W AW = w2a? + 2> wwa,

i=1 i
La matriz A es positiva definida si W /AW>0 excepto cuando las entradas de W son todas
cero. Cuando W ’AW=0 para todo W entonces A es una matriz semidefinida positiva. Las
matrices definidas y semidefinidas positivas tienen las siguientes propiedades: (1) Si A es
definida positiva entonces A™ existe y también es positiva definida. (2) Si A es definida
positiva entonces sus elementos diagonales son no negativos. (3) La derivada de unaforma
cuadratica es 2AW.
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