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CAPITULO 1

INTRODUCCI ON



1. INTRODUCCION.

El estudic de un sistema de acuifercs tiene como finalidades

principales las siguientes:

a) Aprovechamiento dptimo del agua contenida en el acuifero,
b) Deteccidn y prediccidon de la contaminacidn del agua,
c}) Prediccién y control del hundimiento del suelo debido a

la extraccidn de agqua.

En esta introduccidn se revisan ligeramente los problemas
fundamentales que pueden resolverse con la modelacidén numérica

de sistemas de aguas subterréneas.

E1 modelo numérico, objeto de esta tesis, resuelve un sis-
tema de ecuaciones integro-diferenciales (propuesto por !. He-
rrera y L. Rodarte, ref. 1.1) que son los que representan el
comportamiento del! abatimiento de presiones en el sistema de
dos acuiferos, separados por un acuitardo. Este abatimiento
de presiones se produce cuando existe una variacién del conte-
nido de agua en los acuiferos, variacidn que se produce cuando
alguna accidén externa al sistema altera su equilibrio; en otras
palabras, si se extrae agua para bombeo o si las Tluvias o al-
gin elemento ubicado en la frontera producen una recarga al
sistema, se estd alterando el nivel piezométrico. Como se vera
en el capftulo IV, cualquiera de estas acciones que afectan el

nivel piezométrico son tratadas por el modelo.

Las acciones externas se propagan en el dominio del sistema
dependiendo de las propiedades fisicas del mismo y del tiempo.

Estas propiedades fisicasse refieren principaimente a:



1- A la permeabilidad del material,
2- La capacidad de almacenamiento de agua,

3- Los espesores de las capas que forman el sistema.

5i se combina la permeabilidad con el espesor se obtiene
una propiedad adicicnal 1lamada transmisibilidad, gque junto con
las acciones exteriores deextraccidn (bombeo o gasto] o recarga
{que normalmente es =natural, pudiendo en algin caso ser arti-
ficial) son los parametros que influyen en forma proporcional

en el comportamiento del abatimiento.

El interés de construir un modelo que permita conocer la
variacién del abatimiento en el tiempo, se relaciona con:
1. Supdngase que se han establecido, por algin procedimiento
confiable, para alguna regidn de interés las propiedades fisi-
cas y las condiciones de frontera. Entonces sera posible cono-
cer en cualquier punto el abatimiento o lo que es lo mismo: el
nivel piezométrico, y ademés se puede ver cémo van a ser afec-
tados estos niveles en el tiempo. Esto sugiere la posibilidad

de establecer algidn plan de extraccidn con el fin de optimizar

la produccidén, por ejemplo,

2. Supdngase el siguiente sistema simplificado (fig. 1.1):

~— Q {extraccidn)
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Como se analizard m3s adelante en este mismoc capitulo, la
extraccién de agua del acufifero al disminuir su almacenamiento
provoca que el acuitardo, formado por arcilla, pierda también
su contenido de agua a través de la superficie de contactoc con

el acuifero.

Esta pérdida de agua de la capa de arcilla provoca en un
reacomodamiento de las particulas de la misma que es causa para

que se proddzca hundimiento en la superficie del terreno,

La aplicacién que aqul se sugiere se estudio a detalle,
para el caso de la prediccidn del hundimiento en el Valle de

México, en el capitulo V de esta tesis.

A continuacidn se delinea la evolucidn histdrica de la for-
mulacidn de ecuaciones hasta llegar al sistema propuesto por

l. Herrera y L. Rodarte.

Estrictamente habiando, el flujo que se produce en un sis-
tema aculfero acuitardo es tridimencional. Pero Hantush (ref.
1.2) considerando que la permeabilidad en el acuifero es mucho
mayor que en el acuitardo (K>>K', en donde K es la permeabilidad

en el acuifero y K' es la permeabilidad en el acuitardo), asume
que el flujo en el gguifero es esencialmente horizontal y en el

acuijtardo esencialmente vertical, 1o que permite a Hantush lle-

gar a la siguiente ecuacidn:

du 1 du K' 3 1 3u
gu 4 124 L2 -1
ar r r T 3z U(r,Z,t) o 3t el.

ern donde si b es el espesor del acuifero, entonces T=Kb es la

transmisidad y @=T/S, en donde §S es el almacenamiento del acul-



fero. La ecuacién 1.1 estd limitada a que haya simetria

y propiedades fisicas constantes.

El

1.3) quienes formulan las ecuaciones para un sistema de

acuiferos intercalados por un acuitardo:

2

.

u du) K' Su' 1 Buj
!-i-_. -+ — =
8 r o or T: 3z KZ=0 Cp ot
3%yt _ 1 au!
5z° at 3t
9%u, . 1 duz _ Ky 3u! | _ 1 Bu,
ar roor T2 3z z=b' w2 9t
A estas ecuaciones se agregan las siguientes condici
Ui(r,o)=0 i=1.2
Ui(m,t)=0 i=1,2
lim r gu1_ _Qa
r—+0 ar 27T,
lim r Suax _ 0
r—+0 ar

siguiente paso estd dado por Neumann y Witherspoon

axial

(ref.

dos

el.2a

el.2b

L2¢C

el

ones:

a SO~

influencia

En el trabajo de Neuman y Witherspoon se da ademds |
lucidn analftica para cuando el sistema esté bajo la
de un pozo situado en el centro {r=0).
|. Herrera y L. Rodarte (ref. 1) trabajando bdsicamente so-

bre el sistema propuesto por Neuman y Witherspoon

dificaciones sustanciales, a través del uso de las

de memoria f , g, h, que permiten plantear modelos para

incluyen mo-=-

funciones

un sis-
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tema dado. El uso de las funciones de memocria permite desaco-
plar el sistema de ecuaciones integrodiferenciales y ademis evi-
tan que se tenga gue recurrjr a la acumulacidén de residuos en

el tiempo.

Basandose en la solucidn propuesta por Herrera y Rodarte
se han desarrollado algunocs modelos numéricos, Un primer mode-
lo para el caso de un pozo ubicado en el centro, un acuifero y
un acuitardo, con simetria axial y coheficientes constantes es
desarrollado por |. Herrera, R. Yates v C. Pérez (ref. 1.4).
Posteriormente |. Herrera y R. Yates (ref. 1.5) desarrollan
para similares condiciones, pero incorporando 2 acuiferos. Por
Gitimo, R. Yates y J.P. Hennart desarrollaron un modelo en dos
dimensiones que manejan una regidn circular y condiciones de

frontera arbitrarias. (ref. 1.6)

Esta tesis fundamentalmente extiende este (ltimo modelo
para tratar el problema en el casoc mds general, o sea, cuando
la regidn tiene una forma arbitraria y cuando las propiedades
fisicas (permeabilidades, espesores, etc.) son variables, como
se presenta usualmente en la realidad en los diferentes puntos
de la regidn. El modelo ha sido implementado en un computador
Burroughs B 6800 utilizando Fortran [V y opcionalmente maneja
un sistema de un acuifero y un acuitardo o dos acuiferos sepa-

rados por un acuitardo.



CAPITULO 2

OBTENCION DE LAS ECUACIONES BASICAS



2. OBTENCION DE LAS ECUACIONES BASICAS:

2.1 CONSERVACION DE LA MASA EN UN MEDIO POROSOC NO DEFORMABLE:

La ecuacidn de 'conservacidén de la masa' o 'ecuacidn de
continuidad' se cobtiene considerando un pequefic cubc en coorde-
nadas cartesianas de x, y, z. Se supone que este cubo pertene-
ce a un medio de propiedades fisicas heterogéneas, por 1o cual
los principales valores de la permeabilidad se asumen como K

3

k o, kz, en el sentido de los ejes x, y, z, respectivamente.

Y
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/// 37 ] fig. 2.1
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X]X,YT z—y,Z Jz|x,y,2——2i

Considerando que las aristas del cubo estdn orientadas pa-
ralelamente a los respectivos ejes del sistema coordenado vy
equidistantes del punto P (x, vy, z). EIl vector y con sus com-

ponentes J , J , J representa el flujo de masa (masa por uni-
z

Y
dad de area por unidad de tiempo) de un flufdo de densidad p.

Para un cierto periodo de tiempo la diferencia de flujo,
medida como la cantidad de fluido gque entra menos la que sale,

en la direcci6n x puede ser expresada como:



[J éx -d

x| x==%,v.z Vx| x+3=, y. zl8y 6z 6t e2.1
0 aproximando por una serie de Taylor en el punto P y desechan-

do los términos de 2do. orden en adelante, quedaria como:

dd

- Bi) §x &y 8z &t e2 .2

Haciendo una deduccidén andloga para los ejes y, z podemos

expresar la diferencia de flujo en todo el cubo como:

Q2

J dJ 84d
z

; X . Y
(5% * 75y * 5%

) §x &y 8z St e2.3

s

Por el principic de conservacidn de la masa esto debe ser

igual al cambio de masa contenido en el cubo en el intervalo

8§t que se expresa como:

5(irphy )
S Z,
3T t e2 .4
en donde &UO = 8x 8y 8z = constante, es el volumen del cubo vy

nes un coeficiente que especifica la porcsidad del material
contenido en el cubo y que en {dltimo término determina la ma-

xima cantidad de fluido que puede contener &UO

De 2.3 y 2.4 entonces se obtiene:

dJ oJ ad
S (X Sy, zy o Alen) e2 .5
ax ay 3z ot

E1l flujo puede expresarse también como

J =pgq e2.6
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en donde p y g son valores promedio y q representa el gasto,

entonces la ecuacidén 2.5 se transforma en:

3(P9x) , 3Pty , 3(°%2) _ alpn)
ax oy 3z gt

e2.8

que es la ecuacidn general de flujo de fluido de densidad p
en un medio de porosidad n.

Se puede introducir el nivel piezométrico (¢=0¢(x, v, z, t))
o la presidn (p=p (x, vy, z, t)) preferentemente que g coOmo va-
riables independientes, q se expresa como (ref. 2.1)

o = - (%89 v e2.8a

En donde k representa la permeabilidad especifica, g la gra-
vedad y Y la viscosidad. £En medioé hetercgeneos k puede repre-
sentarse como kx, ky, kz, para las 3 direcciones principales.

La ecuacidn e2.8a fue obtenida experimentalimente para Darcy

(1856) y se le conoce como la Ley de Darcy. En los capitulos
sigquientes, haciendo las consideraciones para cuando el fluido
es agua , se usard la permeabilidad K.con to que la ecuacidén de

Darcy que expresada como
q= —Kv(b ez.8b

en donde

kpg

K= ———=—
u

Esta ecuacidn de Darcy es estable para un medio saturado,

suposicién que se mantiene a todo lo largo de este trabajo, si



el medic no estd saturado entonces dejara de ser validas las
ecuacicnes presentadas.

+De 2.7 y 2.8a se obtiens:

2 ~ Q
8t Ix By 3 pflly 3oy 3 etz 38y 80 .y 19
9y U 9x 3y U dy 8z U 9z dt

que es la ecuacién general para el nivel piezométrico de un flui-
do cualguiera en un medio con propiedades heterogéneas. A con-
tinuacidn se derivan las ecuaciones para un acuifero semiconfi-

nado.

2,2 ECUACIONES DE CONTINUIDAD PARA FLUJO EN ACUIFEROS SEMICONFI

NADOS:

La aproximacidn principal, o mejor, ia caracterfistica prin-
cipal de flujo en un acuifero es que €ste es esencialmente hori-
zontal. Esto es exacto para acuiferos confinados, homogéneos e
isotrdpicos. Es también una buena aproximacidén cuando el espe-
sor del acuitardo varfa, siempre gque estas variaciones sean re-
lativamente pequefas con relacién al espesor total,

Otro hecho importante en el flujo en un acuifero es que se
puede asumir que el agua es un flufdo homogéneo de p=cte. En-
tonces la permeabilidad K y la transmisivicola T=Kb, en donde b

es el espesor del acuifero, son independientes del tiempo.

2.2 FLUJO EN ACUIFEROS CONFINADOS:

El establecimiento de las ecuaciones para un acuifero con-
finado se puede derivar de una manera andloga a la obtencidn de

la expresidn 2.10 en la cual Jz © q, se considera igual a cero.
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Para la deduccidn gque sigue se ignora la variacidén de b en el
tiempo, se asumen pequefras con relacidép a b mismo.

Definicidén: transmisividad de un acufferoc

(T) es la descarga horizontal de agua a lo largo del espe-
sor b por unidad de longitud (medido horizontalmente) perpendi-
cular a la direccibn del flujo vy por unidad del gradiente hi-
drdulico. Es igual a 1la permeabilidad (conductividad hidrdutica)

promedioc multiplicado por el espesor del acuifero:

1 .b

T= xb; k= — [ «{z) dz e2.11
b o)

En un acuifero depropiedades heterogeneas tanto b como K

puede variar por lo que tendrfamos T=T{(x,v). Definicién: alma-

cenamiento de un acuifero (S) como el volumen de agusa (ﬂuw)

quitade o dividido al almacenamiento en el acuifero por unidad

horizcontal de area del mismo y por unidad de variacidn del ni-

vel piezométrico promedio:

- AUw
S Yy e2 .12

Definicidn: almacenamiento especifice de un acuitardo (SS)

es el volumen de agua quitado o anadido al aimacenamiento por
unidad de volumen y por unidad de variacidn del nivel piezomé-

trico
S=S b e2.13

Se asume un volumen de control bAxAy, y haciendo que Ax, Ay,

At+0 por un proceso andlogo a 2.1 se obtiene:



1.

3 d
- ( X 4+ Xy ¢ e2.14
oX ay 3t
en donde ¢q_ .= -TEE_T, con lo cual puede obtenerse finalmente la

%1 oXi

ecuacién de un acuifero confinado en un medio anisotrbpico:

Si el medio es isotrépico:

2.2.2 ECUACIONES PARA ACUIFEROS SEMICONFINADOS:

Definicidén: acuifero semiconfinado es aquel que puede perder

o ganar agua a trafés de su frontera:

l b 1 K [}
z
b | K 7
-l
_hx Ax %
X -2— X+,—2— - )
fig. 2.2

se asume, para que haya la condicién de flujo vertical en parte

semipermeable, gue K>>K'

Aplicando el principio de conservacidén al volumen de la fi-

gura 2.2 se obtiene la ecuacidn siguiente:

- Ax _AYy AYyg
qx(x+ ,Y)]+ﬁx[qy(x,y 5) qy(x,y+2 )X

Ax
=, ) 5

[ﬂ}’ [qx(x—z ¥

+q‘vﬂx&y]= SAxAy (o{t+At) -¢(t)) e2.17



i2.

si en esta ecuacidén pasa At al! lado derecho, sustituyendo q'V
| (9g' . . . P .
por -K (32) en donde ¢' es el nivel piezométrico en la capa semi-

permeable, dividiendo por Ax Ay y ademéds haciendo que Axy hiyy L0

se obtiene la ecuacidén para un medio isotrdpico:

~ 2 2 2 &
T(O b + a3 ¢J) + K|(C'¢I) = 5%{_ e2.18

x* 3y? 3z

En la capa semipermeable, de almacenamiento S' se asume Gni-
? ?

camente flujo en el sentidc vertical y tenemos entonces:
k' (3244 /3Z%)= $'3¢'/012 e2.19

Para fines comparativos se establece e2.18 en tres dimensio-
nes, para lo cual partimcs de que qz# q'n e introduciendo g, en
las ecuaciones iniciales como componente de q en la direccidn z,

entonces se llega a la siguiente ecuacidn:
KV2_ ¢ = S3¢/3t e2.20
que también puede expresarse como

szyz¢ = (sO/K)a¢/8t e2.20b

Notese que e2.18 y e2.20 resuelven esencialmente el mismo
problema, pero e2.18 tiene la ventaja que es una ecuacidn en dos
dimensiones, mientras que e€2.20 lo es en TRES dimensiones.

L]

2.3 ECUACIONES PARA UM SISTEMA DE DOS ACUIFEROS CCN UN ACUITARDO

En esta seccidn se presenta la d=aduccidn del sistema de ecua-

ciones obtenidas por Herrera y Rodarte (ref. 1.1) en el cual se
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apoya tebricamente esta tesis:

]
[ 38
&
o

Fig. 2.3

Dividiendo la ecuacién €2.18 por T e introduciendo el abati-

miento (u) en lugar de ¢ resulta:
32u/3x% + 8%u/ay? + (kYT)(3u¥3z) = (s/T)3u/3t e2.20a

pero S/T=SS/K y haciendo u=K/SS, la ecuacidn e2.20a puede expre-

sarse como:
Bzux/3x2+ 3%u/3y2+(KYT) (3u¥dz} = (1/a) du/ 0t e2.20b

Utilizando esta Gltima ecuacién y la e2.19, las ecuaciones
que gobiernan el sistema de fig. 2.3 pueden quedar expresadas

como:

32uy/3x%+3%u, /oy 2+ (K /T ) (3u'/3z) Vo) du, /3t c2.21a

_o~ ¢
52u'/3z%=(1/a')3u'/3¢ e2.21b

32uz/8x?+8%ua /8y - (K /T2) (3u/oz) ,_y = (1 /02) Bua/ot  e2.21c

a las cuales deben adadirse. las siguientes ecuaciones de conti-

nuidad:
u' {x,y,0,t)=u{x,y,t) e2.223

u' (x,y,b',t)=u2lx,y,t) e2.22b



u,{x,y,ol)=o e2.22c
uz(x,y,0)=0 e2.22d
u'(x,y,z,0)=o e2.22e

Las ecuaciones e2.21b y e2.22 constituyen un problema ya

planteado de la ecuacidén de calor, cuya solucidén esta dada por

la integral de Duhamel:

a' (x,y,z,t)= IE(Bul/Bt)(x,y,t-T)w(Z.T)dT +

+ fz (3u,/0t) (x,y,t-T)v(z,T)dT e2.23

La funcidn auxiliar w {z,t) satisface:

3%2w/9z% = (I/a? aw/at; 0<z<b',t>o e2.243
wlo,t) =1 t>o
w(b,t) = 0© o<z<b'
w(z,c) = 0 e2.24b

La auxiliar v(z,t) satisface las mismas ecuaciones anterio-

res, con las condiciones de frontera siguientes:

vio,t) = 0
v(ib,t) = j t>o
v{z,o) =0 o<z<b', e2.24c

pueden normalizarse los valores de z, t de la siguiente manera:

r= z/b' e2.25a

t' = a't/b'? e2.25b
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y si reemplazando w(z,t} por @ (z,t') en e2.2k4a, se obtiene:
32w/3g%=0w/3t}'; o<g <1,t'>o e2.26a

con las siguientes condiciones:

wlo,t')=t
W{l,t'}=0 t'>o
W(g,o) =0 o<z <1 e2.26b

Esta ecuacidn puederesolverse aplicando el método de separa-
cién de variables, previamente se levanta la condicidén hetercge-
nea de frontera (y{o,t')=1) con la sustitucidn de w (g,t')-1+g

por W;(z,t') y entonces:

W, {o,t')=0
w (i,t')=0
wl(c’o) =C-J 82.27

ahora si se procede a realizar separacion de variables, resulta:

—nz'Jth_'

w(z,t')=1-¢-2 nzl E_—mr—_ sen NTL e2.28
se observa también que
v(iz,t)=wi{b'-2z,t) e2.29a
de donde:
viz,t)=w(1-z,t") e2.29b

Usando las ultimas ecuaciones y las definiciones de t'' vz,

la ecuacién e2.23 se puede transformar en:



16.

(au‘/az)(x,y,o,t)=%.{f;8u1/at)(x,y,t-r)'(Bw /3z) (o,a’g/b'?)dT

-Iz(Buz/at)(X,Y,t'T) (3w/3z) (1,0't/b'2)dT] e2.30

De e2.28 pueden encontrarse las siguientes expresiones:

© 2.2
bu/az{o, )=-1-2I_ e nTot e2.31a
« _ 2.2
sw/3z{l,r)=-1 -2 3 (-t T e2.31b
n=1

pero como w(z,t)=w(z,t'), entonces puede hacerse

aw/dz(z,t)=(1/b"}3w/3z(z,t") e2.31c¢

Ahora se definen f v h como funciones de t', de la siguiente

forma:
«® 2.2
Fle')=1+2 I n Wgt eZ2.32a
n=1
o _a 2.2 0
h{t')=142 £ (-1)" " Tt €2.32b
n=1
entonces e2.30 se transforma en:
Bu'/az(x,y,o,t)=-%l[f;aq/at(x.y,t-T)f(u‘T/Bz)dT -
-ItBuz/Bt(x,y,t-T)h(a'T/Hz)dT} e2.33
o
Si introducimos Ci=K/Tib' con i=1,2 vy el sistema de ecuacio-

nes que gobierna el sistema acuifero-acuitardo, puede expresarse

de la siguiente forma:

32u,/3x% +3%u,foy? - C1f§ 3u /9t {x.y,t-1)fla'T/b2)dT+

t
leoauzfat(x,y,t-T)h(a‘T/Uz)dT=(1/aﬂBul/Bt e?2.34a

2
32u,/9x2+32%u, /By -czféauz/at(x,y,t-T)f(a'bez)dT+

+C2f;3u1/8t(x,v,t-T)f(a'T/b'z)dT= (1/a,)3u,/3t e2.34b



u'(x,?,z,t)=I;8u1/8t(x,y,t—T)w(z,T)dT+
+f;8u2/3t(x,y,t-T)V(z,T)dT ’ e2.3hc

Las ecuaciones e2.34 constituven un conjunto completo de
ecuaciones a las cuales sedebe afiadir las condiciones adecua-
das de frontera para obtener la conducta de los abatimientos

en el sistema.

Para la ecuacidén e2.34c se insiste que:

w -n2n%a't/b'?
w(lz,t)=1-z/b'-2 X ¢ = sen nmz/b' e2.35a
n=ji )
@ ne-nz'ﬂzo‘.'t/b'
v(z,t)=z/b'+2 ¢ (-1} o sen nvz/b’ e2.35b
n=1 i

ademds redefiniendo f{t') como
fle'y=1+g(t") e2.36a
en donde:

@ Cr 224
glt)=2 3 e N Tt e2.36b

n=j
las funciones f,g se ven en la figura 2.4
ok
50—
aC—

lc—

20—
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Fig. 2.5

Al introducir e2.36a en e2.34 podrifamos obtener ecuaciones
alternativas al sistema e2.34,

Resumiendo lo tratado en este capitulo se ve que el sistema
original en 3 dimensiones se ha transformado en e2.34a y e2.34b
en un sistema integrodiferencial que a mis de ser un problema bi-
dimensional puede ser evaluado con la aproximacién deseada. Por
otro lado, se prescinde de tener que acumular informacidn a 1o
largo de las iteraciones en el tiempo, asunto que se consigge
por medio del uso de las funciones de memoria f y h, las mismas
que a su vez permiten romper el acoplamiento del sistema e2.21.

Sin embargo, todavia se mantienen limitaciones en cuanto a
que se consideran propiedades fisicas constantes (Ku,T,b,etc.),
simetrfa axial, y condiciones de fronteras constantes. EIl le-
vantamiento de estas restricciones es el propdsito fundamental

del presente trabajo.



CAPITULO 3

SOLUCION PARA EL CASO DE SIMETRIA AXIAL
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31 LA SOLUCION MUMERICA

La solucidn del sistema de ecuaciones integrodiferenciales
se encuentra aplicando el método de Galerkin para resolver por
elementos finitos. Analizado en el capitulo anterior se encuen-
tra utilizando el método de Galerkin que aproxima la solucidn

exacta u por:

g =z P .(t)Qj(x,y) e3.1

en donde @j(x,y) son las funciones de base (ref. 3.1) y P .(t)

scn calculados numéricamente.

Aplicando el método antes nombrado permite transformar las
ecuaciones integrodiferenciales a un sistema de ecuaciones li-

neales del tipo:

AP= -BP+CI{P)+5S e3.2

La solucidén global en el dominio D se encuentra mediante
las socluciones locales gue se encuentran en cada elemento en

que se subdividid D.

Para la aproximacidn en el tiempo, puesto que es un modelo
de un problema dependiente del tiempo, se derivan las ecuacio-
nes detalladamente en el siguiente capitulo, pero se hace notar
gue la solucidn por el esquema de Krank-Nicolson (ref. 3.2)

da una aproximacidn de segundo orden en el tiempo y errores glo-
bales de 0{4t2).

En forma breve se da a continuacidn el procedimiento numé-

rico para una regidn con simetria axial.
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Con algunas definiciones y transformaciones (ref. 3.3; 3.4)

el sistema e2.34 puede ser escrito en la forma siguiente:

(raul)-I;TEELLELLEL f{t)dr+

_,.tlaUZ(t"T)
J =2\ : -7

an
o
—_

_ 1
o} ot h(T)dT-—a ot ! e3d.3a
.dy
C 3 Bugy_ U Bup(tl-T)
g olz2y . 2
T 5r (rar ) IO _—_atl f(T)dT'P
By (tr-1) R
- duptt'-T _ us
Jo at' h{t)dt aa, ot e3.3b
\ _ t*8u1 |
u (C)tl)_r atr (t -L)M(C,T)dT'P
o
tTBu
Sy Bt?(t‘-T)w(l—c,T)dT e3.3c

La solucidn es para el intervalo O,R , con las siguientes

condiciones:

uir{r,ol=u,{r,o)=0 r=0 e3d.lba

ur(R,t')=u;(r,t'}=0 t'2 0 e3.hb
Buk _

lim r 5T O_k k=1,2 ; t'>0 e3.4c

(e )e. (r) e3.5

En donde ¢i son las funciones de base. Multiplicando por
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¢i, integrando por partes y sustituyendo las condiciones 3.4 se

tiene:
R Bu1 1 R ou i
- - gyl ! __.r 1 -
Qléj(o) forBr o J_dr aalJorBt' ¢jdr
R du R duz
f - — .
'oréjat' fdr oréjat' hdr e3.ba
- R_ ddg- i R 3
-c029 . (0)-f crZ327 00 dr-——f r2Zdr=
] o r ] Gas 0O t

R au, R
foréjﬁt' TS

hdr e3.6b

Este sistema con la utilizacidn adecuada de las funcio-
nes f, g, h se puede eliminar el acoplamiento. Aplicandoc el

método de Galerkin se llega a la siguiente transformacidn de

e3.ba:
L-1 R 1 L-1 .
- - 7 B 1 1 — =
Q1®j(0) £ 9 ; i J_r P”drual T @iéer]idr
i=1 o z . _
i=1
L-1 R L-1 R .
3 S &.r rp,.dr +26 {(0) T 5.8, rp Ldrt *
i=1 o | 4 x 1i N o1 o 14 1
N— L-1 9o - 2 1
2%t 2T IR®.®.rdrIt p..e M T (t T)dT+
n=1t%_ I o i
1=1 o
H L‘1 R tlo - [ —
T as [ o o.rdrs p..eomitioT 0 3.7
m. J 2i
m=0 i=1 o) o]
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entonces:

T
Ry= [Q1%10 «vvvunnn ,ol
M= {m,..}
i
K = {k..}
1]
N i - 2 2 1 -
D= T sths ner*{t T)dT
c 1
n=1
M t! 2. 2
-nfwt{t'-1)
D= %=Oamfo P, dT
al= 1 4+ 24 (0)
tai N
N
N
i 1
GM(0)= 1. -z L -
. 6 _,.n
n=1
- T
Py [Pkl,sz Pl P o]

Y 3.9 se transforma en la ecuacidn matracial siguiente:

-Rl-[K+H]P1—2MD1+HDz=a1NM P, e3.10a

Con andlogas definiciones se obtiene 1a forma matracial
de e3.8b:

1 .

—Rz-[K+H]P2-2HE1+HE2=awH P e3.10b
|

en donde las matrices E, se definen como:

-n?m2{t'-1)

N .
E.= ) f Proe dt
n
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M t! 2.2 |
£2= amf Ple M T (E'Tgg
m=c o]

Observando Dk ¥ Ek se nota que estan acopladas para los

valores de P este acoplamiento puede ser levantado al apli-

k ]
car el esquema de Crank-Nicolson para hallar la solucidn iter-

ativamente en el tiempo. El esquema antes nombrado da la so-

lucidn en At' con una aproximacidn de (At')?
2

Un desarrollo completo del sistema e3.10 hasta llevarlo a

forma computacional puede verse en la referencia 3.3.

3.2 INTEGRACION POR EL METODO DE 'LUMPING": (ref. 3.5)

Si en la matriz de masa M se agrega alguna funcidn depen-
diente del punto en que se encuentra en la recidn, el método
que se describe es quizd la dnica forma viable, porque como

se ver3d mas adelante la matriz de masa se diagonaliza.

Si e es un elemento definido por los nodos 1, 2, 3, 4

v,61 Y]¢2 fig. 4.4
L

Entonces se trata de aproximar la integral de f en el

elemento e de la siguiente forma:

S o F=w f{1) + wof(2) + wsf{3) + wyf(4)
e

fos pescs W i=1,2,3,4 se escogen de forma que las funciones

1, r, 6,8r se integran exactamente:
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ro 9,
S f =1/, J f(r,8)rdrd®
e ri 9
o sea:
1
w1 + W2 + w3 o+ Wy =E(52‘91)(F22‘F12)
1 3
Wiri +wWolp +w3ri +wyr2 =§(92‘91)(F2 -r1 )

1
w191 +w202 +w3l1  +wu0, =E(F2AF1§(822'912)

- i 3
w1r101+w2r1&?W3r291+Wur292=g(r2 -r1 %) (6,%-6,7%)

resolviendo el sistema para w se tiene:

r2+2r1)

2r,4ry)

Las funciocnes de base se eligen de tal forma que tengan

la siguiente propiedad;

d.(n.)=61] n.= nodo j
i (5 . j -

dij=o, para i#]

Entonces con e}l método de lumping para un nodo cualquiera,

sucede lo siguiente:



|
e e
1 2
W, W,
W v
3 L
e e
3 b
J fo.=f(i)w

D i e es e 3 ey
= + L+ +
(Well we;a_l wt33I ‘\reul)f(l)
=wi(f(i)

De donde:

por. tantc la matriz de masa se vuelve diagonal.



CAPITULO &

CASO GENERAL
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4, CASO GENERAL

4.1 ECUACIONES GENERALES CON ELEMENTOS FINITOS.EN ESPACIO Y

TIEMPO:

En todo este capitulo se asume una regidn de forma estrella-
da arbitraria, o sea que ningin radio puede cortar a la frontera

mas de una vez.

Recordando el capitulo 2, elsistema e2.21 con las ecuacio-

nes e2.28, e2.29, e2.33 se puede escribir de la siguiente forma:

3 3,8 T3 K', “du o et
= Tl.é;ul 5y T1,§7u1 -B—.—J’O-a—fl— t-1) f( —E}dT (t—T)h(E—I-T) dT
=55 . +0Q eb.la
3t 1 1
9 8__ _3__ _ tou 2 1 _ a't
ﬂﬁaxuz‘*ayTsz u- Jr at (t T) 5t (t T)h(-g‘—-%')d'f
—SZSE‘U2+Q2 el .1b

Este sistema es esencialmente el mismo que e2.21 s&lo que
se les agrega del lado derecho los términos Q que introducen al
sistema las variaciones del volumen total de agua del sistema de
acuiferos. Estas variaciones pueden ser positivas si es una
fuente que aporta al sistema © negativos cuando se trata de gas-
to, como por ejemplo el bombeo de agua, que junto con las con=
diciones de frontera serdn los elementos principales dque insi-
dirdn en cambios de presiones o niveles piezométricos del acuf-

fero.

Ahora aproximese la solucidén de u_ <on i=y,, en el tiem-
i

po, por:
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N

U= ) Pl.(t)Q.(X.Y) ek .2a
a0 ] j
J=1
N

U= P . {t)o,. {x,y) el.2b
j=1 2] J

£1 sistema eli.l puede escribirse cambiando de notacidn, de

la siguiente forma:

VT1Vur-g7/ o3t b'2 b'" 03t b'2

=51§—u1+Q1 el.3a
at

tBuz K' .tdui a't

VTaVu,- b' (t T)f(blz)dT+b| Joat (t_T)h(ET?)d
3

=S2—uz+0Q2 el .3b
ot

En estas ecuaciones sustitidvase ek.2 e intégrese en los
primeros términos de cada uno se aplica el teorema de Green-

Gaus (ref.1.5) vy se obtiene la siguiente transformacidn:

N N N
K |
- T S o9 9
L PIJ( £) STV 2, V®JdD+z PIJ( }s 2. v@ . dD~I Plj(t) AT
=1 : =1 J=1 )
; : ) ftP (1) f Kin(E(t-1))e ¢ dbdT
- -T Q.
?_ iJ(T)f ——g(b = (t-T)} 9. @JdDdT+J o 1) jprh (5 aF
=, -

N I
=L Py (t)/s1@; ©,dD | eh.ba
j
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N N N

KI
) @ - dp
L sz(t)IDTZV®iv¢jdn+§_ sz(t)faDTz [2590-8 Py (0) a0
J_l J=1 J—I
g K o N t rKl al
- ] i , K ]
j=1P2J-(t)JDb|9(b|2(t T))@iididT-F?_lfoplj(T).Dblh(blz(t T))@iédid-[
=
N
= §
Eop () /520,05, b e
j=1

En este sistema ademd3s se introdujo la sustitucidn de f se-
gdn e2.36, Ahora se puede llevar a una forma matricial, lo cual

define las siguientes matrices:

K =f TuVe.Vd dD u=1,2 el .5a
u "D [
R =%, Tud®.Vd _dD u=1,2 el .5b
u " 9D i ] _
weys K g i
=7 500 a0 eh.5c
Mu=JS _Sud® & dD : el .5d
D i ]
N | H
sul{t)=2 JSiPu. (1) g (B (t-T))® @ dDdT eh.5e
=1 j DETIVETZ i
t t Kt, ,a! L o
= " 1 — - -
Hu(t)—;_ FoP uj(T)IDETh(b.Z(t T))QiQJdDdT el .5
J=1
Qu={Q?} q?-extraccién en el i-esimo nodo elb.5g

Entonces el sistema el.4 gueda representado en la siguiente

forma:
'K1P1+R1P1'HP1-G1+H2=H1P;‘al el .ba

~KyP,y+RyPy-MP, -G+ Hyi=MpP'>-Q2 ' el ,6b
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Utilizando el método de "lumping' o diagonalizacidén para

la matriz de masa se puede proceder de la siguiente forma:

fo(x)¢i@di=f(n95ijwi el .7

esto indica que el integral es igual al valor de la funcidn en

el i-simoc nodo (ni) multiplicado por un peso Wi y por el opera-

dor de Kronecker 5ij(5ij=0 si i#j). Con este concepto las ma-

trices M, Mu, Ru, Su de eb.5 se transforman en:

H=E+(n.)ui6ij eld.8a
i
Mu=Su(n )Widi] u=1,2 eh4.8b
Gu=ftPu (T)EL(n W g(Cil n.)(t-T))dT u=1,2 eh.8¢c
o i BT EpI TG ’ .
t,, K' i, O
Hu=f0P ”;(T)ET(”')”'h(b=2(”i)(t'T))dT u=1,2 e4.8d
Definiendo:
_a
li—blz(ni) ek .92
- _K!
ki—ET(ni) ey .10

las ecuaciones ehk.8c, el.8d se escriben de la siguiente forma:

Gu=f£P'ui(T)g(ki(t—T))kiwidT u=1,2 ed.11a
Hu=kiwing'ui h(ai(c-1))dT u=1,2 el.11b

Las funciones de memoria g y h segin ref. '.5 pueden quedar

expresadas por:
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Ny 22
GN(t)=AN5(t)+Z a e " 1ot ek.12a
1 n=t D
N2 9.2
hy (£)=1+% be " " t eb.12b
. 2 N:l n

Si ademds se agrega ta siguiente definicidn:

-nfm2Ait .t
’

2,24 i
OP'ui(T)en m Ald

d:i(t)=e T ou=1,2 el .13

Entonces las matrices Gu y Hu quedan expresadas por:

Wikj N, u
GU=A Py, (t)+Z k.w.a d_.{t) u=1,2 eb,.1ha
NTAT i n_ll i nni
N2 u
Hu=W.k.Pu. (t)+z k.w.b d_.(t} u=1,2 el 14b
i i n=1 i i nni

Si se definen las siguientes matrices diagonales:

K={ki} . ell.15a
Atryd el .15b
5u={5u{nf)} - eh.15¢
v los vectores:
u u, T
Pus[P1 ,eeinennennn PNi u=1,2 ek .15d
D - du u T _
] R R d ] u=1,2 eh.15e

Con las definiciones ek.15 las matrices el .14 pueden ser ex-

presadas como:

1 Ni

Gu=A_ MKA PTu+MKZ a D eh.16
N1 . n=1 n un
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N

Hu=MKPu+HMKZ bnDun el.16b
n=1

Entonces el sistema el4.b6, reagrupando términos, se repre-
senta de la siguiente forma:

N1

-1
(MS1+A, MKA )P'1=-(K1+H)P1-HKZ A, D

N1 n=1 in

N2 ~
+MKL bﬁDZEQl eb.17a
n=o0o

N
-1 1
IHKﬂ JP'2=-(Ka+MK) P2 -MKL a D
n=1%

(H82+A

N 2n

N2 -~
+MKZ b D =02 eb.17b
noin
n=0
Se supone para este sistema que inicialmente Pu es cero.

En este momento el sistema estada acoplado en D, pero més adelante

se encontrarid una forma de desacoplarles en las iteraciones en.

el tiempo. Sustituyendo los coeficientes de Pu y Plu:
-1
Au=MS +A MKA ek.18a
u N1 .
Bu=Ku+MK e4.18b

el sistema de ecuaciones queda representado asf:

Ny N2

A1PI1=—81P1‘HKZ a b +MKE b D -Q; e4.19a
_ nn n 2N
n=, n=o0o
’ Nl Nz ~
A P! =-B P -HMK A D +HMK b D -Q el .19b
2 2 2 2 _ ‘'ni2n noin o2
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Para realizar 1la integracidn de este sistema en el tiempo,

tomando el intervalo [ti,-ti+h], se define:
i)=p"u-p° el.20
Tu=Pu(ti+h)-Pu(ti}=P u-P u

y puede integrarse eli.19 de la siguiente forma:

ti+h N1 ti+h
- dt+
AyT1=B1/S P1dt-MKZ anf . D1n
ti n=1 ti
N2 tith ti+ha
MK b f 5 dt_f Q0 dt ebh,.21a
n=o ti 2n ti
ti+h N, ti+h
A2l 2=B2/S Ppodt-MKZ ans Dzndt+
ti n=1 ti
N, ti+h ti+h_
: - el . 21b
MKE bnf - D1ndt I det
n=o t ti

Si el gasto (extraccién) y lascondiciones de frontera per-

manecen constantes entonces el sistema ests formado por ecuacio-

nes diferenciales de tipo parabdlico. La solucidn se comporta

. t .
Como una exponencial (eU ) donde U es un valor propio. Por esta

razéon se asume que la solucidn Pu en [ti,ti+h]

es de la forma:
(ref. 4.1.)

PuZa+b exp(ut) el 22
En donde u es un real negativo tal que - Q.
Los coeficientes a y b se pueden escoger de modo que:
Pultish)=Piu y Pu(ti)=p°, el.23

Entonces se formarfa e} siguiente sistema de ecuaciocnes

lineales:
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a+b e(u(ti+h))=P1u elb.24a

a+b e"tlopoy el.2kb

resciviendo para a v b, y reemplazando en elh.22 resulta la apro-

ximacidn de Pu en el tiempo t, si ph se define por z, entonces:

punpO EXP_Z-exp uf{t-ti} 4 pi SX® wi{t-ti)-1 el .25
exp z-1 exp z-1

Integrando esta expresién en [ti,ti+h] resulta:

ti+h

s pudt=plupZoXp z-exp z*1 o exp z°1 -z eh.26a
i z{exp z-1) z{exp z-1)
u=1,2
que se puede escribir como:
ti+h .
S Pudt=P® h(1-g{u,h))+P  ho(u,h) u=1,2 eli.26b
ti Y .
en donde:
. _EXp 2 -1 -z
8(u,h) Texs =17 el .27
La variacidén de yu da los diferentes esquemas. Los casos
limites dan los esquemas conocidos:
si p>o, entonces Puva+bt da una variactidon lineal de Pu que co-
rresponde al esquema de Crank Nicolson (fig 4.1) y el integral
queda definido asi:
tith
f Pudt=Rf £+Rr h eh4.28a
ti 2 2



34,

Pu

ti ti+h
Fig. k.1

Si uy+-o, Pu se aproxima como Puva que es el esquema de

EULER HACIA ATRAS (fig. 4.2} la integracidén se calcula como:

ti h h
S Pudt=PF h : el 28b
. u
ti
Pu Ph
a
P°u
) ]
ti ti+h
Fig 4.2

En el sistema eh.21 falta por realizar la integracién de
Dun cuya definicidn le dimos en ek.15e, entonces:

ti+h ti+h ti+h y
! 0 dt=[ s d¥ dt, . e, ! d
un nl

dt} el.29
, . . nN
ti ti . ti
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con la aproximacidn ek4.25 lasintegrales de d dt se pueden

nm
encontrar con:
ti+h
; + 4% dt=haV (ti)1-exp{-h1mm)
ti nm nm hynm
+hTul ! H 1 exp{-hynm)-1, eh.30

+
E{ynm+u) Ynm+H hynm exp{Hh} -1
u=1,2

En esta Ultima ecuacidén se define Ynm=n2W2 Am. Los extre-
mos de U en los casos limites del intervalo [ -=,0] que da:

con U+o CRANK-NICOLSON; y con u+-x= EULER HACIA ATRAS,
Lta férmula general de actualizacidn de d:m en el tiempo

tith se expresa como:

u ] u .
= - h
dnm(tlih) exp ( Yoo )dnm(ti)

u
+
Y o TH exp

1 [ - -
+Tu (uh)—1‘exP(Uh) exp(-v h)] eb, 31

nw

Introduciendo la siguiente notacidn para ek4.30:

1-exp ( “Yni h)

En=d|ag(eni) con -e .= Y ; Y
ni
. 1 U 1 exp(-v ;h)-1
—d - = Tni.
i Iag(Fni} con ni h(Yni+U)+ YoitH Ynih expluh) -1

entonces e4.29 se transforma en:

ti+h

J p dt=hE D (ti) + hF T u=1,2 el.32
ci un noun nou

También el integral de Qudt se le da la notacidn siguien-

te:

YT T e mmr—- oW b P OT T T

e = e

P —

e —



titha
Cu=/S Q dt
ti “

De eh4.20 vy eh.26a resulta:

P°(1—8)+Ph8=8F +p° u=1,2
u u U oo ?

el

el

y denotando Dun(ti) pcr Dﬁn, el sistema finalmente queda en

forma que se realiza la solucidn en el programa del

N1
(A1+hBB1+hMKE a F )T,
nn
n=1
o N1 o N2 o)
= -hB;P; -hMKZ a E D° +hMKE b E B~ -C;
nn 1n n n zn
n=1 n=o0
N2
(A,+hB8B,+hMKL a F )T,
nn
n=1
o] Ni o N2 o
= 'thPz"hHKZ a B D2 +hMKL h E D -CZ
nn n nn 1in
n=1 n=o

4.2 TRANSFORMACION A UN DOMINIO ARBITRARIO:

€1 dominio D deberd ser de la forma de una estrella
y su frontera 3D se define por una funcidn

- - - ()
La idea es mapear este dominio D de coordenadas (r,°} en un

modelo:

el

el

36.

la

35a

-35b

de ©

dominio circular D% de radio a y coordenadas (p,@), como indi-

ca la figura 4.3:
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y (¢)
D D* @
T
o)
Fig. 4.3
p=l"
T g () eh.36
5=0

El problema numérico se resuelve introduciendo una malla

en D¥*. en la cual se definen las funciones de base {éi} i=1,NP
_1

y mediante la transformacidn T la malia que corresponde a D

con sus respectivas funciones de base'{wi} i-1,NP.

En D las matrices de masa (M) y rigidez (K) tienen la si-

guiente forma:

Hij=IDf(r,9)wiwjrdrd6 el .37a

K, .=/ f(r,8)}Vy vp.rdrdd el 376
] D i i

Estos valores de M y K se resuelven usando las funciones
de base'{éi} en el dominic D*. Por lo tanto, es necesario
aplicar la transformacidén T:D»D*. Si definimos T como D=§T%T

y ¢=6, entonces:

pgfle)

_‘
I

Lai)
1]
-5
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con estas definiciones se detienen las siguientes derivadas

parciales:

%L = g(8) eb.39a

el .38

Q2
[an]
I
©
(€]
—
o
po—

38 _ 0 el .39¢

Q?
D

= 1 el .39d

Q2
-

. , d 0 . .
con lo cual se obtiene ei Jacobiano ﬁ%gﬁf}' de la siguiente

forma:

g{9) pg'(cb)J

(r.8) . =9{¢)

=300, 3)

o 1

Entonces la matriz de masa se calcularia de la siguiente
forma:

Mij=/SJ f(r,8)¢i¢jrdrd8=ff

flp,d)y.u.g(d)%pdpdy eh.kOa
b} D% rJ

utilizando el "lumping' para la integracidn:

Mij=Wif(i)gl(i}?si] el . hob
f(i) es el valor de f en el nodo i
g (i) es g(¢) para un valor ¢ que corresponde el modo i de los

derivados el.39 también se tiene que:

|m

13
g(08) dp

Qr
-

Q2
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La matriz k puede escribirse en la forma:

kij=/f F(r,8)[¢. ¢, +§}¢_ 5 lrdrdé b Lia
D 'r Iy 's Jo

entonces:

ji= 'F N | 1 _g__ 2

3377 Flo, )Ll 1+ 2 os

‘ 9 e

-gwiqu_]dj g (wio"}"j(b"-wiqbu’jp)]dpdq') eh.lﬂb

La integracién de ki] en un nodo e se encuentra también

aplicando el método de "lumping''. (integracién en los nodos de e).

4.3 CONDICIONES DE FRONTERA (ref. 2.1)

La aproximacidn adecuada de un modelo, aparte de su correc-
ta formulacidn analftica, depende b3sicamente de los siguientes

puntos:

1- La forma geométrica del dominio en que ocurre el fendmeno.

2~ Los coeficientes o pardmetros dependientes de las propie-
dades fisicas.

3- Las condiciones iniciales descritas en el momentc que se
supone comienza el fenémeno, vy,

L- La interaccidén del sistema con el medio que lo rodee, lo

que implica definir las condiciones de frontera en forma

adecuada.

Los puntos 1 y 3 fueron ya considerados en la derivacidn de
las ecuaciones numéricas descritas anteriormente en este capitu-

lo. E1 punto 2 serd tratado, en forma preliminar, cuando mas

e g o AR NRIDWE T T —

—r g ey ——

— e [ ——

[P —

i —

oy — —— e — T YTy | —

P U
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adelante se aplique el sistema al VYalle de México. En esta sec-
cidn se desarrolla la cuarta condicidn del modelo. Las condi -
ciones de frontera usualmente se definen por observacidén del
fenémeno o por experimentos controlados. La definicidén de las
condiciones de frontera fncluye: 1) La forma geométrica de la
frontera; y 2) una funcidn que depende de una variable que para
el modelo se aplique como el abatimiento u y/o sus respectivas

derivadas, derivada normal.

El dominio D en {(x,y) que estd limitado por la curva C

(fig. 4.5)

oo

{(x,v})=0

Y

Fig. 4.5

La curva C se define para la funcidn & (x,y)=0. 1n denota

un vector unitario normal a la frontera en el punto P dirigido

4

de fuera hacia adentro. E! vector 1n puede ser expresado en !

términos de 1x, 1y, Yy eptonces:
3G, .96 |
[VG]1n—VG—§;1x+ay1Y el.h2

CONDICIONES TIPO 1 (Dirichlet):

Para el caso es fijar una funcibn que describa el abati-

miento a lo .largo de la frontera:
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Vo=t (X,y,t) ek 43
c c

con X, Y £ C

Si las condiciones lo permiten se puede especificar:

u =u =-etc.
o

que fisicamente se produciria en el caso que alguna parte de la

frontera esté en contacto con algin elemento de superficio 1i-

bre como un lago, el mar, etc.

CONDICIONES TIPO 2 (NEUMANN):

Permite especificar el flujo normal a la frontera (de en-

trada o salida de sistema). Se prescribe por medio de una fun-

cidn de posicidn:

g =q.1n=q_{(x,y,t) el bha
n n
En medios isotrSpicos sepuede expresar como
Vu;1n=g:—f(x,y,t) el bhb
x, y 8¢C
Para una frontera impermeable:
du_ el .bikc

En el modeleo, el flujo a través de la frontera, en Ta
realidad se incluye agregando pozos a la frontera cuyo gasto
es positivo o negativo segin sea un fiujo de entrada o de sa-

lida al sistema. Normalmente en la préactica sucede que las

L



42,

condiciones de frontera son constantes para ciertos tramos de C.

4.3.7 INCORPORACION DE LAS CONDICIONES DE FRONTERA:

Segin el dominio siguiente:

Fig. &.6

La frontera I se divide en los segmentos 'y vy T2y se asu-

men las siguientes condiciones:

u=u + u. el ks5a
En Fl:- uo=0
} =+ u=u eh.hsb
u ¥#0 ¢
c
' du
En T,: TS h el .45 c

E] primer término de la ecuacién elk.3a estd dado como:
-¥.TVu

Si nuevamente se aplica el esquema de Galerkin y la inte-

gracidén, como se vio antes, se tendra:

-¥.TVu =(TV¢>E_VU)-§F¢iTVu.IedF el Hba
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donde il son las funciones de base ekh. a se transforma en:

-V.Tyu=(T9%.,vu ) + (T¥0..Vu )
| (o] 1 C

-6 9 TVu.ledT-§_ & TVu.ledTl el bbb
I'1 | Tz |

El término (TV¢i, uo) fue ya incorporado en las ecuaciones
generales del sistema. EIl término (TV@i Vuc) se lo incorpora
también realizando la integracidén de la misma forma que el an-

terior. Por la condicidn e4.45b en T ¢i=0’ por lo tanto, el

Gnico término de frontera que queda es el

-$§_ & TVu.1 dT eh 47
Tzl e

en el cual si

h= TVu.1e el 48

y si g es una funcidn que descrb e ta frontera en cocrdenadas

r, 8, entonces:

2
dF=(g'2+gz)1/ dé eh. 49
y e4.47 se transforma en:
1/2
- v 2 2
§6£F2©ih(g +g%) de el .50
utilizandc el mapeo al dominio D¥*, visto anteriormente, queda

finalmente la expresidén que se integra numéricamente usando
el método de "lumping'':

§ o (0, n () (a'2eg™) Pag eh.51
2
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El proceso decémputo puede resumirse en los siguientes

Dasos:

1- Lectura y microlizacid6n de datos.

2- Construccidén de las matrices bandadas.

3- Descomposicién LU del lado izquierdo de fas ecuaciones.
L- Solucidén iterativa para el abatimiento en cada nodo de la

malla y en cada intervalo de tiempo.

Opcionalmente se puede calcular el abatimiento en puntos

especificados del acuitardo y efectuar el cdlcule del hundi-

miento.
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5. APLICACION AL VALLE DE MEXICO

5.1 EL VALLE DE MEXICO Y SUS PROPIEDADES FISICAS:

E] interés de mode]ar numéricamente el sistema de aguas
subterraneas del Valle de México radica en que debido a la
extraccidn de agua del subsuelo de México se ha producido un
notable asentameinto de la ciudad, asentamiento que de no ser
debidamente analizado y de alguna forma detenido, podria ser
causa de una mayor desestabilizacidn de las construcciones que

forman la Ciudad de México.

La Extraccion (1) de agua, por medio de la construccidn
de pozos para uso doméstico se inicia alrededor del afo 1926
(?), incrementéndose linealmente hasta el aio 1956 cen una
extraccidn, en ese afo, de 2 m3/seg, la perforacién de varios
pozos el afio 56 elevan el gasto hasta una cantidgd aproximada

de 10 m¥/seg, que se mantiene constante hasta la fecha:

10 4

1

\ e

m3/seg.

1926

L0
i
o

1973

(1) Los datos sobre extraccion y propiedades fisicas fueron
proporcionados por el Depto. de Hidraulica del Instituto de
Ingenieria de la UNAM.

S s daden
an
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E]l ares de interés que se estd manejando en el modelo pre-

sente €s aproximadamente la gque se ven el la figura 5.1

fig. 5.2

E] sistema lo conforman un acuifero y un acuitardo, cuyos

espesores promedios

50 m. acuitardo

350 m. acuifero

fig. 5.3

estimados preliminarmente se ven en la figura 5.3.

También se. ha estimado preliminarmente, parsa los demas
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coheficientes que intervienen en las ecuaciones, los siguientes

valores promedio:

k' =2.5 x 1072 m/dla

5.2 CALCULO DEL HUNDIMIENTO:

El c3lculo del hundimiento puede hacerse prescindiendo
del hundimiento del acuifero si el espesor del acuifero es
pequefio frente al espesor del acuitardo. E] caso del Valle
de México no se presenta de esta forma y entonces el analisis
que se hace a continuacién de afiadirse 5., hundimiento del

acuifero, que viene dado por:

u = abatimiento

$.=S .u Ss= almacenamiento esp.

Por lo tanto se puede asumir que un punto P(xiy), situado

en la parte superior de un acuitardo (fig. S5.4)

_P(x;y)

b 1
acuitardo

o o ————

acuifero

_—— -

experimenta hundimiento directamente por la emigracidon de agua
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del acuitardc hacia el acuifero.

De la ecuacidon e2.33 se tiene gue

. t

;9 u I B
K 57 {x,y,o,t) b,JO t(t t)f{AT)dT e5.1
o1 +
en donde A=ETT

El hundimiento S experimentado por el punto P puede dete-

nerse directamente por:

t
§5= -fK'S2{x,y,0,T)dT e5.2a

sustituyendo e5.1 en e5.2a se obtiene:

t ta
S=—+/ J 5%(t—1)f(lT)dT e5.2b
o o

si se asume gue uf{o}=0, en integrando por partes, entonces:
t

s=%%f ult-1) F(AT)dT e5.3a
(8]

Recordando la definicidn de 1a funcidén f:

o 2.2 N 2.2
Flt)s1422 e M T Tagi2r T T+AN5(T)
n=1 n=1
en donde:
12 Ny
S
n=1

con lo que la ecuacidén e5.3 se transformaria en:
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A N _.2.2 t 2.2
S=§T[I u{t)dT+2Z e nom ATI a(t)e™ " XTdT+
o n= o
%ﬂu{t)]

recordando la ecuacidon e4.13:

~n2p2at .t
(1)=e S ou

n t
o]

2.2
(T)en m ATdT

Entonces se puede tener la igualidad siguiente:

2.2 t
-nem
e ktf u

o}

con 1o cual el hundimiento quedaria expresado por:

Kip ot 1 2 Ny
S=~rl S oulT)dT+ u{t)+=25E —zdn(t)] e5.4
b o 3A T :‘\n=1n
Entonces:
Kip ot 1
So(t)=ET{IOU(T)dT+§Tu(t)] e5.5
y en t+At:
ki .t ey 1 '
s (t+At)=orl f u(T)dT+Atu(t+s—) +o~u(t+at)] e5.6
o b o 2 3
de donde:
S (t+At)=$S (t)+£L[u&t+F(l&t+l—)] e5.7
o o] b’ 2 3 :

T estd definido de acuerdo a e2.20. Y la expresidon final

para el cdlculo del hundimiento en el tiempo t queda expre-
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sada como:

. N ,
s(6)=s () +gr oy I Tad, (0) e5.8
n:

5.3 CALIBRACION DEL MODELO:

La estimacidén de datos promedio tuveo como cbjeto reali-
zar una calibracién, preliminar por su puesto, de la regidn

circular, linea punteada en la figura 5.2.

Se realizaron algunas corridas con los datos indicados,
se tomd ademds el gasto de los pozos ubicados en el circulo.
También se tomd como comparacion el abatimiento en los pozos

apreciados; esta apreciacidon puede contener algQn error.

En estas circunstancias se obtuvo una diferencia menor a
un orden de magnitud entre lo observado y lo obtenido por el

modelo, aproximacidn aceptable en esta fase pretiminar,

Por otro lado hay que considerar que se asigndé como con-
dicidon de frontera, u_=o, lo que provoca un mayor abatimiento

promedio en el modelo que en la realidad.
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MANUAL DEL USUARIOD.

1. CARACTERISTICAS GEHERALES.

La implementacién se realizd en un computador Burroughs

36800, utilizando el lenguaje Fortran V.

El modelo simula el comportamiento del abatimiento de un
sistema acuifero-acuitardo para el caso mids general. 0 sea,
cuando la regién y las condiciones de frontera son arbitrarias,
y las propiedades fisicas variables. Por regidn arbitraria se
entiende que la forma geométrica de la frontera que limita al
sistema acuffero-acuitardo puede tener una forma irregular cual

quiera.

Las condiciones de frontera arbitrarias implican que se
pueden incorporar como datos al modelo las condiciones de fron-

tera reales del sistema, como por ejemplo la recarga.

i estas propiedades del modelo se agrega gque las condicio-
nes iniciales de bombeo son arbitrarias y ademas pueden ser va-

riables en el tiempo {extraccidon variable en el tiempo) .

Las propiedades fisicas variables permiten introducir, en
cada punto de la malla en la que se divide la regidn, el espe-
sor del acuitardo, la transmisibilidad y el coeficiente de} al-
macenamiento, tanto para el acuifero como para el acuitardo.
Existe una opcidn que permite al modelo trabajar con estas pro-

peidades constantes en la regidn.
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3. DESCRIPCICON DE SUBRUTINAS.

El procgrama tiene dos subrutinas principales. La pfimera
{INIT!A) corresponde a la fase de iniciacidn en la cual se leen
los datos, se genera la malla y se ubican los pozos en el nodo
mas préximo, se general las matrices de masa y rigidez. La se-
gunda subrutina principal (SOLVE) corresponde a la fase de solu
cidn, prepara las matri;es A del sistema, encuentra los abati-

mientos en los nodos y realiza las iteraciones en el tiempo.

1. INtTIA: Esta subrutina principal comienza con un llamado a

una subfutina secundaria DTMESH.

1.1 GTMESH: Su funcidn es generar la malla, necesita como datos
de entrada ej nimero de puntos en R, @ y Z, realiza la lectura
{con opciones) de los valores de R, 9 y Z, y lee adenads las con
diciones de frontera. Genera la malla asignanado el nimero de

ecuacidn que le corresponde a cada nodo.

1.2. DATA: Dependiendo de la opcidn que se le dé lee los datos
de las propiedades fisicas de la regidn, si la opcidn es "1"
entonces le asigna en forma constante a todos los nodos los va-
lores leidos. tee los demas datos como O, tlempo m3ximo, inter
valo de iteracidn, etc. Ademas l!llama a la subrutina DIWELL v

despliega los datos lefdos.

1.2.1. DTWELL: Lee los datos correspondientes a los pozos:
acuiferos en el que se encuentran, coordenadas y gastos, Yy se

le asigna el nodo mds cercano.

1.3 GNMAT: Principalmente genera las matrices de masay rigi-

dez (FKi’ FM) y ademds calcula los vectores FK y FLAM que de-
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penden directamente de las propiedades fisicas. La integracidn

la reatiza con la funcidén FINTKL gque la llama en varios lugares.

1.3.1. FINTKL: Es una funcidn auxiliar de la subrutina GNMAT;
su objetivo es relaizar la integracién en un elemento de la ma~-
lia, necesita los radios y angulos que le definen, las coorde-
nadas del elemento, la transmisibilidad y 1so valores de la

funcidn y su derivada que definen la frontera.

1.4 GNAN: Encuentra los coeficientes de aproximacién para la

funcidn g.

1.5 GNBN: Encuentra los coeficientes de aproximacidn por la

funcion h.

2. SOLVE: Es la sequnda subrutina principal, realiza la solu-

cidn del sistema y las iteraciones en el tiempo.

2.1 FHMAT: Genera la matriz (o matrices) del lado izgquierdo
del sistema (las matrices A) y genera ademas los vectores C con
el gasto de los pozos. Por medio de la subrutina CHOBNT facto-

riza las matrices del lado izquierdo del sistema.

2.1.1 CHOBNT: Subrutina de tipo general. Su funcidén es facto-

rizar una matriz.

2.2 MUL: Subrutina de tipo general que multiplica una matriz

por un vector.

2.3 CHOBNS: También es una subrutina de tipo general que per-
mite resclver un sistema del tipo Ax = b, en donde A es una ma-

triz factorizada.

2.4 PRINT: Despliega la informacidn de la solucidn del sistema.



55.

4. DATOS DE EWTRADA:

Todos los datos se pueden sumunistrar en formato libre.

-Tarjeta 1: Datos de caracteristicas generales:

ler. dato: ‘ndica el nGmero de acuiferos del sistema (1 6 2)
(NAQ) .

Jdo. dato: nimero de puntos en R (radio) de la malla (HPR)

Jer. dato: nlmero de puntos en ¢ (&dngulo) de la malla {(NPT)

Lto. dato: n(mero de puntos en Z (eje vertical) (4PZ)

5to. dato: nidmero de pozos (NW)

6to. dato: nimero de aproximaciones para la g (H1)

7mo. dato: nimero de aproximaciones para la h {H2)

-Tarjeta 2: QOpciones para leer los valores en R, O vy Z:

ier. dato (10PTR): O si se van a suministrar los radios

1 si se da el radio madximo

2do. dato {(f(OPTT): O si se va a leer los angulos

3er. dato {10PTZ): O si se leen los puntos en sentido verti-
cal en los cuales se obtendrd el abati-
miento del acuitardo

1 si no

-Tarjeta 3:; Si la opcidon para radio (10PTR) fue 1 entonces el
radio maximo (RMAX), si la opcidn fue 0 entonces

los valores del radio {(puede ser mas de una tarje-



-Tarjeta 4:

~Tarjeta 5:

-Tarjeta 6:

-Tarjeta 7/:

-Tarjeta 8:

-Tarjeta 9:

56.

ta) {R).
Si la opcidn para el angulio (1OPTT) fue 0 entonces
se deben leer los valores de 0 (T), si la opcidn

fue 1 no se lee ningln dato.

Si la opcidn para los puntos del acuitardo (10PTZ)
fue 0 se leen en Z los valores de los puntos en los
cuales se desea el abatimiento. Si la opcidn fue 1

no se lee ningdn dato.

Se leen para todos los puntos de frontera en el

arreglo IBC las opciones (0-1) gue indican de que

los valores se tratan los siguientes datos:

0: si se da el valor de la funcidn que describe el
abatimiento en frontera para el punto R,T.

1: si se da el valor de la derivada de la funcidn

{puede usarse mas de una tarjeta).

De acuerdo a las opciones anteriores en el arreglo
VBC1 y VBC2 {si hay 2 acuiferos) los valores corres
pondientes a la funcidn o su derivado {(puede haber

mds de una tarjeta).

Se lee una opcidn (IDPT) que indica:

i: que las propiedades fisicas del sistema acuifero-
acuitardo son constantes.

0: las propiedades referidas son variables en cada

puntc de la malila.

Se lee el coeficiente de almacenamiento del acuife-



-Tarjeta 10:
-Tarjeta 11:
-Tarjeta 12:
-Tarjeta 13:
-Tarjeta 1h:
-Tarjeta 15:
-Tarjeta 16:
-Tarjeta 17:
-Tarjeta 18:
~Tarjeta 19:

ro uno (S1).

-

Si existen 2 acuiferos se lee e

macenamiento de! acuifero dos (S

57.

! coeficiente de al-

2).

Se lee el coeficiente de almacenamiento del acui-

tardo (SP).

Se lee la transmisibilidad del

acuTfero uno (T1).

Si el sistema tiene dos acuiferos se da la trans-

misibilidad del acuifero dos (T2}).

Se lee la transmisibilidad del

Se lee el espesor del acuitardo

Para cada punto en T {(dngulo)} s

funcidén que describe la forma ge

frontera (BD (1

L,NPTY) .

Para cada punto en T se da el v

acuitardo {(TP).

{BP) .

e da el valor de

ométrica de la

alor de la deriva-

da de la funcidn que describe la forma geométrica

de la frontera

(8D (1+NPT,NPT2)).

Se Jee el factor de ponderacidn (THETA) para las

iteraciones en el tiempo; ¥y, un

indica cada cuantas iteraciones

resumen de resultados.

Para los HW pozos deben incluir

los siguientes datos de

-Acuifero en el

gue se encuentra

ndmero (N3} que

se presentara un

se MW tarjetas con

los pozos:

(AQ)
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-Coordenada en T (VT)
-Coordenada en R (VR)

-Gasto (XR).

-Tarjeta 19+NW:-Tiempo maximo de simulacidn (Th)

-intervalo en tiempo de cada iteracién (DT)
-Un indicador que fija cada cuantas iteraciones

se imrpimen los resultados (IMPT).

Si se efectla la corrida con un solo conjunto de datos en-
tonces una tarjeta con 7 ceros separados por una coma, Si se
hacen nuevas corridas entonces los datos correspondientes de

acuerdo a lo descrito.
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5. INTERPRETACION DE RESULTADOS.

Para cada punto de la malla y cada punto en el sentido ver-
tical, que se haya incluido para el acuitardo, se listan los

abatimientos calculados.

NOTA [MPORTANTE: El1 abatimiento se obtiene en unidades congruen-

tes en las suminisiradas en las propiedades fi-

sicas del sistema.



ANEXO B

PROGRAMA DEL MODELO NUMERICO DEL

SISTEMA DE ACUIFEROS DEL VALLE DE MEXICO
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