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CAPITULO 1 

INTRODUCCION 



1. lNTRODUCClON. 

El estudio de un sistema de acuíferos tiene como finalidades 

principales las siguientes: 

a) Aprovechamiento óptimo del agua contenida en el acuífero, 

b) Detección y predicción de la contaminación del agua, 

c) Predicción y control del hundimiento del suelo debido a 

la extracción de agua. 

En esta introducción se revisan 1 igeramente los problemas 

fundamentales que pueden resolverse con la modelación numéríca 

de sistemas de aguas subterráneas. 

El modelo numérico, objeto de esta tesis, resuelve un sis

tema de ecuaciones integro-diferenciales (propuesto por ! . He

rrera y L. Rodarte, ref. 1.1) que son los que representan el 

comportamiento del abatimiento de presiones en el sistema de 

dos acuíferos, separados por un acuitardo. Este abatimiento 

de presiones se produce cuando existe una variación del conte

nido de agua en los acuíferos, variación que se produce cuando 

alguna acción externa al sistema altera su equilibrio; en otras 

palabras, si se extrae agua para bombeo o si las lluvias o al

gún elemento ubicado en la frontera producen una recarga al 

sistema, se está alterando el nivel piezométrico. Como se vera 

en el capítulo IV, cualquiera de estas acciones que afectan el 

nivel piezométrico son tratadas por el modelo. 

Las acciones externas se propagan en el dominio del sistema 

dependiendo de las propiedades físicas del mismo y del tiempo. 

Estas propiedades físicas se refieren principalmente a: 
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1- A la permeabilidad del material, 

2- La capacidad de almacenamiento de agua, 

3- Los espesores de las capas que forman el sistema. 

Si se combina la permeabilidad con el espesor se obtiene 

una propiedad adicional llamada transmisibil idad, que junto con 

las acciones exteriores deextracción (bombeo o gasto) o recarga 

{que normalmente es n3tural, pudiendo en algún caso ser arti

ficial) son los parámetros que influyen en forma proporcional 

en el comportamiento del abatimiento. 

El interés de construir un modelo que permita conocer la 

variación del abatimiento en el tiempo, se relaciona con: 

1. Supóngase que se han establecido, por algún procedimiento 

confiable, para alguna región de interés las propiedades físi-

cas y las condiciones de frontera. Entonces será posible cono-

cer en cualquier punto el abatimiento o lo que es lo mismo: el 

nivel piezométrico, y además se puede ver cómo van a ser afee-

tados estos niveles en el tiempo. Esto sugiere la posibilidad 

de establecer algún plan de extracción con el fin de optimizar 

la oroducción, por ejemplo, 

2. Supóngase el siguiente sistema simplificado (fig. 1.1) 

Q {extracción) 

ACUITAR DO 

f i g . 1 . 1 

ACUIFERO 
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Como se analizará más adelante en este misr.io capítulo, la 

extracción de agua del acuífero al disminuir su almacenamiento 

provoca que el acuitardo, formado por arcilla, pierda también 

su contenido de agua a través de la suoerficie de contacto con 

el acuífero. 

Esta pérdida de agua de la capa de arcilla provoca en un 

reacomodamiento de las partículas de la misma que es causa para 

que se produzca hundimiento en la superficie del terreno. 

La a p 1 i ca c i ó n que aquí se ,Su g i ere se es tu d i o a de ta 1 1 e , 

para el caso de la predicción del hundimiento en el Valle de 

México, en el capítulo V de esta tesis. 

A continuación se delinea la evolución histórica de la for-

mulación de ecuaciones hasta llegar al sistema propuesto por 

l. Herrera y L. Roda rte. 

Estríctarnente hablando, el flujo que se produce en un sis-

terna acuífero acuitardo es tridimencional Pero Hantush (ref. 

1.2) considerando que la permeabilidad en el acuífero es mucho 

mayor que en el acuitardo (K>>K 1
, en donde K es la permeabilidad 

en el acuífero y K 1 es la permeabilidad en el acuitardo), asume 

que el flujo en el aeuífero es esencialmente horizontal y en el 

acuitardo esencialmente vertical lo que permite a Hantush lle-

gar a la siguiente ecuación: 

dU 
ai=7 + dU 

r ar 
K' 

+ 
T 

a ( a u az u r,z,t)= a. 8t e 1 . 1 

en donde si b es el espesor del acuífero, entonces T=Kb es la 

transmisidad y a=T/S, en donde Ses el almacenamiento del acuí-



4 . 

fero. La ecuación 1.1 está limitada a que haya simetría axial 

y propiedades físicas constantes. 

El siguiente paso está dado por Neumann y Witherspoon (ref. 

1 .3) quienes formulan las ecuaciones para un sistema de dos 

acuíferos intercalados por unacuitardo: 

"2 el u l KI ou 1 3 u 1 
~ + + lz=O = at 3 r r 3r T1 dZ (1 l 

e 1 • 2a 

el 2 u I 3u 1 

~ a1 ~ e 1 • 2b 

32u2 dUz K'1 3u 1 el U 2 
p- + ~ el z z=b 1 3t r T2 a2 

e 1 • 2c 

A estas ecuaciones se agregan las siguientes condiciones: 

U.(r,o)=O 
1 

U.( 00 ,t)=O 
1 

l im r 3 u l _ 

r-+0 ~ 

1 i m r clu2 
r-+0 3 r 

i = 1 • 2 

i = 1 , 2 

~ 
2 ".i"T 1 

o 

En el trabajo de Neuman y Witherspoon se da además la so-

lución analítica oara cuando el sistema esté bajo la influencia 

de un pozo situado en el centro (r=O). 

1. Herrera y L. Rociarte (ref. 1) trabajando básicamente so-

bre el sistema propuesto por Neuman y Witherspoon incluyen mo-

dificaciones sustanciales, a través del uso de las funciones 

de memoria f g, h, que permiten plantear modelos para un sis-
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tema dado. El uso de las funciones de memoria permite desaco-

plar el sistema de ecuaciones integrodiferenciales y además evi

tan que se tenga que recurrjr a la acumulación de residuos en 

el tiempo. 

Basándose en la solución propuesta por Herrera y Rociarte 

se han desarrollado algunos ~odelos numéricos. Un primer mode-

lo para el caso de un pozo ubicado en el centro, un acuífero y 

un acuitardo, con simetría axial y coheficientes constantes es 

desarrollado por l. Herrera, R. Yates y C. Pérez (ref. 1.4). 

Posteriormente 1. Herrera y R. Yates (ref. 1.5) desarrollan 

para similares condiciones, pero incorporando 2 acuíferos. Por 

último, R. Yates y J.P. Hennart desarrollaron un modelo en dos 

dimensiones que manejan una reg1on circular y condiciones de 

frontera arbitrarias. (ref. 1.6) 

Esta tesis fundamentalmente extiende este último modelo 

para tratar el problema en el caso mas general, o sea, cuando 

la región tiene una forma arbitraria y cuando las propiedades 

físicas (permeabilidades, espesores, etc.) son variables, como 

se presenta usualmente en la realidad en los diferentes puntos 

de la región. El modelo ha sido implementado en un computador 

Burroughs B 6800 utilizando Fortran IV y opcionalmente maneja 

un sistema de un acuífero y un acuitardo o dos acuíferos sepa

rados por un acuitardo. 



CAPITULO 2 

OBTENCION DE LAS ECUACIONES BAS!CAS 
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2. OBTENCION DE LAS ECUACIONES BASICAS: 

2.1 CONSERVAClON DE LA MASA EN UN MEDIO POROSO NO DEFORMABLE: 

La ecuación de 11 conservación de la r.rasa 11 o 11 ecuación de 

continuidad 11 se obtiene considerando un pequeño cubo en coorde-

nadas cartesianas de x, y, z. Se supone que este cubo pertene-

ce a un medio de propiedades físicas heterogéneas, por lo cual 

los principales valores de la perrT1eabilidad se asumen como k, 
X 

k ' y k • z 
en el sentido de los ejes 

JzJx y,z+ ; 2 

, , 
,, 

, ,, ,, , 

V 

" ' y ' z' respectivamente. 

J 1 óy 
y x.y + 2 z 

J I Ó X 
X x+2 , y, Z 

f i g. 2. 1 

j 1 6y 
X x,y-c: 2'2 J 1 62 z x,y,z-2 

Considerando que las aristas del cubo están orientadas pa-

ralelamente a los respectivos ejes del sistema coordenado y 

equidistantes del punto P (x, y, z). El vector y con sus com-

ponentes J , J , J 
X y Z 

representa el flujo de masa (masa por uni-

dad de area por unidad de tiempo) de un fluído de densidad p. 

Para un cierto periodo de tiempo la diferencia de flujo, 

medida como la cantidad de fluido que entra menos la que sale, 

en la dirección x puede ser expresada como: 

• 

¡_ 
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ox -Jxj x- 2 ,y,z x+~x. y. z]oy oz ót e 2. 1 

o aproximando por una serie de Taylor en el punto P y desechan-

do los términos de 2do. orden en adelante, quedaría como: 

ót e2.2 

Haciendo una deducción análoga para los ejes y ' z podemos 

expresar la diferencia de flujo en todo e l cubo como: 

3J clJ clJ ( a: + _¿_ + 3 ~) óx cy Óz ót e2.3 
3y 

Por el principio de conservación de la masa esto debe ser 

igual al cambio de masa contenido en el cubo en el intervalo 

ót que se expresa como: 

3 ( i' p 6 'J ) 

_,.,o-t---º--o t e2.4 

en donde 6U = óx óy óz = constante, es el volumen del cubo y 
o 

n es un coeficiente que especifica la porosidad del material 

contenido en el cubo y que en último término determina la má-

xima cantidad de fluido que puede contener 6U 

De 2.3 y 2.4 entonces se obtiene: 

3J 
(-X 

3x 

3 J 3 J 
+ ~ + __ z) 

cly 3 z 

3 ( p n) 

3t 

El flujo puede expresarse también como 

J =pq 

o 

e2 . 5 

e2.6 
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en donde p y q son valores promedio y q representa el gasto, 

entonces la ecuación 2.5 se transforma en: 

az 
a ( p n) 

at 
e 2. 8 

que es la ecuación general de flujo de fluido de densidad p 

en un medio de porosidad n. 

Se puede introducir el nivel piezométrico (<j,=qi(x, y, z, t)} 

o la presión (p=p (x, y, z, t)) preferentemente que q como va-

riables independientes, q se expresa como (ref. 2.1) 

q = 

En donde k representa la permeabilidad específica, g la gra-

vedad yµ la viscosidad. En medios heterogeneos k puede repre-

sentarse como kx, ky, kz, para las 3 direcciones principales. 

La ecuación eZ.Ba fue obtenida experimentalmente para Darcy 

(1856) y se le conoce como la Ley de Darcy. En los capítulos 

siguientes, haciendo las consideraciones para cuando el fluido 

es agua , se usar§ la permeabilidad K-con lo que la ecuación de 

Darcy que expresada como 

en donde 

q= -KV(,b 

K= kpg 
µ 

e2. 8b 

Esta ecuac1on de Darcy es estable para un medio saturado, 

suposición que se mantiene a todo lo largo de este trabajo, si 
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el medio no está saturado entonces dejara de ser válidas las 

ecuaciones presentadas. 

+De 2.7 y 2.8a se obtiens: 

3 p2 gk 
~) " 29k 3 29k 3 ó 3P X o ( p _L E-2..) (P _z e2. 1 O ( + - + -)=n-

3x µ 3x 3y µ 3y dZ µ 3z 3t 
--------------

que es l a ecuación general para el nivel piezométrico de un flui-

do cualquiera en un medio con propiedades heterogéneas. A con-

tinuación se derivan las ecuaciones para un acuífero semiconfi-

nado. 

2.2 ECUACIONES DE CONTINUIDAD PARA FLUJO EN ACUIFEROS SEM!CONFI 

NADOS: 

La aproximación principal, o mejor, la característica prin-

cipal de flujo en un acuífero es que éste es esencialmente hori-

zonta l. Esto es exacto para acuíferos confinados, homogéneos e 

isotrópicos. Es también una buena aproximación cuando el espe-

sor del acuitardo varía, siempre que estas variaciones sean re-

lativamente pequeñas con relación al espesor total. 

Otro hecho importante en el flujo en un acuífero es que se 

ouede asumir que el agua es un fluido homogéneo de p=cte. En-

tonces la permeabilidad K y la transmisiviola T=Kb, en donde b 

es el espesor del acuífero, son independientes del tiempo. 

2.2 FLUJO EN ACUIFEROS CONFINADOS: 

El establecimiento de las ecuaciones para un acuífero con-

finado se puede derivar de una manera análoga a la obtención de 

la expresión 2.10 en la cual J o q se considera 
z z 

igual a cero. 
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Para la deducción que sigue se ignora la variación deben el 

tiempo, se asumen pequeñas con relación a b mismo. 

Definición: transmisividad de un acuífero 

(T) es la descarga horizontal de agua a lo largo del espe-

sor b por unidad de longitud (medido horizontalmente) perpendi-

cular a la dirección del flujo y por unidad del gradiente hi-

drául ico. Es igual a la permeabilidad (conductividad hidráutica) 

promedio multiplicado por el espesor del acuífero: 

T= Kb K= 1 fb K(z) dz 
b o 

e2 . l l 

En un acuífero depropiedades heterogeneas tanto b como K 

Puede variar por lo que tendríamos T=T(x,y). Definición: alma-

cenamiento de un acuífero (s) como el volumen de agua ( 1:, 1) ) 
w 

quitado o dividido al almacenamiento en el acuífero por unidad 

horizontal de área del mismo y por unidad de variación del ni-

vel piezométrico promedio: 

lDw S= 
D.A6.*$ 

e2 . 1 2 

Definicí6n: almacenamiento específico de un acuítardo ( s ) 
s 

es el volumen de agua quitado o añadido al almacenamiento por 

unidad de volumen y por unidad de variación del nível 

trico 

S=S b 
s 

. ~ p1ezome-

e 2. 1 3 

Se asume un volumen de control bóxD.y, y haciendo que 6.x, 6.y, 

D.t~o por un proceso análogo a 2.1 se obtiene: 
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clq 3q 
-(--X+ __ Y)= 5 3~ e2.14 

dX cly 3t 

d d - r· 0 4' 1 1 en on e qxi- - 1clxi' con o cua puede obtenerse finalmente la 

ecuación de un acuífero confinado en un medio anisotrópico: 

~(Txcl<P) 
dX dX 

+ .9__.(T 3cp) 
3y Y3y 

s-ª--2. 
3t 

e2. 1 5 

s i e 1 medio es isotrópico: 

-ª---(T2qi) 
3x 3x + _a (T?q;·) 

3y dy 
s 3 <p 

3t 

2.2.2 ECUACIONES PARA ACUlFEROS SEMICGNFINADOS: 

Definición: acuífero semiconfinado es aquel que puede perder 

o ganar agua a trafés de su frontera: 

l bl K1 

z 

b K l¿: - • 

Lx X+L'ix 
X 

X--
2 2 

f i g. 2.2 

se asume, para que haya la condición de flujo vertical en parte 

semipermeable, que K>>K 1 

Aplicando el principio de conservación al volumen de la fi-

gura 2.2 se obtiene la ecuación siguiente: 

+q 1 LxL'iy]= SLxLy (q¡(t+Lt} -9(t)) 
V 

( L y) -
-q X y+- j y • 2 

e 2. 1 7 

X 

1-

r 
í 
r 
l 
1, 
r 
:1 
r 

,1 
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lado derecho, sustituyendo q 1 

V si en esta ecuación pasa Lt al 

a "'1 por -K 1 
(~) en donde 9 1 es el nivel piezométrico en la capa semi-

permeable, dividiendo por úx úy y además haciendo que 6x 1 6y,Lt~o 

se obtiene la ecuación para un medio isotrópico: 

+ K'(3Q') 
az 

sª9 
3t 

e 2. 1 3 

En la capa semipermeable, de almacenamiento si, se asume úni-

camente flujo en el sentido vertical y tenemos entonces: 

e2. 1 9 

Para fines comparativos se establece e2.18 en tres dimensio-

nes, para lo cual partimos de que q i q 1 e 
z n 

introduciendo q en z 

las ecuaciones iniciales como componente de q en la dirección z, 

entonces se llega a la siguiente ecuación: 

S3qi/3t e2.20 

que también puede expresarse como 

'v 2 ~. 
X y Z 't' 

(S /K)3~/3t 
o 

e2.20b 

Nótese que e2.18 y e2.20 resuelven esencialmente el mismo 

problema, pero e2.18 tiene la ventaja que es una ecuación en dos 

dimensiones, mientras que e2.20 lo es en TRES dimensiones. 

2 • 3 ECUA C I O NE S PAR A U M S I S T EH A D E DOS A C U I FER OS C O >i UN A C U I TARDO 

En esta sección se presenta la ¿~ducción del sistema de ecua-

cienes obtenidas por Herrera y Rociarte (ref. 1.1) en el cual se 

111 

.-. 
1 
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apoya teóricamente esta tesis: 

z T , K , S 
· 2 2 2 I 

f i g. 2. 3 

y 

Dividiendo la ecuación e2.18 por Te introduciendo el abatí-

miento (u) en lugar de (j¡ resulta: 

(S/T) 3u/3t e2.20a 

pero S/T=S /K y haciendo a=K/S , la ecuación e2.20a puede expre-
s s 

sarse como: 

(1/a) 3u/ 3t e2.20b 

:Utilizando esta última ecuación y la e2.19, las ecuaciones 

que gobiernan el sistema de fig. 2.3 pueden quedar expresadas 

como: 

e2.21a 

e2.21b 

3 2 u 2 / 3 x 2 + 3 2 u 2 / 3 y 2 
- ( K ' / T 2 ) ( 3 u 1 

/ 3 z ) 
2 

= b 1 = ( 1 /a2 ) 3 u 2 I 3 t e2.21c 

a las cuales deben añadirse_ las siguientes ecuaciones de conti-

nuidad: 

u 1 (x,y,o,t)=u 1 (x,y,t) e2.22a 

u 1 lx,y,b 1 ,t)=u2 (x,y,t) e2.22b 

• f 
' ,· 

' 

t-

¡,. 

r_ 

1 ,. 
• ,-
~ 

1 



u 1 (x,y,o)=o 

u (x,y,o)=o 
2 

u 1 lx,y,z,o)=o 

1 4. 

e2.22c 

e2.22d 

e2.22e 

Las ecuaciones e2.21b y e2.22 constituyen un problema ya 

planteado de la ecuación de calor, cuya solución está dada por 

la integral de óuhamel: 

t 
~ 1 (x,y,z,t)= J (3u 1 /3t) (x,y,t-T),..i(z,T)d, + 

o 

+ Jt (cJu 2 /cJt) (x,y,t-T)v(z,T)dT 
o 

La función auxiliar ,-1 (z,t) satisface: 

(1 /o.~ 
aw 

/cJt; O<z<b 1 ,t>o 

w(o,t) 

w(b',t) = O 

w(z,o) o 

t>o 

o<z<b 1 

e2.23 

e2.24a 

e2.24b 

La auxiliar v(z,t) satisface las mismas ecuaciones anterio-

res, con las condiciones de frontera siguientes: 

v(o,t) = O 

V ( b1
, t) = t > O 

v(z,o) = O o<z<b', e2.24c 

pueden normalizarse los valores de z, t de la siguiente manera: 

r;= z/b 1 e2.25a 

e2.25b 
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y si reemplazando w(z,t) por w (,,t 1) en e2.24a, se obtiene: 

con las siguientes condiciones: 

w(o,t 1 )=1 

W(l,t 1 )=0 

W(¡;,o) =O 

e2.26a 

t 1 >0 

o<c; < 1 e2.26b 

Es ta ecuación puede resolverse ap 1 i cando el método de separa -

ción de variables, previamente se levanta la condición heteroge-

nea de frontera (w(o,t 1 )=1) con la sustitución de w (c;,t')-1+¡; 

por W1 (c;,t 1
) y entonces: 

w {o,t 1 )=0 

w1(i,t1)=0 

e2.27 

ahora si se procede a realizar separación de variables, resulta: 

00 

sen n-:rc; e2.28 w(c;,t 1 )=1-c;-2 ¿ 
n=i 

se observa también que 

v(z,t)=w(b 1 -z,t) e2.29a 

de donde: 

v(z,t)=w(1-c;,t 1
) e2.29b 

Usando las ultimas ecuaciones y las definiciones de t 1 
y c;, 

la ecuación e2.23 se puede transformar en: 
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(clu 1 /clz) (x,y,o,t)=t,[ J!3u 1 /3t) (x,y,t-T) - (clw /cli;;) (o,a 1 7/b12)dT 

-ft(3u 2/3t)(x,y,t-T) (3w/3¡;;)(1,a 1 T/b 12 )dT] e2.30 
o 

De e2.28 pueden encontrarse las siguientes expresiones: 

e2.31a 

e2.31b 

pero como w(z,t)=w(i;;,t 1), entonces puede hacerse 

aw/3z(z,t)=(1/b 1)3w/3t;:(i;;,t 1) e2.31c 

Ahora se definen f y h como funciones de t 1 , de la siguiente 

forma: 

-n27T2t1 
f(t 1 )=1+2 L e I 

n = 1 

h(t 1 )=1+2 I: 
n=1 

entonces e2.30 se transforma en: 

a u 1 ¡ a z ( x , y , o , t ) = -i;- 1 [ ¡ ~ a~/ a t ( x . y , t -T ) f ( a I T ¡ tl 2 ) d T -

-Jt3u /3t(x,y,t-T)h(a 1T/~2)dT] 
o 2 

e2.32a 

e2.32b 

e2.33 

Si introducimos C.=K/Tib 1 con i=l,2 y el sistema de ecuacio-
1 

nes que gobierna el sistema acuífero-acuitardo, puede expresarse 

de la siguiente forma: 

2 t 
8 2u 2/3x 2+3 2u2/cly -C 2 f 8u2/clt(x,y,t-T}f(a 1T/b 2 )dT+ 

o 

+C 2ft3u 1 /3t(x,v,t-T)f{a 1T/b 12 }dT= (1/a 2 )3u 2/3t e2.34b 
o 



u 1 (x,y,z,t)=lt8u 1 /8t(x,y,t-T)w(z,T)dT+ 
o 

17. 

e2.34c 

Las ecuaciones e2.34 constituven un conjunto comoleto de 

ecuaciones a las cuales sedebe añadir las condiciones adecua-

das de frontera para obtener la conducta de los abatimientos 

en el sistema. 

Para la ecuación e2.34c se insiste que: 

00 

w(z,t)=1-z/b 1 -2 I 
n=í 

00 

n:ri: 

-n2TI20. i t/b i 

v(z,t)=z/b 1 +2 Z ( -1 t _e _____ _ 
f\ TI n=1 

además redefiniendo f(t 1
) como 

f(t 1 ),=l+g(t 1
) 

en donde: 

sen nTTz/b 1 

sen n7rz/b 1 

las funciones f,g se ven en la figura 2.4 

6.0 -

~o 

4C 

3.0 

2 O 

'o 

1 

~i 

_ _l _ - --==-=-----------

O O \ O 2 O 3 O 4 0.S O E, C. 7 O B O 9 1 O 
1' 

e2.35a 

e2.35b 

e2.36a 

e2.36b 

F i g. 2. 4 
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F i g. 2. 5 

Al introducir e2.36a en e2.34 podríamos obtener ecuaciones 

alternativas al sistema e2.34. 

Resumiendo lo tratado en este capítulo se ve que el sistema 

original en 3 dimensiones se ha transformado en e2.34a y e2.34b 

en un sistema integrodiferencial que a más de ser un problema bi

dimensional puede ser evaluado con la aproximación deseada. Por 

otro lado, se prescinde de tener que acumular información a lo 

larqo de las iteraciones en el tiempo, asunto que se consigue 

oor medio del uso de las funciones de memoria f y h, las mismas 

que a su vez permiten romper el acoplamiento del sistema e2.21. 

Sin embargo, todavía se mantienen I imitaciones en cuanto a 

que se consideran prooiedades físicas constantes (Ku,T,b,etc.), 

simetría axial, y condiciones de fronteras constantes. El le -

vantamiento de estas restricciones es el prooósito fundamental 

del presente trabajo. 
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3.1 LA SOL U C I O N MU ME R I CA 

La solución del sistema de ecuaciones integrodiferenciales 

se encuentra aplicando el método de Galerkin para resolver por 

elementos finitos. Anal izado en el capítulo anterior se encuen-

tra utilizando el método de Galerkin que aproxima la solución 

exacta u por: 

e 3 . 1 

k= 1 , 2 

en donde <Pj(x,y) son las funciones de base (ref. 3,1) y Pkj(t) 

son calculados numéricamente. 

Aplicando el método antes nombrado permite transformar las 

ecuaciones integrodiferenciales a un sistema de ecuaciones i-

neales del tipo: 

AP= -BP+CI (P)+S e 3. 2 

La solución global en el dominio D se encuentra mediante 

las soluciones locales que se encuentran en cada elemento en 

que se subdividió D. 

Para la aproximación en el tiempo, puesto que es un modelo 

de un problema dependiente del tiempo, se derivan las ecuacio-

nes detalladamente en el siguiente capítulo, pero se hace notar 

que la solución por el esquema de Krank-Nicolson (ref. 3.2) 

da una aproximación de segundo orden en el tiempo y errores glo
bales de O(~t2). 

En forma breve se da a continuación el procedimiento numé-

rico para una región con simetría axial. 



20. 

Con algunas definiciones y transformaciones (ref. 3.3; 3.4) 

el sistema e2.34 puede ser escrito en la forma siguiente: 

" t 1 " ( 1 ) (r~)-f OUJ t -T 
3r o 3t 

rt 1 clu2(t 1 -T) 
.1 o 3 t 

t ¡ 

I 3u 1 (t 1 -T) 
o 3t 1 

f{T)dt+ 

1 h(T)dT=
CI. 

a 1 

3u 2 

a -;;;--t I ,a 2 o 

U 1 (r;,t 1 )=Jt¡~~7 (t 1 -T)w(t.:,T)dT+ 
o 

e3.3a 

e3,3b 

e3.3c 

La solución es para el intervalo O,R , con las siguientes 

condiciones: 

u1(r,o)=u2(r,o)=O r~ e3.4a 

u1(R,t 1 )=u 2 (r,t 1 )=0 t 1 _;:;:,, o e3.4b 

im r 
dUk 

= Qk k= 1 , 2 t 1 >0 e 3. 4 c -,..,-
or 

Se aproxima uk(r,t'), k=l ,2, de la siguiente forma: 

L 
u (r,t 1 )= I: Pk.(t 1 )f.(r) 

k i = 1 1 1 
e3. 5 

k=l , 2 

En donde~- son las funciones de base. 
1 

Multiplicando por 

1 
1 

. ' . 
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gi., integrando por partes y sustituyendo las condiciones 3.4 se 
1 

tiene: 

R 3 1 R ~ 
- Q 1 <ti • ( O ) - f r ~ <1> 1 d r - -·-f r 

O 
u í 1> • d r = 

J o 3r j CHl1 o clt 1 J 

R R 
r r1> ~ 
. o j 3 t · 

f 
,• 3 u 2 

dr -_i rgJ.-"'-1 hdr 
O Jot 

R ~ 
1 

R ,, 
- - d~z- ou2 

- cíl.2 gi. ( O) -f cr-- Q 1 
• d r---f r--d r= 

J o r J aa 2 o 3 t I 

R 
3u2 

f r1> .-"'-1 
O J a t 

" fd r "'· ou2 r-, r..., .-,,,-
1 

O J a t 

R 
hd r 

e3.6a 

e3.6b 

Este sistema con la utilización adecuada de las funcio-

nes f, g, h se puede eliminar el acoplamiento. Aplicando el 

método de Galerkin se llega a la siguiente transformación de 

e3.6a: 

L-1 R 
J gi I 

o 

1 
L-1 

<ti ' r p . d r -- t: 11 . 1>. r P 
1 

. d r = 
j 1 1 ªª 1 1 J I 

i=l 

L -1 
t: JR9.1>.r rP

1
.dr +2GN(O) 

i=l O f J X I 

L-1 
z f R <1> i 1> j r P _1 i rl r t + 
i=l o 

M L 1 R t 1 

- • º -am(t 1 -T) 
t: a t: J qi, 1>.rdrJ P

2
.e dT 

m I J 
O 

I 
m=O i=l o 

Ahora definiendo: 

R 
m . . =f 1>. <1>.rdr 

I J O l J 

R 
kij=J <1> 1 .<1> 1 .rdr 

o ¡ J 

e3,7 

~ , . 
• 



entonces: 

T 
R¡= [ Q1<P10 .•••••..• ,o] 

M {m .. } 
l J 

K { k .. } 
IJ 

M t
1

• 2- 2( 1 ) 
n \"' J p -n TI t -L d 
..., 2'"= 1.., a m 2 e L 

m=o o 

a. 1
= -- + 2GN(O) 

N o:a 1 

1 
-? 

N 
\"' 1 
l., ~ 

n=ln 

T 
[ pk1 ,Pk2'pk3' .•••••• ,PKL-1] 

2 2 • 

Y e3.9 se transforma en la ecuación matracial siguiente: 

e3. 1 Oa 

Con análogas definiciones se obtiene la forma matracial 

de e3.8b: 

l 

-R 2 -[ K+M] P2-2ME1+ME2=0:.NM P2 

en donde las matrices E, se definen como: 

N t
1

• 2 2( 1 ) 
E¡=¿ f P2e-n TI t -L dl 

n=l o 

e3.10b 



M 
E2=I 

m=o 

2 3 •. 

t 
1 

• 2 2 ( 1 ) 

f P 
-n ~ t -T d 

am 1 e T 
o 

Observando Dk y Ek se nota que están acopladas para los 

valores de Pk' este acoplamiento puede ser levantado al apl i

car el esquema de Crank-Nicolson para hallar la solución iter-

ativamente en el tiempo. El esquema antes nombrado da la so-

lución en L\t 1 con una aproximación de (6t 1
)

2 

-2-

Un desarrollo completo del sistema e3.10 hasta llevarlo a 

forma computacional puede verse en la referencia 3.3. 

3.2 INTEGRACION POR EL METODO DE "LUMPINGj 1
: (ref. 3.5) 

Si en la matriz de masa M se agrega alguna función depen-

diente del punto en que se encuentra en la reg1on, el método 

que se describe es quizá la única forma viable, porque como 

se verá más adelante la matriz de masa se diagonaliza. 

Si e es un elemento definido por los nodos 1, 2, 3, 4 

f i g. 4. 4 

Entonces se trata de aproximar la integral de f en el 

elemento e de la siguiente forma: 

f f=w1f(l) + Wzf(2) + W3f(3) + Wi,f(4) 

e 

los pesos w., i=l ,2,3,4 se escogen de forma que las funciones 
1 

1, r, e,er se integran exactamente: 
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r2 92 
f f f f f(r,8)rdrd9 

e r l 8 1 

o sea: 

Wl =} ( 8 2 - 8 1 ) ( r 2 2 - r ¡ 
2) 

=} ( f ?- r ¡2) ( 8 2 
2 

- 8 l 
2

) 

W l r 1 e l +W 2 r l ~W 3 r 2 e l + \fl 4 r 2 e 2 =i ( r 2 
3 

- r l 
3 

) ( 8 2 z - e 1 
2 

) 

resolviendo el sistema para w se tiene: 

las funciones de base se eligen de tal forma que tengan 

la siguiente propiedad; 

1l.(n.)=6ij 
I J 

n . = nodo j 
J 

6ij=o, para i#j 

Entonces con el método de lumping para un nodo cualquiera, 

sucede lo siguiente: 



e,_ e 
1 2 

wl ,,,¡ 
2 

w w 
3 !, 

e e 
3 l¡ 

f f<í>.=f(i)w. 
e 1 1 

= ( 11 • +w . +w . h.r . ) f ( i ) 
e 1 1 e 2 1 e 3 1 .e 4 1 

De donde: 

J
0

f (ni)IP.'1>.=f( i )~.ó .. 
I J 1 1 J 

por tanto la matriz de masa se vuelve diagonal. 

2 5. 

i 
' ' 
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4. CASO GENERAL 

4.1 ECUACIONES GENERALES CON ELEMENTOS FINITOS. EN ESPACIO Y 

TIEMPO: 

En todo este capítulo se asume una región de forma estrella-

da arbitraria, o sea que ningún radio puede cortar a la frontera 

más de una vez. 

Recordando el capítulo 2, elsistema e2.21 con las ecuacio-

nes e2.28, e2.29, e2.33 se puede escribir de la siguiente forma: 

=, _a-:--U + Q 
í¿¡ "t 1 1 

e4.1a 

e4. 1 b 

Este sistema es esencialmente el mismo que e2.21 sólo que 

se les agrega del lado derecho los términos Q que introducen al 

sistema las variaciones del volumen total de agua del sistema de 

acuíferos. Estas variaciones pueden ser positivas si es una 

fuente que aporta al sistema o negativos cuando se trata de gas-

to, como por ejemplo el bombeo de agua, que junto con las con-

diciones de frontera serán los elementos principales que insi-

dirán en cambios de presiones o niveles piezométricos del acuf-

fero. 

Ahora aproxímese la 

po, por: 

solución de u con i= 1 , 2 , en el tiem
i 

1 
-1 
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N 
u1= Z P1.{t)O.(x,y) 

j = l J J 

e 4 . 2 a 

N 
U2= Z P .(t)~.(x,y) 

j=1 2J J 
e4.2b 

El sistema e4.1 puede escribirse cambiando de notación, de 

la siguiente forma: 

K1 télu 1 ( ) a 1 t K1 télu 2 a 1
T 'vT1'vu¡--J -- t-T f(--)dT+-J --(t-T)h(--)dT 

b 1 oélt b 1 2 b 1 oélt b 1
2 

él 
=S2-;:;-U2+Q2 

ot 

e 4 . 3 a 

e4.3b 

En estas ecuaciones sustitúvase e4.2 e intégrese en los 

prime ros términos de cada uno se aplica el teorema de Green-

Gaus (ref.LS) v se obtiene la siguiente transformación: 

N N N I 

-z p .(t)J T 1 'v 1>.'v<P.dD+Z P .(t}J., T1<P.ll<P.dD-Z P .(t)f 0hb 4i 1> dD 
, _ l J O 1 J . _ l J oO L J . _ l J 1, J. 
J-1 J-1 J-1 

N KI ¡ N t KI I 

-¿ P .(T)JD-;-.gb
1 

(~(t-T)}<P.qi.dDdT+Z f P .(T)JDrrhb (Tl_(t-T))Q.<P.dDdT 
. lJ b 1 

l J J·=1 O 2J I J 
J = l 

N i =: P.(t)J 0S1<P¡ <tijdD 
e4.4a 

J=1 
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fJ N N K I 
-I P .(t)J 0T2V4i.V4l.dD+I P .(t)~,.,, 0T2~.4l.dD-I P2J.(t)fD~b' .

1
~J.dD 

. 2j I J • 2J . o I J • J=1 J=1 j=l 

N K 1 0: 1 N t K 1 a 1 ;: 

- I P 2 . ( t ) f D-¡::-¡-gb 1 ( -b 1 2 ( t - T ) ) º . 'Íl J. d D d T + I f P 1 • ( T ) f D-h ( -b 1 2 ( t - T ) ) 4l . Q • d D d T l. 
. J I O J ¡., 1 1 j ' J = l j = l u 

N 
=I P 1 (t)f

0
S24l,4i.dD 

• 2 1 J 
J = l 

e4.4c 

En este sistema ademJs se introdujo la sustituci6n de f se- ~· 

gún e2.36. Ahora se puede llevar a una forma matricial, lo cual 

define las siguientes matrices: 

K =foTuVqi.Vqi_dD 
U I J 

R =f,.,, Tuº.17qi_dD 
u o D I J 

KI 
M=J ~b1 .4l.dD 

D ' J 

Mu=f
0

Su4l.4l.dD 
I J 

N 

u= l , 2 

u= 1 , 2 

t..1 K1 0: 1 

Gu(t)=I f t'u.(T)I
0

-¡:¡gb\ (rr,-(t-T)):P.4l.dDdT 
. o J o·- 1 J 
j=l 

t t KI o:' 
Hu(t)=I r P 1u.(T)fD~b1 (-b12 (t-T))o.o.dDdT 

• _ • O J I J 
J -1 

A U 
O.u={q.} 

1 

u . ~ 1 q.-extracc1on en e 
1 

i-esimo nodo 

e4.Sa 

e! 4. 5 b 

e4.5c 

e4.Sd 

e4.Se 

e4.5f 

e4.5g 

Entonces el sistema e4.4 queda representado en la siguiente 

forma: 

" -K1P1+R1P1-MP1-G1+H2=M1P~-Q1 e4.6a 

e4.6b 

c-... 

\ 
i 
b 

' 1 r ,., 

1 
i· ,. , 
¡ 
t· 

"' 
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utilizando el método de 11 lumping 11 o diagonalización para 

la matríz de ma~a se puede proceder de la siguiente forma: 

f f(x)<P.<P.dD=f(n) 0 .. W. 
D I J r I J I 

e4.7 

esto indica que el integral es igual al valor de la función en 

el i-simo nodo (ni) multiplicado por un peso Wi y por el opera-

dar de Kronecker ó .. ( 0 =O si i.t.J·). 
I J i j - r- Con este concepto 1as ma-

trices M, Mu, R"u, Su de e4.5 se transforman en: 

M=~:(ni)Wióij e4.8a 

Mu=Su(n¡)Wióij u= 1 , 2 e4.8b 

t KI c,:I 
G u = I ?u . ( T ) -b 1 ( n . ) W • g ( -;--;-rb 1 { n . ) ( t - T ) ) d T u = 1 , 2 e 4 . 8 c 

O 1 1 1 1 

t KI c,:1 
Hu=! P 1 u.h)¡;,(ni)Wih(-b12 (n.)(t-T))dT u=1,2 e4.8d 

O I l 

Definiendo: 

e4. 9a 

- K i 
k =-( n ) . b 1 • 1 ! 

e 4. 1 O 

las ecuaciones e4.8c, e4.8d se escriben de la siguiente forma: 

G u= f t P I u i ( T ) g (),. i { t -T) ) k ·W · d T 
O 1 1 

u= 1 , 2 e4.11a 

u= 1 , 2 e4.11b 

Las funciones de memoria g y h segun ref. l.5 pueden quedar 

expresadas por: 

,. 
1 

,. 

,, 
' 

!-

' 
' ~ 
~ 

1 



Si además se agrega la siguiente definición: 

2 21 • 2 21 · 

d
u {) -n 1T Alt,t 1 º() n 1T ,,.id . t =e , P u I T e T 
n1 o 

u= 1 , 2 

Entonces las matrices Gu y Hu quedan expresadas por: 

W· k· N 1 
Gu=AN-{-.-1 P 1 u.(t)+I: k.w.a du_(t) 

1 1 n• l 1 1 n n I 

N2 
Hu=W.k.Pu.(t)+I: k.w.b du.(t) 

1 1 1 1 1 n n I n=l 

u= 1 , 2 

u= 1 , 2 

Si se definen las siguientes matrices diagonales: 

K={k.} 
1 

S = { S (n :i ) } 
U U I 

y los vectores: 

u u T 
Pu=[P1 , ........... PN~ u= 1 , 2 

D -[du u 1-r k - ••••.••••••. d N 
n n1 n 

u= 1 , 2 

3 O . 

e4. 1 2a 

e4.12b 

e4. 1 3 

e4.14a 

e4.14b 

e4.15a 

e4.15b 

e4.15c 

e4. 1 Sd 

e4.15e 

Con las definiciones e4.15 las matrices e4.14 pueden ser ex-

presadas como: 

_ 1 N 1 

Gu=A MKA P 1 u+MK¿ 
N 1 n=1 

a D 
n un 

e4.16 

1 
r 
t 

r 
i 
' ~ 



N 
Hu=MKPu+MKE bnDun 

n=l 

3 1 . 

e4.16b 

Entonces el sistema e4.6, reagrupando términos, se repre-

senta de la siguiente forma: 

_ 1 N 1 

(MS1+AN MKA )P 1 =-(K 1 +M)P1-MKE A. O 
1 1 n=l n 1n 

b -D -Q 
n i n 1 

n=o 

_ 1 N 1 

(MS 2+AN
1

MKA )P 1 2=-(K2+MK)P2-MKE 
n=1 

N2 

a D 
n 2n 

+MKE b D -Q2 
n=O n in 

e4.17a 

e4.17b 

Se supone para este sistema que inicialmente Pu es cero. 

En este momento el sistema está acoplado en D, pero más adelante 

se encontrará una forma de desacoplarles en las iteraciones en 

el tiempo. Sustituyendo los coeficientes de Pu y P 1 u: 

- l 
Au=MS +AN MKA 

u l 

Bu=Ku+MK 

el sistema de ecuaciones queda representado así: 

N 1 

A1P 1 1=-B1P1-MKI: 
n=1 

N1 
A P 1 =-B P -MK 2 2 2 2 n=1 

N2 
a D +MKI: 

n 1 n n=o 

N2 
A D +MK 

n 2 n n=o 

b D -Q1 
n 2n 

b D -Q 
n 1 n 2 

e4.18a 

e4.18b 

e4.19a 

e4.19b 

~-

,.,.., 
r --

;: . 

L_ 

i 

l 

[_ 
r 
¡ 
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Para real izar a l ·1ntegraci·o~n de este sistema en el tiempo, 

tomando el intervalo [ ti ,-ti+h], se define: 

h o 
fu=Pu(ti+h)-Pu(ti)=P u-Pu e4.20 

4 19 d la S iguiente forma: y puede integrarse e . e 

ti+h Ni ti+ h 

A1f1=B1f 
t ¡ 

P1dt-MKZ 
n=1 

a f D dt+ 
n 1n ti 

N 2 t i +h 
MKZ bnf D 

ti +h .... 
dt_¡ Q1dt e4.21a 

n=o ti zn t i 

A2f2=B2f 
t i 

ti +h N 1 
P2dt-MKz an¡ 

n= 1 ti 

ti+h 
D dt+ 

zn 

N2 ti+h 
M KZ b nf . D 1 n d t - J . 

n=o t1 t1 

ti+h 
Q dt 

2 
e4. 2 1 b 

Si el gasto {extracción) y lascondiciones de frontera per-

i 
j 

' -

-:..,;,_ 

~ 
i 

.. 

manecen constantes entonces el sistema est& formado por ecuacío- r 

nes diferenciales de tipo parabólico. La solución se comporta 

· l (e]Jt) J · como una exponenc1a donde ]J es un va ar propio. Por esta 

razón se asume que la solución Pu en [ti,ti+h] es de la forma: 
(ref. 4.1.) 

Pu::a+b exp(µt) e4.22 

En donde ]J es un real negativo tal que -~~O. 

Los coeficientes a y b se pueden escoger de modo que: 

Pu{ti+h)=P 1 u y Pu(ti)=Pºu e4.23 

Entonces se formaría el siguiente sistema de ecuaciones 

ineales: 

.-

' 
,• 

l 
1 

' 1 
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a+b e(u(ti+h))=Plu e4.24a 

uti 
=Pºu a+b e4.24b e 

resolviendo para a v b, y reemplazando en e4.22 resulta la apro-

ximación de Pu en el tiempo t, si µh se define por z, entonces: 

Pu~Pºuexp z-exp u(t-ti) + 
exp z-1 

P1uexp u(t-ti)-1 
exp z-1 

Integrando esta expresión en [ti,tithl resulta: 

t j +h 
¡ Pudt=Pºuhz exp z-exp z+1 + Phu hexp z-1 - 2 

z(exp' z-1) z(exp z-1) 
t i 

que se puede escribir como: 

ti+h h 
f Pudt=Pº h(t-e(µ,h))+P h0(µ,h) 
ti 

en donde: 

8(]),h} 

u u 

exp z -1 -z 
z(exo 2~1) 

La variación deµ da los diferentes 

límites dan los esquemas conocidos: 

u= 1 , 2 

u= 1 , 2 

esquemas. 

e4.25 

e4.26a 

e4.26b 

e4.27 

los casos 

si µ-+o, entonces Pu~a+bt da una variación 1 ineal de Pu que co-

rresponde al esquema de Crank Nicolson (fig 4.1) y el integral 

queda definido así: 

ti +h 
f Pu d t= P: .b.+p~ h e4.28a 

ti 2 2 

::r~: 
..,= ~:, 
..... ~ 

'·"' ~ 
""" 

~-... 

L 

~· 

... 
< 

r 
f 
1 r 
1 

í. 
¡ 

.. 
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Pºu 

t i ti+ h 

F i g. 4. 1 

Si µ+- 00 , Pu se aproxima como Pu~a que es el esquema de 

EULER HACIA ATRAS (fig. 4.2) la integración se calcula como: 

Pºu 

ti 
r 
ti 

t i 

h h 
Pudt=P h 

u 

Pu 

F i g 4. 2 

e4.28b 

u 

ti +h 

En el sistema e4.21 falta por real izar la integración de 

D cuya definición le dimos en e4.15e, entonces: 
un 

t i +h t i +h t i +h 
f D dt=[ f du dt, .......... ,f dunNdt] 
ti un ti 01 ti 

e4.29 



con la aproximación e4.25 Jasintegrales de du dt se pueden 
nm 

encontrar con: 

t i + h f \ 
! du dt=hdu (tí)l-exp\-hymm, 

nm nm hynm 
t i 

3 5 . 

hf [ 1 µ exp(-hynm)-1] 
+ u h {Ynm+JJ) + Ynm+]J hYnm exp (JJh) -1 

e4.30 

u::::a 1 , 2 

En esta última ecuación se define ynm=n 2
TI

2 Am. Los extre-

mos deµ en los casos límites del intervalo [- 00 ,o] que da: 

con µ+o CRANK-NICOLSON; y con u+-oo EULER HACIA ATRAS. 

La fórmula general de actualización de du en el 
nm 

tith se expresa como: 

du (ti±h)=exp(-y h)du (ti) 
nm nm nm 

+fuy µ +µ exp (µh) _1 [ exp (uh) -exp (-y nmh)] 
nm 

Introduciendo la siguiente notación para e4.30: 

E =diag(e .) con 
n n1 

-e .= 1-exp(-y 0 ¡h) 
n I hY . 

nt 
y 

tiempo 

e 4. 3 1 

F =diag{f .} con -f 
1 + JJ exp(-y ih)-1 

h{y .+µ) y.+µ~ exp(uh)-1 n n1 n1 n I n I n I 

entonces e4.29 se transforma en: 

te: 

ti+h 

t i 
I o dt=hE D (ti) + hF r 

un n un n u 
u= 1 , 2 e4. 32 

También el integral de Q dt se le da la notación siguien
u 

) 
¡ 
~ 

! 
L 

' t. 

t 

... 
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ti +h.,._ 
Cu=! Q dt 

u 
e4. 33 

ti 

De e4.20 y e4.26a resulta: 

o ( ) h o P 1-9 +P 8=8f +P 
u u u u 

u= 1 , 2 e4.34 

y denotando D (ti) por D
0 

, el sistema finalmente queda en la 
un un 

forma que se realiza la solución en el programa del modelo: 

N 1 

(A1+h861+hMKZ a F )f1 
n = 1 n n 

N1 N2 
= -hB¡P~ -hMKZ a E oº +hMKE b E oº -C¡ 

n=l n n ¡n n=o n n 2n 

N2 
(A 2+h8B2+hMKZ a F )f2 

n =1 n n 

O 
N1 

0 
N2 0 

-hB2P2-hMKZ a E D2 +hMKZ b E D -C2 
n=l n n n n=o n n 1n 

4.2 TRANSFORMACION A UN DOMINIO ARBITRARIO: 

El dominio D deberá ser de la forma de una estrella 

e4.35a 

e4.35b 

y su frontera ao se define por una función g(8) de e 

La idea es maoear este dominio D de coordenadas (r,8) en un 

dominio circular D* de radio a y coordenadas (P,6), como indi-

ca la figura 4.3: 

1 

11!' 

l 

:...__, 

" ! 

¡ .. 

,. 
1 

1 
! 

i 
r 
r 
r 

... 
r"-
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D D* 
a 

T 

F i g. 4. 3 

r 

T: 
p=gfef 

e4.36 
8=8 

El problema numérico se resuelve introduciendo una mal la 

en D*. en la cual se definen las funciones de base {4>.} i=l ,NP 
1 

y mediante la transformación T la malla que corresponde a D 

con sus respectivas funciones de base {~.} i-1,NP. 
1 

En D las matrices de masa (M) y rigidez (K) tienen la si-

guiente forma: 

M .. =J
0
f{r ,8)1)!.I}). rdrde 

I J I J 
e4.37a 

K . . =! f (r,8}v'l}}.Vl}}.rdrd8 
I J D I J 

e4,37b 

Estos valores de M y K se resuelven usando las funciones 

de base {Q.} en el dominio D-~. 
1 

Por lo tanto, es necesario 

aplicar la transformación T:D-+D*. Si definimos T como P=gf§T 

y ~=e, entonces: 

r = pg(~} 

e = ~ e 4 .3 8 

1 
! 
k 

t 
¡ 
¡ 
! 

l 
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con estas definiciones se detienen las siguientes derivadas 

parciales: 

3 r g ( 8) 
dP 

e4.39a 

3 r pgl(qi) as = e4.39b 

38 o = ap 
e4.39c 

38 e4.39d 
cl(j) 

Con Jo I bt . l J b' a(r,B) d l .. cua se o 1ene e aco 1ano 3 (p ,cp), e a siguiente 

forma: 

g ( cp) 
J=3(r,8)= j · 

a(pjqi) 
o 

Pg1(q¡) 
J 
1 =g ( (;)) 

Entonces la matriz de masa se calcularía de la siguiente 

forma: 

Mij=lf f(r,8)q¡.~.rdrd8=ff f(p,cp)~.~-g(q¡)
2

pdpd~ e4.40a 
D i J D* i J 

utilizando el 11 lumping 11 para la integración: 

Mi j =W i f ( i) g ( i) 2 ó i j e4.40b 

f(i) es el valor de f en el nodo i 

g ( i ) es 9 ( cp) p a r a un va l o r q¡ que corresponde e 1 modo de los 

derivados e4.39 también se tiene que: 

3 1 a -·=~ -· ar· g\81 clp 

a 3 pg'(4i) a 
aa· =~· - g { <P) a-~;--

' i 
1 
\ 
' .. 

' 1 , .. 

,.:.-

1 

~ 
\ 

r· 
i 
í 
~; 
• 
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La matriz k puede escribirse en la forma: 

k j j = f f f ( r. e) [ (j}. qi . +~ . ~ . ] r d r de 
D 1 _rJrº 'e Je 

e4.41a 

entonces: 

kij=Jf f{p,<f¡)[ (iJ!. i.µ.(1+(.9~)2)p+ 
D I P JP g 

1 g I 
71"1.j.i . ,+, 1).iJ· ,+, - -( 1+! . p 1J; • ,+, + l.j¡ . + 1j; . p) ] d p d <p 
~ l'I' '+' g I J'+' IY J 

e4.41b 

La integración de kij en un nodo e se encuentra también 

aplicando el método de 11 lumping 11
• (integración en los nodos de e). 

4.3 CONDICIONES DE FRONTERA (ref. 2.1) 

La aproximación adecuada de un modelo, aparte de su corree-

ta formulación analítica, depende básicamente de los siguientes 

puntos: 

1- La forma geométrica del dominio en que ocurre el fenómeno. 

2- Los coeficientes o parámetros dependientes de las propie-

dades físicas. 

3- Las condiciones iniciales descritas en el momento que se 

supone comienza el fenómeno, y, 

4- La interacción del sistema con el medio que lo rodee, lo 

que implica definir las condiciones de frontera en forma 

adecuada. 

Los puntos 1 y 3 fueron ya considerados en la derivación de 

las ecuaciones numéricas descritas anteriormente en este capítu-

Jo. El punto 2 será tratado, en forma preliminar, cuando más 

t 

k f. 

... 
t. 
i 
f. 
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adelante se aplique el sistema al Val le de México. En esta sec-

ción se desarrolla la cuarta condición del modelo. las candi-

ciones de frontera usualmente se definen por observación del 

fenómeno o por experimentos controlados. la definición de las 

condiciones de frontera incluye: 1) La forma geométrica de la 

frontera; y 2) una función que depende de una variable que para 

el modelo se aplique como el abatimiento u y/o sus respectivas 

derivadas, derivada normal 

El dominio O en (x,y} que está 1 imitado por la curva C 

{f ig. 4.S) 

o 

F i g. 4. S 

e 
G(x,v)=O 

La curva C se define para la función G (x,y)=O. 1n denota 

un vector unitario normal a la frontera en el punto P dirigido 

de fuera hacia adentro. El vector ln puede ser expresado en 

términos de lx, ly, y entonces: 

c!G c!G 
[9G} 1n=9G=~tx+~ly 

dX cly 
e4.42 

CONDICIONES TIPO 1 (Dirichlet): 

Para el caso es fijar una función que describa el abatí-

miento a lo .largo de la frontera: 



l'. = u ( X y t) 
c c ' ' 

con X, Y e: C 

Si las condiciones lo permiten se puede especificar: 

u =U -etc. 
c o 

4 1 . 

e4 .4 3 

que físicamente se produciría en el caso que alguna parte de la 

frontera esté en contacto con algún elemento de superficio l i-

bre como un lago, el mar, etc. 

CONDICIONES TIPO 2 (NEUHANN): 

Permite especificar el flujo normal a la frontera (de en-

trada o sal ida de sistema). Se prescribe por medio de una fun-

ción de posición: 

q =q.1n=q (x,y,t) 
n n 

En medios isotrópicos sepuede expresar como 

"u V u • 1 n =-°-= f ( x, y, t) 
c1n 

x, y e: c 

Para una frontera impermeable: 

clu 
.,,._____:= o 
cln 

e4 .1i4a 

e4 .44b 

e 4 .4 4 c 

En el modelo, el flujo a través de la frontera, en la 

realidad se incluye agregando pozos a la frontera cuyo gasto 

es positivo o negativo según sea un flujo de entrada o de sa-

lida al sistema. Normalmente en la práctica sucede que las 

! . 

L 

·-

,. 
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condiciones de frontera son constantes para ciertos tramos de C. 

4.3.1 lNCORPORAC\ON DE LAS CONDICIONES DE FRONTERA: 

Según el dominio siguiente: 

l 

r 
2 o 

F i g. ~. 6 

La frontera r se ~!vide en los segmentos r 1 y f 2 y se asu-

men las siguientes condiciones: 

u=u + u 
o e 

e4 .45 a 

u =O 
o 

} -+- u=u 
#0 

e 
u 

En f 1 : 
e4.45b 

e 

clu h --= e4 .4 5 e 
cln 

El primer t~rmfno de la ecuaci6n e4.3a est§ dado como: 

-í/.TVu 

Si nuevamente se aplica el esquema de Galerkin y la inte-

gración, como se vio antes, se tendr§: 

-V.TVu =(TV~.,Vu)-pró.TVu.1 df 
1 1 e 

e 4 ,4 6 a 



donde ( son las funciones de base e4. 
1 

a se transforma en: 

-9.T9u=(TV~.,Vu ) + (TV~ .• vu) 
I o I c 

-fr ~.TVu.ledf-j ~.TVu.ledf 
1 1 r 2 1 

e4.46b 

El término (TVqi., uo) fue ya incorporado en las ecuaciones 
l 

generales del sistema. E 1 término ( TV ~. V u ) se l o incorpora 
1 , c 

también real izando la integración de la misma forma que el an-

terior. Por la condición e4.45b en f 1 ~.=O, por lo tanto, el 
¡ 

único término de frontera que queda es el 

e4 .4 7 

en el cual si 

h= TVu. 1 e4.48 
e 

y si ges una función que descrb e la frontera en coordenadas 

r, e, entonces: 

e4. 49 

y e4.47 se transforma en: 

utilizando el mapeo al dominio o;',, visto anteriormente, queda 

finalmente la expresión que se integra numéricamente usando 

el método de t
1 ]umping 11

: 

e4 .51 

i 
i 
1 
~-

r 

¡ 
1 

t 

• ! 

" ' 

~ 

1 
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El proceso decómputo puede resumirse en los siguientes 

pasos: 

1- Lectura y mi crol ización de datos. 

2- Construcción de las'matrices bandadas. 

3- Descomposición LU del lado izquierdo de las ecuaciones. 

4- solución iterativa para el abatimiento en cada nodo de la 

mal la y en cada intervalo de tiempo. 

Oocionalmente se puede calcular el abatimiento en puntos 

especificados del acuitardo y efectuar el cálculo del hundi-

miento. 

i 
f 
l 
f 
! 

r' 

l 
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5. APLICACION AL VALLE DE MEXICO 

5.1 EL VALLE DE HEXlCO Y SUS PROPIEDADES FISlCAS: 

El interés de modelar numéricamente el sistema de aguas 

subterráneas del Valle de México radica en que debido a la 

extracción de agua del subsuelo de México se ha producido un 

notable asentameinto de la ciudad, asentamiento que de no ser 

debidamente analizado y de alguna forma detenido, podría ser 

causa de una mayor desestabilización de las construcciones que 

forman la Ciudad de México. 

La Extracción 
( 1 ) de agua, por medio de la construcción 

de pozos para uso doméstico se inicia alrededor del año 1926 

(?), incrementándose 1 inealmente hasta el año 1956 ccn una 

extracción, en ese año, de 2 m3 /seg, la perforación de varios 

pozos el año 56 elevan el gasto hasta una cantidad aproximada 

de 10 m3 /seg, que se mantiene constante hasta la fecha: 

1 O 

f i g. 5. 1 

o-1-11c=;_~~~~~~~~~~~~~~~~~~+-~ 

1926 1956 1979 

{1) Los datos sobre extracción y propiedades físicas fueron 
proporcionados por el Depto. de Hidráulica del Instituto de 
Ingeniería de la UNAH. 
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El area de interés que se está manejando en el modelo pre

sente es aproximadamente la que se ven el la figura 5.1 

Km. 

f i g. 5. 2 

El sistema lo conforman un acuífero y un acuitardo, cuyos 

espesores promedios 

50 m. acuitardo 

350 m. acuífero 

f i g. 5. 3 

estimados preliminarmente se ven en la figura 5.3. 

También se ha estimado preliminarmente, para los demás 
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coheficientes que intervienen en las ecuaciones, los siguientes 

valores promedio: 

k 1 =2.5 X 10- 5 m/día 

s I 3 s 

K1 = 1.5 m/día 

s = 7 
s l 

5.2 CALCULO DEL HUNDIMIENTO: 

-1 
m 

- 1 
m 

El cálculo del hundimiento puede hacerse prescindiendo 

del hundimiento del acuífero si el espesor del acuífero es 

pequeño frente al espesor del acuitardo. El caso del Val le 

de México no se presenta de esta forma y entonces el análisis 

que se hace a continuación de añadirse 5 1 , hundimiento del 

acuífero, que viene dado por: 

u= abatimiento 

S = almacenamiento esp. 
s 

Por lo tanto se puede asumir que un punto P(x¡y) 

en la parte superior de un acuitardo (fig. 5.4) 

P(x,y) 

b' 
acuitardo 

acuifero 

situado 

experimenta hundimiento directamente por la emigración de agua 
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del acuitardo hacia el acuífero. 

De la ecuación e2.33 se tiene que 

au 1 1 ta 
K 1 ~ ( x, y, o , t) = -b I I a~ ( t - , ) f { ;i,. T) d -r 

o 
eS. 1 

en donde 
a. ¡ 

)..=b7"7 

El hundimiento S experimentado por el punto P puede dete-

nerse directamente por: 

t el I 

S= -/K 1 cl~(x,y,o,T)dT 
o 

sustituyendo e5.1 en e5.2a se obtiene: 

K i t 
S=-/ bl 

o 

ta 
/ cl~(t--r)f{AT)dT 

o 

e5.2a 

e5.2b 

s i se asume que u{o)=O, en integrando por partes, entonces: 

K i t 
S=-¡;,I u(t-,)f{)..-r)d-r e5.3a 

o 

Recordando la definición de la función f: 

en donde: 

con lo que la ecuación e5.3 se transformaría en: 

f 
L 
t-

L 
~ 
¡ 
~ 

' . ' 



K1 t N -n2TI2AT t n2_2AT 
S=b'[J u(1)d1+2Z e ' I u(1)e " d1+ 

o n=l o 

~u ( t)] 
A 

recordando la ecuación e4.13: 

2 2, t 2 2, 
d ( ) -n TI AT •. ( ) n TI ATd 

n 1 =e J ut 1 e 1 
o 

Entonces se puede tener la igualdad siguiente: 

2 2, t 2 2, ( ) -n 11 At/ ( ) n TI Atd u 1 e u 1 e 1- 2_2, n ,, 11. 

o 

d n ( t) 
n 2

TI
2 A 

con lo cual el hundimiento quedaría expresado por: 

K 1 t 1 2 N 1 
S =;.,[b 

I 
I u ( 1 ) d T + -=--c-U

3 
, ( t ) +:::-z-,;;-Z -"7d n ( t ) ] 

O 
A ,T 11.n=ln 

Entonces: 

y en t+6t: 

K I t 6 t 1 
S

0
(t+6t)=-¡;-i-[I u(1)d1+6tu(t+~)+31"u(t+6t)] 

o 

de donde: 

e 5. 4 

e5.5 

e5.6 

e5.7 

r está definido de acuerdo a e2.20. Y la expresión final 

para el cálculo del hundimiento en el tiempo t queda expre-

r 

f 
1 
r 
l 

r 
' 

r , 
l 
1 
' :. 
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sada como: 

K 1 2 N 1 
S ( t ) = s O ( t ) +-b 1 :;;:-z--'i""", , ¿ -:::z-d (t ) 

" ,,. n=ln n 
e5.8 

5.3 CALIBRAC!ON DEL MODELO: 

La estimación de datos promedio tuvo como objeto real i-

zar una calibración, preliminar por su puesto, de la región 

circular, inea punteada en la figura 5.2. 

Se real izaron algunas corridas con los datos indicados, 

se tomó además el gasto de los pozos ubicados en el círculo. 

También se tomó como comparación el abatimiento en los pozos 

apreciados; esta apreciación puede contener algún error. 

En estas circunstancias se obtuvo una diferencia menor a 

un orden de magnitud entre lo observado y lo obtenido por el 

modelo, aproximación aceptable en esta fase preliminar. 

Por otro lado hay que considerar que se asignó como con-

dición de frontera, u =o 
c ' 

lo que provoca un mayor abatimiento 

promedio en el modelo que en la realidad. 

r" 

[ 
' 
l 

! ¡ 
¡.__ 
t" 

~ 
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MANUAL DEL USUARIO. 

1. CARACTERIST\CAS GENERALES. 

La implementación se real izó en un computador Surroughs 

36800, utilizando el lenguaje Fortran IV. 

El modelo simula el comportamiento del abatimiento de un 

sistema acuífero-acuitardo para el caso más general. O sea, 

cuando la región y las condiciones de frontera son arbitrarias, 

y las propiedades físicas variables. Por región arbitraria se 

entiende que la forma geométrica de la frontera que 1 imita al 

sistema acuífero-acuitardo puede tener una forma irregular cual 

quiera. 

Las condiciones de frontera arbitrarias ir.iplican que se 

pueden incorporar corno datos al modelo las condiciones de fron-

tera reales del sistema, como por ejemplo la recarga. 

A estas propiedades del modelo se agrega que las condicio-

nes iniciales de bombeo son arbitrarias y además pueden ser va-

riables en el tiempo {extracción variable en el tiempo). 

Las propiedades físicas variables permiten introducir, en 

cada punto de la malla en la que se divide la región, el espe-

sor del acuitardo, la transmisibilidad y el coeficiente del al-

macenamiento, tanto para el acuífero como para el acuitardo. 

Existe una opción que permite al modelo trabajar con estas pro-

peidades constantes en la región. 

~ 
! 
t. 
' ' ~ 

' t 
1 

r 



START 

r,'i 

INITIA --

GNAN 

,, 
G}iBN 

,. 
SOL VE 

~ 

-. 
GTI~SH 

D1\TA 

' 

G:fríAT 

-

-1 ~ FM11AT 

- 1 --~ 
}ft.JL 

' 

CHOB:iS 

·~ 
PRINT 

1 

NO ER}iINO 
? 

SI 

SI lf8~ 
? 

NO 

DIAGRA."11.A GENER.:\L DE FLUJO 

DTh'ELL 

·-
FI:-JTKL 

~¡ cnu:s~,~~ 

-

5 2 . 
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~ 
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3. DESCRIPCION DE SUBRUTINAS. 

El programa tiene dos subrutinas principales. La primera 

(IN!TIA) corresponde a la fase de iniciación en la cual se leen 

los datos, se genera la ma11a y se ubican los pozos en el nodo 

mas próximo, se general las matrices de masa y rigidez. La se-

gunda subrutina principal (SOLVE) corresponde a la fase de solu 

ción, prepara las matrices A del sistema, encuentra los abati-

mientas en los nodos y realiza las iteraciones en el tiempo. 

l . l N t T ! A: Esta subrutina principal comienza con un 1 Jamado a 

una subrutina secundaria DTMESH. 

1.1 GTMESK: Su función es generar la malla, necesita como datos 

de entrada el número de puntos en R, 8 y Z, real iza la lectura 

(con opciones) de los valores de R, 8 y Z, y lee ade!7lás las con 

diciones de frontera. Genera la malla asignanado el número de 

ecuación que le corresponde a cada nodo. 

1.2. DATA: Dependiendo de la opción que se le dé lee los datos 

de las propiedades físicas de la región, si la opción es 11 111 

entonces le asigna en forma constante a todos los nodos los va-

lores leídos. Lee los demás datos como 8, tiempo máximo, inter 

valo de iteración, etc. Además llama a la subrutina DT\4ELL y 

despliega los datos leídos. 

1.2.1. DT\oJELL: Lee los datos correspondientes a los pozos: 

acuíferos en el que se encuentran, coordenadas y gastos, y se 

le asigna el nodo más cercano. 

1.3 GNMAT: Principalmente genera las matrices de masa y rigi-

dez (FK., FM) y adem~s calcula los vectores FK y FLAM que de-
1 

, 
i 
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penden directamente de las propiedades físicas. La integración 

la realiza con la función FINTKL que la llama en varios lugares. 

1.3.1. FINTKL: Es una función auxiliar de la subrutina Gt~MAT; 

su objetivo es relaizar la integración en un elemento de lama-

lla, necesita los radios y ángulos que le definen, las coorde-

nadas del elemento, la transmisibil idad y lso valores de la 

función y su derivada que definen la frontera. 

1.4 GNAN: Encuentra los coeficientes de aproximación para la 

función g. 

1.5 GNBN: Encuentra los coeficientes de aproximación por la 

función h. 

2. SOLVE: Es la segunda subrutina principal, realiza la solu-

ción del sistema y las iteraciones en el tiempo. 

2.1 FMMAT: Genera la matriz (o matrices) del lado izquierdo 

del sistema (las matrices A) y genera además los vectores C con 

el gasto de los pozos. Por me d i o de 1 a sub r u t i na CH O B N T facto -

riza las matrices del lado izquierdo del sistema. 

2.1 .1 CHOBNT: Subrutina de tipo general. Su función es facto-

rizar una matriz. 

2.2 MUL: Subrutina de tipo general que multiplica una matriz 

por un vector. 

2. 3 CHOBtlS: También es una subrutina de tipo general que per-

mite resolver un sistema del tipo Ax= b, en donde A es una ma-

triz factorizada. 

2.4 PRliH: Despliega la información de la solución del sistema. 



55. 

4 . o A T o s D E E rn R A D A : 

Todos los datos se pueden sumunistrar en formato 1 ibre. 

-Tarjeta 1 : Datos de características generales: 

1 e r. dato: indica e 1 número de acuíferos del sistema ( 1 ó 2) 

(NAQ). 

2do. dato: número de puntos en R (radio) de la ma 1 la l 11 P R) 

3e r. dato: número de puntos en G (ángulo) de 1a ma 11 a (NPT) 

4to. dato: número de puntos en z (eje vertical) (NPZ) ~ 

5to. dato: número de pozos (NW) t 
6to. dato: número de aproximaciones para la g ( ¡j 1 ) 

7mo. dato: número de aproximaciones para 1 a h ( :-J 2) 

-Tarjeta 2: Opciones para leer los valores en R, O y Z: 

ler. dato (IOPTR) O si se van a suministrar los radios 

si se da el radio máximo 

2do. dato (IOPTT) O si se va a leer los ángulos 

si no 

3er. dato {IOPTZ) O si se leen los puntos en sentido verti-

cal en los cuales se obtendrá el abati-

miento del acuitardo 

si no 

-Tarjeta 3: Si la opción para radio (IOPTR) fue 1 entonces el 

radio máximo (RMAX), si la opción fue O entonces 

los valores del radio (puede ser más de una tarje-
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ta) (R). 

-Tarjeta 4: Si la opción para el ángulo (IOPTT) fue O entonces 

se deben leer los valores de O (T), si la opción 

fue no se lee ningún dato. 

-Tarjeta 5: Si la opción para los puntos del acuitardo (IOPTZ) 

fue O se leen en Z los valores de los puntos en los 

cuales se desea el abatimiento. 

no se lee ningún dato. 

S-i la opción fue 

-Tarjeta 6: Se leen para todos los puntos de frontera en el 

arreglo 13C las opciones (0-1) que indican de que 

los valores se tratan los siguientes datos: 

O: si se da el valor de la función que describe el 

abatimiento en frontera para el punto R,T. 

si se da el valor de la derivada de la función 

(puede usarse más de una tarjeta). 

-Tarjeta 7: De acuerdo a las opciones anteriores en el arreglo 

VBCl y VBC2 (si hay 2 acuíferos) los valores corres 

pondientes a la función o su derivado (puede haber 

más de una tarjeta). 

-Tarjeta 8: Se lee una opción {IDPT) que indica: 

1: que las propiedades físicas del sistema acuífero

acuitardo son constantes. 

O: las propiedades referidas son variables en cada 

punto de 1 a ma l 1 a . 

-Tarjeta 9: Se lee el coeficiente de almacenamiento del acuífe-
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ro uno (Sl). 

-Tarjeta 10: Si existen 2 acuíferos se lee e1 coeficiente de al

macenamiento de1 acuífero dos (SZ). 

-Tarjeta 11: Se lee el coeficiente de almacenamiento del acui

tardo (SP). 

-Tarjeta 12: Se lee la transmisibilidad del acuífero uno (T1). 

-Tarjeta 13: Si el sistema tiene dos acuíferos se da la trans

misibil idad del acuífero dos (TZ). 

-Tarjeta 14: Se lee la transmisibilidad del acuitardo (TP). 

-Tarjeta 15: Se lee el espesor del acuitardo (BP). 

-Tarjeta 16: Para cada punto en T (ángulo) se da el valor de 

función que describe la forma geométrica de la 

frontera (BD (1,NPT)) 

-Tarjeta 17: Para cada punto en T se da el valor de la deriva

da de la función que describe la forma geométrica 

de la frontera (BD(l+t~PT,NPTZ)). 

-Tarjeta 18: Se lee el factor de ponderación (THETA) para las 

iteraciones en el tiempo; y, un número (N3) que 

indica cada cuantas iteraciones se presentará un 

resumen de resultados. 

-Tarjeta 19: Para los IJW pozos deben incluirse Nv/ tarjetas con 

los siguientes datos de los pozos: 

-Acuífero en el que se encuentra (AQ) 
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-Coordenada en T (VT) 

-Coordenada en R (VR) 

-Gasto (XR). 

-Tarjeta 19+NW:-Tiempo m§xi~o de simulaci6n (TM) 

-Intervalo en tiempo de cada iteración (DT) 

-Un indicador que fija cada cuantas iteraciones 

se imrpimen los resultados (IMPT). 

Si se efectúa la corrida con un solo conjunto de datos en

tonces una tarjeta con 7 ceros separados por una coma, si se 

hacen nuevas corridas entonces los datos correspondientes de 

acuerdo a lo descrito. 
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5. INTERPRETAC\ON DE RESULTADOS. 

Para cada punto de la ~alla y cada punto en el sentido ver

tical, que se haya incluido para el acuitardo, se 1 istan los 

abatimientos calculados. 

NOTA IMPORTANTE: El abatimiento se obtiene en unidades congruen

tes en las suministradas en las propiedades fí

sicas del sistema. 



ANEXO B 

PROGRAMA DEL MODELO NUMERICO DEL 

SISTEMA DE ACU!FEROS DEL VALLE DE MEX\CO 
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M ll 11 E L_ () N u i'l E ¡::; I e D D E l... s I :; TE M () D E A e u I F E F: [) '.:i 

DE L_ V A L L [ fl C M E X I C O 

TESIS PARA LA OBTENCION DEL GRADO DE MAESTRD 
EN CIENCIAS DE LA CDMPLJTACION 

POR DAVID BALAREZO 

DIRECTOR DR. RODFRT A. YATES 

U N J 1) E F< i; I D 1'1 D N r'l C I CJ N i''l l... t1 U T U t) U i'í (1 ü L: M L >< J C O 

CIUDAD LJNIVERSITARIA,FEDRER0-1?80 

':i" [I[{/ tiC-iF" / Dti T (¡ Y U il I T :c:cü l i:;1:, r:r::i::ur::r,:c: l 4, f.:L U C I< J r)C) '"'~ ;_;o 
6=Ji'íP,LJNIT=PRINfER,RECORD=22 
7~MSGYl.JNIT~REMOl'E 
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IFIM~X=50000 
FLAG=O. 
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?2000 
/?;ooo 
·_? .-:::. o () () 
/ ::_~¡ o <> <> 
... , - ,.. r·· ., 
,/ ól,.J ,)t._,J 

?/000 
'/ H ()<>O 
? ,:) ()o() 

HOOOO 

IFU!F'T .ECL2) Lü=-0 2 
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PAG 19 
SUBROLJTINE FMMATCNAílvITER,NPR,NPT,NP,NPRT,NELT,LB,N1,N12,NW,THETA, 

*FMLJ,DT,GNO,S1,S2,NEQ,FM,Fl_AM,FK,FK1,FK2,CBC1,CBC2,lQ,Q1,Q2,AN,A1, 
*A2vC:l.,C2,P1,P2,VT,EXP1) 

DIMENSIUN S1(NPl,S2(NP),NEQ(1l,FMCNP),FLAMCNP),FK(NP),FK:!.CNP,LB), 
#FK2CNP,LB),CBC:l.(1),CBC2Cl),IQCNW),Q1(NWl,Q2CNW),ANCN1),A:l.(NP,LB>, 
*A2(NP,LB>,C1(NP>,C2CNPl,P1(NP),P2(NP)?V·rcNPJ,EXP1(NP,N12) 

DATA PI/3,1415926535890/ 

DO 10 J=:l.,N12 
DO 10 I~l,NP 

EXPl(I,J)~EXP(-D'ftf:LAM(Il*CJtPI)%*2) 
10 CONTINLJE 

DC1 20 J::c: l ,, LB 
DCJ 20 I "" J ,, NI'' 

(:¡ 1 ( I !' J ) : D l * T H [ T I~ * F I< :/. ( J ,, J ) 
IFCNAQ,LQ.1) GU TO 20 
A2(1,J)~ DT*THETA*FK2CI,J) 

::~ O C () N T I r-1 U E 
nu 22 J::1 :,N1:· 

Al(T,LBl~AlCI,LB)tS:I.Cl)*FM(J) 
IFCNAQ,[Q,1) GU TO 22 
A2CI,LB)~A2(1,L.B)tS2(I)*FMCI) 

2:? C::U1'lT I NIJ[ 
D CJ ;:>? I ,, :/. , N F· 

CT 1 :::DNU 
DO 28 J=1,N1 

FNUJI~<JtPil**2%FLAMCI) 
IFCFMLJ,EQ,0,)GO TU 23 
FJI=(1,tFMLJ/FNLJJit(EXP1Cl,Jl·-1,)/CEXPCDTtFMLJ)-1,))/ 

t Dl*<FNLJJitFMLJ) 
t·,u ·,·u ?:o.; 

?:\ I/'"t'.lHLT(¡,[U,:/.,)GU TU 24 
¡:·, 11 : .. , ( r, l ::< ¡::·¡.¡U J J I LX¡::, l ( J , J ) · -:/. , ) / ( D l t ¡::· r,! U JI ) >1: >f: 2 
GCJ TU 2'..:i 

? :1 ¡:: J 1 , < J • -- E:/ F· l C J , e!) ) / < D T \\ F N l.J , __ I I ) 
::_~ ~=-·_¡ CT J ,cT :L ·l· üT>;:/:-1..tii'í ( 1 i ;f.(:¡N ( ,.1) :+F , .. 1 J 
>.·G CUNTIUUL 

A1CI,LB>=Al<I,LB)tCT:l.*FMC1)%FKCl)/FLAM(I) 
:i:i::·, N,1u ,. LP. :1. > c-;u TO 2? 
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C>x 

A2<I,LB)=A2CI,LB>+CT1*FMCI)tFK(l)/FLAMCI) 
2'? CUNTINUE 

C () L l.. C 11 CHH 1T ( rff· , L ü " A l , A :L ) 
IF<NAíl.EQ.2> CALL CHOBNT<NP,Lü,A2,A2> 
ü O J O I "" :l. , N ¡::· 
Cl(J),,o. 
I F < i\l (1 Q • E Q , 2 ) C 2 ( T ) ,,, O • 
IF<ITER.EQ.O) Pl<I)=O. 
IF(Il.ER.EU.O,AND.NAQ,EQ.2) P2(I)~O. 

30 CCJNTINU[ 
D U 4 O I ,,,, l , rl l,J 
1< ¡:. "' I Q ( I ) 
C l ( I< F· ) ,,,, U :l. ( l ) ;t D T 
IF<N0Q.EQ.1) GO TO 40 
C2CKPl~Q2(I>tDT 

40 CONTINUE 
NI=(NPR·2)*NPTt:I. 
DO 60 N=NI,NPRT 

1F(CBC:LCN-NI+1>,EQ,O)GO TO 50 
i'l I:'. Cl C ::: N F U ( N :. 
C1{NEílCJ=Cl(NEQCltCBC1(N-Nlt:I.) 

50 IFCNAQ,E0.1.0R,CBC?(N-Nl~l).fQ.OlGO TO 60 
C2(NEQC)~C2CNEQC)+CBC2CN ·Nlt1) 

{.() CDi!lJNlJL 

F:F: (UF:N 
L r-1 fi 

F'tlG 20 

C****k*****************************************f*********f************** 
C***************************************************i******************* 
c:x 
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,.(J· 

F' ti G 2 ::.: 

SUBROLJTINE GNBN (N2~DN> 

DlMENSlDN BNCN2> 
DATA Pl/3.1415926535898/ 

604000 Ci< 
ó0~300() 
606000 
607000 
608000 
609000 
610000 
611000 
612000 
613000 
614000 
615000 
616000 
617000 
618000 
619000 
620000 
621000 
é:2.2 1)00 
/¡23000 
6:?.--lOGO 
625000 
626000 
627000 

C:\~ BN - COEFFICIENTS OF APROXIMATION FOR H 
e>:< 

c:f 
e;:: 

C;j( 

G1~-(-1.l**N2 
G2~-1./6. 
N2M2=N2-2 
IF<N2M2.LT,1)GO TO 20 
DO 10 I~1,N2M2 
BN(IJ~2.*(-1.l%$I 
G2~G2-2.*(<~1.)$$l)/(I*PI>**2 

10 CONTINLJE 
20 A3~1./(CN2-1)tPl)*t2 

A4~1.l<N2*Pil*t2 
U "" A 4 -.. {i J 
BN(N2) = CG2-A3*G1)/LJ 
Ü N ( (.1 ? -·· :1 ) :::; ( (1 i¡ ;f G t .. · r; '.) , / U 

v.1 F: I T L •'. ó ,, / ) :C N 
¡:;:LTUF~i-.1 
LNCI 

C*********************************************************************** 
C*********************************************************************** 
C>:< 
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·, 

) 
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771000 
772000 
773000 
774000 
775000 
776000 
}77000 
778000 
779000 
780000 
781000 
782000 
783000 
784000 
785000 
786000 
787000 
788000 
789000 
790000 
791000 
792000 
793000 
/94000 
795000 
796000 
797000 
798000 
799000 
800000 
U{)'/. ()00 
f; 1.) ~-~o() o 

c:o:.-:)UOU 
H ()/~O() O 
E:O~iOOO 

C>r 

Cf 

C>:< 

e:::< 

:.~ u Ei F: () u T I N [ G N N E:: o ( N F' r.: , N F' T ' N F' F< T , N r· ' I D e V N r::: u ) 

DIMENSION IBC(NPT>vNEQ(NPRT) 

NELT~NPT-1 
NELf2~NE::LT/2 
DO 10 1~1,NPf 

NEQ<I)=t 
10 CDNTINUE 

N::::2 
üO 50 Nl?::::2, Nr:·r:: 

I r:: T º'' ( N ¡:~ - :1. ) * N P T + 1 
IFCNR.EQ.NPR.AND.IBC(1),EO.O)GO TO 20 
NEQ ( I r::T) :::cN 
NEO ( :rr::T+NEI .. T) ,,,,N 
j\J::::i'l+l 

20 DO 40 I~1,NELT2 

30 

,.J:::, I ¡:;:·r +NEI... T--- I 
IF(NR.EQ.NPR.AND,IBC<NPT-1).EQ.O)GO TO 30 
(l[C)(,.J):::I') 

N::::¡,1+1 
IF(J.LE.IRT~I>GD TO 50 
IF(NR.EQ.NPR,AND,IBC(It1).EU.O)GO TO 40 
NE::U ( TF:T-}·J) ,r¡ 
j\lc:j\l} J 

40 CCli'!l l (H.JI:: 
'.:'.;() CUO flill.JL 

j\!¡.:"::c:t-J .... :L 

l<[TLJF;:N 
[Nü 

PtdJ 2 7 

C*t********************************************************************* 
C*********************************************************************** 
e::-:-.: 



.) 

) 

. ) 

806000 
807000 
808000 
809000 
810000 
811000 

C* 

SLJBROUTINE GTMESH(NPR,NPT,NPZ,NP,NPRT1NELR,NELT, * F.: , T y z , H F~ , 1--l T 11 l,,' I: e l y l) B e 2 1 :r: F.-: e 1 N E (-l ) 

DIMENSIDN R<NPR>,TCNPT),ZCNPZ),HRCNELR>,HTCNELT),VBC1(NPT), 
*VBC2CNPT),IBC(NPT)1NEíl(NPRT) 

DATA PI/J,1415926535898/ 
U 12000 C:{: 
813000 
814000 
815000 
816000 
817000 
818000 
819000 
820000 
821000 
822000 
823000 
824000 
n2~:.:;ooo 
8'.~óOOO 
027000 
828000 
829000 
830000 
831000 
832000 
833000 
834000 
835000 
836000 
u :?; '? (; () o 
U3UOOO 
E'.J'?OOO 
fl40000 
B-41000 
f{/~~/000 
843000 
844000 
845000 

C* OPTION: IOPT~O NOT UNIFORM MESH, IOPT~l LJNIFORM MESH 
C* 

cit: 

WRITECJ,1000) 
READC5,/) IOPTR,IOPTT,IOPTZ 
IFCIOPTR.EQ,J)GO TO 10 

C* f~ 
C~< 

(
., .,.,. 
,/',¡. 

WRITE(7,1100) 
READ(5,/)CR(I),I~1YNPR) 
GO TO 30 

10 WRITE(7,1200) 
READC5°/) RMAX 
R(1)~0. 
DO 20 I~2·NPR 

AI~I 
R(I)~((AI-1)/NELR)tRMAX 

20 CONTINUE 
30 DO 40 I~1,NELR 

HR<I)~R(I+J)-R(l) 
40 CONTINUE: 

e::, T 

C* 
IFCIOPTT.EQ.O) GO TO 60 
T ( :l. ) ""O. 
r.1 T, , ? • >k F' J / N [ L. T 
[1 D '.'..i O 1 "" 2 ,, il F' T 

T C 1) "" ( I ... J) tüT 
'.·j,'.) CUNTIUUF: 

UU TU /O 
60 RE::AD(5,/)(TCI),I~1,NPT) 
70 DO 80 I~J,NELT 

F' (:¡ C) '") C) 
-1.-~ l.-' 
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Pt1G 30 

SLJBROLJTINE INITIAC~IAQ,NPR,NPT,NPZ,NW,Nl,N2,NP,NPRT,NELR,NELT,LB, 
*N12,THE'fA,FMU,TM,D'f,IMPT,GNO?R,T,Z,HR,HT,VBC1,VBC2,IBC,NEQ,S1, 
tS2,FM,T1,T2,F'LAM,FK,BD,FK1,FK2,CBC1,CBC2,SINZ,IQ,Q1,íl2,AN,BN,TP,BP 
*•V'f) 

DIME~NSION RCNPR),T(NPT),2(1),HRCNELRl,HTCNELT),VBCl<NPT),VBC2CNPT) 
*,IDCCNPT),NEQ(NPRT>,S1(NPRl),S2(NPRl),FM<NPRT),·r1cNPRT),T2CNPRT>, 
*l~LAMCNPRT),FK(NPRT),BD(1),FK1CNP,LB),FK2(NP,LD),CBC1(1),CBC2<1), 
*SINZ(1),IQCNW),Q1(NW),Q2(NW),AN(N1),BN(N2>,TP(NPRT),BP(NPRT),VT(1) 

CALI... GTMESH(NPl~,NPT,NPZ,NP,NPRT,NEL.R,NELT,R,T,Z,tlR,HT,VBC1,VBC2, 
*IBC,NEQ) 

CALI... DATA(NAQ,NPR,NPT,NW,Nl,N2,NP,NPRT,THETA,FMLJ,TM,DT,IMPT,R,T 
*,NEQ,S1,S2,FM,T1,T2,BD,IQ,Q1,Q2,TP,BP,IBC,VDC1,VBC2,VT) 

CALL. GNMAT<NAQ,NPR,NPT,NPZ,NP,NPRT,NELR,NELT,LB,N12,R,T,Z,HR,HT, 
*VBC1,VBC2,IBC,NEO,FM,1J,T2•F:LAM,FK,BD,FK1,FK2,CBCJ,CBC2,SINZ,TP,BP 
~-:( ) 

l A ü "" J D 2 + N l.,J 
C (11...1... G N A N ( ;,¡ :l. :, (1 i'! ) 
U (! O ° C (1 l. 1) ¡,¡ O ( N :l. ) 
C:t1I ... L Ur-JüN < N?, üN) 

r::i::ru1:;;r~ 
[(lfi 

C********************~************************************************** 
C*********************************************************************** 
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PAG 32 
SUBROLITINE PRINT CNAQ,NPR,NPT,NPZvNPRT,NELR,NELTvDT,IBCYRvT,Z,NEQy 

*BP,BD,P1,P2PP3°NITER,TT2vT3,A,FLAG) 

D I M [ N ::; I U tJ I B C ( N F' T ) ,, r.: ( N ¡:· r:: ) :, T ( N ¡::· T ) , Z ( j_ ) , NE O ( N F' F: T ) , B P ( N r:· 1:( T ) , B D ( 1 ) , 
>:< F' :L ,: :l. ) , 1~· ? < 1 > ,, 1> 3 ( l ) , A < 1 ) 

DATA PI/J.1415926535898/ 

WF: T TE ( ó, 900) NI l[F: ~ r:3 
WRITE<7,900)NITER,T3 
WRiíE:(6,1000) TT2,DT,NITER 
WRITECJ,1000) TT2·Ul',NITER 
IFCNAQ.EQ.2) WRITE(6,:l.100) 
IF(NAQ,EQ.1) WRITE(6Y1200) 
IF(NAO.EQ.:I.) WRITEC7,:l.200) 

Di'l•O. 
F~M('))<c-cf~ ( ¡.¡¡::·¡:~) 
N:,,,o 
Dh:::Pl ( 1) 
¡,J 1~· ;e; :J. 

D U 2 O 1 ''" :l. 1 (J p· F: 
DO 20 J,,. 1, i'ff'T 
i'/•,-N-}l 
PR=RCI)tBDCJ)/RMAX 
JJ,•Nl::C-l C ¡,¡) 
!FCJJ,EQ,O)GCJ TO 20 
IFCI,NE.NPR.OR.JBC(J),NE.O)GO TO 5 
r · 1 e . .J _, ) ''" v n e 1. e J , 

e o:< :r 1~· e N ,~ u • E u ,- :) , r· ::_i e J J , ·" l.) r: e 2 e ._1 , 

'."i 1 F ( (, r: :::; ( r· :l. ( J , .. , ) ) , l.. E , l L .... l l ) G U T U ::_'. O 
JF<J.EO,NPT) GO TO 20 
IF(JJ,GT,l)NP=NP+t 
lG~(:1.80,/Pl)tT(J) 
JF(JJ.GT,l)DM~DM}P:l(JJ) · 
IrCNAO,Eíl,2) WRJTE<6,3000)N,RR,TG,Pl(JJ),P2(JJ) 
IFCNAQ,EQ,1) WR11EC6,3300)N,RR,TG,Pl(JJ) 
J F < (!(,U ,_ E U , ? i liJ ¡::; J T [ ( ? 1· 3 o'.1 O O ) i'J ,, F: 1( '.' T C , ¡:, :l. ( J J ) , ¡:, '.:~ ( J J ) 
TF<NAQ,EQ.:I.) WRITE(7,3300)N,RR,l"G·P1(JJ) 
IF(NPZ,EQ,O ,OR. 1 ,[Q, NPR)GO TU 20 
ü U :J. O I< '"' :l. ~ N ¡::, Z 

lf :-.,-··-r'";" ~--·""'-c,,,""'=-==-L.C,=-~---..-~-------------------------------------..... ----------------------------------------------' 
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~; U r: r:: C1 U TI i'I F :~; Cl LV C ,: NA(~ 'I N r· 1~; • ~j ¡=· T • N F' Z ? N W , N l • N ::_! , t,J r:· • N ¡::· r, T • N [ L..1:-.: • NI:': L T v L. B , N l 2 
;t: ,1 T f I t: 1 · (\ y ¡: ¡-¡ u y Ti i :1 [! T -" l M ¡:· T • G N <) " r:: :1 T • 7 ' 1--11;; y H T y I o e •1 n ·~) y N [ u ., ::; l , t>?. '1 F M , 
>} r·· , __ ti M ,. r: 1< • T r· , r: r · ,1 ü t1 , r~ 1< :1. • r 1 ~ ::.i • e r: e :t , en e:, ? r; 1 u z , 1 () • u :1. ? u::.: , ,; N • 1:1 N • A 1 , t12 • e l , e 2 
;f ., r· 1 • r· :! , r·· :) • n .1. • ri ;! \' G t • e:; 2 • E>< i:- t • ,., r ? () ~ L t,,r T • r:· L t1 G > 

ü I i'l l::: N ;; J CI i ! ¡:~ ( 1! ¡:· ¡::: ) • T ( I'! ¡::· T ) , ? ( J ) • H F: ( (! E l... r:: ) • H T < N E L. T ) :1 T B C ( N ¡::• T ) • [i V ( (~ ¡::· T ) , N E 
;::U(f'll'F:T) ,'.;J (i'!i~·F:l) ,'.,::.'(i"ir>F:T) ,¡:·no'.NF'l?T) .1·1._t)M(NF'h:T) ,r:1-< 
>~ < ri r · i::: 1 · > ,. r r· < u 1· 1 : T ) • r: F· < N I r:: T > ~ e ri < 1 ) • F 1< .t < ¡ 1 r · • 1.. n ) :1 11 < :;' < r 1 r · ,, 1.. v > • e v e 1. < 1 > • e B e 2 < 
*j_) ,'.HNZ( t), IUUH,Jl ,U:1. (NW) ,U'.'<i'll·,!> ,AN(N:I.) ~BN<N?) vA1 (NF'd .. En .iY2(NF·,un • 
W C :L ( 1ff' ) • C: ::_; < i'!F' ) • F' :l. ( N í" ) • ¡:· :? ( N F' ) • F' J ( :l. ) • ü :l. ( N l 2 • l'ff' ) ,1 [12 < U 12 • N r:· ) • 
:+ U :L ( N F' ) i (-; :::' < rl F"' ) , E :X F' :l. ( (1 r:· , N :l. 2 l , l.,! T ( :L ) • (1 ( :l. ) 

(1 :l. 
,. •') 
1-1.,. 

CJ 
C? 
r· 1 
r:·:-:: 
r:· 3 
fil 
[I? 

UJ 
U'.: 

J/---

- INVERSION MATRIX EQUATION 1 
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