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Introduccion

A meta para esta tesis es responder 4 preguntas planteadas en los
articulos [15] y [17], las cuales tienen que ver con con la extensiéon
de funciones continuas entre espacios de Isbell-Mréwka.

En el primer capitulo hablamos de las familias casi ajenas y de sus
propiedades elementales. En el segundo capitulo introducimos los espa-
cios de Isbell-Mréwka, resumiendo algunas de sus propiedades topoldgi-
cas. En el tercer capitulo presentamos los resultados obtenidos dando res-
puesta a las 4 preguntas mencionadas. Finalmente, en el cuarto capitulo
hablamos sobre el problema de Moore: La normalidad de los espacios de
Isbell-Mréwka, este problema esté relacionado con un caso especial de ex-
tensiones de funciones en tales espacios.

6 MARIO ARCIGA ALEJANDRE

gn-11-200N



Capitulo 1

Familias Casi Ajenas

ecesitaremos de las familias casi ajenas, veremos un poco de la no-
tacion, algunos resultados elementales y al final un par de ejemplos
clasicos donde se utilizan familias casi ajenas maximales. Practicamente
todos los resultados y/o demostraciones que aparecen en esta tesis hablan
sobre alguna familia casi ajena. Este serd nuestro concepto fundamental y
los resultados inmediatos que de éste deriven.

1.1. Preliminares

Notacién 1.1 Sea X un conjuntoy k un niimero cardinal, denotaremos por [ X|*
y [X]<" a los conjuntos de todos los subconjuntos de X con cardinal igual y
menor que K respectivamente, esto es,

X" = {ZC X :|Z| =k}, [X]*:={ZCX:|Z| <r).

Notacién 1.2 Sean A, B conjuntos, decimos que A estd casi contenido en B
si |A — B| < w, en este caso escribimos A C* B, A =* B denota el hecho de que
AC*ByBC A

Definicion 1.3 Decimos que una familia infinita A C [w]* es una familia AD
(familia casi ajena) si para cada par de elementos X, Y distintos de A se tiene
que | X NY| < w. Ademds, decimos que A es una familia MAD (familia casi
ajena maximal) si no existe A’, familia AD, con A & A'.

Una forma sencilla de construir una familia casi ajena es como sigue (para
una funcién f : A — By un X C A denotamos por f[X] al conjunto
imagen de X, estoes, f[X|={be B:3zx € X, f(z) =b}):
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Ejemplo 1.4 Sea f : Q — w cualquier biyecciéon. La familia
A={flQNn,n+1)]:neZ} C w"

es una familia casi ajena, de hecho, la interseccion de cada par distinto de elemen-
tos de A es vacia.

La siguiente es notacién estdndar de conjuntos asociados a una familia
casi ajena.

Notacion 1.5 Sea A una familia AD y sea X € [w]* definamos los siquientes
conjuntos (P(X) denota al conjunto potencia de X).

ATX = {AnX:4Ac A , |[AnX|=w}.
I(A) = {YePw):3Be A, Y CJB}
It(A) = P(w)—Z(A).
ItH(A) = {Y:|AY]|>w}.
I*(A) = {Y:w—-Y eZ(A)}.

Sea f : A — B una funcion y X C A. Definimos la funcion f | X : X — B
como (f | X)(x) = f(x) para toda x € X. Esta es la funcion f restringida al
conjunto X.

Observaciéon 1.6 Si A una familia AD, entonces
(1) Z(A) es un ideal de w, en particular [w]<* C Z(A).
(2) Z*(A) es un filtro de w, en particular cada cofinito de w estd en T*(A).
3) NZ*(A) =
(4) T*(A) CI7(A).

0, en particular un ultrafiltro que extiende a Z*(A) es libre.

(5) T++(A) C T+(A).

Demostracion. (5)SeaY € ZTt1(A) y supongamos que Y € Z(.A), entonces
existe B C A finito que casi cubre a Y, ademds podemos suponer que
|ANY| = w para cada A € B. Ahora, como A es familia AD [ANY]| <
|ANJB| < wparacada A € A\ B. Esto implica que |4 [ Y| < w, es decir,
Y ¢ Z7t(A), contradiccion.



1. Familias Casi Ajenas 5

1.2. Propiedades elementales acerca de las fami-
lias AD

Proposicion 1.7 Existe una familia AD con cardinalidad 2.

Demostracion. Para cadar € Rsea A, = {¢}, : n € w} una sucesién estric-
tamente creciente de ntimeros racionales que convergear,seag: Q — w
una biyeccién, entonces A = {g[A,] : 7 € R} es una familia AD pues R es

Ts. v

Proposicion 1.8 Sea « cualquier cardinal. Si F = {A, : o € Kk} es una colec-
cion de familias AD anidadas, esto es, A, C An+1 para cada o € &, entonces
A = J F es también una familia AD.

Demostracién. Para cada par de elementos A, B € A, existen o, € K
con A € A,,, B € A,,.Sea a = max{ay, oy}, puesto que las familia de F
son anidadas, 4, B € A,, entonces |A N B| < w por ser A, familia AD. ¥

Proposicion 1.9 Cada familia AD se puede extender a una familia MAD.
Demostracién. Sea A una familia AD y sea
M ={B C [w]“: Besfamilia ADy A C B}.

Es claro que (M, C) es orden parcial, M # 0 pues A € M. Ademds, toda
cadena C de (M, C), por la proposicién anterior, tiene como cota superior
a|JC. Por el Lema de Zorn, M tiene un elemento maximal. v

Proposicion 1.10 A es familia MAD si y sélo si para todo Y € [w]” existe
AceAcon|ANY| =w.

Demostraciéon. [—]Sea Y € [w]“, si |Y N A| < w para cada A € A (en
particular Y ¢ A), entonces A" = AU {Y'} es familia AD con A ¢ A,
contradiccion.

[—] Supongamos que A’ es familia AD con A C A’, sea A’ € A’, entonces
(hipotesis) existe A € A con |[AN A'| = w. Entonces A = A’ pues A’ es casi
ajena. Asi, A" = Ay, por lo tanto, A es familia MAD. v
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Proposicion 1.11 Si A es familia MAD, entonces | J A =* w.

Demostracién. Si A := w —[J A es infinito, entonces (prop. anterior) AN A’
es infinito para algtin A’ € A, contradiccién. v

Proposicion 1.12 Si A es una familia MAD entonces T+(A) = Z7+(A).

Demostracion. Sea A una familia MAD, sabemos (Obs. 1.6) que Z+*(A) C
I7(A).SeaY € I7(A), entonces ninguna subfamilia finita de .4 casi cubre
a Y. Supongamos que Y ¢ Z7*(A), entonces existe B C A finito con
Y "B = wparacada B € By |[Y N Al < wparacada A € A— B.
SiY’ =Y — |UB es infinito, entonces (A es maximal) existe A € A con
|Y'N A| = wlo cual no puede ser, entonces Y — | J B es finito, esto es, B casi
cubre a Y, contradiccién. v

Proposicién 1.13 Cada familia MAD es no numerable.

Demostracién. Supongamos que A = {4, : k € w} es una familia MAD.
Para cada n > 0 tenemos [A, N U,_,, Ak| = |Upep (An N Ag)| < w. En-
tonces tomamos zy € Ay y paran > 0 tomamos z, € A, — J,_,, Ak, sea
A = {x, : n € w}. Puesto que {11, Tpt2,...} N A, = 0 paracadan € w,
entonces A" = AU {A} es una familia AD con A’ ¢ A, contradiciendo el
hecho de que A es maximal. v

1.3. Familias AD restringidas

Sea A una familia AD y sea T' € Z17(A), entonces es claro que A [ T'
es una familia AD, en este caso decimos que A | 1" es una familia AD
restringida a 7. Pensamos que A | T' es maximal en el siguiente sentido.

Definicion 1.14 Sea A familia AD y sea T € T (.A). Decimos que la familia
AD A | T es una familia MAD restringida a T si no existe A’ C [T familia
ADcon AT ¢ A
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Cuando tratamos con familias AD restringidas hay que tener presente que
ahora nuestro “conjunto base”es el conjunto que da la restriccion. Omitire-
mos la frase “restringida a”esperando que esto no se preste a confusiones.

Tenemos los siguientes resultados, similares a los obtenidos para las
familias AD.

Proposicion 1.15 Sea A familia AD y sea T € Tt (A). La familia AD A | T
se puede extender a una familia MAD.

Demostracién. Misma demostracién que en prop. (1.9), s6lo que ahora el
conjunto al que hay que aplicar lema de Zorn es

M={BC[T”:Besfamilia ADy A [T C B}.

v

Proposiciéon 1.16 Sea A familian AD yseaT € Tt (A). A | T es familia MAD
siysélosiparacadaY € [T|” existe Ac AT con|ANY|=w.

Demostracion. [—]Sea Y € [T, si |[Y NA| <wparacada A € A | T (en
particular Y ¢ A | T), entonces A’ = A | TU{Y} C [T]¥ es familia AD
con A [ T'¢ A’, contradiciendo el hecho de que A | T" es maximal.

[«] Supongamos que A’ C [T]“ es familia ADcon A | T C A’,sea A’ € A,
entonces (hip6tesis) existe A € A [ T con |[AN A'| = w, luego A = A’ pues
A’ es casi ajena. Entonces A" = A [ T'y por lo tanto A [ T" es familia MAD.
v

Proposicién 1.17 Sea A familia AD y sea T € ITT1(A). Si A | T es familia
MAD, entonces | JA | T =*T.

Demostracién. Si A = T — |J A | T es infinto, entonces (prop. anterior)
existe A € AT con |[AN A’'| = w, lo cual es una contradiccion.

Proposicion 1.18 Si A es una familian MAD y T € Z%(A), entonces A [ T es
una familia MAD.
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Demostraciéon. Sea Y € [T]“, entonces (A es maximal) existe A € A con
|ANY| = w, entonces [(ANT)NY|=w(puesY CT)yANT € A| T, por
lo tanto (prop. 1.16) A | T' es maximal. v

Proposiciéon 1.19 Si A [ T es familia MAD, entonces |A [ T'| > w.

Demostracién. Supongamos que A [ T' = {A; : k € w} es una familia
MAD. Para cada n > 0 tenemos |A, N U,,, Ax| = [Upen, (An N Ap) | < w.
Entonces sea xy € Agy paran > Oseax, € A, — U, Ar- SiA={z} : k €
w}, entonces A C Ty AN A, C{zy:k <n}, entonces A’ =A [T U{A}
es una familia MAD con A [ T" & A’, lo cual contradice el hecho de que
A | T es maximal. v

1.4. Ejemplos

Como muestra de las aplicaciones de las familias MAD veremos dos
ejemplos cldsicos de la combinatoria infinita, ambos son versiones mas
fuertes de las que comtinmente aparecen en los articulos, el primero de
uno de los teoremas de Ramsey, el segundo del teorema de Simon que
publicé a principios de los 80’s, propio de la teoria de las familias casi
ajenas. Usaremos el siguiente lema para ambos resultados.

Lema 1.20 Para toda A C [w]¥ familia MAD y para toda sucesién decreciente
{Xiiew} CTT(A) =TI (A)existe X € T+(A) tal que X \ x C X, para
toda x € X

Demostraciéon. Sea A una familia MAD y sea {X : ¢ € w} sucesién decre-
ciente de elementos de 77 (.A). Primero, de manera recursiva, construimos
sucesiones S,, de puntos distintos de Xy = |J,., X;. Hacemos Sy = {? :
i € w} C X, tal que 29 € X, para toda i € w. Puesto que A es maximal
existe Ay € A tal que |[Ag N Sp| = w. Ahora, para k € w, |Xo \ U, 4j| = w
pues X, € Z7(A), entonces hacemos Sy = {aM1 i e w} C X\ Uj<k A;
tal que xf"“ € X, para toda i € w. Nuevamente, puesto que A es maximal,
existe Ay € A\ {Ao, ..., Ay} tal que |Ajr1 N Spy1| = w.

Recursivamente construyamos la siguiente sucecién. Sea =y = min(A4, N
So), y para k € w sea xx11 € Appra) N Spy2) N Xy, donde F 1w — w
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es'! F(n) = n — ky(k, +1)/2, k, = méx{t € w : t(t +1) < 2n}. Es
claro que X € Z7(A) pues |X N A;| = w para toda k € w, ademads si
Tm € X \ x, entonces z,, € X, z,, > x, V Iy € AF(m-‘,—l) N SF(m—i—l) N Xacm,1
pero X, , € X, C X, pueslasuceciéon X, es decreciente. Por lo que
Ty € X,,, estoes, X \ x C X, paracadaz € X. v

Definicion 1.21 Sea f : [k|* — p una funcién donde k, i, p son niimeros car-
dinales mayores que cero, decimos que A C k es f-homogéneo si | f [[A]*]| = 1.
De manera equivalente, si existe 6 € p tal que f~1(0) = [A]*.

Podemos pensar a f, de la definicién anterior, como la asignacién de
alguno de los p colores a subconjuntos de x, de tamafio u. Si por ejemplo,
p = 2y pensamos a x como los vértices de un grafo completo, entonces
[ asigna colores a cada arista de este grafo. El caso general, se estdn colo-
reando subgraficas py-completas de la gréafica k-completa.

El siguiente teorema fue probado por A. Mathias en su articulo [1] y es
un fortalecimiento del famoso teorema de Ramsey.

Teorema 1.22 Para cualquier familia MAD A y una funcion f : [w]* — 2,
existe B € I (.A) que es f-homogéneo.

Demostracién. Sean A C [w]“ una familia MAD y f : [w]* — 2 una fun-
ciéon. Extendamos el filtro Z7*(A4) = {X € [w]* : w\ X € Z(A)} aun
ultrafiltro Y. Sean X? = {m € w\ {n} : f({m,n}) = 0}, X! = {m €
w\{n} : f({m,n}) = 1}. Puesto que U es ultrafiltro libre (Observacién
1.6) y X2 U X! = w\ {n} € U ? para cadan € w existe i € 2 tal que
Xi={mew\{n}: f({m,n}) =i} elU.

Sea g : w — 2 tal que X2 € U, notemos® que ademas X" € Tt (A).
Puesto que {n € w: g(n) = 0} U{n € w: g(n) = 1} = w entonces existe
e€2talqueY :={n cw:g(n) =c} €U, note que Y tiene que ser infinito
pues U es ultrafiltro libre (obs. A.10).

!Note que ésta funcién lo que hace es “visitar” a cada Ay una infinidad de veces, F
toma los valores: 0,0,1,0,1,2,0,1,2,3,0,1,2,3,4,0,...

2Véase observacién A.10 y proposicion A.14

351 X4 ¢ Tt(A) entonces XI™ € Z(A), por lo que w\ X4 € T*(A) C Uy
asi ) = w\ X2™ N x2™ € U, contradiccion. Asi pues A € U — A € T+(A).
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Enumeremos los elementos de Y como {y, : n € w} de tal forma que
Yn < Yn41 para todo n € w. Sea

Zy =Y, yparacadak > 17, = YﬂﬂX;
i<k

es una sucesion decreciente y ademads Z,, € U para todo n € w, entonces
Z, € Tt(A) para todo n € w.

Por lema anterior existe X € Z7(A) tal que X \ = C Z, para todo z € X.
Veamos que X es f-homogéneo. Sean z,y dos elementos distintos de X,
sin perdida de generalidad = < y. Demostremos que f({z,y}) = ¢. Para
esto basta demostrar que y € X;. Pero

yEX\w+1C Zn=Yn[)X;.

i<z

Comoz € X \z C Z, C Y entonces existe un k¥ € w tal que z = yy,
ad/emés k < z. Entonces ﬂigx X;_ NnY C X;k = X;,porlotanto,y € X_y
ast f({z,y}) = <.

Es pues X € Z7(A) el conjunto f-homogéneo que buscamos. v

Corolario 1.23 Para cada A familia MAD vy toda funcién f : w — w existe
X € I*(A) tal que f | X es constante o f | X es estrictamente creciente.

Demostracién. Sea f : w — w cualquier funcién y sea ¢ : [w]? — 2 funcién
definida como sigue

0 siz<ynaflz)<fly
@D({%y}):{ 1 z;x<zAf($)2f(z)-

Por teorema anterior, existe X € Z%(.A) que es 1)-homogéneo. Es decir
f | X es estrictamente creciente o se cumple que para cada par {z,y} €
[X]%, f(z) > f(y). Bajo estas condiciones existe N € X tal que f | YV es
constante donde Y = {x € X : © > N} € ZT7(A) pues no existen suce-
sidnes estrictamente decrecientes de ntimeros naturales. v

Ocupamos la siguiente definicién para enunciar el teorema de Simon.

Definicion 1.24 Una familia A C [w]¥ AD es maximal en ningiin lado si
A | X no es maximal para cada X € Tt (A).
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El siguiente teorema es una versién un poco més general del teorema
de Simon presentado en el articulo [14] en el afio 1980. En particular, éste
teorema sirve para construir dos espacios compactos, Hausdorff y Fréchet
cuyo producto no es Fréchet, teorema clasico de la topologia de conjuntos.

Teorema 1.25 Teorema de Simon
Para toda A C [w]* familia MAD existen X € T (A)y { Ao, A1} particion de
A | X tal que Ay, Ay son maximales en ningtin lado.

Demostracién. Sea A C [w]* familia MAD.
Procedemos por contradiccion i.e. suponemos para todo X € ZH(A) =
I7"(A) y para toda particion {Ag, A1} de A | X existeni € 2y Y €
I7(A;), tal que A; | Y es familia MAD, ademds Y C X pues A; es una
familia AD basada en X.
Procederemos de forma recursiva usando la suposicién anterior. Etiquete-
mos los elementos de A usando funciones de 2“. Esto es, existe Z C 2“ tal
que

A= {Af : f ez }

Sean A = {A; e A: f(0)=0}y A ={A; e A: f(0) =1}

Usando nuestra suposicién inicial (paso 0):
Paraw € It (A) = I1(A) y para { A}, A} particiéon de A | w = A existen
iv€2yYyeIT(A)) CTIH(A), Yy C wtal que AY | Yj es familia MAD
basada en Yj.
Puesto que A) | Yo € A | Yoy A) | Y; es maximal entonces A | Yy =
AP | Yy. En particular esto implica que [ANYj| < w para todo A € A\ AJ .
Sean ahora,

Ag={Ay e AL 1 f(1) =0}, Aj={A;e A} : f(1) = 1}.

Nuevamente usamos nuestra suposicion inicial (paso 1):
Para Yy € Z7(A) y para {4} | Yo, Al | Yo} particion de A | Y existen
ihe2yYeI(Al [Yy) CIT(A), Y CY,talque

(AL 1Y) IYi=Aj [ (YonY) = A} [V

es familia MAD basada en Y.
Puesto que A}, | Y7 € A | Y,y Al [ Y es maximal entonces A | V; =
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Al 1'Y,. En particular esto implica que |ANY;| < w paratodo A € A\ Al .
i p plica q p i

Enelpasok +1:
Sean

At ={Ape AF : f(k+1) =0}, A" ={A; € A} : f(k+1)=1}.

Usamos nuestra suposicién inicial:
Para V}, € Tt(A) y para {A{™ | Y3, AVT! | Y3} particién de A | Y} existen
ik+1 €2 y Yk+1 € I+<Ak+l r ) C I+(A), Yk+1 g Yk tal que

Thk+1

(ASL 1Y) | Ve = A | Vi

k41 Tk+1
es familia MAD basada en Y} ;.
Puesto que AX™ | Vg € A | Vi y AT

Tk+1 Zk+1

ATYi = .A,th . [ Yiq1. En particular esto implica que

I Y11 es maximal entonces

|ANYe| < wparatodo A € A\ A8t (1.1)

k41"

De ésta forma hemos conseguido una sucesién decreciente {Y}, : k €
w} CZT(A). Asi, por el lema 1.20, existe X € Z7(A) tal que X C* Y}, para
todo k € w.

Sea g € 2* definida por g(n) = i, para todo n € w. Puesto que X €
Z7(A) tenemos que |AyNX| = w para una infinidad de funciones f € Z C
2“. Sea f una de estas funciones tal que f # ¢ entonces existe ny € w tal

que f(no) # g(no).

Puesto que [A; N X| = w y como X C* Y}, para todo k € w tenemos que
|ArNY,,| = w. (1.2)
Puesto que f(no) # g(noy) entonces
Ap @ A = {As: f(no) = ing = glno)}.
Asi, por (1.1) tenemos que

14 N Y, < w (1.3)

Tenemos una contradiccién de (1.2) y (1.3). v



Capitulo 2

Propiedades basicas de los
espacios de Isbell-Mrowka

2.1. Introduccion

Durante este breve capitulo introduciremos los W-espacios (espacios
de Isbell-Mréwka) y veremos algunas propiedades topolégicas que
necesitaremos. Usaremos algunos resultados conocidos de topologia.

Sea A C [w]* una familia AD. Démosle a ¥(A) := A U w la siguiente
topologia inducida por las vecindades abiertas de los puntos:

e Vzcw N, :={{z}}.
e VAc ANy ={{A}U(A\F): FCA |F| <w}.

Verifiquemos que efectivamente tenemos una topologia para V(A).
Como ) € [A]<“ tenemos

Uztu | A\Fl=wuA=1(4)

TEW A€A, Fe[A]<w

ysiz € UNV donde U,V son vecindades abiertas de = en ¥(.A) entonces
tenemos los siguientes casos:

Caso 1z € w, entonces z € {xr} C U NV para todos los casos posibles de
las vecindades U y V.

Caso 2z € A, entonces Uy V sondelaforma U = {z} U (z \ F), V =

13
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{z}U(2\G) donde {F,G} C [z]=¥, entonces = € {z}U(x\ (FUG)) C UNV.

A ¥(A) con la anterior topologia lo llamamos el V-espacio o el espacio
de Isbell-Mréwka de A.

2.2. Resultados elementales acerca de los U-es-
pacios.

Los siguientes son las propiedades topoldgicas mas basicas de los 1-
espacios. Algunas de ellas se usaran en lo posterior.

Proposicion 2.1 V(.A) es separable.

Demostracién. Veamos que w es denso en V(A). Sea © € V(A) y sea
UeN,.Siz € wentonces UNw = {z}.Siz € Aentonces U = {z}U(z\ F)
con FF Cw, |F| <w,asique,UNw =x\ F # 0 pues |x| = w. Por lo tanto,
w=Y(A). v

Proposicion 2.2 U(A) es O-dimensional.

Demostracién. Vamos a probar que las vecindades basicas dadas en la
definicion de ¥(.A) son cerradas. Sea U una vecindad local, abierta en
U(A).Siy € U(A) \ U entonces tenemos dos casos:

Caso1ly € w, entonces y € {y} C ¥(A) \ U para todos los casos posibles
de la vecindad U.

Caso 2 y € A, entonces tenemos dos subcasos:

Caso021U ={n} Cw,enestecasoy € {y} U(y\ {n}) C U(A)\U.

Caso 21U = {A}U(A\ F)con A # yy F € [A]*¥, en este caso y €
{ytu\(yNA) cVA)\U.

Entonces la base formada por las vecindades, locales de ¥ (.A) es una
base de cerrado-abiertos. v

Proposicion 2.3 VU (A) es Ts.
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Demostracion. Sea {z,y} C V(A), = # y.

Caso 1. {z,y} C A.

Sea F' =z Nyentonces U, = {z} U (z\ F)yU, = {y} U (y\ F) separan a
Ty a y respectivamente.

Caso 2. {z,y} Cw.

{z} y {y} son abiertos.

Caso 3. Sin perdida de generalidad, r c wy y € A.

Entonces U, = {z} y U, = {y}U(y\{z}) separan a x y a y respectivamente.
v

Proposicion 2.4 V(.A) es localmente compacto.

Demostracién. Como W (.A) es 15 basta demostrar que, para cadaz € W(.A)
existe U € N, con U compacto. Sea = € ¥(A), si v € w es inmediato pues
U = {z} es abierto y cerrado, asi m = {z} y claramente {z} es compacto.
Six € AseaV € N, puesto que V es cerrado, V =V = {z} U (z \ F})
con F; C z finito. Sea O una cubierta abierta de V, existe U € O tal
que z € U, como U es abierto existe [, = {ny,na,...,n,} C z tal que
re{z}U(z\F,) CU,seal; € Otalquen; € U;,i = 1,...,m, entonces
{U,U,,Us, ...,U,,} es una subcubierta abierta de O para V. v

Corolario 2.5 V(.A) es completamente reqular.

Demostracién. Sabemos que Hausdorff y localmente compacto implica
completamente regular, o si lo prefiere también Hausdorff y 0-dimensio-
nal implica completamente regular. v

Proposicion 2.6 U(.A) es 1° numerable.

Demostracién. Paratodaz € A, B, = {{z}U(z\n) : n € w} es claramente
una base local numerable. Si z € w entonces {{z}} es una base local nu-
merable de z.

Proposicion 2.7 V(.A) no es numerablemente compacto.
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Demostracién. Basta con ver que A C ¥(A) no tiene puntos de acumu-
lacién, lo cual es inmediato por la definicién de las vecindades para pun-
tos en A.

Proposicién 2.8 Los siguientes son equivalentes
1. W(A) es 29 numerable.
2. W(A) es metrizable.
3. U(A) es hereditariamente Lindelof.

4. A es numerable.

Demostracién. (1 < 2) De la proposicién 2.1 y el corolario 2.5 sabemos
que V(A) es separable y regular (de hecho completamente regular), en-
tonces, por teorema de metrizacién de Urysohn, V(.A) es segundo numer-
able si y solo si ¥(.A) es metrizable.

(1 — 4) Siun espacio topolégico X es segundo numerable entonces de
cualquier base B de X se puede extraer una base numerable C C 3 para
X, si suponemos que | A| > w entonces es imposible obtener una base nu-
merable de la base {{A} U(A\n): A€ A newnA} Uw para ¥(A), por
lo tanto |A] < w.

(4 — 1) Si Aes numerable, {{A}U(A\n): Aec A, ncwnNA}Uwes
base numerable para ¥ (.A).

(4 — 3)V Z C ¥(A) Z es numerable, asi, si O es una cubierta abierta
para A entonces Va € A3U, € O (a € U,) entonces U = {U, € Ola € A}
es una subcubierta de O numerable.

(3 — 4) Si A no es numerable entonces para A C V(A) la cubierta
abierta {{A} U A : A € A} para A no tiene subcubierta numerable, en-
tonces V(.A) no es hereditariamente Lindelof. v



Capitulo 3

Extensiones de funciones reales
en espacios de Mrowka-Isbell

n este capitulo enunciamos y demostramos los resultados principales
de esta tesis, son 4 preguntas que aparecen el los articulos [15] y [17].

3.1. Extensiones esenciales y completas

La meta para esta seccion es responder afirmativamente a una pregun-
ta hecha en el articulo de V.I. Malykhin y A. Tamariz-Mascarta, Extensions
of functions in Mréwka-Isbell spaces. Si A es una familia AD decimos que una
funcién f : A — Y continua tiene extensidn esencial si existe X C w tal
que A C clya)(X) y existe F' : AU X — Y continua que extiende a f.
Si existe extension a todo el espacio ¥(.A), entonces diremos que F' es una
extensiéon completa de f. La pregunta es: ; Existe, para cada A familia MAD,
una funcién f : A — 2 sin extension esencial?. La respuesta es si, teo. 3.5.

3.1.1. Antecedentes

Algunos de los resultados relacionados son los siguientes.

Lema 3.1 Sean W un espacio topoldgico T, A una familian ADy f,g: A— W
dos funciones diferentes. Si N C wy F,G : AUN — W son extensiones
esenciales de f y g respectivamente, entonces F' | N # G | N.

17
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Demostracién. Las funciones f y g son distintas, entonces existe A € A
con f(A) # g(A), como W es Hausdorff, existen 1, W, abiertos ajenos
de W vecindades de f(A) y g(A) respectivamente. De la continuidad de
las extensiones, existen Ny = {A} U (A — Gy), N, = {A} U (A — G))
abiertos basicos en V(. A) tales que F[Ny] C W,y G[N,] € W,. Ahora,
Ny N Ny es una vecindad abierta de A en W(A) y A € clya)(N), entonces
N'= NNN;N N, # (. Para cadan € N’ tenemos que F(n) # G(n). ¥

Proposicién 3.2 Sea W un espacio topolégico y sea A una familia AD tal que
2 < |[W| < 2¢ < 2 Entonces existe una funcion f : A — W sin extension
esencial.

Demostracién. Supongamos que no, esto es, todas las funciones f : A —
W tienen extension esencial. Sean k = |[W4[, € = {fi, : A — W : k € K}
enumeraciéon de WAy & = {F, : AUN, — W : k € k} enumeracién
de todas las respectivas extensiones. Cada V;, es un subconjunto de w y
Kk > 2¥, entonces, por el principio del casillero, existen N C wy K € [x]*
tal que N, = N para cada k € K. De modo que

{F.: AUN - W ke K} =r=|WA >2M > 29 (3.1)
Por otro lado,

{F, | N:ke K} = WY =|W|<2v (3.2)

De las ecuaciones (3.1), (3.2) y el principio del casillero, existen k1, ks € K,
ki # ko con Fy, | N = Fj, | N, lo cual es una contradicciéon segtin lema
3.1. v

Como consecuencia tenemos esta otra proposicion:

Proposicion 3.3 Si A es una familia AD tal que | A| = 2*, entonces existe una
funcién f : A — 2 sin extension esencial.

La siguiente proposicién relaciona las extensiones esenciales a fun-
ciones 2-valuadas y R-valuadas.

Proposicién 3.4 Sea A una familia AD, entonces
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1. Sif: A — 2 tiene extension esencial F' : AU N — R, entonces [ tiene
extension esencial F': AUN — 2.

2. Sitodas las funciones f : A — R tienen extension esencial, entonces todas
las funciones g : A — 2 tienen extension esencial

3. Si|A| < 2%y cada funcion f : A — 2 suprayectiva y con fibras infinitas
no tiene extension esencial a funciones 2-valuadas, entonces cada funcion
g : A — R con al menos 2 fibras infinitas no tine extension esencial.

Demostracion.

1. Sear € (0,1)— F'[N]yseaF: AUN — 2 definida como
0 si Flz)<r
Fla) = { 1 si Fl'(z)>r.

Es claro que F extiende a f y, puesto que F~(0) = F'~![(—oc0,7)] y
F~1(1) = F'7[(r,00)], F' es continua.

2. [Es una consecuencia inmediata del resultado anterior.

3. Sea f : A — R con al menos 2 fibras infinitas, digamos f~'(a) y
f71(b), a,b € R, a < b. Supongamos que | tiene extension esencial
F': AUN — R. Puesto que | 4| < 2¢ = |R|, entonces existe ¢ €
(a,b) — F'AU N], entonces la funcién ' : AU N — 2 definida por

_J 0 si Flz)<r
Flz) = { 1 si F'(z) >,

es una extension esencial para F' [ A : A — 2, lo cual contradice la

hipétesis. v

El siguiente teorema responde a la pregunta hecha en el articulo de V.I.
Malykhin A. Tamariz-Mascarta.

Teorema 3.5 Para cada familia MAD A existe una funciéon f : A — 2 sin
extension esencial.
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Demostracién. Sea A familia MAD y sea B C A numerable, definimos
f: A— Rcomo
0 siAeB
f<A>_{ 1 siAe A-B.

Supongamos que f tiene extensién esencial /' : AU X — R. De la con-
tinuidad de F' tenemos que; para cada A € A existe G4 finito con {A} U
(A—Gy) CF(-00,1/2)]siA€e By {A}U(A—G4) C F(1/2,00)] si
A ¢ B.De modo que si Y = F~[(—o0,1/2)] Nw, tenemos

AC"Y paracada Ac By

(3.3)
ANY =*() paracada A€ A—B.

Entonces Y € Z7(A) y por lo tanto (prop. 1.18) A | Y es MAD, en-
tonces (prop. 1.19) |A | Y| > w, por otro lado, la ecuacién (3.3) implica
|A Y| =|B| =w, contradiccion. v

3.2. Elsubgrupo Inv(A) de funciones invariantes

Nuestra meta ahora es responder a 3 preguntas hechas en el articu-
lo Salvador Garcia Ferreira acerca de un subgrupo especial del grupo
simétrico de w. Primero un poco de notacién y varios lemas.

Notacién 3.6 Denotamos al grupo de las permutaciones en un conjunto X por
Sym(X), esto es,

Sym(X) ={f: X — X : f es biyeccion}.

Para f € Sym(w), denotamos por f° a la funcién identidad de w y por f~' a
la funcion inversa de f. En general, de forma recursiva, para n € w definimos
fn+1 — f o fn y f—(n+1) _ f—l o f_n-

Sea A una familia MAD. Denotamos el conjunto de las funciones invariantes de
A por Inv(A), esto es,

Inv(A) ={f € Sym(w) : para cada A € Aexiste A’ € Acon A" = f[A]}.
Ademds, nos interesa también el conjunto de las que casi lo son,

Inv*(A) = {f € Sym(w) : para cada A € Aexiste A’ € Acon A" =" f[A]}.
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Observacion 3.7 Para cada familia MAD A, 1d,, € Inv(A) C Inv*(A).
Mas atin, tenemos el siguiente lema.

Lema 3.8 Para cada A familia MAD, Inv(A) e Inv*(A) son subgrupos de
Sym(w).

Demostracion. Sean f,g € Inv(A) ysea A € A. Aes maximaly g [A] €
[w]“, entonces existe A’ € A tal que |4’ N g~ *[A]| = w, entonces

lg[A]N Al = w.

Pero g[A'] € A pues g € Inv(A), entonces A = g[A’], asi que g~'[A] =
A’ € A. Como también f € Inv(A), entonces flg '[A]] € A, asi que
fogt e Inv(A)y por lo tanto Inv(A) es un subgrupo de Sym(w).

De manera similar se demuestra que /nv*(.A) es un subgrupo de Sym(w).

v

Resulta inmediato el siguiente corolario.

Corolario 3.9 Para toda familia MAD A se tiene

Id, € Inv(A) < Inv*(A) < Sym(w).

Lema 3.10 Si Ay B son familias MAD tales que para cada A € A existe B € B
con A =* B, entonces Inv*(A) = Inv*(B).

Demostracién. Primero demostramos, que hay simetria en la hipétesis, es
decir,

Afirmacion: Para cada B € Bexiste A € Atal que B =" A.

Demostracién de la Afirmacién. Sea B € B, entonces B € [w]“y
como A es maximal, existe A € A tal que |A N B| = w. Ahora, por
hipétesis, existe B’ € B tal que A =* B’, entonces |B’' N B| = w y por
lo tanto B’ = B (porque B’', B € By B es casi ajena), de modo que
B =" A.
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Dada la simetria en la hipétesis es suficiente demostrar Inv*(A) C Inv*(B).
Sea f € Inv*(A) y sea B € B cualquiera, entonces, por la afirmacion ante-
rior, existe A € A tal que

B="A. (3.4)

Puesto que f € Inv*(A), tenemos que existe A’ € A tal que
flA] =" A" (3.5)
Ahora, por hipétesis, existe B’ € B tal que
A'="B (3.6)

Asi que

por lo tanto, f € Inv*(B). v

El siguiente teorema es la respuesta a la pregunta 2.14 que el Dr. Sal-
vador Garcia hace en su articulo [15]. La pregunta es: Si F' C Sym(w)
es un subconjunto numerable cualquiera, ;Existe una familia MAD A tal que
F C Inv(A)?

Teorema 3.11 Existe ' C Sym(w) numerable tal que F ¢ Inv(A) para toda
A familia MAD.

Demostracion. Sea
F={fe€Symw):3G € [w]~“(f | (w—G)=1Id,_c)}

I es numerable pues |F| < [Ugep <o GY| = w. Sea A cualquier familia
MAD, sean A € A, ng € Ay n, € w— A. Definimos f € Sym(.A) como

No sik = nq
f(k’) = ny sik = No
k sik ¢ {no,nl}.

Es claro que f € F, pero f ¢ Inv(A) pues f[A] = (AU {ni}) — {no} ¢ A
porque A € Ay A es casi ajena. v
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Lema 3.12 Sean A una familia MAD, g € Inv*(A) y B C A con |B| < |A|,
entonces existen X,Y € A — B tales que Y =* g[X].

Demostracién. Supongamos que no es cierto, entonces para cada X €
A\ B existe Y € B tal que g[X] =" Y. Puesto que |B| < |A|, tenemos
que |A\ B| = |A] > |B|, entonces, por el principio de las casillas, existen
X1, X, € A\ B distintos y existe Y € B tales que g[X;] =* Y =" ¢g[Xs],
entonces X; =* X, esto implica X; = X, pues ambos X;, X estdn en la
familia AD A. Esto es una contradiccién. v

Puesto que Sym(w) C w*, dotamos a Sym(w) de la topologia de subespa-
cio, donde w es discreto y w* tiene la topologia producto. Sym(w) es 15
pues w* lo es, en particular, para cada f € Sym(w) el subconjunto {f} es
cerrado.

El siguiente teorema nos da respuesta afirmativa a la pregunta 2.25 del
mismo articulo [15] del Dr. Salvador Garcia. La pregunta es: ;Existe una
familia MAD A tal que Inv(A) es cerrado en Sym(w)?

Teorema 3.13 Existe una familia MAD A con Inv(A) = {Id,}.

Demostracién. Sea C familia MAD con |C| = 2¥. Si Inv*(C) — {ld,} =
0, entonces Inv(C) C Inv*(C) = {id} y ya acabamos. Suponemos que
|[Inv*(C) — {Id,}| = k paraalgtin x con 0 < k < 2¥ y sea

Inv*(C) — {Id,} = {fa: a < Kk}.

Construiremos de manera recursiva una familia {B}, i €2,0<kKk}CC
tal que

W {BY,Bi}N{Bj:1€2,f<a}=0paracadaa <ky

«

(2) BY =* f,[BY] para cada « < k.

Si X € C es cualquiera, entonces existe Y € C con Y =* fy[X], tomamos
By = X'y Bj =Y. Suponemos que hemos conseguido B = {B}; : i € 2,3 <
a < k}. Como |B| < |C|, entonces (lema anterior) existen X, Y € C — B con
Y =* f,[X], tomamos B? = X, B =Y y estos cumplen (1) y (2).

Si a < K, como f, # Id,, entonces existen n,,m, € w, N, F M, CON
fa(ma) = ng. Paracada o < k sean A2 = BY U {m,}y AL = BL — {n.}.
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Definimos
A=(C—{B,:ic€2,a<r})U{A :i€2 a<k}
Tenemos lo siguiente

(i) A esuna familia MAD.
(C es familia MAD y para cada A € A existe C € C con C' =* A).

(i1) Inv(A) C Inv*(A) = Inv*(C).
(Lema 3.10).

(iii) AL # f.|A%] para cada a < k.
(mq € A2, entonces n, = fo(ma) € folA2] y ng ¢ AL).

(iv) Inv(A) = {Id,}.
(Suponemos que existe f € Inv(A)—{Id,}, entonces (ii) f € Inv*(C)—
{Id,}, entonces existe « < k con f = f,. Como f € Inv(A)y
A% € A, existe A € Acon A = f,[A?]. Por otra parte sabemos que
AL =" fo[A%] y (iii) AL # falAY], entonces A =* Al y A # Al, esto
es una contradiccién pues ambos A y A} estdn en la misma familia
casi ajena A).

v

Son ahora varios lemas que hemos de ocupar para dar una respuesta a la
tercer y ultima de las preguntas que plantea el Dr. Salvador Garcia en su
articulo [15]. La pregunta es: ;Existe una familia MAD A tal que Inv(A) es
denso en Sym(w)?

Lema 3.14 Si f € Sym(w) y |Fix(f)| < w, entonces para cada A € [w]” existe
un B € [A]” tal que f[B] N B = 0.

Demostracion. Sea A € [w]* y sea ny € A — Fix(f) y para cada k > 0
escojamos

np € A— (Fix(f) U U{ni,f(ni),fl(ni)}> .
i<k
Consideramos B = {n; : i < w}, es claro que B € [A]¥, supongamos que
fIB] N B # 0, entonces existe, digamos n, € f[B] N B, y por lo tanto existe
también n;, € B con

f(m) = ng.
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Entonces n, ¢ Fix(f) implica b # a, n, ¢ U, ,{f(n:)} implica b > a'y
ny & U, {f " (n;)} implica b < a, lo cual es una contradiccién. v

Lema 3.15 Si G < Sym(w) es un subgrupo numerable, entonces los siguientes
son equivalentes

(1) Para cada A € [w]” existe B € [A]“ tal que la familia {f[B] : f € G} es
casi ajend.

(i) |Fix(f)| < wparacada f € G — {Id}.

Demostracion.

[(4) — (i1)] Siexiste f € G — {Id} con |Fix(f)| = w, entonces existe, por
hipétesis, B € [Fix(f)]* tal que, en particular, /d[B] N f[B] = B, lo cual es
una contradiccién.

[(41) — (i)] Sea {fx : k € w} una enumeracién de G con fy = Idysea A €
[w]“. Primero construiremos recursivamente una familia B = {B,, : n < w}
que cumpla

(1) By = A.
Y, paracadan € w,
(2) Bu1 & By,
3) [Buyi| =wy
(4) la familia { f;[B,] : i < n} es ajena dos a dos.
Supongamos que hemos conseguido para £ > 0 una familia {B; : i < k}

que cumple con las 4 condiciones pedidas, queremos ahora decir quien
serd Bj1. Puesto que fi,+1 € G — {Id}, entonces, por lema anterior,

10, € [Bk]w tal que fk+1[00] NCy= 0.

Ademas fj_1 o fry1 € G—{Id} paracada0 < j < k+ 1, por lo tanto, segtin
lema anterior,

3 Cj < [ijl]w tal que (f-il 0] karl)[Cj] N Cj = (Z)

J

Cada f; es una biyeccién, entonces, la tiltima ecuacién nos dice

Jer1[C1] N A[CL] = fia[Co] N fo[Co] = o = fira[Chl N filCh] =0 (3.7)
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Sea b € By cualquiera. Hacemos By.1 = Cj\{b}. Es claro que By, € [By]“.
Queremos que la familia {f;[By41] : ¢ < k + 1} sea ajena 2 a 2. Sean
i,j <k+1,i#j.Sii<k+1yj<k+1,entonces f;[Bii1] N f;[Bis1] C
fi[Bk] N f;[Bx] = 0 pues hemos supuesto que la familia { B; : i < k} cumple
en particular con la cuarta condicion. Ahora, si por ejemploi = k+ 1y
Jj < k+1, entonces, puesto que Bjy; € C, C --- C Cy C By, y segun ec. 3.7
tenemos, f;[Bi11]N fi[Brs1] = frt1[Brt1] N fi[Brsa] € fesa[Ci]N £5[C5] = 0.
Con esto terminamos la construccién de la familia B.

Sea by € By cualquiera y para cada n > 0 tomamos b,, € B,, — B,,_;. Hace-
mos B = {b, : n € w}, notemos que B C* B,, paracadan € w,ademds B €
[A]“. Queremos ver que la familia {f[B] : f € G} = {f;[B] : i € w} es casi
ajena. Sean m,n € w, m < n, entonces f,,,[B]N f[B] C* fin[Bn|N fu[Bn] =0
pues B C* B,y {fi[Bs] : i <n} esajena2a?2. v

El siguiente lema que ocupamos es el Teorema de Cayley para grupos.
La segunda condicién es muy importante para nosotros.

Lema 3.16 Para cada grupo G existe un subgrupo H < Sym(G) tal que
i) G=Hy
ii) Vr € H\ {Id} Fiz(m) = 0.

Demostracién. Si para cada ¢ € G tomamos la funcién A\, € Sym(G),
h — gh, entonces es facil ver que H = {\, : g € G} es el subgrupo de
Sym(G) que buscamos.

Definicién 3.17 Sean X,Y conjuntos X C Y y sean G < Sym(X), H <
Sym(Y'). Decimos que H es extension final de G si existe isomorfismo ¢ : G —
H tal que (g) | X = g para toda g € G.

Lema 3.18 Sean k > 1 cualquier cardinal, A = { X, : a < k} una familia ajena
de conjuntos no vacios con X, € w y para cada o < k sean H,, grupos tales que

1. YVa<kHy=H,<Sym(X,.)y
2. VYa<k\{0}Vh e H,\ {Id} Fix(h) = 0.

Si 6§ = || A|, entonces existe G < Sym(0) tal que
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a) G es extension final de Hy y
b) Vf e G\ {ld} Fiz(f) C Xo.

Demostracion. Para cada o < k sean v, : Hy — H, isomorfismos con
Yo =1d.Sea X =|J Ay paracada h € Hyseam, : X — X definida como

mh(x) = Yo (h)(z) cuando x € X,. (3.8)

Notese que cada 7, es una biyeccién bien definida pues % y cada v, son

biyecciones y los conjuntos X, son ajenos dos a dos. Sea § = |X]| y sea
f X — 0 biyeccion tal que

f(z) =z paracadax € X,. 3.9)

Para cada h € H, definimos

m = fomo fh (3.10)
Cada 7, es una biyecciéon de 0 en . Sea

G ={m), : h € Hy}.
AFIRMACION 1: G < Sym(0)

G es cerrado bajo la composicién de funciones: Sean g,.h € Hyy = € X,
digamos = € X;, entonces

(mg 0 mp)(z) = mg(mn(z))
=Ty (wl )z
= vi(g) (ilh
= (¢i(g) o ¥i(h))(x) Composicion de funciones
= ti(g o h)(x)

= ﬂgoh(x). goh € Hy, definicién de mg4op, z € X;

)) Definicién de 7, x € X;
)

x)) Definicién de 7, ¢;(h)(x) € X;

1); es un isomorfismo

Por lo tanto,
mgom, =(fomgofTt)o(fomoft)
= fo(myomy)o ft
= fomgn of !

= 7T-goh
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lg = m;:Seax € X, digamos x € X;. Por ser v; : Hy — H; un isomorfismo
de grupos, ¢;(Idx,) = Idx,, entonces

Trax, (€) = Yi(ldx, )(z) = Idx,(z) = 2.

-1 -Eeqi i = =
Vh € Hym, = = m,_,: Esinmediato pues m, o) _, = m, , 1 = .

AFIRMACION 2: (G es una extension final de H,,.

Sea : Hy — G, h — m},. 1 es biyeccién pues tiene por inversaa ¢’ : G —
Hy, m, — h. Ademads, 1 es homomorfismo de grupos pues si g,h € H,
entonces (g o h) = 7, = m, om, = (g) o ¥(h). Por lo tanto ¢ es un
isomorfismo de grupos.

Sean h € Hyy x € Xy, entonces
V(h)(z) = m(2)
(fomno f~h)(x)

= f(ﬂ'h(x)) f~Y(x) = z pues z € X, ec. 3.9

= f(¢o(h)(z)) Definicion de 7, = € X
= /(h(2)) o= Id
= h(x). h(z) € Xy, ec. 3.9

Por lo tanto, ¢(h) [ Xy = h para cada h € H,.
AFIRMACION 3: Fiz(m},) C X, para cada h € Hy \ {Id}.

Sea h € Hy\ {Id} y sea x € Fiz(r}), entonces m, (f~*(z)) = f~'(z). Como
f7'(z) € X, para algin i < r, entonces

i(R)(f (@) = (). (3.11)

Sii # 0, como ¢;(h) € H;y f~'(z) € Fiz(¢;(h)), entonces por condicién
2, debemos tener ;(h) = Id, esto implica h = Id pues 7; es un isomor-
fismo de grupos. Esto es una contradiccién, por lo tanto 7 = 0, entonces

r=f"Yz) € Xo. v
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Lema 3.19 Sea G < Sym(w) un grupo finito. Sean g € Sym(w), (g; : i € w)
sucesion de funciones en G (no todos distintos pues G es finito) y (N; : i € w)
sucesion estrictamente creciente de numeros naturales. Si

gl Ni=g | N, paracadai € w,
entonces existe j € w tal que g = g;.

Demostracion. Puesto que G es finito, existe (i, : n € w) sucesion estricta-
mente creciente de naturales tales que g¢,, = ¢;, para cada n € w, entonces

g Ni, =¢i, | N;, paracadan € w.

Entonces g = g;, pues (IV;, : i € w) es estrictamente creciente. v

n

Lema 3.20 Sea {N; : i € w} una sucesion estrictamente creciente de numeros
naturales distintos del cero, sea {H; : i € w} coleccion de grupos tales que H; <
Sym(N;) y H;i1 es extension final de H; para toda i € w. Entonces existe un
tinico grupo numerable H < Sym(w) tal que H es extension final de cada H,.

Demostracion. Para cada k € w \ {0} sea
Uy : Hg1 — Hy,
isomorfismo de grupos tales que, para cada h € H,,

h . NO — ]\/YO7
1(h) Ny — Ny con er(h) | No=h
(2o n)(h) Ny — Ny con (dpotn)(h) | Ni=1u(h)

Tales isomorfismos existen pues, por hipétesis, H;,1 es extension final de
Hy, para cada k£ < w. Denotamos a la funcién (¢ o 951 0 --- o 91)(h) €
Sym(Ny) simplemente por V" para k € w, k > 1y sea ¥ = h. Observe-
mos que

Uy | N; = U paracada j < k. (3.12)
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Para cada h € H, definimos ®;, : w — w como
®y,(2) = U (x), donde k es cualquiera tal que z € Ny,

Observemos que cada @, estd bien definida segtin ecuacién 3.12 y es una
biyecciéon de w en w. Sea

H={®,:he Hy}.

AFIRMACION 1: H < Sym(w).
Para cada k > 190 -0 es un homomorfismo pues cada v; (1 < j < k)
lo es , entonces, para cada k € wy hy, hy € Hy, U™ = UM o U2, Por lo
tanto, para cada h4, he € Hy

CI)hl O CI)hQ = cI)Iuhg-
Sea k € wy h € Hy. Puesto que 9; es un isomorfismo de grupos para toda

Jj € w, 7 > 1, cada ¢, envia el elemento identidad de N;_; al elemento
identidad en NV;, ademads envia inversos en inversos, entonces

U =1, y Wi = ()

Por lo tanto, el elemento identidad en H es ®;, y si ¢}, es cualquiera en H,
su inverso es ®;,-1.

AFIRMACION 2: H = H, para toda i € w.

Veamos que f : Hy — H, h — &, es un isomorfismo. f es biyeccién
(f' + H — Hy, ®, — h esinverso para f)y f es homomorfismo pues
f(hihe) = @pip, = @p, Pp, = f(h1)f(he) para cada hy, hy € Hy. Puesto que
H; = H,, para toda i € w, entonces también H = H, para cada i € w.

AFIRMACION 3: H es extension final de cada H,.

Sea i € w, tenemos que

F=foy oy;lo oyt
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es un isomorfismo entre los grupos H; y H. Si h € H;, entonces F(h) =
f((Wio-+-01) Y (h)) = P(y0.0p)-1(n) ¥ POI lO tanto, para un z € NN,

F(h)(x) = Ppiomopn)-1m) ()
\I,(ww--owl)—l(h) (SL’)

i

_ ((%’ o-oth)((io---0 ¢1)—1(h))) (z)
h(

Por lo tanto F'(h) | N; = h.
Veamos ahora que H es tinico.

Suponemos que H' es también un grupo que cumple con las condi-
ciones del lema, entonces para cada ¢ € w existen F; : H; — H, F] : H; —
H' isomorfismos tales que, para cadai € wy cada h € H;

Fi(h) | N; = F/(h) | N; = h.

Sea x € H, como cada F; es biyeccion, para cada i € w existe z; € H; tal
que
Entonces, para cada i € w

x| Ny = Fz(l’z) [ N; = E/(xz) [ V.

Puesto que cada F}(z;) € H' y H' es finito (pues es isomorfo a Hy <
Sym(Ny)), entonces segtin lema 3.19, existe j € w tal que x = F(v;) € H'.
Entonces H C H'. Dada la simetria, un argumento idéntico demuestra que
H' C H y por lo tanto H = H’, esto es, el grupo H es tinico. v

Lema 3.21 Sean {N; : i € w} sucesion estrictamente creciente de niimeros nat-
urales, {H;, H] : i € w} subgrupos tales que H' < H < Sym(N;) para cada
i € w. Sean ademds H y H' los subgrupos de Sym(w) tales que H es extension
final de cada H; y H' es extension final de cada H|. Entonces H' < H.

Demostracién. Para cada i € w existen F] : Hl — H'y F, : H, — H
isomorfismos tales que
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ViewVre H F/ | N;=ux (3.13)
VicwVee H; F;| N;=x (3.14)
Puesto que ambos H y H' son subgrupos de Sym(w), basta demostrar que
H' C H.Sea h' € H’', como cada F] es biyeccién, existen z; € H] (i € w)
tales que
Fi(z;) =h.

]

De ecuacion 3.13, para cada i € w

Ahora, cada z; € H], pero H; C H;, entonces segiin ecuacién 3.14, para
cadai € w

(]

Entonces de las dos ecuaciones anteriores, para cada ¢ € w

La sucesion {N; : i € w} es estrictamente creciente, cada F;(z}) estd en H
y H es finito pues H = H, < Sym(N,), entonces segin lema 3.19, existe
j € wtalque I = Fj(z}) € H.Por lo tanto H' C H como queriamos. ¥

Lema 3.22 Sean {N; : i € w} sucesion estrictamente creciente de niimeros nat-
urales,n € wysea {H, : i € w} familia de grupos tales que

1. View H; <Sym(N;)y
2. VYiewVhe H; —{Id} Fix(h) Cn.

Si H < Sym(w) es el subgrupo que es extension final de cada H,, entonces
Fix(f) Cnparacada f € H — {Id}.

Demostracién. Para cada ¢ € w sea v; : H; — H isomorfismo tal que para
cadai € wycada h € H; ¢;(h) [ N; = h.Sea f € H — {Id}, puesto que
cada v; es isomorfismo, existen x; € H; — {Id} (i € w) tales que, para cada
1€ W

bw) = 1. 617)
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Sea z € Fiz(F)yseaj € wtal que N; > z, entonces

F 1N =9(x;) | Ny = ;. (3.18)

Como z < Nj, entonces
7i(2) = (f I N;)(2) = f(2) = 2. (3.19)
Por lo tanto z € Fixz(x;), pero x; € H; — {Id}, entonces por hipétesis
Fiz(xz;) C ny por lo tanto z € n. Entonces Fiz(f) C n. v

Lema3.23 Sean N < M < w, H < Sym(M)y G < Sym(N). Supongamos
que H es extension final de G. Si G' < G, entonces existe un tinico subgrupo
H' < H extension final de G'.

Demostracién. Existe isomorfismo de grupos ¢ : G — H tal que para cada
g€ GY(g) | N =g.Sea H' := 9[|G'] < H y consideremos el isomorfismo
Y |G :G — H'. Seag e G'yx e N,entonces

(¥ TGY9)(x) = (g)(x) ged

g(x). reN

Entonces ((v | G')(g)) | N = g paracada g € G’y por lo tanto H’ es una
extension final de G'. v

Teorema 3.24 Existe un grupo G < Sym(w) numerable, denso y para cada
g € G\ {Id} |Fiz(g)| < w.

Demostracion. Sea {m; : i € w} = (., (o) Sym(n) con my € Sym(1), es
decir, my = Id;. Construiremos de manera recursiva una familia de grupos
{G! :i € w,n <i}yal mismo tiempo una sucesién creciente de naturales
{n; : 1 € w} tales que

1. ViewVn<i G < Sym(n;),
2. ViewVYn<iVjei\n G esunaextension final de G7,

3. YnewdgeGltalquer, Cygy
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4. VicwVj>iVfe G Fiz(f) Cny

La recursién la haremos sobre el indice i. Sean ng = 1y Gy = {Id;}.
Suponemos que hemos conseguido la familia de grupos {G% : i < k, n <
i} y el conjuto de naturales {n; : i < k} cumpliendo las cuatro condiciones
de arriba. Queremos decir quienes serdn ny41, Gg', GY 1, ..., GETL.
Ayudard, para visualizar la disposicién de los grupos, tener en mente el
siguiente diagrama

y y U

k+1 k+1 k+1
Go < - < Gk < Gk+1
Y Y
k k
GO S e S Gk‘
Y U Y
Gy < Gi < Gj
Y U
Gy < Gi
U]
Gy

Donde G’ € G significa que G es extension final de G

Sea t el minimo natural que cumpla ny, + t|G¥| > dom(mgy1). Sea gy =
ny, + t|G¥]. Por lema 3.16

3 HY < Sym(GY) (HE = GY) y ¥f € HE\ {Id}Fia(f) = 0
yparacadaj € {1,2,...,t — 1}
FHY < Sym(HY_)) (Hf = H ) yVf e Hi \ {Id}Fiz(f) = 0.
Por lema 3.18 existe G} ™ < Sym(ny1) extension final de G tal que
Ve G\ {Id} Fiz(f) C ng. (3.20)

Puesto que G5! es extensién final de G¥, entonces existe isomorfismo F :
GF — G¥ tal que
Vg€ GY Flg) I mi=g. (3.21)
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Sabemos que GE < G¥ < ... < G¥ | < G¥, entonces si hacemos, para cada
i<k
k1. k
G = FIGY,
como F es isomorfismo, entonces Ggt! < G4 < ... < GI] y por lema

3.23 Gi*! es extension final de G* para cada j < k.

Sea j < kyseag e Git' — {Id} = F[GY — {Id}, entonces g € G} — {Id}
pues G < G asi que, por la ecuacion 3.20 tenemos
Fiz(g) C ny. (3.22)

Puesto que F es isomorfismo y g € F[G%] — {Id}, entonces existe €
G% — {Id} tal que

9= F(x). (3.23)
Como z € G¥ — {Id}, entonces por hipétesis
Fiz(x) Cn,. (3.24)
Ademas z € G¥ C GY, entonces por las ecuaciénes 3.23 y 3.21
gl ng=Fx) | ng=ux (3.25)
De las ecuaciones 3.22, 3.24 y 3.25 tenemos que
Fix(f) C Fiz(g) C ;.

Por lo tanto, de esta dltima ecuacion y de la ecuacién 3.20, tenemos que
para los grupos G§ ™, .., G¥™! se cumple la condicién 4.

Sea T : ngyi1 — ngy1 definida como

(2) Trr1(x)  six € dom(mgy1)
€Tr) =
x otro caso.

Hacemos
k+1 _ vkl —
Gk+1 = <Gk ,TT).
Es claro, de acuerdo a la construccién, que nj41, G’g“, ey G’,ﬁﬁ

que buscabamos y con esto terminamos la construccién recursiva.

son los
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Para cada i € w G es extension final de G, entonces, seglin lema 3.20,
para cada i € w existe G¥ < Sym(w) tal que GY es extension final de cada
G, j > i. Puesto que, para cada i € w, Gi, < G! cuando m < n < i,
entonces segtn el lema 3.21 G¥, < G siempre que m < n. Sea

¢=Ja.

new

Las siguientes son afirmaciones referentes al grupo ¢
1. Esun subgrupo de Sym(w) pues G% < Sym(w) para cadan € w.
2. Esnumerable pues cada G¥ es finito.

3. Es denso pues la condicién 3 implica: Para cada n € w existe g €
Gpr Cc Gtalquer, Cg.

4. Paracadage G\ {Id}, |Fiz(f)| < w.

Demostremos 4.

Sea g € G — {Id}, entonces existe m € w tal que g € G¥ — {Id}. Por
hipotesis G%, es extension final de G¥, para cada £ > m y también por
hipotesis para cada k > my cada f € G¥ — {Id} Fiz(f) C n,,, entonces
seglin lema 3.22, tenemos que Fiz(g) C ny,. v

Segtin lema 3.15 y el teorema anterior, es cierto el siguiente teorema.

Teorema 3.25 Existe un grupo numerable y denso G < Sym(w) tal que para
cada A € [w]” existe B € [A]* tal que la familia { f[B] : f € G} es casi ajena.

El siguiente teorema da respuesta afirmativa a la pregunta 2.24 hecha
por el Dr. Salvador Garcia Ferreira en su articulo [15]. La pregunta es:
¢ Existe una familia MAD A tal que Inv(A) es denso en Sym(w)?

Teorema 3.26 Existe una familia MAD A tal que Inv(A) es denso en Sym(w).
Demostracién. Sea G < Sym(w) como en el teorema 3.25 y sea
Y. ={A: A esfamiliacasiajenay Ac A< {f[A]: fe G} C A}

Segun el teorema 3.25 ¥ # (). Ademds (3, C) es un orden parcial. Sea
C C ¥ una cadena, queremos ver que |JC € %, la cual serfa una cota
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superior para C. Segun la proposicién 1.8 | JC es una familia casi ajena,
ahora, si A € |JC, entonces existe A € C tal que A € A, entonces {f[4] :
f € G} € A C |JC. Entonces segtin lema de Zorn, existe A, maximal
en (3, C). Supongamos que Ay no es maximal como familia casi ajena,
entonces existe X € [w]“ tal que {X} U Ay es familia casi ajena. Segtn el
teorema 3.25, existe Y € [X]“ tal que {f[Y] : f € G} es familia casi ajena,
noétese que también {Y'} U A, es familia casi ajena pues Y C X. Basta
demostrar que A" = Ay U {f[Y] : f € G} es familia casi ajena pues en
este caso A" € ¥y Ay & A’ contradiciendo la maximalidad de Ay. Sean
A,Be A, A# Bysuponemos A € Ayy B € {f[B] : f € G}, los otros
casos son inmediatos pues tanto .4, como { f[Y] : f € G} son familias casi
ajenas. Existe f € G tal que B = f[Y], como f es biyeccién también f~! lo
es, por lo tanto
AN fIY)l =1 AInY|="0,

pues f1[A],Y € AyU{Y}, 1a cual es una familia casi ajena. Por o tanto A
es una familia casi ajena maximal tal que A € Ay siysélosi {f[4] : f €
G} C Ay, entonces G C Inv(Aj), como G es denso en Sym(w), también
Inv(Ayp) lo es. v
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Capitulo 4

Normalidad de los V-espacios

4,1. Introduccion

eremos bajo qué condiciones un V-espacio resulta ser normal. Merece
V un capitulo aparte pues tiene que ver con un problema famoso, de
hecho, en su momento considerado entre los problemas principales de la
topologia general, a principios del afio 1930. El problema es conocido co-
mo el problema de Moore.

Los espacios de Moore son la abstracciéon de un espacio métrico. Estos
espacios se llaman asi en honor a R. L. Moore quien los introdujo por el
afio 1932.

Para una familia 4/ C P(X) y un z € X usamos la notacién St(z,U) =
U{U € U : xz € U}, llamado el conjunto estrella de z respecto a la familia
Uu.

Definicién 4.1 Un desarrollo para un espacio topoldgico X es una familia
{U; : i € w} donde cada U; es una cubierta abierta de X tal que si x € X,
entonces {St(x,U;) : i € w} es una base local en z. Un espacio de Moore es un
espacio regular que tiene un desarrollo.

Proposicién 4.2 Todo espacio métrico es un espacio de Moore.
Demostracién. Sea (E, d) espacio métrico, si B(z, ) denota la bola de ra-

dio r centrada en = € E, ie. B(xz,r) = {y € E : d(y,z) < r}. Entonces
la familia de los &; = {B(x,1/i) : * € E} para cada ¢ € w componen un

39
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desarrollo para el espacio E. Es claro que cada U; es una cubierta abierta
para I. Ahora, si tomamosun z € F,

St(x,u) = | J Bly.1/i) = B(x,2/i).

yE€B(z,1/7)

Entonces {St(x,U;) : i € w} es una base local de x. v

Por el afio 1933 un estudiante de Moore anuncio la siguiente pregunta:
¢ Es metrizable cualquier espacio de Moore que es ademds normal?

Moore conjeturd que la respuesta es afirmativa. Por méas de 50 afios,
el problema de Moore fue considerado como el problema mds importante
de la topologia general. Después se demostré que el problema de Moore
es independiente de los axiomas de ZFC. Fue en 1937 cuando Jones hizo
los primeros intentos en demostrar el problema de Moore agregando la
hipétesis 2 < 2“1 a ZFC, en ese afio, se conoce el famoso Lema de Jones,
el cual dice (agregando esa hip6tesis) que todo espacio de Moore, normal
y separable es metrizable.

El siguiente teorema es la respuesta a la pregunta de Moore para el caso
de espacios separables

Teorema 4.3 Los siquientes son equivalentes:
1. Existe un espacio normal, separable y Moore pero no metrizable.
2. Existen QQ-conjuntos.

3. Existe una familia AD tal que V(.A) es normal.

En particular, en este capitulo demostraremos 2. < 3. Veremos algunas
equivalencias de normalidad en U-espacios y no es dificil demostrar que
V(. A) es un espacio de Moore:

Proposicion 4.4 W (.A) es un espacio de Moore.
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Demostracién. Por corolario (2.5) U(.A) es regular. Sea i, = {{A}U(A\n) :
Ae A u{{m}:m e w\Uyca(A\n)}. Entonces la familia {U4, : n € w} es
un desarrollo para ¥(A). Es claro que cada U, es una cubierta abierta para
U(A), demostremos que para cada x € V(A) B, = {St(z,U,) : n € w} es
una base local para z.
Sea z € VU(A), tenemos dos casos:

Casolzx cw:
Paran=x+1,2 ¢ [Jyca(A\n)y porlo tanto St(x,U,41) = {}, entonces
B, es base local para z pues {z} € B, es abierto.

Caso 2z € A:
En este caso St(z,U,,) = {{z}U(z\n)}, entonces B, = {{z}U(z\n) : n € w}
y es también claro que B, es una base local para x.

4.2. Separadores de una familia AD

Empecemos definiendo el concepto de “separador” para una familia casi
ajena, nos servird para dar una equivalencia de normalidad en los W-
espacios.

Definicién 4.5 Sea A una familia AD, sea S C w. Decimos que S es un sepa-
rador de A si para toda A € A tenemos que A C* S0 AC*w)\ S.
S es un separador trivial si 3B € [A]<“ con S =* | B.

Proposicion 4.6 Las siquientes son separadores para cualquier familia AD A.
1. wyl.
2. Apara cualquier A€ A
3. R =" S para cualquier S separador de A.
4. SN, SuUS"yS\ S para cualesquiera separadores Sy S’ de A.

Demostracion. Sea A familia AD.

1. ParatodaAe A, ACwyACw)\0.
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2. SeaB e A,si B= Aentonces BC* A,si B+# Aentonces BNA=*{)
por lo tanto B C* w \ A.

3. Sea A € A como R =" Sexisten G1,Gy € [w|<,con R\ S =G,y
S\R = G,.51 A C* Sentonces A\ R C* S\ R = G entonces A C* R.
SiAC*w\ Sentonces A\ (w\R) C* (w\S)\ (w\R)=R\ S =G,
por lo tanto A C* w \ Ry asi, R es un separador de A.

4. Hagamos s6lo el caso S N S’ los otros son andlogos; F'y G’ denotan
elementos de [w|<¥,sea A € A
Caso1 A\ S=FyA\S =G.
Entonces A\ (SN S’) = F UG porlo tanto A C* SN S".
Caso2ANS=FoAnS =dG.
Entonces AN (SNYS) = FNGporlotanto A C* w\ (SN S, asi,
SN S’ es un separador de A.

4.3. Normalidad en los V-espacios.
Ahora damos una equivalencia de normalidad para los espacios V(.A).

Proposicion 4.7 V(A) es normal < VB C A existe S separador de A tal que
VAe BAC* Sy paratoda A e A\B, AC*w\S.

Demostraciéon. (—) Sea B C A como By A\ B son cerrados ajenos existen
Up, U 4\ abiertos ajenos que los separan respectivamente. Sea S = Uz Nw,
demostremos que S separaa By A\ B. Sea A € B como Up es abierto
existe F' € [w]<“ tal que {A} U (A\ F') CUp, entonces A\ F CUgNw =195
por lo tanto A C* S.
Sea A € A\ B, como U\ p es abierto existe G € [w]<* tal que {A} U (A \
G) € Uqp entonces A\ G C U Nw, como Us NUnp = () entonces
UppNw Cw\ (UsgNw) =w)\ S, porlotanto A\ G C w\ S, de modo que
ACrw)\S.
Asi, S es un separador de By A\ B.

(<) Sean F;,F, C ¥(A) dos cerrados ajenos. Los podemos escribir
como

flzBlLJNl Yy fQZBQUNQ

donde Bl, BQ - A y Nl, N2 C w.
Si By = 0 o B, = () entonces F; y F» pueden separarse por abiertos ajenos,
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pues en el caso de que B; = () entonces F; C N; y Fo C ¥(A) \ Ny, similar
si Bg = @

Supongamos pues que B; # () # B,, por hipétesis para B; C A existe
S C wseparador tal que VA e By AC* SyVAe A\ B, AC*w)\ S.Sea

U=F1U(S\Ny)=BU(NLU(S\ Na)),

demostremos que U es abierto y cerrado, seaz € U,siz € N;U(S\N2) Cw
entonces {z} es abiertoy z € {z} C U.Si x € B; entonces por hipétesis
x C* Si.e., existe ' € [w]<“ con

t\FCS (4.1)

ahora, |z N N3| < w pues de no ser asi A \ F; no seria abierto, por lo tanto
existe G € [w]<¥ con (z \ G) N N, = (), es decir,

z\G Cw\ Ny (4.2)

de (4.1) y (4.2) se sigue que z \ (FUG) C S\ Ny, entonces = € {z} U (z \
(FUG)) € BiU(S\ Ny) CU,donde {z} U (z\ (F'UG)) es un abierto
béasico, vecindad de z, por lo tanto U es abierto.
Ahora,

WA\ U = (T(A)\ F) O (@ (5 N)),

es interseccion de dos abiertos ya que F; es cerrado y w )\ (S'\ V2) es abierto
por ser subconjunto de w, por lo tanto I/ es un cerrado.

Asi, U y A\ U son abiertos ajenos que separan a F; y F, respectivamente.
Con todo, ¥(A) es normal. v

Corolario 4.8 Si A es una familia AD se cumplen.
w 2MI > 29— W (A) no es normal.

s Aes MAD — U (A) no es normal.

Demostracion.

m Sea S = {S C w: Sesseparadorde A} sea F' : S — P(A) con
F(S) ={A e A: A C" S} tenemos que |S| < 2¥ y por hipétesis
|P(A)| = 24 > 2¢. Entonces F no es sobre, por lo tanto existe B C A
tal que ningtin separador de A separa a 3 de A \ B, entonces por la
proposicién anterior ¥(.A) no es normal.
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= Sea B C A con |B| = w. Queremos probar que no existe S separador
de A que separe a B de A\ B, supongamos que si existe dicho sepa-
rador S, enumeremos a B, B = {A,, : n € w} y sean

rg € SNA
xr, € SmAl\Ao
To € SﬂAQ\A()UAl

T, € SNAN\Upen Am

Sea A = {z, : n € w} C Sy porlo tanto |A N B| < w para toda
B € A\ By por construccion |4, N A| < w para toda n € w, de modo
que A no puede ser maximal ya A U {A} es familia AD con A ¢ A.
Contradiccion. Por lo tanto ¥(.A4) no es normal.

v

Vemos ahora como aparecen las extensiones de funciones sobre espa-
cios de Mréwka-Isbell, el teorema es el siguiente. Notemos que A C V(A)
como subespacio es discreto y por lo tanto cualquier funcién f : 4 — X
es continua.

Teorema 4.9 Sea A una familia casi ajena. Los siguientes son equivalentes

1. W(A)esnormal
2. Cada f : A — 2 tiene extension completa
3. Cada f : A — R tiene extension completa.

Demostraciéon.

1. — 3.

Sea f : A — R funcién cualquiera, notese que f es continua y que A C
U(A) es cerrado, entonces por teorema de extensién de Tietze, existe F :
U(A) — R continua que extiende a f.

3. — 2.

Es inmediato.

2. — 1.

Sea B C A cualquiera y sea f : A — 2 definida como

0 siAé¢nB
f(A>:{ 1 sidekB.
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Por hipétesis existe F' : ¥(A) — 2 continua que extiende a f. Sea
S=F'{1}]Nw.

Si A € B, entonces F(A) = f(A) = 1y de la continuidad de F' tenemos
AC*S.SiA e A—B,entonces F'(A) = f(A) =0yenestecaso A C* w—S.
Entonces, segin proposicién 4.7, V(A) es normal. v

N —

4.4. El teorema de Luzin

Uno de los primeros resultados sobre familias casi ajenas fue el sigui-
ente teorema de N. Luzin. El teorema dice, en particular, que en ZFC hay
U-espacios de cardinalidad w; que no son normales.

Teorema 4.10 (LUZIN) Existe una familia AD A, |A| = w, tal que para cada
B,C € [A]“" ajenos, no existe S separador de A que separe a B de C.

Demostracién. Construiremos de forma recursiva una familia A = {A, :
a <w} C [w]” AD con la siguiente propiedad:

Voo <wi Vn € w({B < a: |4 N Ag| < n} es finito). (4.3)

Después supondremos la existencia de dichos separadores para llegar a
una contradiccién con ésta tltima propiedad de A.

Los primeros w A, los definimos simplemente como una particién de w en
conjuntos infinitos !, esto es {4, : n € w} C [w]¥ con A, N A,, = () para
todom,n € w,m#nylU,e, An = w.

Sea a, w < o < wy, suponemos que ya hemos construido {43 : § < a} 'y
queremos construir A,. Puesto que § < a < w; entonces {43 : < a} es
numerable y lo podemos escribir como

{Ag: B <a}={C,:new}.

Del hecho que C;,, N C,, € [w]<* para cualesquiera m,n € w con m # n,
para cada k € w podemos conseguir Fj, € [w]<“ tal que

1 |F|>k+1,

1Como se hizo en el ejemplo 1.4.
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2. F,CC\U.,C:

Hacemos A, = |, Fn Y sea f < o, entonces Ag = C,,, para algtn ng € w
y
AgNAa=Con|JFC |J F

=) i<ng

por lo tanto A, N Az =* (). Ademas,

Foy CCun | JE CAsn|JF =404,

i<ng €W

de modo que
|Ag N Aa‘ > ng + 1. (4:4)

esto nos garantiza que para cada § < ay paracadan € w {8 < « :
|AgN A,| < n} es finito?, hemos pues conseguido una familia AD A como
queriamos.

Sean B,C C A no numerables ajenas y supongamos que existe S que sep-
araa By C, de modo que

VBeB BC*S, (4.5)
VCeC CCw)\S. (4.6)

Puesto que, para todo A € B existe [y € [w]<“ con A\ S = F4 y como
|[w]<“| = wy |B|] > w, entonces por el principio de las casillas, existen
F € [w]<¥ y B’ C Bno numerable tal que

VBeB BCSUF, (4.7)

Como B’ y C son no numerables, existe « < w; tal que A, € Cy Z =
{8 < a: Ag € B'} es infinito, de la ecuacion (4.6) existe un conjunto finito
G C wtal que

A, C(w\S)UG. (4.8)

2Sea v, < a con A,, = Cy, entonces por ecuacién (4.4) |[A,, N Ag| > k+1, por lo tanto
{<a:|AgNAy <n} C{y:k<n-1}

3Como |B'| > w, tomamos Z = {3 < a : A, € B} infinito numerable, como |C| > wy
Z es numerable existe a > sup Z con A, € C.
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Entonces, de ecuacioén (4.7), para cada 5 € Z,
AsNAL,C[SUFIN[(w\S)UG] C FUQG. 4.9)

Digamos que |FUG| = n € w, entonces [{§ < a : |[AgNA,| <n}| =|Z]| = w,
contradiciendo la propiedad (4.3) con la que se construy6 A. v

4.5. Subéarboles de 2<%

En este apartado nos restringiremos a una clase natural de familias
casi ajenas donde normalidad se puede caracterizar de manera particular-
mente sencilla. Primero introducimos un poco de notacién.

Denotamos por 2" al conjunto de todas las funciones con dominio n &
w 'y codominio 2. Definamos ademas

2w — U ",

new

Este conjunto lo podemos representar por un &rbol binario como el de la
figura 4.1 Cada nodo de un nivel [ representa las distintas funciones que
podemos tener con dominio /.
La linea de abajo, en esa figura, representa el conjunto 2* de las funciones
con dominio w y codominio 2.

Asi, el arbol entero sera 2<“ U 2¥. Ayudados de este conjunto podemos
darle una topologia a 2* como sigue.*

U C 2¢ es vecindad bésica de g € 2¥ < existe N € w tal que

U={fe2:fIN=g[N}.

“Esta topologia coincide con la topologia producto en 2¢. §i U = 2\ x [[, . U; es
un abierto basico en la topologia producto de 2¢, donde cada U; es un abierto del espacio
discreto 2 y F' un finito de w. Sea g € U, entoncescon N = méx F, {f € 2¥: f [ N=g |
N} CU. Reciprocamente, siV = {f € 2* : f | N =g | N} es una vecindad abierta en la
recién topologia de 2, donde N € w.Sea f € V y sea U = 2°\" x [[,_» U; vecindad de
f enla topologia producto, donde F' = N. Entonces U C V.
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Figura 4.1: El nodo 101 representa a la funcién ¢ : 3 — 2 tal que ¢(0) =
1, 0(1) =0, 0(2) = 1. Paracada o € 2<%, 0 : n — 2 existe una infinidad
de funciones f € 2¥ tales que f [ n = 0.

Estos bésicos se ven como pequefios “conos” con el vértice sobre g | N €
2<“ en el nivel N del drbol y con base en U.

Note ademads que dados dos basicos U, V estos son ajenos o alguno esta con-
tenido en el otro. Esto implica que los abiertos basicos también son cerra-
dos.

Para un f € 2¥ definamos Ay como el conjunto de todas las funciones
que son todas las posibles restricciones de f, esto es:

Notacién 4.11 Paraun f € 2¥ usamos: Ay = {f [ n:n € w} C 2<¥. Ademads,
paraun X C 2¥ infinito, Ax = {A;: f € X} C [2<¢]“.

Proposicion 4.12 Para cualquier conjunto infinito X C 2¥, Ax C [2<¥]“ es
una familia casi ajena® basada en 2<%

Demostracién. Sea X C 2¢ infinito y sean Ay, A, dos elementos distintos
de Ax, entonces f # g, esto es, existe N € w, N > 0 tal que f(N) # g(N)
esto implica que f [ n # g | n paracadan > N, entonces |[A; N A | < NV

Definicién 4.13 Un conjunto infinito X C 2 es un Q-conjunto si para cada
Y C X, Y seescribe como unién numerable de cerrados en X (Y es F,. en X).

°En nuestra definiciéon de familia casi ajena ésta es subconjunto de [w]*, note que
|2<¥| = w.
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De forma andloga, como lo hicimos con A C [w]*, le podemos asociar
una topologia (V(Ax) := Ax U2<¥) ala familia Ay, paraun X C 2“.

Para o € 2<“ los puntos serén aislados, para Ay € Ax tenemos N4, =
HA U A\ F) s F e [Af]=)

Teorema 4.14 V(Ax) es normal < X es Q-conjunto.

Demostraciéon. (—) Sea Y C X entonces Ay C Ay, como ¥(Ay) es nor-
mal, por la proposicién (4.7), existe S C 2<“ que separa a Ay de Ax \ Ay.
Sin perdida de generalidad supongamos que para todo Ay € Ay (6 Vf €
Y)A; C* Syparatodo Ay € Ax \ Ay (6Vf e X \Y) Ay C* 25\ S.

En este caso

Y = {feX: Ajc Ay} ={feX A 5}
= {feX:InewVk>n(flke)}

= Unewmk>n{f S X : f ”f € S}
= UnEw mk>n UUGZ"‘QS{f €X: f [ k= U}'

Donde {f € X : f | k = o} es un bésico, por lo tanto, cerrado-abierto,
asi, Y es unién numerable de cerrados, entonces X es Q-conjunto.

(<) Sea B C Ax entonces B = Ay paraY = {f € X : A; € B}. Como
X es un Q-conjunto entonces Y = ., Frn y X\ Y = U,,c, Hn con F,,, H,
cerrados de X.

Definamos de forma recursiva los siguientes conjuntos

Ag={fIn:feF,new}t 2
By={fIn:fe€H),necw}\A.

yparak € w

A ={fIn:f€Fu, newk\ B,

J<k
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Buw={fIn:feHu,ncw}\ [J 4

J<k+1

Afirmacion:

S = U Ay es un separador de A que separa a B de Ay \ B.

kew

Tenemos que demostrar que Ay C* S para cualquier Ay € Bademdas Ay C*
2<%\ S para cualquier A; € Ax \ B.

Demostremos sélo la primer parte, la segunda es similar.

Sea A € Bentonces f € Y =, Fj. Tenemos que demostrar que existe
Newtalque f [ k€S =U,A; paratodak > N.Seany= min{m :
f € F,}, entonces, es suficiente demostrar que existe N € w tal que f |
k € An, paratodak > N.Pero f [ k € A, siysolosi f [ k ¢ ;.,, Bj por
lo que definitivamente habrd que demostrar que:

Existe N e wtalque f [ k ¢ U B; paratoda k > N.

Jj<no

Como f € Y entonces f ¢ U, Hj, asi, f ¢ U, H; € X \Y, cada H;
es cerrado por lo que H := |J;_, H; es un cerrado en X entonces existe
V C X \ H vecindad de f, esto es, existe N € w tal que

V={ge2”:g| N=fIN}

De ésta forma, sig € 2 estalque g | N = f | N entonces g ¢ H pues
V C X\ H Entoncessik > Nyge 2¥estalqueg [ N =f [ N —
g ¢ H; paratoda j < no.
Asipues,sik > Nyj<no— f[k¢ B;. Entonces

flk¢ U B; paratodak > N,

j<no

esto es a lo que querfamos llegar. v

La siguiente proposicion dice, que los V-espacios del tipo V(Ax) ge-
neran de forma proyectiva a todos los V-espacios que ya conociamos.

Proposicion 4.15 Para cada A C [w]® familia AD existe X C 2“ y existe f :
U(Ax) — V(A) funcion continua, sobreyectiva, tal que f [ Ax es inyectiva.
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Demostracion. Sea X = {x4 € 2¥: A € A}.
Donde x4 : w — 2 es la funcién caracteristica, se define como:

0 siad¢ A,
XA(n)_{l sia € A.

Ahora, sea f : U(Ax) — V(A) tal que

f(Ay,) = Aparatodo A, € Axy

para todo o € 2<¥

(o) = max{n € w:o(n) =1} sies posible,
7773 0 en otro caso.

Afirmacion: f es sobreyectiva:
ParaAec ACY(A) f(A,,) =Adonde A,, € U(Ax).
Paran € w C VU(A). Seac:n+1— 2talquec(n) =1. Asioc € U(Ax)y
f(o) =n.

Afirmacion: f | Ax es inyectiva.
Sean A, ,,A,, € Ax tales que f(A,,) = f(A,,) entonces A = B por lo
que Ay, = Ay,

Afirmacion: f es continua.
Basta probar que la imagen inversa de las vecindades es abierta. Sea n €

w C U(A) entonces
“1({n}) = {0 € 2% : n = méx{k € dom(o) : (k) = 1}} C 2<¥
es abierto pues 2<“ es discreto.
Ahora, sea A € A C ¥(A) entonces para un finito /' C A

T{AUANF) = T {ADH U fTHANE)
“{Aahu U reh) = {Auu

neA\F

U Hoee2iomy=13u | [) {o€2:0(n)=10()=0}

neA\F k>n+1n<j<k



52 4.5. Subarboles de 2<¥

={A, U | {oe2o(n)=1}ucC

neA\F

donde C = U,c ap Upsnir Nucjerlo € 28 1 0(n) = 1,0(j) = 0} es un sub-
conjunto de 2<“ y por lo tanto abierto.

Note ahora que n € A\ Fimplica x4 | (n+1) € {0 € 2" : g(n) =1},
asi que,

{xal(n+1):ne A\ F}C U {o €2 o(n) =1} (4.10)

neA\F

Pero
{xal(n+1):ne A\ F}=

{xal(n+1):neAf\{xa I (n+1):neF}=A,,\G,

donde G es un finito de 2<“. Entonces de la ecuacién (4.10)

AL \GC U {oc €2 q(n) =1}

neA\F

De modo que podemos escribir

FHAYUANF) = {A U | (A \ G U | foe2o(n) =1} uC,
neA\F

donde {4, ,} U (A, \ G) es un abierto basico de V(.Ax), el resto un sub-
conjunto de 2<“ y por lo tanto abierto también en V(. Ax). v



Apéndice A

Nociones basicas de la teoria de
conjuntos

uchos de los siguientes resultados y definiciones se encuentran en
la mayoria de los libros de teoria de conjuntos, por lo que sélo se
demostrardn algunos de los resultados aqui mencionados

A.1. El Lema de Zorn

Definicién A.1 Sea un conjunto X no vacio y sea R una relacion (R C X x X)
tal que

1. Paratodo x € X, xRx', R es reflexiva.
2. Paratodo x,x’ € X, xRx' y 2’ Rx implica x = x/, R es antisimétrica.
3. Paratodo x,2’,2" € X, xRx y «’' Rx" implica xRx", R es transitiva.

Entonces al par (X, R) se le llama conjunto parcialmente ordenado.

Definiciéon A.2 Sea (X, R) un conjunto parcialmente ordenado y sea Y C X,
decimos que Y es una cadena en (X, R) si para todo y,y' € Y, yRy' o y'Ry.
Decimos que xy € X es una cota superior para Y si para todoy € Y, yRux,,
llamamos a un yy € Y elemento maximaldeY en el orden R, sinoexistey € Y

tal que yoRy y yo # .

!Para una relacién R, xRy es una forma abreviada para decir que (z,y) € R.

53
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Lema A.3 LEMA DE KURATOWSKI-ZORN
Cualquier conjunto parcialmente ordenado y no vacio en el cual toda cadena tiene
una cota superior tiene elemento maximal.

A.2. Filtros, ultrafiltros e ideales

Definiciéon A.4 Sea X un conjunto no vacio, decimos que F C P(X) es un
filtro basado en X (o sobre X) si se cumplen:

= )¢ F, XeF.
» S5i A, B € Fentonces ANB € F.
» SiAe FyAC B C X entonces B € F.

Ejemplo A.5 Sea X un conjunto no vacio infinito, entonces la coleccion de sub-
conjuntos cofinitos de X es un filtro en P(X).

Definiciéon A.6 Una familian 7 C P(X) es un filtro maximal o ultrafiltro
sobre X si es un filtro y cualquier otro filtro F' sobre X tal que F C F' se tiene
que F = F'.

Definiciéon A.7 Un filtro F C P(X) es principal si existe p € X tal que
F ={A C X : p € A}. Un filtro principal es siempre un filtro maximal,
llamamos a éste ultrafiltro principal.

Definicién A.8 Llamamos ultrafiltro libre a cualquier ultrafiltro que no sea
principal.
De la definicién anterior es inmediata la siguiente observacion:

Observacion A.9 U es un ultra filtro libre < (U = 0.

Observacion A.10 Sea U C P(X) un ultrafiltro libre, entonces X \ F € U
para cada F € [X]<“ y por lo tanto F' ¢ U para todo F € [X]<.

Demostracién. Sea p € X, como U es libre existe A € U, A # X tal que
p ¢ Aentonces A C X \ {p} asi que X \ {p} € U, puesto que U es cerrado
bajo intersecciones se sigue que X \ F' € U para cada F' € [X]<“. v
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Proposicion A.11 Sea F' = {F;, C P(X) : i € I} una coleccién de filtros
basados en X # (), entonces (| F' es un filtro sobre X.

Demostracion. ) ¢ (Fy X € (\Fpues® ¢ F,y X € F, paratodai € I.
Sean A, B € (| F,estoes, A, B € F, paratodai € I, porloque AN B € F,
para toda i € I, entonces AN B € () F.

SiAe()Fyexiste Btalque A C B C X, entonces A € F; paratodai € I,
como B es tal que A C B C X, se tiene que B € F, para toda i € I, esto
es, Be(F. v

Proposicion A.12 Sea C = {F; C P(X) : i € I} una cadena® de filtros
basados en X # (), entonces | J C' es un filtro sobre X.

Demostracion. ) ¢ | JCy X € |JC pues() ¢ F;y X € F, paratodai € I.
Si A,B € |JC entonces A € F;, B € F; para algunos i,j € . Sin per-
dida de generalidad supongamos que F; C F;. Asi A, B € F;, entonces
ANBe Fjestoes ANBe|JC.

Si A e |JCyexiste B tal que A C B C X entonces A € F; para algtn
i € I'ycomo Bestalque A C B C X entonces B € F; para algtn i € [
entonces B € |JC. v

Teorema A.13 Todo filtro se puede extender a un ultrafiltro.

Demostracién. Sea X un conjunto no vacio y sea F un filtro sobre X, sea
ademds O = {G : Gesunfiltrosobre X y F C G}, O # 0 pues F € O,
demos a éste conjunto el orden de la contencién, (O, C) es un conjunto
parcialmente ordenado, y para cualquier cadena C C O el filtro | JC es una
cota superior. Entonces se satisface las condiciones del Lema de Zorn, por

lo que O tiene un elemento maximal, el cual es un ultrafiltro que extiende
aF. v

Proposicién A.14 Los siquientes proposiciones son equivalentes:

1. U es ultrafiltro sobre X.

2Dados 2 filtros de C uno de ellos esta contenido en el otro.
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2. SiAuBecUentonces AcUUoBecl.
3. Paratoda {A, : n < m} particion de X 3In tal que A, € U.

4. Paratoda A€ Uycada B C A, tenemos que BelU 6 A\ B €U.

Demostracién. Demostremos un poco més de lo necesario.
(1 — 2)Sean A, B C X tales que AU B € U y supongamos que A ¢ U y
Bé¢Uu.
Sea
U ={Y CX:AUY eU}.

SiY € U, entonces Y UA € U;luego Y € U' yasid C U'. Puesto que
B e U'\ U entonces U C U'. Basta con demostrar que U’ es filtro pues esto
contradice el hecho de que I/ es maximal.

Esclaroque0 ¢ /'y X eU' pues AUD=A¢UYyAUX =X € U.
SeanY,Z € U, entonces AUY, AU Z € U, entonces (AUY )N (AU Z) =
AU(YNZ)eU,entoncesY NZ €U

Finalmentesi Y € U’ y existe B C X talque Y C B, entonces AUY €Uy
también AUY C AU B € U por lo que B € U'. Es pues U’ un filtro.

(2 — 1) Suponemos que para un filtro U/ en X se cumple que si AUB €
U entonces A € U o B € U. Demostremos que U es ultrafiltro.
Sea U’ un filtro tal que i/ C U’ y sea Y € U’ entonces Y C X por lo que
YelUoX\Y elU,puestoque X \Y ¢ U'yU C U entonces X \Y ¢ Uy
asi, necesariamente Y € U, entonces U’ = U, esto es, U es filtro maximal.

(2 — 3) Sea {A4,, : n < m} particién de X. Como Ay U [UZ’:IIAJ =
X € U, entonces Ay € U o J']' A € U si Ay € U ya acabamos, y si
U™," A; € U estamos en el caso inicial con un indice menos, puesto que el
conjunto de indices es finito tenemos que terminar en no més de m pasos
para conseguir un A; € U.

(3 — 2) Supongamos que AU B € U entonces {A, B\ A, X \ (AU B)}
es una particiéon de X. Puesto que X \ (AU B) ¢ U entonces A € U o
B\Ae€U.SiAelUyaacabamosysi B\ A€ U entonces B\ AC Bell.

(2 —>4)SeaAecUyseaB C Apuestoque BUX \ B =X €U en-
tonces Beldo X \ BeU.SiB €U yaacabamosysi X \ B € U entonces
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AN(X\B)=A\BeU.

(4 — 2)Sea AUB € U, como A C AUB, entonces A € Y 6 AUB\ A € U.
Si A € U ya acabamos y en el otro caso B\ A = (AU B) \ A € U, entonces
B\ACBEeU. v

Proposiciéon A.15 Sea X un conjunto infinito. Sild es un ultrafiltro libre basado
en X, entonces |A| > w para toda A € U.

Demostracién. Supongamos que no, i.e. existe A € Y con1 < |[A] < w (4
no puede ser un solo punto porque U es un ultrafiltro libre). Sea A, € U
tal que 1 < |Ay| < |A| paratoda A € U y escojamos un Z, € U tal que

|Zo N Ap| < |Z N Ap| paracada Z € U. (A.1)

Entonces tenemos que {B C X : Z;N Ay C B} = U.? Pero un conjunto
asi no puede ser maximal ya que para una € Zy N Ay (]Zy N Ag| > 1 pues
U es ultrafiltro libre), U’ = U U {Zy, N Ay \ {a}} es filtro con U & U’ pues
ZyN Ag\{a} ¢ U, contradiccion, pues U no serfa un ultrafiltro. v

Proposiciéon A.16 Sea X conjunto infinito, sild es un ultrafiltro libre basado en
X, entonces para toda A € U, A\ F € U para cualquier F' conjunto finito.

Demostracién. Sea A € U y supongamos que no, i.e. A\ F' ¢ U implica
X\(A\F)=(X\A)UF €U, como A € U, entonces AN[(X\A)UF]| €U,
entonces A N F' € U contradiciendo la proposicién anterior. v

Definicién A.17 Sea X un conjunto no vacio, decimos que T C P(X) es un
ideal basado en X (o sobre X) si se cumplen:

" 0eZ, X¢1.
m Si A, B € Tentonces AUB € 1.
» SiAeTyB C Aentonces B € 1.

Observacién A.18 Si F es un filtro en X entonces el dual F* = {A C X :
X\ A € F}esunideal en X. El dual de un ideal es ademds un filtro.

3De la definicién de filtro {B C X : ZoN Ay € B} CU,seaY € U y supongamos que
ZoN Ay €Y, entonces |(ZoNY) N Ag| = [(Zo N Ag) NY| < |Zy N Ap|, contradiccioén! con
afirmacion (A.1), porlotantod C {BC X : ZyN Ay C B}
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A.3. Ordinales y cardinales
Definicién A.19 Un conjunto o es un ordinal si satisface ambas condiciones
s Six € q,entonces x C «

m Siz,y € o, entoncesr € ydoyecxdxr =y

La clase de todos los ordinales, denotada por ON, estd bien ordenada
por la inclusién, por lo que todo ordinal es igual al conjunto de todos los
ordinales menores que él.

Teorema A.20 Cualquier conjunto bien ordenado es isomorfo a un tinico ordi-
nal.

Para todo @ € ON el conjunto o + 1 = o U {a} es un ordinal y es
llamado el sucesor inmediato de a. Los ordinales que no son de la forma
a + 1 son llamados ordinales limites.

Definiciéon A.21 El ordinal infinito mds pequefio es denotado por w y es cono-
cido como el conjunto de los niimeros naturales.

Cada subconjunto A C ON tiene un supremo y un infimo, a saber:
supA=JAeinf A=A

Definicién A.22 Un ordinal k € ON es llamado un cardinal si para cada
a < kK no existe funcion inyectiva f : o — k.

Teorema A.23 Para todo conjunto A existe un tinico cardinal « tal que existe
biyeccion f : A — k, en este caso escribimos |A| = k. En este caso decimos que
A tiene cardinalidad k.

Definicién A.24 Decimos que dos conjuntos Ay B tienen la misma cardinali-
dad si existe un cardinal « tal que |A| = k = | B|. Decimos que un conjunto F es
finito si |F'| = n para algiin n € w, en caso contrario decimos que X es infinito.
Si X tiene cardinalidad igual que w, decimos que X es numerable.



A. Nociones basicas de la teoria de conjuntos 59

A.4. Textos de referencia para teoria de conjun-
tos

Los siguientes son algunos de los libros donde se pueden consultar las
demostraciones de los teoremas de éste apéndice.

1¥° Fernando Herndndez H. Teoria de conjuntos, Aportaciones matemati-
cas, 1998.

=" N. Bourbaki. Elements of mathematics. Theory set, Addison-Wesley, 1968.

=" N. Brunner. The axiom of choice in topology, Notre Dame J. Formal Logic
24 (1983) 305-317.

15K, Kuratowski, A. Mostowski, Set theory and Logic. Studies in Logic and
Foundations of Mathematics, North-Holland, 1968.

15 Kenneth Kunen, Set Theory -An introduction to independence proofs. Nor-
th-Holland, New York, 1980.

1="W. W. Confort, S Negrepontis. The theory of ultrafiltres, Springer-Verlag,
1974

i=°H. B. Ederton. Elements of Set Theory, Academic Press, 1977



Apéndice B

Nociones basicas de topologia

os teoremas siguientes se encuentran en la mayoria de los titulos de
topologia general, puede consultar su demostracioén en los textos de

referencia citados al final de este apéndice.

B.1.

Definiciones

Definicién B.1 Sea X un espacio topolégico

1.
2.

N

Y C Xesdensoen XsiY = X.

U C P(X) una coleccién de abiertos en X es una base local de x € X si
para cada U vecindad abierta de x existe V € U tal que v € V C U.

X es primero numerable si para cada x € X existe una base local nume-
rable de x.

X es segundo numerable si X tiene una base numerable.
X es separable si existe un subconjunto Y C X denso y numerable.
X es 0-dimensional si tiene una base de cerrados-abiertos.

O C P(X) es una cubierta abierta para Y C X si O es una coleccion
de abiertos de X tales que Y C |J O, decimos ademds que U C O es una
subcubierta de O para Y si U es a su vez una cubierta abierta para Y.

X es compacto si toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita.

61
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B.2. Teoremas y proposiciones

10.

11.

12.

13.

14.

X es Lindelof si toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta numera-
ble, decimos que es hereditariamente Lindelof si cualquier subespacio de
X es Lindelof.

X es localmente compacto (loc. comp.) si para toda © € X existe E
compactoy V € N, conV C E.

X es completamente regular (T} 1 ) siparacada v € X yU € N, existe
una funcion continua f : X — [0,1] tal que f(x) =0y f[X \ U] = 1.

X es normal si para cada par de cerrados ajenos F', G C X existen abiertos
ajenos U,V C X talesque F CUy G C V.

X es numerablemente compacto (num. comp.) si cada cubierta abierta
numerable de X tiene una subcubierta finita.

X es pseudocompacto si toda funcion continua f : X — R es acotada.

B.2. Teoremas y proposiciones

Proposicién B.2 Un espacio topoldgico Ty X es loc. comp. si y solo si para toda
x € X existe V € N, tal que V' es compacto.

Teorema B.3 Un espacio topoldgico T y localmente compacto es completamente
regular (T3%).

Teorema B.4 En un espacio métrico X son equivalentes.

1.
2.
3.

X es separable.
X es Lindelof.

X es 2% numerable.

Proposiciéon B.5 Si X es num. comp. Entonces X es pseudocompacto.

Teorema B.6 Sea X un espacio topolégico. Son equivalentes

1.
2.

X es numerablemente compacto.

Cada subconjunto infinito de X tiene un punto de acumulacion.
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3. X No tiene subespacios discretos cerrados infinitos.

Teorema B.7 DE “METRIZACION”DE URYSOHN
En un espacio topolégico X Ty, los siguientes son equivalentes

1. X esregular y sequndo numerable.
2. X es separable y metrizable.

Definicion B.8 Decimos que (K, h) es una compactacion de un espacio topo-
légico X si.

1. K es compacto Hausdorff.
2. h:X — K esunencaje (ie. h : X — h[X] es homeomorfismo.)

3. h[X]esdensoen K.

Observaciéon B.9 Si X tiene una compactacion entonces X es completamente
regular Hausdorff. i.e. X es Tj.

Teorema B.10 COMPACTACION POR UN PUNTO
Si un espacio topologico X que es localmente compacto, Hausdorff y no compacto,
entonces el siguiente espacio es una compactacion por un punto de X:

AX) =X U{x}, x¢ X
cuyas vecindades son: Para los puntos de X las que yateniayV e N, &+ €V
y X \ 'V es compacto.
A A(X) se le conoce como la compactacion de Alexandroff.

B.3. Textos de referencia para topologia

Los siguientes son algunos de los libros donde se pueden consultar las
demostraciones de los teoremas de éste apéndice.

1= Engelking, R. General Topology, Berlin, Heldermann Verlag, 1989.

1z Garcia-Maynez, A. y Tamariz, A. Topologia General, México, Porraa,
1988.
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=" Nagata, ]. Modern General topology, Amsterdam, North-Holland, 1985.

1z Willard S., General Topology, Adisson-Wesley, 1970

=" Lipschutz S., Topologia General. Teoria y Problemas, McGraw-Hill (serie
Schaum). 1970.

1= | . Margalef, E. Outerelo, J.L.Pinilla: Topologia (5 vol.) Ed. Alambra, 1975-
1982.
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