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Introduccion

El presente trabajo servird de consulta para aquellas personas que necesiten profundizar
en el conocimiento del Algoritmo Entero-Mixto de Gomory, mismo que consta de cuatro

capitulos.

En la mayoria de los problemas que plantean los sucesos de una organizacion, las
soluciones son innumerables, porque las variables son muy numerosas y por lo general toman
un gran nimero de valores. Este aspecto combinatorio de los diversos elementos de una

organizacion, es afrontado particularmente por la investigacion de operaciones.

La investigacion de operaciones clasifica la relacion que existe entre las diferentes
alternativas de accidn, determina sus posibles resultados, e indica cudl es la mds efectiva

desde el punto de vista de la meta y objetivos de la compaiiia.

La investigacion de operaciones ha sido aplicada virtualmente en todo tipo de
organizaciones tanto industriales como gubernamentales. Se ha usado ampliamente en la
planeacion de inversiones, industria del petréleo, del papel, quimica, en el procesamiento de
metales, hule y derivados, transporte y distribucion de mercancias, mineria e industrias

fabriles.

En el capitulo 1 se da una breve explicaciéon del surgimiento y desarrollo de la
investigacion de operaciones. Se define la metodologia que sigue la investigaciéon de
operaciones. Asi como las componentes de un problema de programacion lineal y se expone

el método simplex, algoritmo mas comun para resolver problemas de programacién lineal.

El capitulo 2 estd dedicado a la programacion entera, en la cual se describen las
aplicaciones de la misma. Ademads se menciona la clasificacion y se da una resefia de los

métodos de solucién para los problemas de dicho tipo.



Un problema entero mixto de Gomory es aquel en el que algunas de las variables son
enteras y otras son continuas. En el tercer capitulo se desarrolla la derivacién del corte, los
pasos a seguir y ejemplos, en los cuales se muestran los posibles casos del Algoritmo Entero-

Mixto de Gomory.

En el capitulo 4 se aplica el Algoritmo Entero-Mixto de Gomory en la coordinacion y
direccién de actividades de una organizacion dedicada a la fabricacion de puertas de tablero,

puertas de persiana, puertas de cocina, molduras para marcos y cortineros.
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Capitulo 1. Introduccion a la Programacion Lineal

1.1. Esbozo de la Investigacion de Operaciones

La investigacidon de operaciones surge durante la Segunda Guerra Mundial en Gran Bretaia,
donde fue convocado un grupo de cientificos de diferentes dreas para analizar la forma en la que

se situaria, moveria y utilizaria la fuerza bélica durante el combate.

A la investigaciéon de operaciones también se le conoce con los siguientes nombres:
Investigacion operativa u operacional (llamada asi en los paises europeos) y Ciencia
administrativa o ciencias de la administracion (expresion preferida por la comunidad de

negocios).

La inminente necesidad de asignar recursos escasos para los distintos procedimientos
militares y encontrar la mejor forma de resolverlos generdé un gran interés en aplicaciones fuera
del campo militar, ya que los problemas eran, en esencia, los mismos que los desafiados por la

milicia pero en un contexto diferente.

A pesar de acreditarle a Gran Bretafa el inicio de la investigaciéon de operaciones como
disciplina, Estados Unidos pronto tomé ventaja. La primera técnica matematica aceptada en la
investigacion de operaciones fue el método simplex desarrollado en 1947 por el matemdtico

norteamericano George Bernard Dantzig.

Diversos factores propiciaron el desarrollo de la investigacion de operaciones, entre ellos se
pueden mencionar: el mejoramiento que se hizo de las técnicas utilizadas en esta drea, la
aparicioén de la computadora electrénica digital y el desarrollo de las computadoras personales

junto con paquetes de software para resolver problemas de investigacién de operaciones.
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Las ventajas de la investigacion de operaciones son: permitir la toma de decision mds
conveniente conforme a los recursos disponibles y a los objetivos que se tratan de conseguir;
lograr la abstraccion los componentes de una situacién para poder estructurarla como un modelo
matematico; y reducir el tiempo de biisqueda de una solucién que se ajuste a los objetivos

propuestos.

Algunos inconvenientes de la investigaciéon de operaciones son: necesidad de realizar
simplificaciones del problema original para poder manejarlo y obtener una solucién; los modelos
consideran por lo general solamente un objetivo mientras que en las organizaciones tienen
multiples metas; casi siempre no se consideran todas las restricciones y no siempre se realiza un
andlisis costo-beneficio de la implantacién de la solucién donde algunas veces el costo originado

por el desarrollo supera a los beneficios.

A continuacion se muestran diversas definiciones de la investigacion de operaciones.

“La investigacion de operaciones es una ciencia en virtud de las técnicas matematicas
incorporadas que presenta y es un arte debido a que el éxito de todas las fases que preceden y
siguen a la solucién del modelo matematico depende en gran parte de la creatividad y la

experiencia de las operaciones del equipo de investigacién.”"

“La investigacion de operaciones es la aplicacion del método cientifico a la toma de
decisiones o a profesiones y abordan la mejor manera de disefiar y operar los sistemas,

normalmente en condiciones donde se requiere la asignacién de recursos escasos.”

“La investigacion de operaciones es la aplicacion, por grupos interdisciplinarios, del método
cientifico a problemas relacionados con el control de las organizaciones o sistemas (hombre-
mdaquina) a fin de que se produzcan soluciones que mejor sirvan a los objetivos de toda la

organizacién.™
-2

1. Taha, H., 1998. “Investigacion de Operaciones. Una introduccién”. Editorial Prentice Hall, México, 944 pp.
2. Maroto, C., 1998. “Investigacion operativa. Modelos, técnicas y software”. Editorial IPN, México, pag. 14.

3. Prawda, J. 1990. “Métodos y modelos de investigacion de operaciones” Volumen I. Editorial Limusa, México, 936 pp.
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Esta dltima definicion es la mds aceptada y de ella se resaltan los siguientes conceptos:

Un sistema esta conformado por subsistemas o partes relacionadas entre si, con una funcién
especifica. Cada parte favorecera el logro de los objetivos del sistema y su efectividad dependerd
de la aportacion de las otras partes, en consecuencia estas no pueden considerarse
independientes. Ademas el sistema interaccionard con el medio ambiente, el cual determinara las

entradas al sistema y recogera las salidas provenientes del sistema.

Una organizacion o estructura real puede ser representada como un sistema. En esta seccion
interviene la participaciéon de los recursos humanos, materiales y financieros; interacciones
controlables (que determinan con exactitud lo que acontecerd) e interacciones no controlables
(que no indican que ocurrird). El comportamiento de cada componente puede controlarse y
modificarse. Este procedimiento afectard directa o indirectamente al resto de sus partes. La
investigacion de operaciones es un procedimiento que permite identificar las relaciones del

sistema que tengan efectos significativos, asi como los elementos controlables asociados.

El objetivo de la investigacion de operaciones es mejorar la efectividad del sistema como un
todo, dada una meta especifica, a través de modelos. Se debe entender completamente el
funcionamiento del sistema ante posibles cambios bajo condiciones que requieren asignar
recursos escasos como lo son: fondos, recursos humanos, tiempo o materias primas. Por ello, es
preciso establecer canales de comunicacién donde fluird la informacién que genere interacciones

entre los componentes.

Los problemas a los que se enfrentan en la actualidad las organizaciones son diversos y de
gran complejidad, por esta razon es necesario tener diferentes puntos de vista de los especialistas.
Debido a la extension del conocimiento en diversas dreas es preferible concentrarse en sélo una
disciplina para obtener mejores resultados. Participantes con diversas formaciones pueden
generar mas de una solucién, en comparacién con grupos de una sola disciplina, y asi
incrementan la probabilidad de éxito, porque el problema es estudiado bajo varios puntos de

vista. Cada individuo intentard hacer una analogia entre el problema y situaciones similares de su
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propio campo para poder aplicar métodos de solucion ya examinados. Estos grupos

interdisciplinarios requieren de coordinacién y comunicacion mediante un lenguaje en comun.

El proyecto de investigacion de operaciones requiere del trabajo en equipo, es decir, en el
que las personas involucradas trabajan en colaboracion. En el equipo debe existir al menos una
persona relacionada con el problema que se analiza para que proporcione conocimientos fisicos y
técnicos sobre el modo actual de operacién. De esta manera los analistas de investigacion de
operaciones aportardn sus conocimientos sobre el modelado, mientras que el cliente contribuird

con su experiencia en la forma de operacion del sistema.

1.2. Metodologia

Las etapas que sigue la investigaciéon de operaciones (figura 1.1) para la resolucién de

problemas, segun el autor Luis Gerardo Sanchez, son:

Observacion

Definicion del problema
Construccién del modelo
Solucién del modelo
Validacién del modelo

Implantaciéon

N o kR

Establecimiento de los controles adecuados

1.2.1 Observacion

El proceso inicia con la identificacion de los hechos relacionados con un problema

establecido. Durante este periodo de orientacién se contempla la realizacién de visitas a las

instalaciones, entrevistas al personal involucrado y la constitucién tanto de lineas de
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comunicacion como de reglas de procedimiento y conseguir asi la informacidn necesaria para el

planteamiento del problema.

Diagrama de la metodologia de la investigacion de operaciones

Fig 1.1 Metodologia de la investigacion de operaciones
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En esta etapa se examinan los siguientes aspectos: el origen del problema, la disponibilidad
de recursos de la empresa, las relaciones del sistema en estudio, la compatibilidad de los
objetivos, las limitaciones tiempo y los logros obtenidos. Durante el transcurso de esta
indagacion se realizardn varias repeticiones del proceso para evitar contradicciones y respuestas

ambiguas.

1.2.2 Definicion del problema

Un problema se presenta cuando el responsable de la toma de decisiones tiene por lo menos
dos alternativas para alcanzar los objetivos y desconoce cudl de los cursos de accién serd mejor

para lograrlos debido a las circunstancias que lo rodean.

Para definir el problema se requiere tener una idea firme de lo que se quiere realmente e
iniciar con la bisqueda de la informacion, sin embargo, en ocasiones no se podra disponer de ella
ya sea porque no se guardaron los datos suficientes, o bien, los que se guardaron son obsoletos,

incompletos o erroneos.

Esta etapa implica delimitar el alcance de la cuestién que se estd investigando. El alcance de
un proyecto se refiere a definir aquellos aspectos del problema que se puedan cambiar y los que
no se pueden alterar. Esta actividad es ejecutada por todos los miembros del equipo de
investigacion de operaciones. El informe debe incluir las opciones (recomendaciones) atractivas

identificadas bajo diferentes suposiciones y pardmetros relevantes.

A su vez, se evaluard la factibilidad econémica del proyecto, se estimard el total de
empleados o colaboradores y de los fondos necesarios para concluirlo y aplicarlo. El tiempo
estimado para terminarlo dependera del total de recursos humanos pero puede aumentar el

periodo a causa de factores no previstos.
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La determinacion del alcance de un proyecto es parte fundamental del mismo proyecto.
Quien financia el proyecto debe tener conocimiento de tal informacién desde el inicio para que,

con base en su mejor juicio, decida si el proyecto debe proseguir o no.

En esta fase se identifica el objetivo de estudio, tan especifico como sea posible, y se debe
tener en cuenta las metas principales de quien posee el control de la elecciéon de acciones a

realizar y que sea consistente con los demads objetivos de la organizacion.

Para determinar los objetivos adecuados a las condiciones es conveniente mantener una
estrecha relacion con las personas que tomaran las decisiones para tener una empatia respecto a

los objetivos correspondientes.

Es posible que el responsable de la toma de decisiones desee alcanzar varios objetivos
mediante el resultado elegido. Sin embargo, maximizar beneficios puede implicar la reduccién
de las ventas y viceversa. Para evitar tales conflictos es importante establecer el objetivo més

importante y acordar objetivos minimos de desempefio para el resto.

En el caso de las organizaciones lucrativas se puede establecer la maximizacién de la
ganancia a largo plazo como un objetivo unico. Las ventajas de este objetivo son: flexibilidad
para considerar actividades que no generan ganancias inmediatamente, precision para usarlo en

forma correcta y amplitud para tener presente la meta basica de la empresa.

En ocasiones, se suele adoptar la meta de ganancias satisfactorias junto con los objetivos de
adquisicion, como aumentar beneficios o produccion, y los objetivos de retencion, por ejemplo,
mantener la estabilidad en las ganancias, conservar la clientela y los precios, diversificar los
productos, acrecentar las condiciones de los trabajadores e incrementar el prestigio de la

organizacion.
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Ademas se describen las alternativas de decisioén (los cursos de accién posibles) dadas por
aspectos del sistema que pueden ser controlados o no controlados como en el caso del medio

ambiente.

La descripcion del sistema para un proyecto de investigacion de operaciones nunca serd
completa y no se debe intentar que lo sea. Bastard poder predecir todas las consecuencias
significativas de las funciones para poder controlarlo porque este proceso afectard las

conclusiones del trabajo.

1.2.3 Construccion del modelo

Esta fase consiste en reformular el problema de manera més comprensible para su andlisis.
La labor primordial es generar alternativas representadas como modelos para posteriormente

resolver el problema.

Un modelo (figura 1.2) es la representacion simplificada de la realidad que hace mds
manejable el problema, ya que facilita su comprension y el estudio de su comportamiento y

permite evaluar eficientemente las alternativas de solucion.

La ventaja que tiene elaborar un modelo que represente un entorno real, es el poder analizar
tal entorno con el fin de optimizar su desempeifio, sin interferir en la operacion que se realiza, ya

que el modelo es un reflejo de lo que ocurre.

La desventaja de los modelos es que, sin importar el cuidado y precisién con que fueron
hechos, pueden ser poco précticos si no tienen el respaldo de datos confiables. Si se distorsionan
las estimaciones, la solucién obtenida, pese a ser ptima en un sentido matemaético, en realidad
serd de calidad inferior desde la perspectiva del sistema real. Por ende, la disponibilidad de datos

repercute directamente en la exactitud del modelo. La recopilacién de datos puede ser la parte
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mas dificil para determinar un modelo y desafortunadamente no hay sugerencias para realizar

este procedimiento.

Realidad

Sistema propuesto

Modelo

— | Proceso |
T Entrada Salida

Retroalimentacion

Fig 1.2 Modelo

Clasificacion de los modelos

Los modelos se pueden clasificar respecto a su grado de abstraccion (figura 1.3) de la
siguiente manera: los modelos abstractos, que son los que formamos en la mente; los modelos
simbolicos, los cuales permiten tener un registro de los modelos abstractos por medio de un
conjunto de simbolos y funciones para representar las variables de decision y sus relaciones para
describir el comportamiento del sistema; y los modelos fisicos, utilizados como sustitutos de

hechos del mundo real.
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Modelos
Modelos Mentales Modelos Simbdlicos Modelos Fisicos
Modelos Modelos Modelos
Matematicos Icénicos Analégicos
Modelo Estatico Modelo Dindmico

Fig 1.3 Clasificacion de los modelos

Los modelos icénicos son la representacion fisica, a escala reducida o aumentada de un

sistema real.

Los modelos analdgicos basicamente requieren del reemplazo de una propiedad por otra con
el fin de permitir el manejo del modelo. Después de resolver el problema, la solucion se

reinterpreta de acuerdo al sistema original.

Los modelos matematicos son aquellos donde los elementos del sistema y sus atributos son
representados por medio de variables matemadticas. Y las actividades se representan mediante
funciones matematicas que interaccionan con las variables. Estos modelos a su vez se clasifican
en modelos estaticos (aquellos que describen al sistema con ecuaciones que representan los
cambios, sin tomar en cuenta las variaciones en el tiempo) y modelos dindmicos (aquellos que

representan las alteraciones de un sistema ocurridas durante un periodo de tiempo).

-10 -
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Los modelos que se utilizan en la investigacién de operaciones son matemaéticos. Estas
representaciones se expresan en forma de ecuaciones, a través de simbolos y expresiones
matematicas. Estos modelos forman una conexion entre las técnicas matemadticas y los paquetes
de software de modelos mateméticos para analizar el problema. En consecuencia se pueden
calcular los valores de los elementos controlables del sistema de acuerdo con criterios

establecidos.

Comiunmente los modelos mateméticos son iterativos, es decir, se llega a la respuesta final en

una serie de pasos (algoritmo) o iteraciones y cada iteracion acerca la solucién al nivel 6ptimo.

La ventaja de los modelos matemadticos es la descripcidén concisa del problema, mostrar una
estructura méds comprensible, indicar con claridad que datos son relevantes para el andlisis y
facilita el manejo del problema en su totalidad. Lo malo es que no todos los modelos
matematicos poseen algoritmos de solucién que converjan al nivel 6ptimo por dos razones: la
complejidad del modelo matemadtico puede hacer imposible idear un algoritmo de solucion; o
bien, el algoritmo de solucién converge al nivel 6ptimo solo en teoria, lo que significa que hay

un limite superior finito, pero sin indicar cuan alto puede ser ese limite.

Tipos de modelos matematicos

Los modelos cualitativos representan cualidades no numéricas, relaciones entre las diferentes

partes del sistema. Facilitan el entendimiento de cémo funciona un proceso en especifico.

Los modelos cuantitativos expresan numéricamente las relaciones de los componentes del

sistema.

Los modelos descriptivos definen una situaciéon del mundo real en términos matemaéticos,

descripcion que se emplea para mostrar una situacion con mayor claridad.

-11 -
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El modelo optimizador es aquel que permite seleccionar entre varias alternativas, siguiendo

determinados criterios, la mas 6ptima.

Si haber definido el modelo matemético se hizo en condiciones de certidumbre se llamara
modelo deterministico, si no fue asi se denominard modelo probabilistico o estocdstico. El
modelo puede ser de aplicacion especial si la estructura estd disefiada para un problema

especifico y de aplicacion general si no lo esta.

Cualidades de los modelos

Las cualidades que debe tener un modelo (figura 1.4) son: simple y completo, facil de

manipular, adaptable y de facil respuesta.

Facil de
manipular

Simple y
completo

Cualidades
Adaptable

Fig 1.4 Cualidades de los modelos

De facil
respuesta

a) Simple y completo: Incluir solamente los elementos que sean relevantes en el desempeio
del sistema. El modelo puede ser elaborado siempre y cuando permanezca manejable,
vale decir que mantiene un equilibrio entre sencillez y capacidad de representacion.

b) Fdcil de manipular: Que sea manejable.

c) Adaptable: Poder cambiar la estructura del modelo con facilidad.

d) De fdcil respuesta: Introducir diversas entradas y poder obtener respuestas con rapidez.

-12 -
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Elementos basicos de los modelos matematicos

El modelo matematico incluye 3 elementos bésicos:

a) Variables de decision (las decisiones cuantificables, elementos controlables)
b) Funcion objetivo (meta que se tratard de optimizar, obtenida al expresar las variables de
decisién en una funcién matematica)

¢) Restricciones (limitaciones que se necesitan satisfacer)

Las constantes (coeficientes) en las restricciones y la funcién objetivo se llaman parametros,
los cuales se determinan por medio de la recoleccién de datos y sus valores s6lo son una

estimacion. Los pardmetros son aspectos no controlables.

Una vez descritos los elementos bdsicos se podrd definir el modelo que represente el
problema de encontrar las diferentes gamas de valores de las variables de decision, de tal manera

que se satisfaga la funcién objetivo sujeta a las restricciones dadas.

Las interrelaciones del problema que se estd estudiando pueden sugerir alguna forma de
modelo, pues no existe un enfoque determinado para la construccién del mismo. El rumbo maés
adecuado dependerd de la naturaleza del problema, del tiempo y recursos disponibles, pero sobre
todo, de la preparacién (entendimiento del problema y de la técnica de solucién) y estilo del
investigador de operaciones. Esta parte es lo que distingue a la investigacion de operaciones de

otras disciplinas.

1.2.4 Solucién del modelo
En esta fase se realiza la optimizacion, proceso que consiste en encontrar una mejor forma de

realizar una actividad. Se dice que se buscard una mejor solucién, la cual se llamard solucién

Optima y no la mejor solucién porque pueden existir diferentes soluciones que generen los
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mismos resultados. El fin no solamente es mejorar el curso de accion actual, sino identificar el

mas adecuado.

Las soluciones que satisfacen todas las restricciones del modelo se llaman soluciones
factibles, pero la que produce la maxima utilidad se llama solucién factible Optima. Cabe
recordar que estas soluciones son dptimas solo respecto al modelo que se utilizard y no al

problema real.

Para determinar la solucién 6ptima se calcula el valor conveniente de cada elemento
controlable. A este proceso se le conoce como derivar una solucién al problema que se estd

tratando.

Para obtener la solucién no existen reglas. Por lo general es posible lograrlo usando
procedimientos analiticos, numéricos y heuristicos, de tal manera que se ajusten al modelo.
Cuando se puede ajustar a un modelo matemético estiandar seguramente se podrdn utilizar

algoritmos disponibles que pueden ser resueltos por medio de una computadora.

El procedimiento heuristico es aquel que se basa en la intuicion y la experiencia. Se recurre a
€l cuando el costo o tiempo que se pide para encontrar una soluciéon 6ptima es elevado. Los
analiticos se fundamentan en procedimientos matematicos. Estos son los que permiten ser mas

certeros en la busqueda de la solucién 6ptima.

Por otro lado, los numéricos, se fundamentan en algoritmos con las siguientes caracteristicas:
la solucién sucesiva debe ser mejor a la anterior; la solucidn sucesiva debe acercarse a la 6ptima;
se debe acercar a la solucion en un ndmero finito de iteraciones; y deben ser pocas las iteraciones

que se realicen para llegar a la solucién 6ptima.
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1.2.5 Validacion del modelo

Se dice que un modelo serd valido si predice con veracidad lo que ocurre en la vida real. Al
inicio es comun que contenga fallas, por esta razon se debe examinar para perfeccionarlo poco a
poco. Es probable que, debido a los impedimentos que surgen durante la prueba del modelo, sea
mds conveniente replantearlo. No hay que olvidar tampoco que, quien realice la revisién del
modelo, debe ser de preferencia alguien que no haya colaborado en su elaboracién. Esta persona,
al revisar el modelo, debe cambiar los pardmetros y comprobar que los resultados arrojados sean

los esperados.

Para llevar a cabo dicha revisiéon se puede usar la prueba retrospectiva. Esta consiste en
utilizar valores pasados para determinar el desempefio que hubiera tenido el modelo de haberse
aplicado. La desventaja esta prueba es que se emplean los datos con los que se formul6 el
modelo. Este proceso de prueba es llamado validaciéon del modelo, ademds es importante
documentarlo para que, en un futuro, se puedan diagnosticar los problemas que pueden estar

ocurriendo.
1.2.6 Implantacién

En esta fase se traducen los resultados obtenidos en las reglas de decision que han de
seguirse, de tal manera que sean comprendidos y ejecutados por cada persona involucrada en el
sistema.

Llegar a este paso es el objetivo primordial del equipo de investigacion de operaciones.
Cualquier fundamento que aumente la posibilidad de poner en préctica la soluciéon se deberd

plantear desde el inicio del proyecto.

El equipo de investigacion de operaciones es el encargado de informar a la gerencia del

nuevo sistema que se va a adquirir y la relacién con el actual. Luego, ambos grupos ejecutan las
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acciones necesarias para poner en operacion este sistema. Por tultimo, la gerencia es quien

capacita al personal involucrado para dar inicio al nuevo curso de accién.

1.2.7 Establecimiento de los controles adecuados

En el sistema debe existir un control, el cual permitird evaluar los resultados obtenidos para
modificarlos y adaptarlos en caso de ser necesario. Por ello, es favorable validar el proyecto en
cada etapa, para conseguir un mayor nivel de confiabilidad de los resultados. Ademads, la

retroalimentacién es fundamental para el establecimiento del control.

En el transcurso del proyecto es de gran ayuda tener en cuenta los siguientes detalles:
registrar las correcciones y simplificaciones realizadas al modelo; especificar las relaciones de
los procedimientos y la frecuencia con que se verificardn; ubicar a los responsables de cada
accion y a quién se debe acudir cuando surja un cambio significativo y, tener conocimiento de
las labores a realizar en caso de cambios relevantes. Finalmente, cabe mencionar que la

documentacion del proyecto es de suma importancia para el mantenimiento de la solucién.

1.3. Antecedentes de la programacion lineal

En los siglos XVII y XVIII Newton, Leibnitz, Bernouilli y Lagrange se ocuparon de obtener

maximos y minimos condicionados de determinadas funciones.

El matemaético francés Fourier fue el primero en descubrir, aunque de forma no precisa, los
métodos de lo que actualmente se conocen como programacién lineal y las cualidades que de

ellos se deriva. En el afio 1776 el matemético Monge mostré interés por problemas de este tipo.

En 1939, el matemético ruso Kantarovitch hace corresponder, por primera vez, una amplia

gama de problemas a una teoria matematica precisa y bien definida en su publicacion “Métodos
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matematicos de organizacién y planificaciéon de la produccién”, ahora conocida como

programacion lineal.

Hacia 1947 Neuman, matemadtico norteamericano, conjetura la equivalencia de los problemas
de programacion lineal y la teoria de matrices desarrollada en sus trabajos, y es a él a quien se le

deben los fundamentos matemaéticos de la programacion lineal.

La programacién lineal es una técnica matemdtica que permite asignar recursos para
satisfacer las solicitudes mientras se optimiza algin objetivo, ya sea maximizar beneficios o

minimizar costos. Es uno de los instrumentos mas empleados en la investigacion de operaciones.

La programacion lineal se basa en la aplicacion del algebra matricial, con reglas que
permitan asegurar que la solucion satisface todas las condiciones y la obtencién del mejor

resultado posible.

Para la aplicacion de la programacion lineal (figura 1.5) la primera accion a realizar es
identificar el objetivo. Una vez que se ha determinado el objetivo, se definen las variables de
decision tomando en cuenta tres consideraciones: la primera es el poder asumir cualquier valor
real a todas las variables; la segunda es tener cuidado de que todas las variables sean no-
negativas y la tercera se apoya en que todas las relaciones entre variables deben ser lineales.
Ademas de las condiciones, existen limitaciones, las cuales pueden ser tanto fisicas, econdmicas

o legales.

Cada restriccion limitard los posibles valores que pueden tomar las variables de decision,
formando un medio espacio cerrado (cerrado porque incluye la frontera). La interseccion de estos
medios espacios conformara la region factible. En dicha region se hallara el conjunto de todas las
soluciones factibles. Las soluciones que no pertenezcan a este conjunto se llamardn soluciones
no factibles. Las fronteras de las restricciones que no intercepten con la regién factible en al

menos un punto se llamaréan redundantes.
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Algunas veces pueden presentarse situaciones en que el problema sea no factible, es decir, no
hay solucidn factible. A lo mejor, la solucién no estd acotada, por ejemplo, que la regién factible
esté abierta en alguna direccién, de tal manera que la funcién objetivo se incrementa
indefinidamente. Estas situaciones se observan cuando se llega a la solucién y en ese momento

se decide si se requiere de un replanteamiento o no.

A

Identificar objetivo

A 4

Definir variables

A 4

Definir restricciones

A 4

Solucionar problema Replantear el problema

A 4

Fig 1.5 Programacion lineal

1.4. Método simplex

En el afio de 1947 George Dantzing desarroll6 el método simplex, un procedimiento

algebraico para resolver de manera eficiente problemas lineales.

Cualquier modelo matemético que sea capaz de abarcar disponibilidades y variables que se
deseen fijar, donde existan restricciones que se tengan que acatar para satisfacer la funcién
objetivo, puede formularse como un problema de programacion lineal y resolverse por medio del

método simplex. Por lo tanto, el modelo es de aplicacioén general.
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La estructura basica de este modelo es la siguiente:

Optimizar: fiX,Xo, ..., Xp)

sa. XXy, ..., X)) <0
XI’XZ, e ’XnZO

Donde:

f: funcién objetivo
X1,X>, ..., X,: variables de decision

h: restriccion

Y ademas f'y h deben ser lineales en cada uno de sus argumentos; esto es:

f(X],Xz, cee s Xn) =c1 Xy + 6 Xo + ...+ X,

h](Xl,Xz, e Xn) = aﬂXl + ai2X2 + ...+ aian

Donde c;y @;(i=1,2,...,m;j=1, 2, ..., n) son constantes conocidas

El método simplex es un procedimiento iterativo que comienza con el establecimiento de una
solucién inicial. Se considera la posibilidad de mejorar la solucién realizando una evaluacién de
las ecuaciones de restriccion por medio de la funcién objetivo y una prueba de optimalidad. En
caso de poder efectuar una mejora, se selecciona la variable de entrada y se examinan las
restricciones para conocer el valor madximo que puede tomar la variable de entrada elegida. Una
vez halladas las variables de entrada y salida se realiza la operacion de pivoteo. De esta manera

se genera una nueva solucion. El proceso concluye cuando no es posible mejorarlo.
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Antes de explicar en qué consiste el algoritmo simplex, se mencionardn a continuacion los

pasos a seguir para realizar la operacion de pivoteo:

1. Dividir cada uno de los coeficientes que se encuentran en el renglon limitante (renglon
donde se encuentra la variable de holgura que sale) y su lado derecho entre el coeficiente
de la variable de entrada.

2. Para cada uno de los renglones restantes:

a) Se multiplica cada coeficiente del nuevo renglon limitante (encontrado en el
paso anterior) por el coeficiente de entrada en el renglén no limitante en valor
negativo.

b) El resultado se suma al renglén no limitante, y asi obtener el nuevo renglén no

limitante.

Al concluir la operacién de pivoteo se completa una iteracion del algoritmo simplex.

Las variables que se encuentran en la solucion se denominan variables bdasicas. En cada
renglén habré solamente una variable bésica con coeficiente de 1 y en los otros renglones tendra
coeficientes de 0. Esta variable tendrd el valor del lado derecho del renglon. El valor de Z
definira el valor de la funcién objetivo. Las variables que no estén en la solucion se llamaran no

basicas y adquirirén el valor de cero.

Ahora bien, a continuacién se mencionaran los pasos del algoritmo simplex.

1. Convertir las desigualdades en igualdades. Si la restriccion tiene el signo <, sélo se
agrega la variable de holgura y el signo se sustituye por =. Si la restriccion tiene el signo
>, se multiplican todos los coeficientes por -1 y el signo se sustituye por =.

2. Igualar la funcién objetivo a cero, esto no es mas que despejarla para que quede igualada
a cero.

3. Formular la tabla inicial simplex.
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4. Encontrar la variable que entra en la base y la variable que sale de la base, para realizar la

operacion de pivoteo.

a)

b)

c)

Para seleccionar la variable de decisién que entra en la base se revisa la dltima
fila, la de los coeficientes de la funcién objetivo, y se elige la variable con el
coeficiente negativo mayor en valor absoluto. Si existiesen 2 6 mds coeficientes
iguales que cumplan la condicién anterior, entonces se escoge a cualquiera de

ellos.

Si en la fila no existiese ninglin coeficiente negativo, significa que se ha
alcanzado la solucién 6ptima. Por tanto, lo que va a determinar el final del

proceso es que en la ultima fila no haya elementos negativos.

Para encontrar la variable de holgura que tiene que salir de la base se divide cada
término de la dltima columna (valores solucién), entre el término correspondiente
de la columna pivote, siempre que estos Ultimos sean mayores que cero. Se toma
la del coeficiente menor como pivote. Si hubiese algin elemento menor o igual
que cero no se tomaria en cuenta. Si todos los elementos fuesen menores o iguales

a cero el problema no tiene solucion.

5. Se repite el paso 4 hasta alcanzar la solucién 6ptima.

Ejemplo:

Max z = 5X; + 8X,

s.aX+2X,<8
3X1+2X, <12
X1, X220
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1. Convertir las desigualdades en igualdades.

2. Igualar la funcién objetivo a cero.

Xi+2X, + X5=8
3X1+ 2X2 + Xy = 12

Z—5X1-8X2=0

3. Formular la tabla inicial simplex.

Base | X; X; X3 Xy | Valores de solucion
X |1 2 1 0 8
Xy |3 2 0 1 12
y/ S5 -8 0 0 0

4. Encontrar la variable que entra en la base y la variable que sale de la base.

Variables de decision ~ Variables de holgura
A A

I ' Y
Valores de
Base X X, X3 X4 soluciéon
X3 1 2 1 0 8
X4 3 2 0 1 12
z -5 -8 0 0 0

Variable que entra
(Columna pivote)
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Base | X; X, Xi: X, Valores de solucion
ol R 8 8/2=4 4
il . 12 12/2=6
z |5 -8 0 O 0
Variable que sale
Valores de solucion
Base [ X; X, X3 Xy
X3 1 H 1 0 3
Xy |3 2 0 1 12
z |5 8 0 0 0

Se realiza la operacion de pivoteo.

En este caso el renglén limitante es X3 y el coeficiente de la variable de entrada es 2.

1108

Al dividir entre 2 se obtiene el nuevo renglon limitante.

172 172 0 4

Se multiplica el renglén anterior por el coeficiente de entrada en el renglén no limitante

(en el renglon X4 el coeficiente es 2, por lo tanto se multiplica por -2).
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Estos valores se suman al renglén no limitante.

-14+3 242 -140 0+1 -8+12

El nuevo valor de ese renglon no limitante sera:

2|E|—114

Se multiplica el nuevo renglén limitante por el coeficiente de entrada en el renglén no

limitante (en el rengldn z el coeficiente es -8, por lo tanto se multiplica por 8).

44032

Estos valores se suman al renglén no limitante.

4+(-5) 8+(-8) | 4+0 0+0 3240

El nuevo valor de ese renglon no limitante sera:

-1 |E|4032

La tabla queda de la siguiente manera:

Valores de solucion
Base | X; X; X3 Xy
X, (12 1 12 0 4
Xg [ 2 0 -1 1 4
z -1 0 4 0 32
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5. Se repite el paso 4 hasta alcanzar la solucién dptima.

Base X1 Xz X3 X4

Valores de solucion

Xy

Base X1 Xz X3 X4

-1 0 4 O 32

Valores de solucion

Xy

1 0 -172 172

0 1 34 -1/4 3

0O 0 712 112

34

Como en la dltima fila no hay ningin valor negativo, significa que se ha alcanzado la
solucién 6ptima. El resultado obtenido es:

Maxz =34
X;=2, X;=3

Otras formas para los modelos de programacion lineal son los que incluyen restricciones

donde alguna combinacién de variables debe ser igual a un niimero exacto, o debe ser mayor que

o igual a una cantidad dada, o los lados derechos son negativos. El tnico problema que

ocasionan estas restricciones es obtener una solucion inicial bdsica factible. En estos casos se

recurre a agregar variables artificiales.

-25-



Introduccion a la Programacion Lineal

Este recurso consiste en construir un problema artificial al agregar una variable artificial en
cada restriccion que lo necesite, con el objetivo de hacer que la variable artificial sea la variable
basica inicial para esa ecuacion. Como no se desea que la variable artificial aparezca en la
soluciéon O6ptima, se le asigna una cantidad negativa arbitrariamente grande en la funcion
objetivo. Esta accion hard que el método simplex, en cada iteracidn, convierta las variables

artificiales en cero y asi eliminarlas de la solucién, y continuar con la resolucién del problema

real.
Ejemplo:
Max z =5X; + 8X,
s.aX;<6
X,<15
3Xi+2X, =30
X1, X2>0

Al introducir las variables de holgura queda el siguiente sistema de ecuaciones.

0 Z -5X; -8Xy = 0
(D Xi + X3 = 6
2) X +Xy = 15
3) 3X) +2X, = 30

En este sistema no se tiene una solucién bdsica factible inicial porque en la ecuacién (3) no
hay variable de holgura. Se procede a obtener una solucidén bésica factible inicial para poder

utilizar el método simplex.

Para encontrar la solucién bdsica factible inicial se construye un problema artificial que

tendrd la misma solucién éptima que el problema real. Este procedimiento consta de dos pasos.
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1. Introducir la variable artificial no negativa en la ecuacién (3), como si fuera una variable
de holgura. Las variables artificiales se diferencian porque siempre tendrdn una barra

sobre ellas. Esta técnica se conoce con el nombre de técnica de la variable artificial.

(3) 3X;+2X,+ ¥5=30

2. Se asigna una penalizacién enorme al hecho de tener %3 >0, cambiando la funcién

objetivo Z =5X; +8X; a

7 =5X,; + 8Xy —-M¥Xs,

donde M simbdlicamente representa un ndmero positivo muy grande. (Este método que

fuerza a ¥ hasta llegar a %5 = 0 en la solucién éptima se llama método de la M.)

El sistema de ecuaciones después de aumentar el problema artificial es:

0 Z -5X; -8Xy M3 = 0
(1) X + X3 = 6
2) X + Xy = 15
3) 3X; +2Xo +¥s = 30

En este sistema ya se tiene la solucion bésica factible inicial, pero el coeficiente de s es
diferente de cero en la ecuacion (0), se debe eliminar con operaciones algebraicas de esta

ecuacion para continuar con el método simplex.

Para eliminar %5 de la ecuacién (0), se resta de la ecuacién (0) la ecuacién (3) multiplicada
por M.
Z-5X,-8X2+ pis = 0

-MGX; +2Xo+ X = 18)

Z-(3M+3)X;-2M +5) X, -18M
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Esta nueva ecuacion (0) ya permite la aplicacion del método simplex.

Base X1 X5 X3 Xy is Valores de solucion
Z |-3M-5 -2M-8 O O O -30M
X3 1 0 I 0 O 6
X4 0 1 0O 1 O 15
e 3 2 0 0 1 30

Tabla 1.1 Iteracion 0

Debido a que el valor de M tnicamente aparece en la ecuacion (0) se toma en cuenta para

determinar la variable basica entrante.

Para este ejemplo como 3M+5 > 2M+8, se elige X; como la variable basica entrante.

Base | X; X X3 Xy ;| Valores de solucién
Z 0 -2M-8 3M+5 0 O -12M+30
X1 1 0 1 0 O 6
Xy | O 1 0 1 0 15
ij 0 2 -3 0 1 30

Tabla 1.2 Iteracion 1

En la siguiente iteracion se elige X, como la variable bésica entrante.

Base | X; X Xi; Xy 3 | Valores de solucién
Z o o0 -7 0 M+4 78
X3 1 0 1 0 0 6
Xg O 0 32 1 -112 9
X |0 1 32 0 172 6

Tabla 1.3 Iteracion 2
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En la siguiente iteracion se elige X3 como la variable bésica entrante.

Base | X; X X3 Xy ¥ | Valores de solucién
Z 0O 0 0 14/3 M+5/3 120
X3 1 0 0 -273 1/3 0
X3 |0 0 1 273 -1/3 6
X |0 1T 0 1 0 15

Tabla 1.4 Iteracion 3

En las tablas 1.1 y 1.2 %5 es una variable basica, lo que significa que las dos primeras

soluciones bdsicas factibles para el problema artificial no son factibles para el problema real. En

las tablas 1.3 y 1.4 X5 es una variable no bdsica, por consiguiente las soluciones bésicas factibles

son factibles tanto para el problema artificial asi como para el problema real.

1.5. El problema dual

La dualidad es una caracteristica de la programaciéon lineal. Para todo problema de
maximizacién de programacion lineal existe un problema de minimizacién y, a la inversa, para
todo problema de minimizaciéon de programacién lineal existe un problema equivalente de

maximizacion.

Un concepto importante de la relacion entre el primario y el dual es que si el problema
primario tiene una solucién 6ptima, entonces el problema dual relacionado también debe tener
una solucién 6ptima. Asi mismo, es cierto que el valor 6ptimo de la funcién objetivo del

primario es igual al valor 6ptimo de la funcién objetivo del dual.
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El planteamiento dual del problema primario (original) se obtiene de la siguiente manera:

1. Definir las variables del problema dual reemplazando las variables Xj del primario
por las variables Yi en el dual, dicho de otra manera, lo que es restriccion en el
original serd variable en el dual.

2. Colocar los coeficientes de la funcién objetivo del primario como los valores del
segundo término en el dual.

3. Colocar los valores del segundo término del primario como los coeficientes de la
funcidn objetivo dual.

4. Transponer los renglones de los coeficientes de restriccion del primario para
convertirlos en columnas de coeficientes en el dual.

5. Invertir la direccién de las desigualdades, es decir, si las desigualdades del primario
son de mayor o igual, las desigualdades en el dual serdn de menor o igual.

Ejemplo:
1. Definir las variables del problema dual reemplazando las variables Xj del primario

por las variables Yi en el dual.

Modelo primal Modelo dual
Max z = 20X, + 30X, Min w = 1000y, + 500y
s.a 3X;+ 2X, < 1000 ||]|::> s.a 3Y1+Y2>20
X1+ 2X, <500 2Y1+2y22>30
X X2>0 Y1.Y220
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Maxz=| 20 [Xi 4 | 30 [X»

2. Coeficientes de la funcidén

- J
Y
objetivo del primario como los
valores del segundo término en el
sa 3Yyi+Ya 2120 dual.
21 +2¥2 = | 30
yi=0

s.a3X;+2X,<| 1000
X1+ 2X, < | 500 3. Valores del segundo término

X,>0 del primario como los coeficientes

de la funcioén objetivo dual.

Minw =| 1000 |y, +| 500 |y,

3Xi+2X, | < 1000

4. Transponer los renglones de Ilos
Xi+2X, | =500 coeficientes de restriccién del primario para
| convertirlos en columnas de coeficientes en
el dual.
Vi |+ | W
"2y, |+ |2y,
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s.a3X;+2X, <| 1000
X1+ 2X2 < 500
X,>0 5. .Invertir la direccion de las
desigualdades
v
S.a 3}’1 + Y2 =1 20
2}’1 + 2}’2 21 30
yi=0

1.6. Método dual simplex

En el algoritmo dual simplex, el problema de programacion lineal comienza 6ptimo y no
factible. Las siguientes iteraciones conducen hacia la factibilidad sin dejar de cumplir con la
optimalidad. El algoritmo termina cuando se recobra la factibilidad. El método dual simplex se
distingue del método simplex porque este ultimo empieza factible y no dptimo y conserva la

factibilidad hasta alcanzar la optimalidad.

Los pasos a seguir en el algoritmo simplex son los siguientes:

1. Realizar la tabla inicial simplex para el problema, la cual debe tener un renglén objetivo
Optimo con al menos una variable basica no factible.
2. Encontrar la variable que entra en la base y la variable que sale de la base, y realizar la

operacion de pivoteo.
a) La variable de salida (x,) serd aquella que tenga el valor mds negativo. En caso de

empates se elige arbitrariamente. Si todas las variables bésicas son no negativas, se ha

llegado a la solucién 6ptima.
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b) La variable de entrada (x;) se establece entre las variables no basicas como:

min

s

No bésicas x;

donde a,; es el coeficiente de restriccion de la tabla simplex asociada con el renglén x,
y la columna x;. En caso de empates se elige arbitrariamente.

3. Repetir el paso 2 hasta alcanzar la solucién 6ptima.

El uso del método dual simplex, en relacién con otros métodos, tiene la ventaja de no
requerir variables artificiales. Esta superioridad implica que el planteamiento dual de un
problema de programacién lineal puede dar como resultado una reduccion considerable en los

calculos para resolver el problema

Ejemplo:
Min z = 5X; + 2X,
sald3X;+X,>3
4X1+3X,>6
X+ X223
X;, X220
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1. Realizar la tabla inicial simplex para el problema, la cual debe tener un renglén objetivo

Optimo con al menos una variable basica no factible.

Base | X; X» X3 Xy X;s Valores de solucién
X3 |3 -1 1 0 0 -3
X, |4 3 0 1 0 -6
Xs |- -1 0 0 1 -3
z |5 2 0 0 O 0

Esta tabla es 6ptima y no factible, por lo tanto, cumple con las condiciones requeridas para la

tabla inicial del método dual simplex.

Se dice que la tabla anterior es no factible porque hay valores negativos en los valores de

solucién y es Optima porque z;-c; < 0 para todas lasj=1, 2, ..., 5.

2. Encontrar la variable que entra en la base y la variable que sale de la base, para realizar la

operacion de pivoteo.

Base | X; X, Xz X; Xs Valores de solucion
X3 |3 -1 1 0 O -3
Xy |4 -3 0 1 O -6 «—
Xs |-1 -1 0 0 1 -3
z S5 2 0 0 O 0
Variable de
salida
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Para elegir la variable de entrada se puede utilizar la siguiente tabla

Variable X1 Xz X3 X4 Xs

renglon-z (z;-c;) S5 -2 0 0 0

renglon-Xy, oy 4 -3 0 1 0
Proporcion 54 23 - - -

Olyj

Cabe aclarar que para elegir la variable que entra solamente se consideran aquellas que

tengan un oy; estrictamente negativa. Es por eso que X3, X4 y X5 no se tomaron en cuenta.

Min {5/4, 2/3)

Base | X; X, Xz X; Xs Valores de solucion
X3 |3 -1 1 0 O -3
Xq |4 3 0 1 O 6
Xs |-1 -1 0 0 1 -3
y/ S5 -2 0 0 0 0

Variable de entrada
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Valores de solucion

Base | X; X X3 Xy Xs
X; | -3 -1 1 0 O -3
Xy |4 |3 O 1 O -6
X5 | -1 -1 0O 0 1 -3
z S5 -2 0O 0 O 0

Al realizar la operacidn de pivoteo se obtiene la siguiente tabla.

Valores de solucion

Base | X; X2 X5 Xy X;
Xz [-5/3 O 1 -1/3 0 -1
X, 4/3 1 0O -1/3 0 2
X5 /73 0 0 -1/3 1 -1
z 7730 0 -2/3 0 4

3. Repetir el paso 2 hasta alcanzar la solucién 6ptima.
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Introduccion a la Programacion Lineal

. Encontrar la variable que entra en la base y la variable que sale de la base, para realizar la

operacion de pivoteo.

Base | X; X» X3 X; X;s Valores de solucién
X; |53 0 1 -13 0 1
Xe |43 1 0 -13 0 2
Xs |13 0 0 -1/3 1 -1
z |-773 0 0 -2/3 O 4

Se elige la variable de entrada utilizando la siguiente tabla.

Variable de salida

Variable X1 Xz X3 X4 Xs
renglén-z (z;-c;) 1730 0 23 0
renglon-Xs, 53 0 1 -173 0
Z;-Cj
Proporcion 73 - -  2/3 -
a3 5/3 173
Min {7/5, 2}
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Base | X;, X X3 Xy X;s Valores de solucion
X3 |-53 0 1 -173 0 -1
X, (43 1 0 -13 0 2
Xs | 113 0 0 -173 1 -1
z |-773 0 0 -2/3 0O 4

Variable de entrada

Base | X, X, Xs Xi Xs Valores de solucion
X; ||-53] 0 1 -13 O -1
Xs 4/3 1 0 -173 0 2
Xs 730 0 -1/3 1 -1
z 773 0 0 23 0 4

Al realizar la operacion de pivoteo se obtiene la siguiente tabla.

Base | X; X, X3 X; X;s Valores de solucién
X |10 35 15 0 3/5
X, |0 1 45 -3/5 0 6/5
Xs |0 0 1/5 -2/5 1 -6/5
z |0 0 -75 -1/5 0 27/5
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3. Repetir el paso 2 hasta alcanzar la solucién 6ptima.

2. Encontrar la variable que entra en la base y la variable que sale de la base, para realizar la

operacion de pivoteo.

Base | X; X» Xs Xi Xs Valores de solucion
X |10 35 15 0 3/5
X, |0 1 45 35 0 6/5
Xs |0 0 1/5 -2/5 1 -6/5 <«
z 0O 0 -7/5 -1/5 0 2715

Variable de salida

Se elige la variable de entrada utilizando la siguiente tabla.

Variable X X X3 Xy Xs
renglén-z (z;-c;) O o0 -7/5 -1/5 0
renglon-Xs, as; 0 0 /5 -2/5 1
Proporcién — - — 1/5 -
2/5

(X5j

Min {1/2}
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Base | X; X, Xs Xy Xs Valores de soluciéon
X, |10 35 15 0 3/5
X, |0 1 45 -3/5 0 6/5
Xs | 0O 0 1/5 -2/5 1 -6/5
Y/ o 0 -7/5 -1/5 0 2715

Variable de entrada

Base | X; X X X, Xs Valores de solucion
X, |1 0 35 15 0 3/5
X, |0 1 45 35 0 6/5
Xs |0 0 1/5 |-2/5] 1 -6/5
z |0 O -7/5 -15 O 27/5

Al realizar la operacion de pivoteo se obtiene la siguiente tabla.

Base | X; X X3 Xi X;s Valores de solucion
X |1 0 -12 0 122 0
X |0 1 12 0 -32 3
X4 |0 0 -1/2 1 -52 3
z |0 0 -32 0 -12 6
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Introduccion a la Programacion Lineal

2. Todas las variables basicas son no negativas, se ha llegado a la solucién Optima. El

resultado obtenido es:

Minz=6
X;=0, X,=3,X4=3
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Capitulo 2. Programacion Entera

2.1. Antecedentes de la programacion entera

La programacion entera se limita a los problemas de programacién donde algunas o todas las
variables estan restringidas a valores discretos. El modelo matematico de programacion entera es
similar al modelo matematico de programacién lineal con la excepcion de que las variables de

entrada deben ser nimeros enteros.
Los problemas de programacion entera surgen porque en numerosos problemas practicos, las
variables de decision deben tomar valores enteros para darle sentido real a la solucién, ya que

representan objetos discretos. Por ejemplo, asignar personas y maquinas a ciertas actividades, o

la produccion de algun articulo.

2.2. Tipos de Modelos de la Programacion Entera
La programacidn entera se puede encontrar estructurada en tres formas:

2.2.1 Programacion Entera (PE). Denominada también programacion entera pura o

totalmente en niimeros enteros. Aqui, todas las variables son enteras.

Opt Z=c1 X1+ Xo + ... + Xy
s.a. i1 Xy + ApXo + ... + A X, < by

X>0 X€gZ'

Donde las ¢j y las @;; (1= 1,..m; j = 1, .. n) son constantes conocidas y b; el valor de solucion.
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2.2.2 Programacion Entera Mixta (PEM). Nombrada también parcialmente en niimeros
enteros. S6lo algunas de las variables deben tener forzosamente valores enteros. Es decir, las

variables de decisién toman valores continuos y discretos.

OptZ=ciXi+Xo+ ... +CpXp+d; Yi+da Yo+ ... +dy Vi

saa. @y X+ apXo + ...+ QinXy +bip Yi+bip Yo+ ..o +bin Ya<b;
X, ¥y=0
X ER, Yy €Z"

Donde las ¢j, dj, @;; y b;j 1 = 1,.m; j = 1, .. n) son constantes conocidas y b; el valor de
solucion.

2.2.3 Programacion Binaria (PB). Son problemas donde las variables son binarias, esto es,
del tipo cero-uno (variables restringidas a los valores 0 y 1). Al problema de esta forma se le

puede llamar problema entero-cero-uno (PECU).
OptZ =c X +cXo + ... + ¢ X,
s.a. A X1 + ApXs + ... + Ain X, < b;

X=001

Donde las ¢j y las @;; (1= 1,..m; j = 1, .. n) son constantes conocidas y b; el valor de solucion.

2.3. Aplicaciones de la Programacion Entera

2.3.1 Problemas con costo fijo. El costo fijo de un producto es el precio a pagar para realizar
su produccién sin tomar en cuenta la cantidad producida y el costo variable por unidad. Por
ejemplo, cuando se inicia la produccién de una pequeiia parte de un producto especifico y deben

preparase las instalaciones de produccion requeridas.
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La formulacion del problema entero mixto para esta aplicacion es:

n

Minimizar Z= X (¢;X; + k;Y;),
j=1

sujeta a
las restricciones originales, mas

Xj-My;<0

Y; binaria, para j=1, 2, ..., n.

Ejemplo: “Se tiene que elegir entre tres compaiiias de teléfonos para suscribirse al servicio
de larga distancia en Estados Unidos. MaBell cobrara una tarifa fija de 16 do6lares al mes, mas
0.25 centavos por minutos. PaBell cobrard 25 ddlares al mes, pero reducird el costo por minuto a
0.21 centavos. En cuanto a BabyBell, la tarifa mensual es de 18 ddlares y el costo por minuto es
de 0.22 centavos. En promedio se realizan 200 minutos de llamadas de larga distancia al mes.
Suponiendo que no se pague la tarifa fija, a menos de que se hagan las llamadas y de poder
dividir las llamadas entre las tres compafiias. Encontrar como se deben utilizar los servicios de

las tres compaiiias para minimizar la cuenta mensual del teléfono.

Sean las variables de decision:
X, = Minutos de larga distancia al mes con MaBell
X, = Minutos de larga distancia al mes con PaBell

X3 = Minutos de larga distancia al mes con BabyBell
y1: 1 SiX1>0y08iX1:0
y2: 1 SiX2>0y08iX2=0

y3:1SiX3>0y08iX3=0
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Min z = 0.25X, + 0.21X, + 0.22X3 + 16y + 25Y, + 18y3
S.a X1 + X2 + X3 =200

X, <200y,
X, <200Y,

X5 <2003
Xy, X0, X320

Y. ¥2,¥3=(0, 1)

La solucion 6ptima es X3=200, Y3=1 y todas las variables restantes igual a cero, lo que indica

que se debe elegir a BabyBell para el servicio de larga distancia.” 4

2.3.2 Problemas de asignacion. Un ejemplo es cuando se determinan las actividades a los
empleados, y si estos no tienen la capacidad de cumplir con sus actividades, resultard
costoso para la empresa. También, cuando la carga y distribuciéon de articulos en

camiones de entrega de tal manera que todos los articulos se entreguen con costo minimo.

Problema de presupuesto de capital. Es decir, en la asignacion de recursos limitados a
varios proyectos de inversioén con el fin de maximizar las ganancias. Se reduce a decisiones de

“si-no”’.

1, si se elige el proyecto j

Xj= 0, si no se elige el proyecto j
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n

Maximizar Z= 2 (¢;X; + k;y)),
j=1

sujeta a
las restricciones originales, mas
X, binaria, para j=1, 2, ..., n.

Ejemplo: “Se evaluardn cinco proyectos a lo largo de un horizonte de planificacién de tres
afios, con el fin de maximizar las utilidades. La siguiente tabla proporciona las utilidades

esperadas para cada proyecto y los egresos anuales asociados.

Egresos (millones de délares)/anuales

Utilidades
Proyecto 1 2 3 . ;
(millones de délares)
1 5 1 8 20
2 4 7 10 40
3 3 9 2 20
4 7 4 1 15
5 8 6 10 30

Fondos disponibles

. ) 25 25 25
(millones de délares)

Determinar los proyectos que se van a ejecutar.

Sea

1, si se elige el proyecto j

Xj= 0, si no se elige el proyecto j
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Max z = 20X + 40X, + 20X3 + 15X+ 30X
s.a5X; +4X; + 3X5 4+ 7Xa+ 8X5 <25

X1+ 7X5 +9X5 + 4X4+ 6X5 <25

8X; + 10X, + 2X5 + Xu+ 10X5 <25

X, Xo, X3, X4, X5=(0, 1)

La solucién entera 6ptima es X; = X, = X3 = X4 =1, X5 =0, con z = 95millones de ddlares.” >

Problemas de inversion. Aqui el fin es maximizar los ingresos totales de una empresa.

Asignacion cuadratica. Por ejemplo, construir plantas industriales en diferentes lugares, con
el requisito de que cada lugar tenga a lo mas una planta. El objetivo es minimizar el costo que

genera transportarse de una planta a otra.

2.3.3 Problemas de transporte. El objetivo de estos problemas es minimizar los costos de

transporte pero satisfaciendo las condiciones de demandas y capacidades.

Problemas de cobertura de un conjunto. Se puede describir en términos generales como
uno que involucra a cierto nimero de actividades viables y sus caracteristicas. Cada actividad
posee alguna pero no todas las caracteristica. El objetivo es establecer la combinacién menos
costosa de actividades que de manera colectiva cubra todas las caracteristicas, por lo menos una

vez. En este modelo todas las variables son binarias.

Minimizar Z = ¢; X; + ¢ Xo + ... + ¢ Xy
donde ¢; >0 paratodaslasj=1,2, ..., n.

Xj=160paratodaslaskj=1,2,...,n.
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Ejemplo: “El Departamento de Seguridad de la U de A, con el fin de promover la seguridad
de los estudiantes, se encuentra en proceso de instalar teléfonos de emergencia en ubicaciones
selectas dentro de sus instalaciones. El departamento quiere instalar un ndmero minimo de
teléfonos, siempre y cuando cada una de las principales calles del campus cuente por lo menos

con un teléfono. En la figura 2.1 se proporciona el mapa de las calles principales (A-K) en la

universidad.
@ Calle & @ Calle B @
g
=
- [
I Calle C
3 ©)
=
5
Calle D
0
Fig 2.1 Calles principales en la universidad
Sea

1, si hay un teléfono instalado en la ubicacion j
0, si no hay un teléfono instalado en la ubicacion j

Las restricciones del problema requieren la instalacién de, por lo menos, un teléfono en cada

una de las 11 calles (A a K). El modelo sera el siguiente:
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Minz =X+ X5 + X3+ X4 + X5 + X¢ + X7 + X3
s.a X;+X,>1 (Calle A)

X, + X3 > 1 (Calle B)

X4+ X5>1 (Calle C)

X7+ X3 > 1 (Calle D)

X6 + X7>1 (Calle E)

X, + X6 > 1 (Calle F)

X1 + X6 > 1 (Calle G)

X4+ X721 (Calle H)

X, + X4 > 1 (Calle I)

X5+ Xg>1 (Calle J)

X3+ X5 > 1 (Calle K)

Xy, Xo, X3, X4, X5, X6, X7, X5 =(0, 1)

La solucién Optima del problema requiere la instalacion de cuatro teléfonos en las
. . 6
intersecciones 1,2,5y7.”

Problemas de ubicacion. La eleccion entre varios sitios alternativos para situar una fabrica,
almacén o tienda para minimizar el costo de transporte, maximizar las ganancias, etc.

Ejemplo: “Powerco tiene tres centrales eléctricas que cubren las necesidades de cuatro

ciudades. Cada central suministra los numeros siguientes de kilowatts-hora (kwh) de

electricidad:
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De Ciudad 1 Ciudad?2 Ciudad3 Ciudad4 | Suministros
(millones de kwh)
Planta 1 $8 $6 $10 $9 35
Planta 2 $9 $12 $13 $7 50
Planta 3 $14 $9 $16 $5 40
Demanda 45 20 30 30
(millones de kwh)

Las demandas de potencia pico en estas ciudades, que ocurren al mismo tiempo (2 p.m.), son
como sigue (en kwh): ciudad 1, 45 millones; ciudad 2, 20 millones; ciudad 3, 30 millones;
ciudad 4, 30 millones. Los costos por enviar un millén de kwh de electricidad de la planta a la
ciudad dependen de la distancia que debe viajar la electricidad. Minimizar el costo de satisfacer

la demanda de potencia pico de cada ciudad.

Sea

Xjj = nimero de (millones) de kwh producidos en la planta i y enviados a la ciudad j
Parai=1,2,3yj=1,2,3,4.

En términos de estas variables, el costo total de suministrar las demandas de potencia pico a

las ciudades 1 a 4 podrian escribirse como
8X11 + 6Xi2 + 10X;3 + 9X,4 (Costo de enviar potencia desde la planta 1)
+ 9X51 + 12X + 13X53 + 7X54 (Costo de enviar potencia desde la planta 2)

+ 14X51 + 9X3, + 16X33 + 5X34 (Costo de enviar potencia desde la planta 3)

La potencia total suministrada por cada planta no puede exceder la capacidad de la planta.
X1+ Xi2 + Xi3 + X4 <35 (Restriccion de suministro de la planta 1)
Xo1 + Xo2 + Xo3 + X4 <50 (Restriccion de suministro de la planta 2)

Xs1 + X3z + X33 + X34 <40 (Restriccion de suministro de la planta 3)

-51-



Programacion Entera

Powerco debe satisfacer las siguientes restricciones de demanda:
Xi1 + Xo1 + X351 > 45 (Restriccion de demanda de la ciudad 1)
X2 + X0 + X35 > 20 (Restriccion de demanda de la ciudad 2)
Xi3 + Xo3 + X33 > 30 (Restriccion de demanda de la ciudad 3)

X4 + Xo4 + X34 > 30 (Restriccion de demanda de la ciudad 4)

Debido a que las X;; deben ser no negativas, se agregan las restricciones de signo X;; > 0 (i=

1,2,3:j=1,2,3,4).

Al combinar la funcién objetivo, las restricciones de suministro, demanda y signo se obtiene:

Min z = 8Xi1 + 6X12 + 10X13 + 9X 4 + 9X5 + 12X5 + 13Xp3 + 7Xp4 + 14X31 + 9X32 + 16X33 +
5X34

s.a X+ X+ X3+ X14<35
Xo1 4+ Xoo + X3 + X04< 50
X1+ X3 + X33+ X34<40
X+ Xo1 + X531 >45

X+ X+ X32>20

X3+ X3+ X33>30

X4+ Xos + X34 > 30
X;=0(@=1,2,3;j=1,2,3,4).

La solucidon éptima SNV 1020, X12 = 10, X13 = 25, X21 = 45, X23 = 5, X32 = 10, X34 = 10.”7

Problema del agente viajero. Este problema se refiere a designar una ruta éptima (de costo
o distancia minimos). Se llama problema del agente o vendedor viajero porque hace una
analogia con la situacién de una persona que desea determinar el recorrido mds corto para pasar

por varias ciudades s6lo una vez. Es mds recomendable resolverlo con métodos heuristicos.
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Ejemplo: “El programa de produccién diaria en la compafifa Rainbow incluye lotes de
pintura blanca (B), amarilla (A), roja (R) y negra (N). Debido a que Rainbow utiliza las mismas
instalaciones para los cuatro tipos de pinturas, es necesaria una limpieza a fondo de los lotes. La
siguiente tabla resume el tiempo de limpieza en minutos cuando el color designado en el renglén
va seguido del color designado en la columna. Debido a que un color no se puede seguir a si
mismo, se asigna a las entradas correspondientes un tiempo de preparacién infinito. Determinar
la secuencia 6ptima para la produccién diaria de los cuatro colores, que minimizard el tiempo

total de limpieza asociado.

El tiempo de limpieza dado para la siguiente pintura es

Pintura actual Blanca Amarilla Negra Roja
Blanca 0 10 17 15
Amarilla 20 00 19 18
Negra 50 44 o0 25
Roja 45 40 20 o0

La figura 2.2 resume el problema. Cada pintura estd representada por un nodo y los arcos
direccionales representan el tiempo de limpieza necesario para llegar de un nodo a otro. Por
consiguiente, la situacion se reduce a determinar el ciclo mas corto que empieza en un nodo
(pintura) y pasa a través de cada uno de los tres nodos restantes exactamente una vez, antes de

regresar al nodo inicial.

No hay ninguna garantia que la sola solucién Optima de la asignacién producird un
recorrido. Lo mds probable es que consistird de subrecorridos que unen subconjuntos de los

nodos cercanos.

Sea

1, si se llega al nodo j desde el nodo i

Xij= 0, si no se llega al nodo j desde el nodo i
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Fig 2.2 Tiempos de limpieza

Una condicién necesaria para un recorrido es que la ciudad i s6lo conecte con una ciudad y
que se llegue a la ciudad j exactamente desde una ciudad. Si M es un valor positivo

suficientemente grande, el modelo serd el siguiente:

Min z = MXgp + 10Xpa + 17XpNn + 15XpRr + 20X ap+ MXaa + 19Xan + 18Xar + 50X nB
+ 44X A + MXNN + 25XNR + 45XRrp + 40XRA + 20XRrN + MXRR
s.a Xgp + Xga + Xgn + Xpr =1

XaB + Xaa + Xan+ Xar =1

XnB + Xna + Xan + Xnr =1

XrB + Xgra + XgN + Xgr =1

Xpp + Xap + XN + Xpp =1

Xpa + Xaa + Xna+ Xpa =1

XN + Xan + Xan + Xpn =1

XpR + Xar + XNR + Xpr =1

X;j=(0, 1) paratodaslasiyj
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La solucién 6ptima del problema son los subrecorridos blanca — amarilla — blanca y negro —

rojo — negro” ®.

2.3.4 Problemas de redes de optimizacion. Abarcan principalmente los campos de asignacion

y distribucidén de recursos, reemplazos, secuenciacioén y confiabilidad.

Problemas de secuenciacion. Por ejemplo, el caso de un taller que puede efectuar
solamente un tipo de trabajo a la vez y que esté sujeto a un limite de tiempo a partir de una fecha
base y por cada dia de retraso se genera una multa. Dicho de otra manera, dar continuidad a un
cierto nimero de trabajos en una maquina a fin de minimizar el costo de acondicionamiento o el
tiempo necesario. Cabe aclarar que se obtiene una mejor solucién con la enumeracién de todas

las posibilidades, enfoques heuristicos o de programacioén lineal, que con la programacion entera.

Sea Xj el tiempo para la operacion de inicio j. Sea aj el tiempo de procesamiento requerido
para terminar la operacién j. Si la operaciéon i precede a la operacidn j, la restriccion de
secuencia resultante es

Xi + ai < Xj

Sea dj el tiempo en que se debe terminar la operacion j, la restriccion de fecha de entrega es
Xj+aj<dj

La restriccion de no interferencia dependiendo, respectivamente, de si j precede a i o i

precede a j, en la solucién 6ptima.

Xi— Xj>aj “o bien” Xj — Xi > ai
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Como las restricciones “o bien” no estdn en la forma de la programacion lineal se agrega la

variable Y.

1, si la operacion j precede a la operacion i
Yii= 0, si la operacion i precede a la operacion j

Para M suficientemente grande, las restricciones “o bien” serdn equivalentes a las siguientes

restricciones simultaneas.

My;+ Xi-Xj)=aj “y" M(1-Y;) +(Xj—-Xi)>ai

Si t es el tiempo total requerido para terminar todas las n operaciones, el planteamiento sera
Minimizar X =t
sujeto a
Xj+aj<t,j=1,2,...,n

y las restricciones de secuencia, fecha de entrega y no interferencia.

Lineas de ensamble o balance de lineas de produccién. Una linea de ensamble es un
conjunto de estaciones de trabajo que debe realizar una serie de trabajos con la finalidad de
ensamblar un producto. En cada estacion de trabajo se pueden realizar una o més actividades,
siguiendo ciertas restricciones (relaciones de precedencia) en cuanto al orden en que los trabajos
deben realizarse. El producto tiene un limite de tiempo para permanecer en cualquier estacion
especifica de trabajo. El objetivo es minimizar el nimero de actividades, de estaciones de trabajo

y trabajadores con relacion a la produccion.

2.3.5 Problemas de programacion lineal, donde las actividades, por su estructura deben

ser no divisibles. Por ejemplo, la produccion de prendas de vestir y automéviles.
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2.3.6 Problema tipo mochila. Este, consiste en elegir entre diversos articulos que deben

empacarse en un espacio limitado, para obtener tanto “valor” en el espacio como sea posible.

n

Maximizar Z = 2 VX,
i=1

sujeto a
n
YkX; <K
i=1
X;=061
donde

K = capacidad de la mochila
X;=articulosi=1,2,...,n
V; = valor del articulo i

k; = capacidad del articulo i

Ejemplo: Un grupo financiero tiene cinco proyectos de inversion. Cada proyecto i = 1, 2, 3,
4, 5 necesita de una inversion de k; millones de pesos y se pronostica que ese proyecto rendird V;
millones de pesos anuales de utilidad cuando el proyecto esté funcionando. La capacidad total de
inversion K es de 91 millones de pesos. La tabla siguiente resume los datos asociados a cada

proyecto de inversion.

Proyecto niimero i | Inversion en millones k; | Retorno anual de la inversiéon (V;) | C;
1 36 54 L5
) 24 18 0.75
3 30 60 2
4 32 32 1
5 26 13 0.5
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El grupo financiero debe tomar la decision de aceptar o rechazar cada proyecto. Definir qué
proyectos se deben incluir y cudles se deben rechazar con el objeto de maximizar el retorno anual

total.

El modelo sera el siguiente:

Max Z = 54X, + 18X, + 60X3 + 32X, + 13X
S.a 36X1 + 24X2 + 30X3 + 32X4 + 26X5 <91

1 si se invierte en el proyecto i

Xi= 0 si no se invierte en el proyecto i

La solucién 6ptimaes X; =Xy, =X3=1, X4 =X5=0, con z = 132.

2.3.7 Dicotomias y problemas de aproximacion. Sucede cuando las condiciones del
problema solo permiten una u otra restricciéon, no ambas. Estos problemas suelen estar ligados
con restricciones de no interferencia, es decir, que dos actividades no se realicen en forma

simultdnea.
2.3.8 Problemas de programacion cronoldgica. Se determinan programas cronoldgicos y

tablas de tiempos para vehiculos, méquinas, clases en escuelas, etc. Cuando el problema es

grande se recomienda usar enfoques heuristicos.
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En la siguiente tabla se muestran otras aplicaciones que ha tenido la investigacion de

operaciones, segun el autor Taha.

Ahorros anuales

Organizacion Naturaleza de la aplicacion (en millones
de délares)

Monsanto Corp. Optimizacién de operaciones de produccion para $2
cumplir metas con un costo minimo.

SANTOS, Ltd., Optimizacion de inversiones de capital para producir $3

Australia gas natural durante 25 afios.

United Airlines Programacion de turnos de trabajo en las oficinas de $6
reservaciones y en los aeropuertos para cumplir con las
necesidades del cliente a un costo minimo.

San Francisco Optimizacion de la programaciéon y asignacién de $11

Police Department | oficiales de patrulla con un sistema computarizado.

Weyerhauser Co. | Optimizaciéon del corte de arboles en productos de $15
madera para maximizar su produccion.

The Netherlands Desarrollo de politica nacional de administracién del $15

Rijkswaterstatt agua, incluyendo mezcla de nuevas instalaciones,
procedimientos de operacién y costeo.

Yellow Freight Optimizacién del disefio de una red nacional de $17.3

System, Inc. transporte y la programacion de rutas de envio.

Texaco, Inc. Optimizacion de la mezcla de ingredientes disponibles $30
para que los productos de gasolina cumplieran con los
requerimientos de ventas y calidad.

Electrobras/CEPA | Asignacién 6ptima de recursos hidraulicos y térmicos $43

L, Brasil en el sistema nacional de generacién de energia.
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Ahorros
Organizacion Naturaleza de la aplicacion

anuales
Electric Power Administracion de inventarios de petréleo y carbén para | $59 millones de
Research Institute el servicio eléctrico con el fin de equilibrar los costos de dolares

inventario y los riesgos de faltantes.

Citgo Petroleum Optimizacion de las operaciones de refinacion y de la | $70 millones de
Corp. oferta, distribucion y comercializacién de productos. dolares
IBM Integracion de una red nacional de inventario de | $20 millones +

refacciones para mejorar el apoyo al servicio.

$250 millones
ahorrados en

inventario

American Airlines

Disefio de un sistema de estructura de precios,

sobreventa y coordinaciéon de vuelos para mejorar las

$500 millones

mads de ingresos

utilidades.
New Haven Health | Disefio de un programa efectivo de intercambio de 33% menos
Dept. agujas para combatir el contagio del SIDA. contagios
U.S. Military Rapidez en la coordinacién de aviones, tripulaciones, Victoria

Airlift

Command

carga y pasajeros para manejar la evacuacion por aire en

el proyecto Tormenta del Desierto en el Medio Oriente.
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2.3 Métodos de solucion

La programacién entera pura, con la totalidad de soluciones posibles acotada, garantiza la
existencia de un ndmero finito de soluciones. No obstante, esta situacién no asegura la resolucién
del problema ya que la cantidad de soluciones puede ser muy grande. Por ejemplo, si se tiene un
problema de programacién binaria con n variables se considerardn 2" soluciones y a pesar de que
algunas soluciones se pueden excluir por no cubrir los requerimientos, cada vez que n aumenta
en uno se duplica la cantidad de soluciones por cada variable. Este patréon se conoce con el
nombre de crecimiento exponencial de la dificultad del problema. Algunas veces ocasiona que
los problemas practicos grandes de programacién entera no se puedan resolver por enumeracion

exhaustiva ni con el uso de ordenadores.

Cuando las variables tienen que ser enteras, resolver el problema se obstaculiza ampliamente

por ser éste uno de programacion lineal con menos soluciones a tener en consideracion.

Una forma facil de obtener una solucioén a un problema de programacion entera es ignorando
las restricciones enteras, resolverlo como un problema de programacién lineal y redondear la
solucién Optima a los enteros mds proximos. Este método suele proporcionar un resultado
satisfactorio solamente cuando las posibles soluciones se encuentran cerca de enteros grandes. Si
al resolverlo el resultado 6ptimo obtenido en el problema lineal es entero, entonces también es la

solucién 6ptima del problema entero original. Ver ejemplo uno del capitulo cuatro.

Otra forma para manejar los problemas de programacién entera grandes es empleando
algoritmos heuristicos. Son eficientes para problemas grandes y frecuentemente brindan mejores
soluciones de las que se hallan por redondeo, pero no se tiene la certeza de llegar a la solucién

Optima.

-61 -



Programacion Entera

En general, para los algoritmos para programacion entera, el tiempo de calculo es
determinado por el nimero de variables enteras y el hecho de que el problema tenga una
estructura especial de la que se pueda sacar utilidad. Esta circunstancia es opuesta a la de
programacion lineal, en la cual es mas importante el numero de restricciones que el nimero de

variables.

Hay casos en los que aumentar el niimero de restricciones reduce el tiempo de cdlculo porque
se disminuye el numero de soluciones factibles. Para el caso de los problemas de PEM el nimero
de variables enteras es mds importante que el total de variables, dado que las variables continuas

no causan mayor efecto.

Otras aplicaciones implican la toma de decisiones de si o no.

Las técnicas de programacion entera son procedimientos para resolver problemas lineales
con restricciones enteras para algunas o todas las variables. Estas mismas se fundamentan a
partir de conceptos diferentes pero se pueden resumir en tres principios (figura 2.3): separacion,

suavizacion y sondeo.

Principios

Separar Suavizar Sondear o Acotar

Fig 2.3 Principios de las técnicas de PE
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En ocasiones es ttil resolver el problema a través de subproblemas. Dicha subdivision deberd

cumplir con dos requisitos:

1) La solucién factible del problema es solucion factible solamente a una de las
divisiones del problema.
2) Las soluciones factibles de los subproblemas también son soluciones factibles al

problema.

Ahora bien, la suavizacion es la eliminaciéon de alguna condicién. Usualmente en la
programacion entera es la eliminacion de la restriccion de entero. Al problema correspondiente
de programacioén lineal sin las restricciones de valores enteros de un problema de programacion
entera se denomina soltura de PL. Cuando un problema se ha suavizado, toda solucién factible al

problema es una solucién factible al problema suavizado. Lo anterior produce tres resultados:

1) Si el problema suavizado no tiene solucién factible, el problema original tampoco.

2) El valor méximo del problema original es menor al valor maximo del problema
suavizado.

3) Si la solucién 6ptima del problema suavizado es una solucién factible del problema

original, entonces esta solucién también es dptima para el problema original.

Sondear un problema implica que tal problema ya no requiere un anélisis posterior para la

bisqueda de la solucién de programacién entera y se puede efectuar en tres formas diferentes:

1) El problema no tiene solucion factible.
2) Algun valor predeterminado es mejor que cualquier otro que pudiera contener la
funcidn objetivo del problema.

3) Se ha encontrado la solucién 6ptima.
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Una forma mds de solucionar el problema entero de programacién lineal, consiste en
resolverlo como un problema de programacion lineal e introducir posteriormente de una en una
las restricciones adicionales, para aislar la region cerca del punto de solucién hasta alcanzar una
solucion entera. En teoria el método converge, pero en la practica el nimero de iteraciones puede
ser enorme. En general se han desarrollado dos métodos para crear las restricciones mencionadas

anteriormente, que son: Método del plano cortante y Método de ramificacion y acotamiento.

En el afio de 1958 Gomory crea el primer algoritmo para la resoluciéon de modelos de
programacion entera basado en planos de corte. Dos anos después, Land y Doig dan a conocer

los algoritmos de bifurcacion y acotacion.

2.3.7 Planos de corte

Los métodos de planos de corte fueron los primeros que se utilizaron en la programacién
entera. La ventaja de estos métodos es que muestran lo que se quiere hacer en la region de
factibilidad del problema entero mientras se busca la solucién. Lamentablemente resultan
ineficientes al momento de resolver problemas que no son pequefios, porque en cada iteracion se

genera una restriccion y una variable extra.

Un plano de corte (cortante o cortadura) para un problema de programacién entera es una
restriccién adicional que reduce la region factible para la soltura de programacién lineal. La
restriccién no eliminard ningin punto entero factible del problema original y atravesara al menos

un punto entero ya sea factible o no factible.
El algoritmo del plano cortante inicia en la solucién continua 6ptima de la programacién

lineal y afiade consecutivamente restricciones llamadas cortes que modificardn el espacio de la

solucién para dar origen a un punto extremo entero 6ptimo.
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Para realizar el corte se elige un renglén en el que la variable bésica es no entera. A este se le
conoce como renglon fuente. Para construir la restricciéon cada uno de los coeficientes que sean
no enteros se dividirdn en factores enteros y fraccionales, siempre y cuando este dltimo sea

estrictamente positivo. Por ejemplo,

Sea [X] = el entero maximo no mayor que el nimero X.
El corte debe ser de la siguiente forma:

n

2 (ai-[a) Xj=(bi-[b1) i=1,...,m.
j=1

Ejemplo: Se tiene el siguiente problema

Max z = 5X; + 9X,
s.a-X;+4X,<8
5X1+ X5 < 30

X1, X5 >0 enteras

En la figura 2.4 se muestra el espacio de solucién para este problema por medio de puntos.
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5X1 + X2 < 30

-X;+4X,<8

X

Fig 2.4 Espacio de solucion

Se resuelve por el método simplex sin considerar las restricciones enteras. Se obtuvo la

siguiente tabla ptima.

Base | X; X X3 X, | Valores de solucion
X, | 0O 1 521 1721 10/3
X1 1 0 -1721 4721 16/3
zZ 0 0 4021 29/21 170/3

Como la solucién 6ptima de X;=16/3, X,=10/3 es continua se agregard un corte. Para llevar a

cabo esta accion se realiza lo siguiente:

Se elige el renglon fuente para generar el corte. Para este caso puede ser cualquiera de los

tres renglones porque z, X; y X, deben ser enteros.
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De la tabla anterior se eligi6 arbitrariamente a X, como renglén fuente.

Base ‘ X Xo X3 Xy ‘ Valores de solucion

X, ‘0 1 501 1/21‘ 10/3

La division en factores del renglon fuente genera

S 1 _ 1
[0+ 21JX3+[O+ ZIJX4_[3+ 3}

y el corte seré (figura 2.5)

_X3+_1X4>

21 21 = = Cortel 2 . 2 X, +X5 =

W [—

Se agrega el corte como una restriccion secundaria a la tabla simplex éptima.

Base | X; X X3 X4 X5 | Valores de solucion
X, [0 1 5721 1721 O 10/3
Xi I 0 -1/21 4/21 O 16/3
Xs | O 0 -521 -1721 1 -1/3
y/ 0 0 4021 2921 O 170/3
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Xz 5X1+ X, <30
5 =+
4 4 X1 +4X,<8
3 Corte I
2 [ [ [ [ [
1+ . * . . .

s + + $ + + Xh

1 2 3 4 6
Fig 2.5 Corte I

Esta nueva tabla es 6ptima pero no factible, asi que se procede a aplicar el método dual

simplex para volver a adquirir la factibilidad.

Base | X; X, X3 Xy X5 | Valores de solucion
Xx (0 1T 0 0 1 3
X3 |1 0 0 1/5 -1/5 2715
X3 |0 0 1 1/5 -21/5 715
zZ 0O 0 0 1 8 54

La solucién es X;=27/5, X,=3, X3=7/5, Max z= 54. Esta solucién es 6ptima y factible, pero

como no es entera se realiza otro corte.
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Para el segundo corte se selecciona como renglén fuente X .

Base ‘ X; X, X3 Xy Xs | Valores de solucion

X, ‘1 0 0 1/5 -1/5‘ 27/5

La division en factores del nuevo renglén fuente genera

1 4 2 i i
5 X3+ 5 X4 = 5 =>  Corte II gl X3 — 2 X, +Xg = gz
:{: 5X1+X2§30
5--
Corte 11

Fig 2.6 Corte Il

- 69 -



Programacion Entera

Se agrega el corte como una restriccion secundaria a la tabla simplex dptima.

Base | X; X; X3 Xy Xs Xg | Valores de soluciéon
X |0 1 0 O 1 0 3
X3 |10 0 15 -1/5 0 2715
X3 |0 0 1 1/5 -21/5 0 715
Xe |O 0 0 -1/5 -4/5 1 -2/5
z 0O 0 0 1 8 0 54

Esta nueva tabla es 6ptima pero no factible, asi que se procede a aplicar el método dual

simplex para volver a adquirir la factibilidad.

Base | X; X; X3 Xy Xs Xg | Valores de solucion
Xx |0 10 O 1 O 3
X1 1 0 0 0 -1 1 5
X3 /0 0 1 0 -5 1 1
X4 |0 0 0 1 4 -5 2
y/ O 0 O O 4 5 52

La solucién es X; =5, X;=3, X3 =1, X4=2, Max z = 52. En ésta X; y X, ya son enteras,

por lo tanto se ha llegado a la solucién 6ptima del problema (figura 2.7).
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Xa 5X; + X5 <30

Corte 11

-X1+4X,<8

Corte I

Punto maximo

Fig 2.7 Solucion optima

Ejemplo: Una modista debe terminar unos sacos. Dispone para ello de un maximo de 45
botones. Utiliza 5 botones para terminara el modelo de saco A y 3 botones para el B. A la
semana vende un maximo de 10 sacos. El beneficio obtenido por la venta del tipo A es de $500 y

de $400 del tipo B. Determinar el nimero de sacos que debe terminar para obtener el maximo

beneficio en esa semana.

Sean las variables de decision:
X; = Numero de sacos del tipo A a terminar.

X, = Numero de sacos del tipo B a terminar.

Max z = 500X + 400X,
s.aX;+X,<10
5X; +3X5,<45

X1, X5 > 0 enteras
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La solucién 6ptima es X ;=9 y X,=0, esto es, terminar 9 sacos del tipo A y ninguno del tipo

B con un beneficio miximo de $4500.

2.3.8 Bifurcacion y acotamiento

El procedimiento de bifurcacién también es conocido como ramificacién y se encarga de
eliminar partes del espacio continuo que no incluyen puntos enteros factibles, reforzando las

condiciones necesarias para que se tengan los enteros.

Una desventaja de este algoritmo es resolver un problema lineal en cada subproblema. En
problemas grandes esto puede llegar a consumir mucho tiempo, en especial cuando la unica
informacion necesaria es el valor objetivo 6ptimo. Sin embargo, algunas cotas pueden ayudar a
descartar subproblemas. A su vez la principal ventaja es la estimacion rapida de dichas cotas con
célculos minimos, reduciendo con esto el tiempo que tarda el algoritmo en llegar a la solucién

Optima.

Otra desventaja es que no necesariamente se puede tener una cota exacta ocasionando que
no sean efectivas. A pesar de esta desventaja, estos métodos siguen siendo los mds efectivos para

resolver problemas enteros.

El primer paso de los algoritmos de bifurcacién y acotamiento es encontrar la solucion
Optima sin considerar las restricciones de entero. Esta solucién se obtiene aplicando el método

simplex. Posteriormente se afiaden las restricciones.

Las restricciones dividiran la regién factible en dos, sin eliminar alguna solucién entera
factible. Los nuevos subproblemas que surgen se denominan reserva o lista de candidatos. Si al
resolver los dos nuevos subproblemas se encuentra una solucién entera, se verifica el valor de la
funcién objetivo. Cuando este valor es mejor que el valor de la funcién objetivo del otro

subproblema, se concluye y ésta serd la solucion optima entera. En el caso opuesto se vuelve a
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dividir cada subproblema en dos hasta encontrar la solucién 6ptima entera. A este proceso se le

llama bifurcacion.

Las bifurcaciones se efectian a partir del programa que se considere mds cerca del valor
Optimo. Si existen varias opciones para continuar con las bifurcaciones se elige la de mayor valor
si se realiza una maximizacion, o bien, el de menor valor si se trata de una minimizacion.
Cuando el primer resultado (aproximacion) contiene mas de una variable no entera, la nueva
restriccion se realiza a la variable cuya parte fraccionaria esté mas cerca de 0.5. En caso de
empate se elige de forma aleatoria una variable. Si sucede que el problema tenga mds de una
solucién Optima, en este caso se selecciona cualquier solucién como éptima y no se toman en

cuenta el resto de las soluciones.

Si se estd trabajando con variables binarias, para ramificar el problema sin dificultad, se
puede fijar el valor de una variable. Para los problemas mixtos nunca se seleccionard una
variable continua como variable de ramificacién. Para disponer de una nueva cota, los valores de

las variables discretas deben ser enteros y el valor objetivo debe ser mejor a la cota actual.

En la acotacion, para el caso de maximizacion, el valor de la funcién objetivo se toma de
la primera solucién entera que se obtiene (primera solucién incumbente o de apoyo) y se
convierte en una cota inferior para el problema y todos aquellos valores menores a esta cota se
descartan. En el caso de minimizacién el procedimiento es el mismo salvo que se convierte en

una cota superior para el problema y se desechan aquellos valores mayores a la cota superior.

Ejemplo: Se tiene el siguiente problema

Max z =3X; + 2X>5
s.aX+X;<4
TX 1+ 3X2 <21

X1, X5 = 0 enteras
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El espacio de solucién de este problema lineal entero (PLE) se muestra en la figura 2.8 por

medio de puntos. La solucién éptima de la soltura de dicho problema, PLO, es X,=2.25, X,=1.75
y Z=10.25.

Solucién éptima:

X1=225,X,=1.75

/Z=10.25
1 + i X,
5 6 7

Fig 2.8 PLO

Dado que esta solucién 6ptima no cumple con los requerimientos enteros se procede a aplicar

el algoritmo de ramificacién y acotamiento.

Se selecciona una de las variables enteras de PLO cuyo valor no sea entero. Al seleccionar
X1(=2.25) la region 2 < X < 3 del espacio de solucién de PLO no contiene valores enteros de X;

y se pueden eliminar. Esto es equivalente a reemplazar PLO por PL1 y PL2 definidos como:

Espacio PL1 = espacio PLO + (X, <2)
Espacio PL2 = espacio PLO + (X, > 3)
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Los espacios PL1 y PL2 (figura 2.9) contienen los mismos puntos enteros factibles del

problema original, es decir, son equivalentes a PLO.

Xz
5 4
X;<2 X;=3
4 «— >
I=
2 -4 .
PL1—— PL2
TN
L ! o X)

Fig 2.9 Espacios PL1 y PL2

Las restricciones X; < 2 y X; > 3 se excluyen mutuamente por lo que PL1 y PL2 se deben

analizar como problemas lineales separados (figura 2.10).

Se analiza PL1 (asociada con X; <2)

Max z = 3X; + 2X,

s.a X+ X, <4
TX1+3X, <21
X2

X, X, > 0 enteras
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PLO
@ X,22.25, Xo=1.75. Z=10.25
X1 <2 X1>3
PL1 PL2

@ X,=2, X,=2, Z=10 @

Limite inferior (6ptimo)

Fig 2.10 Espacios PLI1 y PL2

La soluciéon o6ptima de PL1 es X =2, X;=2 y Z=10. Dicha soluciéon satisface los
requerimientos de enteros para X; y X,. Se sondea PL1 porque no incluye ninguna solucién

mejor de PLE.

Se toma Z =10 como cota inferior y se examina PL2. Debido a que la solucién 6ptima
7=10.25 en PLO y a que todos los coeficientes de la funcién objetivo son enteros, es imposible
que PL2 producird una solucién entera mejor. Como resultado descartamos PL2 y se concluye

que se ha sondeado.

Una vez examinados PL1 y PL2 se concluye que la solucién 6ptima del PLE es X =2, X,=2

y Z=10.

Ejemplo: Una modista de alta costura desea realizar vestidos para novia. Tiene 487 metros
de tela de organza y 322 metros de tela de satin. Para el modelo ilusién requiere 4 metros de
organza y 5 metros de satin, para el modelo princesa utiliza 6 metros de organza y 3 de satin. El
precio de venta del primer modelo es de $7000 y del segundo de $13000. Calcular el nimero de

vestidos que debe confeccionar de cada modelo para maximizar los beneficios.
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Sean las variables de decision:
X; = Numero de vestidos del modelo ilusion a confeccionar.

X, = Numero de vestidos del modelo princesa a confeccionar.

Max z = 7000X; + 13000X,
s.a4X; + 6X, <487
5Xi1+3X,<322

X, X5 > 0 enteras

La solucién optima es X =1 y X,=80, esto es, confeccionar un vestido del modelo ilusién y

80 vestidos del modelo princesa con un beneficio maximo de $1047000.
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Capitulo 3. Explicacion del Algoritmo Entero-Mixto de Gomory

3.1. Derivacion del corte

Sea el problema de programacién entera dado por:

MaxZ=ciXj+cXo+ ..+ Xy +d1 Vi+da Yo+ ... +dy Vi
sa. Ay X; + ApXo + ...+ QinXy +bip Yi+bip Yo+ ..o+ by Yo <b;
X, ¥y=0
X ER, Yy €EZ’

La relajacion de este problema es:

Max Z=ciXj+coXo+ ..+ Xy +d1 YVi+da Yo+ ... +dy Vi
s.aa. Ay X + ApXo + ...+ QinXy +bi Yi+bip Yo+ .o+ b Yo <b;
X, ¥y=0
X,y ER

Una restriccidn caracteristica

A Xq+aAp Xo +...+ Xpi= by

la cual se puede reescribir como

n

2 @4 +a X + Xnsi = (bi - [bi]) + [bi]
J:

~

h
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donde

[bi] es el entero méximo no mayor que el nimero b;.

aij si aijZO 0 st aijZO
a; =

0 si aij<0 aij si aij<0

Se supone que X,.i €s una variable entera, pero b; no lo es. Al convertir

h =b; - [bj]
z = [bj]

sustituyendo en la restriccién que se reescribio

n

le (@5 +a X + Xosi =h + [bi]
J:

Se tiene entonces que si la parte izquierda de esta restriccion es positiva, seria equivalente a
h, h+1, h+2, ... y cumpliria con:

n

2 (a+ij + a_ij)Xj >h
J:
porque se eliminaron tanto cantidades enteras de ambos lados como X;,4i <Z = [bj]

Asi pues, se tiene que:

por lo que

-80 -



Explicacion del Algoritmo Entero-Mixto de Gomory

Por otro lado, si la parte izquierda de la restriccion que se reescribid es negativa, esta sera
igual a -1+h, -2+h, ...y cumpliria con:

n

Y @jy+apX; <-1+h
=1

Sin embargo:

n

n
Zl: @)X < 21 @+ apX;
J= J=

Entonces:

n

z (a_ij)Xj < -1+h
=1

Después al dividir la dltima expresion entre (h-1), que es negativo, se obtiene:

n

Y @pX =1
=1  h-1
Al multiplicar por h:
n
h@X; >h
=T h-1
O bien:

n
Z h(-aypX; >h 2)
=1 1-h
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Resumiendo (1) y (2) se llega a:

z a'; X +Z (-a_jj)Xj >h (3)
3= —h)

Esta udltima expresion forma un corte. Pero para darle mayor validez se tomard en
consideracion que algunas variables en la restriccion diferentes de X.i, pueden ser enteras y se
quiere que los coeficientes de dichas variables enteras diferentes de X,.i, sean lo mds pequefios

posibles.

El coeficiente a+ij de menor tamafio en (1) es (Q; - [@;;]), mientras que el coeficiente a_ij de

mayor tamafio que se puede tener en (2) es (1 - @; + [Q;]).

En consecuencia, el corte (3) sera mas efectivo si:

n

Zaux +Z _h (aU)X+Z(au - ay]) X Zih(l-aiﬁ[aﬁ])xj >h

J 1 l-h J 1 =1
— —— U~ ~ ) — —— _
Para variables no enteras Para variables Para variables enteras
enteras con con (aij I aij]) >h

@;-[ a;) <h

-82 -



Explicacion del Algoritmo Entero-Mixto de Gomory

3.2. Procedimiento del Algoritmo Entero-Mixto de Gomory

Este algoritmo se utiliza para resolver problemas enteros-mixtos. El algoritmo comienza en
la solucién 6ptima continua de la programacioén lineal y modifica el drea de solucién anadiendo
cortes. El corte se realiza a partir de los componentes fraccionales de los coeficientes del renglén

fuente. La variable basica del renglén fuente es no entera.

El corte mixto s6lo acepta que un subconjunto de variables tome valores enteros, mientras
que el resto de las variables siguen siendo continuas. En seguida se mencionan los pasos a seguir

para la aplicacion de este algoritmo.

1. Se resuelve el problema entero mixto como un problema lineal, sin considerar por el
momento las condiciones enteras.

2. Si en el resultado 6ptimo del paso 1 6 4 las variables que tienen que ser enteras lo
son, se detiene el algoritmo. Se ha llegado al resultado 6ptimo del problema original.
De otra forma se contintia con el paso 3.

3. Se selecciona el mayor Xg; para generar un corte de la siguiente forma:

n

zaUX +z h (al))X+Z(alj [alj)X Zi(l'aij"‘[aij])xj Zh

J 1 l—h J 1 = h
— —— -~ —~ ) — —— _
Para variables no enteras Para variables Para variables enteras
enteras con con (aij I aij]) >h

@;-[ azh) <h

4. Se afiade este corte como una restriccion adicional junto con una variable de exceso.

Se resuelve por el método dual simplex y se regresa al paso 2.
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3.3. Ejemplos

Ejemplo 1. En el cual el resultado 6ptimo del problema, sin considerar las restricciones
enteras, es entero.
Max z =2X; + 3X,
s.a Xp+ X3=30
X1+ X+ Xy=50
X1, X5 > 0 enteras

X3, X4 > 0 continuas

Paso 1. Resolver sin tomar en cuenta las condiciones enteras.

2X1-3X5+z2=0

Base | X; X, X3 X4 | Solucion

X30u1030

Xy |1 1 0 1 50

zZ -2 -3 0 O 0

Base X] Xz X3 X4 Solucion

X, 0 1 1 0] 30
X, m 0 -1 1 20
z 2 0 3 0ol 90

Base | X; X3 X3 Xy | Solucion

X, (0 1 1 O 30
X (10 -1 1 20

// 0O 0 1 2 130
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Paso 2. Como el resultado 6ptimo es entero se detiene el algoritmo. Se ha llegado al

resultado 6ptimo del problema original.

Variables enteras: X; =20y X;=30
Max z =130

Ejemplo 2. En el cual se usa el corte para variables no enteras.

Max z = X; + X,
s.aa7X;-4X, + X3=17

A4X+TXo+ Xy =7
X1, X, > 0 enteras

X3, X4 > 0 continuas

Paso 1. Resolver sin tomar en cuenta las condiciones enteras.

—X1 —X2 +z=0

Base X] Xz X3 X4 XBi

X, m 4 1 0] 7

X, 4 7 0 117

z 1 -1 0 010

Base X1 X2 X3 X4 XBi

X1 1 -4/7 /7 0 1
X4 0 33/7 4/7 1 | 11
z 0 -11/7 1/77 0 1
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Base X1 Xz X3 X4 XBi

Xy | 1 0 7/33 4/33| 7/3
X, | O 1 4/33 7/33| 7/3

zZ 0 0 173 1/3 |14/3

Paso 2. Como el resultado 6ptimo de X,=7/3, X,=7/3 no es entero se continda.
Paso 3. Se selecciona el mayor Xg; de X,=7/3, X,=7/3.
Se elige cualquiera porque tienen el mismo valor. Si elegimos X,=7/3 se tiene:

Base X1 Xz X3 X4 XBi

=> 733X +4/33 X,=7/3
X, ‘ 10 733 4/33‘7/3

h=Db; - [bi]
h=7/3-2
h=1/3

Como X3 y X4 son continuas y sus coeficientes mayores o iguales a cero, el corte se

reduce a:

n
Z a"ij Xj >h
j=1

7/33 X5+ 4/33 X4 > 1/3

Esta es la restriccion que se agregard a la
tabla. -7/33 X5 -4/33 X4+ X5 =-1/33
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Paso 4. Se afiade la restriccion, se resuelve por el método dual simplex y se regresa al paso 2.

Base | X; X X3 Xy Xs| Xpi

X, |1 0 7/33 4/33 0 | 7/3
1 4/33 7/33 0 | 7/3

0
Xs | 0O O -7/33 -4/33 1 | -1/3
0O 0 173 173 0 |14/3

Base | X; X2 X5 Xy X5 | X

Xx (1 0 0 0 1 | 2

X, (0 1 0 17 47 |15/7
Xz |0 0 1 4/7 -33/7|11/7
zZ 0O 0 o /7 117 |29/7

Paso 2. El resultado 6ptimo es: X =2, X,=15/7, X3=11/7, Max z = 29/7. Como X, debe ser

entera se continua.

Paso 3. Se selecciona el mayor Xg;, que en este caso corresponde al renglon de X, y aqui se

genera el corte.

Base ‘ X X2 X5 Xy X5 | X

=> 17Xy +4/7 Xs = 15/7
X, ‘0 1 0 1/7 4/7‘15/7

h =b; - [bi]

h=15/7-2
h=1/7
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Como X4 y X5 son continuas y sus coeficientes mayores o iguales a cero, el corte se reduce a:
n
Y atX; >h
=1

/7 X4+ 417 Xs> 177

Esta es la restriccion que se agregard a la 17 Xy -47 Xs+ Xg=-1/7
tabla.

Paso 4. Se afade la restriccion, se resuelve por el método dual simplex y se regresa al paso 2.

Base | X; X X5 Xy X5 X! Xg;

X |1 0 0 O 1 0 2

X, (O 1 0 17 47 0 |15/7
X3 (0O O 1 47 -33/7 0 |11/7
X O O O -1/7 -47 1 |-1/7
z o o0 o /7 11/7 0 |29/7

Base | X; X X3 Xy Xs X6 | Xgi

X2, (0 1T 0 0 O 172
X3 (0O 0 1 0 -7 41
X4 |0 0 0 1 4 -7]1

z 0O 0 0 o0 1 1|4
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Paso 2: El resultado 6ptimo del paso anterior es entero, se detiene el algoritmo. Se ha llegado

al resultado 6ptimo del problema original, el cual es:

Variables enteras: X;=2y X,=2
Variables continuas: X;=1y X;=1
Maxz=4

Ejemplo 3. En el cual se usa el corte para variables no enteras negativas y el corte para
variables enteras < h.

Max z =3X; + 7X,
s.a2X+2X, + X3=15

X;+4X, + X4 =10
X1, X3 >0 enteras

X5, X4> 0 continuas

Paso 1. Resolver sin tomar en cuenta las condiciones enteras.

-3X,-7X+2=0

Base X1 X2 X3 X4 XBi

X3 | 2 2 1 0] 15

X41m0110

Base X1 X2 X3 X4 XBi

X3 372 0O 1 -172] 10

Xz 1/4 I 0 1/4 | 52

z -5/4 0 0 7/4 352
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Base X1 Xz X3 X4 XBi

X, |10 23 -1/73| 20/3
X, (O 1 -1/6 1/3 | 5/6

zZ 0 0 5/6 4/3 |155/6

Paso 2. Como el resultado 6ptimo de X;=20/3, X,=5/6 no es entero se continua.

Paso 3. Se selecciona el mayor Xg; que en este caso corresponde al renglén de X y aqui se

genera el corte.

Base ‘ X: X2 X3 Xy | Xgi

=> 213Xs- 1/3 Xu=20/3
X, ‘ 1 0 213 -1/3‘20/3

h=Db;- [bi]
h=20/3-6

h=2/3

Como X3 debe ser entera y X4 es continua, el corte se reduce a:

a;=2/3

@i — [ai])

23 -12/3])=2/3-[0))=2/3<h
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jZi @;-[ ;D X;

Esta es la restriccion que se agregard a la

tabla.

2/3X3+2/3X4 22/3

Y, (A X
J=1

-2/3 X3 -2/3 X4 + X5=-2/3

Paso 4. Se afiade la restriccion, se resuelve por el método dual simplex y se regresa al paso 2.

Base | X; X X3 Xy Xs5| X
X4 1 0 23 -1/3 0| 20/3
X, |0 1 -1/6 1/3 0 5/6
Xs | O 0 -2/3 -2/3 1| -2/3

zZ 0O O 56 4/3 0 |155/6
Base | X; Xo X; Xy X5 | Xg
Xi I 0 0 -1 1 6
X |0 1 0 122 -1/4] 1
X5 |0 0 1 1 -32] 1
y/ O 0 0 1/2 514|725
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Paso 2: El resultado 6ptimo del paso anterior es entero, se detiene el algoritmo. Se ha llegado

al resultado 6ptimo del problema original, el cual es:

Variables enteras: X; =6y X3=1
Variables continuas: X;=1y X4=0

Max z =25

Ejemplo 4. En el cual se usa el corte para variables enteras > h.

Max z = 3X, + 7X;
s.a2X;+2X, +X3=9

X1 +3Xo+ Xy=11
X5, X3 >0 entera

X1, X4> 0 continuas

Paso 1. Resolver sin tomar en cuenta las condiciones enteras.

-3X,-7X+2=0

Base X1 X2 X3 X4 XBi

X3 2 2 1 0] 9

Base X1 Xz X3 X4 XBi

X (43 0 1 -2/3|5/3
X | I3 1 0 1/3 1173

z |-23 0 O 7/3|71/3
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Base X1 Xz X3 X4 XBi

X; [ 1 0 34 -172| 5/4

X, | 0 1 -1/4 1/2 |39/12

z 0O o0 12 2

159/6

Paso 2. Como el resultado 6ptimo de X,=39/12, X,=5/4 no es entero se continda.

Paso 3. Se selecciona el mayor Xg;.

Base‘Xl X, X3 X4‘ Xpi

=> -1/4Xs + 1/2 X4 =39/12
X, ‘0 1 -1/4 1/2‘39/12

h =b; - [bi]
h=39/12-3
h=1/4

Como X3 debe ser entera y X4 es continua, el corte se reduce a:

a=-1/4
(@; —[a;])

(-1/4—-[-1/4]) =(-1/4 - [-1]) =3/4>h

1/4 1 |
Toia | LU +[14] (X5 + 5 X4 > 1
\_ /

n N HH—/

> _h

1- aij+ [aij]] Xj
j=1 1-h
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173 (1/4) X3+ 172 X4 > 1/4
1712 X5+ 12 X4 > 1/4

Esta es la restriccion que se agregard a la /12 X3- 172 X4+ Xs = -1/4
tabla.

Paso 4. Se afiade la restriccion, se resuelve por el método dual simplex y se regresa al paso 2.

Base | X; X Xz Xy Xs|Xsi
X, |1 0 34 -12 0] 54

X, 1 -1/4 172 0 |39/12

0
Xs |0 0 -1/12 -172 1 | -1/4
0

0 12 2 0 |159/6

Base | X; X Xz Xg Xs|Xsi
X, I 0 56 0 -1/|32

X, |0 1 -1’3 0 1 3
Xs [0 0 16 1 27172
zZ 0 0 16 0 4 |512

Paso 2. El resultado 6ptimo es: X;=3/2, X,=3, Xs=1/2, Max z = 51/2. El valor de X, es

entero, se detiene el algoritmo. Se ha llegado al resultado 6ptimo del problema original.
Variables enteras: X, =3

Variables continuas: X; =3/2, Xs=1/2
Max z =51/2
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Ejemplo: Los 250 integrantes de una compaiiia teatral dardn una funcién en el estado de
Guerrero. Para ello se contrata el viaje a una empresa que dispone de 15 camionetas con 17
plazas y 5 autobuses con 41 lugares, pero solamente hay 8 conductores disponibles ese dia. El
alquiler de cada camioneta es de $800 y el de cada autobus es de $1200. Determinar el nimero

de camionetas y autobuses que convendrd alquilar para transportar a la compaiiia teatral.

Sean las variables de decision:
X; = Numero de camionetas a alquilar.

X, = Numero de autobuses a alquilar.

Min z = 800X, + 1200X;
s.aX;<8

X2<8

17X, + 41X, > 250

X1, X5 > 0 enteras

La solucién 6ptima es X;=0 y X,=7, esto es, alquilar 7 autobuses con un gasto total de

$8400.

3.4. Comparacion entre el Algoritmo de Gomory y Bifurcacion y Acotamiento
En esta seccidn se hard el andlisis de un problema que fue resuelto por ambos métodos.
Se tiene el siguiente problema
Max z = 7X; + 9X,
s.aa-X+3X,<6

TX1+ X2 <35

X1, X5 >0 enteras
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Gomory Bifurcacién y acotamiento
Numero de iteraciones 3 2

(Cantidad de trabajo empleado)

Funcionamiento correcto ®) ©
Simplicidad © ©
Memoria usada ®) ©

Donde:

© cumple con la caracteristica.
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Capitulo 4. Aplicacion del algoritmo Entero-Mixto de Gomory

En esta seccidn se analizan dos problemas siguiendo el algoritmo Entero-Mixto de Gomory.
4.1 Ejemplo de puertas, molduras y cortineros
4.1.1 Observacion

Una empresa se dedica a la fabricacion de los siguientes articulos: puerta de tablero, puerta

de persiana, puerta de cocina, molduras para marcos y cortineros.

4.1.2 Definicion del problema

Dicha empresa desea maximizar la utilidad semanal y para conseguirla debe establecer la

cantidad de unidades a fabricar de cada producto, bajo las siguientes restricciones:
1) Las unidades a producir son enteros y mayor o igual a cero.

2) El maximo de horas destinadas a la semana para cada proceso son:
a) Seleccion de la madera hasta 13 horas.
b) Cepillado hasta 16 horas.
¢) Cortes hasta 30 horas.
d) Moldureado o fresado hasta 36 horas.
e) Ensamblado hasta 33 horas.
f) Lijado hasta 45 horas.

g) Supervision hasta 7 horas.
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3) La utilidad de cada articulo es:
a) Puerta de tablero $200
b) Puerta de persiana  $90
¢) Puerta de cocina $45
d) Molduras para marcos (100 piezas) $220
e) Cortineros (50 pares) $350

4) El maximo de unidades a producir de cada articulo a la semana son:
a) Puerta de tablero hasta 8 unidades.
b) Puerta de persiana hasta 20 unidades.
¢) Puerta de cocina hasta 25 unidades.
d) Molduras para marcos hasta 6 paquetes de 100 piezas cada uno.

e) Cortineros hasta 3 paquetes de 50 pares cada uno.

5) Eltiempo de fabricacion de cada producto en minutos es:

Puertade | Puertade | Puertade | Molduras para | Cortineros
tablero persiana cocina marcos (50 pares)
(100 piezas)
Seleccion de la madera 15 18 3 60 9
Cepillado 30 30 10 60 9
Cortes 90 30 10 70 110
Moldureado 120 45 20 55 50
Ensamblado 60 15 15 0 200
Lijado 30 10 5 100 250
Supervision 3 5 3 15 30
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4.1.3 Construccion del modelo

Sean las variables de decision:
X = Numero de puertas de tablero a fabricar
X, = Numero de puertas de persiana a fabricar
X3 = Numero de puertas de cocina a fabricar
X4 = Numero de paquetes de 100 piezas de molduras para marcos a fabricar

X5 = Numero de paquetes de 50 pares de cortijeros a fabricar

Max z = 200X + 90X, + 45X3 + 220X + 350X
s.a 15X + 18X, + 3X3 + 60X, + 9X5 <780
30X, + 30X, + 10X35 + 60X4 + 9Xs <960
90X + 30X, + 10X5 + 70X4 + 110X5 < 1800
120X + 45X, + 20X3 + 55X4 + 50X5 <2160
60X, + 15X, + 15X5 + 200X5 < 1980
30X; + 10X, + 5X35 + 100X, + 250X <2700
3X; +5X5 +3X5 + 15X, + 30X5 <420
X;<8
X2<20
X3<25
X4<6
Xs<3
X1, X5, X3, X4, X5 >0 entera
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4.1.4 Solucion del modelo

Paso 1: Aplicar el Método Simplex

Convertir las desigualdades en igualdades.
15X, + 18X, + 3X5 + 60Xy + 9X5 + X6 = 780
30X, + 30X, + 10X5 + 60X4 + 9Xs5 + X7 = 960
90X + 30X, + 10X5 + 70X + 110X + Xg = 1800
120X + 45X, + 20X5 + 55X4 + 50Xs5 + X9 = 2160
60X, + 15X, + 15X5 + 200Xs + X0 = 1980
30X, + 10X, + 5X5 + 100X4 + 250X + X1 = 2700
3X; +5X5 +3X5 + 15X, + 30X + X0 =420

Xi+X3=8

X2+ X4 =20

X3+ Xi5=25

X4+ Xi6=6

Xs+X17=3
Donde:

X6 = Minutos sobrantes del proceso de seleccién de la madera
X7 = Minutos sobrantes del proceso de cepillado

X3 = Minutos sobrantes del proceso de cortes

Xy = Minutos sobrantes del proceso de moldureado

X0 = Minutos sobrantes del proceso de ensamblado

Xj1 = Minutos sobrantes del proceso de lijado

Xj2 = Minutos sobrantes del proceso de supervision
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Igualar la funcién objetivo a cero.

z - 200X, - 90X, - 45X3 - 220X, - 350X5 =0

Formular la tabla inicial simplex.

X X X5 Xy X5 X X5 Xs Xo Xy X X X X X5 Xy Xyy
Xs[15 18 3.60 9 1 0 0 0 O O O O O O O 0780
X,{30 30 100 60 9 0 1 0 O O O O O O O O 090
Xs | 90 30 10 70 110 0 0 1 0 O O O O O O O O |1800
X, [120 45 20 55 50 0 0 O 1 O O O O O O O O |2160
Xp| 60 1515 0 200 0 0 0 0 1 0 O O O O O O (1980
Xy (30 10 5 100250 0 0 O O O 1 O O O O O O |2700
Xp|3 5 3 15 30 0 0 0 0 0 O 1 O O O O 0420
X1 . 0 0 0 0 00 OO O O O 1 O o0 0 O 8
Xy O 1.O 0 0 0 0 O0O O O O O O 1 o0 0 01|20
Xs/ 0 0 1 0 o0 O o0 0O O O o O o o 1 0 0725
Xs| O 0 O 1 o 00 0 0 0 0 O O O o0 1 O 6
X;, | 0O 0 0 O 1 0 0 060 0 0 0 0 0 0 0 1

z [-200 -90 45 220 350 0O O O O O 0 0 0 0 0 0 0 0

Al utilizar el programa TORA se obtiene el siguiente resultado:

X1 =795
X, =2.8167
X3=25
X4=6
Xs=3

Con z =5338.5
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Paso 2: Como el resultado 6ptimo no es entero se continda.
Paso 3: Se selecciona el renglon con la parte fraccionaria mayor para generar un corte.

‘Xl X X5 Xy X5 X X7 Xg X9 Xy Xpp X2 Xz Xuu Xis Xy Xypp
1 000 O0O-0020020 0 0 0 0 0 0 -0.17 —1.68‘7.95

h =0.95

El corte que se realiza es de la forma:

n

zaUX +z h (al))X+Z(alj [alj)X Zi(l'aij"‘[aij])xj Zh

— — - — U — —— _
Para variables no enteras Para variables Para variables enteras

enteras con

con (&; -[ a;])>h
@;-[ azh) <h

Entonces como X7, X3, Xj6, X17 son variables no enteras el corte queda de la siguiente manera:

-0.38 X7 -0.02 X3 -3.23 X6 -31.92 X7 + X5 = -0.95

Paso 4. Se afiade la restriccion y se resuelve por el método dual simplex.

Este algoritmo se continta hasta conseguir que X, X, X3, X4 y X5 sean enteras.
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Utilizando el programa TORA 1a solucién que se encontré para este problema fue:

X =8
X,=3
X3=24 z=15320
X4=6
X5=3

4.1.5 Implantacion

En consecuencia la solucion factible para el problema es:

Fabricar semanalmente 8 puertas de tablero, 3 puertas de persiana, 24 puertas de cocina, 6

paquetes de 100 piezas de molduras para marcos y 3 paquetes de 50 pares de cortineros. Y de

esta manera se obtiene una utilidad médxima semanal de $5320.
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4.2  Ejemplo de los productos enlatados

4.2.1 Observacion

Una empresa estd dedicada a la elaboracion de los siguientes productos enlatados: duraznos
en almibar, pifias en almibar, peras en almibar, trocitos de pifia en almibar, guayabas en almibar,
coctel de frutas en almibar, rebanadas de mango en almibar, puré de tomate, frijoles enteros,

frijoles refritos, rajas en escabeche, chile chipotle, chicharos y garbanzos.

4.2.2 Definicion del problema

Dicha empresa desea maximizar la utilidad semanal y para alcanzarla debe establecer la

cantidad de unidades a fabricar de cada producto, bajo las siguientes restricciones:

1) Las unidades a producir son enteros y mayor o igual a cero.

2) El maximo de horas destinadas a la semana para cada proceso son:
a) Seleccion de los ingredientes hasta 250 horas.
b) El proceso de preparacion consta de cuatro etapas: limpiar hasta 200 horas, lavar
hasta 100 horas, desinfectar hasta 250 horas y cortar hasta 150 horas.
¢) Tiempo de coccién hasta 1220 horas.
d) Enlatado hasta 180 horas.

e) Etiquetar y empacar hasta 50 horas.

3) La utilidad de cada articulo es:
a) Duraznos en almibar $5
b) Pifias en almibar $5.30
¢) Peras en almibar $5.50
d) Trocitos de pifia en almibar $5.70
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4)

e)
f)
g)
h)
i)
J)
k)
1)

Aplicacion del algoritmo Entero-Mixto de Gomory

Guayabas en almibar $6

Coctel de frutas en almibar $7.50

Rebanadas de mango en almibar ~ $7.20
Puré de tomate $4.80
Frijoles enteros $3.50
Frijoles refritos $3.50

Rajas en escabeche  $1.20
Chile chipotle $1.20

m) Chicharos $1.50

n)

Garbanzos $2

El méximo de unidades a producir de cada articulo semanalmente son:

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)
i)
J)
k)
1)

Duraznos en almibar hasta 900 unidades.

Pifias en almibar hasta 850 unidades.

Peras en almibar hasta 120 unidades.

Trocitos de pifia en almibar hasta 400 unidades.
Guayabas en almibar hasta 100 unidades.
Coctel de frutas en almibar hasta 100 unidades.
Rebanadas de mango en almibar hasta 150 unidades.
Puré de tomate hasta 950 unidades.

Frijoles enteros hasta 320 unidades.

Frijoles refritos hasta 800 unidades.

Rajas en escabeche hasta 700 unidades.

Chile chipotle hasta 650 unidades.

m) Chicharos hasta 130 unidades.

n)

Garbanzos hasta 50 unidades.

- 105 -



Aplicacion del algoritmo Entero-Mixto de Gomory

5) El tiempo de produccion de cada producto en minutos es:

Etiquetado y
Selec. | Limpiar | Lavar | Desinfectar | Cortar | Coccion | Enlatado empacado

Duraznos 1 3 2 10 2 6 3 2
Pifias 1 4 2 10 8 15 3 2
Peras 1 3 2 10 5 11 3 2
Trocitos 1 4 2 10 11 15 3 2
Guayaba 1 2 2 10 2 6 3 2
Coctel 5 15 2 10 6 9 3 2
Mango 1 3 2 10 3 9 3 2
Puré 1 1 2 10 0 14 3 2
F. enteros 1 7 2 0 0 37 3 2
F. refritos 1 7 2 0 0 40 3 2
Rajas 1 5 2 10 1 18 1 2
Chipotle 1 2 2 10 0 12 1 2
Chicharos 1 2 2 10 0 20 2 2
Garbanzos 1 0 2 0 0 39 3 2
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4.2.3 Construccion del modelo

Sean las variables de decision:
X = Numero de unidades a producir de duraznos en almibar.
X, = Numero de unidades a producir de pifias en almibar.
X3 = Numero de unidades a producir de peras en almibar.
X4 = Numero de unidades a producir de trocitos de pifia en almibar.
X5 = Numero de unidades a producir de guayabas en almibar.
X6 = Numero de unidades a producir de coctel de frutas en almibar.
X7 = Numero de unidades a producir de rebanadas de mango en almibar.
Xs = Numero de unidades a producir de puré de tomate.
X9 = Numero de unidades a producir de frijoles enteros.
X0 = Numero de unidades a producir de frijoles refritos.
X1 = Numero de unidades a producir de rajas en escabeche.
Xj2 = Nimero de unidades a producir de chiles chipotles.
X3 = Numero de unidades a producir de chicharos.

X14 = Numero de unidades a producir de garbanzos.

Max z = 5X; + 5.30X; + 5.50X3 + 5.70X4 + 6X5 + 7.50X6 + 7.20X7 + 4.80Xs + 3.50X¢ +
3.50X 0+ 1.20X;; + 1.20X 5 + 1.50X3 + 2X 4
s.aX;+Xo+ X3+ Xy + X5+ 5Xeg+ X7+ Xg+ Xo+ X0+ X1 + X2 + X3 + X4 < 15000
3X; +4X5 +3X3+4X4 +2Xs + 15X + 3X7 + Xg + 7Xo + 7X 10 + 5X11 + 2X 2 + 2X3
< 12000
2X1+2X0 +2X5 4+ 2X4 + 2X5 4+ 2Xg + 2X7 + 2Xg + 2Xo9 + 2X 10 + 2X 11 + 2X 2 + 2X 3
+2X14 <6000
10X; + 10X, + 10X5 + 10X4 + 10X5 + 10X6 + 10X7 + 10Xg + 10X + 10X 5 + 10X3
< 15000
2X1 +8Xs +5X53 + 11Xy + 2X5 + 6X6 + 3X57 + X1 <9000
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6X; + 15X5 + 11X5 + 15X4 + 6X5 + 9X6 + 9X7 + 14Xg + 37Xo + 40X o + 18X + 12X
+ 20X3 + 39X4 < 73200

3X1 +3X5 +3X3+3X4 +3Xs5+3Xg + 3X7 +3Xg + 3Xo + 3X 0+ X1 + X2 +2X3
+ 3X4 < 10800

2X1+2Xo +2X5 4+ 2X4 + 2X5 4+ 2Xg + 2X7 + 2Xg + 2Xo9 + 2X 0 + 2X 11 + 2X 2 + 2X 3
+ 2X14 <3000

X1 <900

X, <850

X3<120

X4 <400

X5<100

X6 <100

X7<150

X5<950

X9 <320

X10=<800

X1 <700

X112 <650

X113 <130

X14<50

Xy, X2, X3, X4, X5, X6, X7, X3, X9, X10X11, X12, X13, X14 > 0 entera
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4.2.4 Solucion del modelo

Paso 1: Aplicar el Método Simplex

Convertir las desigualdades en igualdades.
Xi+Xo+ X3+ Xy + X5+ 5Xe + X7+ Xg + Xo + Xjo+ Xi1 + X+ X3+ Xpa + X5 =
15000
3X;+4X5 +3X3+4X, +2Xs5 + 15X + 3X7 + Xg + 7Xo + 7X 10 + 5X i1 + 2X 12 + 2X 43
+ X6 = 12000
2X1 +2Xo +2X5 4+ 2X4 + 2X5 4+ 2Xg + 2X7 + 2Xg + 2Xo9 + 2X 0 + 2X 11 + 2X 2 + 2X 3
+ 2X14 + X7 = 6000
10X + 10X, + 10X5 + 10X4 + 10X5 + 10X + 10X + 10Xg + 10X + 10X + 10X3
+ X5 = 15000
2X1 +8Xo +5X5 + 11Xy + 2X5 + 6X6 + 3X7 + X1 + Xi9 = 9000
6X; + 15X5 + 11X5 + 15Xy + 6X5 + 9X6 + 9X7 + 14X + 37X9 + 40X 0 + 18X + 12X
+ 20X 3 + 39X 4 + X590 = 73200
3X; +3X5+3X53+3X,+3Xs5+3Xe +3X7 +3X5+3Xo +3X 0+ X1 + X2 +2X3
+ 3X14 + X31 = 10800
2X1 +2Xo +2X5 4+ 2X4 + 2X5 + 2Xg + 2X7 + 2Xg + 2Xo9 + 2X 0 + 2X 11 + 2X 2 + 2X 3
+ 2X44 + X5 = 3000
X1+ X23 =900
X5 + X4 = 850
X3+ Xp5 =120
X4+ X6 =400
X5+ X7 =100
X6+ X28 =100
X7+ X9 =150
Xg + X30 =950
Xo + X351 =320
Xi0 + X3, =800
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X1+ X33 = 700

X2+ X34 = 650

X3+ X35 =130

Xig + X356 = 50
Donde:

X5 = Minutos sobrantes del proceso de seleccion de ingredientes
X6 = Minutos sobrantes del proceso de limpiar

Xj7 = Minutos sobrantes del proceso de lavar

Xj8 = Minutos sobrantes del proceso de desinfectar

X9 = Minutos sobrantes del proceso de cortar

X390 = Minutos sobrantes del proceso de tiempo de coccién

X»1 = Minutos sobrantes del proceso de enlatado

X3, = Minutos sobrantes del proceso de etiquetar y empacar

Igualar la funcién objetivo a cero.
z - 5X; - 5.30X; - 5.50X3 - 5.70X4 - 6Xs - 7.50X¢ - 7.20X7 - 4.80Xs - 3.50Xy - 3.50X -
1.20X;; - 1.20X5 - 1.50X3 - 2X14 =0

Formular la tabla inicial simplex.
X X X5 Xy X5 X X7 Xz Xo Xy X X X X X5 Xy Xy Xy
Xs| 1 1 1 1 1 5 1 1 1 1 1 1 1T 1 1 O O 0
Xe| 3 4 3 4 2 153 1 7 7 5 2 2 0
Xy 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
X | 10 10 10 10 10 10 10 10 O O 10 10 10 O
X/ 2 8 5 11 2 6 3 0 0 O 1 O 0 O
Xp| 6 1511 15 6 9 9 14 37 40 18 12 20 39
X,/3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 1 1 2 3

o o o o o O
S O O o o =
S o o o = O
o o o = o O
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X Xu Xp Xz X Xz Xy Xy Xz X Xz Xz Xs2 Xss Xa  Xas X6

X19

15000

12000
6000

15000
9000
73200

10800

X X X X Xu X5 X6 Xy X Xi9

Xy
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1

0

X X3 Xy X5 X6 X7 Xg

Xi

2
0

2
0
0
0
0
0

O 0 0 0 0 0 0 O

1

0 O

0O 0 0 0 0 0 O

1

0 0 O

0O 0 0 0 0 O

1

0O 0 0 0 O

1 0 0 0 O

0 0 0 O

0
0

1

0

1
0O 0 0 0 0 0 O

1

0 0 0 0 0 O

0O 0 0 0 O

0
0

Xis

X16

X17

XIS

X19

X20

X21

Xis

X16

Xi7

XIS

X19

X20

X21

X22

X23

X4

X25

X6

X7

X28

X29

X30
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X3 Xz Xa Xas Xy
X3/0 0 0 0 0 |320
Xp |1 0 0 0 0 |800
X300 1 0 0 O |700
X3 |0 O 1 0 0 |650
Xs;s |0 0 0 1 0 130
X O 0 0 0 1 50
z (0 0O O O O (0

Al utilizar el programa TORA se obtiene el siguiente resultado:

X = 381.67
X, =248.33
X3 =120
X4 =400
X5 =100
X6 =100
X7 =150
Xg=0
Xo=0
Xi0=0
Xi1=0
Xi2=0
Xi3=0
Xi4=0

Con z = 8594.50
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Paso 2: Como el resultado 6ptimo no es entero se continda.

Paso 3: Se selecciona el renglon con la parte fraccionaria mayor para generar un corte.

Xl X2 X3 X4 XS XG X7 XS X9 XIO Xll X12 X13 X14 XIS X16 X17 XIS X19 X20
X,/1 000 O0OOT1330 0 117133133 0 0 0 0 0.13 017 0

X21 X22 X23 X24 X25 X26 X27 X28 X29 X30 X31 X32 X33 X34 X35 X36
X0 0 O O -050 050 -1 -033-083 0 0 O O O O O ‘381.67

h =0.67

El corte que se realiza es de la forma:

n

Lh( IJ)X +Z(a1] [au)X Zlh(l—aiﬁ[aij])szh
j=1 =1

M:
et
25
+

|| M’

—.
1l
—_

— —— -~ —~ ) — —— _
Para variables no enteras Para variables Para variables enteras
enteras con con (aij I aij]) >h

@;-[ azjh) <h

Como X3, X9, Xos5, X26, X27, X28 ¥ X29 son variables no enteras y como Xg, X1, X2 y X;3 son
variables enteras con (Q;; -[ Q;]) <h el corte queda de la siguiente manera:

-0.33X3 -0.17X1; -0.33X73 -0.33X3 -0.13X;3 -0.3451X 9 -1.015X5 -0.5X6 -2.03X37 -0.6699X 5
+ X337 = -0.67
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Paso 4. Se afade la restriccion y se resuelve por el método dual simplex.

Este algoritmo se contintia hasta conseguir que X, X, X3, X4, X5, X6, X7, X3, X9, X10X11, X12,

X13 'y Xi4 sean enteras.

Utilizando el programa TORA la solucién que se encontr6 para este problema fue:

X; =381 X6=100 X; =0

X,=249 X;=150 X;2=0

X3=120 Xs=1 Xi3=0 z=238593.7998
X4=399 Xo=0 Xi4=0

Xs5=100 X;0=0

4.2.5 Implantacion

En consecuencia la solucién factible para el problema es:

Producir semanalmente 381 latas de duraznos en almibar, 249 latas de pifias en almibar,

120 latas de peras en almibar, 399 latas de trocitos de pifia en almibar, 100 latas de guayabas en

almibar, 100 latas de coctel de frutas en almibar, 150 latas de rebanadas de mango y 1 lata de

puré de tomate. Y de esta manera se obtiene una utilidad maxima semanal de $8593.7998.
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Conclusiones

Conclusiones

A través del presente trabajo de tesina se cumplieron los siguientes objetivos:

Se coordinaron y dirigieron actividades dentro de dos empresas con el fin de maximizar las

ganancias.

Para la elaboracién de este trabajo se realizaron investigaciones de campo, para: identificar
las etapas por las que pasa cada producto hasta que es terminado, hacer un promedio del tiempo
que se requiere para hacer cada producto, las unidades que se elaboraban semanalmente y la

cantidad de articulos que se vendian.

Una aportacion relevante de este trabajo fue el reunir informacién acerca de este algoritmo,
ya que pocos libros abarcan este tema y son menos los que lo desarrollan. Esto se debe a que el

avance que se ha tenido en el drea computacional permite recurrir a métodos mas efectivos.

Los métodos de planos de corte fueron quienes dieron origen a la programacion entera.
Dichos métodos permitieron el avance de la investigaciéon de operaciones ademds de ser a los
que mads se recurren. Sin embargo en la prictica no resultan tan eficientes porque en cada

iteracion producen una restriccion y una variable extra.

Estos métodos tienen la ventaja de ilustrar lo que ocurre en el espacio de solucion. El
algoritmo entero-mixto de Gomory ademads posee la ventaja de trabajar con variables enteras y
continuas a la vez. El corte fraccional da por hecho que todas las variables son enteras, es decir,

solamente abarca el problema entero puro.
Otros métodos que se utilizan para la resolucion de los problemas de programacién lineal

entera mixta son: el Algoritmo de Balas (algoritmo aditivo), el Algoritmo de Land — Doig,

Meétodo de Benders y cortes Fenchel.
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Conclusiones

El éxito de la investigacion de operaciones dependerd unicamente de la habilidad del equipo
de trabajo para transformar el problema en un modelo matematico en un modelo que se asemeje

a alguna técnica en especifico.
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