UNIVERSIDAD NACIONAL
AUTONOMA DE MEXICO

0 L U
. 3?;_ % -—
MNa =

Instituto de Geofisica

Posgrado en Ciencias de la Tierra

METODOS DE ELEMENTOS FINITOS
CON FUNCIONES OPTIMAS

TESIS
QUE PARA OBTENER EL GRADO DE
DOCTOR EN CIENCIAS DE LA TIERRA

PRESENTA
ERNESTO RUBIO ACOSTA

DIRECTOR: DR. ISMAEL HERRERA REVILLA

MEXICO, D.F. FEBRERO DE 2008



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.






Dedicatoria

A Ismael, mi estimado maestro.

Porque me desperté el gusto por las matemdticas aplicadas, claras, sencillas, y precisas.

A Gerardo, mi entrafiable amigo psico-border.

Porque hay cosas que solamente te las cuento a ti.

A Benito, mi apreciado guia psico-nauta.

Porque creo que esas reflexiones tiene que ver directamente con los budas.

A Nora Isabel, mi amiga Chela. Siempre tan oscuray tan fria.

Porque "if you never try it, you will © never know it ...”

A mi familia: ex, papd, mamd -q.e.p.d.-, hermanas y sobrinos.

Especialmente a mis sobrinos nietos Miguel Angel, Emilio Alejandro y Sofia Michelle,
muy ocupados en jugar y en aprender nuevas letras, nimeros y palabras.

Deseo que nunca dejen de jugar ni de aprender

y fambién deseo que la vida nunca los deje de maravillar.

"Busca por el agrado de buscar, no por el agrado de encontrar’.
“Evangelios Apécrifos” de Jorge Luis Borges.

Seglin Yop©, metdfora de lo que es un doctorado; incluso, de lo que es la vida misma.

Deseo que este trabajo sirva como un texto para futuros estudiantes, su propdsito ultimo.

€ “Si nunca lo intentas, nunca lo sabrds ..."



Y es que casi al final, ya casi nada importa.
Entonces, cqué si importa?.

Sin embargo, el mar es basto y bello;
verde esmeralda,

azul turquesa

y negro impenetrable,

tranguilo y violento,

furioso y apacible.

En fin, asi es.

Epilogo.

Es mucha mi obsesidn.

Quisiera convencerme a mi mismo de que ésta es la version final de mi tesis.

Pero no puedo.

Creo que tan sélo es la Ultima impresién de la eterna version preliminar.

Es que se me agotd el tiempo de mis estudios de doctorado.

Y creo que me quedan muchas cosas por entender, por desarrollar y por proponer.

Asi que tendré que continuar este trabajo pero en otras modalidades.



Agradecimientos

A la Universidad Nacional Autonoma de México, UNAM, por su apoyo decidido, generoso y
desinteresado durante mis estudios de doctorado -y desde luego en muchas otras ocasiones- a

través de sus mdltiples instancias.

Al Programa de Apoyos para la Superacion del Personal Académico, PASPA, que disfrute de
febrero de 2004 a agosto de 2006, el cual es administrado por la Direccion General de

Asuntos del Personal Académico, DGAPA.

Al Instituto de Investigaciones en Matemdticas Aplicadas y en Sistemas, ILMAS, lugar donde
laboro. Particularmente a su anterior director Dr. Federico O’ Really Togno, asi como a su
actual director Dr. Fabidn Garcia Nocetti y a su secretario académico Dr. Julio Solano
Gonzdlez. También al ayudante técnico Edgar y a las secretarias Esperanza, Julia y Clara
pertenecientes a la direccién, asi como a las secretarias Rosy y Laura pertenecientes al

departamento ISCA, por su ayuda en la realizacién de trdmites administrativos.

Al Posgrado en Ciencias de la Tierra, lugar donde estudié el Doctorado en Ciencias de la Tierra.
Particularmente a las secretarias Mdnica y Araceli por su ayuda en la realizacién de trdmites

académicos.

Al Instituto de Geofisica, sede del Posgrado en Ciencias de la Tierra. Particularmente al Dr.
Ismael Herrera Revilla, tfutor de mi doctorado y director de esta tesis. También a su

secretaria Sandra por su ayuda en la realizacién de trdmites académicos.



A mi Comité Tutoral integrado por: Dr. Ismael Herrera Revilla, Dr. Fabidn Garcia Nocettiy Dr.

Martin Diaz Viera.

Al jurado del examen de grado integrado por: Dr. Fabidn Garcia Nocetti, Dr. Francisco
Sdnchez Sesma, Dr. Arén Jazcilevich, Dr. Pedro Gonzdlez Casanova, Dr. Ismael Herrera

Revilla, Dr. Vladimir Tchijov y Dr. Martin Diaz Viera.
Nuevamente, a mis muy estimados maestros Dr. Ismael Herrera Revilla, Dr. Martin Diaz Viera
y Dr. Robert Yates. Sin ustedes esta tesis no se habria podido realizar. A los dos dltimos los

considero co-futores de mi doctorado y co-directores de esta tesis.

A mi compafiero de doctorado Guillermo Herndndez Garcia.



23/01/08

Indice General

POITAAQ ... 1
DeiCATONIAS ...ttt bbbt s e 3
AGPrAAECIMIBNTOS ...ttt bbb bbb s s nanans 5
INAICE oo 7
Li- INTPOAUCCION ...t s s snsensns 13
2.- Notacion y Antecedentes............cccocevueiueiuerieiinieeeiesiesiesiesesies s 23
3= FUNCIONES OPTIMAS .....oooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeemeeeeeemeeeeeeeseeeemmeseseeeeeseseseeeeeeeeeseseeeeeeeeeeeenene 61
4.- Métodos de Elementos Finitos con Funciones Optimas: FEM-OF .............. 87
5.- FEM-OF: EDP Eliptica de 2% Orden.............ccooeveeeeeeeeeeeeeeeeesesesiesesiesenas 99
6.- Resultados Caso SIMETIICO ...t nans 123
7.- Resultados €aso NO SIMETTICO ...t seeseenas 151
8. ANGLISIS el ErTOr ...ttt 175
9= CONCIUSIONES ...ttt eaes 185
BIDIIOGrATIQ ...ttt 195
Anexo A.- Implementacién de Funciones Optimas en 2 Dimensiones.......... 205
Anexo B.- Otros Ejemplos con FEM-OF Petrov-Galerkin...........cccccovovinenenee 227



Tndice

Indice Detallado

1.- Introduccidn

............................................................................................................. 13
1.1.- Generalidades de la Metodologia TH
1.2.- Generalidades de FEM con Funciones Optimas
2. ANTECRABNTES........oiii ettt 23
2.1.- Notacién
2.2.-Formulas de Green-Herrera
2.2.1.- Operador Diferencial Adjunto Formal
2.2.2.- Formulas de Green
2.2.3.- Férmulas de Green-Herrera
2.2.4.- Operadores Valuados en Funcionales
2.3.- Problemas de Contorno con Saltos Prescritos
2.3.1.- Problemas de Contorno con Saltos Prescritos (BVPJ)
2.3.2.- Método de Residuos Pesados
2.3.3.- Condiciones de Poincaré-Steklov
2.4.- Método Indirecto de Trefftz-Herrera
2.4.1.- Método Indirecto de Trefftz-Herrera
2.4.2.- Interpolacién Optima
2.5.- Método Directo de Steklov-Poincaré
3= FUNCIONES OPTIMAS ...oooooee oo seseseeeeeessessee e 61

3.1.- Funciones Optimas

3.1.1.- Descomposicién Dual de Operadores K y J



Tndice

3.1.2.- BVPJ Localizado

3.1.3.- Funciones Optimas de Base
3.1.4.- Funciones Optimas de Peso
3.1.5.- Espacio de Funciones Optitmas

3.1.6.- Funcién auxiliar u,
3.1.7.- Relacién entre los Operadores Sy y S,

3.2.- Formulaciones Débiles
3.2.1.- Problema General
3.2.2.- Método Directo de Steklov-Poincaré
3.2.3.- Método Indirecto de Trefftz-Herrera
3.2.4.- Método de Petrov-Galerkin

3.3.- Formulaciones Débiles Alternativas
3.3.1.- Problema Bdsico
3.3.2.- Método Directo de Steklov-Poincaré
3.3.3.- Método Indirecto de Trefftz-Herrera
3.3.4.- Método de Petrov-Galerkin

4.- Métodos de Elementos Finitos con Funciones Optimas: FEM-OF ............... 87
4.1.- FEM con Funciones Optimas (FEM-OF)
4.2.- FEM-OF Steklov-Poincaré

4.2.1.- Objetivo

4.2.2.- Implementacion
4.3.- FEM-OF Trefftz-Herrera

4.3.1.- Objetivo

4.3.2.- Implementacién
4.4.- FEM-OF Petrov-Galerkin

4.4.1.- Objetivo

4.4.2 - Implementacion

4.5.- FEM-OF para el Caso Simétrico



Tndice

5.- FEM-OF: EDP Eliptica de 2% Orden.............cccooevereeereenreeeereeessiesssesiesienas 99
5.1.- Operador Diferencial Eliptico
5.1.1.- Operador Diferencial
5.1.2.- Operador Diferencial Adjunto

5.1.3.- Funcional Bilineal ,Z(u,w)

5.1.4.- Funcional Bilineal 2~ (u,w)

5.1.5.- Funcional Bilineal 2 (u,w)

5.1.6.- Funcionales Bilineales & (u,w) y & (u,w)
5.1.7.- Funcional Bilineal Z (u,w)

5.1.8.- Funcional Bilineal X" (u,w)

5.19.- Identidad P-B-J =0 -C"-K"
5.2.- Problema Bdsico
5.3.- Funciones Optimas

5.3.1.- Funciones Optimas de Base

5.3.2.- Funciones Optimas de Peso

5.3.3.- Funcion auxiliar u,

5.3.4.- Identidad P—B—J =Q" —C"— K" para Funciones Optimas
5.4.- FEM-OF Steklov-Poincaré
5.5.- FEM-OF Trefftz-Herrera
5.6.- FEM-OF Petrov-Galerkin
5.7.- FEM-OF para el Caso Simétrico

6.- Resultados €aso SIMETTICO ..ot 123
6.1.- Caso Simétrico
6.2.- Convergencia h de Error
6.3.- Resultados en 1 Dimensidn
6.3.1.- Aproximacion Cuadrdtica con FEM
6.3.2.- Aproximacion Cubica con FEM

6.3.3.- Aproximacion Cuadrdtica con Colocacién

10



Tndice

6.3.4.- Aproximacion Cubica con Colocacién
6.3.5.- Andlisis de Resultados

6.4.- Resultados en 2 Dimensiones
6.4.1.- Aproximacion Cilbica en X y Bi-cuadrdtica en €2, con FEM
6.4.2.- Aproximacion Cubica en X y Bi-cuadrdtica en €, con Colocacion
6.4.3.- Aproximacion Cubica en X y Bi-clbica en O, , con FEM

6.4.4.- Aproximacion Cubica en X y Bi-cibica en €, , con Colocacién
6.4.5.- Andlisis de Resultados
6.5.- Resultados en 3 Dimensiones

6.5.1.- Aproximacion Bi-clbica en X y Bi-cuadrdtica en €2, con FEM

6.5.2.- Aproximacién Bi-clbica en X y Bi-clbica en €, con FEM

6.5.3.- Andlisis de Resultados

7.- Resultados Caso No Simétrico
7.1.- Caso No Simétrico
7.2.- Resultados en 1 Dimensidn

7.2.1.- Aproximacion Cuadrdtica con FEM
7.2.2.- Aproximacion Cubica con FEM
7.2.3.- Aproximacion Cuadrdtica con Colocacién
7.2.4.- Aproximacidn Clbica con Colocacion
7.2.5.- Casos con Adveccién Dominante
7.2.6.- Andlisis de Resultados
7.3.- Resultados en 2 Dimensiones
7.3.1.- Aproximacion Cibica en X y Bi-cuadrdtica en €2, con FEM
7.3.2.- Aproximacidn Clbica en X y Bi-cuadrdtica en Q, con Colocacidn

7.3.3.- Aproximacidn Clbica en X y Bi-clbica en Q, con FEM

7.3.4.- Aproximacion Clbica en X y Bi-clbica en €, con Colocacion

7.3.5.- Casos con Adveccién Dominante

7.3.6.- Andlisis de Resultados

1



Tndice

8. ANGLISIS I @ITOI ...t et et eesseeeeaeaeaeeens 175

Q.= CONCIUSIONES ...ttt e et ee et eeeeteetes e et seresesaeareneseenanen 185
9.1.- Conclusiones

9.2.- Trabajo Futuro

BIblIOGIrATia .....oucceueencincircicie ettt 195

Anexo A.- Implementacién de Funciones Optimas en 2 Dimensiones.......... 205
A.l.- Aproximacion de la Funcién u,

A.2.- Aproximacién de las Funciones Optimas de Base

A.3.- Aproximacién de las Funciones Optimas de Peso
Anexo B.- Otfros Ejemplos con FEM-OF Petrov-Galerkin............cccccccoeuvuunanee 227

B.1.- Problemas en 1 Dimensidn

B.2.- Problemas en 2 Dimensiones

12



23/01/08

Capitulo 1:

Introduccion

Indice:
1.1.- Generalidades de la Metodologia TH
1.2.- Generalidades de FEM Funciones Optimas

13



Introduccién

1.1- Generalidades de la Metodologia TH

Una teoria general de Métodos de Elementos Finitos (FEM!) se deberia formular utilizando
funciones de base y de peso discontinuas definidas por tramos, de modo que éstas puedan ser
totalmente discontinuas a través de las fronteras interiores que separan los elementos de la

particién de un dominio [11].

Cuando se formula un problema de contorno en un espacio de funciones discontinuas definidas
por tramos, los problemas bien planteados consisten en problemas de contorno con saltos
prescritos acompafiados de condiciones de frontera y, ademds, de condiciones de saltos
prescritos a través de las fronteras interiores de la particién de un dominio, que sean

adecuadas.

Previamente, Herrera ha desarrollado una teoria algebraica para Métodos de Fronterd® [27]
de una gran generalidad, fundamento de una metodologia de descomposicion de dominio que se
ha llamado metodologia- TH, la cual se utiliza para resolver ecuaciones diferenciales parciales
lineales en espacios lineales de funciones discontinuas definidas por tramos y que también se
puede aplicar a sistemas de tales ecuaciones. Uno de sus principales resultados es una
generalizacién de las férmulas de Green, adecuadas para trabajar en dichos espacios, a las
cuales se les ha llamado formulas de Green-Herrera [1 a 3]. Estas dltimas permiten formular

un problema de contorno con saltos prescritos de dos maneras: una formulacion débil en

! Finite Element Methods

2 Bounday methods
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Introduccién

términos de los datos del problemay otra formulacion débil en términos de la informacion

complementaria.

De hecho, la metodologia- TH constituye una forma sistemdtica de plantear la descomposicion
de dominio pero entendida en un sentido amplio. La connotacién actual en la literatura es
dividir un problema global en varios problemas locales para aplicar computacién en paralelo. Sin
embargo, la connotacién en un sentido amplio se refiere a una forma sistemdtica de introducir
una particion, de modo que se pueda definir funciones en cada uno de sus elementos
independientemente, generando asi un espacio lineal de funciones discontinuas definidas por

tramos.

En particular, se desarrollan dos vertientes de la linea de investigacién referente a los
métodos de descomposicién de dominio (DDM!): DDM orientados a la aplicacién del cémputo en
paralelo [25, 31 a 37, 58], y DDM orientados al desarrollo de nuevos métodos de

discretizacion [7]. Es a esta Ultima vertiente a la que pertenece esta tesis.

Se ha desarrollado dos versiones de la metodologia-TH: los métodos directos (o métodos de
Steklov-Poincaré ) [8] y los métodos indirectos (o métodos de Trefftz-Herrera) [9]. Los
primeros se plantean a partir de la formulacion débil en términos de los datos del problema;
mientras que los segundos, a partir de la formulacion débil en términos de la informacion
complementaria. Puesto que ambas formulaciones se relacionan por las férmulas de Green-
Herrera, existe una dualidad entre estos procedimientos, misma que serd aprovechada para

desarrollar esta tesis.

La diferencia principal entre unos y otros es que, en los métodos directos, se desarrollan
soluciones locales de la ecuacién diferencial (original) en cada elemento de la particién con el
objetivo de construir funciones de base especializadas llamadas funciones optimas de base;
mientras que en los métodos indirectos, se desarrollan soluciones de la ecuacion diferencial

adjunta para construir funciones de peso especializadas |lamadas funciones dptimas de peso.

! Domain Decomposition Methods
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Introduccién

En la prdctica, las funciones dptimas se aproximan utilizando métodos numéricos [45 a 49].
Aunque se puede utilizar cualquiera de ellos, se ha privilegiado el uso de los métodos de
colocacién ortogonal. Asi, la metodologia-TH desarrollada como un método de colocacion

ortogonal no convencional se le ha llamado colocacion- TH.

La colocacion-TH constituye una nueva forma de aplicar colocacion ortogonal, la cual ha
mostrado tener claras ventajas sobre el método estdndar de colocacién ortogonal: colocacion

ortogonal con polinomios cibicos de clase ¢! (0SC) [77 a 80]. Estas ventajas son:

1) Matrices mejor estructuradas. A diferencia de OSC, las matrices que resultan al aplicar
colocacidn-TH, son simétricas y definidas positivas cuando el operador diferencial tiene
estas propiedades.

2) Gran flexibilidad en la seleccion de los espacios polinomiales aproximantes. En
colocacién-TH, los grados de los polinomios que se utilizan en la frontera interior y en el
interior de los elementos de la particién pueden ser diferentes.

3) &/ numero de puntos de colocacion utilizados se puede reducir. En colocacion-TH, el
grado de los polinomios que se utilizan en el interior de los elementos de la particidn, se
puede reducir. Incluso, se han propuesto procedimientos con un solo punto de colocacion
[14, 81 a 84].

4) Es fdcilmente paralelizable. De hecho, cuando se trata con operadores diferenciales
simétricos y definidos positivos, las matrices que se derivan con colocacion-TH preservan
estas propiedades, lo cual permite la aplicacion inmediata del método de gradiente
conjugado cuando se combina la colocacion-TH con métodos de descomposicion de dominio
[10].

5) Gran generalidad. La colocacién-TH se puede aplicar a prdcticamente cualquier ecuacién
diferencial parcial lineal o sistemas de tales ecuaciones, que aparecen en diversas ciencias
e ingenieria. Ya se ha aplicado a ecuaciones elipticas y parabdlicas, incluyendo a la ecuacién

general eliptica de segundo orden y a la ecuacion biarménica [15, 22].

! Orthogonal Spline Collocation

16



Introduccién

Ahora bien, en esta tesis, las funciones éptimas se aproximan utilizando métodos de elementos
finitos. Asi, la metodologia-TH desarrollada como un método de elementos finitos se le llamard
Método de Elementos Finitos con Funciones dpf/'mas (FEM-OF) [16, 24]. De esta forma, se
establecen las bases generales para una teoria de métodos de elementos finitos en espacios de

funciones discontinuas definidas por tramos.

FEM-OF constituye una nueva forma de aplicar elementos finitos, la cual ha mostrado tener
ventajas sobre el método estdndar de elementos finitos, principalmente, en la reduccion del
numero de grados de libertad. Ciertamente preserva las mismas ventajas que la colocacién-
TH, pero ademds presenta otras ventajas; por ejemplo, los problemas de contorno con saltos
prescritos tienen la misma dificultad que los problemas de contorno sin saltos cuando se

resuelven con FEM-OF.

Ademds de caracterizar como métodos de elementos finitos con funciones optimas los ya
mencionados métodos directos y métodos indirectos, a los cuales se les llamard FEM-OF
Steklov-Poincaré y FEM-OF Trefftz-Herrera respectivamente, se introduce una nueva

formulacion que combina ambos métodos.

En la teoria, cuando las funciones optimas son exactas, usar unas u otras es equivalente. Sin
embargo, cuando se emplean métodos numéricos para calcular aproximaciones de las funciones
optimas, esta equivalencia ya no se cumple. Entonces, la utilizacién simultdnea de funciones de
base y de peso optimas aproximadas es una opcion que tiene caracteristicas atractivas. En
particular, un andlisis del error muestra que esta prdctica mejora la precision de los
algoritmos. En la literatura, el uso de espacios de funciones diferentes para las funciones de
base y de peso se conoce como métodos de Petrov-Galerkin. Es por ello que en esta tesis se
propone un procedimiento derivado del uso simultdneo de funciones de base y de peso dptimas

que se llamara FEM-OF Petrov-Galerkin.

Ndtese que para aplicar efectivamente FEM-OF Petrov-Galerkin, se requiere que los espacios

de funciones de base y de peso éptimas sean diferentes. Esto se logra solamente si el operador

17



Introduccién

diferencial en cuestion no es auto-adjunto. Cuando se aplica a problemas que involucran
operadores diferenciales no auto-adjuntos se puede reducir el grado de los polinomios
aproximantes en el interior de los elementos de la particion, obteniendo el mismo orden de
precisién que se lograria sin esta reduccién. En estas circunstancias, se puede decir que FEM-

OF Petrov-Galerkin exhibe propiedades de super-convergencia.

Recapitulando, FEM-OF constituye una nueva forma de aplicar FEM, la cual ha mostrado tener
claras ventajas sobre el método estdndar de FEM. Ademds de las ya mencionadas en la

colocacion TH, éstas ventajas son:

1) Exhibe importante reduccion en el nimero de grados de libertad.

2) Los BVPJ con o sin saltos prescritos tienen la misma dificultad. De hecho, se sigue
trabajando con formulaciones débiles que aparecen en los planteamientos FEM estdndares
[38 a 41].

3) Presenta ventajas significativas de tipo numérico. Por ejemplo: a) las cuadraturas locales
coinciden con la cuadratura global, lo cual no ocurre en la colocacién-TH; b) a pesar de
resolver un problema eliptico de segundo orden, c) solamente se requiere calcular
derivadas de primer orden; solamente se necesita realizar integrales en el interior de los
subdominios de la particién; entre otros.

4) Se introduce una nueva formulacién llamada FEM-OF Petrov-Galekin, la cual utiliza tanto
funciones dptimas de base como funciones éptimas de peso.

5) Muestra una super-convergencia con operadores diferenciales no auto-adjuntos,

especificamente cuando se utiliza FEM-OF Petrov-Galerkin

18



Introduccién

1.2- Generalidades de FEM con Funciones Optimas

Considérese un problema de contorno con saltos prescritos (BVPJ) formulado en un dominio

Q con una particién IT={Q,,....Q,}.

El primer paso que se realiza para resolverlo con el Método de Elementos Finitos con
Funciones Optimas (FEM-OF)[16, 24, es localizar el problema. Por /ocalizar el problema se
entiende, al igual que en los métodos de Descomposicion de Dominio, un procedimiento que
permite construir la solucion global definida en todo el dominio, resolviendo exclusivamente
problemas de contorno locales formulados en cada uno de los subdominios de la particién. La
estrategia general para alcanzar dicho propdsito consiste en recabar cierta informacion de la
solucion pero Unicamente en la frontera interior ~ de la particidn, que sea la suficiente para
definir problemas de contorno independientes y bien planteados en cada uno de los
subdominios, cuyas soluciones individuales sean precisamente las restricciones
correspondientes de la solucion global. Para esto, se elige de antemano cierta informacién
objetivo de la solucion en £ que posea esta propiedad, la cual se denota como informacion

buscada.

Existen dos grandes categorias de métodos para recabar dicha informacion buscada: los
métodos directos y los métodos indirectos. Los métodos directos utilizan soluciones locales
del operador diferencial original para establecer las condiciones de compatibilidad que debe
aportar la informacion buscada; mientras que los métodos indirectos utilizan para tal fin el
operador diferencial adjunto. Entonces, a partir de estas condiciones de compatibilidad se

deriva una matriz del sistema global asociada con el problema.
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Introduccién

Los métodos directos se derivan de una forma muy general de las condiciones de continuidad
de Poincaré-Steklov [32]; mientras que los métodos indirectos se derivan de una teoria
desarrollada por Herrera, la cual se relaciona con la metodologia Trefftz, llamada con
frecuencia teoria Trefftz-Herrera. Existen diversas maneras de implementar cada uno de
estos métodos. Una de ellas, se basa en el uso de una clase especial de funciones de base y de

peso, llamadas genéricamente funciones dptimas.

En los métodos de localizacion indirectos se desarrollay se aplica un sistema de funciones de
peso especializadas que tiene la propiedad de capturar la informacién buscada de la solucién en
la frontera interior exclusivamente. La idea de construir tales funciones dptimas de peso
surge del hecho de que en el método de residuos pesados, la informacion acerca de la solucién
exacta que contiene la solucion aproximada, depende del sistema de funciones de peso que se
aplica. Para utilizar esta dependencia en la construccién de las funciones optimas de peso, se
requiere de un procedimiento de andlisis. Las herramientas bdsicas de este andlisis son las
formulas de Green-Herrera, las cuales se pueden aplicar alin cuando las funciones de base y
de peso son completamente discontinuas, cosa que no se puede hacer en los espacios de
Sovolev estdndares ni con los operadores definidos en ellos. Entonces, las formulas de Green-
Herrera se aplican para disefiar las funciones dptimas de peso adecuadamente, las cuales
tienen entre otras propiedades las de ser soluciones locales a la ecuacién diferencial
homogénea asociada con el operador diferencial adjunto. Las funciones éptimas de peso se
utilizan para derivar las condiciones de compatibilidad de las cuales se obtiene la informacién

buscada.

Por otro lado, en los métodos de localizacion directos se introduce un espacio lineal cuyos
elementos, llamados funciones dptimas de base, tiene la siguiente propiedad: una funcién
optima de base satisface las condiciones de continuidad de Poincaré-Steklov siy solo si
contienen la informacién buscada. Cuando se utiliza la aproximacion directa, la obtencion de la
informacién buscada se transforma en la construccion de la funcion éptima de base que cumple

con las condiciones de Poincaré-Steklov, de la cual se deriva la matriz del sistema global. Las
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funciones dptimas de base son soluciones locales de la ecuacién diferencial homogénea asociada

con el operador diferencial original del problema considerado.

Como se menciond anteriormente, el término de funciones dptimas denota un conjunto de
funciones que incluye tanto a las funciones dptimas de base como a las funciones éptimas de
peso, de modo que el primero se compone de la suma directa de los dos dltimos. Por otro lado,
en vista de toda la explicacién anterior, queda claro que existe una dualidad entre los métodos
de localizacién directos e indirectos. En este trabajo, dicha relacidn se establece en términos
de expresiones matemdticas precisas, especificamente por medio de una pareja de
descomposiciones duales de los operadores valuados en funcionales, en términos de los cuales
se formula el BVPJ. También, se desarrolla la teoria en espacios de funciones discontinuas
definidas por tramos. E| uso sistemdtico de tales espacios en el tratamiento de ecuaciones
diferenciales parciales requiere el planteamiento de problemas de contorno con saltos

prescritos .

Ademds, la teoria bdsica se desarrolla como una teoria exacta. Por otro lado, la metodologia
FEM-OF es una metodologia de discretizacion, que se puede aplicar a cualquier ecuacion
diferencial parcial lineal, o a sistemas de tales ecuaciones, y que como cualquier metodologia de
discretizacién es una teoria de aproximacion. A partir de la teoria bdsica exacta se derivan
tres aproximaciones: FEM-OF Steklov-Poincaré, la cual utiliza funciones éptimas de base;
FEM-OF Trefftz-Herrera, la cual utiliza funciones dptimas de peso; y FEM-OF Petrov-
Galerkin, la cual utiliza funciones oJptimas de base y funciones optimas de peso
simultdneamente. Estas tres aproximaciones FEM-OF se derivan de una teoria bdsica exacta

introduciendo dos clases de aproximaciones cuando se implementan; éstas son:

1) El espacio de funciones 6ptimas, que generalmente es de dimension infinita, se aproxima por
medio de un espacio de dimension finita.
2) Las ecuaciones diferenciales locales que satisfacen las funciones dptimas, no se satisfacen

exactamente.
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Dependiendo de cudl método de aproximacion numérica se utilice para resolver esas
ecuaciones diferenciales locales, se puede obtener clases especiales de Métodos de Elementos
Finitos, de Métodos de Colocacion o de otros métodos. En si mismo, FEM-OF se puede ver
como una clase especial de Método de Galerkin Discontinuo [85 a 90], puesto que se formula en
un espacio de funciones discontinuas. También, FEM-OF se pude ver como una clase especial de
Método FEM con Funciones Enriguecidas [91 a 96], puesto que las funciones éptimas son

funciones con un pre-procesamiento.

Ndtese que por la manera en que se formulan los procedimientos FEM-OF, solamente se
obtiene informacién de la solucién en la frontera interior X . Sin embargo, una vez que esa
informacién buscada se conoce, se puede resolver problemas de contorno locales para obtener
la solucién en cualquier parte del dominio €. Precisamente esto es lo que se hace en la
aproximacién FEM-OF Trefftz-Herrera. A este (ltimo paso se le conoce como /nterpolacion
éptima. Sin embargo, cuando se utiliza la aproximacién FEM-OF Steklov-Poincaré o FEM-OF
Petrov-Galerkin, el procedimiento de interpolacion optima realmente no se necesita, puesto que

se obtiene directamente la solucién en todo el dominio Q.
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2.1- Notacion

Sea la regién Q c R”, llamada dominio, un subconjunto abierto, acotado y conexo del espacio

Euclidiano de dimensién n .

Sea 0Q la frontera del dominio Q, llamada frontera exterior. 0C) es una frontera Lipschitz.

Sea HE{QI,...,QE} una particion del dominio QQ en E subregiones abiertas Q.

i=1,....,E, llamadas subdominios. Una particién I1 del dominio Q2 satisface las siguientes

Cm

condiciones: 52( E y QNQ, =D parai#j.

1

Sea 0Q), la frontera del subdominio Q., i=1,...,E. Cada 0€); es una frontera Lipschitz.

Sea ZU zﬁ,ﬂg_j, i # j, la frontera comin entre los subdominios adyacentes €2, y Qj.

Sea 2 la unién de todas las fronteras comunes entre subdominios adyacentes, es decir, el

E

complemento cerrado de 0Q relativo a U0JQ, , llamada frontera interior. Véase la figura 2.1.
i=1

Sea n un vector normal unitario con sentido hacia el exterior en la frontera exterior 0C);

dicho vector estd definido en casi todos los puntos de 0C2. También, n denota a un vector

normal unitario con sentido arbitrario en la frontera interior X ; dicho vector estd definido en

casi todos los puntos de ~ . Véase la figura 2.2.

24



Capitulo 2

Sean D, (Q) y D, (Q) dos espacios lineales de funciones definidos en el dominio .

Sean D, (€,), i=1,...,E, los subespacios de D, (), cuyos elementos son las restricciones

en los subdominios €2; de las funciones que pertenecena D, (Q) — se entiende que se tiene

definiciones similares para o =1,2 —.

Sea l/); (Q) el espacio lineal de funciones definido en el dominio 0 por la suma directa de los

subespacios D, (€,), i=1,...,E; esto es:

o~ E
D,(Q)=®D,(2;) (2.1.1)
donde el operador @ representa la suma directa de espacios vectoriales. De aqui que una

funcién veD, (Q) tiene una representacién vectorial como una sucesién de funciones

{vk}E donde v, € D, ().

k=1"'

Puesto que una funcion ve D, (Q) se forma por las restricciones de funciones definidas de

manera independiente en cada subdominio €., ésta es totalmente discontinua en la fronteras

intferior X. De esta forma se introducen los espacios lineales de funciones discontinuas
definidas por tramos. En general, las funciones que pertenecen a estos espacios pueden tener
discontinuidades de salto finitas tanto en el valor de la funcién como en el valor de sus

derivadas normales en X .

Cuando se califica a una funcién como continua, se entiende que la funcion es continua en su
valor, sin asumir nada acerca de la continuidad en sus derivadas. Aunque es claro que la funcién
es continua en todo €2, esto es, en cada subdominio €2, y en la frontera interior X, se pondrd
énfasis en la continuidad a través de X . Cuando se califica a una funcién como tota/mente
continua, se entiende que la funcidn es continua tanto en su valor como en sus derivadas

normales a través de X . Cuando se califica a una funcién como totalmente discontinua, se
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entiende que la funcién puede presentar discontinuidades tanto en su valor como en sus

derivadas normales a través de X .

De hecho, l/)\l(Q) y l/)\z(Q) corresponden a los espacios de las funciones de base y de las

funciones de peso respectivamente. Las funciones de base construyen la solucién de la
ecuacion diferencial; mientras que las funciones de peso o funciones de prueba ponderan la

ecuacidn diferencial.

Sean las dos frazas de v = {vk}E eD, (Q) en la frontera comdn %, a los subdominios €2, y

k=1
Q;: una se define para v; en €, y la otra para v, en ;. Mds ain, el sentido del vector
normal n en la frontera interior X~ define su lado positivo; mientras que el sentido contrario,
su lado negativo. Entonces, v, =Tr" (v) es la fraza de v en el lado positivo de X, mientras

que v =Tr" (v) es la traza de v en el lado negativo de 2, donde Tr(l:!) es el operador

traza. En general, v, # v_ ya que se trabaja con espacios de funciones discontinuas definidas

por tramos. Véase la figura 2.3.

Sea el promedio de la funcién v e D,(Q) através de la frontera interior X, definido por:

v=t(v, +v.) (212)

+

donde O es el operador promedio.

Sea el salto de la funcion v € l/)\a (Q) a través de la frontera interior X, definido por:
[v] =V, -V (2.1.3)

donde [D] es el operador salto.

La discontinuidad de una funcidon en la frontera interior X se puede expresar ya sea
especificando los valores de sus trazas en X, o bien, especificando los valores de su promedio

y de su salto en 2. De hecho, las ecuaciones anteriores se pueden escribir como:
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v, = v+%[v] (2.1.4)

V.= v—%[v] (2.1.5)

Entonces, si la funcion v es continua a través de X se tiene que v=v, =v =V, y que

[v]:O.

Nétese que los valores del promedio v y del salto orientado [V]OQ, no dependen del sentido
del vector normal n en la frontera interior X .

Demostracion: En efecto, si se cambia el sentido de n en X, entonces éste es

n=-n, y el valor original de v, ahora es el nuevo valor de v_ y viceversa, esto es

v,=Vv_y v_=v,. Enconsecuencia:

[en=(v. =)o =(v-—v.)o(-)= (v, )on=[Jen

En cuanto a v se tiene que:

En particular, se seleccionan los espacios de Sobolev [42 a 44] para definir los espacios
l/); (Q) Los espacios de Sobolev son espacios apropiados para manejar funciones discontinuas
definidas por tramos, en donde las trazas de las funciones y de sus derivadas normales en las
fronteras de los subdominios OC). siempre estdn definidas y, en consecuencia, los saltos y los
promedios de éstas. De esta forma, se garantiza la existencia y la unicidad de la solucién para

los problemas de contorno con saltos prescritos y con coeficientes discontinuos, en donde la

solucién también puede ser discontinua.

La ubicacién dentro del dominio €2 tanto de los saltos prescritos como de las discontinuidades
de los coeficientes del operador diferencial determinan la particiéon II, de forma que
solamente haya éstos sobre la frontera interior X . De esta forma, la solucién solamente puede

presentar discontinuidades en X.
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Los espacios de Sobolev de orden entero no negativo (s=0,1,2,...) con soporte en un

dominio Q) se definen como:
H'(Q)= {v el’ (Q)‘Dtv e L’(Q) con |t| < s}

donde tE<tl,tz,...,tn>, |I|Etl+t2+...+tn, Dt(|:|)5(§xlt1 88);2 ;xtj(m) y Lz(Q) es el
1 2 n

(2.1.6)

espacio de funciones de cuadrado integrable en Q. Nétese que H° (Q) = (Q) La norma

asociada a estos espacios de Sovolev H* (Q) es:

Mio=] X(0v) dx

Q MSS

(2.1.7)

Las derivadas de las funciones en los espacios de Sovolev se entienden como derivadas en el

sentido distribucional, es decir:
[(Dv)(9)dx=(-1)"[(v)(D'g)dx .VgeCy(Q) (2.18)

Q
donde C;' () es el espacio de funciones de clase C” (£2) pero con soporte compacto.

Entonces, los espacios de Sovolev por tramos se definen como:

1 (Q)=8 1" (Q,) (2.1.9)

La norma asociada a estos espacios de Sovolev H° (Q) es

E
ron =2
5, Q0 Vi

i=1

(2.1.10)

2
5,Q;

[

En este trabajo se trabaja con la ecuacion diferencial parcial eliptica general de sequndo

orden, en consecuencia, se utilizaran para definir los espacios de funciones de base y de

funciones de peso los espacios de Sovolev por tramos H* (Q) de orden s =2, es decir:
(2.1.11)

D,(Q)c H(Q)

1

D,(Q)c H*(Q) (2.112)
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Figura 2.1.- A) Dominio €2 y su frontera exterior OC) . B) Subdominio {2, y su

frontera OC), . €) Frontera interior X . D) Frontera comdn X, a €2,y Q.
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Figura 2.2.- Vector normal 7 a frontera exterior OC2 y a frontera interior X .
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Figura 2.3.- Trazas de la funcién vV, del lado positivo y del lado negativo de la

frontera comdn Zij a subdominios adyacentes Qi y. Qj , segln el vector normal 71 .
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2.2- Formulas de Green-Herrera

Sea un dominio € y una particién I = {Ql,...,QE} de éste. Sea una ecuacién diferencial:

L=/, encada @, (2.2.1)

donde 7 es un operador diferencial lineal con coeficientes suficientemente suaves, por

ejemplo de clase C” (Q) Ademds se proporcionan condiciones de frontera en la frontera

exterior 0C) y condiciones de saltos prescritos en la frontera interior X, de tal modo que
resulta un problema bien planteado, es decir, que tiene solucién Unica la cual depende
continuamente de los datos. Las condiciones de saltos prescritos se refieren a
discontinuidades de salto finitas tanto de la funcién u como de sus derivadas normales a
través de X . El problema enunciado se denomina Problema de Contorno con Saltos Prescritos

[1ab5].

2.2.1.- Operador Diferencial Adjunto Formal

El operador diferencial 7 'y su operador diferencial adjunto formal (7 " satisfacen la
siguiente identidad de forma puntual:

w? u—u[*w=V02(u,w) ,VxeQ (2.2.2)
donde 2(u,w) es una funcional bilineal vectorial definida en Z)\I(Q)xl/);(Q) llamada

concomitante, apropiada para el operador diferencial 7 en cuestién.
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2.2.2.- Formulas de Green

Por lo pronto, y solamente para este inciso 2.2.2, considérese que u € D, (Q) y weD, (Q)

son funciones totalmente continuas, es decir, que las funciones u y w asi como sus derivadas

normales son continuas a través de X :.

En consecuencia, si u e D, (Q) entonces / u estd definido tanto en el interior de cada

subdominio €, como en la frontera interior ¥. De igual forma, si we D,(Q) entonces

< W estd definido tanto en el interior de cada €2, comoen X.

Si se integra (2.2.2) en cada subdominio €2,, se tiene que:

ii(wz u_”/*w)dzzifv’z(“’w)dz (2.2.3)

i=1 Q;

Aplicando el teorema de la divergencia en el lado derecho:

> [we wdx-3 ] ul'wix=Y | 2(u,w)ondx (2.2.4)

i=1 Q; i=1 Q; i=1 Q;
Puesto que las funciones u y w asi como sus derivadas normales son continuas a través de la

frontera interior X, resulta que:

J-w/ udic—fu[*wdgz IQ(M,W)OQd)_c (2.2.5)

Q Q

Ahora, se introducen las siguientes funcionales bilineales reales definidas en D, (Q)x D, (Q):
Pluw)=wu ,VxeQ (2.2.6)
2*(u,w)5u/*w ,VxeQ (2.2.7)

donde Z2° (u,w) es la funcional transpuesta de la funcional bilineal 2(u,w) y se define

como 2*(u,w)52(w,u).
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También, sean &(u,w) y & (u,w) funcionales bilineales reales definidas en

D, (Q)x D, () tales que producen la siguiente descomposicién:
?(u,w)—d"*(u,w)zz(u,w)OQ ,VxeoQ (2.2.8)

donde & (u,w) = ﬂ(w,u). La funcional g"(u,w) involucra los valores prescritos o

conocidos de la solucién en la frontera exterior 0Q2 (condiciones de frontera), mientras que la

funcional £° (u,w) involucra los valores ho prescritos o desconocidos de la solucién en 0Q .

Sustituyendo (2.2.6) a (2.2.8) en (2.2.5) y reordenando términos, se obtiene las formulas de

Green.

ip(”’w)dﬁ—ajg;g"(u,w)dz=£2*(u,w)d§—5[2¢*(u,w)d§

(2.2.9)

Ahora, sean las funcionales bilineales reales <Pu,w>, <Bu,w>, <Q*u,w> y <C*u,w> definidas

en D, (Q)xD2 (Q) tales que:

<Pu,w> = JP(u,w)d; = Iw/ udx en Q (2.2.10)
Q Q
<Bu,w> = J. ?(u,w)dg en 0Q (2.2.11)
oQ
<Q*u,w> EIZ*(u,w)dgz'[u/*wdg en Q (2.2.12)
Q Q
<C*u,W>E If*(u,w)dg en 0Q (2.2.13)
oQ

Si se sustituye (2.2.10) a (2.2.13) en (2.2.9), se tiene que:

<Pu,w>—<Bu,w>:<Q*u,w>—<C*u,w> (2.2.14)
igualdad que se satisface V(u,w) e D, (Q)x D, (), o bien, por la propiedad de linealidad:

(P=B)u,w)=((0"=C" Ju,w) (2.2.15)
o sucintamente:

P-B=0 -C (2.2.16)
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2.2.3.- Formulas de Green-Herrera

Ahora, considérese que u eDl(Q) y we D, (Q) son funciones totalmente discontinuas, es

decir, que tanto las funciones u y w como sus derivadas normales son discontinuas a través

de >.

En consecuencia, si ueDl(Q) entonces 7 u estd definido en el inferior de cada

subdominio .. De igual forma, si we D, (Q) entonces 7 w estd definido en el interior de

cada €);. Pero ambos operadores diferenciales no estdn definidos en la frontera interior X

debido a que tanto las funciones u y w como sus derivadas normales son discontinuas a través

de >.

Si se integra (2.2.2) en cada subdominio €., se tiene que:

E

E
ZI(W‘/u—u/*w)dgzz.[VOQ(u,w)dg (2.2.17)
i=1 Q; i=1 Q;

Aplicando el teorema de la divergencia en el lado derecho:

ZIw/udx ZI”.{’W‘M Zjﬂuwondx (2.2.18)

i=l aQ,
Puesto que las funciones u y w asi como sus derivadas normales son discontinuas a través de

la frontera interior X, resulta que:

ij/udx Zju[wdx—-[p uw ondx J[Z uw:I o ndx (2.2.19)

IIQ llQ

donde al resultado: ZI u w)dx— IZ u w)ondx H:Z u w ]ondx se le ha

tlQ

llamado Teorema Generalizado de la Divergencia.

Ahora, se introducen las siguientes funcionales bilineales reales definidas en D, (Q)x D, (Q):
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Pluw)=wu ,VxeQ, (2.2.20)
z (u,w)Eu/*w ,VxeQ. (2.2.21)
donde 2*(u,w) es la funcional transpuesta de la funcional bilineal 2(u,w) y se define

como 2*(u,w)52(w,u).

También, sean &(u,w) , & (u,w), Z(u,w) y X" (u,w) funcionales bilineales reales

—~

definidas en D, (Q)x D, () tales que producen las siguientes descomposiciones:
& (uw)-& (u,w)=2(u,w)en ,VxeoQ (2.2.22)
/(u,W)—Z/*(M,W)E—[Q(U,W)].Q ,VxeX (2.2.23)

donde & (u,w)=&(w,u) y R (u,w)=ZX(w,u). Aplicando dlgebra de saltos:
[Q(u,w)]22[;,[W]j+2([u],v.v), se obtiene una forma adecuada de definir las
siguientes funcionales:

Z*(u,w)zz([;,[w]j-g ,VxeX (2.2.24)

/(u,w)z—g([u],wjog ,VxeX (2.2.25)

Entonces, la funcional g(u,w) involucra los valores prescritos o conocidos en la frontera

exterior 0Q (condiciones de frontera), mientras que la funcional &* (u,w) involucra los

valores no prescritos o desconocidos de la solucién en 0C). Por otro lado, la funcional

" (u,w) involucra los valores relacionados con los promedios u en la frontera interior X

mientras que la funcional Z (1, w) involucra los valores relacionados con los saltos [u] en X.

Sustituyendo (2.2.20) a (2.2.23) en (2.2.19) y reordenando términos, se obtiene las férmulas

de Green-Herrera:
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ggj;P(u,w)dg—g[zg’(u,w)d)_c—!/(u,w)d)_c
:ij2*(u,w)dg—é[zf*(u,w)dz—!%’*(u,w)dg

i=1 Q

(2.2.26)

Ahora, sean las funcionales bilineales reales <Pu,w>, <Bu,w>, <Ju,w>, <Q*u,w>, <C*u,w> y

—~

<K*u, W> definidas en D, (Q)x D, (Q) tales que:

(Pu,w) zi j 2 (u w)d§=i j w/ udx  encada Q, (2.2.27)
=1 0, =1 0,
(Bu,w)= js’(u,w)d;_c en 0Q (2.2.28)
(Juwy=[Z(ww)dx enx (2.2.29)
(Quw)=Y [ 2" (wwhdz=3 [ugf wix encada (22:30)
i=1 g, i=1 0,
<C*u,w>s IZ*(u,w)dg en 0Q (2.2.31)
(K'u,w)=[R"(w,wdx enx (2.2.32)
:

Si se sustituye (2.2.27) a (2.2.32) en (2.2.26), se tiene que:

<Pu, w> - <Bu, w> - <Ju, W> = <Q*u, w> - <C*u, w> - <K*u, w> (2.2.33)
igualdad que se satisface V(u,w)e l/)\l (Q)xlf)\2 (€2), o bien, por la propiedad de linealidad:

<(P—B—J)u,w>=<(Q*—C*—K*)u,w> (2.2.34)
0 sucintamente:

P-B-J=0-C'-K" (2.2.35)

Nétese que las férmulas de Green son un caso particular de las férmulas de Green-Herrera

cuando se anulan las funcionales bilineales <Ju,w> =0y <K*u, w> =0.
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2.2.4.- Operadores Valuados en Funcionales

Las funcionales bilineales <Pu,w>, <Bu,w>, <Ju,w>, <Q*u,w>, <C*u,w> y <K*u,w>
definidas en l/)\l(Q)xl/);(Q) y valuadas en R, también se pueden considerar como
operadores valuados en funcionales definidos en l/)\l(Q) y valuados en Z/DE(Q) esto es,

valuados en el espacio dual algebraico de D, (Q) el espacio lineal formado por todas las

funcionales lineales definidas en l/): (Q).

—~

Por ejemplo, témese la funcional bilineal P:D,(Q)xD,(Q)—>R y selecciénese alguna
funcién v e D, (Q) que sea de interés, entonces constriyase la funcional lineal Pve D, (Q)

definida como PV(W)E<PV, w>. De esta forma se puede decir que P:l/)\l(Q) —)l/)\;(Q) es

un operador valuado en funcionales.
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2.3.- Problemas de Contorno con Saltos Prescritos

2.3.1.- Problemas de Contorno con Saltos Prescritos

Definicién 2.3.1.- Problema de Contorno con Saltos Prescritos -BVPJ-

Sea un dominio €2 y una particién H:{Ql,...,QE} de éste. El problema de contorno con

saltos prescritos (BVPJ') consiste en buscar una funcién u eDl(Q) tal que satisfaga las

siguientes condiciones:

¢ A la ecuacion diferencial en cada subdominio €;:
Pu=f (2.3.1)

¢ A las condiciones de frontera en la frontera exterior 0 :

Bu=g (2.3.2)
¢ Alas condiciones de saltos prescritos en la frontera interior X :

Ju=j (2.3.3)
donde la triada de funcionales lineales (f,g, /)€ D (Q)xD; (Q)xD;(Q) se le denomina

datos del problema [26 a 29].

Otra forma de representar los datos del problema es aprovechando que las funcionales

bilineales P, B y J también son operadores valuados en funcionales. Para tal efecto, sea una
triada de funciones (u,,u,,us ) € D, (Q)x D, (Q)x D, (Q) y definase las funcionales lineales:

f=Pu, ,g=Bu,, j=Ju (2.3.4)

! Boundary Value Problem with Prescibed Jumps
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de esta forma, los datos del problema se pueden escribir  como

(Pug, Bu,,Jug ) € l/): (Q)xl/)E(Q)xl/)E(Q).

Si se supone que el BVPJ es un problema bien planteado, entonces la funcién u, € D, (Q)
hecesariamente existe y es (nica, ya que es precisamente la soluciéh. Ademds, u, € D, (Q) es

una funcién que satisface las condiciones de frontera, mientras que uy € D,(Q) es una

funcidn que satisface las condiciones de saltos prescritos.

Definicion 2.3.2. - Condiciones compatibles

Se dice que las condiciones de frontera g€ D, (Q) y las condiciones de saltos prescritos

Jj € D; (Q) son condiciones compatibles cuando existe una funcién u,, € D, (Q) tal que:
g=Buy endQ (2.3.5)

j=Juy enk (2.3.6)

Una condicion necesaria para que el BVPJ tenga solucion es que las condiciones de fronteray
las condiciones de saltos prescritos sean compatibles. Lo anterior implica que ambas se pueden

derivar de una Unica funcién, de modo que realmente no imponen condiciones contradictorias.

Definicion 2.3.3.- Solucién del BVPJ

Se dice que una funcién u = D, (Q) es la solucion del BVPJ cuando satisface las ecuaciones:

Pu=f, Bu=g, Ju=j (2.3.7)

Ahora, con el objetivo de introducir la formulacion débil de un BVPJ, se dan las siguientes

definiciones y teoremas.
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Definicion 2.3.4.- Conjunto de funciones TH-Completo

Se dice que un conjunto de funciones £ l/)\2 (Q) es un conjunto de funciones TH-Completo
para P: D, (Q) = D; (Q) cuando:

Pu,w)=0,Ywe & = Pu=0 (2.3.8)
(Pu,w)

Definicion 2.3.5.- Operador de frontera

Se dice que un operador B:I/)\I(Q)—>D;(Q) es un operador de frontera para

P:l/)\l(Q) — D, (Q), cuando N,. © l/)\z(Q) es un conjunto de funciones TH-Completo para
P, estoes:

(Pu,w)=0,Ywe N, = Pu=0 (2.3.9)

Teorema 2.3.1.- Sean los operadores B y J operadores de frontera para el operador P vy,

ademds, sean los espacios N ., N,. y N . espacios TH-Completos para los operadores P, B
y J, respectivamente. Entonces, las ecuaciones:
Pu=f, Bu=g, Ju=j (2.3.10)
son equivalentes a la ecuacién:
(P=B=J)u,w)=(f-g—j.w) (2.3.11)
Demostracion:

Condlicion suficiente:

S/ se suman las ecuaciones (2.3.10) y se pesan, se obtiene la ecuacion (2.3.11).
Pu=f, Bu=g, Ju=j = <(P—B—J)u,w>:<f—g—j,w>

Condlicion necesaria:

Supdngase que:

((P-B-T)en) =7 -5~ j.w)

Expresando los datos del problema como f = Pu,, g = Bu, y j=Ju, se tiene que:
((P=B~-J)u,w)=(Pug - Bu, — Jus, w)

S/ se aplica la propiedad de linealidad se tiene que:
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((P(u=uq)=B(u—u;)=J (u—us)),w)=0

Puesto que B y J son operadores de frontera para P se obtiene:
(P(u-uy),w)=0

Puesto que N . es TH-Completo para P resulta:

VYweN,., (P(u-uy),w)=0 = P(u-u,)=0 = Pu=Pu,=f
Consecuentemente se anula el término de P en la ecuacion (2.3.11):
(B(u=u;)+J (u=u;)).w)=0

Nodtese que el conjunto 0Q(\X tiene medida cero. Entonces, puesto que la funcional

B se define en 0C2 mientras que J en X, se tiene por separado que:
<B(M—MQ),W> =0 y <J(u—u9),w> =0
Puesto que N . y N . son TH-Completos para B y J respectivamente resulta:

VweN,., <B(u—ua),w>=0 = B(u—ua)zo = Bu=Bu,=g
VweN ., <J(u—uz),w>=0 = J(u—uz):O = Ju=Ju,=j

O

Definicion 2.3.6.- Formulacién Débil del BVPT

La formulacion débil del BVPJ, también llamada formulacion variacional del BVPJ, es la
ecuacién:
(P-B-J)u=f-g—j (2.3.12)

de la cual se ha omitido las funciones de peso con el objeto de simplificar la notacion.

En virtud de las formulas de Green-Herrera, se tienen dos formulaciones débiles. La primera,

la ecuacién (2.3.12), referida como formulacion variacional en términos de los datos del
problema: (P—B—J )u =f—-g—j, vy lasegunda llamada formulacién variacional en

términos de la informacion complementaria:

(0-C-K)u=f-g—j (2.3.13)
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De hecho, si la funcién u € l/)\l(Q) es la solucién del BVPJ se dice que los términos Pu, Bu vy

Ju son los datos del problema, mientras que los términos Q*u, C'u y K u son la informacion

complementaria.

Si se tiene un BVPJ homogéneo con condiciones homogéneas, las siguientes observaciones son

tiles.

Corolario 2.3.2.- Sean los operadores B y J operadores de frontera para el operador P vy,

ademds, sean los espacios N,., N,. y N . espacios TH-Completos para los operadores P, B
y J, respectivamente. Entonces se tiene que:

Pu=0, Bu=0, Ju=0 < ((P=B-J)u,w)=0 (2.3.14)

Demostracion:

Tomese =0, g=0 y j=0 enel teorema 2.3.1.

O

Teorema 2.3.3.- Sean los operadores C y K operadores de frontera para el operador Q vy,

ademds, sean los espacios N,, N. y Ny espacios TH-Completos para los operadores O, C'y
K , respectivamente. Entonces se tiene que:

Qu=0, Cu=0, Ku=0 <(Q—C—K)*u,w>=o (2.3.15)

Demostracion:

Condlicion suficiente:

S/ se suman las ecuaciones izquierdas y se pesan, se obtiene la ecuacion derecha:
Qu=0, Cu=0, Ku=0 = ((0-C-K) uw)=0

Condlicion necesaria:

Supongase que:
((0-C-K) uw)=0

Puesto gue C 'y K son operadores de frontera para Q se obtiene:

42



Capitulo 2

<Q*u, w> =0

Puesto que N, es TH-Completo para Q resulta:
VweN,, <Q*u,w> =0 = Qu=0
Consecuentemente se anula el término de Q :
(C+KY uw)=0

Notese gue el conjunto OQ\X tiene medida cero. Entonces, puesto que la funcional

C se define en 0C) mientras que K en X, se tiene por separado que:
<C*u,w> =0 y <K*u,w> =0

Puesto gue N. y N, son TH-Completos para C y K respectivamente resulta:
Vwe N, <C*u,w> =0 = Cu=0

Vwe N, <K*u,w> =0 = Ku=0

O
2.3.2.- Método de los Residuos Pesados

Sea el siguiente problema de contorno:
/ u=f, enQQ (2.3.16)

con condiciones de frontera homogéneas, donde ./ es un operador diferencial lineal con

coeficientes tipo C” (Q) definido en la regién 2.

En el método de residuos pesados se dice que la funcién 1 es una solucién aproximada cuando:
J-w“ (/ Zt—fg)dxzo (2.3.17)
Q

para una familia de funciones de peso con soporte compacto {wl,...,wN} . Para que el sistema

de ecuaciones anterior tenga solucién Unica, la solucién aproximada se construye como una

combinacién lineal de una familia de funciones de base {¢1,...,¢N} , de modo que:
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- N
u=y c,¢" (2.3.18)
a=1

2.3.3.- Condiciones de Poincaré-Steklov

Sea el siguiente problema de Poisson con solucién dnica u € C' () [32], sujeto a condiciones

de frontera homogéneas tipo Dirichlet:
—Au=f, enQ (2.3.19)
u=0 en oQ2 (2.3.20)

Se introduce la siguiente particién I1= {Ql,Qz}. Entonces, este problema se puede formular

de manera equivalente en mdltijples dominios como:

—Au, = f, en () (2.3.21)
u,=0 en 0QN0Q, (2.3.22)
—Au, = f, enQ, (2.3.23)
u,=0 en 0Q0Q, (2.3.24)
u=u, enX (2.3.25)
P _0h oy (2.3.26)
on  0On

donde u, es la restriccién de la solucién u en Q. y n es un vector normal a 0Q,. Las

ecuaciones (2.3.25) y (2.3.26) representan las condiciones de transmision en X .

Cuando se aplica algin método de descomposicion de dominio a una ecuacion diferencial, en
general se tiene que resolver un problema de condiciones de transmision en X . En particular,
esta ecuacion de transmision se puede representar por medio del operador de Steklov-

Poincaré. Para tal efecto, considérese los siguientes problemas tipo Dirichlet:

—-Aw, = f, enQ, (2.3.27)
w,=0 en 0QN0Q, (2.3.28)
w,=1 enZX (2.3.29)
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para i =1,2, donde A es el valor desconocido de u en X. La solucién w, se puede escribir

como w, =u" +u; ,donde u;" y u] son solucién de los siguientes problemas:

-Au" =0 en Q, (2.3.30)
u =0 en 0QN0Q, (2.3.31)
u’=1 enX (2.3.32)
y:
~Au’=f, enQ. (2.3.33)
u’ =0 en 0QN0Q, (2.3.34)
u’=0 enX (2.3.35)

, .z H . s . ,
De aqui que la funcidn u," sea una extension armdnica de A en €, la cual se denotard como

# . ademds, & = +#,. Por otro lado, la funcién u;” se denotard como & f,: ademds

g=+t%.

En consecuencia, comparando el problema (2.3.21)-(2.3.26) con el problema (2.3.27)-(2.3.29) se

tiene que:
w;, =u, para i =1,2 siy solo si o =% en X (2.3.36)
on  On
Esta dltima condicidn equivale a que A satisfaga la ecuacion de transmision de Steklov-
Poincaré:
SA=y enZ (2.3.37)
donde 5 es el operador de Steklov-Poincaré y se define como:
Slzi,’y”ll—i%lz g;’r”;t (2.3.38)
on on on
0 0 0
=— -—— =—|— 2.3.39
X an%fg an%fg [ané'fg} ( )

Finalmente, al operador inverso del operador de Steklov-Poincaré, S, se le llamard operador

de Poincaré-Steklov.
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2.4.- Método Indirecto de Trefftz-Herrera

2.4.1- Método Indirecto de Trefftz-Herrera

El método indirecto de Trefftz-Herrera [6, 7, 9, 12, 13, 17 a 20, 23, 30, 55] es un método de
descomposicion de dominio, ya que dado un BVPJ planteado en un dominio €2 con una particion
IT de éste, es capaz de encontrar suficiente informacion de la solucién exclusivamente en las
fronteras de los subdominios, de modo que se obtengan problemas de contorno locales,

independientes y bien planteados en cada uno de los subdominios.

El método indirecto de Trefftz-Herrera tiene como antecedente los Métodos de Adjunto
Localizado (LAMY). También, de este (ltimo se deriva otra familia de métodos, los Métodos de

Adjunto Localizado Lagrangianos-Eulerianos (ELLAM?) [63 a 69].

Se parte de la formulacién variacional en términos de la informacion complementaria de un

BVPJ:
<(Q—C—K)*u,w>=<f—g—j,w> ,‘v’wel/)\z(Q) (2.4.1)
donde la informacion relacionada con la solucion u l/)\](Q) en el interior de los subdominios

Q. de la particién T estd dada por el término Q'u, en la frontera exterior dQ por el

término C'u y en la frontera interior = por el término K u .

! Localized Adjoint Methods

2 Eulerian-Lagrangian Localizad Adjoint Methods
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El método indirecto de Trefftz-Herrera se caracteriza por construir un espacio de funciones

de peso especializado para capturar cierta informacién de la solucion en las fronteras de los
subdominios; dicho espacio se llamard espacio de funciones dptimas de peso, O, € D,(Q).
La informacion que se busca de la solucion en la frontera interior puede ser el promedio de la

funcidn, el promedio de sus derivadas o una combinacién de éstos. De hecho, esa informacion

buscada determina los espacios nulos relacionados con los operadores O, C y K cuando se

aplica el método de los residuos pesados. El andlisis para construir las funciones dptimas de

peso se detalla a continuacién.

Primero, nétese que la informacién buscada de la solucién solamente estd en XJOQ y no en el
interior de los subdominios €2.. Entonces, para obtener esa informacion se requiere eliminar el
término Q'u de (2.4.1). Aplicando el método de residuos pesados, la condicién anterior se
logra construyendo funciones de peso tales que satisfagan la condicién OQw =0 en el interior

de cada subdominio €2, por separado y, de este modo, se introduce el espacio hulo de Q el cual

es N, E{wel/);(Q)‘Qw:O en cadan.}.

Ahora bien, se pretende recabar suficiente informacién de la soluciéh en XUJOQ para
proponer problemas de contorno bien planteados locales en cada subdominio .. Es decir, no
es necesario recabar toda la informacién posible de la solucién en XJ0OQ. Esto induce la
descomposicion del operador K en dos partes. Una parte se refiere a la informacion buscada

de la solucién en X y otra parte se refiere a la informacién redundante o no buscada de la

solucionen X .

Definicion 2.4.1.- Descomposicion del operador K

Sea la descomposicién {S,, R, } de la funcional bilineal:
S¢+R, =K (2.4.2)
donde el operador S, se toma de tal forma que S, u sea precisamente la informacion buscada

de la soluciénen X~ .
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Con el objetivo de formalizar la descomposicién del operador K se introduce lo siguiente.
Sean 5, (u,w) y 2z (u,w) funcionales bilineales reales definidas en l/)\](Q)XZ/)\z(Q) tales

que producen la siguiente descomposicién:

Se (u,w)+)?; (u,W)EZ’*(u,W) ,VxelX (2.4.3)

—~

Luego, sean <S,*<u,w> y <R,*<u,w> funcionales bilineales reales definidas en Z/D\I(Q)XD2 (Q)

tales que:

IS; (u,w)dx enX (2.4.4)

z

<S,*<u, w>

jz; (u,w)dx enX (2.4.5)

z

<R1*<u, w>

El operador R, se asocia con la informacion redundante o no buscada de la solucién en 2.
Entonces, una vez considerada la descomposicion del operador K, se requiere eliminar el
término Ryu de (2.4.1). Aplicando el método de residuos pesados, la condicién anterior se

logra construyendo funciones de peso tales que satisfagan la condicion R,w=0 en X y, de

este modo, se introduce el espacio nulo de R, el cuales N, = {we l/); (Q)‘ R.w=0en Z}.

Definicion 2.4.2.- Informacién buscada

Sea un BVPJ con solucién dnica u € D, (€2). Sean las funcionales bilineales S, y R, tales que
Sy +R, =K . Sea u Eb\l(Q) tal que:
Siu=Su enZ (2.4.6)

Entonces se dice que u € D, (Q) contiene la informacién buscada de la solucién en X.

Por otro lado, nétese que para una ecuacion diferencial eliptica de segundo orden se necesita
condiciones de frontera en tfodo 0Q para que el problema de contorno esté bien planteado. Lo

anterior significa que, en general, no se busca informacién en OQ . Entonces, se requiere

eliminar el término C'u de (2.4.1). Aplicando el método de residuos pesados, la condicién
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anterior se logra construyendo funciones de peso tales que satisfagan la condicion Cw=0 en

0 'y, de este modo, se introduce el espacio nulo de C el cual es

Ne={we D, (Q)[cw=0en o0},

Notacion.- u € D, (Q) denota una funcién que contiene la informacién buscada de la solucién

u e D, (Q) exclusivamente en la frontera interior X . Esto significa que la funcién u no es

necesariamente la solucién en el interior de los subdominios €2; ni en la frontera exterior 0C).

A continuacién se presenta las definiciones de los tres espacios nulos previamente

introducidos, asi como del espacio de funciones éptimas de peso.

Definicion 2.4.3.- Espacios hulos de O, C' y R,

Sean los espacios hulos de los operadores O, C y R, :

N,

0 z{wel/);(Q)‘Qw=0 en cada Qi} (2.4.7)

N, E{WEB;(Q)‘CWZO en 8(2} (2.4.8)

N, E{wel/)\z(Q)

R,w=0en 2} (2.49)

Definicion 2.4.4.- Espacio de funciones éptimas de peso

Sea el espacio de funciones optimas de peso 6; :
0, =N,NN.NN, <D,(Q) (2.4.10)
Lo anterior implica que:

(0" -C =R )u,w)=0, YweO, = N,NNNN,, (2.4.11)

El espacio de funciones de base l/)\l(Q) se toma igual que el espacio de funciones de peso

D,(Q).
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Como conclusidn, el siguiente teorema establece las condiciones que se debe cumplir para que

la funcién u contenga la informacion buscada de la solucién u en X .

Teorema 2.4.1.- Método indirecto de Trefftz-Herrera

Sea el BVPJ: (P—B—J)u:f—g—j, con los datos:  f=Pu,, g=Bu, y j=Jug,

donde: u el/)\l(Q), u, el/)\l(Q) Y Us el/)\l(Q).

Sea 6; =N,(IN. N, cl/)\z(Q) un espacio de funciones éptimas de peso TH-Completo

para S, : D, (Q) - D3 (Q).

Supdngase que el BVPJ tiene solucion Unica u € l/)\1 (Q)

Entonces u e 51 () contiene la informacién buscada, esto es que S,’ZLAt =Syu ,siy solo si:
—<S,*<1:t,w>=<f—g—j,w> ,Vwe@ (2.4.12)

Demostracion:

Condicion suficiente:

Supdngase gue e l/)\l (Q) contiene la informacion buscada, esto es: SK;l =Su.
Puesto que 1 € D, (Q), se tiene que:

<(P—B—J);l,w> =<f—g—j,w> ,Vwel/);(Q)

Considerando gue Q' —C" —K = P—B—J , se tiene que:

<(Q* -C* —K*)ZI,W> :<f—g—j,w> ,Vwel/);(Q)

Considerando la descomposicion del operador K™ = R, + S, , se tiene que:

<(Q* -C" =Ry —S;;);t,w> =<f—g—j,w> ,Vwe I/)z(Q)

Finalmente, por  construccion se cumple que <(Q -C" =Ry );l, w> =0,

Vwe 6; c l/)\2 (Q) , esto es:
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—<S;;t,w>:<f—g—j,w> ,Vwea;

Condlicion necesaria:

Seaue l/)\1 (Q) y supdngase que:

—<S,*<;,w>=<f—g—j,w> ,Vwe (/);

La solucidn u € D, (Q) cumple que:

—<S;;u,w>=<f—g—j,w> ,Vweé;

Restando las dos dltimas expresiones, se tiene que:

—<S,*< (;—u),w> =0 ,Vwe 5;

Puesto que 5; es TH-Completo para S se tiene gue:

Si(u—u)=0 = Sgu=Su

Finalmente, ue l/)\1 (Q) contiene la informacion buscada y se le denota como ;l =u.

O
2.4.2- Interpolacién Optima

Por (ltimo, puesto que el operador () se relaciona con el operador diferencial adjunto y el

espacio de funciones de base se toma igual que el espacio de funciones dptimas de peso
O, =N,NN.NN, <D,(Q), el método indirecto de Trefftz-Herrera solamente es capaz

de obtener informacion de la solucién en X y no es capaz de obtener informacion de la

solucién en el interior de los subdominios €2;. Para encontrar la solucidn en el interior de los

subdominios €2, se necesita un procedimiento llamado interpolacion dptima.

El procedimiento de interpolacion optima consiste en extender la informacién buscada de la

solucion en X al interior de cada subdominio €2, de la siguiente manera. Una vez encontrada la
informacién buscada de la solucién en X, junto con las condiciones de frontera Bu = Bu, en

02 y las condiciones de salto Ju = Ju, en X, se obtienen problemas de contorno locales, bien
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planteados e independientes, en cada subdominio €2.. La solucion de estos problemas de

contorno locales extiende la informacién buscada de la solucién en X al interior de los

subdominios €2;.

Por ejemplo, si la informacion buscada de la solucién en X es el promedio de la funcion u =u,

entonces las trazas de la solucién u en X estdn dadas por:

. 1[u] (2.4.13)

u =u—L[u] (2.4.14)
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2.5.- Método Directo de Steklov-Poincaré

El método directo de Steklov-Poincaré [8, 21, 54, 57] es un método para obtener la solucién de
un BVPJ en todo su dominio. Sin embargo, se puede interpretar como un método de
descomposicion de dominio si se utiliza para encontrar suficiente informacién de la solucién
exclusivamente en las fronteras de los subdominios, de modo que se obtengan problemas de
contorno locales, independientes y bien planteados en cada uno de ellos. Con este dltimo

enfoque se le expone.

El método directo de Steklov-Poincaré tiene como antecedente los métodos Trefftz-Jirousek

[70 a 75].

Se parte de la formulacién variacional en términos de los datos de un BVPJ:

<(P—B—J)u,w>=<f—g—j,w> ,‘v’wel/)\z(Q) (25.1)
donde la informacion relacionada con la solucion u l/)\,(Q) en el interior de los subdominios

Q, de la particién I1 estd dada por el término Pu , en la frontera exterior 0€2 por el término

Bu vy en la frontera interior X por el término Ju .

El método directo de Steklov-Poincaré se caracteriza por construir un espacio de funciones de

base especializado para contener cierta informacion de la solucién en las fronteras de los
subdominios; dicho espacio se llamard espacio de funciones dptimas de base, O, <€ D, (Q)

La informacién que se busca de la solucién en la frontera interior es el promedio de la funcion.

Una propiedad relevante es que las funciones dptimas de base contienen la informacidn
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buscada si y solo si satisfacen las condiciones de continuidad de Poincaré-Steklov en la
frontera interior. De hecho, la condicién anterior determina los espacios nulos relacionados
con los operadores P, B y J. El andlisis para construir las funciones dptimas de base se

detalla a continuacién.

Primero, se requiere que las funciones éptimas de base satisfagan las condiciones de
continuidad de Poincaré-Steklov en la frontera interior X . Esto induce la descomposicion del
operador J en dos partes. Una parte se refiere precisamente a dichas condiciones de
continuidad en X, mientras que la otra parte se refiere a condiciones de continuidad

redundantes en X .

Definicion 2.5.1.- Descomposicion del operador J

Sea la descomposicién {S,,R,} de la funcional bilineal J :
S,+R, =J (2.5.2)
donde el operador S, se toma de tal forma que S,v sean precisamente las condiciones de

continuidad de Poincaré-Stekloven X .

Con el objetivo de formalizar la descomposicion del operador J se introduce lo siguiente. Sean
S, (u,w) y B, (u,w) funcionales bilineales reales definidas en Z)\I(Q)xl/);(Q) tales que

producen la siguiente descomposicion:

s, (u,w)+)?/ (u,w)=R (u,w) ,VxeX (2.5.3)

Luego, sean (S,u,w) y (R,u,w) funcionales bilineales reales definidas en Z):(Q)xl/);(Q)

tales que:

<Sju,w>

'[5/ (u,w)di en X (2.5.4)

z

<RJu,w> Ej’?/ (u,w)dg en X (2.5.5)

z
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El operador R, se asocia con las condiciones de continuidad redundantes en X . También, la

descomposicion del operador J induce una descomposicion correspondiente pero en los datos

del problema, especificamente en j = Ju, , de modo que:

Jst g =Jj=Jug (2.5.6)
Js =S,us (2.5.7)
Jr =Ryus (2.5.8)

La estrategia general del método directo de Steklov-Poincaré consiste en lo siguiente. La

solucién u € D, (Q) se conforma de la suma de dos funciones. Una funcién éptima de base

—~

veO, (Q) la cual cumple con las condiciones de continuidad de Poincaré-Steklov en X y que

contiene la informacién buscada de la solucion en X ; y una funcién auxiliar u, € D, (Q) la cual

cumple con las condiciones de continuidad redundantes en X y que no contiene en absoluto la
informacién buscada. Ademds, la funcidon auxiliar u, se construye con las soluciones
particulares locales de cada uno de los subdominios de la particion, satisfaciendo las
condiciones de frontera y las condiciones de saltos prescritos asociadas con las condiciones
redundantes de continuidad en 2. Ciertamente la funcidn auxiliar u, no es una funcién éptima

de base.

De este modo, la solucidn u € D, (Q) se puede escribir como u =V +u,, donde u, € D, (Q) y

—~

v € 0, (Q), lo cual implica que (2.5.1) se transforma en:

<(P—B—J)V,w>=<f—g—j,w>—<(P—B—J)uP,w> ,Vwel/);(Q) (2.6.9)

En cierto modo se puede decir que la funcién auxiliar u, es una solucién particular, construida
resolviendo problemas de contorno locales; mientras que la funcion dptima de base v es una
solucion homogénea , construida resolviendo un problema de contorno global, y cuya utilidad es
la de acoplar las mencionadas soluciones locales al contrarrestar sus discontinuidades que

presentan en X introducidas por la forma en que se construyen.
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Definicion 2.5.2.- Funcion auxiliar u,

Sea la funcién auxiliar u, € l/)\1 (Q) tal que:
(P-B-R,)upw)=(f~gjp.w) YweD,(Q) (2.5.10)

Stu, =0 (2.5.11)

donde el operador S se utiliza para establecer la informacion buscada y se definié en (2.4.2).

Nétese que si Sgu, =0 entonces Sgu=S;(v+u,)=Sgv, lo cual significa que

efectivamente la funcién éptima de base contiene completamente la informacion buscada de la

solucionen X .

Para el caso de una ecuacién diferencial eliptica de segundo orden, la solucién particular
u, € D;(Q) se construye como una funciéh que satisface por separado los problemas de

contorno no homogéneos locales en cada subdominio €2,. Esta funcién también satisface las

condiciones de frontera en 0Q y las condiciones de saltos prescritos pero Unicamente de la
funcién en X, imponiéndose que su promedio sea cero en X. Sin embargo, puesto que dicha
funcién se obtiene a partir de problemas locales independientes, aunque si es posible
construirla satisfaciendo condiciones de continuidad de la funcion en las fronteras de los

subdominios, no lo es satisfaciendo simultdneamente condiciones de continuidad en sus
derivadas normales. De aqui que la funcion éptima de base ve O, (Q) con el objetivo de

acoplar las soluciones particulares locales, debe contribuir a satisfacer estas dltimas
condiciones de continuidad. Lo anterior se logra gracias a que la funcién éptima de base
contrarresta el salto en las derivadas normales en X que presenta la funcién auxiliar u,. Esto

Ultimo constituye precisamente las condiciones de continuidad de Poincaré-Steklov.

Ademds, para el caso eliptico, la informacién buscada de la solucién en Z es el promedio de la

funcién. Nétese que la funcion auxiliar u, satisface las condiciones de salto de la funcion en
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2 y su promedio es cero en X . En consecuencia, la funcion éptima de base v es continua en X
(i)
z

A continuacién, se plantea el espacio de funciones optimas de base. Puesto que la funcidn

y es precisamente el promedio de la soluciénen X . Estoes: u

=V
z

=v,.

auxiliar u, ya satisfizo la ecuacién diferencial no homogénea, entonces las funciones éptimas
de base se construyen de tal modo que satisfagan la condicion Pv =0 en el interior de cada

subdominio €, por separado y, de este modo, se introduce el espacio nulo de P el cual es
N, E{VEDI(Q)‘PVZO en cada Qi}. Puesto que la funcién auxiliar u, ya satisfizo las

condiciones de frontera, entonces las funciones éptimas de base se construyen de tal modo

que satisfagan la condicién Bv=0 en 0Q vy, de este modo, se introduce el espacio nulo de B

el cual es N, E{VEﬁ(Q)‘BVzO en 69}. Por (ltimo, la descomposicién del operador J

infroduce su espacio nulo de R, , el cuales N, = {V € l/)\1 (Q) R,v=0en Z}.
Definicion 2.5.3.- Espacios hulosde P, B y R,
Sean los espacios nulos de P, B y R, como:
N, E{VEZ/)\](Q)‘PV=O en cada Qi} (2.5.12)
N, E{VEZ/)\](Q)‘BV=O en GQ} (2.5.13)
Ny, E{Vel/)\l(Q) Rv=0en z} (2.5.14)
Definicion 2.5.4.- Espacio de funciones éptimas de base
Sea el espacio de funciones éptimas de base 5;
0,=N,NN,NN, <D, (Q) (2.5.15)
Lo anterior implica que:
(P-B-R,)v,w)=0 ,¥veO,=N,NN,NN,, (2.5.16)
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El espacio de funciones de peso l/)\z(Q) se toma igual que el espacio de funciones de base

B(9).

Notacion.- v e O, denota una funcién éptima de base que contiene la informacién buscada de

la solucién u € D, (Q). Esto es: Spv==Squ.

Como conclusidn, el siguiente teorema establece las condiciones que se debe cumplir para que

la funcién optima de base v contenga la informacion buscada de la solucién u en X.

Teorema 2.5.1. Método directo de Steklov-Poincaré

Sea el BVPJ: (P—-B-J)u=f—-g—j, con los datos:  f=Pu,, g=Bu, y j=Ju,,

donde: u, el/)\l(Q), u, el/)\l(Q) y Uy ea(Q).

Sea 6\3 =N,(AN, (N, < l/)\l(Q)ﬂl/)\z(Q) un conjunto de funciones éptimas de base TH-

Completo para S, : D, (Q)—> l/)f (Q).

Supdngase que el BVPJ tiene solucion Unica u el/)\l(Q) tal que u = \A/+up, donde v e 5; y

U, € l/)\l (Q) cumple con (2.5.9) y (2.5.10).

Entonces v e 5; contiene la informacién buscada, esto es que S,’Z\A/ =Syu ,siy solo si:
—<SJ\A/,W>=<SJuP,W>—<jS,W> ,Vweé\B (25.17)

Demostracion:

Condicion suficiente:

Supdngase que v € O, contiene la informacion buscada, esto es: Sy v =Sy u .

Puesto que u € D, (Q) donde u =v+u,, se tiene que:

<(P—B—J)(\A/+u[,),w>:<f—g—j,w> ,Vweég CZ)\Z(Q)

Considerando la descomposicion del operador J =S, + R, , se tiene que:
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<(P—B—SJ—R,)(Q+uP),w>:<f—g—jS —jew) ,YweO,

Puesto que los operadores son lineales, reagrupando términos se tiene que:
—<SJ§,W>+<(P—B—R,)Q,W>=

<SJuP —jS,w>—<(P—B—Rj)up,w>+<f—g—jR,w> ,Vwe 6\3

Por construccion se cumple gue (P—B—R, )u, = f —g— j, , esto es:
—<SJ\A/,W>+<(P—B—RJ)\A7,W>:<SJuP—jS,w> ,Vweé\B

Por construccion se cumple que (P -B-R, ) v=0,6 Vve 5; , esto es:
—<SJ\A/,W> = <SJuP —jS,w> ,Vwe 6;

Finalmente, se tiene que:

—<SJ\A/,W> = <SJuP,w>—<jS,w> ,Vwe é;

Condicion necesaria:

Seave 5; y supongase que:

(8, v, w)=(Sup, W)= (js,w) ,¥weO,
Completando términos, se tiene que:
(P=B=J)(v+u)w)=(f-g—Jjw) ,YweO,
La solucion u € D, (Q) cumple que:
(P-B-J)u,w)=(f-g-j.w) YweO,
Restando las dos dltimas expresiones, se tiene que:
<(P—B—J)(\7+up —u),w> —0 ,vweO,

Puesto que se trata de un BVPJ homogéneo con condiciones tanto de frontera como de

saltos prescritos homogéneas y con solucion unica, ésta es cero. En consecuencia:
vtu,-u=0 = v+u,=u
Aplicando el operador Sy, , se tiene gue:

Sk (\Hf—i-up):S;u
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Puesto gue Syu, =0, se tiene que:
Sty =Stu

Finalmente v € O, contiene la informacion buscada y se le denota como v=v.

O

Finalmente, a diferencia del método indirecto de Trefftz-Herrera, el método directo de
Steklov-Poincaré no requiere del procedimiento de interpolacion dptima para extender la

informacién buscada de la solucion en X al interior de los subdominios €2, de la particion IT,

ya que el operador P se relaciona con el operador diferencial original.
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3.1.- Funciones Optimas

Considérese un BVPJ, (P—B—J)u = f—g—j ., formulado en un dominio €2 con una particién

IT= {Ql,...,QE} y con los siguientes datos: f = Pu,, g = Bu, como condiciones de frontera
en 0QQ y j=Ju, como condiciones de saltos prescritos en X, donde u, € l/)\1 (Q) ,
u, € ]/)\1 (Q) y ug € I/)\l (Q) Se supone que el problema estd bien planteado y que tiene solucién

dnica u € D, (Q).

Sin pérdida de generalidad, solamente se considerard el caso cuando las condiciones de

frontera son homogéneas, g = Bu, =0. Se hace esto por dos motivos. Primero, porque existen

métodos estdndares para transformar un BVPJ con condiciones de frontera no homogéneas en
otro equivalente pero con condiciones de frontera homogéneas; bdsicamente consisten en
restar a la solucion una funcién que satisfaga las condiciones de frontera no homogéneas.
Segundo, porque el supuesto de las condiciones de frontera homogéneas simplifica el

desarrollo de los planteamientos que se presentan.
3.1.1.- Descomposicion Dual de Operadores K y J

La informacién buscada de la solucién en la frontera interior X induce directamente la

descomposicion del operador K en la pareja de operadores {SK,RK}, de modo que Siu

contiene la informacién buscada mientras que R u contiene la informacién redundante. Asi, la

informacién buscada determina las condiciones de continuidad (en general, las condiciones de
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salto) que deben cumplir las funciones éptimas de peso we O, para que, al aplicar el método

de los residuos pesados, éstas capturen dicha informacion.

Por otro lado, para que las funciones éptimas de base ve (O, contengan la informacién

buscada de la solucién en X, éstas deben satisfacer las condiciones de continuidad de

Poincaré-Steklov. Lo anterior induce la descomposicion del operador J en la pareja de
operadores {SJ,RJ}, de modo que S,V se relaciona con dichas condiciones de continuidad,
mientras que R,v se relaciona con las condiciones de continuidad redundantes. A su vez, la

descomposicion del operador J induce una descomposicién correspondiente pero ahora de los
datos del problema, especificamente de Juy , que son las condiciones de saltos prescritos en

2.

A las dos parejas de descomposiciones de operadores {Sy,R} y {S,,R,} se les llamard

descomposicion dual.

Definicion 3.1.1- Descomposicion dual

Sea la descomposicion dual, formada por las dos parejas de descomposiciones de operadores:
S +R, =K (3.1.1)
S, +R, =J (3.1.2)
donde los operadores S, y S, se toman de tal forma que S;u contiene la informacién
buscada de la solucion en ~ y §S,v se relaciona con las condiciones de continuidad de

Poincaré-Steklov en X .

Para formalizar la descomposicién dual se introduce las siguientes funcionales bilineales. Sean

g (u,w), z; (u,w), s, (u,w) y X, (u,w) funcionales bilineales reales definidas en

D, (Q)XD2 (Q) tales que producen las siguientes descomposiciones, las cuales se cumplen de

manera puntual en la frontera interior X :

g (u,w)+/?; (u,W)EZ’*(u,W) ,VxelX (3.1.3)
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S, (u,w)+,?/ (u,w) = /(u,w) ,VxeX (3.1.4)

y sean <S,’;u,w>, <R,*<u,w>, <Sju,w> y <Rju,w> funcionales bilineales reales definidas en

~ —~

D, (Q)xD,(Q) tales que:

<S,*<u,w> = IS; (u, w) dx enZX (3.1.5)
z

<R,*<u, w> = J‘EK (u,w) dx enZX (3.1.6)
z

<SJu,w> = IS/ (u,w)dg en X (3.1.7)

<RJu,w>EJ2ﬁ (u,w)dg en X (3.1.8)

z

Ademds, la descomposicion dual induce la siguiente descomposicion en los datos del problema:

JstJjr=Jj=Jus (3.1.9)
Js =8,us (3.1.10)
Jo=Ruy (3.1.11)

Ahora bien, el operador S, permite definir las condiciones para que una funcién de base

u e D, (Q) contenga la informacién buscada de la solucién en X . Nétese que esta funcién no

es necesariamente la solucidn del BVPJ. Tan solo es la informacidn buscada de la solucién en =

y ho en el interior de los dominios €2;, ni en la frontera exterior 02 .

Definicién 3.1.2.- Informacién buscada

Sea un BVPJ con solucién Unica u € l/)\l (Q). Sean las funcionales bilineales S, y R, tales que
Sy + Ry = K . Sea una funcién de base e l/)\l (Q) tal que:
Scu=S;u enX (3.1.12)

Entonces se dice que u contiene o posee la informacion buscada de la solucion en X
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3.1.2.- BVPJ Localizado

Considérese el siguiente problema, denominado BVPJ localizado, el cual se utilizard para
definir las condiciones de continuidad (en general, las condiciones de salto) que debe

satisfacer las funciones éptimas de base y otras funciones auxiliares importantes. Dice asi:

"Dada una funcion us e N, D, (Q), encuéntrese una funcion ueD, (Q) tal que
Stu=Siug yque:
(P-B-R,)u=f~j, (3.1.13)

con los siguientes datos: f= PLTQ y jAR = RJLT2 donde LTQ € l/)\1 (Q) y qu eNy”

Una suposicién bdsica de la metodologia FEM-OF es que el BVPJ localizado define problemas
de contorno locales, independientes y bien planteados, en cada uno de los subdominios de la

particion.

Finalmente, el problema dual del BVPJ localizado se utilizard para definir las condiciones de
continuidad (en general, las condiciones de salto) que debe satisfacer las funciones éptimas de

peso. Dice ast:

"Dada una funcion wg € N, , encuéntrese una funcion we D, (Q) tal qgue S;w=S;wg y que:

(0O-C-R)w=0" (3.1.14)

Al igual que el BVPJ localizado, se supone que el problema dual fambién define problemas de
contorno locales, independientes y bien planteados, en cada uno de los subdominios de la

particion.
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3.1.3.- Funciones Optimas de Base

Las funciones dptimas de base satisfacen el BVPJ localizado (3.1.13) considerando que ]7 =0y
j.=0; esto es: “dada una funcion us € N, , encuéntrese una funcion u e D, (Q) tal que
Stu=Sug y que (P—B—RJ);:O ". Esta (ltima ecuacién significa que las funciones

dptimas de base pertenecen a los siguientes espacios nulos: N, Ny y N, .

En particular, si ademds se impone la condicién S,u =Su, =0, entonces la dnica solucién a

este problema es u =0, ya que lo anterior equivale a plantear problemas de contorno

homogéneos locales con condiciones de frontera homogéneas locales en cada uno de los

subdominios de la particién. En consecuencia, S, : D, — D, define un mapeo biyectivo entre

las funciones optimas de base 6\3 y su imagen bajo Sy (6\3)

Entonces, una funcion éptima de base se puede caracterizar de manera Unica especificando la
condicién Sy u = Syug. En la préctica, lo anterior significa que una funcién éptima de base se

puede caracterizar de manera Unica especificando sus trazas en la frontera interior X .

Definicion 3.1.3.- Espacio de funciones éptimas de base

Sea el espacio de funciones optimas de base 0, , el cual se define como:
0,=N,NN,NN, <D, (Q) (3.1.15)

donde los espacios nulos de los operadores P, B y R, se definen como:

N, E{Veb\l(Q)‘PVZO en cada Qi} (3.1.16)
N, E{VEZ)\](Q)‘BV=O en GQ} (3.1.17)

Ny, E{Vel/)\l(Q)

Rv=0en z} (3.118)

Lo anterior implica que:
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(P-B-R,)v,w)=0 ,¥veO, (3.1.19)

Puesto que las funciones optimas de base pertenecen al espacio nulo de P, estoes ve N, , se

les puede considerar como soluciones homogéneas construidas de manera independiente en
cada uno de los subdominios de la particion y que satisface las condiciones de continuidad de

Poincaré-Steklov en las fronteras de los subdominios.
3.1.4.- Funciones Optimas de Peso

Las funciones éptimas de peso satisfacen el problema dual del BVPJ localizado (3.1.14), el

cual dice: “dada una funcién wg € N, encuéntrese una funcién we D,(Q) tal que
S;w=8wg y que (Q—C—R;)w=0 ". Esta (ltima ecuacién significa que las funciones

dptimas de peso pertenecen a los siguientes espacios nulos: N, Ny N, .

De igual forma que el BVPJ localizado, el problema dual cumple con la siguiente propiedad.

S} :D, — D; define un mapeo biyectivo entre las funciones éptimas de peso O, y su imagen

bajo S;(OT). Consecuentemente, una funcién éptima de peso se puede caracterizar de

manera Unica especificando la condicién S;w =S w; . En la prdctica, lo anterior significa que

una funcion éptima de peso se puede caracterizar de manera (nica especificando sus frazas en

la frontera interior 2 .

Definicion 3.1.4.- Espacio de funciones éptimas de peso

Sea el espacio de funciones optimas de peso 0, , el cual se define como:
0, =N,NN.NN, <D,(Q) (3.1.20)
donde los espacios nulos de los operadores O, C y R, se definen como:

N, E{wel/);(Q)‘Qw=0 en cada Qi} (3.1.21)
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—~

Ne ={weD,(Q)cw=0en 0| (3.1.22)

Ny E{wel/)\z(Q)

K

R,w=0en 2} (3.1.23)

Lo anterior implica que:

O -C" —R; Ju,w)=0 NweO, (3.1.24)
( i Juw) :

3.1.5.- Espacio de Funciones Optimas

El espacio de funciones optimas se define como la suma directa del espacio de funciones

optimas de base y el espacio de funciones optimas de peso, estoes, O, @ O, .

3.1.6.- Funcion auxiliar u,

La funcién auxiliar u, es soluciéon del BVPJ localizado (3.1.13) considerando que ?Ef,
Je=Jr Yy Siug=0; esto es: “encuéntrese una funcion &eﬁl(Q) tal que Siu=0 y que
(P—B—RJ);t:f—jR " Lo anterior equivale a plantear problemas de contorno no

homogéneos locales con condiciones de frontera locales establecidas por Syu =0y R,u = j,

(junto con Bu = 0) en cada uno de los subdominios Q, de la particién.

Definicion 3.1.5.- Funcidn auxiliar u,

La funcion auxiliar u, l/)\1 (Q) satisface el siguiente BVPJ localizado:
(P—B-R))u,=f—j (3.1.25)

Stu, =0 (3.1.26)

La funcién auxiliar u, no es una funcién éptima de base, pero juega un papel especial en la

metodologia FEM-OF. Se le puede considerar como una solucion particular construida de
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manera independiente en cada uno de los subdominios de la particion y que satisface ciertas

condiciones de continuidad en las fronteras de los subdominios.

Entonces, la solucion del BVPJ se puede escribir como u =v+u,,donde v e O, ; esto es:

(P-B-J)v,w)=(f-g—j.w)~{(P-B~J)u,,w) YweD,(Q)  (3127)

El hecho que la funcién auxiliar u, satisfaga la condicién Syu, =0 significa que ésta no

contribuye a recabar la informacién buscada. La dnica funcién que recaba la informacion

buscada de la soluciénen X es ve O, .

3.1.7.- Relacion entre los Operadores S, y S,

Si se considera que ve O, y que we O, se puede establecer la siguiente relacién:
(P-B-J)v,w)=((P-B~R,~5,)v,w)==(S,v,w) ,VveO,  (3128)
(@-C=K) vw)=((Q-C=R =S, ) vow)==(S;v.w) ,YweO,  (3129)
Puesto que P—B—J =Q" —C'—K" entonces:

o~ o~

—<SJV,W>=—<S1*<V, w> V(v,w)e 0,0, (3.1.30)

Teorema 3.1.1.-

Considérese el espacio de funciones dptimas. Una funcién éptima de base contiene la
informacion buscada si y solo si satisface las condiciones de continuidad de Poincaré-Steklov.
Demostracion:
De (3.1.28) y (3.1.29) se tiene (3.1.30), expresion que demuestra el teorema, ya que se

establece una igualdad entre el operador S, que se asocia con las condiciones de

continuidad de Poincaré-Steklov con el operador S, que se asocia con la informacion

buscada, cuando se considera el espacio de funciones dptimas.

O
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3.2.- Formulaciones Débiles

Se dispone de tres procedimientos para recabar la informacién buscada de la solucion en la
frontera interior 2 : el método directo de Steklov-Poincaré, el cual utiliza funciones optima de
base; el método indirecto de Trefftz-Herrera, el cual utiliza funciones dptimas de peso; y el
método de Petrov-Galerkin, el cual utiliza tanto funciones éptimas de base como funciones
optimas de peso. La manera en la cual se presentan las tres formulaciones débiles en esta
seccién 3.2, se le llamard convencional. Esto es para poderla distinguir de una manera de
presentacién alternativa que se desarrollard en la siguiente seccion 3.3, que serd mds adecuada

para el planteamiento de la metodologia FEM-OF.

3.2.1.- Problema General

Definicion 3.2.1.- Problema general o BVPJ general

El problema general es un BVPJ con condiciones de frontera homogéneas tal que:
(P-B-J)u=f—-j (3.2.)
con los siguientes datos:

f=Puy, j=Juy (3.2.2)

donde u, el/)\l(Q) y us € Ny.

El problema general, también referido como BVPJ general, serd el problema empleado por las

formulaciones débiles convencionales.
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Nétese que las condiciones de frontera homogéneas y las condiciones de saltos prescritos son

compatibles, ya que u; € Ny.

En consecuencia, el BVPJ localizado para calcular la funcion auxiliar u, € l/)\l (Q) que se asocia
al problema general es:
(P_B_RJ)”P:f_jR (3.2.3)

Stu, =0 (3.2.4)
3.2.2.- Método Directo de Steklov-Poincaré

En el método directo se construye un espacio de funciones de base especializado, llamado

espacio de funciones dptimas de base O, , de modo que sus funciones contienen la informacion
buscada. De hecho, una funcién dptima de base contiene la informacién buscada si y solo si
satisface las condiciones de continuidad de Poincaré-Steklov. En este método el espacio de

funciones de peso se toma igual que el espacio de funciones de base.

Teorema 3.2.1.- Método directo de Steklov-Poincaré

Sea el BVPJ general (3.2.1)-(3.2.2).

Sea 0, =N,(N, NN, c I/)\I(Q)ﬂl/)\z(Q) un conjunto de funciones éptimas de base TH-
Completo para S, :1/)\1 (Q) - B: (Q) .
Supéngase que el BVPJ tiene solucién dnica ue N, c l/)\l (Q) tal que u= \A/+up, donde
ve 6; y U, € l/)\l (Q) es solucién del BVPJ localizado (3.2.3)-(3.2.4).
Entonces \A/eé\B contiene la informacion buscada de la solucién en la frontera interior X,
esto es que S,’;\A/ =S,u ,siy solo si:

—<SJ\A/,W>=<SjuP,W>—<jS,W> ,VWE@ (3.2.5)

Demostracion:

Condlicion suficiente:
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Supdngase que v € O, contiene la informacion buscada, esto es: Sy v =Sy u .

Puesto que u e N, C l/)\l (Q) donde u = \A/+up , se tiene que:
<(P—B—J)(€7+up),w>:<f—j,w> ,‘v’wea\B CB\Z(Q)
Considerando la descomposicion del operador J =S, + R, , se tiene que:
<(P—B—SJ —RJ)(\A/+uP),W>:<f—jS —jR,w> ,Vwe 5\3

Puesto que los operadores son lineales, reagrupando términos se tiene que:
(S, w)+{(P-B=R,)V,w)=
<SJuP—js,w>—<(P—B—RJ)up,w>+<f—jR,w> ,Vwea\B

Por construccion se cumple gue (P—B—R, )u, = f — j, , esto es:
—<SJ\A/,W>+<(P—B—RJ)\A/,W>=<SJuP—js,w> ,Vwea\B

Por construccion se cumple gue (P—B—R, )Q =0, ya que veO.  estoes:
—<SJ\A/,W> = <SJuP —jS,w> ,Vwe a;

Finalmente, se tiene que:

—<SJ\A/,W> = <SJuP,w>—<jS,w> ,Vwe 6\3

Condicion necesaria:

Seave 5; y supongase que:

~(8,v,w)= (S, w)=(j5,w) ,¥weO,
Completando términos, se tiene que:
(P=B=J)(vtu)w)=(f=jw) ,vweO,
La solucion u € N, < D, (Q) cumple que:
((P=B-d)us) (7o) HweG, < Bi(0)
Restando las dos dltimas expresiones, se tiene que:

<(P—B—J)(\7+up—u),w>:0 VweO,
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Puesto que se trata de un BVPJ homogéneo con condiciones tanto de frontera como de

saltos prescritos homogéneas y con solucion unica, ésta debe ser cero. En consecuencia:
vtu,-u=0 = v+u,=u
Aplicando el operador S, , se tiene gue:

* - £
Sy (V+up) =Siu

* .

Puesto que Syu, =0, se tiene gue:
Sev=_Su
Finalmente v € Oy contiene la informacion buscada y se le denota como v=v.

O

Cuando se satisface la ecuacién (3.2.5) se tiene que u = v+u, es la solucion en el interior de
cada subdominio €2, (en el método directo de Steklov-Poincaré no se requiere del

procedimiento de interpolacion éptima).
3.2.3.- Método Indirecto de Trefftz-Herrera

En el método indirecto se construye un espacio de funciones de peso especializado, llamado

—~

espacio de funciones optimas de peso O, , de modo que al aplicar el método de los residuos

pesados, sus funciones capturan la informacién buscada. En este método el espacio de

funciones de base se tfoma igual que el espacio de funciones de peso.

Teorema 3.2.2.- Método indirecto de Trefftz-Herrera

Sea el BVPJ general (3.2.1)-(3.2.2).

Sea O, = N,AN.NN, < l/)\z(Q) un conjunto de funciones dptimas de peso TH-Completo
para S% : D, (Q)—> D; (Q).

Supédngase que el BVPJ tiene solucion tnica u € N, 1/)\1 (Q)
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Entonces ue N, c D, (Q) contiene la informacidon buscada de la solucién en la frontera
interior X, esto es que SKI:I =Su ,siy solo si:
—<S,*<LAt,w>=<f—j,w> ,Ywe O, (3.2.6)

Demostracion:

Condlicion suficiente:

Supdngase que 11 € N 5 C I/)\l (Q) contiene la informacion buscada, esto es: S;Zl =Spu.
Puesto que ueN 5 C l/)\l (Q) , se tiene que:

(P-B=J)uw)=(r=jw) ¥weD,(Q)

Considerando que Q' —C" —K =P —B—J , se tiene que:

<(Q* -C —K*);l,w> =<f—j,w> ,Vwel/)\z(Q)

Considerando la descomposicion del operador K™ = Ry, + S, , se tiene que:

<(Q* -C"—R; —S]*()l’:l,w> :<f—j,w> ,Vwel/);(Q)

Finalmente, por  construccion se cumple que <(Q -C" =Ry )Ijt, w> =0,
Vwe 6; c I/)\2 (Q) , esto es:

—<S;<1jt,w> =<f—j,w> ,VYwe 6;

Condlicion necesaria:

SeaueN,cD, (Q) y supongase gue:
~(Sxuw)=(f=jw) ¥weO,

La solucion u € N, < D, (Q) cumple que:
(Siun)=(f—i) wed B (e)
Restando las dos ultimas expresiones, se tiene que:
—<S;; (;—u),w>=0 VweO,

Puesto que 5; es TH-Completo para S, se tiene que:
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Si(u-u)=0 = Squ=Su
Finalmente, ue N » <D, (Q) contiene la informacion buscada y se le denota como
u=u.

O

Cuando se satisface la ecuacién (3.2.6) se tiene que u es la informacion buscada de la solucion

pero solamente en X. Para calcular la solucién en el interior de cada subdominio Q, se

requiere del procedimiento de interpolacion dptima.
3.2.4.- Método de Petrov-Galerkin

El método de Petrov-Galerkin utiliza espacios de funciones de base y de funciones de peso
diferentes. En particular, se utiliza el espacio de funciones éptimas de base O, desarrollado

en el método directo y el espacio de funciones dptimas de peso O, desarrollado en el método

indirecto.

Se tienen dos formulaciones. La primera es como un método directo y la segunda como un
método indirecto. A continuacién se presenta la primera, la cual se prefiere ya que proporciona

la solucién en todo el dominio.

Teorema 3.2.3.- Método (directo) de Petrov-Galerkin
Sea el BVPJ general (3.2.1)-(3.2.2).

Sea 6\3 =N, (AN, (N, < l/)\l(Q) un conjunto de funciones éptimas de base TH-Completo
para S, :l/)\l(Q)—>D2*(Q).
Sea O, = N,AN.NN, < @(Q) un conjunto de funciones éptimas de peso TH-Completo

para S, : D, (Q) - D3 (Q).
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Supéngase que el BVPJ tiene solucién (nica ue N, Cl/)\l(Q) tal que u=v+u,, donde
ve é; yu,e l/)\1 (©) es solucién del BVPJ localizado (3.2.3)-(3.2.4).
Entonces \A/eé\B contiene la informacion buscada de la solucién en la frontera interior X,
esto es que S v =Siu, siy solo si

—<SJ\A/,W>=<SjuP,W>—<jS,W> ,Vweé; (3.2.7)

Demostracion:

Condlicion suficiente:

Supdngase que v e (/)\B contiene la informacién buscada, esto es: Syv =Siu .
Puesto que ue N, C l/)\l (Q) donde u = \A/+up , se tiene que:
<(P—B—J)(€7+up),w>=<f—j,w> ,‘v’we@ cl/)\z(Q)

Considerando la descomposicion del operador J =S, + R, , se tiene que:
<(P—B—SJ —RJ)(\A/+uP),W> =(f—Jjs—Jpw) ,VYwe 0,

Puesto que los operadores son lineales, reagrupando términos se tiene que:
(S, v, w)+((P=B=R,)v,w)=
<SjuP—js,w>—<(P—B—RJ)uP,w>+<f—jR,w> ,‘v’we@

Por construccion se cumple que (P -B-R, )u »=Jf —Jp., estoes:
—<SJ\A/,W>+<(P—B—RJ)€/,W>=<SJuP —js,w> ,Vweé;

Por construccion se cumple que (P -B—-R, )(7 =0, ve 6; , esto es:
—<SJ\A/,W> :<SJuP —jS,w> ,Vwe (/)\T

Finalmente, se tiene que:

—<SJ\A/,W>=<SJuP,W>—<jS,w> ,Vwe@

Condlicion necesaria:

Seave 6\3 y supongase que:
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~(8,v,w) = (S, w)=(js,w) ,¥we Oy
Completando términos, se tiene que:
(P=B=J)(vup)w)=(f=jw) ,¥weO,
La solucion u € N, < D, (Q) cumple que:
(P=B-T)uw)=(f~jw) YweO, =D,(Q)
Restando las dos ultimas expresiones, se tiene que:
<(P—B—J)(§+u,, —u),w> =0 ,VweO,

Puesto que se trata de un BVPJ homogéneo con condiciones tanto de frontera como de

saltos prescritos homogéneas y con solucion unica, ésta debe ser cero. En consecuencia:
\A/+up -u=0 = \A/+up =u

Aplicando el operador S, , se tiene que:

Sy ((1+up) =Syu

Puesto gue Syu, =0, se tiene que:

Stv=Su

Finalmente v € 5; contiene la informacion buscada y se le denota como v=v.

O

Cuando se satisface la ecuacion (3.2.7) se tiene que u =v+u, es la solucion en el interior de
cada subdominio €2, (en la versién directa del método de Petrov-Galerkin no se requiere del

procedimiento de interpolacién optima).
Ahora bien, la segunda formulacién es como método indirecto.

Teorema 3.2.4.- Método (indirecto) de Petrov-Galerkin
Sea el BVPJ general (3.2.1)-(3.2.2).
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Sea 0, =N,NN, NN, < Z/D\I(Q) un conjunto de funciones éptimas de base TH-Completo
para S, :l/)\l(Q)—M/)E(Q).
Sea O, = N,AN.NN, < B;(Q) un conjunto de funciones dptimas de peso TH-Completo
para S, : D, (Q) - D3 (Q).
Supéngase que el BVPJ tiene solucion Unica u € Ny l/)\1 (Q)
Entonces ne 6\3 contiene la informacién buscada de la solucién en la frontera interior X,
esto es que S;l:l = Su , siy solo si:

—<S;Zt,w>=<f—j,w> ,Vweé? (3.2.8)

Demostracion:

Condicion suficiente:

Supdngase que u € O, contiene la informacion buscada, esto es: Syu = Syu .

Puesto que 1 € O, < D, (Q), se tiene que:

(P-B=J)u,w)=(f=jw) ¥weD,(Q)

Considerando que Q" —C" —K = P—B—J , se tiene que:

(0 -C" =K )uw)=(f=j.w) ¥weD,(Q)

Considerando la descomposicion del operador K™ = R, + S, , se tiene que:

(0 -C =Ry =8i)uw)=(7~jm) vweD,(Q)

Finalmente, por  construccion se cumple que <(Q* ~C R} )u, w> -0,
Ywe O, c D,(Q), esto es:

_<s;;1z,w> =(f-jw) ,YweO,

Condlicion necesaria:

SeaucO, (Q) y supdngase que:
—<S1*<Z;,W> =<f—j,w> ,Vwe 6;
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La solucion ue N, l/)\l (Q) cumple que:

—<S,*<u,w> =(f-jw) ,VYwe 6; c l/)\z(Q)
Restando las dos ultimas expresiones, se tiene que:
—<S,*( (&—u),w> =0 ,Vwe 5T

Puesto que 5; es TH-Completo para Sy se tiene gue:
Sp(u—u)=0 = S;u=Su

Finalmente, u € O, (Q) contiene la informacion buscada y se le denota como u =u .

O

Cuando se satisface la ecuacion (3.2.8) se tiene que u es la informacién buscada de la solucién

pero solamente en X. Para calcular la solucién en el interior de cada subdominio Q. se

requiere del procedimiento de /interpolacion dptima.
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3.3- Formulaciones Débiles Alternativas

Como ya se menciond, se dispone de tres procedimientos para recabar la informacién buscada
de la solucién en la frontera interior X: el método directo de Steklov-Poincaré, el método
indirecto de Trefftz-Herrera y el método de Petrov-Galerkin. La manera en la cual se
presentan las tres formulaciones débiles en esta seccién 3.3, se le llamard alternativa. Es
importante hacer notar que las formulaciones débiles a/ternativas son mds adecuadas para el
planteamiento de la metodologia FEM-OF que las formulaciones débiles convencionales

presentadas en la seccién anterior 3.2.

El propésito de presentar las formulaciones débiles alternativas es para establecer una
familia unificada de métodos que se distinguen entre si por el uso diferente de espacios

especializados de funciones de base y de funciones de peso. La estructura unificada de estos
métodos se debe a las férmulas de Green-Herrera P—-B-J=Q"-C"'-K'; a la

descomposicion dual de los operadores J=S,+R, y K=S5; + R, .y ala forma de construir

los espacios de funciones dptimas de base O, y de funciones optimas de peso O, .

Ademds, las formulaciones débiles alternativas tienen un aspecto similar a aquellas que

aparecen en la literatura de métodos de elementos finitos convencionales.

3.3.1.- Problema Baésico

Se transformard el BVPJ general (3.2.1)-(3.2.2): (P-B-J)u=f—-j, sujeto a

condiciones de frontera homogéneas en O0Q y a condiciones de saltos prescritos no
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homogéneos jEJuAZ en X (donde LTZENB), a otro BVPJ equivalente pero ahora con

condiciones de saltos prescritos homogéneos en X.

Para tal efecto, primero se construye convenientemente -ad-hoc- una funcién uy € N, de
modo que satisfaga la condicién S;u; =0, junto con las condiciones de frontera homogéneas
en 0Q vy las condiciones de saltos prescritos Juy =JL,t; en X. Al respecto se precisa lo
siguiente. Esta funcién existe porque las condiciones son compatibles; la funcién u, € N, no es

una solucién del BVPJ; y por (ltimo, la condicién Siu; =0 significa que la funcién u; € N, no

contiene en absoluto la informacidn buscada.

Entonces, la solucién del BVPJ general u € D, (Q) se puede escribir como u =u, +uy, donde

uc € D, (Q) es una funcién totalmente continua, tanto en su valor como en sus derivadas
normales a través de 2. Por otro lado, puesto que la funcion u, € N, satisface las condiciones

de saltos prescritos Juy =Juy en X, en general es una funcion totalmente discontinua,

tanto en su valor como en sus derivadas normales a través de X .

En consecuencia, el BVPJ general se puede transformar en un BVPJ equivalente pero con
solucién totalmente continua a través X, tanto en su valor como en sus derivadas normales,
ademds de tener condiciones de frontera homogéneas en 02 y con condiciones de saltos
prescritos homogéneos en X . A este nuevo problema se le llamard problema bdsico, o bien
BVPJ bdsico, y serd el problema empleado por las formulaciones débiles alternativas. Se

describe a continuacidn.

Definicién 3.3.1.- Problema bdsico o BVPJ bdsico

El problema bdsico es un BVPJ con condiciones de frontera homogéneas tal que:
(P—B—J)uc = f —Pu (3.3.1)

con los siguientes datos y condiciones:

—_

f=Pu,, Swu;,=0, Ju;=Ju (3.3.2)
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donde u, € D, (Q) , Uy € N, y, ademds, j=Ju, son las condiciones de saltos prescritos en

2 del problema general asociado, siendo la solucion de éste dltimo u =u, +u, .

Procedimiento:

Sea el BVPJT general:

(P-B-J)u=f—-j

Puesto que u =u. +uy , se tiene que:
(P=B—J)(uc+ug)=f—j
(P-B-J)u.=f—j—(P-B—J)u

Puesto que Bu, =0 y Ju, = j, se tiene que:
(P—B—J)uc = f—Pu,

Junto con las condiciones de frontera homogéneas en oK) :
Bu, =B(u—uy)=Bu—-Bu, =0-0=0

Y las condiciones de salto prescritos homogéneos en X :
Ju, =J(u—u2)=Ju—Juz =j—-j=0

O

En consecuencia, el BVPJ localizado para calcular la funcion auxiliar u, € D, (Q) que se asocia

al problema bdsico es:
(P—B—R,)u, = f - Pu, (3.3.3)

Stu, =0 (3.3.4)
3.3.2.- Método Directo de Steklov-Poincaré

Teorema 3.3.1.- Método directo de Steklov-Poincaré

Sea el BVPJ bdsico (3.3.1)-(3.3.2).
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—~

Sea 0, =N,NN, NN, c l/)\l(Q)ﬂD2 (€2) un conjunto de funciones éptimas de base TH-
Completo para S, : D, (Q)—> l/)f (Q).

Supdngase que el BVPJ tiene solucion dnica u. € N, cl/)\l(Q) tal que u, :\A/+uP, donde
ve 6; y u, € 51 (Q) es solucién del BVPJ localizado (3.3.3)-(3.3.4).

Entonces \AIEOB contiene la informacién buscada de la solucién en la frontera interior X,
esto es que SK\A/ = Siu,, siy solo si:
(P=B=J)v,w)=(f = Pus,w)~((P=B=J)u,,w) ,¥weO, (3.3.5)
Demostracion:
Se demostrard que la formulacion alternativa (3.3.5) es equivalente a la formulacion
convencional (3.2.5). Entonces, este teorema quedard demostrado en virtud del

teorema 3.2.1

Partiendo de la formulacion débil alternativa:
(P=B=)V,w)=(f = Pus,w) ~((P=B=J )up,w) ,¥weO,

Puesto que J =S, +R, , se tiene que:

(P=B=R,)V,w)=(S,v,w) = (1 = Pug, w) = (P~ B= R, Jup, w)+(S tt,, w)

Finalmente, puesto que <(P—B—RJ)uP,w>:<f—Puz,w>, y <(P—B—RJ)\A/,W>:0

—~~

porque v € O, , se tiene que:
—<SJV,W> = <SJuP,w> , Vwe O,
lo cual es la caracterizacion convencional del método de Steklov-Poincaré cuando

j=0, yagque u. =v+u, es una funcion totalmente continua tanto en el valor de su

funcion como en el valor de sus derivadas normales a través de X .

O
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Cuando se satisface la ecuacién (3.3.5) se tiene que u =u. +u; =v+u,+u; es lasolucién del
BVPJ general en el interior de cada subdominio €2, (en el método directo de Steklov-Poincaré

no se requiere del procedimiento de interpolacién dptima).
3.3.3.- Método Indirecto de Trefftz-Herrera

Teorema 3.3.2.- Método indirecto de Trefftz-Herrera

Sea el BVPJ bdsico (3.3.1)-(3.3.2).

Sea O, = N,NAN.NN, < l/)\l(Q)ﬂl/)\z(Q) un conjunto de funciones éptimas de peso TH-
Completo para S : D, (Q)— l/)\; (Q).
Supdngase que el BVPJ tiene solucion dnica u. € N, cl/)\l(Q) tal que u, :\A/+uP, donde
ve é\T y u, € 51 (Q) es solucién del BVPJ localizado (3.3.3)-(3.3.4).
Entonces \A/eé; contiene la informacién buscada de la solucion en la frontera interior X,
esto es que SK\A/ =Siu.,siy solo si:

<(P—B—J)Q,w>:(f—PuE,w>—<(P—B—J)uP,w> YweO, (3.3.6)

Demostracion:
Se demostrard que la formulacion alternativa (3.3.6) es equivalente a la formulacion
convencional (3.2.6). Entonces, este teorema quedard demostrado en virtud del
teorema 3.2.2,

Partiendo de la formulacion débil alternativa:

<(P—B—J)§,w>=<f—Puz,w>—<(P—B—J)uP,w> VweO,
Puesto gue P—B—Jz(Q—C—K)*, se tiene gue:

<(Q—C—K)* Q,W> :<f—Pu2,w>—<(Q—C—K)* uP,w> ,Vwe (/);
Reagrupando términos, se tiene que:

<(Q—C—K)*(\A/+up),w>:<f—Pu2,w> ,‘v’we@
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Puesto que u. = vHu p., Se tiene que:

<(Q—C—K)* uC,W>=<f—PuZ,W> ,VWE@

Puesto que K =S, + R, , se tiene que:

<(Q—C—RK)* uc,w>—<S[*<uC,w>=<f—Puz,w> ,Vwea;

Finalmente, puesto que <(Q ~C-R) ue, w> =0, VweO, , se tiene que:

<—S;“<uc,w> =(f—Pug,w) VweO;,
lo cual es la caracterizacion convencional del método de Trefftz-Herrera cuando

Jj=0, yaque u. =v+u, esuna funcion totalmente continua tanto en el valor de su

funcion como en el valor de sus derivadas normales a través de X .

O

Cuando se satisface la ecuacion (3.3.6) se tiene que Vv es la informacién buscada de la solucién
del BVPJ general pero solamente en X . Para calcular la solucién en el interior de cada

subdominio ). se requiere del procedimiento de interpolacion dptima.

3.3.4.- Método de Petrov-Galerkin

Teorema 3.3.3.- Método de Petrov-Galerkin
Sea el BVPT bdsico (3.3.1)-(3.3.2).

Sea 0, =N,NN, NN, < Z/D\I(Q) un conjunto de funciones éptimas de base TH-Completo
para S, :l/)\l(Q)—M/)E(Q).
Sea 5T =N,(N. NN, cl/)\2 (©) un conjunto de funciones dptimas de peso TH-Completo
para S, : D, (Q) - D3 (Q).
Supdngase que el BVPJ tiene solucion dnica u. € Ny Cl/)\l(Q) tal que u, =\A/+up, donde

ve é; y U, € I/)\l (Q) es solucién del BVPJ localizado (3.3.3)-(3.3.4).
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Entonces \AIEOB contiene la informacién buscada de la solucién en la frontera interior X,
esto es que SK\A/ = Siu,, siy solo si:
(P=B=)v,w)=(f = Pus,w)~((P=B=J)u,,w) ,¥weO, (3.3.7)
Demostracion:
Se demostrard que la formulacion alternativa (3.3.7) es equivalente a la formulacion
convencional (3.2.7). Entonces, este teorema quedard demostrado en virtud del

teorema 3.2.3.

Partiendo de la formulacion débil alternativa:

(P=B=)Vv,w)=(f = Pus,w)~((P=B=J up,w) ,¥weO,

Puesto gue J =S, + R, , se tiene que:

<(P—B—RJ)\A/,W>—<SJ\A/,W> = <f—Puz,w>—<(P—B—RJ)u,,,w>+<SJuP,w>
Finalmente, puesto que <(P—B—RJ)uP,w> = <f—Puz,w> % <(P—B—RJ)\A7, W> =0
porque ve 6; , se tiene que:

—<SJ\A/,W> = <SJuP,w> ,Vwe 5;

lo cual es la caracterizacion convencional del método (directo) de Petrov-Galerkin

cuando j =0, ya que u. =v+u, es una funcion totalmente continua tanto en el valor

de su funcion como en el valor de sus derivadas normales a través de % .

O

Cuando se satisface la ecuacién (3.3.7) se tiene que u =u. +u; = vV+u, +us es la solucién del
BVPJ general en el interior de cada subdominio €. (en el método de Petrov-Galerkin no se

requiere del procedimiento de interpolacién dptima).
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4.1.- FEM con Funciones éptimas (FEM-OF)

La forma en que se implementan numéricamente las formulaciones débiles alternativas

planteadas en la seccion 3.3, es mediante los Métodos de Elementos Finitos con Funciones

Optimas (FEM-OF?). Su caracteristica esencial es que los espacios de funciones éptimas O, y

—~

O, , que en general son de dimension infinita, se reemplazan por otros espacios de dimension

finita. Los detalles se describen a continuacidn.

En la prdctica, los espacios de funciones dptimas de base @cb\l(Q)EHz (Q) y de

funciones dptimas de peso O, c I/):(Q) _H’ (Q), que para problemas con mds de una
variable independiente son de dimensién infinita, se necesita proyectarlos en espacios de
dimension finita, O_B c (/); c l/)\l (Q) y O_T c 6; c l/)\2 (Q) Lo anterior introduce una primera
fuente de error: un error de proyeccion. Estos espacios de dimensién finita O_B y O, , estdn

formados por las funciones dptimas cuyas trazas en la frontera interior X son polinomios por

tramos de grado G, . Sin embargo, si se desea trabajar en estos espacios se requiere

satisfacer las condiciones impuestas por los espacios nulos N, y N,, las cuales involucran la
solucion analitica -solucion exacta- de las ecuaciones diferenciales homogéneas 7 v=0y

.
¢ =0 respectivamente. Por este motivo, a las funciones que pertenecen a estos espacios

se les llamard funciones dptimas exactas. Sin embargo, calcular dichas soluciones exactas en

general no es posible.

! Finite Element Method with Optimal Functions
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Como consecuencia de la dificultad anterior, se introducen otros dos espacios de funciones
también de dimensién finita O, cﬁl(Q) y O, cl/)\z(Q), que aproximan a los espacios de
funciones éptimas O_B y O_T Lo anterior infroduce una segunda fuente de error: un error de
aproximacion. Estos espacios de dimensién finita 5; vs O_B y 5; <0, , que ya no consisten de
funciones éptimas, ahora estdn formados por funciones polinomiales por tramos de grado G,
en cada subdominio €. de la particién y cuyas trazas en la frontera interior X son polinomios
por tramos de grado G,. En estos espacios solamente es posible satisfacer de forma

aproximada las condiciones impuestas por los espacios nulos N, y N, calculando una solucion

£
numérica de las ecuaciones diferenciales homogéneas ' v=0 y _Z w=0

respectivamente, con ayuda de métodos numéricos adecuados. Por este motivo y por analogia, a
las funciones que pertenecen a estos espacios se les llamard funciones dptimas aproximadas,

aunque en realidad no sean dptimas.
Hasta el momento se ha privilegiado el uso de métodos numéricos de colocacién ortogonal (
colocacion-TH ). Sin embargo, las metodologias FEM-OF utilizan precisamente métodos de
elementos finitos para resolver los BVPJ localizados que definen las funciones optimas.
A continuacién se describen las tres versiones de la metodologia FEM-OF:

¢ FEM-OF Steklov-Poincaré,

¢ FEM-OF Trefftz-Herrera, y
¢ FEM-OF Petrov-Galerkin.
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4. 2.- FEM-OF Steklov-Poincare

4.2.1.- Objetivo

El objetivo de FEM-OF Steklov-Poincaré es el siguiente. Sea el BVPJ bdsico (3.3.1)-(3.3.2).
Sea Qleé; la informacién buscada de la solucion en X. Se busca una funcion

;eO_BEN_PﬂN_BﬂN_RJCZ/)\I(Q)ﬂl/)Z(Q) tal que:

(P=B=J)v,w)=(f = Pus, w)~((P=B=J)up,w) ,YweO, (4.2.1)

Entonces S.v~ S5V y la solucién del BVPJ general en el interior de cada subdominio Q, es

URV+u,+us.
4.2.2.- Implementacion

Para implementar FEM-OF Steklov-Poincaré se introducen los siguientes elementos. Sea una

base {?,?,...,VN} del espacio de funciones éptimas de base O_BEN_PﬂN_BﬂN_RJ de

dimensién N , en consecuencia:

O, = generado {?,?,,V_N} (4.2.2)

Sea la funcién v € O, una representacién de la informacién buscada v € O, , en términos de

una combinacién lineal de la base {VI,VZ,...,VN} de O, , esto es:

~ _ N
VzV=ZCB vP (4.2.3)
B=1
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Para obtener sistemas de ecuaciones determinados, se requiere trabajar con un espacio de
funciones de peso también de dimensién N . Entonces se elige como espacio de funciones de

peso de dimension N al espacio de funciones éptimas de base:

0, =0, = generado {?, Vo VN} (4.2.4)

Entonces, los coeficientes {C,,C,,..,C,} de (4.2.3) satisfacen el siguiente sistema de

ecuaciones:

e (P=B=) V) = (f = Pug, v )= ((P= B~ Ju, V")

para o =1,2,..,N (4.2.5)

El cual en su forma matricial es:

kN

C=8

(4.2.6)
donde los elementos del vector de incégnitas C = [[CB]] de tamafio N son los coeficientes Cj

que ponderan la combinacién lineal, los elementos de la matriz de coeficientes 4= HAQB]] de
tamafio N x N son:
A =<(P—B—J)v_ﬁ,v_“> 4.2.7)

y los elementos del vector de términos independientes B =[ B, | de tamafio N son:

B, =<f—PuZ,V°‘>—<(P—B—J)up,v°‘> (4.2.8)

Finalmente, para las aplicaciones numéricas se reemplaza el espacio de funciones dptimas

exactas O, por el espacio de funciones éptimas aproximadas O, = N, N, ]V,; .
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4.3 .- FEM-OF Trefftz-Herrera

4.3.1.- Objetivo

El objetivo de FEM-OF Trefftz-Herrera es el siguiente. Sea el BVPJ bdsico (3.3.1)-(3.3.2).
Sea \A/ea la informacién buscada de la solucion en X. Se busca una funcion

;eO_TEN_QﬂN_CﬂN_RKCZ/)\I(Q)ﬂl/);(Q) tal que:

(P=B=J)v,w)=(f~Pus,w)~((P=B=J)u,,w) ,YweO, (4.3.)

Entonces SngS,*(\A/ y la solucion del BVPJ general en el interior de cada subdominio Q.

requiere del procedimiento de /interpolacion dptima.
4.3.2.- Implementacion

Para implementar FEM-OF Trefftz-Herrera se introducen los siguientes elementos. Sea una

base {;,;,...,WN} del espacio de funciones déptimas de prueba O_TEN_QHN_CDN_K, de

dimensién N , en consecuencia:

O, = generado {;,F,..., WN} (4.3.2)

Para obtener sistemas de ecuaciones determinados, se requiere trabajar con un espacio de
funciones de base también de dimensién N . Entonces se elige como espacio de funciones de

base de dimensién N al espacio de funciones dptimas de peso:
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O_BEO_T:generado{wl,wz,...,W} (4.3.3)

Sea la funcién v e O, una representacion de la informacién buscada v € O, , en términos de

una combinacién lineal de la base {wl,wz,...,wN} de O, , estoes:

~ _ N
VzVIZCﬁ P (4.3.4)

Entonces, los coeficientes {Cl,Cz,...,CN} de (4.3.4) satisfacen el siguiente sistema de

ecuaciones:
gcﬁ (P=B=d)w" W)= £ = Pug,w* ) =((P= B~ Jup ")

1
para o =1,2,..,N (4.3.5)
El cual en su forma matricial es:

C=B (4.3.6)

[N

donde los elementos del vector de incégnitas C = [[CB]] de tamafio N son los coeficientes Cj

que ponderan la combinacidn lineal, los elementos de la matriz de coeficientes é= IIAaB]] de
tamafio N x N son:
Ay =((P=B=)w W) (4.37)

y los elementos del vector de términos independientes B =[ B, | de tamafio N son:

B, :<f—Puz,w“>—<(P—B—J)uP,w°‘> (4.3.8)

Finalmente, para las aplicaciones numéricas se reemplaza el espacio de funciones dptimas

exactas O, por el espacio de funciones dptimas aproximadas O, = ]/\}; NN.N ]Tf;: .
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4 4 - FEM-OF Petrov-Galerkin

4.4.1.- Objetivo

El objetivo de FEM-OF Petrov-Galerkin es el siguiente. Sea el BVPJ bdsico (3.3.1)-(3.3.2). Sea

QIEOB la informacion buscada de la solucion en X. Se busca una funcién
;eO_BEN_PﬂN_BﬂN_RJCDI(Q) tal que:

(P=B=J)v,w)=(f~Pus,w)~((P=B=J)u,,w) ,YweO, (4.4.1)
donde O, EN_QHFCHN_RK c B; (€2). Entonces Siva S}Q\Af y la solucién del BVPJ general en

el interior de cada subdominio €, es u = v+u, +us.

4.4.2. - Implementacion

Para implementar FEM-OF Petrov-Galerkin se introducen los siguientes elementos. Sea una
base {?,?,,V_N} del espacio de funciones éptimas de base O_BEN_PﬂN_BﬂN_RJ de
dimensién N , en consecuencia:

O_B = generado {?, ?,,V_N} (44.2)

Sea la funcion v € O, una representacion de la informacion buscada v € O, , en términos de

una combinacién lineal de la base {VI,VZ,...,VN} de O, , esto es:

~ _ N
VzV=Z:CB vP (4.4.3)
B=l
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Sea una base {wl,wz,...,wN} del espacio de funciones odptimas de prueba
O, =N, AN.NN _ . de dimensién N, en consecuencia:

O_T = generado {W, 7, ,W} (4.44)

Entonces, los coeficientes {C,C,,...,Cy}de (4.4.4) satisfacen el siguiente sistema de

ecuaciones:

N P P P

> C {(P=B=I)\V W )= (f = Pug,w ) =((P= B~ up, ")

B=1
para o =1,2,..,N (4.4.5)

El cual en su forma matricial es:

C=8

(4.4.6)

kN

donde los elementos del vector de incégnitas C = [[CB]] de tamafio N son los coeficientes Cj

que ponderan la combinacién lineal, los elementos de la matriz de coeficientes é: IIAuB]] de
tamafio N x N son:
Ay =((P=B=I)V" W) (4.47)

y los elementos del vector de términos independientes B =[ B, | de tamafio N son:

B, :<f—Puz,w°‘>—<(P—B—J)up,w°‘> (4.48)

Finalmente, para las aplicaciones numéricas se reemplazan los espacios de funciones éptimas

exactas O, y O, , por los espacios de funciones dptimas aproximadas O, = N, N, N\R: y

0, = Zf\/\; NN.N NVK , respectivamente.
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4.5.- FEM-OF para el Caso Simétrico

Para el caso simétrico se tiene que el operador diferencial es autoadjunto, esto es:

Lu= /u (45.1)

y, en consecuencia, las funcionales bilineales asociadas cumplen con las siguientes igualdades:

(Pu,w)=(Qu,w) (45.2)
(Bu,w) =(Cu,w) (45.3)
(Ju,w)=(Ku,w) (4.5.4)
inclusive:
(S,u,w)={(Scu,w) (4.5.5)
(Ryu, wy=(Ryu,w) (4.5.6)

Por lo tanto, el espacio de funciones optimas de base O_B es igual al espacio de funciones
optimas de peso O_T:
0,=N,NN,NN, =N,NN.NN, =0, (45.7)

y una propiedad importante para el caso simétrico es que las tres versiones de FEM-OF

resultan ser las mismas.

Ademds, se tiene que la siguiente funcional bilineal es simétrica :
(P=B-J)v,w)=((P-B-J)wv) (4.5.8)

Demostracion:

Por las igualdades (4.5.2)-(4.5.4) se tiene que:
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(P-B-J)v,w)=((0-C-K)v,w)

Calculando el transpuesto se tiene que:
((0-c-K)vw)=({(0-C-K) W)

Finalmente, por las formulas de Green-Herrera se tiene que:
(0-C-K) wv)=((P-B-J)wy)

O

De esta forma, la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones que se deriva aplicando el
método FEM-OF es simétrica. Ademds, si la funcional bilineal <(P—B—J);,v_v> es positiva-
definida, dicha matriz de coeficientes también lo serd. Estas propiedades son de mucha

relevancia, ya que se puede aplicar el Método de Gradiente Conjugado (C6M') [52, 53] para

resolver el sistema de ecuaciones.

! Conjugate Gradient Method
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5.1.- Operador Diferencial Eliptico

5.1.1.- Operador Diferencial

El operador diferencial eliptico general para n variables independientes se define como:

/u(g)E—VO(EOVu)+VO(Qu)+cu (5.1.1)

ox;

1

0 o .
donde el operador VEH_ es un vector columna de tamafio n; y los coeficientes
n

a=|aq, (g)]]m, b=[b(x)] v c(x) son una matriz simétrica positiva-definida de tamafio

nxn, un vector columna de tamafio n vy c()_c)ZO, respectivamente. Nétese que los

coeficientes son funciones totalmente continuas excepto posiblemente a través de X.

También, nétese que:

~Ve(aeVu)= —ii%(% %] (5.1.2)

i=1 j=1
Ve(bu)=> —(bu) (5.1.3)
5.1.2.- Operador Diferencial Adjunto

El operador diferencial adjunto formal para el caso eliptico es:
/*WI—VO(QOVW)—QOVW+CW (5.1.4)

Nétese que:
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L Ow
—beVw=—>» h — 5.15
beVw Z e (5.1.5)

i

También notese que si b =0, entonces el operador diferencial es autoadjunto, es decir:

/u:/*u:—VO(QOVu)—i-cu (5.1.6)

5.1.3.- Funcional Bilineal P(u,w)

La funcional bilineal ?(u,w):l/)\l(Q)xl/)\z(Q)—)R se define de manera puntual en cada

subdominio Q. , esto es, Vx € Q); se tiene que:

P(u,w)zw/ uzw(—VO(gOVu)+VO(Qu)+cu) (5.1.7)
5.1.4.- Funcional Bilineal 2" (u,w)

La funcional bilineal Z*(u,w):lf)\l(Q)xlf)\z(Q)%R se define de manera puntual en cada

subdominio Q). , esto es, Vx € Q). se tiene que:

2*(u,w)Eu/*w:u(—VO(QOVW)—Z_)OVchw) (5.1.8)
5.1.5.- Funcional Bilineal 2 (u,w)
La funcional bilineal vectorial 2 (u,w): D, (Q)x D, (©2) > R" se define de manera puntual en
Q) , estoes, VxeQ se tiene que:

Q(u,w)EQO(qu—qu)+ul_7w (5.1.9)

Se sigue que la funcional bilineal real z(u, w) on: l/)\l (Q)x B\z (Q) —> R es:

Z(M,W).EZ(gO(uVW—WVu)-‘ruéW).ﬁ (5.1.10)
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donde n es un vector normal a la frontera de la regién considerada, ya sea 0Q o .. De

forma equivalente se tiene que:

Q(u,w)og=gn 0(qu—qu)+ubnw (5.1.11)

donde:
a,=a on (5.112)
b,=b,en (5.113)

5.1.6.- Funcionales Bilineales & (u,w) y g(u,w)

—~

Las funcionales bilineales & (u,w): D, (Q)x D, (Q) >R y & (u,w): D, (Q)x D, (Q) >R
se definen de manera puntual en 02, esto es, Vx € 0Q) se tiene que:

& (u,w)-&" (u,w)=2(u,w)en=u(a,eVw)—(a, e Vu)w+ub,w (5.1.14)
donde la funcional bilineal & (u,w) contiene la informacién prescrita en 6Q (condiciones de

frontera ), mientras que la funcional bilineal &~ (u,w) contiene la informacion no prescrita en

0Q.

Particularmente para un BVPJ con condiciones de frontera tipo Dirichlet, el valor de la
funcion u =u, en 0Q es conocido, mientras que el valor de la derivada normal a,eVu es
desconocido. Entonces:

?(u, W) =u (gn . Vw) (5.1.15)

& (u,w)=(a,eVu—-bu)w (5.1.16)
5.1.7.- Funcional Bilineal /Z (u,w)

La funcional bilineal Z (u,w): D, (Q)xl/)\2 (Q2) > R se define de manera puntual en =, esto

es, Vx e X se tiene que:
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5, (uw)+ 2, (u,w)E/(u,w)s—g([u],ivj.ﬁz

= [a, +Vu]w—[u](a, s V)~[u](B) (5.117)

donde la funcional bilineal 5 g, (u,w) contiene las condiciones de continuidad de Poincaré-

Steklov en X, mientras que la funcional bilineal )?/ (u,w) contiene ofras condiciones de

continuidad en X . Entonces:

S, (u, w) = [gn OVu]w (5.1.18)

(u,w)=—[u](a, e Vw+b,w) (5.1.19)

o7

5.1.8.- Funcional Bilineal Z’*(u,w)

La funcional bilineal R (u,w): D, (Q)xl/)\2 (@) > R se define de manera puntual en ¥, esto

es, Vx e X se tiene que:

Se (u, w)+ %% (u, w) =x" (u, w) = Z(I:l,[W]J on= (5.1.20)

= u[gn 0VW]+u[bnw]—(gn OVu)[W] (5.1.21)
donde la funcional bilineal 57 (u,w) contiene la informacion buscada de la solucién en %,

mientras que la funcional bilineal 2, (u,w) contiene la informacion redundante de la solucién

en .

Particularmente para un BVPJ donde la informacion buscada en X es el promedio de la

solucion u ,y la informacién redundante en 2 es el promedio de la derivada hormal, se tiene

que:

Se (u,w)zu[gn oVw+ bnw] (5.1.22)
g (u,w)z—(gn OVLI)[W] (5.1.23)
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5.1.9.- Identidad P-B-J =0 -C"-K"

Finalmente, se enuncia la siguiente identidad que resultard de utilidad para transformar

integrales en X a integrales en cada €. :

(P-B-J)u,w)=

EZE:E[W/ udx — J- a OVW)dE—(—“u](gnOVv.v+bnw)d£+_£[QnOVM];deJ:

z

= i .[ {Vu eaeVw—ubeVw+ cuw}d§+j{[u]gn ;Vw+[w]gn ;Vu—b.t[bnw]}dg
@ x

—J- {ugn oVw+wa, OVu}dzz

oQ

Ziiuz*wd)—c_J(%‘v”_bn”)Wdﬁ_U;’[Qn'VW"'an]dE_I(Q,,;VM)[W]dJ_C]E

z z

=((0"-C" =K )u,w) (5.1.24)

~

la cual se cumple V(u,w) eD, (Q)xl/)\2 (Q) y se obtiene a través de integracion por partes.
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Suwzja OVuwdx

z

<Rju,w> = —“u](gn OV;v+bnw)dg

<Q*u,w> = ZEZJ u/*wa’;

i=l1

<C*u,w> = '[ (a,Vu—bu)wdx

oQ

<S,*<u,w> = l:l[gn oVw+b,w|dx

DM C—y

<R1*<u, W> = —J(gn OVu)[w] dx

z

(5.1.25)

(5.1.26)

(5.1.27)

(5.1.28)

(5.1.29)

(5.1.30)

(5.1.31)

(5.1.32)

Tabla 5.1.- Funcionales bilineales para un BVPJ eliptico de 2° orden, con condiciones

de frontera tipo Dirichlet y donde la informacién buscada es el promedio de la solucidn.
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5.2.- Problema Basico

El problema general se trasformard a uno equivalente que se llamarad problema bdsico.

El problema general eliptico de 2° orden es el siguiente. Sea la ecuacién diferencial parcial

lineal eliptica de segundo orden:
/uE—VO(QOVu)+VO(Z_m)+cu=fQ en cada Q, (5.2.1)

sujeta a condiciones de frontera homogéneas tipo Dirichlet y a condiciones de saltos

prescritos:
u=0 en oQ (5.2.2)
[u]=j; enZ (5.2.3)
[a,eVu]=j; enZ (5.2.4)

También se debe especificar que la informacién buscada en la frontera interior X es el

A .

promedio de la solucién u ,estoes, u=u.

La solucion del problema general se puede escribir como:

U=u-+uy (5.2.5)

donde la funcién uy eDl(Q) se construye convenientemente -ad hoc- de tal modo que se

anula en la frontera exterior 0Q2 , satisface las condiciones de salto en la frontera interior X,
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y su promedio es cero en la frontera interior ¥ (o sea, que no contiene la informacién

buscada), es decir:

uy, =0 en 0Q (5.2.6)
[uz] =j, enX (5.2.7)
[a,eVu,]=j; enZX (5.2.8)
U, =0 ens (5.2.9)

Nétese que (5.2.7) y (5.2.9) significan:

[u]=/s & u;=0 = wuy =3j; & u; =-1j, enZ (5.2.10)

Entonces, el problema bdsico asociado al problema general eliptico de 2° orden es el siguiente.

Sea la ecuacién diferencial parcial lineal eliptica de segundo orden:
Luc=-V O(gOVuC)+V0(I_7uC)+cuC =fo— & Us encada Q, (5.2.11)

sujeta a condiciones de frontera homogéneas tipo Dirichlet y a condiciones de saltos

prescritos nulos:

u.=0 en 0Q (5.2.12)
[uc]=0 enX (5.2.13)
[a,®Vu.]=0 enX (5.2.14)

Lo anterior implica que la funcién u,. es totalmente continua, tanto en su valor como en su

derivada normal a través de la frontera interior X .
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El BVPJ bdsico asociado al BVPJ general eliptico de 2° orden es:

/ucE—VO(EOVuC)+VO(QuC)+cuCzfg—/ us; encada Q.

sujeto a las condiciones de fronteray a las condiciones de saltos prescritos:

u.=0 en 0Q
[uc]zO en X

[gnOVuC]:O en X

donde la funcién uy, construida convenientemente -ad hoc-, satisface las

condiciones de frontera y las condiciones de saltos prescritos del BVPJ general,
ademds de otras condiciones:

u, =0 en 0Q
[1]=/0 ens

[gn OVuz]:j; en X

finalmente, la solucién del BVPJ general es:

U=uc+uy

Tabla 5.2.- BVPJ bdsico asociado al BVPJ general eliptico de 2° orden.
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5.3- Funciones Optimas

5.3.1.- Funciones Optimas de Base

El espacio de funciones éptimas de base de dimensién N se define como:

0,=N,NN,NN,, (5.3.1)

Para el BVPJ bdsico -aunque también para el BVPJ general eliptico de 2° orden- con

condiciones de frontera homogéneas tipo Dirichlet en 02 e informacién buscada el promedio

de la solucién en X, los espacios nulos N, , N; y N, se conforman de la siguiente manera:

E —~
PVzO@ij/Vdgzo,VweDz(Q)Q/V:O, en cada Q,

i=1 Q;
(56.3.2)
Bv=0& Iv(gn OVW)d)_C=0,VWEl/)\2(Q)<:>V=O, en 0Q

o

(5.3.3)
Rv=0& '“V](Qn oVw+bw)dx = O,‘v’wel/)\z(Q) < [v]=0,enz
P
(5.3.4)
En consecuencia, éstos se definen como:

N_PE{VEZ)\I(Q)‘/ v=0 en cada Qi} (5.3.5)
N_BE{VGB\I(Q)‘VZO en aQ} (5.3.6)
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N_RJE{VEZ/)\I(Q)‘[V]=O en Z} (5.3.7)

De esta forma, las funciones dptimas de base ve Oy =N, 1N, (1 N, satisfacen la ecuacién

diferencial homogénea localmente en cada subdominio €2, de la particion II, se anulan en la

frontera exterior 0C) y son continuas a través de la frontera interior X .

Las funciones optimas de base v € O, satisfacen las condiciones:

< v=0 encada Q,
v=0 en 0Q
[V]zO en X

Tabla 5.3.- Espacio de funciones éptimas de base.

5.3.2- Funciones Optimas de Peso

El espacio de funciones éptimas de peso de dimension N se define como:

0, =N,NN.NN,_ (5.3.8)

Para el BVPJ bdsico -aunque también para el BVPJ general eliptico de 2° orden- con

condiciones de frontera tipo Dirichlet en 0Q e informacién buscada el promedio de la solucién

en X, los espacios nulos N, , N. y N, se conforman de la siguiente manera:

£ f *
Qw=0c>2ju‘4*wd§=0,VueDl (Q)@[ w=0, en cada Q,

i=1 Q;

(5.3.9)
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Cw=0< j(gnOVu—bnu)wa@:O,Vuel/)\l(Q)<:>w=O, en 0Q

oQ
RKWZOQJ(QH OVu)[w]d)_c:O,Vvel/)\,(Q)<:>[w]:O, en X
z

En consecuencia, éstos se definen como:

N_QE{WEZ/)\Z(Q)“Z*WIO en cadaQi}

N_CE{WEZ/);(Q)‘WIO en@Q}

=
i

o ={weD;(Q)[w]=0enx]

(5.3.10)

(5.3.11)

(5.3.12)

(56.3.13)

(5.3.14)

De esta forma, las funciones dptimas de prueba weO_TEN_QﬂN_CﬂNRK satisfacen la

ecuacidn diferencial adjunta homogénea localmente en cada subdominio €2, de la particién IT,

se anula en la frontera exterior 0C) y son continuas a través de la frontera interior X .

Las funciones dptimas de peso w € O, satisfacen las condiciones:

/*w=0 en cada Q;
w=0 en 0Q
[W]:O en X

Tabla 5.4.- Espacio de funciones dptimas de peso.
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5.3.3.- Funcion auxiliar u,

La funcidn auxiliar u, € 51 (Q) se define como:
(P—B—R))u,=f—j (5.3.15)

Siu, =0 (5.3.16)

Para el BVPJ general eliptico de 2° orden con condiciones de frontera homogéneas tipo
Dirichlet en 0€2 e informacién buscada el promedio de la solucién en X, lo anterior significa

que:

E E e
Pu, :fQZIw/ uPd)_c:ZJ‘wad)_c,VweDz(Q)@/uP:fQ, en cada Q,

i=1 Q i=l

(5.3.17)

Bu,=0< juP(QHOVw)d§=O,Vwel/)\2(Q)<:>uP=O, en 0Q

oQ

(5.3.18)

Ru, = j, @j[up](gn 0Vw+bnw)d)_c:jj§ (a, OVw+bnw)d£,‘v’wel/)\z(Q)d[uP]:jg, enx
p P

(5.3.19)
Spup, =0 Iup [a, eVw+bwldx= O,Vwel/)\z(Q) <u,=0,enX
Q
(5.3.20)
Nétese que (5.3.19) y (5.3.20) significan:

[u,]=Jjs & up,=0 = Up | =1} & up | = 177 enZ (5.3.21)

Particularmente, para el BVPJ bdsico los problemas locales u, cumplen con:
<L v =Jo— & Uy, encada Q) (5.3.22)
up, =0, en 0 (5.3.23)
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[u,]=0, en X (5.3.24)
up, =0, en 0Q (5.3.25)

Pero (5.3.24) y (5.3.25) significan:
[4,]=0 & u,=0 = u,=0, enx (5.3.26)

La funcién auxiliar u, € D, (Q) para el BVPJ bdsico satisface las condiciones:

u,=fo— A u, encada Q,
L=l us da €,
u,=0 en 0Q

u,=0 enX

Tabla 5.5.- Funcién auxiliar U, para el BVPJ basico.

5.3.4.- Identidad P—B—J =0 —C"—K" para Funciones Optimas

Si se considera que las funciones ve O, y we O, son funciones éptimas, esto es que tanto

/VzO encada Q,, v=0 en 0Q y [V]:O en X, como /*w:O encada Q., w=0 en

oQ, [w] =0 en X, enfonces la identidad (5.1.24) toma la siguiente forma:

<(P—B—J)V,W> S v, w I a, OVV wdx—

P

=iJ.{VVOQOVW—VQOVW-FCVW}dx:

i=l1 Q

- —J-\./[gn oVw+b,w|dx = —<S[*<V, w> = <(Q* -C —K*)V, w> (5.3.27)
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la cual se cumple V/ (v, w) € O, X0, . Nétese que la expresion anterior relaciona integrales en

2 con integrales en cada €2;.
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5.4. - FEM-OF Steklov-Poincaré

Sea el BVPJ basico eliptico descrito en la tabla 5.2. Sea el espacio de funciones éptimas de

base descrito en la tabla 5.3. Sea la funcién auxiliar u, descrita en la tabla 5.5.

Sea una base {VI,Vz,...,VN} del espacio de funciones éptimas de base O, de dimensién N .Y

sea la funcion v € O, una representacién de la informacién buscada ve O, en X, en términos

de una combinacién lineal de la base {VI,VZ,...,VN} de O, ,estoes:

~ _ N
A~V = ZCBVB (5.4.1)
p=1

Entonces, los coeficientes {CI,CZ,...,CN} de la combinacidn lineal satisfacen el siguiente

sistema de ecuaciones:

E J— - P -
C, ZI{VVB eaeVv® —vPheVv® +cvﬁV°‘}d§ =
Q.

=1 i=1

M=

=

S e S (e e s s
o i:lQ

i=1

para a =1,2,...N (5.4.2)

El cual en su forma matricial es:

kS

C=8B (5.4.3)
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donde los elementos del vector de incégnitas C = [[CB]] de tamafio N son los coeficientes Cj

que ponderan la combinacidn lineal, los elementos de la matriz de coeficientes 4 = HAQB]] de

tamafio N x N son:

£ ry —_— —_— R _—
Ay ZZJ{VVB OQOVVQ—VBZ_JOVVQ+CVBVQ}QI£ (5.4.4)
=

i=1
y los elementos del vector de términos independientes B =[ B, | de tamafio N son:
E _ E . . o
B, = Z .[ (fQ - “z)Vadi—z J. {VuP °eaeVv' —u,beVv" +cupv°‘}d§ (5.4.5)
=3

i i=l1 Q;

Recuérdese que la solucién del BVPJ general es u = v+u, +u,; en cada subdominio €, .

Finalmente, para las aplicaciones numéricas se reemplaza el espacio de funciones dptimas

exactas O, por el espacio de funciones éptimas aproximadas O, =N, N, ]/V\,; .

El sistema de N ecuaciones con N incégnitases 4 C =B, donde:

{VV_BOLIOV\?—V_BQOVVQ +cv V“}dz

B, :ZE:I(fQ—/ uz)vadg—i'[{VuPOgOVV“ —u,beVv* +cupv°‘}d§
i=l O i=l O

i i

_ N
finalmente la informacion buscada es v = ZCB v" .y la solucién del BVPJ general

encada €, es u = V+u, +us.

Tabla 5.6.- Sistema de ecuaciones para el método FEM-OF Steklov-Poincaré.
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5.5.- FEM-OF Trefftz-Herrera

Sea el BVPJ basico eliptico descrito en la tabla 5.2. Sea el espacio de funciones éptimas de

peso descrito en la tabla 5.4. Sea la funcién auxiliar u, descrita en la tabla 5.5.

Sea una base {wl,wz,...,wN} del espacio de funciones éptimas de peso O, de dimensién N .

Y sea la funcién v € O, una representacion de la informacién buscada v € O, , en términos de

. ST 1 2 N -
una combinacion lineal de la base {w W, W } de O, ,estoes:

~ _ N
VzV:Z:C[3 p (5.5.1)

Entonces, los coeficientes {CI,CZ,...,CN} de la combinacidn lineal satisfacen el siguiente

sistema de ecuaciones:

E R - R -
G, ZHVWB eaeVu' —wPhevVn® +chw°‘}d§ =

=1 i=1 Q;

M=

=

S (R TTIS f CRS g

i=l Q.

i

para a =1,2,..,.N (55.2)

El cual en su forma matricial es:

kS

C=B (5.5.3)
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donde los elementos del vector de incégnitas C = [[CB]] de tamafio N son los coeficientes Cj

que ponderan la combinacidn lineal, los elementos de la matriz de coeficientes 4 = HAQB]] de

tamafio N x N son:

E _ - N -
Ay =ZJ‘{VWB caeVu' ~wWPheVu” +cwh w“}dg (5.5.4)
i=1 Q,
y los elementos del vector de términos independientes B =[ B, | de tamafio N son:

B, =if(fg—/ uE)ng—ij{Vup-g-vF—uPQ-VFHuPW}d; (55.5)
)

i=l1 i=1 Q

Recuérdese que la solucion del BVPJ general en cada subdominio €, requiere del

procedimiento de interpolacion éptima.

Finalmente, para las aplicaciones numéricas se reemplaza el espacio de funciones dptimas

exactas O, por el espacio de funciones éptimas aproximadas O, = ]/V\; NN.N ]VR: .

El sistema de N ecuaciones con N incégnitas es é C =B, donde:

E - - N -
Ay :Z:J-{VWB eaeVu® —wPheVy” +chw°‘}d§
i=1 Q

_ E _ _ _
=1

B, :ij(fg—/ uz)w“dg— J-{VMPOQOVW"t —uPl_JOVW“JrcuPW“}dg
Q Q,

i=1 i

N
finalmente la informacion buscada es v = ZCB wP , y la solucién del BVPJ general
B=l1

en cada €, requiere del procedimiento de interpolacion dptima.

Tabla 5.7.- Sistema de ecuaciones para el método FEM-OF Trefftz-Herrera.
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5.6.- FEM-OF Petrov-Galerkin

Sea el BVPJ basico eliptico descrito en la tabla 5.2. Sea el espacio de funciones éptimas de
base descrito en la tabla 5.3. Sea el espacio de funciones éptimas de peso descrito en la tabla

5.4. Sea la funcion auxiliar u, descrita en la tabla 5.5.

Sea una base {V],Vz, ..,VN} del espacio de funciones éptimas de base O, de dimensién N .

Sea la funcién v e O, una representacién de la informacién buscada v e O, , en términos de
una combinacién lineal de la base {VI,VZ,...,VN} de O, , esto es:

~ _ N
VzV:Z:CB vP (5.6.1)

Y sea una base {wl,wz,...,wN} del espacio de funciones dptimas de peso O, de dimensién N .

Entonces, los coeficientes {Cl,Cz,...,CN} de la combinacién lineal satisfacen el siguiente
sistema de ecuaciones:

N E _ L o
ZCB ZJ-{VVB ‘g.VWQ—VBQOVWa-I-CVBWa}dE =
=1 i=lQi
E _ E L L
:z (fQ_/ Mz)w“d§ J.{VupoaoVw —u,beVw" +cu,w }dl
1o,

i=l1 Q; i=

para o =1,2,..,.N (5.6.2)

El cual en su forma matricial es:
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kS

C= (5.6.3)

donde los elementos del vector de incégnitas C = [[CB]] de tamafio N son los coeficientes Cj

que ponderan la combinacién lineal, los elementos de la matriz de coeficientes 4 = HAQB]] de

tamafio N x N son:

H oach b Vi + cvﬁwa}d)_c (5.6.4)
Q;

—

i=

y los elementos del vector de términos independientes B =[ B, | de tamafio N son:

E

Bazzj(fg_/ME)F@_ZE:I{WP.g.vﬁ—u[,l_)ovﬁjtcupﬁ}dg (5.6.5)
=10,

i=1 Q
Recuérdese que la solucién del BVPJ general es u = v+u, +uy en cada subdominio €2;.

Finalmente, para las aplicaciones numéricas se reemplaza los espacios de funciones optimas

exactas O, y O, por los espacios de funciones dptimas aproximadas O, =N, N, ﬂﬁ;

y O =N, NN,

El sistema de N ecuaciones con N incégnitas es é C =B, donde:

E _— -
5=ZI{VVB ’g’vwa—VﬁbOVW +evPw }dx
i=1 Q;
E . B L L o
B, ZZJ.(fQ ) adl—zl:J-{Vup'QOVw“—uPQOVw“+cqu°‘}d£
Q i1 0,

i=l1

N _
finalmente la informacién buscada es v = ZCB vP .y la solucién del BVPJ general

encada Q es u~v+u,+uy.

Tabla 5.8.- Sistema de ecuaciones para el método FEM-OF Petrov-Galerkin.
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5.7.- FEM-OF para el Caso Simétrico

Para el caso simétrico se tiene el operador diferencial es autoadjunto, esto es:

/uE—VO(gOVu)+cuE/*u (56.7.1)

y, en consecuencia, las funcionales bilineales asociadas cumplen con las siguientes igualdades:

<Pu,w> = <Qu,w> = i .[ w Z udx (5.7.2)

<Bu,w> = <Cu,w> = j u(gn OVw)d)_c (5.7.3)
0Q

<Rju, w> = <RKu, w> = —I[u](gn O.Vw) dx (5.7.4)

<Sju,w>=<SKu,w>=j[Qn OVu]v.vdg (5.7.5)

P

Por lo tanto, el espacio de funciones optimas de base O_B es igual al espacio de funciones
optimas de peso O_T:
0,=N,NN,NN, =N,NN.NN, =0, (5.7.6)

y una propiedad importante para el caso simétrico es que las tres versiones de FEM-OF

resultan ser las mismas.

Ademds se tiene que la siguiente funcional es simétrica:

<(P—B—J)V,w>:ij{VVoQOVw+cvw}d§:<(P—B—J)W,V> (5.7.7)
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y también es positiva definida:

i=1

<(P—B—J)w,w>:ij-{VWOQOVw+cww}d)_CZO (5.7.8)

yaque a es una matriz simétrica, positiva definiday c(g) >0.

De esta forma, la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones que se deriva aplicando el
método FEM-OF es simétrica y positiva definida. Estas propiedades son de mucha relevancia,
ya que se puede aplicar el Método de Gradiente Conjugado (C6M') para resolver el sistema

de ecuaciones.

! Conjugate Gradient Method
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6.1.- Caso Simétrico

El caso simétrico corresponde a la ecuacion diferencial eliptica general cuando su término

Ve (Qu) se anula, es decir, cuando b =0. Esto es:

e E—V'(g‘Vu)-l—Cu =f, encada Q, (6.1.1)

Ndtese que el operador diferencial es autoadjunto. En consecuencia, los métodos de FEM-OF

Trefftz-Herrera, FEM-OF Steklov-Poincaré y FEM-OF Petrov-Galerkin resultan ser los

mismos. Esto se debe a que los espacios de funciones de base O, E]T/;ﬂ]/\f;ﬂ]@: y de

funciones de peso O, = N, (1 N.[1N,_son iguales. Entonces se usard el nombre de método

FEM-OF Petrov-Galerkin (FEM-OF PG) para referirse a cualquiera de los tres métodos

mencionados.

En las implementaciones numéricas, se utilizan tanto funciones éptimas de base aproximadas
v e O, como funciones éptimas de peso aproximadas w e O, (recuérdese que aunque ya ho
son funciones dptimas, se les llamard funciones dptimas aproximadas ). El espacio de funciones

optimas aproximadas estd formado por funciones polinomiales por tramos de grado G, en

cada subdominio 2, de la particién y cuyas trazas en la frontera interior X son polinomios
por tramos de grado G . En consecuencia, las condiciones impuestas por los espacios nhulos N,

y N, solamente se pueden satisfacer de manera aproximada utilizando métodos numéricos
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~ —~
para resolver las ecuaciones diferenciales homogéneas /' v=0 y _ w=0

respectivamente.

La metodologia FEM-OF utiliza métodos de elementos finitos (FEM) para resolver los

problemas locales que definen a las funciones optimas aproximadas en cada subdominio €2, de

la particién. Sin embargo, también se resolverdn esos problemas mediante colocacién ortogonal.
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6.2.- Convergencia / del Error

El error se mide con norma infinita, esto es:

||error|| =max|u, —uk‘ (6.2.1)
© Vk

donde u, es la solucion aproximaday u, es la solucién exacta en ciertos puntos de control x;.

El orden de convergencia h del error O(h'”) es el exponente m , el cual dada una tabla de

datos de error contra / (el tamafio de la particion I1), se calcula ajustando la siguiente recta:

log(error)=—m log(h) + b (6.2.2)

En una dimension, el dominio considerado es Q2 = [xo,xE], en el cual se introduce una particion
rectangular uniforme de £E_ elementos. Entonces, los puntos de control son los nodos

X

interiores de la frontera interior X: {xl.|i:1,...,Ex—1}, y el tamafio de la particion es:

h=h =%
TE

X

En dos dimensiones, el dominio considerado es Q= [xo,xE]x[yo,yE], en el cual se introduce

una particién rectangular uniforme de E E | elementos. Entonces, los puntos de control son los

nodos interiores de la frontera interior X: {(xl.,yj)i:l,...,Ex—1,j=1,...,Ey—l}, y el

X=X, -
tamafio de la particién es: h=max<h, = EE “h, = yEE o

x v
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En tres dimensiones, el dominio considerado es ) E[xo,xE]x[yo,yE]x[zo,zE], en el cual se
introduce una particién rectangular uniforme de E E E_ elementos. Entonces, los puntos de

control son los nodos interiores de la frontera interior 2

{(xl.,yj,zk)‘i=1,...,Ex—l,j=1,...,Ey—1,k=1,...,EZ—1}, y el ftamafio de la particién es:

E E

X y z

h:max{hx = =T = ZE_ZO}.
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6.3- Resultados en Una Dimension

Sea la ecuacién diferencial eliptica ordinaria:

d’u
—E+u = fQ (6.3.1)
en Qz[O,l], sujeta a las condiciones de frontera homogéneas u(O):O, u(l)zO, y con

solucion totalmente continua ueCl(Q) (lo cual implica que las condiciones de saltos

prescritos son nulas). La solucién analitica es: u (x) =sen (n x).

Se  introduce una  particiéon  rectangular  uniforme de E subdominios

X

H:{(xl.fl,xi)‘izl,...,Ex}, donde x, =i/E, para i=0,..,E . Los nodos interiores de la

frontera interior X son: {xl.|i =1,..,E, —1}.

Se trabajardn cuatro algoritmos. Primero se aproximardn las funciones dptimas con polinomios

cuadrdticos por tramos en el interior de cada subdominio €2, , utilizando FEM para su

construccion. Segundo, polinomios culbicos con FEM. Tercero, polinomios cuadrdticos con

colocacién. Y cuarto, polinomios cubicos con colocacidn.

La aproximacion cuadrdtica por tramos en el interior de cada subdominio €2, consiste en lo

siguiente. Cada nodo interior de la frontera interior 2 tiene asociado un grado de libertad: el
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valor del promedio de la solucién. Entonces, a cada uno de estos nodos x; se le asocia una
funcién éptima aproximada prescribiendo sus trazas en X: 1 enel nodo x; y 0 en los demds
nodos. De esta forma se tiene que el soporte de cada funcién optima aproximada es el intervalo

[xi—l > X ] :

(6.3.2)

donde L, (x)y L, (x) definidos en [x,,x,

H—l] son un mapeo afin de los polinomios de Lagrange

de 1°grado L (§)=1-& y L (§)=& definidos en el intervalo [0,1], respectivamente. Las
constantes C! y C’ se calculan mediante FEM o colocacién en cada subdominio Q, de su

soporte, de modo que satisfagan las condiciones impuestas por los espacios nulos N, o N, ,

segln sea el caso.

La aproximacion cubica por tramos en el interior de cada subdominio €2, consiste en lo

siguiente. Cada nodo interior de la frontera interior X tiene asociado un grado de libertad: el

valor del promedio de la solucion. Entonces, a cada uno de estos nodos x; se le asocia una
funcién optima aproximada prescribiendo sus trazas en 2: 1 en el nodo x; y 0O en los demds

nodos. De esta forma se tiene que el soporte de cada funcién dptima aproximada es el intervalo

[xi—l s Xi ] ;

(6.3.3)
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donde H/(x), H.,(x), H/(x) y H.,(x) definidos en [x;,x,,] son un mapeo afin de los
polinomios de Hermite de 3° grado H, (&), H{(§), Hy(&) y H| (&) definidos en el
intervalo [0,1], respectivamente. Las constantes C;', C/*, C' y C” se calculan mediante
FEM o colocaciéon en cada subdominio €2, de su soporte, de modo que satisfagan las

condiciones impuestas por los espacios nulos N, o N, , segln sea el caso.
6.3.1.- Aproximacion Cuadratica con FEM

Las funciones veO,, we O, y u, eDl(Q) se aproximan con polinomios cuadrdticos por

tramos en cada subdominio €, y se utiliza FEM con 1 funcién de ponderacion local para

construirlas. Se emplea integracién por cuadratura con 3 puntos gaussianos. El orden de

convergencia /1 del error para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximacion cuadrdtica G, =2 y

FEM es O(h4 ) En la figura 6.1 se muestra la grdfica del error vs. /.
6.3.2.- Aproximacion Cibica con FEM

Las funciones ve O, , we O, y u, € D, (Q) se aproximan con polinomios cubicos por tramos

en cada subdominio €, y se utiliza FEM con 2 funciones locales de ponderacién para

construirlas. Se emplea integracién por cuadratura con tres puntos gaussianos. El orden de

convergencia /i del error para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximacién cibica G, =3 y

FEM es 0(h6). En la figura 6.1 se muestra la grdfica del error vs. /.
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Ejemplo 1, FEM
—4— Cuadratica —# Cubica ‘
14.00
12.00
— = 6. +2.
= 10.00 y = 6.019x + 2.5236 ./././
£ 8.00 ———
> 6.00 —
< 400 =4 008k + 1.4175
2.00
OOO T T T T
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00
Log(h)

2.50

Figura 6.1.- Convergencia /I del error para el caso simétrico en una dimensién.

Para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximacion cuadrdticay FEM es O(h4 ) .

Para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximacion clbicay FEM es 0(h6 ) .

6.3.3.- Aproximacion Cuadradtica con Colocacion

Las funciones veO,, we O, y u, eDl(Q) se aproximan con polinomios cuadrdticos por

tramos en cada subdominio €2, y se utiliza colocacion con 1 punto gaussiano para construirlas.

Se emplea integracidn por cuadratura con 3 puntos gaussianos. El orden de convergencia / del

error para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximacién cuadrdtica G, =2 y colocacion es

O(h4 ) En la figura 6.2 se muestra la grdfica del error vs. /.

6.3.4.- Aproximacion Culbica con Colocacion

Las funciones ve O, , we O, y u, € D, (Q) se aproximan con polinomios clbicos por tramos

en cada subdominio €2, y se utiliza colocacién con 2 puntos gaussianos para construirlas. Se
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emplea integracion por cuadratura con 3 puntos gaussianos. El orden de convergencia / del

error para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximacion clbica G, =3 y colocacién es O(h6).

En la figura 6.2 se muestra la grdfica del error vs. /.

Ejemplo 1, Colocacién

—&— Cuadraticas —m— Cubicas ‘

14.00
12.00 +—

£ 8.00 ——
> 6.00 -
< 400 3 9948x + 1.4332

2.00 Y= :

OOO I I I I

0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50
Log(h)

Figura 6.2.- Convergencia h del error para el caso simétrico en una dimensidn.

Para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximacion cuadrdtica y colocacién es 0(]14 ) .

Para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximacion clbica y colocacién es 0(h6 ) .

6.3.5.- Andlisis de Resultados

¢ Enla tabla 6.1 se comparan los érdenes de convergencia / del error que se obtienen en

cada algoritmo.

¢ FEM-OF Petrov-Galerkin para el caso simétrico en una dimensidn exhibe propiedades de
superconvergencia. Esta propiedad se presenta cuando se construye las funciones éptimas

aproximadas tanto con FEM como con colocacion.
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El orden de (super) convergencia s del error es O(hZG“) donde G, es el grado de los

polinomios en €, , en lugar del orden O(hz(c"_l)) que se obtiene al aplicar el método

directo de Steklov-Poincaré convencional con colocacién o el método indirecto de Trefftz-

Herrera convencional con colocacidn.

Aproximacién TH Convencional SP Convencional FEM-OF PG FEM-OF PG
(Colocacién) (Colocacién) (Colocacién) (FEM)
Cuadrdticaen €2, O(hz) O(hz) O(h4) 0(]’14)
Cibicaen €, O(h“) O(h“) 0(h6) 0(h6)

Tabla 6.1.- Convergencia /1 del error para el caso simétrico en una dimensién.
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6.4.- Resultados en Dos Dimensiones

Sea la ecuacién diferencial eliptica parcial:

A A (6.4.1)

en Q= [O,I]X[O,l] , Sujeta a las condiciones de frontera homogéneas u(O,y) =0, u (l,y) =0,
u(x,O) =0, u(x,l) =0, y con solucién totalmente continua u € C' (Q) (lo cual implica que las
condiciones de saltos prescritos son nulas). La  solucién  analitica es:

u(x,y) = Sen(nx)sen(ny).

Se introduce una particién  rectangular  uniforme de E E  subdominios

X

H:{(xl._l,xi)x(yj_l,yj)i=l,...,Ex;j=1,...,Ey}, donde x,=i/E, para i=0,.,E e

yj:j/E) para j=0,..,E . Los nodos inferiores de la frontera interior X son

{(x,.,y‘,)

i=1s B, =1 j =1, E, -1

Se trabajardn cuatro algoritmos. Primero, se aproximardn las funciones éptimas con polinomios
clbicos por tramos en la frontera interior X~ y con polinomios bi-cuadrdticos por tramos en el
interior de cada subdominio €, , utilizando FEM para su construccion. Segundo, igual que el
primer algoritmo pero utilizando colocacién para la construccion de las funciones éptimas.

Tercero, se aproximardn las funciones éptimas con polinomios cuibicos por tramos en la
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frontera interior X~ y con polinomios bi-clbicos por tramos en el interior de cada subdominio

), , utilizando FEM para su construccion. Cuarto, igual que el tercer algoritmo pero utilizando

colocacién para la construccion de las funciones optimas.

La aproximacion con polinomios cubicos por tramos en la frontera interior X y con polinomios

bi-cuadrdticos por tramos en el interior de cada subdominio €2, consiste en lo siguiente. Cada

nodo interior de la frontera interior X tiene asociado tres grados de libertad: el valor del

promedio de la solucidn, su derivada parcial con respecto a x y su derivada parcial con

respecto a ). Entonces, a cada uno de estos nodos (x[,yj) se le asocia tres funciones

dptimas prescribiendo sus trazas en T: H/(x)H|(y), H;(x)H;(y) vy H}(x)H,(»).

J

respectivamente. De esta forma se tiene que el soporte de cada funcion éptima aproximada es

la r'egién[ Xy ,+1] [J/] 1,)/,“}

\%
;V’% =H}(x)H}(y)+N,(x,y) (6.4.2)
ij
vt
NZ =H;(x)H](y)+N,(x,y) (6.4.3)
Wi
V2
~ |=H] (x)H(y)+N; (x,y) (6.4.4)
Wi
donde:
CIL(O L ()L, DLy () [0 %00 [ 34 ]
CoL L (OLGLOL () [ x][y0 ] (6.45)
N, (%3) =1 CIL (L)L, (V)L () [x,l, 10 ]
CiL ()L, ()L, (WL, () %%, ][00, ]
0 otro
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Las constantes CU , C2 C; y C; se calculan mediante FEM o colocacién en cada subdominio

Q), de su soporte, de modo que satisfagan las condiciones impuestas por los espacios nulos

—

N, o NQ , segln sea el caso.

La aproximacion con polinomios cubicos por tramos en la frontera interior X~ y con polinomios

bi-cdbicos por tramos en el interior de cada subdominio €2, consiste en lo siguiente. Cada

nodo interior de la frontera interior 2 tiene asociado tres grados de libertad: el valor del

promedio de la solucidn, su derivada parcial con respecto a x y su derivada parcial con

respecto a y. Entonces, a cada uno de estos nodos (x,.,yj) se le asocia tres funciones

dptimas prescribiendo sus trazas en T: H/(x)H;(y), H;(x)H;(y) vy H (x)H,(y).

J

respectivamente. De esta forma se tiene que el soporte de cada funcion éptima aproximada es

la r‘egién[ X _1s t+1] I:,Vj 1>)’,+1}

Y’% =H}(x)H}(y)+N,(x,y) (6.4.6)
Wy
v
— |=H (x)H}(y)+ N, (x,y) (6.4.7)
W
— |=H (x)H}(y)+N; (x,9) (6.4.8)
Wi
donde:
CylH (x)H () + G H} (x) Hy () + G HL (0) H (9)+ G HL (0) Hy () [ ][95000 ]
CHHL () H (0)+ G H (x) iy () + G HL (x) H ()4 GEHY () (9) [ ][9]
Ny (x69) =1 CHL, (x)HL, (v)+ CPHL (x)H! (9)+ CPH! (x) H L (0)+ CEH () HY (¥) W[xonx ][220, ]
Gy H () H oy () + CPH] () H () + G Hy (x) Hy (9) + G (3 H (9) [ 3 ][00
0 otro

(6.4.9)
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Las  constantes {C“ c?,ch cl“}, {c21 c2,c? c24}, {c31 c2,c c34} y

ooy oo o iy ooy ooy 2o

{C:I,C;Z,Cf,CM} se calculan mediante FEM o colocacion en cada subdominio €2, de su

soporte, de modo que satisfagan las condiciones impuestas por los espacios nulos N, o N,

segln sea el caso.

Particularmente para los dominios rectangulares, los nodos que estdn en las aristas de la
frontera exterior y que no son esquinas, tienen asociado un solo grado de libertad: su derivada
normal. Asi, a los nodos ubicados en las fronteras x = c les corresponde la derivada parcial con

respecto a x; mientras que a los nodos ubicadas en las fronteras y =c, la derivada parcial

con respectoa y.
Los nodos que sonh esquinas no tienen asociado hingln grado de libertad.

6.4.1.- Aproximacion Clbica en X y Bi-cuadrdtica en O, con FEM

Las funciones ve O, y we O, se aproximan con polinomios ctbicos por tramos en la frontera

interior X y con polinomios bi-cuadrdticos por tramos en cada subdominio €2, y se utiliza FEM

con 1 funcién de ponderacion local para construirlas. La funcién u, € D, (Q) se aproxima con

polinomios bi-clbicos por tramos en cada subdominio €2, . Se utiliza integracion por cuadratura

con 3x3 puntos gaussianos. El orden de convergencia /1 del error para FEM-OF Petrov-
Galerkin con aproximacién cdbica Gy =3 en 2, bi-cuadrdtica G, =2 en Q, y FEM es
O(h”). En la figura 6.3 se muestra la grdfica del error vs. /.

6.4.2.- Aproximacion Clbica en X y Bi-cuadrdtica en €2, con Colocacion

Las funciones ve O, y we O, se aproximan con polinomios ctbicos por tramos en la frontera

interior X y con polinomios bi-cuadrdticos por tramos en cada subdominio €, y se utiliza
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colocacion con 1x1 punto gaussiano para construirlas. La funcién u, € D, (Q) se aproxima con

polinomios bi-clbicos por tramos en cada subdominio €2, . Se utiliza integracion por cuadratura

con 3x3 puntos gaussianos. El orden de convergencia / del error para FEM-OF Petrov-

Galerkin con aproximacién cibica Gy =3 en X, bi-cuadrdtica G, =2 en Q, y colocacién es

O(h“). En la figura 6.3 se muestra la grdfica del error vs. /.

Figura 6.3.- Convergencia /I del error para el caso simétrico en dos dimensiones.

Para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximacién clbica en X , bi-cuadrética en €2, y

colocacién es O(l’lz‘4 ) . Para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximacién clbica en X,

bi-cuadrdtica en Qk y FEM es O(h3'3 ) .

6.4.3.- Aproximacion Cibica en ~ y Bi-cibica en (2, con FEM

Las funciones ve O, y we O, se aproximan con polinomios cubicos por tramos en la frontera

interior X y con polinomios bi-clbicos por tramos en cada subdominio €2, y se utiliza FEM con
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4 funciones de ponderacion locales para construirlas. La funcion u, € D, (Q) se aproxima con

polinomios bi-clbicos por tramos en cada subdominio €2, . Se utiliza integracion por cuadratura
con 3x3 puntos gaussianos. El orden de convergencia / del error para FEM-OF Petrov-

Galerkin con aproximacién cdbica Gy =3 en 2, bi-clibica G, =3 en Q, .y FEM es O(h3'8).

En la figura 6.4 se muestra la grdfica del error vs. A .

6.4.4.- Aproximacion Clbica en ~ y Bi-cubica en 2, con Colocacion

Las funciones ve O, y we O, se aproximan con polinomios clbicos por tramos en la frontera
interior X y con polinomios bi-clbicos por tramos en cada subdominio €, y se utiliza
colocacion con 2x2 puntos gaussianos para construirlas. La funcion u, € D, (Q) se aproxima

con polinomios bi-cibicos por tramos en cada subdominio €2,. Se utiliza integracién por

cuadratura con 3x3 puntos gaussianos. El orden de convergencia /& del error para FEM-OF

Petrov-Galerkin con aproximacién cdbica Gy, =3 en X, bi-clbica G, =3 en Q, y colocacién

es O(h3‘9 ) En la figura 6.4 se muestra la grdfica del error vs. & .
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Ejemplo 2, Cubico (interior)

—e Colocacion —® FEM |

7.00

6.00 :I
5.00
4.00 y =3.8164x + 1.0314

-
3.00 y=3.8638x +1.0375 ®

2.00
1.00
0-00 I I I I I I

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 1.20 1.40
Log(h)

-Log(error)

Figura 6.4.- Convergencia /I del error para el caso simétrico en dos dimensiones.

Para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximacién cibica en X , bi-ctbica en Qk y

colocacidén es O(h” ) . Para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximacion ctbica en 2,

bi-cdbica en Qk y FEM es 0(h3'8 )

6.4.5.- Andlisis de Resultados

¢ En las tablas 6.2 y 6.3 se comparan los érdenes de convergencia s del error que se

obtienen en cada algoritmo.

¢ FEM-OF Petrov-Galerkin para el caso simétrico en dos dimensiones NO exhibe

propiedades de superconvergencia.

¢ Si se construyen las funciones éptimas aproximadas con FEM, el orden de convergencia h

del error es O(min{GZ +1,G, +1}) donde G es el grado de los polinomios en X y G,

es el grado de los polinomios en Q, .
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¢ Si se construyen las funciones optimas aproximadas coh colocacion, el orden de

convergencia /h del error es O(min{GZ +1,2(G, —1)}) donde G es el grado de los

polinomios en 2 y G, es el grado de los polinomios en €2, .

Aproximacién

FEM-OF PG

(Colocacién)

FEM-OF PG
(FEM)

Clbicaen 2 y

bi-cuadrdtica en Qk

o)

o)

Tabla 6.2.- Convergencia h del error en dos dimensiones para el caso simétrico.

Aproximacién TH Convencional SP Convencional FEM-OF PG FEM-OF PG
(Colocacién) (Colocacién) (Colocacién) (FEM)
Cubica en 2 y O(hSS) O(hSS) 0(h39) O(h38)

bi-ctbica en (2,

Tabla 6.3.- Convergencia h del error en dos dimensiones para el caso simétrico.
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6.5.- Resultados en Tres Dimensiones

Sea la ecuacién diferencial eliptica parcial:

0u B 0u B 0u 3
ox*> oy oz’

Ja (6.5.1)

en Q=[0,1]x[0,1]x[0,1], sujeta a las condiciones de frontera homogéneas u(0,y,z)=0,
u(l,y,z)zO, u(x,O,z)zO, u(x,l,z):O, u(x,y,O)zO, u(x,y,l):O, y con solucidn
totalmente continua u € C'(Q) (lo cual implica que las condiciones de saltos prescritos son

nulas). La solucién analitica es: u (x, y) =sen (n x)sen (n y)sen (n z).

Se introduce una particién rectangular uniforme de E EE_ subdominios

= {(xH,xi)x(yjfl,yj)x(zkfl,zk)‘i 1y =l Ey; k=1, E } , donde x, =i/E,

para i=0,.,E , y,=j/E, para j=0,..E, y z,=k/E. para k=0,..,E,. Los nodos
interiores de la frontera interior z son

{(xl.,yj,zk)‘izl,...,Ex—1;j=1,...,Ey—l; kzl,...,EZ—l}.

Se trabajardn solamente dos algoritmos. Primero, se aproximardn las funciones dptimas con
polinomios bi-cubicos por tramos en la frontera interior X y con polinomios tri-cuadrdticos por

tramos en el interior de cada subdominio €2,, utilizando FEM para su construccién. Segundo,

se aproximardn las funciones éptimas con polinomios bi-clbicos por tramos en la frontera
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interior X y con polinomios tri-clbicos por tramos en el interior de cada subdominio Q,,

utilizando FEM para su construccién.

La aproximacion con polinomios bi-cubicos por tramos en la frontera interior X y con

polinomios tri-cuadrdticos por tramos en el interior de cada subdominio €, consiste en lo

siguiente. Cada nodo interior de la frontera interior X tiene asociado siete grados de
libertad: el valor del promedio de la solucién, su derivada parcial con respecto a x, su derivada

parcial con respecto a y, su derivada parcial con respecto a z, su segunda derivada parcial
cruzada con respecto a x e y, su segunda derivada parcial cruzada con respectoa x y z,y

finalmente, su segunda derivada parcial cruzada con respecto a y y z. Entonces, a cada uno
de estos nodos (x,.,yj,zk) se le asocia siete funciones dptimas prescribiendo sus trazas en X
H (<) (v)Hi (2), 2 (x)H] (v)H} (2), 2 () H} (v)H, (2), 2 (x)H] (v)H, (2),
H!(x)H;(y)H/(z), H (x)H;(y)H,(z) vy H(x)H(y)H,(z). respectivamente. De

esta forma se tiene que el soporte de cada funcién dptima aproximada es la region

[xi—l s Xin ] X I:y,q s Vsl } x [Zk—l > 2 ] :

Z=H!(x)H] (y)H] (2)+ Ny (x,y,2) (65.2)

— =Hl.l(x)H;) (y)H,? (z)+Nl.jk (x,y,z) (6.5.3)

L =H(x)H;(y)H. (z)+ Ny (x,9.2) (6.5.4)

Z=H(x)H}(y)H, (z)+ N (x,9,2) (6.5.5)

2 \=H](x)H;(y)H] (z)+ Ny (x,,2) (6.5.6)
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L \=H! (x)H] (y)H; (2)+ Ny (%,3,2) (6.5.7)
Wik
Ve
ijk
;ng =H}(x)H(y)H,(z)+ Ny (x,7,2) (6.5.8)
ijk
donde:
ChL (X)L, ()L, (D)L, (DL (2L, (2) [x, ][ 350 350 (20204 ]
C;»k L)L DL, (DL L (2) L [x 5] 3570 (2020
oL (DL ()L, (DL (DL (D)L (2) [, l,x,][y, S [ ENEAN
c,.‘;kL.<x)L,+] (WL, (LML (2L, (2) [x,,x,ﬂ][y, 7, (20 70n] (6.5.9)
Ny (x.7:2) = c,;L ()L (DL, (DL (DL (D)L (2) [x,,x,ﬂ][y R N
,l(x)L OLOL DL DL [xx ][ 350550 |[700%]
ChL (DL L, (DL ML (DL () x5 x][ v, |[2002]
CoL, ()L ()L, (VLML (DL(2) [5x4 ][ v009) |[2002]
0 otro
Las constantes C;k, lek, Cjk, C;k, Cjk, ka, C;k y CU,c , se calculan mediante FEM en cada

subdominio €2, de su soporte, de modo que satisfagan las condiciones impuestas por los

espacios nulos N, o N, , segin sea el caso.

La aproximacion con polinomios bi-cubicos por tramos en la frontera interior X y con

polinomios tri-cubicos por tramos en el interior de cada subdominio €2, consiste en lo

siguiente. Cada nodo interior de la frontera interior X tiene asociado siete grados de
libertad: el valor del promedio de la solucién, su derivada parcial con respecto a x, su derivada

parcial con respecto a y, su derivada parcial con respecto a z, su segunda derivada parcial
cruzada con respecto a x e )y, su segunda derivada parcial cruzada con respectoa x y z,y

finalmente, su segunda derivada parcial cruzada con respecto a y y z. Entonces, a cada uno
de estos nodos (x,.,yj,zk) se le asocia siete funciones éptimas prescribiendo sus trazas en X
H (<) (v)Hi (2), H (x)H] (v)H} (2), 2 () H} (v)H, (2), 2 (x)H] (v)H, (2),

H!(x)H;(y)H/(z), H (x)H;(y)H,(z) vy H(x)H(y)H,(z), respectivamente. De

J i
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esta forma se tiene que el soporte de cada funcién dptima aproximada es la region

[x[—l s X ] X [yjq > Vi } x [Zk—l > 2 ] :

0 1

donde:

V..

=) (x)
Wi

g

Y2 H!(x)H
W6

= Y (x)H (y)HL (2)

(= H () H] () H (2)

i (v)H,(2)
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Ny (x.9.2)=
Cout; (x)H; (v) Hy (2)+ Gty (<) H} (v) Hi (2) + Coy (x) Hjy (v) Hi (2) + Gy (x) H o (v) Hi (2) +
+C;15€H11 (X)H} y)Hiﬂ (Z)+C;2Hll+l (X)Hjl (y)HII‘Fl (Z)+CLI/ZH:1 (X)HJIH (y)HliJrl (Z)+C11/I%Hzl+l ('x)H:H (y)H:+l (Z)>
12Vt J2 g+ k> “k+
,[x X 1][)’ Vi 1][ZA Z 1]
Cety, (x) H} (v) Hy (2)+ Gy (x) H} (v) H, (2) + CirHL (x) H Ly (v) Hy (2) + CRH (x) Hy (v) Hi (2) +

kT
+CoH Ly (x) H () Hyy (2)+ CRH (x) Hy (9) Hyy (2) + ClHL (x) H y (9) Hyo (2) + G (x) Hy () Hia (2),
’[xifl’xi][y/"y/'+1j|[zk’zk+l]

CoHi () oy (v) Hi (2) + Gy (x) Hy () Hi (2) + CHL (x) H) (v) Hy (2) + CREHG (x) H (v) Hy (2) +

ijk*ti

FCEHL (¥) L () L (2) 4 G () H L () Ly (2)+ L, (0) ) () L (2) - R (0) ) () L (2),

J k=i
’[xi—lﬁxi:H:yj—l’yj:“:zk’zk-ﬂ]
CoeH (x) Hy (v) Hy (2)+ CeHyy (x) Hyy () Hy (2)+ GG (x) HG ()
+CH (x)H )y (v) Hy (2)+ CitHy (x) H Ly (9) i (2) + CilH () H (v
’[x["xiH:H:yj%’yj:“:Zk’ZkH]
| (3 () L (3) L) L () H) () L (=) CRHL (5) L () L (2 L () 2 () L )+
+CooH (x) H (v) Hy (2)+ CHL, (x) Hj (9) Hy (2)+ ClH; (x) Hiyy (9) Hy (2) + CiHL (x) H L (9) H (2),

s[xi7xi+l][yjsyfﬂ][zkfl?zk]

Ciet iy (x)H; (v) Hyy(2) + G () Hy (v) Hy (2)+ CRH (x) Hy (9) Hiy (2)+ G (x) H sy (v) Hiy (2) +

H! (2)+CEH, (x)H! (y)H. (2)+
)Hi (2)+ Gt (x) Hy (9) Hia (2),

ijk
+CiiHiy () H () Hy (2)+ CiiHy (x) H; () Hy (2)+ CLHL (x) Hjy (9) Hi (2)+ CRHT (x) Hpy (9) H (2))

’[xi—lﬁxi][yj’yjﬂ ][Zk—l’zk]
CoHL (x) H (9) Hy oy (2)+ Gl (x) Hyy () Hyy (2)+ G (x) H (v) Hyy (2) + CocH (x) Hy () Hi (2)+

ik i

i
k
+CoeH L (x) H )y () Hi (2)+ CH (x) H L (9) Hy (2)+ CiHL (x) HG () Hy (2) + CeH; (x) H (v) H, (2).
’[xi—l’xi][y/'fl’y/}[zkfl’zk]

C;ngil (x)Hfl'—l (y)H,i,, Z)+Cy8'/inl+1 (X)H/l'—l (y)H,i,, (z)-s—C;,in‘ (X)Hl' (y)H,i,, (Z)+C;2H:'l+l (X)Hjl' (y)H,i,, (z)+

J

FCH (x)H oy (v) Hy (2)+ CHey (x) Ho (v) Hi (2)+ Gl (x) H (v) Hy (2)+ Gt (x) H) (v) Hi (2)

J

3[xi7xi+l][yjfl’yj:“:Zkfl’Zk]

0,
,0tro

(6.5.17)

Las constantes:

11 12 13 14 15 16 17 18 21 22 23 24 25 26 27 28
{ei NN e NenNenNenNetNend BR (o ol e e e el i ong 3

ik > > ijk > ijk > ijk > ~ijk >~ ijk

ijk >~ ijk >~ ijk

}I
31 32 33 34 35 36 37 38 41 42 43 44 45 46 47 48
{es N e e el o otV o5 eind DR [ onri onri o omN oai omit oni omd
}I

51 52 53 54 55 56 57 58 61 62 63 64 65 66 67 68
{enNerResNenNenonNei e U {enN e o N e omNesiN o 3

ik > = ijk > ik > ik > ijk > > ijk

71 72 73 74 75 76 77 78 81 82 83 84 85 86 87 88
{Czjk G Cie> G Coe» s G Gy } Y {Cz/’k » Gy G Coe> Gt Gy G e }

se calculan mediante FEM en cada subdominio 2, de su soporte, de modo que satisfagan las

condiciones impuestas por los espacios nulos N, o N, , segln sea el caso.
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Particularmente para los dominios prismdticos rectangulares rectos, los nodos que estdn en
las caras de la frontera exterior y que no estdn en las aristas ni son esquinas, tienen asociado
tres grados de libertad: su derivada normal y sus dos segundas derivadas parciales cruzadas
que involucren la direccién de la normal. Asi, a los nodos ubicados en las fronteras x =c les
corresponde la derivada parcial con respecto a x, la segunda derivada parcial cruzada con

respecto a x e ) y la segunda derivada parcial cruzada con respecto a x y z; los nodos
ubicados en las fronteras y =c les corresponde la derivada parcial con respecto a y, la
segunda derivada parcial cruzada con respecto a x e ) y la segunda derivada parcial cruzada
con respecto a y y z: y finalmente, los nodos ubicados en las fronteras z=c les

corresponde la derivada parcial con respecto a z, la segunda derivada parcial cruzada con

respectoa x y z y la segunda derivada parcial cruzada con respectoa y y z.

Los nodos que estdn en las aristas de la frontera exterior y que no son esquinas, tienen
asociado un solo grado de libertad: su segunda derivada parcial cruzada que involucre las
direcciones normales. Asi, a los nodos ubicados en las aristas x =c,, y =c, les corresponde la
segunda derivada parcial cruzada con respecto a x e y: los nodos ubicados en las aristas
x=c¢,, z=c, les corresponde la segunda derivada parcial cruzada con respectoa x y z.y
finalmente, los nodos ubicados en las aristas y=c,, z=c, les corresponde la segunda

derivada parcial cruzada con respectoa y y z.
Los nodos que son esquinas ho tienen asociado ningln grado de libertad.

6.5.1.- Aproximacion Bi-clbica en X y Tri-cuadrdtica en €2, con FEM

Las funciones ve O, y weO, se aproximan con polinomios bi-clbicos por tramos en la

frontera interior X y con polinomios tri-cuadrdticos por tramos en cada subdominio €2, y se

utiliza FEM con 1 funcién de ponderacién local para construirlas. La funcién u, € D, (Q) se

aproxima con polinomios tri-cibicos por tramos en cada subdominio €2,. Se utiliza integracién
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por cuadratura con 3x3 puntos gaussianos. El orden de convergencia / del error para FEM-

OF Petrov-Galerkin con aproximacién bi-cdbica Gy =3 en 2, tri-cuadrdtica G, =2 en Q, y

FEM es O(h3) . En la figura 6.5 se muestra la grdfica del error vs. & .

Ejemplo 3, FEM

M Cubicas & Cuadraticas ‘

>
o

N

|
y=3.7349x + 0.7733 _~—

-

@
)

w

-
-
-

:}‘/f y = 2.9784x + 0.6413

N
o

-Log(error)
o v

©
)

o

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Log(h)

Figura 6.5.- Convergencia /I del error para el caso simétrico en tres dimensiones.

Para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximacién bi-cibica en 2., tri-cuadrdtica en Q,

y FEM es 0(]’13) . Para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximacién bi-ctbica en >,

tri-clbica en Ql y FEM es O(h&7 ) .

6.5.2.- Aproximacion Bi-cubica en X y Tri-cubica en O, con FEM

Las funciones ve O, y we O, se aproximan con polinomios bi-clbicos por tramos en la

frontera interior X y con polinomios tri-clbicos por tramos en cada subdominio €, y se

utiliza FEM con 8 funciones de ponderacidn locales para construirlas. La funcién u, € D, (Q)

se aproxima con polinomios fri-cibicos por framos en cada subdominio €2,. Se utiliza
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integracién por cuadratura con 3x3 puntos gaussianos. El orden de convergencia & del error

para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximacién bi-cdbica Gy =3 en 2., tri-cdbica G, =3 en

Q, y FEM es O(h”). En la figura 6.5 se muestra la grdfica del error vs. /.

6.5.3.- Andlisis de Resultados

¢ Enla tabla 6.4 se comparan los érdenes de convergencia /& del error que se obtienen en

cada algoritmo.

¢ FEM-OF Petrov-Galerkin para el caso simétrico en tres dimensiones NO exhibe

propiedades de superconvergencia.

¢ Si se construyen las funciones optimas aproximadas con FEM, el orden de convergencia h

del error es O(min{Gz +1,G, +1}) donde G; es el grado de los polinomios en X y G,

es el grado de los polinomios en 2, .

Aproximacién FEM-OF PG
(FEM)
Bi-clbica en 2 vy O(h3)

tri-cuadrdtica en Q,

Bi-clbicaen X y 0(]13'7)

tri-cdbica en Q[

Tabla 6.4.- Convergencia h del error en tres dimensiones para el caso simétrico.
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Capitulo 7:

Resultados

Caso

No Simétrico

Indice:
7.1.- Caso No Simétrico
7.2.- Resultados en 1 Dimensién

7.3.- Resultados en 2 Dimensiones
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7.1- Caso No Simétrico

El caso no simétrico corresponde a la ecuacién diferencial eliptica general cuando su término

V e (bu) no se anula, es decir, cuando b # 0 . Esto es:
L E—VO(gOVu)+V0(Z_)u)+cu =f, encada Q, (7.1.1)

Nétese que el operador diferencial adjunto es diferente que el operador diferencial original.
En consecuencia, los métodos FEM-OF Trefftz-Herrera (FEM-OF TH), FEM-OF Steklov-
Poincaré (FEM-OF SP) y FEM-OF Petrov-Galerkin (FEM-OF PG) resultan ser distintos. Esto

se debe a que los espacios de funciones de base O, = N, N, ﬂ]?/; y de funciones de peso

O, = N; NN.N ﬁ}; no son iguales.
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7.2.- Resultados en Una Dimension

Sea la ecuacién diferencial eliptica ordinaria:

2
_Z_’;‘JFV%:O (7.2.1)
X X

en Q:[O,l], sujeta a las condiciones de frontera u(O)zl, u(l)zO, y con solucion

totalmente continua u € C'(Q) (lo cual implica que las condiciones de saltos prescritos son

B L. eV x _ eV
nulas). La solucién analitica es: u (x) = o
—e
Se  introduce una  particion  rectangular  uniforme de E_  subdominios

H:{(xl.fl,xi)‘izl,...,Ex}, donde x, =i/E, para i=0,..,E . Los nodos interiores de la

frontera interior X son: {xl.|i =1,.,E, —1}.

Se trabajardn cuatro algoritmos. Primero se aproximardn las funciones optimas con polinomios

cuadrdticos por tramos en el interior de cada subdominio €2, , utilizando FEM para su

construccion. Segundo, polinomios culbicos con FEM. Tercero, polinomios cuadrdticos con

colocacion. Y cuarto, polinomios ctbicos con colocacion.

La aproximacién cuadrdtica y la aproximacion clbica fueron planteadas en (6.3.2) y (6.3.3),

respectivamente.
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7.2.1.- Aproximacion Cuadratica con FEM

Las funciones veO,, we O, y u, eDl(Q) se aproximan con polinomios cuadrdticos por

tramos en cada subdominio €2, y se utiliza FEM con 1 funcién de ponderacién local para

construirlas. Se emplea integracién por cuadratura con 3 puntos gaussianos. Se considera el
pardmetro V' =20. El orden de convergencia / del error para los tres métodos, FEM-OF

Trefftz-Herrera, FEM-OF Steklov-Poincaré y FEM-OF Petrov-Galerkin, con aproximacién

cuadrdtica G, =2 y FEM es O(h4). En la figura 7.1 se muestra la grdfica del error vs. /.

Ejemplo 1, FEM, Cuadraticas

—&TH —BSP —B PG

8.00

7.00

y=3.9942x-1.9
6.00

5.00

4.00

3.00

-Log(error)

2.00

1.00

0.00 ‘ ‘ ‘ ‘
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50

Log(h)

Figura 7.1.- Convergencia h del error para el caso no simétrico en una dimensién.

Para FEM-OF Trefftz-Herrera, FEM-OF Steklov-Poincaré y FEM-OF Petrov-Galerkin

con aproximacion cuadrdticay FEM es 0(1’!4 ) .
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7.2.2. - Aproximacion Cibica con FEM

Las funciones ve O, , we O, y u, €D, (Q) se aproximan con polinomios ctbicos por tramos

en cada subdominio €, y se utiliza FEM con 2 funciones de ponderacién locales para

construirlas. Se emplea integracion por cuadratura con 3 puntos gaussianos. Se considera el
pardmetro V' =20. El orden de convergencia / del error para los tres métodos, FEM-OF

Trefftz-Herrera, FEM-OF Steklov-Poincaré y FEM-OF Petrov-Galerkin, con aproximacién

clbica G, =3 yFEM es O(h®). En la figura 7.2 se muestra la gréfica del error vs. .
Q Y

Ejemplo 1, FEM, Cubicas

—&TH = SP —— PG|

14.00

12.00

y = 5.9952x - 2.3568
10.00

8.00

6.00

-Log(error)

4.00

2.00

0.00 ‘ ‘ ‘ ‘
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50

Log(h)

Figura 7.2.- Convergencia h del error para el caso no simétrico en una dimensién.

Para FEM-OF Trefftz-Herrera, FEM-OF Steklov-Poincaré y FEM-OF Petrov-Galerkin

con aproximacién cibicay FEM es O (l’l6 ) .
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7.2.3.- Aproximacion Cuadrdtica con Colocacion

Las funciones veO,, we O, y u, eDl(Q) se aproximan con polinomios cuadrdticos por

tramos en cada subdominio €2, y se utiliza colocacion con 1 punto gaussiano para construirlas.

Se emplea integracién por cuadratura con 3 puntos gaussianos. Se considera el pardmetro
V' =20. El orden de convergencia & del error para los tres métodos, FEM-OF Trefftz-

Herrera, FEM-OF Steklov-Poincaré y FEM-OF Petrov-Galerkin, con aproximacién cuadrdtica

G, =2 y colocacién es O(h4). En la figura 7.3 se muestra la grdfica del error vs. /.

Ejemplo 1, Colocacién, Cuadraticas

= TH —m—SP —® PG|

8.00
7.00

y=3.9942x-1.9
6.00

5.00

4.00

-Log(error)

3.00

2.00

1.00

0.00 ‘ ‘ ‘ ‘
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50

Log(h)

Figura 7.3.- Convergencia h del error para el caso no simétrico en una dimensién.

Para FEM-OF Trefftz-Herrera, FEM-OF Steklov-Poincaré y FEM-OF Petrov-Galerkin

. .y - s 4
con aproximacién cuadrdtica y colocacién es O (l’l ) .

156



Capitulo 7

7.2.4.- Aproximacion Cubica con Colocacion

Las funciones ve O, , we O, y u, €D, (Q) se aproximan con polinomios ctbicos por tramos

en cada subdominio €2, y se utiliza colocacion con 2 puntos gaussianos para construirlas. Se

emplea integracién por cuadratura con 3 puntos gaussianos. Se considera el pardmetro

V' =20. El orden de convergencia / del error para los métodos FEM-OF Trefftz-Herrera y
FEM-OF Steklov-Poincaré con aproximacién cibica G, =3 colocacién es 0(h4). Pero el orden
de convergencia /& del error para el método FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximacién ctbica

G, =3 y colocacién es O(h6 ) En la figura 7.4 se muestra la grdfica del error vs. /.

Ejemplo 1, Colocacién, Cubicas

|—®—TH —m—SP —A—PG |

14.00

12.00

10.00
y=5.9971x - 2.884
8.00

5
s r'ed
g 6.00
4 y = 3.9955x - 2.2039

4.00

2.00

0.00 ‘ ‘ ‘ ‘

0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50

Log(h)

Figura 7.4.- Convergencia /1 del error para el caso no simétrico en una dimensién.
Para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximacién clbicay colocacion es O(h )

Para FEM-OF Trefftz-Herreray FEM-OF Steklov-Poincaré con aproximacion ctbica y

L, 4
colocacién es O(h )
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7.2.5.- Casos con Adveccion Dominante

Se analiza el comportamiento de la convergencia /# del error del método FEM-OF Petrov-
Galerkin contra la velocidad de adveccién V (casos con adveccién dominante), con
aproximacién tanto cuadrdtica G, =2 como clbica G, =3 y FEM. Se observa que mientras
mayor es la velocidad de adveccién V', menor es el orden de convergencia h para el error y

mayor la magnitud del error. En las figuras 7.5 y 7.6 se muestra la grdfica de la convergencia

h del error vs. el Nimero de Peclet (Global) [56]:

Pe. =— (7.2.2)

En las figuras 7.7 y 7.8 se muestra la grdfica del error vs. h. En las figuras 7.9 y 7.10 se
muestra las funciones de base y las funciones de peso para algunos casos. Al respecto

obsérvese la asimetria de las funciones: mientras mayor es V', mayor es la asimetria.

Ejemplo 1, PG, Cuadratico, FEM

-4 Hﬁo\

w
(¢,

w

N
)

_\
o N

RN

Convergencia h del error

o
)

o

100 200 300 400 500 600
Numero de Peclet (Global)

o

Figura 7.5.- Caso no simétrico en una dimensién. Convergencia /1 del error vs. Nimero

de Peclet (Global) para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximacién cuadrdtica'y FEM.
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Ejemplo 1, PG, Cubico, FEM

(o]
|

o

»

w

N

Convergencia h del error

RN

0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 100 200 300 400 500 600

Numero de Peclet (Global)

Figura 7.6.- Caso no simétrico en una dimensién. Convergencia /1 del error vs. Niimero

de Peclet (Global) para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximacién clbicay FEM.

7.2.6.- Andlisis de Resultados

*

En las tablas 7.1, 7.2 y 7.3 se comparan los ordenes de convergencia / del error que se

obtienen en cada algoritmo.

FEM-OF Petrov-Galerkin para el caso no simétrico en una dimensién exhibe propiedades
de superconvergencia. Esta propiedad se presenta cuando se construyen las funciones

optimas aproximadas con FEM como con colocacidn.

El orden de (super) convergencia & del error es O(hZGQ) donde G, es el grado de los

polinomios en Q,, en lugar del orden O(hz(Ggfl)) que se obtiene al aplicar el método

directo de Steklov-Poincaré convencional con colocacién o el método indirecto de Trefftz-

Herrera convencional con colocacidn.
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Los tres métodos, FEM-OF Trefftz-Herrera, FEM-OF Steklov-Poincaré y FEM-OF
Petrov-Galerkin, para el caso no simétrico en una dimensién exhiben propiedades de

superconvergencia cuando se construye las funciones optimas aproximadas con FEM.

Los tres métodos, FEM-OF Trefftz-Herrera, FEM-OF Steklov-Poincaré y FEM-OF
Petrov-Galerkin, para el caso no simétrico en una dimensién exhiben propiedades de
superconvergencia cuando se construye las funciones optimas aproximadas con polinomios

cuadraticos G, =2.

Lo anterior se debe a que la aproximacion cuadrdtica con FEM y la aproximacién cuadrdtica
con colocacion resultan ser numéricamente iguales cuando se utiliza un punto gaussiano

para determinar el Unico pardmetro de las funciones de base o de peso.

WL =0 e Lu

Xit1

J-w/udx:O o (x.

i+l

x,.)w =0 (7.2.3)

X,

X

Los métodos FEM-OF Trefftz-Herrera y FEM-OF Steklov-Poincaré para el caso no

simétrico en una dimensién no exhiben propiedades de superconvergencia cuando se
construye las funciones éptimas aproximadas con polinomios ctbicos G, =3 (6 de mayor

grado) con colocacion.
Utilizando FEM-OF Petrov-Galerkin, se observa que mientras mayor es la velocidad de

adveccién V', menor es el orden de convergencia s del error y mayor la magnitud del

error.
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Aproximacién

TH Convencional

(Colocacién)

SP Convencional

(Colocacién)

Cuadréticas en O k

Cubicas en Qk

o(#’)

o(#')

o(#’)

o(#')

Tabla 7.1.- Convergencia /i del error en una dimensién para el caso no simétrico.

Caracterizaciones convencionales con colocacién.

Aproximacion

FEM-OF TH

(Colocacién)

FEM-OF SP

(Colocacién)

FEM-OF PG

(Colocacién)

Cuadrdticas en €2,

Cibicas en €2,

o(#')

o(#')

o(h*)

o(i')

o(h*)

o(#')

Tabla 7.2.- Convergencia h del error en una dimensién para el caso no simétrico.

Caracterizaciones FEM-OF con colocacidn.

Aproximacion FEM-OF TH FEM-OF sP FEM-OF PG
(FEM) (FEM)
Cuadrdticas en Qk O(h4) O(h4) 0(/’14)
Clbicas en Qk O(h6) O(h6) 0(/’16)

Tabla 7.3.- Convergencia /1 del error en una dimensién para el caso no simétrico.

Caracterizaciones FEM-OF con FEM.
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-Log(error)

Ejemplo 1, PG, Cuadratico, FEM

—— V=50 ——V=100 —4—V=150 —@-V=200 —<©—V=250
—B8-V=300 —aA—-V=350 —©-V=400 —X—-V=450 —+—V=500

6.00
5.00
y =4.016x - 3.5427
4.00
y = 4.0627x - 4.8591 /
3.00
y = 4.0558x - 5.5392 /
y = 3.7958x - 5.4678 f
2.00 P
y = 3.5586x - 5.3119 I/
y = 3.3419x - 5.1173
y = 3.1436x - 4.9066
y =2.9619x - 4.6918
1.00 {
y = 2.7952x - 4.4796
y = 2.6419x - 4.2739
0.00 ‘ ‘ ‘ ‘
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50

Log(h)

Figura 7.7.- Caso ho simétrico en una dimensién. Convergencia h del error con

respecto a la velocidad de adveccién V' de FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximacién

cuadrdticay FEM.
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-Log(error)

Ejemplo 1, PG, Cubico, FEM

—— V=50 —4&—-V=100 —4—V=150 -—@-V=200 ——V=250
—+H8-V=300 —A—-V=350 —©-V=400 —X-V=450 —+—V=500

10.00
9.00
8.00
y = 6.0105x - 4.7813 /
7.00 )
6.00 A
y = 6.0418x - 6.6626 ///.
5.00
y =6.0112x - 7.6378 / }a
4.00 A
y = 5.7214x - 7.7441
y = 5.4499x - 7.6985 }
3.00 faa
y = 5.1956x - 7.5706 O,
y = 4.9576x - 7.3962
2,00 y = 4.7346x - 7.1959 %
y = 4.5258x - 6.982
y = 4.3301x - 6.7624
1.00
O-OO T T T T
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00

Log(h)

2.50

Figura 7.8.- Caso no simétrico en una dimensién. Convergencia /i del error con

respecto a la velocidad de adveccién V' de FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximacidn

clbicay FEM.
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-0.2} -0.2}
Figura 7.9.- Funciones de base -izquierda- y funciones de peso -derecha- con

aproximacién cuadrdtica para V' =20 -arriba-y V' =100 -abajo-.

0.12 0.14 0.06 0.08 0.12 0.14

Figura 7.10. - Funciones de base -izquierda- y funciones de peso -derecha- con

aproximacién cdbica para V' =20 -arriba-y V' =100 -abajo-.
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7.3.- Resultados en Dos Dimensiones

Sea la ecuacién diferencial eliptica parcial:

o’u  Ou ou ou
———— 4V, —+V,—+u= 7.3.1
6x2 ayZ X ax Y 6)/ fQ ( )
en Q= [O,I]X[O,l] , Sujeta a las condiciones de frontera homogéneas u(O,y) =0, u (l,y) =0,
u(x,O) =0, u(x,l) =0,y con solucidn totalmente continua u € C' (Q) (lo cual implica que las
condiciones de saltos prescritos son nulas). La  solucién  analitica es:

u(x,y) = Sen(nx)sen(ny).

Se introduce una particién  rectangular  uniforme de E E  subdominios

X

H:{(xl._l,xi)x(yj_l,yj)i=l,...,Ex;j=1,...,Ey}, donde x,=i/E, para i=0,.,E e

yj:j/E) para j=0,..,E . Los nodos inferiores de la frontera interior X son

{(x,.,y‘,)

i=1s B, =1 j =1, E, -1

Se trabajardn cuatro algoritmos. Primero, se aproximardn las funciones éptimas con polinomios
clbicos por tramos en la frontera interior X~ y con polinomios bi-cuadrdticos por tramos en el
interior de cada subdominio €, , utilizando FEM para su construccion. Segundo, igual que el
primer algoritmo pero utilizando colocacién para la construccion de las funciones éptimas.

Tercero, se aproximardn las funciones éptimas con polinomios cuibicos por tramos en la
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frontera interior X~ y con polinomios bi-clbicos por tramos en el interior de cada subdominio

), , utilizando FEM para su construccion. Cuarto, igual que el tercer algoritmo pero utilizando

colocacién para la construccion de las funciones optimas.

La aproximacién con polinomios cubicos por tramos en la frontera interior X y con polinomios

bi-cuadrdticos por tramos en el interior de cada subdominio €2, fue planteada en (6.4.2)-

(6.4.5). La aproximacién con polinomios clbicos por tramos en la frontera interior X y con

polinomios bi-clbicos por tramos en el interior de cada subdominio ), fue planteada en

(6.4.6)-(6.4.9).

7.3.1.- Aproximacion Cibica en ~ y Bi-cuadrdtica en O, con FEM

Las funciones ve O, y we O, se aproximan con polinomios cubicos por tramos en la frontera

interior X y con polinomios bi-cuadrdticos por tramos en cada subdominio €2, y se utiliza FEM
con 1 funcién de ponderacion local para construirlas. La funcién u, 51(9) se aproxima con
polinomios bi-cubicos por tramos en cada subdominio €2, . Se considera el pardmetro |K| =20
con A(Z) =45". Se utiliza integracién por cuadratura con 3x3 puntos gaussianos. El orden
de convergencia / del error para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximacién cibica Gy =3 en
2, bi-cuadrdtica G, =2 en Q, y FEM es O(h3'8). En la figura 7.11 se muestra la grdfica del

error vs. h.

7.3.2.- Aproximacion Cibica en ~ y Bi-cuadrdtica en (2, con Colocacion

Las funciones ve O, y we O, se aproximan con polinomios ctbicos por tramos en la frontera

interior 2 y con polinomios bi-cuadrdticos por tramos en cada subdominio €, y se utiliza
colocacion con 1x1 punto gaussiano para construirlas. La funcion u, € D, (Q) se aproxima con

polinomios bi-cubicos por tramos en cada subdominio €2, . Se considera el pardmetro |K| =20
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con A(Z) =45". Se utiliza integracién por cuadratura con 3x3 puntos gaussianos. El orden
de convergencia / del error para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximacién cibica Gy =3 en
2, bi-cuadrdtica G, =2 en Q, y colocacion es O(h“). En la figura 7.11 se muestra la

grdfica del error vs. /.

Ejemplo 2, Cuadratico (interior), V=20, Angulo=45

¢ FEM m Colocacion

6.00
5.00 Pad

= 3.8006x - 0.6883
4.00 Y ‘//.);
3.00

200 // y = 2.4397x + 0.1688

1.00

0.00 ‘ ‘ ‘
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00

Log(h)

-Log(Error)

Figura 7.11.- Convergencia /1 del error para el caso no simétrico en dos dimensiones.

Para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximacién clbica en 2 , bi-cuadrdticaen €2, y

colocacién es 0(1’12'4 ) . Para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximacion ctbica en 2,

bi-cuadrdticaen €, y FEM es 0(/’13‘8 ) .

7.3.3.- Aproximacion Cibica en ~ y Bi-cubica en (), con FEM

Las funciones ve O, y we O, se aproximan con polinomios ctbicos por tramos en la frontera

interior X y con polinomios bi-ctbicos por tramos en cada subdominio €2, y se utiliza FEM con
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4 funciones de ponderacidn locales para construirlas. La funcién u, l/)\1 (Q) se aproxima con
polinomios bi-cubicos por tramos en cada subdominio €2, . Se considera el pardmetro |K| =20
con &(Z) =45". Se utiliza integracién por cuadratura con 3x3 puntos gaussianos. El orden
de convergencia / del error para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximacién cibica Gy =3 en
¥, bi-cibica G, =3 en Q, y FEM es O(h”). En la figura 7.12 se muestra la grdfica del

error vs. h.

7.3.4.- Aproximacion Cibica en ~ y Bi-cubica en €2, con Colocacion

Las funciones v e fOVB y we 5: se aproximan con polinomios ctbicos por tramos en la frontera
interior X y con polinomios bi-clbicos por tramos en cada subdominio €, y se utiliza
colocacién con 2x2 puntos gaussianos para construirlas. La funcién u, € l/)\1 (Q) se aproxima
con polinomios bi-clbicos por tramos en cada subdominio €2,. Se considera el pardmetro
|K| =20 con &(Z) =45". Se utiliza integracién por cuadratura con 3x3 puntos gaussianos.

El orden de convergencia / del error para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximacion cibica

G, =3 en X, bi-clbica G, =3 en €2, y colocacion es O(h3'8). En la figura 7.12 se muestra

la grdfica del error vs. & .
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Ejemplo 2, Cubico (interior), V=20, Angulo=45

m FEM m Colocacion

8.00

6.00

4.00 | y = 3.8269x + 1.0183
2.00

-Log(Error)

0.00 ‘

0.00 0.50 1.00 1.50 2.00
Log(h)

Figura 7.12.- Convergencia h del error para el caso no simétrico en dos dimensiones.

Para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximacién clbica en 2, bi-cdbica en Qk y

colocacién es 0(]’13'8 ) . Para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximacidn cdbica en X,

bi-clbica en Qk y FEM es O(h3'8 )

7.3.5.- Casos con Adveccion Dominante

Se analiza el comportamiento de la convergencia /# del error del método FEM-OF Petrov-
Galerkin contra la velocidad de adveccion V (casos con adveccién dominante), con
aproximacién clbica Gy =3 en X, bi-cuadrdtica G, =2 en ), y FEM. Se observa que
mientras mayor es la velocidad de adveccidéh V', menor es el orden de convergencia /1 del

error y mayor la magnitud del error. En la figura 7.13 se muestra la grdfica de la convergencia

h del error vs. el Ndmero de Peclet (Global).

En la figura 7.14 se muestra la grdfica del error vs. h. En la figura 7.15 se muestra las
funciones de base y de peso para algunos casos. Al respecto, obsérvese que la asimetria de las

funciones se orienta en la direccion de la velocidad de adveccion V' .
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Ejemplo 2, PG, Cuadratico (interior), FEM
4
3.5 .\
E 3 \
[]
K=
©
5 2
c
[}]
915
(]
2
o 1
o
0.5
0 T T T T
0 50 100 150 200 250
Numero de Peclet (Global)

Figura 7.13.- Caso no simétrico en dos dimensiones. Convergencia /1 del error vs.

Ndmero de Peclet (Global) para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximacién cibica en

2, bi-cuadrdtica en Qk y FEM.

7.3.6.- Andlisis de Resultados

¢ En las tablas 7.4 y 7.5 se comparan los dérdenes de convergencia & del error que se

obtienen en cada algoritmo.

¢ FEM-OF Petrov-Galerkin para el caso no simétrico en dos dimensiones exhibe
propiedades de superconvergencia. Esta propiedad se presenta cuando se construyen las
funciones dptimas aproximadas con FEM. Pero no se presenta cuando se construyen las

funciones éptimas aproximadas con colocacion.
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¢ Si se construyen las funciones déptimas aproximadas con FEM, el orden de (super)

convergencia h del error es O(min{Gz+1,2GQ}) donde G, es el grado de los

polinomios en ~ y G, es el grado de los polinomios en €2, .

¢ Si se construyen las funciones optimas aproximadas con colocacion, el orden de

convergencia / del error es O(rnin{G2 +l,2(GQ —1)}).

¢ Utilizando FEM-OF Petrov-Galerkin, se observa que mientras mayor es la velocidad de

adveccién V', menor es el orden de convergencia & del error y mayor la magnitud del

error.

Aproximacién FEM-OF PG FEM-OF PG

(Colocacién) (FEM)
Cibicaen 2 y O(h“) O(h3‘8)
bi-cuadrdtica en Qk
Tabla 7.4.- Convergencia h del error en dos dimensiones para el caso no simétrico.
Aproximacion TH Convencional SP Convencional FEM-OF PG FEM-OF PG
(Colocacién) (Colocacién) (Colocacién) (FEM)
Clbicaen X y O(ha.s) O(ha.s) O(ha.s) O(h3.8)
bi-clbica en Qk

Tabla 7.5.- Convergencia h del error en dos dimensiones para el caso no simétrico.
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-Log(error)

5.0000

4.5000

4.0000

3.5000

3.0000

2.5000

2.0000

1.5000

1.0000

0.5000

0.0000

0.0000 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000 1.0000 1.2000 1.4000 1.6000 1.8000 2.0000

Ejemplo 2, Angulo=45

‘0V=50 HV=100 AV=150 @ V=200 XV=250 +V=300 ‘

]

/4

/1

/%

y = 2.6937x - 1.0452
y = 2.5674x - 1.0407
y = 2.4706x - 1.0351

y=36849x-1.2381 ¢f
y = 3.1742x - 1.1264
y =2.843x-1.016

log(h)

Figura 7.14.- Caso no simétrico en dos dimensiones. Convergencia /1 del error con

respecto a la velocidad de adveccién V' de FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximacion

clibicaen X, bi-cuadrdtica en {2, y FEM.
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Figura 7.15.- Funciones de base -izquierda- y funciones de peso -derecha- con

aproximacién cibica en 2 y bi-cuadrdtica en Qk para |K| =100 con dngulos de

A(K) =07 -primer renglén-, £ (K) =45" -segundo renglén- y A(K) =90° -

tercer renglén-.
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8.- Anadlisis del Error

Sea Oy =N,NN,NN, <D (Q) el espacio de funciones dptimas de base (exactas) de
dimensién infinita; en este espacio se satisface (exactamente) la condicion impuesta por el

espacio hulo N, . Sea u € O, la informacién buscada (exacta).

Dentro del espacio de funciones 6ptimas de base de dimensidn infinita 0, , se elige un espacio
de funciones éptimas de base pero de dimensién finita O_B cO0,; en este espacio también se
satisface (exactamente) la condicién impuesta por el espacio nulo N, , pero las trazas de sus
funciones en la frontera interior X son polinomios por tramos. Sea ue O_B la proyeccidon de la

informacidn buscada en O, . Entonces se ha introducido una primera fuente de error: un error

de proyeccién.

Ahora bien, el espacio de funciones dptimas de base de dimensién finita O, , se aproxima con

un espacio de funciones de base también de dimensién finita O, c D, (Q), pero cuyas

funciones ya no son éptimas. En este espacio se satisface aproximadamente la condicién

impuesta por el espacio nulo N, , ya que sus funciones estdn formadas en el interior de los

subdominios €2, por polinomios por ftramos (sus trazas en X también son polinomios por

tramos). De aqui que O, & O, . Sea u € O, la aproximacion de la informacion buscada en O, .

Entonces, se ha introducido una segunda fuente de error: un error de aproximacion.
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Sea O_TENQﬂNCﬂNRK < D, (Q) el espacio de funciones éptimas de peso (exactas) de
dimensién finita; en este espacio se satisface (exactamente) la condicion impuesta por el

espacio nulo N, y las trazas de sus funciones en la frontera interior X son polinomios por

tramos. Sea w € O_T una funcién éptima de peso (exacta).

Ahora bien, el espacio de funciones éptimas de peso de dimension finita O, , se aproxima con

un espacio de funciones de peso también de dimensién finita O, < D,(Q), pero cuyas
funciones ya no son éptimas. En este espacio se satisface aproximadamente la condicion
impuesta por el espacio nulo N, ya que sus funciones estdn formadas en el interior de los

subdominios €2, por polinomios por ftramos (sus trazas en X también son polinomios por

tramos). De aqui que b; < O_T Sea we 5: la aproximacién de una funcion de peso dptima en

0, .

Es importante hacer notar que las funciones de peso aproximadas w e O, tienen las mismas

trazas en 2 que las funciones 6ptimas de peso w e O, . De esta forma, al construir ambas se

resuelve los mismos problemas locales bien planteados (con solucién tnica), solo que en el caso
de las funciones optimas se obtiene una solucion analitica y, en el otro caso, una solucién
aproximada con ayuda de alglin método numérico (por ejemplo: FEM o colocacién). Entonces se
puede establecer una biyeccion entre las funciones de peso aproximadas y las funciones

optimas de peso.

Notacion. - Se introduce la siguiente notacién:
Sea e=u—u el error de proyeccién para la informacion buscada.
Sea e=u—u el error de aproximacién para la informacién buscada.
Sea e=e+e=u—u el error total para la informacion buscada.

Sea n =w—w el error de aproximacion para las funciones éptimas de peso.
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Primero se hardn los siguientes planteamientos bdsicos de los cuales parte este andlisis del

error. La informacion buscada u € O, cumple que:

—<S;;Z¢,v_v> =(f.w) vweo, 8.1)

Puesto que Vwe O_T se tiene que Qv_v =0, consecuentemente <Q*u,v_v> =0. Entonces de (8.1)

se tiene que:

(0 =sp)ww)=(f,w) vweo, 8.2)

La proyeccidn de la informacion buscada u € O, también cumple que:

~(Sxuw)=(f,w)  Vweo, (8.3)

La aproximacion de informacién buscada u € O, cumple que:

(0 =si)uww)=(sw) Vweo, (8.4)

Debido a la biyeccién entre los elementos de O_T y O, , las afirmaciones Yw e O_T y Vwe ONT

son equivalentes. Entonces de (8.4) se tiene que:

(0 -85 )uw)=(f,w)  vweO, (8.5)

El objetivo de este andlisis del error es que a partir de las expresiones (8.2), (8.3) y (8.5), las
cuales involucran las funcionales <S,’Q£t,v_v> <S,*<;,v_v> y <S;<ﬁ,va> (la informacién buscada
exacta, la proyeccion de la informacion buscada y la aproximacion de la informacion buscada
respectivamente), se deduzca la funcional <S1*<e,v_v> que representa el error total de la

informacidn buscada en la frontera interior X . Este objetivo se logra en el teorema 8.5,

previamente desarrollando los lemas 8.1 al 8.4.
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Lema 8.1. - Una expresién equivalente a (8.5):
(0 =st)ww)=(f.w) vweo,

es:

—<S,’;&,»7>=—<(Q*—S;;);,n>+<f,§v> YweO, (8.6)
Demostracion.

En efecto, partiendo de (8.5):
(" =Sk )uw)=(fw)

Sustituyendon = w—w, se tiene que:

(07 =si)iwn)=(r.w)

(0" =50 )uw)+{(@ =Sk )Jun) = (£.w)

(00 (s =—{(0" -3 i)+ .5)

Finalmente, considerando que Yw e O, se tiene gue Qw =0, entonces:
~(Spw) =={(0 =3 e ) +(1.1)

O

Lema 8.2. - Si se resta (8.3):

—<S,*<;,v_v> = <f,v_v> VYwe O,

de (8.6):
~(Spuw)=—=((0 = S; Jun)+(f,w) VweO,
se tiene que:
<S;‘;é,v_v>=—<(Q* —S;)&,n>+<f,n> YweO, (8.7)
Demostracidn:

En efecto, partiendo de (8.6):

{siin)={l0" -5t im) {17

Restando (8.3) se tiene que:
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~(Spu )+ (Spuw)=~((0 =53 i )+ (£.0) = (1. w)
(5521 8)= (0 -5 5
Finalmente, sustituyendo e =u—u y N =w—w, se tiene que:
(Sienw)=={("=siJum)+{sn)

O

Lema 8.3. - Si se sustituye (8.2):
<(Q* —S;;)&,v_v> =(f.w)  VweO,
en (8.7):
(Sie,w)= —<(Q* —S;);t,n>+<f,‘r]> YweO,
se tiene que:
(Ske.w)=((0"-Si)en) VweO, (8.8)
Demostracién:

En efecto, partiendo de (8.7):
(Sce.w)==((Q" =S )um)+(/n)
Sustituyendo (8.2) se tiene que:

(s16w) ==((0 =i )in) +((0 -5t i)
(siem)=((0" =) (i=it)n)

Finalmente, sustituyendo e =1 —1u , se tiene que
(siew)=((0"-Si)en)

O

Lema 8.4. - Una expresion equivalente a (8.8):
<S;;é,7v> - <(Q —S;;)e,n> YweO,

es:
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(Sxe,w)=(Pen) VweO; (8.9)

Demostracion:

Recuérdese que e = n—u yn= W—w.

En efecto, partiendo de la formula de Green-Herrera:
(P-B=R,~S,)en)=((0"~C"~ R, -5} )em)
se tiene lo siguiente:

<Be,n>:<B(;t—;¢),n>:O ya que ZlENB cé\B y por construccion LNIE/O\;

satisface (exactamente) la condicion Bu =0, ya que u=0 en Q.

(Rem) = <RJ (LAl —Zt),n> =0 yaque ue N, < O, y por construccion u e O,
satisface (exactamente) la condicion R J;t =0, yague [ﬂ =0 enZ.
<C*e,n>=<Cn,e>=<C(va—v_v),e>=0 ya gque weN.cO, y por
construccion w e 5; satisface (exactamente) la condicion Cw=0), ya que
w=0 en Q.

<R,*<e,n> = <RKn,e> = <RK (;v—v_v),e> =0 ya gqgue we Np. CO_T y por
construccion w e b: satisface (exactamente) la condicion R, w=0, ya que
[;v] =0enX.

Entonces, considerando las funcionales bilineales anteriores gue se anulan en la

formula de Green-Herrera se tiene que:

(P-5,)em)={(0 -5 Jem).

Ahora bien, el siguiente punto serd de importancia fundamental para el andlisis

del error. Para el BVPJ eliptico de segundo orden se tiene que:

(S,em) = <SJe,v~v—v_v> = j[gn OVe]mdgz 0

z
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puesto que existe una biyeccion entre los elementos de O_T y 0, , ya gue
we O_T tiene las mismas trazas en X que we b; . En consecuencia w=w en
Xy w—w=0. Considerando lo anterior:

(Pem) = <(Q* ~ Sy )e,n>

Finalmente, sustituyendo el resultado previo en (8.8) se tiene gue:

<S,*( e, v_v> = <(Q* -8k )e,n > = <Pe,n>

O

Teorema 8.5. - Sea un BVPJ eliptico de segundo orden con solucion Unica u € O, . Sea u € O,

la informacion buscada de la solucién en ~. Sea O_B y O_T un espacio de funciones de base y
de peso optimas cuyas trazas en X son polinomios de grado 3 por tramos G; =3. Sea ue O_B

la proyeccién de la informacion buscada. Sea O, y O, un espacio de funciones de base y de

peso aproximadas cuyas trazas en X sonh polinomios de grado 3 por tramos G, =3,y cuyo

interior en cada subdominio €2, son polinomios de grado 2 por tramos G, =2. Sea ue b; la

aproximacion de la informacion buscada. Se utiliza FEM para resolver los problemas locales que

definen a las funciones de base y de peso. Entonces el error total de la informacién buscada

e:;t—;t:EwL; en X:
(Sie,w)=(Sve,w)+(Se,w) (8.10)

tiene un orden de convergencia / del error O(h4).
Demostracion:

Con respecto al primer sumando de (8.10), <S,*< e, v_v> = <S,*< (Ijl - &) , w> , éste es

O(h4) porgue ue O_B tiene trazas en X~ que son polinomios de grado 3 por

tramos Gy =3 .
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Con respecto al sequndo sumando de (8.10), <S,*< e, v_v> , se tiene lo siguiente. En
el lema 8.3 se establecid que: <S,*< e, v_v> = <(Q* - Sk )e,n> . Luego, en el lema
8.4 se establecid que: <S,*< e, v_v> = <( o -8y )e,n> = <Pe,n> , utilizando el

hecho de que <S Je,n> =0 ya que existe una biyeccion entre we O_T y we 5; .

Entonces resulta que:
<S,*(é,v_v> = <Pe,n> = Z '[ (;v—v_v)/ (LAl —;t)dg
i Q;
es O (h4) porque la aproximacion de la informacion buscada ue 5; y las

funciones de peso aproximadas w e O, son polinomios de grado 2 por tramos

G, =2 en el interior en cada subdominio ), y fueron construidas resolviendo

problemas locales con FEM. Esto es: (;v—v_v) y (Ijl —;l) son O(h3),'
< (;l —;t) es O(hl) porque el operador diferencial es de 2° orden; el

producto (;v—v_v) < (;l—;l) es O(h4),' finalmente, la integracion aumenta

de orden pero la sumatoria lo disminuye de igual manera, por lo que éste no se

altera,

En conclusion, la suma: <S,*<e, v_v> = <S,*<;+ e, v_v> = <SK E, v_v> + <SK e, v_v> , tiene un
orden de convergencia h del error O (h4 ) :

O
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9.1- Conclusiones

1.- El Método de Elementos Finitos con Funciones Optimas (FEM-OF) presentado en este
trabajo es una forma de implementar una teoria general de Métodos de Elementos Finitos
formulada con funciones de base y de peso discontinuas definidas por tramos, de modo que
éstas puedan ser totalmente discontinuas a través de las fronteras interiores que separan los
elementos de la particion de un dominio. En este tipo de espacios se formulan problemas de

contorno con saltos prescritos (BVPJ).

2.- Se presenta un marco teérico unificado para el desarrollo de los métodos directos y de los

métodos indirectos: el marco tedrico de las Funciones Optimas. Aunque estos métodos se
relacionan a través de las formulas de Green-Herrera P—B—J =0"—C" - K", se habian
desarrollado por separado. Especificamente, el marco tedrico unificado se desarrolla a partir

de la introduccion de una pareja de descomposiciones duales de los operadores: S, +R, =J y

Sy + R, =K . Con base en estas descomposiciones duales se definen los espacios de funciones
Sptimas de base O, =N,N, NN, c 51(9) y de funciones dptimas de peso
6; =N,NNNN, cl/):(Q). En el espacio de funciones éptimas se cumple la siguiente
propiedad: (S,v,w)= <S[*<V, w> ,V(v,w)e 0, (Q)xé; (€2), la cual significa que una funcién

optima de base contiene la informacion buscada de la solucién si y solo si cumple con las

condiciones de continuidad de Poincaré-Steklov en la frontera interior X .

3.- Con base en el marco tedrico de las Funciones Optimas, se presenta una familia de métodos,

cuyos miembros se diferencian entre si por el uso diferente de los espacios especializados de
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funciones de base y de funciones de peso. Los métodos presentados son: el método indirecto
de Trefftz-Herrera, el método directo de Steklov-Poincaré y el método de Petrov-Galerkin. La
diferencia entre ellos es la siguiente. El método indirecto Trefftz-Herrera utiliza solamente
funciones éptimas de peso; el método directo de Steklov-Poincaré utiliza solamente funciones
optimas de base; el método de Petrov-Galerkin utiliza tanto funciones éptimas de base como

funciones 6ptimas de peso.

4.- Sea el BVPJ con condiciones de frontera homogéneas (g =0):
(P-B-J)u=f—j
con condiciones de saltos prescritos j = Ju,. Entonces su formulacién débil (alternativa) que

se propone para el marco teérico de las Funciones Optimas es:

(P=B=)v,w)=(f = Pus,w)~((P=B=J)up,w) ¥weO,

donde la informacién buscada en la frontera interior ~ es ve O, vy la solucion del BVPJ en

todo el dominio Q es u =vVv+u,+uy. A esta misma formulacién débil alternativa se le puede

aplicar cualquiera de los tres métodos mencionados anteriormente; la diferencia radica en la

forma de utilizar los espacios de funciones éptimas.

5.- La forma de implementar numéricamente las formulaciones débiles alternativas es

mediante los Métodos de Elementos Finitos con Funciones Optimas. La manera de hacerlo es
sustituyendo los espacios de funciones dptimas O, y O, de dimensién infinita, por otros

espacios de funciones dptimas O_B y O_T pero de dimensién finita. Estos dltimos son espacios
cuyas funciones poseen trazas que son polinomios por tramos en la frontera interior X. De
esta forma se introduce un error de proyeccién. Asi, para cada una de las metodologia
mencionadas anteriormente, se introduce un Método de Elementos Finitos con Funciones
Optimas particular: FEM-OF Trefftz-Herrera, FEM-OF Steklov-Poincaré y FEM-OF Petrov-

Galerkin.

6.- Si se aplica la metodologia de discretizacion FEM-OF en las formulaciones débiles

alternativas se obtiene lo siguiente. Sea una base del espacio de funciones optimas de base de
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dimensién N tal que O, =generado{vl,vz,...,VN}. Sea una base del espacio de funciones

éptimas de peso de dimensién N tal que O_T=generado{w',w2,...,wN}. Sea Vv la

Entonces, los coeficientes {Cl, C,,..., CN} satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones:

Sc, (P=B=)VP o) =(f = Pug,w ) =((P= B~ Jup. ")

B=

para o0 =1,2,..., N

Como ya se menciond, la diferencia entre los tres métodos FEM-OF mencionados

anteriormente radica en la forma de utilizar los espacios de funciones éptimas.

7.- Para el caso simétrico, esto es, cuando el operador diferencial es autoadjunto, los espacios
de funciones éptimas O_B y O_T son iguales. Esto provoca que los tres métodos FEM-OF
Trefftz-Herrera, FEM-OF Petrov-Galerkin y FEM-OF Steklov-Poincaré sean esencialmente el

mismo método. Adicionalmente se tiene que la funcional

<(P—B—J);,v_v>:<(P—B—J)v_v,\_/> es simétrica. Si ademds el operador diferencial es

positivo definido, la funcional <(P—B —J);,v_v> genera una matriz de coeficientes simétricay

positiva definida para el sistema de ecuaciones.

8.- Para el caso ho simétrico, esto es, cuando el operador diferencial no es autoadjunto, los
espacios de funciones dptimas O, y O, son diferentes. Esto provoca que los tres métodos

FEM-OF Trefftz-Herrera, FEM-OF Petrov-Galerkin y FEM-OF Steklov-Poincaré sean
diferentes métodos. Particularmente, el método FEM-OF Petrov-Galerkin cobra relevancia ya
que se trabaja efectivamente con espacios de funciones éptimas de base y dptimas de peso
distintos. En la prdctica, cuando se trabaja con una aproximacion de las funciones éptimas (y no
con las funciones optimas “exactas”), el hecho de utilizar espacios de funciones de base y de

peso diferentes mejora la precision de los algoritmos.
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9.- Al aplicar la metodologia FEM-OF a un BVPJ eliptico general de 2° orden:

L E—VO(gOVu)+V0(Zgu)+cu = f, encada Q,
con condiciones de frontera tipo Dirichlet homogéneas, con condiciones de saltos prescritos
[u]=j§ y [c_ln OVu] = js en X, e informacién buscada el promedio de la solucién en T, se
obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

C ZJ-{VV oaOVW_— BQ'VF-FCVBF}CJE =

[3:1 i=l Q,

J.{VuPOaOVw —u,beVw* +cup_}d§

i=l

:ii(fg—/ )w“d

i=1

para o =1,2,..,.N

el cual en su forma matricial es 4 C =B, donde los elementos del vector de incégnitas
C= HCB]I de tamafio N son los coeficientes CB , los elementos de la matriz de coeficientes

A= [[Au[5 ]] de tfamafio N x N son:

=iI{VV_ﬁOQOVF b \YAThe cvﬁw“}dg

i=1 Q

y los elementos del vector de términos independientes B = [[Ba]] de tamafio N son:
E

B, ZZJ(/‘Q—/ u;)Fdz—ZE:j{Vupog-VE—uPl_a-vouPﬁ}@
i=1

i=1 Q,

10.- Nétese que para calcular la matriz de coeficientes y el vector de términos independientes
del sistema de ecuaciones, solamente se requiere hacer integraciones en el interior de los

subdominios y no en sus fronteras.

11.- En el espacio de funciones dptimas se tiene que V(;,v_v) €0, %0, :
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(P=B=J)v,w)= i]{v?-g-vv_v—@-v%c%}dy_c

i=l o

lo cual, aunque aparece en el contexto de un BVPJ, es una expresion tipica de los métodos FEM

convencionales.

12.- Para el caso simétrico, esto es, cuando el operador diferencial es autoadjunto, se tiene

que V(V,w)eO_BXO_T:
E _ -
<(P B— J > ;I{VVOQOVW+CVW}Q’§

expresion que tiene las propiedades de ser simétrica y positiva definida. Lo anterior genera

una matriz de coeficientes simétrica y positiva definida para el sistema de ecuaciones.

13.- El BVPJ con saltos (condiciones de saltos prescritos no nulas) o sin saltos (condiciones de
saltos prescritos nulas) posee la misma dificultad. Esto se debe a que en ambas situaciones la
matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones es la misma. De hecho, la informacién
relacionada con las condiciones de saltos prescritos se encuentra en el vector de términos

independientes del sistema de ecuaciones.

14.- La metodologia FEM-OF presenta una importante reduccién en los grados de libertad con

respecto a la metodologia FEM convencional (con funciones de peso clase C° (5) ). Para hacer

la comparacion considérese el caso de funciones aproximantes hechas con polinomios cubicos y
un dominio cuadrado para dos dimensiones o un cubo para tres dimensiones, con una particion

rectangular uniforme de E elementos por dimensidn.
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FEM con FEM con FEM con
Grados de funciones funciones funciones FEM-OF
libertad discontinuas C’'(Q) C'(Q)
1 dimension 4E 3E 2E E
2 dimensiones 16E? 9E® 4F° 3E?
3 dimensiones 64E> 27E? 8E’ 1E°

15.- En la prdctica, los espacios de funciones optimas O, y O, se aproximan con espacios de

funciones O, y O,, también de dimension finita N, cuyos miembros aproximan a las
funciones 6ptimas. Son espacios cuyas funciones son polinomios por tramos en el interior de los

subdominios €. y que poseen trazas que también son polinomios por tramos en la frontera
interior X . En estos espacios que aproximan a las funciones dptimas, esto es que las

condiciones que imponen los espacios nulos N, para las funciones de base ( #Z v=0),y N,

£
para las funciones de peso ( ‘4/ w=0), solamente se pueden satisfacer aproximadamente con

ayuda de algliin método numérico; por ejemplo: FEM o colocacién.

16.- En este trabajo se presentan BVPJ simétricos y no simétricos, para una, dos y tres
dimensiones, construyendo las funciones de base y de peso con FEM y con colocacién. Para una
dimensién se presentan aproximaciones con polinomios cuadrdticos en €. y con polinomios
cubicos en €. Para dos dimensiones se presentan aproximaciones con polinomios cubicos en X
y bi-cuadrdticos en ., ademds de polinomios clbicos en X y bi-clbicos en .. Para tres

dimensiones se presentan aproximaciones con polinomios bi-ctbicos en X y tri-cuadrdticos en

(2,, ademds de polinomios bi-clbicos en 2 y tri-clbicos en Q..
17.- En una dimension, el método FEM-OF Petrov-Galerkin cuando se aproximan las funciones

optimas con FEM o con colocacién, exhibe propiedades de superconvergencia. Se tiene que el

orden de convergencia h del error es O(th“) donde G, es el grado de los polinomios en
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Q),, en lugar del orden O(hz(G“_l)) que se obtiene al aplicar los métodos directo de Steklov-

Poincaré o indirecto de Trefftz-Herrera convencionales con colocacién.

18.- Para el caso simétrico en dos y en tres dimensiones, el método FEM-OF Petrov-Galerkin
cuando se aproximan las funciones dptimas con FEM o con colocacidn, no exhibe propiedades de

superconvergencia. Si se utiliza FEM, el orden de convergencia /s del error es

O(min{G, +1,G, +1}) donde G; es el grado de los polinomios en X y G, es el grado de los

polinomios en €2.; mientras que con colocacidn, O(min{G2 +1,2(GQ —1)}).

19.- Para el caso no simétrico en dos dimensiones, el método FEM-OF Petrov-Galerkin cuando

se aproximan las funciones éptimas con FEM, exhibe propiedades de superconvergencia. Se

tiene que el orden de convergencia / del error es O(min{Gz +1,2GQ}). Pero cuando se

aproximan las funciones éptimas con colocacién, no exhibe propiedades de superconvergencia.

En este (ltimo caso, se tiene que el orden de convergencia s del error es

O(min{G, +1,2(G, - 1)}).

20.- Por superconvergencia se entiende lo siguiente. En dos dimensiones, se alcanza el mismo

orden de convergencia s del error 0(h4) utilizando para aproximar la solucidn polinomios

clbicos en X y polinomios bi-cuadrdticos en €2, que utilizando polinomios clbicos en 2 y
polinomios bi-cibicos en €. La diferencia radica en que para calcular los polinomios bi-

cuadrdticos se requiere determinar un solo pardmetro, mientras que para calcular los
polinomios bi-clbicos se requiere determinar cuatro pardmetros. En este sentido, se puede
reducir el grado de los polinomios aproximantes en el interior de los subdominios €2,

obteniendo la misma precisién en los algoritmos. De esta forma se introducen algoritmos de un

solo pardmetro.

21.- Cuando se aproximan las funciones de base y de peso mediante colocacién, durante el

procedimiento se tiene que calcular hasta derivadas de segundo orden:
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=0

X6

(—V O(gOVV)‘FV 0(12V)+CV)

En cambio, cuando se aproximan las funciones mediante FEM, solamente se tiene que calcular

hasta derivadas de primer orden:

j(vV-g-VW—vQ-VWJrcvW)d;_c:o
Q;

Ademds, en el primer caso las cuadraturas locales y globales no coinciden; mientras que en el

segundo caso, si coinciden.

22.- Adicionalmente, se presentan diversos BVPJ: problemas ho homogéneos, problemas con
condiciones de frontera no homogéneas, problemas con condiciones de salto no homogéneas
tanto en la funcidn (solucién discontinua) como en su derivada (solucién continua con derivada
discontinua), problemas con coeficientes variables, problemas con coeficientes discontinuos y
problemas con adveccién dominante. En todos ellos aplica la metodologia FEM-OF con el mismo
grado de dificultad (o de facilidad) y se obtienen los ordenes de convergencia / del error

esperados.
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9.2.- Trabajo Futuro

Se propone el desarrollo de la metodologia FEM-OF para los siguientes casos, ya que se han

hecho algunos desarrollos con colocacion-TH:

¢ FEM-OF aplicado a problemas de Elasticidad (Sistemas de Ecuaciones Diferenciales).
¢ FEM-OF para la EDP Bi-armdnica.

¢ Enfoque con splitting .

¢ Enfoque sin splitting.
¢ FEM-OF para el caso Parabdlico [59].

¢ Enfoque con Semidiscretizacion en el Tiempo.

¢ Enfoque con Espacio-Tiempo.

Se propone introducir técnicas de descomposicion de dominio -aplicar cémputo en paralelo- en
la metodologia FEM-OF. Los problemas en tres dimensiones lo requieren debido a los tamafios

de las matrices que resultan como consecuencia de la discretizacién y de los grados de libertad

asociados a cada nodo que son de orden E°.

También se propone investigar acerca de la introduccién de una difusién artificial numérica en

la metodologia-TH [59,60 a 62].
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A.- Implementacién de Funciones Optimas en 2 Dimensiones

Sea la ecuacién diferencial parcial eliptica [50, 51, 76]:
/uE—VO(QOVu>+VO(Qu)+cu=fQ (A.1)

en un dominio € con una particion II, sujeto a condiciones de frontera tipo Dirichlet

homogéneas u =0 en dQ), y con condiciones de salto nulos [u]=[a, ®Vu]=0 en 3, es decir,

se trata de un problema con solucién continua y primeras derivadas continuas a través de X.

Se analizard el caso bidimensional.

La ecuacidn diferencial parcial eliptica en dos dimensiones en coordenadas cartesianas es:
o’u o’u o’u N
—_—— a —
22
0yox oy’

(A.2)
+| b, _ Gy, ay 8_u+ b, _Gay _Oay 8—u+ c+%+% u=f,
ox Oy )ox ox 0y )oy ox oy
Por otro lado, el operador diferencial adjunto general es:
/*WE—V.(QOVW)—Z_?.VW-FCW (A.3)
y para dos dimensiones en coordenadas cartesianas es:
. o’w o’w o’w
< ' w=-a,——(a, +a21)8y8x azzWWL
(A4)
L p Oan _Oay (0w [, Oay Oay |Ow
Yo oy Jox ox 0Oy )oy
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Figura A.1.- Dominio rectangular €2 y particién rectangular uniforme IT.

Sea un dominio rectangular Q:[xo,xE]x[yo,yE]., con una particién rectangular uniforme
IT= {Ql,...,QM} con M =EE,  subdominios. De esta forma Ax:(xE - X, )/Ex e
Ay =(yE —yo)/Ey , Y los nodos (xl.,yj) tiene coordenadas x; = x, +iAx para i=0,...,E e
Y, =Yy +JjAy para j=0,..,E . La particién es inducida por la coleccién de rectas x=x, e

Yy =1y, . lacual conforma la frontera interior X . Véase la figura A.1.
A.1.- Aproximacion de la funcion u,

Primeramente, nétese que la funcion u, (x,y) no pertenece al espacio vectorial de funciones
optimas de base. La funcién u, (x,y) se construye con polinomios bi-clbicos por tramos en el
interior de cada subdominio Q, = [xl._l,xl.]x[yj_l,yj:l para i=1,...E_ j=1,.,E  Estoes:

u, (x,y)= C;'Hil—l (X)H;_l )+ C;Hil—] (X)H; »
FCH!OH) () + CH (H ()

J

(AD)

donde H;(e) y H/(®) son polinomios cibicos de Hermite apropiadamente escalados en
[xi_l,xl.]x[yj_l,yj} y Cijf son pardmetros que se calculan apropiadamente de modo que

Up (x,y) satisfaga la ecuacion diferencial no homogénea por separado en cada subdominio €, .

Véase las figuras A.2'y A.3.
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(vigy) (3

Q,

(xiflﬂyjfl) (xi’y.ifl)

Figura A.2.- Subdominio Qk = [xl._l, xi]x [yj_l,yj}

A.1.1.- Construccion de u, con Colocacion

Cuando se construye la funcion u, (x,y) con colocacion, ésta debe satisfacer la ecuacion
diferencial no homogénea solamente en los puntos gaussianos en cada uno de los subdominios
Q, = [xl.fl,xl.]x[yjfl,yj], para i=1,...E , j=1,..,E . Puestoque u, (x,y) se aproxima con
polinomios bi-cubicos, se requiere de 2x2 puntos gaussianos en cada subdominio €2, .

Entonces se tiene que:

<Lu,

(xg,y“") :fQ (Xg’yg) (Aé)

donde (xg,yg) significa cada uno de los puntos (x*,y*), (x*,y**), (x**,y*), (x**,y**),

ok

donde a su vez x’ =x[—%(l+%)(x[—xi71) e x =x[—%(l—%)(xi—xl_4) son los puntos

gaussianos del infervalo [xl._l,xi] , mientras que Y = Y, —%(1+%)(yj —yj_l) e

Hox

y =yj—%(l—%)(yj—yj_l) son los puntos gaussianos del intervalo [yj_],yj]. Con lo
anterior se establece un sistema de 4 ecuaciones con 4 incégnitas C CU2 C;, C; en cada

i i

subdominio €, .
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Figura A.3.- Polinomios bi-clbicos de Hermite Hé (x) H(l) (y) -arriba, izquierda-,

I‘[l1 (X)Hé (y) -arriba, derecha-, Hé ()C)[‘Il1 (y) -abajo, izquierda-,

[’]11 (x)Hll (y) -abajo, derecha- en el dominio [0,1] X [0,1].

A.1.2.- Construccion de u, con FEM

Cuando se construye la funcién u, (x, y) con FEM, ésta debe satisfacer la integral de la
ecuacién diferencial no homogénea ponderada con las funciones de peso locales en cada
subdominio Q, =[xi71,xi]x[yj71,yj]. Puesto que u,(x,y) se aproxima con polinomios bi-

cubicos, se requiere de 4 funciones de peso locales en cada subdominio €2, .

Primero, sean las funciones de peso locales en cada subdominio QQ, = [xi_l,xi]x[yj_l,yj] para

i=1.,E,, j=1..E,:
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Wy =H_,(0)H, () (A7)
W} =H (x)H(y) (A.8)
Wi =H}(x)H_ () (A.9)
Wy =H(x)H}(») (A.10)

Véase la figura A.3.

Segundo, la funcién u, (x,y) debe satisfacer las siguientes condiciones:
Alup, W) =(fo, 7)) (A1)
con ¢=1,2,3,4, donde el operador A<u,W> se define como <Pu,W>:J‘/qu§ pero

integrado por partes, es decir:

A<uP,VK]?> = j'. ).r (VuP caeVIW! —u,beVW/ +cuPWi]f1)dydx (A.12)
X1 Vi
Jjunto con:
X Y
(fauW) = j j folWf dydx (A13)
Xim1 V-

Las integrales se resuelven por cuadratura gaussiana (por ejemplo con 3x3 puntos

. . . . e . 1 2
gaussianos). Con lo anterior se establece un sistema de 4 ecuaciones con 4 incdognitas C,.j , Cij ,

Cs., C; en cada subdominio €2, .

A.2.- Aproximacion de las funciones optimas de base

Las funciones de base v (x,y) se construyen con polinomios bi-clbicos por tramos en X y
polinomios  bi-cuadrdticos por tramos en el interior de cada subdominio
Q, :[xl._l,xl.]U[xi,xi+l]x[yj_l,yj}U[yj,yjﬂj, para i=1,.,E -1, j=1..,E —1. En
consecuencia, existen tres tipos de funciones dptimas de base: las que aproximan el valor de

funciénen X, Vg. (x,y); las que aproximan el valor de la primera derivada parcial de la funcién
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con respecto a x en X, V}j(x,y); y las que aproximan la primera derivada parcial de la

funcién con respectoa y en X, V; (x,y). Esto es:

vy (x,) = H) () H ) () + C)' L)L, )L, (DL () o [%a%0 ][ 307 |
v ()= H () H(»)+C L () LGOL, DL () [x%0x ][ 50550 ]
Vi (63) =V (x,y) = H () H (9) + CPL (0 L(X)L,, (V)L () [x, o3 ][]
Vit (x,9) = H) () H)(y)+ C L)Ly (L (DL, x5, ][ 5,009 ]
0 otro
(A.14)
Vi (x,9) = H! () H} () + C}' L ()L, ()L, (DL, () [50%0 ][ V0050 ]
vy (x%,9) = HI () H (3) + L ()L X)L, (DL, () [xx ][99 ]
Vi (62) =9V (x,y) = H () H () + CPLL (O L)L, (DL, 3% ][ v0.9, ]
Vit (5.3) = HI () H) () + C} L () L ()L, (DL (%%, ][ y500;]
0 otro
(A.15)

) =H()H(3)+C L)L, (DL (DL () %0501 355 ]
) =H()H(y)+C;L ()L, ()L; (3L, () [xl AEs
x,y)=H} ()H\(y)+C)'L_ ()L ()L, (WL, (») [x.x][ vy, ]
y)=

H (x)H,(»)+ C;*L(x)L,, (X)L, ()L, (») ,[xi,x[+1][y,,1,y,-}
0 otro

Vi (ny)=1v2

(A.16)

donde H(e) y H, () son polinomios cibicos de Hermite y L, (®) son polinomios lineales de
Lagrange, ambos apropiadamente escalados en [x,,,x,|U[x,, ,+1]X[yj_1ay_;]u[J’_;ay_;+1], y
C;" son pardmetfros que se calculan apropiadamente de modo que Vv (x,y) satisfaga la

ecuacion diferencial homogénea por separado en cada subdominio €2, . Véase las figuras A.4,

AbByA®b.
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‘(xi—layjﬂ) .(xi’yj“) .(x”l’yjﬂ)
0?2 o

y y

.(xi—layj) '(xi’yj) .(xi+1’yj)

.(xi—ij—l) '(xi’yj—l) .(xi+19yj—1)
Figura A.4.- Subdominio €, = [xl._l , X, ] U [xl., X ] X [yj_l .Y ] U [yj Vi ]

A.2.1.- Construccion de V; (x, y) con colocacion

Cuando se construye la funcién v (x,y) con colocacién, ésta debe satisfacer a la ecuacién

diferencial homogénea solamente en los puntos gaussianos en cada uno de los subdominios
1 _ 2 _ 3 _

Q= [xi’xi+l]x|:yj’yj+l:| . Q= [xi—19xi]x[yj’yj+l:| . Q= [xi—lﬂxi]x[yj—Hyj] Y

Q! :[xi,xA

i Hl]x[yjfl,yj] para i=L..,E -1, j=L..,E —1. Puesto que V!j(x,y) se
aproxima con polinomios bi-cuadrdticos en el interior ), se requiere de 1x1 punto gaussiano

en cada subdominio (7.

Entonces, para Qll.f = [xi,xl.+l]>< [yj,yjH] se tiene:

<V

i

=0 (A.17)

()

xi) es el punto gaussiano del intervalo [xi,xi+1

donde x =x,+%(x,, - |; mientras que

Y =yj+%(yj+l—yj) es el punto gaussiano del intervalo [yj,ym]. Con lo anterior se

.y . ;. 1 .. 1
establece una ecuacidn con una incégnita C;/" en cada subdominio €.

Para Q;. = [xl.fl,x,.]X[yj,yﬁJ se tiene:
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Figura A.5.- Polinomio bi-cibicos de Hermite H (x) H (y) asociado con

Vg. (x,y) -arriba-, Hé (x)H(? (y) asociado con Vllj (x,y) -abajo, izquierda-,

Hg (X)Hé (y) asociado con V;. (x,y) -abajo, izquierda- en el dominio

[-L1]x[-L1].

/sz

i

=0 (A.18)

(<)

* . . .
donde x =x,—%(x,—x_,) es el punto gaussiano del intervalo [x,,x]: mientras que

Y :yj+%(yj+l—yj) es el punto gaussiano del intervalo [yj,yjﬂj. Con lo anterior se

establece una ecuacién con una incégnita C,;.”z en cada subdominio Q;

Para Q) = [xi_l,xi]x[yj_l,yj] se tiene:
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Figura A.6.- Polinomio bi-cuadrdtico L, ()C)L1 (X)LO (y)Ll (y) en el dominio

[0,1]x[0,1].

/Vm:i

i

=0 A.19
() (A19)

donde x =x,—%(x,—x_,) es el punto gaussiano del intervalo [x,,,x]: mientras que
*

y =y —%(yj—yj_l) es el punto gaussiano del intervalo [yj_l,yj]. Con lo anterior se

establece una ecuacién con una incégnita C;° en cada subdominio 2.

Para Q; = [xi,xm]x[yj_l,yj] se tiene:

/Vm4

i

) = (A.20)

xl.) es el punto gaussiano del intervalo [xl.,x,.+1]; mientras que

i+l

S 1
donde x —xl.+5(x

y =y, —%(yj—yj_l) es el punto gaussiano del intervalo [yj_l,yj]. Con lo anterior se

establece una ecuacion con una incégnita Cij'f“‘ en cada subdominio Q;

A.2.2.- Construccion de v, (x,y) con FEM

Cuando se construye la funcién v;! (x, y) con FEM, ésta debe satisfacer la integral de la

ecuacién diferencial homogénea ponderada con las funciones de peso locales en cada
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subdominioQ [x,,xl“] [yj,yM],ij:[xll, ] [yj yﬁl} ij:[xH,xi]x[yjfl,ny

X

Q4 [xl,xm] [yjfl,yj] para i=1,...E -1, j=1,.,E —1. Puesto que VZ(x,y) se

n

aproxima con polinomios bi-cuadrdticos en el interior Q7

se requiere de una funcién de peso

local en cada subdominio QZ

Entonces para Q:.j = [xl.,xm]x[yj,yﬁl} se tiene lo siguiente. Sea la funcién de peso local:
W) = L)L, ()L, ()L, (v) (A.21)

Véase la figura A.6. Ahora, la funcidn V:.;'l (x,y) debe satisfacer la siguiente condicién:
A< ;”,W1> 0 (A.22)

donde A<V, W> se define como <Pu,W> = J.z’qug integrado por partes, es decir:

A(vy ) = jlyfl(vv;;ﬂ.g.vn/;—V;‘zz.vw;+cvgw;)dydx (A.23)
X Y

Las integrales se resuelven por cuadratura gaussiana (por ejemplo con 3x3 puntos

. . .z . ’ . 1
gaussianos). Con lo anterior se establece una ecuacién con una incégnita C;" en cada

subdominio Q.

Para Q) =[x, x,]x [y],yﬁl} se tiene lo siguiente. Sea la funcién de peso local:

Wi = L)L, (X)L, (Y)L. () (A.24)

Ahora, la funcion V;’Z (x,y) debe satisfacer la siguiente condicién:

A(vy? W) =0 (A.25)
donde:
A<V;2,Vlfi]?> = ]j. «"jr' (VVZ.’2 saeVW; —vi’beVIW; +CV;2VK]?)dydx (A.26)
-
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Las integrales se resuelven por cuadratura gaussiana (por ejemplo con 3x3 puntos

. . .z . ’ . 2
gaussianos). Con lo anterior se establece una ecuacién con una incégnita C;” en cada

subdominio QO .

Para Qz =[ X, X, ] [y/ b ] se tiene lo siguiente. Sea la funcién de peso local:

=L,(x)L,, (x)Lj (y)Lj—l ) (A.27)
Ahora, la funcién V;'73 (x,y) debe satisfacer la siguiente condicién:

A< 3 W3> 0 (A.28)

1/9

donde:

A(viE W) = j j (Vi eae VI, —vI*b e VIV, +cv W, ) dydsx (A.29)

X1 Vj-
Las integrales se resuelven por cuadratura gaussiana (por ejemplo con 3x3 puntos

. . .z . ’ . 3
gaussianos). Con lo anterior se establece una ecuacién con una incégnita C;” en cada

subdominio €.

Para Q; = [xi,xm]x[yjfl,yj} se tiene lo siguiente. Sea la funcién de peso local:

VK/4 =L,(x)L,, (‘x)Lj (y)Lj—l ») (A.30)

Ahora, la funcién VZ74 (x,y) debe satisfacer la siguiente condicién:

A(v;?“,m;‘>=o (A.31)
donde:
Ayt = jyj (Vi eae VI —vi*be VIV, +cvy W, ) dydx (A.32)
X Vi

Las integrales se resuelven por cuadratura gaussiana (por ejemplo con 3x3 puntos

gaussianos). Con lo anterior se establece una ecuacién con una incégnita Cl;.”4 en cada

subdominio €.
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A.2.3.- Casos espaciales: nodos en la frontera exterior OS2

Los nodos que se encuentran sobre X ()0 tienen asociada solamente una funcién de base, en
lugar de las tres funciones de base que tienen asociadas los nodos que se encuentran en el
interior de Q). Esto se debe a que, como se trata de un BVPJ eliptico con condiciones de
frontera tipo Dirichlet, el valor de la funcién es conocido en la frontera exterior 0C2. También
se puede conocer directamente alguna de las primeras derivadas parciales de la funcion (con

respecto a x o conrespectoa y ). Solamente se desconoce la otra primera derivada parcial de

la funcidn. Esto se detalla a continuacién.

A.2.3.1.- Nodos en el segmento x = x, de la frontera exterior o<)
Los nodos ubicados en el segmento x=Xx, de la frontera exterior O0C) son (xo,yj) con

J=1,...E, —1. Estos nodos solamente tienen asociada la funcién de base VBJ (x,y), la que

aproxima la primera derivada parcial de la funcién con respecto a x, ya que se conoce el valor

de la funcién y el de su primera derivada parcial con respecto a y . Pero solamente se trabaja

con una parte de Vi)/. (x,y), la que se encuentra ubicada en los subdominios Qf)/. y Qgi, es

decir, Q,; =[xy, ]x [yj_l,yj]U [yj,ym ] Véase la figura A.7.

|(xi9yj+l) (xi+19yj+l)

o 4w fmaen)

ij O

an:xo ‘(x,., Yia ) (xm Vi )

Figura A.7.- Subdominio on = [xo, X, ] X [yj;l , y/:l U [yj R yj.+1] -izquierda-y la

funcion de base Vz)j (x, y) asociada en an:xo -derecha-.
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A.2.3.2.- Nodos en el segmento x =x, de la frontera exterior 0C)
Los nodos ubicados en el segmento x=x, de la frontera exterior O0C) son (xE,yj) con

. . . . 1
j=1,..,E, —1. Estos nodos solamente tienen asociada la funcién de base v (x,y), la que

aproxima la primera derivada parcial de la funcién con respecto a x, ya que se conoce el valor

de la funcién y el de su primera derivada parcial con respecto a y . Pero solamente se trabaja

con una parte de Vij (x,y) , la que se encuentra ubicada en los subdominios QZE/. y Q?Ej, es

decir, Q, :[xE_l,xE]x[yj_l,yj]U[yj,yjH] . Véase la figura A.8.

(o)) (359)

(xFl’yj—l) (xi’yj—l)

X=Xg

Figura A.8.- Subdominio QEj = [fol,xE]x[yjfl,yj]U[yj,yjH] -izquierda-

y la funcién de base V% j (x, y) asociada en an:xE -derecha-.

A.2.3.3.- Nodos en el segmento y =y, de la frontera exterior 0C)
Los nodos ubicados en el segmento y =y, de la frontera exterior 0Q son (xl.,yo) con

i=1,..,E, —1. Estos nodos solamente tienen asociada la funcién de base vi,(x,y), la que

aproxima la primera derivada parcial de la funcion con respecto a y, ya que se conoce el valor

de la funcion y el de su primera derivada parcial con respecto a x. Pero solamente se trabaja
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con una parte de vy (x,y), la que se encuentra ubicada en los subdominios Q;, y €}, es

decir, ©Q,y =[x, x,JU[x,,x.,, ]%[ vy, 3] Véase la figura A.9.

l

(xi—lﬂyjﬂ) (xibyjﬂ) (xi+19yj+1)
o o,

(xi—l’yj) (xi’yj) (xiJrl’yj)
e oQ

ij

Y=Yo

Figura A.9.- Subdominio QiO = [xl._l > X, ] U [xi S ] X [yo >V ] -izquierda-y la

funcién de base VI.ZO (x,y) asociada en 6Qy:y0 -derecha-.

A.2.3.4.- Nodos en el segmento y =y, de la frontera exterior 0C)
Los nodos ubicados en el segmento y =y, de la frontera exterior 0Q son (xl.,yE) con
i=1,...,E_—1. Estos nodos solamente tienen asociada la funcién de base V,.ZE)! (x,y), la que

aproxima la primera derivada parcial de la funcion con respecto a ), ya que se conoce el valor
de la funcién y el de su primera derivada parcial con respecto a x . Pero solamente se trabaja

2 . .. 3 4
con una parte de Vi, (x,), la que se encuentra ubicada en los subdominios Q; 'y € , es

decir, Q;; = [x_.% JU[x. %0 [ %[ Ve vi | - Véase la figura A.10.
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Q. o0Q

y Y=VE

(x,;pyj) (xi’yj) ('xi+19yj)

3 4
Qii Qi/'

CTOR S

Figura A.10.- Subdominio QiEy = [xi_l » X; ] U [xi > Xin ] X [yE_l 5 yE] -izquierda- y la

” 2 .
funcién de base Vl.Ey (x,y) asociada en aQy:yo -derecha-.

A.3.- Aproximacion de las funciones 6ptimas de peso

Las funciones de peso w, (x,y) se construyen con polinomios bi-cdbicos por tramos en X y
polinomios  bi-cuadrdticos por tramos en el interior de cada subdominio
Q, = [xH,xi]U[xi,xm]x[yjfl,yj]U[yj,yjH], para i=1,...,E -1, j=L..,E —1. Existen

tres tipos de funciones de peso como en el caso de las funciones de base. Esto es:

01
wW..

%,3) = HY O H ()4 COL Ly ()L, () [553 1[7y070 ]
) = Hio (x)qu )+ Cg?ZLi—l (X)L, ('x)Lj (y)L_/+1 » [xi—l > X ] [y_/ >V i :I
) = Hio (x)Hj(‘) »n+ C§3Li—1 (X)L, (x)Lj—l (y)Lj o [xi—l > X; ] [yj—l > yj']
) [

= H ()H () +CY' L)L (LWL, [x05a ][y, ]

0 otro

wy (%, 1) =1 w? (x,

(x,»
Wi (x,y
(x,»
w,' (x,y

(A.33)
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w)' (x,y) = H()H} () + C} L (X)L, ()L, (DL, () [x0x0][750950 ]
W) (x,9) = H () H ) (3)+ L ()L ()L, (DL () [xx ][99 ]
Wi (% 2) = 4w (x,) = HI()H (9)+ CP L ()L LADL, () [x0x][v,007, ]
wyt (%,) = HI () H) (0) + C* L)L, (DL (DL, () %0 %] v, ]
0 otro

(A.34)

(x,3) = H ()H () + C' L)L (VLWL (0) o [X%0 ][ 57 |

wi (x,) = H) () H} () + C; L, ()L, (X)L, (D)L, () [xl o X[ Y850

Wi (% 3) = 4wl (x%,9) = HY () H)(0) + CPLL (L)L, (DL, (0 [xox][v00 9]
(x.y)=H ()H}(»)+ C}'L(X) L., (X)L, ,(¥)L,(») [x,,x,+1][yj_1,yj]

0 otro

(A.35)

donde H'(e) y H,/ () son polinomios cibicos de Hermite y L, (®) son polinomios lineales de

Lagrange apropiadamente escalados en [x,_,x, |U[x,,x,,, |x [yj_l,yj]U[yj,yjH] y C;" son

pardmetros que se calculan apropiadamente. Véase las figuras A.4, A5y A.6.

A.3.1.- Construccion de W, (x, y) con Colocacion

Cuando se construye la funcion wg' (x,y) con colocacidn, ésta debe satisfacer a la ecuacidn

diferencial adjunta homogénea solamente en los puntos gaussianos en cada uno de los
subdominios Q; =[x,,x,,]x [y],yﬁl] QF =[x, x]x [y],yﬁl] Q;:[xl;l,xi]x[yjfl,y]}
y Q4 [x,,xwl] [yjfl,yj], para i=1,..,E -1, jzl,...,Ey—l. Puesto que w,.j(x,y) se
aproxima con polinomios bi-cuadrdticos en el interior ), se requiere de 1x1 punto gaussiano

en cada subdominio QZ

Entonces, para Q; =|x;,x,,]x [yj,yM] se tiene:

< w"

Py =0 (A.36)
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donde x*=xl.+%(xl.+1—xl.) es el punto gaussiano del intervalo [xl.,xm]; mientras que
Y =yj+%(yj+1—yj) es el punto gaussiano del intervalo [yj,yﬁ,]. Con lo anterior se

.z . / . 1 .. 1
establece una ecuacidn con una incégnita C;/" en cada subdominio €.

Para Qé = [xl.fl,xi]x[yj,yjﬂ} se tiene:

W

J

. .=0 (A.37)
()
donde x*:xi—%(xi—xl;l) es el punto gaussiano del intervalo [xifl,x,‘]; mientras que

Y =yj+%(yj+l—yj) es el punto gaussiano del intervalo [yj,ym]. Con lo anterior se

.. . ;. 2 .. 2
establece una ecuacidn con una incégnita C;/~ en cada subdominio €.

Para Qz = [xi_] ,xl.]x [yj_l,yj] se tiene:

=0 (A.38)

donde x le.—%(xl.—xl._l) es el punto gaussiano del intervalo [xl._l,xi]; mientras que

*

y =y —%(yj—yﬂ) es el punto gaussiano del intervalo [yjfl,yj]. Con lo anterior se

.. . s . 3 .. 3
establece una ecuacidn con una incégnita C;/” en cada subdominio ;.

Para Q; = [xl.,xm]x[yjfl,yj} se tiene:

< wr

g

=0 (A.39)

()
* . . .
donde x =xl.+%(xi+1—xi) es el punto gaussiano del intervalo [xl.,xm]; mientras que

y =y —%(yj—yjfl) es el punto gaussiano del intervalo [yH,yJ. Con lo anterior se

establece una ecuacién con una incégnita Cl;.”4 en cada subdominio Qi
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A.3.2.- Construccion de W, (x, y) con FEM

Cuando se construye la funcién wg’(x,y) con FEM, ésta debe satisfacer la integral de la
ecuacién diferencial homogénea ponderada con las funciones de peso locales en cada
subdominio Q}j :[xl.,xM]x[yj,yM] , ij :[xifl,x[]x[yj,yﬁl} ) ij :[xifl,xi]x[yjfl,yj} y
Q; :[xi,xl.H]X[yjfl,yJ ,para i=1.,E -1, j=1..,E —1. Puesto que w(x,y) se

n

aproxima con polinomios bi-cuadrdticos en el interior Q)

se requiere de una funcién de peso

local en cada subdominio 2.

Entonces para Q:.j = [xl.,xl.ﬂ]x[yj,yﬁl} se tiene lo siguiente. Sea la funcién de peso local:

le =L(x)L,, (‘x)Lj (y)Lj+1 ) (A.40)
Véase la figura A.6. Ahora, la funcidn w;’l (x,y) debe satisfacer la siguiente condicién:
A (wy' W) =0 (A41)

donde A" <w, W> se define como <Q*W,W> = I/*deg integrado por partes, es decir:

Xig1 Vsl

A (Y= [ [ (Vwy' eae VI~ be V" +cw)' W, ) dydx (A.42)

[/
Xy

Las integrales se resuelven por cuadratura gaussiana (por ejemplo con 3x3 puntos

gaussianos). Con lo anterior se establece una ecuacién con una incégnita Ci’;” en cada

subdominio €.

Para Q;. = [XH,X,-]X [yj,yjﬂ] se tiene lo siguiente. Sea la funcién de peso local:
VVl‘jz =L(x)L,, (X)Lj (y)Lj+1(y) (A.43)
Ahora, la funcion W;’Z (x,y) debe satisfacer la siguiente condicién:
A (wp> W) =0 (A. 44)

donde:
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X; y/+l

A (w2 )= [ [ (VW) eae VI =W beVwi? +cw W, ) dydx (A.45)

ij b
X1 Y

Las integrales se resuelven por cuadratura gaussiana (por ejemplo con 3x3 puntos

gaussianos). Con lo anterior se establece una ecuacién con una incégnita Ci;”z en cada

subdominio €3 .

Para Q) =[x, x,]x [y] 1,yj] se tiene lo siguiente. Sea la funcién de peso local:

=L,(x)L,, (x)Lj (y)Lj—l ) (A. 46)

Ahora, la funcion w;’3 (x,y) debe satisfacer la siguiente condicién:

A (wp ) =0 (A. 47)
donde:
Ve <wl’]”3,W3> Jj. T(VW;’3020VW3 W3b0Vw’"3+cw'"3W3)dydx (A. 48)
X1 Vi

Las integrales se resuelven por cuadratura gaussiana (por ejemplo con 3x3 puntos

gaussianos). Con lo anterior se establece una ecuacién con una incdgnita C;’} en cada

subdominio €2;.

Para Q; = [xl.,xm]x[yj_l,yj} se tiene lo siguiente. Sea la funcién de peso local:

=L (x)L,,(x)L,(¥)L, ,(y) (A. 49)

Ahora, la funcidén V;'74 (x,y) debe satisfacer la siguiente condicién:

A (wyt W) =0 (A. 50)
donde:
A <w;”4,W4> Jtl T (VW’”4 oaOVW4 w; QOVW’”4+CW’”4W4>dydx (A.5B1)
X YVja
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Las integrales se resuelven por cuadratura gaussiana (por ejemplo con 3x3 puntos

. . . s .. 4
gaussianos). Con lo anterior se establece una ecuacién con una incégnita C;” en cada

subdominio €.

A.3.3.- Casos espaciales: nodos en la frontera exterior 0OC)
Los nodos que se encuentran sobre X(10C) tienen asociada solamente una funcién de peso, en
lugar de las tres funciones de peso que tienen asociadas los nodos que se encuentran en el

interior de Q2. Situacidn similar a las funciones de base. Esto se detalla a continuacidn.

A.3.3.1. - Nodos en el segmento x = x, de la frontera exterior 0C)
Los nodos ubicados en el segmento x=1x, de la frontera exterior 0Q son (xo,yj) con
j=L..,E,—1. Estos nodos solamente tienen asociada la funcién de peso w;(x,y). Pero

solamente se trabaja con una parte de ésta, la que se encuentra ubicada en los subdominios

Qv Q. es decir, Q; = [xo,xl]x[yjfl,yj]U[yj,ym]. Véase la figura A.7.

A.3.3.2.- Nodos en el segmento x =x, de la frontera exterior 0
Los nodos ubicados en el segmento x=x, de la frontera exterior 0Q son (xE,yj) con
j=l,...,Ey —1. Estos nodos solamente tienen asociada la funcién de base W‘IE\_J‘(x,y). Pero

solamente se trabaja con una parte de ésta, la que se encuentra ubicada en los subdominios

Qéxj y Q}J,es decir, Q :[xE_l,xE]x[yj_l,yj]U[yj,yjH] . Véase la figura A.8.

A.3.3.3.- Nodos en el segmento y =y, de la frontera exterior 0C)

Los nodos ubicados en el segmento y =y, de la frontera exterior 0Q son (xl.,yo) con
i=1,..,E,—1. Estos nodos solamente tienen asociada la funcién de base wj (x,y). Pero
solamente se trabaja con una parte de ésta, la que se encuentra ubicada en los subdominios

Q,, y Q) es decir, Q, =[x, x,JU[x,, x,,|x[ 1. 1]. Véase la figura A.9.

1
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A.3.3.4.- Nodos en el segmento y =y, de la frontera exterior 0C)

Los nodos ubicados en el segmento y =y, de la frontera exterior 0Q son (x,,y,) con
i=1,...,E ~1. Estos nodos solamente tienen asociada la funcién de base w; (x,y). Pero
solamente se trabaja con una parte de ésta, la que se encuentra ubicada en los subdominios

QfE y Q;}_ , es decir, Q,, = [xl.fl,xl.]U[x. X, ]x[yE_l,yE]. Véase la figura A.10.

i27Vi+l
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B.- Otros Ejemplos con FEM-OF Petrov-Galerkin

En esta seccion se presentan problemas con diversas condiciones de frontera y de saltos
prescritos, asi como con diferentes caracteristicas en los coeficientes de la ecuacién

diferencial, tanto en 1 como en 2 dimensiones.

B.1.- Ejemplos en Una Dimension

Se implementardn problemas con condiciones de frontera no homogéneas, con condiciones de
salto no homogéneas en la funcién (solucién discontinua), con condiciones de salto no
homogéneas en la derivada (solucién continua con derivada discontinua), con coeficientes

variables en la ecuacion diferencial y con coeficientes discontinuos en la ecuacién diferencial.

Se trabajardn dos algoritmos. Primero, las funciones optimas se aproximardn con polinomios

cuadrdticos por tramos en el interior de cada subdominio €2, , utilizando FEM para su

construccién. Segundo, con polinomios cubicos por tramos en el interior de cada subdominio

Q, , también utilizando FEM para su construccién.

La aproximacién cuadrdtica y la aproximacién clbica fueron planteadas en (6.3.2) y (6.3.3),

respectivamente.
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B.1.1- Problema 1D-1

Sea la ecuacién diferencial ordinaria:

d’u

F+u :(1—25712)Sen(57zx) (B.1)
X

En el dominio: Q:[O,l]. Sujeta a condiciones de frontera homogéneas y a condiciones de

salto homogéneas (sin saltos). Su solucién analitica es: u (x) = Sen(S;zx) .

En la figura B.1 se muestra una grdfica de la solucion exacta y de la solucién aproximada. En la

figura B.2 se muestran los érdenes de convergencia / para cada algoritmo: O(h“) para la

aproximacién cuadrdticay O(hs'g) para la aproximacién cubica.

y U aproximada y U exacta
1 o™ 9
o ‘J,’ ° /. °
0.57e . .\ °
o °
o x
0.2 0.4 0.6 0.8 1
° ‘ °
g *
-0.5 \ /
® e o f
-1 .—6 "/

Figura B.1.- Aproximacién clbica en Qk con una particién rectangular uniforme de 32

subdominios.
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Problema 1D-1
14.0000
12.0000
10.0000 /./
8.0000 /

6
5 / @ Cuadraticas
§ 6.0000 M Cubicas
-
' m=4.1
4.0000 +
2.0000
0-0000 T T T T T

0.000 0.500 1.000 1.500 2.000 2.500 3.000
0 0 0 0 0 0 0

Log(h)

Figura B.2.- Convergencia h.

B.1.2.- Problema 1D-2: Solucién Discontinua

Sea la ecuacién diferencial ordinaria:
Ju (1-817%)Sen(97x) ,x<0.5

—tu= donde = (B.2)
dx’ Ja o (8171'2 —1)Sen(97rx) ,x>0.5

En el dominio: Q:[O,l]. Sujeta a condiciones de frontera homogéneas y a condiciones de

Sen(97x) ,x<0.5

salto en la funcién: [u]o_5 =—2. Su solucidn analitica es: u (x) = —Sen(97rx) $>05"

En la figura B.3 se muestra una grdafica de la solucion exacta y de la solucion aproximada. En la

figura B.4 se muestran los érdenes de convergencia & para cada algoritmo: O(h”) para la

aproximacién cuadrdtica y O(hm) para la aproximacién cubica.
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y U aproximada vy U exacta
1 / /o
! o ||
0.5/ o
R A
| e
[ o |
— s ‘ “‘ T
0.2 \ O.4‘ 0.6 0.8 | L
°o |
0.5 |
1 / / ‘\.(J"

Figura B.3.- Aproximacidn clbica en Qk con una particién rectangular uniforme de

32 subdominios.

Problema 1D-2
12.0000
m= 6.1 f
10.0000 /
__8.0000
§ g
E 6.0000 y. OCL’Jafjrancas
g M Cubicas
=
4.0000
m=39
2.0000
0.0000 . :
0.0000 1.0000 2.0000 3.0000
Log(h)

d’u
PERRREL

donde

Figura B.4.- Convergencia /1 .

Sea la ecuacién diferencial ordinaria:

Jo =

B.1.3. - Problema 1D-3: Solucion con Derivada Discontinua

(1-6477)Sen (87x) ,x<0.5

(647> —1)Sen (87x) ,x>0.5
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En el dominio: Q=[0,1]. Sujeta a condiciones de frontera homogéneas y a condiciones de

du

} :—167rCos(87rx). Su  solucién andlitica es:
dx Jys

salfo en la derivada: [

(x) = Sen(8zx) ,x<0.5
") =1 sen(8zx) x>0

En la figura B.5 se muestra una grdfica de la solucion exacta y de la solucién aproximada. En la

figura B.6 se muestran los érdenes de convergencia & para cada algoritmo: O(h“) para la

. .z " 6.1 . e e
aproximacién cuadrdticay O(h ) para la aproximacién cibica.

y U aproximada y U exacta

0.5

1 \ ¢ o

Figura B.5.- Aproximacién clbica en Qk con una particién rectangular uniforme de

32 subdominios.
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Problema 1D-3

12.0000

m= 6.1 )
10.0000 /
8.0000

=
S
t ,t.
2 6.0000 » OCL’Jafira icas
g M Cubicas
-

4.0000

m=4.1
2.0000
0.0000 ‘ ‘
0.0000 1.0000 2.0000 3.0000

Log(h)

Figura B.6.- Convergencia h.

B.1.4. - Problema 1D-4: Coeficientes Discontinuos

Sea la ecuacidn diferencial ordinaria con coeficientes discontinuos:

ey 3 x<05 (1+2437%)Sen (97x) ,x<0.5
a—+u=f, donde a:{ ’ . Jo=
dx 3 .x>05 (1-2437%)Sen(97x) ,x>0.5

(B.4)

En el dominio: Q:[O,l]. Sujeta a condiciones de frontera homogéneas y a condiciones de

salto homogéneas. Su solucién analitica es: u (x) = Sen(97zx) .

En la figura B.7 se muestra una grdafica de la solucion exacta y de la solucién aproximada. En la

figura B.8 se muestran los érdenes de convergencia & para cada algoritmo: O(h“) para la

. .z /4. 6 . .z .
aproximacién cuadrdticay O(h ) para la aproximacién cibica.
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y U aproximada vy U exacta
1 bl s
o5l o [ [T sl
0.9 0 4. ‘O6¢ ®.8 | 1

° \ |

° \ °

-0.5 \

“
-1 \®

Figura B.7.- Aproximacidn clbica en Qk con una particién rectangular uniforme de

32 subdominios.

Problema 1D-4

m=6.0 /

12.0000

10.0000

8.0000

# Cuadraticas
M Cubicas

6.0000

4.0000
/ m=42
2.0000 /

0.0000 T T
0.0000 1.0000 2.0000 3.0000

Log(h)

-Log(error)

Figura B.8.- Convergencia h.

B.1.5. - Problema 1D-5: Condiciones de Frontera No Homogéneas

Sea la ecuacién diferencial ordinaria:
d’u
= +u=(1-817%)Cos(97x B5
G +u=(1-817")Cos(9x) (85)

En el dominio: QQ = [O,l]. Sujeta a condiciones de frontera: u, =1, u, =—1,y a condiciones de

salto homogéneas (sin saltos). Su solucién analitica es: u(x) = Cos(97x).
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En la figura B.9 se muestra una grdfica de la solucion exacta y de la solucién aproximada. En la

figura B.10 se muestran los érdenes de convergencia / para cada algoritmo: O(h”) para la

. .z " 6.1 . e e
aproximacién cuadrdticay O(h ) para la aproximacién cibica.

y U aproximada y U exacta
1o A g \ ‘
o [ e
¢ , [ [ [
0.5} ¢ | o | [ [
\ [ [ o | [
\ | | | | \ [] |
x | [ A [ e
\ | | \ ° ‘ \
. 0.2 0.4 | 06 | 0.8 | 1
e .
050 | | e
\ \ °
-1 \0 °

Figura B.9.- Aproximacién clbica en Qk con una particién rectangular uniforme de

32 subdominios.

Problema 1D-5
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m= 6.1 /}I
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.
% 6.0000 - & Cuadraticas
_'? W Cubicas
4.0000
m=3.9
2.0000
0.0000 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

0.000 0.500 1.000 1.500 2.000 2.500 3.000
0 0 0 0 0 0 0

Log(h)

Figura B.10.- Convergencia /1 .
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B.1.6.- Problema 1D-6: Coeficientes Variables

Sea la ecuacién diferencial ordinaria con coeficientes variables:

d’u du
xzﬁ—xa+u:—2C0s(Ln(x)) (B.6)

En el dominio: Q2= [e’”,l}. Sujeta a condiciones de frontera homogéneas y a condiciones de

salto homogéneas (sin saltos). Su solucién analitica es: u(x) = Sen(Ln(x)) .

En la figura B.11 se muestra una grdfica de la solucion exacta y de la solucidn aproximada. En la

figura B.12 se muestran los érdenes de convergencia / para cada algoritmo: O(h”) para la

. .z sy 9 . .z .
aproximacién cuadrdticay O(h5 ) para la aproximacién cibica.

U aproximada y U exacta y

0.2 0.4 0.6 0.8 el

-0.6

* 0.8
°
e

]
X 24 -1
Figura B.11.- Aproximacién cilbica en Qk con una particién rectangular uniforme de

32 subdominios.
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Problema 1D-6
10.0000
9.0000 )
m=5.9
8.0000
7.0000
g 6.0000 o
% 5.0000 - Pl & Cuadraticas
_l? 4.0000 = / M Cubicas
3.0000 . 9/ s
. m=o.
2.0000 /. L
1.0000 =—0
0.0000 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0.000 0.500 1.000 1.500 2.000 2.500 3.000
0 0 0 0 0 0 0
Log(h)

Figura B.12.- Convergencia /1 .

B.2.- Ejemplos en 2 dimensiones

Se implementardn problemas con condiciones de frontera no homogéneas, con condiciones de
salto no homogéneas en la funcién (solucion discontinua), con coeficientes variables en la
ecuacion diferencial, con coeficientes discontinuos en la ecuacién diferencial y problemas con
adveccién dominante.

Se trabajardn un solo algoritmo: las funciones éptimas se aproximardn con polinomios ctbicos

por tramos en la frontera interior X y con polinomios bi-clibicos en el interior de cada

subdominio Q, , utilizando FEM para su construccién.

Esta aproximacion fue planteada en (6.4.6) a (6.4.9).

B.2.1. - Problema 2D-1: Solucion Discontinua

Sea la ecuacién diferencial parcial:
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o’u  Ou —27°Sen(zx)Sen(7y) ,x<0.5

ou, ou_ dond -
ox’ +8y2 fo  donde  f 27’ Sen(7x)Sen(7y) ,x>0.5

(B.7)
En el dominio: Q= [O,I]X[O,l]. Sujeta a condiciones de frontera homogéneas y a condiciones

de salto en la funcién: [u] =-2Sen(zy). Su solucién andlitica es:

Sen(zx)Sen(zy) ,x<0.5

u(xr)= —Sen(7zx)Sen(7y) ,x>0.5

En la figura B.13 se muestra una grdfica de la solucion aproximada. En la figura B.14 se

muestran los érdenes de convergencia /: O(h“) para la aproximacion clbica en la frontera

interior X y bi-clbica en el interior de cada subdominio €2, .

Solucié n Aproximada

Figura B.13.- Aproximacién ctbica en la frontera interior 2 y bi-ctibica en el interior

de cada subdominio Qk , con una particién rectangular uniforme de 32x32 subdominios.
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Problema 2D-1

8

7 >

6

m=23.6

=5
(]
3
54 E
o
-
"3

2

1

0 : : :

0 0.5 1 15 2
Log(h)

Figura B.14.- Convergencia h.

B.2.2. - Problema 2D-2: Coeficientes Discontinuos

Sea la ecuacién diferencial parcial:

Ou o _

.\ -3 ,x<0.5 27° Sen(zx)Sen(7y) ,x<0.5
a—-— =
ox> oy’

dond = -

(B.8)

En el dominio: Q) = [O,I]X[O,l]. Sujeta a condiciones de frontera homogéneas y a condiciones

de salto homogéneas (sin saltos). Su solucion analitica es: u(x,y) = Sen(;zx)Sen(ﬂy) .

En la figura B.15 se muestra una grdfica de la solucion aproximada. En la figura B.16 se

v . 3.4 . .z .
muestran los érdenes de convergencia / : O(h ) para la aproximacién clbica en la frontera

interior X y bi-clbica en el interior de cada subdominio €2, .
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Solucié n Aproximada
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Figura B.15.- Aproximacién clbica en la frontera interior 2 y bi-ctibica en el interior

de cada subdominio Qk , con una particién rectangular uniforme de 32x32 subdominios.

Problema 2D-2

Log(error)
'S

1 1.5 2

Log(h)

0 0.5

Figura B.16.- Convergencia /1 .

B.2.3.- Problema 2D-3: Condiciones de Frontera No Homogéneas
Sea la ecuacién diferencial parcial:
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o*u  ou (l—xz _yz)exy (8.9)

e o T
En el dominio: Q:[O,I]X[O,l]. Sujeta a condiciones de frontera: u(O,y)zu(x,O)zl,

u(l,y)=¢", u(x,1)=¢", y a condiciones de salto homogéneas (sin saltos). Su solucién

analitica: u(x,y) =e”.

En la figura B.17 se muestra una grdfica de la solucion aproximada. En la figura B.18 se

muestran los drdenes de convergencia 4 : O(h4) para la aproximacion clbica en la frontera

interior X y bi-clbica en el interior de cada subdominio €2, .

Solucié n Aproximada

7717
'~."’.,""”1"IIII'""I'
T T

Figura B.17.- Aproximacién clbica en la frontera interior 2 y bi-ctibica en el interior

de cada subdominio Qk , con una particién rectangular uniforme de 32x32 subdominios
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Problema 2D-3

10

Log(error)
[9)]

0 T T T
0 0.5 1 1.5 2

Log(h)

Figura B.18.- Convergencia /1 .

B.2.4. - Problema 2D-4: Coeficientes Variables

Sea la ecuacién diferencial parcial:

2 2
o 5_124_ex 5_”2’+5_“+5_”+ D= - — o (B.10)
Ox oy° Ox Oy

En el dominio: Q=[0,1]x[0,1]. Sujeta a condiciones de frontera: u(0,y)=e",
u(x,0)=e, u(l,y)=e"", u(x,1)=e"",y a condiciones de salto homogéneas (sin saltos).

—x—y

Su solucién andlitica es: u(x,y) =e

En la figura B.19 se muestra una grdfica de la solucion aproximada. En la figura B.20 se

muestran los érdenes de convergencia /: 0(h3'6) para la aproximacion clbica en la frontera

interior X y bi-clbica en el interior de cada subdominio €2, .
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Solucié n Aproximada

Figura B.19.- Aproximacién clbica en la frontera interior 2 y bi-ctibica en el interior

de cada subdominio Qk , con una particién rectangular uniforme de 32x32 subdominios.

Problema 2D-4
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- Convergencia h.

Figura B.20.
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B.2.5. - Problema 2D-

Sea la ecuacion diferencial parcial

(B.11)
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donde ¥, =V| Cos(&(z)), v, =V Sen(&(Z)), siendo |V| la magnitud de la velocidad de

adveccion y A(K) su direccién. En el dominio: Q:[O,I]X[O,l]. Sujeta a condiciones de

v,y v, V.x v,
e’ —e’ e —e” .
frontera: u (O,y) = I—V u(x,O) = I—V , u(l,y) =u (x,l) =0, y a condiciones de
—e y —e "

v, 4

; . g " = Ve —e”
salto homogéneas (sin saltos). Su solucion analitica es: u(x,y) = o P
e _

En la figura B.21 se muestra una grdfica de la solucién aproximada. En la figura B.22 se
muestran los érdenes de convergencia 4 para la aproximacion cibica en la frontera interior X

y bi-clbica en el interior de cada subdominio €2, , los cuales varian segin los pardmetros

elegidos: |V|=10,20,40,80; £ (V)=45".

Solucié n Aproximada

Figura B.21.- Aproximacién clbica en la frontera interior 2 y bi-ctibica en el interior

de cada subdominio €2, , con una particién rectangular uniforme de 32x32 subdominios.
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-Log(error)

Problema 2D-5

0.5 1 15 2

Log(h)

®V=10
V=20
AV=40
@ V=80

Figura B.22.- Convergencia /1 .
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