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1.1- Generalidades de la Metodología TH

Una teoría general  de Métodos de Elementos Finitos (FEM1) se debería formular utilizando

funciones de base y de peso discontinuas definidas por tramos, de modo que éstas puedan ser

totalmente  discontinuas a través de las fronteras interiores que separan los elementos de la

partición de un dominio [11].

Cuando se formula un problema de contorno en un espacio de funciones discontinuas definidas

por tramos, los problemas bien planteados consisten en problemas de contorno con saltos

prescritos  acompañados de condiciones de frontera  y, además, de condiciones de saltos

prescritos  a través de las fronteras interiores de la partición de un dominio, que sean

adecuadas.

Previamente, Herrera ha desarrollado una teoría algebraica para Métodos de Frontera2 [27]

de una gran generalidad, fundamento de una metodología de descomposición de dominio que se

ha llamado metodología-TH, la cual se utiliza para resolver ecuaciones  diferenciales parciales

lineales en espacios lineales de funciones discontinuas definidas por tramos y que también se

puede aplicar a sistemas de tales ecuaciones. Uno de sus principales resultados es una

generalización de las fórmulas de Green, adecuadas para trabajar en dichos espacios, a las

cuales se les ha llamado fórmulas de Green-Herrera [1 a 3]. Estas últimas permiten formular

un problema de contorno con saltos prescritos de dos maneras: una formulación débil en

                                                
1 Finite Element Methods
2 Bounday methods
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términos de los datos del problema y otra formulación débil en términos de la información

complementaria.

De hecho, la metodología-TH  constituye una forma sistemática de plantear la descomposición

de dominio  pero entendida en un sentido amplio. La connotación actual en la literatura es

dividir un problema global en varios problemas locales para aplicar computación en paralelo. Sin

embargo, la connotación en un sentido amplio se refiere a una forma sistemática de introducir

una partición, de modo que se pueda definir funciones en cada uno de sus elementos

independientemente, generando así un espacio lineal de funciones discontinuas definidas por

tramos.

En particular, se desarrollan dos vertientes de la línea de investigación referente a los

métodos de descomposición de dominio (DDM1): DDM orientados a la aplicación del cómputo en

paralelo [25, 31 a 37, 58], y DDM orientados al desarrollo de nuevos métodos de

discretización [7]. Es a esta última vertiente a la que pertenece esta tesis.

Se ha desarrollado dos versiones de la metodología-TH: los métodos directos (o métodos de

Steklov-Poincaré ) [8] y los métodos indirectos (o métodos de Trefftz-Herrera ) [9]. Los

primeros se plantean a partir de la formulación débil en términos de los datos del problema;

mientras que los segundos, a partir de la formulación débil en términos de la información

complementaria. Puesto que ambas formulaciones se relacionan por las fórmulas de Green-

Herrera, existe una dualidad  entre estos procedimientos, misma que será aprovechada para

desarrollar esta tesis.

La diferencia principal entre unos y otros es que, en los métodos directos, se desarrollan

soluciones locales de la ecuación diferencial (original) en cada elemento de la partición con el

objetivo de construir funciones de base especializadas llamadas funciones óptimas de base;

mientras que en los métodos indirectos, se desarrollan soluciones de la ecuación diferencial

adjunta para construir funciones de peso especializadas llamadas funciones óptimas de peso.

                                                
1 Domain Decomposition Methods
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En la práctica, las funciones óptimas se aproximan utilizando métodos numéricos [45 a 49].

Aunque se puede utilizar cualquiera de ellos, se ha privilegiado el uso de los métodos de

colocación ortogonal. Así, la metodología-TH desarrollada como un método de colocación

ortogonal no convencional se le ha llamado colocación-TH.

La colocación-TH  constituye una nueva forma de aplicar colocación ortogonal, la cual ha

mostrado tener claras ventajas sobre el método estándar de colocación ortogonal: colocación

ortogonal con polinomios cúbicos de clase C 1  (OSC1) [77 a 80]. Éstas ventajas son:

1) Matrices mejor estructuradas. A diferencia de OSC, las matrices que resultan al aplicar

colocación-TH, son simétricas y definidas positivas cuando el operador diferencial tiene

estas propiedades.

2) Gran flexibilidad en la selección de los espacios polinomiales aproximantes. En

colocación-TH, los grados de los polinomios que se utilizan en la frontera interior y en el

interior de los elementos de la partición pueden ser diferentes.

3) El número de puntos de colocación utilizados se puede reducir. En colocación-TH, el

grado de los polinomios que se utilizan en el interior de los elementos de la partición, se

puede reducir. Incluso, se han propuesto procedimientos con un solo punto de colocación

[14, 81 a 84].

4) Es fácilmente paralelizable. De hecho, cuando se trata con operadores diferenciales

simétricos y definidos positivos, las matrices que se derivan con colocación-TH preservan

estas propiedades, lo cual permite la aplicación inmediata del método de gradiente

conjugado cuando se combina la colocación-TH con métodos de descomposición de dominio

[10].

5) Gran generalidad. La colocación-TH se puede aplicar a prácticamente cualquier ecuación

diferencial parcial lineal o sistemas de tales ecuaciones, que aparecen en diversas ciencias

e ingeniería. Ya se ha aplicado a ecuaciones elípticas y parabólicas, incluyendo a la ecuación

general elíptica de segundo orden y a la ecuación biarmónica [15, 22].

                                                
1 Orthogonal Spline Collocation
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Ahora bien, en esta tesis, las funciones óptimas se aproximan utilizando métodos de elementos

finitos. Así, la metodología-TH desarrollada como un método de elementos finitos se le llamará

Método de Elementos Finitos con Funciones Óptimas (FEM-OF) [16, 24]. De esta forma, se

establecen las bases generales para una teoría de métodos de elementos finitos en espacios de

funciones discontinuas definidas por tramos.

FEM-OF  constituye una nueva forma de aplicar elementos finitos, la cual ha mostrado tener

ventajas sobre el método estándar de elementos finitos, principalmente, en la reducción del

número de grados de libertad. Ciertamente preserva las mismas ventajas que la colocación-

TH, pero además presenta otras ventajas; por ejemplo, los problemas de contorno con saltos

prescritos tienen la misma dificultad que los problemas de contorno sin saltos cuando se

resuelven con FEM-OF.

Además de caracterizar como métodos de elementos finitos con funciones óptimas los ya

mencionados métodos directos y métodos indirectos, a los cuales se les llamará FEM-OF

Steklov-Poincaré y FEM-OF Trefftz-Herrera respectivamente, se introduce una nueva

formulación que combina ambos métodos.

En la teoría, cuando las funciones optimas son exactas, usar unas u otras es equivalente. Sin

embargo, cuando se emplean métodos numéricos para calcular aproximaciones de las funciones

óptimas, esta equivalencia ya no se cumple. Entonces, la utilización simultánea de funciones de

base y de peso óptimas aproximadas es una opción que tiene características atractivas. En

particular, un análisis del error muestra que esta práctica mejora la precisión de los

algoritmos. En la literatura, el uso de espacios de funciones diferentes para las funciones de

base y de peso se conoce como métodos de Petrov-Galerkin. Es por ello que en esta tesis se

propone un procedimiento derivado del uso simultáneo de funciones de base y de peso óptimas

que se llamará FEM-OF Petrov-Galerkin.

Nótese que para aplicar efectivamente  FEM-OF Petrov-Galerkin, se requiere que los espacios

de funciones de base y de peso óptimas sean diferentes. Esto se logra solamente si el operador
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diferencial en cuestión no es auto-adjunto. Cuando se aplica a problemas que involucran

operadores diferenciales no auto-adjuntos se puede reducir el grado de los polinomios

aproximantes en el interior de los elementos de la partición, obteniendo el mismo orden de

precisión que se lograría sin esta reducción. En estas circunstancias, se puede decir que FEM-

OF Petrov-Galerkin exhibe propiedades de super-convergencia.

Recapitulando, FEM-OF  constituye una nueva forma de aplicar FEM, la cual ha mostrado tener

claras ventajas sobre el método estándar de FEM. Además de las ya mencionadas en la

colocación TH, éstas ventajas son:

1) Exhibe importante reducción en el número de grados de libertad.

2) Los BVPJ con o sin saltos  prescritos tienen la misma dificultad. De hecho, se sigue

trabajando con formulaciones débiles que aparecen en los planteamientos FEM estándares

[38 a 41].

3) Presenta ventajas significativas de tipo numérico. Por ejemplo: a) las cuadraturas locales

coinciden con la cuadratura global, lo cual no ocurre en la colocación-TH; b) a pesar de

resolver un problema elíptico de segundo orden, c) solamente se requiere calcular

derivadas de primer orden; solamente se necesita realizar integrales en el interior de los

subdominios de la partición; entre otros.

4) Se introduce una nueva formulación llamada FEM-OF Petrov-Galekin, la cual utiliza tanto

funciones óptimas de base como funciones óptimas de peso.

5) Muestra una super-convergencia con operadores diferenciales no auto-adjuntos,

específicamente cuando se utiliza FEM-OF Petrov-Galerkin
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1.2- Generalidades de FEM con Funciones Óptimas

Considérese un problema de contorno con saltos prescritos  (BVPJ)  formulado en un dominio

Ω  con una partición { }1,..., EΠ = Ω Ω .

El primer paso que se realiza para resolverlo con el Método de Elementos Finitos con

Funciones Óptimas (FEM-OF) [16, 24], es localizar  el problema. Por localizar el problema se

entiende, al igual que en los métodos de Descomposición de Dominio, un procedimiento que

permite construir la solución global  definida en todo el dominio, resolviendo exclusivamente

problemas de contorno locales  formulados en cada uno de los subdominios de la partición. La

estrategia general para alcanzar dicho propósito consiste en recabar cierta  información de la

solución pero únicamente en la frontera interior Σ  de la partición, que sea la suficiente para

definir problemas de contorno independientes y bien planteados en cada uno de los

subdominios, cuyas soluciones individuales sean precisamente las restricciones

correspondientes de la solución global. Para esto, se elige de antemano cierta información

objetivo de la solución en Σ  que posea esta propiedad, la cual se denota como información

buscada.

Existen dos grandes categorías de métodos para recabar dicha información buscada: los

métodos directos  y los métodos indirectos. Los métodos directos utilizan soluciones locales

del operador diferencial original para establecer las condiciones de compatibilidad que debe

aportar la información buscada; mientras que los métodos indirectos utilizan para tal fin el

operador diferencial adjunto. Entonces, a partir de estas condiciones de compatibilidad se

deriva una matriz del sistema global asociada con el problema.
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Los métodos directos  se derivan de una forma muy general de las condiciones de continuidad

de Poincaré-Steklov [32]; mientras que los métodos indirectos  se derivan de una teoría

desarrollada por Herrera, la cual se relaciona con la metodología Trefftz, llamada con

frecuencia teoría Trefftz-Herrera. Existen diversas maneras de implementar cada uno de

estos métodos. Una de ellas, se basa en el uso de una clase especial de funciones de base y de

peso, llamadas genéricamente funciones óptimas.

En los métodos de localización indirectos  se desarrolla y se aplica un sistema de funciones de

peso especializadas que tiene la propiedad de capturar la información buscada de la solución en

la frontera interior exclusivamente. La idea de construir tales funciones óptimas de peso

surge del hecho de que en el método de residuos pesados, la información acerca de la solución

exacta que contiene la solución aproximada, depende del sistema de funciones de peso que se

aplica. Para utilizar esta dependencia en la construcción de las funciones óptimas de peso, se

requiere de un procedimiento de análisis. Las herramientas básicas de este análisis son las

fórmulas de Green-Herrera, las cuales se pueden aplicar aún cuando las funciones de base y

de peso son completamente discontinuas, cosa que no se puede hacer en los espacios de

Sovolev estándares ni con los operadores definidos en ellos. Entonces, las fórmulas de Green-

Herrera se aplican para diseñar las funciones óptimas de peso adecuadamente, las cuales

tienen entre otras propiedades las de ser soluciones locales a la ecuación diferencial

homogénea asociada con el operador diferencial adjunto. Las funciones óptimas de peso se

utilizan para derivar las condiciones de compatibilidad de las cuales se obtiene la información

buscada.

Por otro lado, en los métodos de localización directos  se introduce un espacio lineal cuyos

elementos, llamados funciones óptimas de base, tiene la siguiente propiedad: una función

óptima de base satisface las condiciones de continuidad de Poincaré-Steklov  si y solo si

contienen la información buscada. Cuando se utiliza la aproximación directa, la obtención de la

información buscada se transforma en la construcción de la función óptima de base que cumple

con las condiciones de Poincaré-Steklov, de la cual se deriva la matriz del sistema global. Las
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funciones óptimas de base son soluciones locales de la ecuación diferencial homogénea asociada

con el operador diferencial  original del problema considerado.

Como se mencionó anteriormente, el término de funciones óptimas denota un conjunto de

funciones que incluye tanto a las funciones óptimas de base como a las funciones óptimas de

peso, de modo que el primero se compone de la suma directa de los dos últimos. Por otro lado,

en vista de toda la explicación anterior, queda claro que existe una dualidad entre los métodos

de localización directos e indirectos. En este trabajo, dicha relación se establece en términos

de expresiones matemáticas precisas, específicamente por medio de una pareja de

descomposiciones duales  de los operadores valuados en funcionales, en términos de los cuales

se formula el BVPJ. También, se desarrolla la teoría en espacios de funciones discontinuas

definidas por tramos. El uso sistemático de tales espacios en el tratamiento de ecuaciones

diferenciales parciales requiere el planteamiento de problemas de contorno con saltos

prescritos .

Además, la teoría básica se desarrolla como una teoría exacta. Por otro lado, la metodología

FEM-OF es una metodología de discretización, que se puede aplicar a cualquier ecuación

diferencial parcial lineal, o a sistemas de tales ecuaciones, y que como cualquier metodología de

discretización es una teoría de aproximación. A partir de la teoría básica exacta se derivan

tres aproximaciones: FEM-OF Steklov-Poincaré, la cual utiliza funciones óptimas de base;

FEM-OF Trefftz-Herrera, la cual utiliza funciones óptimas de peso; y FEM-OF Petrov-

Galerkin, la cual utiliza funciones óptimas de base y funciones óptimas de peso

simultáneamente. Estas tres aproximaciones FEM-OF se derivan de una teoría básica exacta

introduciendo dos clases de aproximaciones cuando se implementan; éstas son:

1) El espacio de funciones óptimas, que generalmente es de dimensión infinita, se aproxima por

medio de un espacio de dimensión finita.

2) Las ecuaciones diferenciales locales que satisfacen las funciones óptimas, no se satisfacen

exactamente.
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Dependiendo de cuál método de aproximación numérica  se utilice para resolver esas

ecuaciones diferenciales locales, se puede obtener clases especiales de Métodos de Elementos

Finitos, de Métodos de Colocación o de otros métodos. En sí mismo, FEM-OF se puede ver

como una clase especial de Método de Galerkin Discontinuo [85 a 90], puesto que se formula en

un espacio de funciones discontinuas. También, FEM-OF se pude ver como una clase especial de

Método FEM con Funciones Enriquecidas [91 a 96], puesto que las funciones óptimas son

funciones con un pre-procesamiento.

Nótese que por la manera en que se formulan los procedimientos FEM-OF, solamente se

obtiene información de la solución en la frontera interior Σ . Sin embargo, una vez que esa

información buscada se conoce, se puede resolver problemas de contorno locales para obtener

la solución en cualquier parte del dominio Ω . Precisamente esto es lo que se hace en la

aproximación FEM-OF Trefftz-Herrera. A este último paso se le conoce como interpolación

óptima. Sin embargo, cuando se utiliza la aproximación FEM-OF Steklov-Poincaré o FEM-OF

Petrov-Galerkin, el procedimiento de interpolación óptima realmente no se necesita, puesto que

se obtiene directamente la solución  en todo el dominio Ω .
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2.1- Notación

Sea la región nΩ⊂ , llamada dominio, un subconjunto abierto, acotado y conexo del espacio

Euclidiano de dimensión n .

Sea ∂Ω  la frontera del dominio Ω , llamada frontera exterior. ∂Ω  es una frontera Lipschitz.

Sea { }1, , EΠ ≡ Ω Ω…  una partición  del dominio Ω  en E  subregiones abiertas iΩ ,

1, ,i E= … , llamadas subdominios. Una partición Π  del dominio Ω  satisface las siguientes

condiciones: 
1

E

i
i=

Ω = Ω∪  y i jΩ Ω =∅∩  para i j≠ .

Sea i∂Ω  la frontera del subdominio iΩ , 1, ,i E= … . Cada i∂Ω  es una frontera Lipschitz.

Sea ij i jΣ ≡ Ω Ω∩ , i j≠ , la frontera común entre los subdominios adyacentes iΩ  y jΩ .

Sea Σ  la unión de todas las fronteras comunes entre subdominios adyacentes, es decir, el

complemento cerrado de ∂Ω  relativo a 
1

E

i
i=
∂Ω∪ , llamada frontera interior. Véase la figura 2.1.

Sea n  un vector normal unitario  con sentido hacia el exterior en la frontera exterior ∂Ω ;

dicho vector está definido en casi todos los puntos de ∂Ω . También, n  denota a un vector

normal unitario con sentido arbitrario en la frontera interior Σ ; dicho vector está definido en

casi todos los puntos de Σ . Véase la figura 2.2.
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Sean ( )1D Ω  y ( )2D Ω  dos espacios lineales de funciones definidos en el dominio Ω .

Sean ( )iDα Ω , 1, ,i E= … , los subespacios de ( )Dα Ω , cuyos elementos son las restricciones

en los subdominios iΩ  de las funciones que pertenecen a ( )Dα Ω   se entiende que se tiene

definiciones similares para 1,2α =   .

Sea ( )Dα Ω  el espacio lineal de funciones definido en el dominio Ω  por la suma directa de los

subespacios ( )iDα Ω , 1, ,i E= … ; esto es:

( ) ( )
1

E

ii
D Dα α=

Ω ≡ ⊕ Ω (2.1.1)

donde el operador ⊕  representa la suma directa de espacios vectoriales. De aquí que una

función ( )v Dα∈ Ω  tiene una representación vectorial como una sucesión de funciones

{ } 1

E
k k
v

=
, donde ( )i iv Dα∈ Ω .

Puesto que una función ( )v Dα∈ Ω  se forma por las restricciones de funciones definidas de

manera independiente en cada subdominio iΩ , ésta es totalmente  discontinua en la fronteras

interior Σ . De esta forma se introducen los espacios lineales de funciones discontinuas

definidas por tramos. En general, las funciones que pertenecen a estos espacios pueden tener

discontinuidades de salto finitas  tanto en el valor de la función como en el valor de sus

derivadas normales en Σ .

Cuando se califica a una función  como continua, se entiende que la función es continua en su

valor, sin asumir nada acerca de la continuidad en sus derivadas. Aunque es claro que la función

es continua en todo Ω , esto es, en cada subdominio iΩ  y en la frontera interior Σ , se pondrá

énfasis en la continuidad a través de Σ . Cuando se califica a una función como totalmente

continua, se entiende que la función es continua tanto en su valor como en sus derivadas

normales a través de Σ . Cuando se califica a una función como totalmente discontinua, se
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entiende que la función puede presentar discontinuidades tanto en su valor como en sus

derivadas normales a través de Σ .

De hecho, ( )1D Ω  y ( )2D Ω  corresponden a los espacios de las funciones de base y de las

funciones de peso respectivamente. Las funciones de base  construyen la solución de la

ecuación diferencial; mientras que las funciones de peso  o funciones de prueba  ponderan la

ecuación diferencial.

Sean las dos trazas  de { } ( )1

E
k k

v v Dα=
= ∈ Ω  en la frontera común ijΣ  a los subdominios iΩ  y

jΩ ; una se define para iv  en iΩ  y la otra para jv  en jΩ . Más aún, el sentido del vector

normal n  en la frontera interior Σ  define su lado positivo; mientras que el sentido contrario,

su lado negativo. Entonces, ( )v Tr v+
+ ≡  es la traza de v  en el lado positivo de Σ , mientras

que  ( )v Tr v−
− ≡  es la traza de v  en el lado negativo de Σ , donde ( )Tr  es el operador

traza. En general, v v+ −≠  ya que se trabaja con espacios de funciones discontinuas definidas

por tramos. Véase la figura 2.3.

Sea el promedio de la función  ( )v Dα∈ Ω  a través de la frontera interior Σ , definido por:

( )1
2v v v

•

+ −= + (2.1.2)

donde 
•

 es el operador promedio.

Sea el salto de la función  ( )v Dα∈ Ω  a través de la frontera interior Σ , definido por:

[ ]v v v+ −≡ − (2.1.3)

donde [ ]  es el operador salto.

La discontinuidad de una función en la frontera interior Σ  se puede expresar ya sea

especificando los valores de sus trazas en Σ , o bien, especificando los valores de su promedio

y de su salto en Σ . De hecho, las ecuaciones anteriores se pueden escribir como:
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[ ]1
2v v v

•

+ = + (2.1.4)

[ ]1
2v v v

•

− = − (2.1.5)

Entonces, si la función v  es continua a través de Σ  se tiene que  v v v v
•

+ −= = = ,  y que

[ ] 0v = .

Nótese que los valores del promedio v
•

 y del salto orientado  [ ]v n• , no dependen del sentido

del vector normal n  en la frontera interior Σ .

Demostración: En efecto, si se cambia el sentido de n  en Σ , entonces éste es

n n= − , y el valor original de v+  ahora es el nuevo valor de v−  y viceversa, esto es

v v+ −=  y  v v− += . En consecuencia:

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]v n v v n v v n v v n v n+ − − + + −• = − • = − • − = − • = •

En cuanto a v
•

 se tiene que:

( ) ( ) ( )1 1 1
2 2 2v v v v v v v v

• •

+ − − + + −= + = + = + =

En particular, se seleccionan los espacios de Sobolev [42 a 44] para definir los espacios

( )Dα Ω . Los espacios de Sobolev son espacios apropiados para manejar funciones discontinuas

definidas por tramos, en donde las trazas de las funciones y de sus derivadas normales en las

fronteras de los subdominios i∂Ω  siempre están definidas y, en consecuencia, los saltos y los

promedios de éstas. De esta forma, se garantiza la existencia y la unicidad de la solución para

los problemas de contorno con saltos prescritos y con coeficientes discontinuos, en donde la

solución también puede ser discontinua.

La ubicación dentro del dominio Ω  tanto de los saltos prescritos como de las discontinuidades

de los coeficientes del operador diferencial determinan la partición Π , de forma que

solamente haya éstos sobre la frontera interior Σ . De esta forma, la solución solamente puede

presentar discontinuidades en Σ .
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Los espacios de Sobolev de orden entero no negativo  ( 0,1,2,...s = ) con soporte en un

dominio Ω  se definen como:

( ) ( ) ( ){ }2 2  con s tH v L D v L t sΩ ≡ ∈ Ω ∈ Ω ≤ (2.1.6)

donde 1 2, ,..., nt t t t≡ , 1 2 ... nt t t t≡ + + + , ( ) ( )
1 2

1 2
1 2

...
n

n

tt t
t

tt t
n

D
x x x

 ∂ ∂ ∂
≡  ∂ ∂ ∂ 

 y ( )2L Ω  es el

espacio de funciones de cuadrado integrable en Ω . Nótese que ( ) ( )0 2H LΩ = Ω . La norma

asociada a estos espacios de Sovolev ( )sH Ω  es:

( )22

,
 t

s
t s

v D v d x
Ω

≤Ω

≡ ∑∫ (2.1.7)

Las derivadas de las funciones en los espacios de Sovolev se entienden como derivadas en el

sentido distribucional, es decir:

( )( ) ( ) ( )( ) ( )01 ,tt tD v d x v D d x Cφ φ φ ∞

Ω Ω

= − ∀ ∈ Ω∫ ∫ (2.1.8)

donde ( )0C
∞ Ω  es el espacio de funciones de clase ( )C∞ Ω  pero con soporte compacto.

Entonces, los espacios de Sovolev por tramos  se definen como:

( ) ( )
1

E
S S

ii
H H

=
Ω ≡ ⊕ Ω (2.1.9)

La norma  asociada a estos espacios de Sovolev ( )SH Ω  es:

2 2

, , ,
1

i

E

is s
i

v v
Ω Π Ω

=

≡∑ (2.1.10)

En este trabajo se trabaja con la ecuación diferencial parcial elíptica general de segundo

orden, en consecuencia, se utilizaran para definir los espacios de funciones de base y de

funciones de peso los espacios de Sovolev por tramos ( )SH Ω  de orden 2s = , es decir:

( ) ( )2
1D HΩ ⊂ Ω (2.1.11)

( ) ( )2
2D HΩ ⊂ Ω (2.1.12)
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A)

∂Ω

Ω

 

iΩ

i∂Ω

(B

C)

Σ

 

jΩ

ijΣ

iΩ

(D

Figura 2.1.- A) Dominio Ω  y su frontera exterior ∂Ω . B) Subdominio iΩ  y su

frontera i∂Ω . C) Frontera interior Σ . D) Frontera común ijΣ  a iΩ  y jΩ .

∂Ω

Σ

n
n

n

Figura 2.2.- Vector normal n  a frontera exterior ∂Ω  y a frontera interior Σ .
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jΩ iΩ

ijΣ n

( )+( )−

v− v+

Figura 2.3.- Trazas de la función v , del lado positivo y del lado negativo de la

frontera común ijΣ  a subdominios adyacentes iΩ  y . jΩ , según el vector normal n .
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2.2- Fórmulas de Green-Herrera

Sea un dominio Ω  y una partición { }1,..., EΠ = Ω Ω  de éste. Sea una ecuación diferencial:

u fΩ=L      en cada iΩ (2.2.1)

donde L  es un operador diferencial lineal con coeficientes suficientemente suaves, por

ejemplo de clase ( )C∞ Ω . Además se proporcionan condiciones de frontera en la frontera

exterior ∂Ω  y condiciones de saltos prescritos en la frontera interior Σ , de tal modo que

resulta un problema bien planteado, es decir, que tiene solución única la cual depende

continuamente de los datos. Las condiciones de saltos prescritos se refieren a

discontinuidades de salto finitas tanto de la función u  como de sus derivadas normales a

través de Σ . El problema enunciado se denomina Problema de Contorno con Saltos Prescritos

[1 a 5].

2.2.1.- Operador Diferencial Adjunto Formal

El operador diferencial L  y su operador diferencial adjunto formal 
∗L  satisfacen la

siguiente identidad de forma puntual:

( ), ,w u u w u w x∗
− = ∇• ∀ ∈ΩDL L (2.2.2)

donde ( ),u wD  es una funcional bilineal vectorial definida en ( ) ( )1 2D DΩ × Ω , llamada

concomitante, apropiada para el operador diferencial L  en cuestión.
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2.2.2.- Fórmulas de Green

Por lo pronto, y solamente para este inciso 2.2.2, considérese que ( )1u D∈ Ω  y ( )2w D∈ Ω

son funciones totalmente continuas, es decir, que las funciones u  y w  así como sus derivadas

normales son continuas a través de Σ :.

En consecuencia, si ( )1u D∈ Ω  entonces uL  está definido tanto en el interior de cada

subdominio iΩ  como en la frontera interior Σ . De igual forma, si ( )2w D∈ Ω  entonces

*wL  está definido tanto en el interior de cada iΩ  como en Σ .

Si se integra (2.2.2) en cada subdominio iΩ , se tiene que:

( ) ( )
1 1

,
i i

E E

i i
w u u w d x u w d x∗

= =Ω Ω

− = ∇•∑ ∑∫ ∫ DL L (2.2.3)

Aplicando el teorema de la divergencia en el lado derecho:

( )
1 1 1

,
i i i

E E E

i i i
w ud x u wd x u w nd x∗

= = =Ω Ω ∂Ω

− = •∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫ DL L (2.2.4)

Puesto que las funciones u  y w  así como sus derivadas normales son continuas a través de la

frontera interior Σ , resulta que:

( ),w ud x u wd x u w nd x∗

Ω Ω ∂Ω

− = •∫ ∫ ∫ DL L (2.2.5)

Ahora, se introducen las siguientes funcionales bilineales reales definidas en ( ) ( )1 2D DΩ × Ω :

( ), ,u w w u x≡ ∀ ∈ΩP L (2.2.6)

( ), ,u w u w x∗∗ ≡ ∀ ∈ΩQ L (2.2.7)

donde ( ),u w∗Q  es la funcional transpuesta  de la funcional bilineal ( ),u wQ  y se define

como ( ) ( ), ,u w w u∗ ≡Q Q .
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También, sean ( ),u wB  y ( ),u w∗C  funcionales bilineales reales definidas en

( ) ( )1 2D DΩ × Ω  tales que producen la siguiente descomposición:

( ) ( ) ( ), , , ,u w u w u w n x∗− ≡ • ∀ ∈∂ΩB C D (2.2.8)

donde ( ) ( ), ,u w w u∗ ≡C C . La funcional ( ),u wB  involucra los valores prescritos o

conocidos de la solución en la frontera exterior ∂Ω  (condiciones de frontera), mientras que la

funcional ( ),u w∗C  involucra los valores no prescritos o desconocidos de la solución en ∂Ω .

Sustituyendo (2.2.6) a (2.2.8) en (2.2.5) y reordenando términos, se obtiene las fórmulas de

Green:

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,

        

u w d x u w d x u w d x u w d x∗ ∗

Ω ∂Ω Ω ∂Ω

− = −∫ ∫ ∫ ∫P B Q C
(2.2.9)

Ahora, sean las funcionales bilineales reales ,Pu w , ,Bu w , ,Q u w∗  y ,C u w∗  definidas

en ( ) ( )1 2D DΩ × Ω  tales que:

( ), ,Pu w u w d x w ud x
Ω Ω

≡ =∫ ∫P L      en Ω (2.2.10)

( ), ,Bu w u w d x
∂Ω

≡ ∫ B      en ∂Ω (2.2.11)

( ), ,Q u w u w d x u wd x∗∗ ∗

Ω Ω

≡ =∫ ∫Q L      en Ω (2.2.12)

( ), ,C u w u w d x∗ ∗

∂Ω

≡ ∫ C      en ∂Ω (2.2.13)

Si se sustituye (2.2.10) a (2.2.13) en (2.2.9), se tiene que:

, , , ,Pu w Bu w Q u w C u w∗ ∗− = − (2.2.14)

igualdad que se satisface ( ) ( ) ( )1 2,u w D D∀ ∈ Ω × Ω , o bien, por la propiedad de linealidad:

( ) ( ), ,P B u w Q C u w∗ ∗− = − (2.2.15)

o sucintamente:

P B Q C∗ ∗− = − (2.2.16)
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2.2.3.- Fórmulas de Green-Herrera

Ahora, considérese que ( )1u D∈ Ω  y ( )2w D∈ Ω  son funciones totalmente discontinuas, es

decir, que tanto las funciones u  y w  como sus derivadas normales son discontinuas a través

de Σ .

En consecuencia, si ( )1u D∈ Ω  entonces uL  está definido en el interior de cada

subdominio iΩ . De igual forma, si ( )2w D∈ Ω  entonces 
*wL  está definido en el interior de

cada iΩ . Pero ambos operadores diferenciales no están definidos en la frontera interior Σ

debido a que tanto las funciones u  y w  como sus derivadas normales son discontinuas a través

de Σ .

Si se integra (2.2.2) en cada subdominio iΩ , se tiene que:

( ) ( )
1 1

,
i i

E E

i i
w u u w d x u w d x∗

= =Ω Ω

− = ∇•∑ ∑∫ ∫ DL L (2.2.17)

Aplicando el teorema de la divergencia en el lado derecho:

( )
1 1 1

,
i i i

E E E

i i i
w ud x u wd x u w nd x∗

= = =Ω Ω ∂Ω

− = •∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫ DL L (2.2.18)

Puesto que las funciones u  y w  así como sus derivadas normales son discontinuas a través de

la frontera interior Σ , resulta que:

( ) ( )
1 1

, ,
i i

E E

i i
w ud x u wd x u w nd x u w nd x∗

= =Ω Ω ∂Ω Σ

− = • − •  ∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫D DL L (2.2.19)

donde al resultado: ( ) ( ) ( )
1

, , ,
i

E

i
u w d x u w nd x u w nd x

= Ω ∂Ω Σ

∇• = • − •  ∑ ∫ ∫ ∫D D D , se le ha

llamado Teorema Generalizado de la Divergencia.

Ahora, se introducen las siguientes funcionales bilineales reales definidas en ( ) ( )1 2D DΩ × Ω :
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( ), , iu w w u x≡ ∀ ∈ΩP L (2.2.20)

( ), , iu w u w x∗∗ ≡ ∀ ∈ΩQ L (2.2.21)

donde ( ),u w∗Q  es la funcional transpuesta  de la funcional bilineal ( ),u wQ  y se define

como ( ) ( ), ,u w w u∗ ≡Q Q .

También, sean ( ),u wB  , ( ),u w∗C , ( ),u wJ  y ( ),u w∗K  funcionales bilineales reales

definidas en ( ) ( )1 2D DΩ × Ω  tales que producen las siguientes descomposiciones:

( ) ( ) ( ), , , ,u w u w u w n x∗− ≡ • ∀ ∈∂ΩB C D (2.2.22)

( ) ( ) ( ), , , ,u w u w u w n x∗− ≡ − • ∀ ∈Σ  J K D (2.2.23)

donde ( ) ( ), ,u w w u∗ ≡C C  y ( ) ( ), ,u w w u∗ ≡K K . Aplicando álgebra de saltos:

( ) [ ] [ ], , ,u w u w u w
• •   = +          

D D D , se obtiene una forma adecuada de definir las

siguientes funcionales:

( ) [ ], , ,u w u w n x
•

∗  ≡ • ∀ ∈Σ 
 

K D (2.2.24)

( ) [ ], , ,u w u w n x
• ≡ − • ∀ ∈Σ 

 
J D (2.2.25)

Entonces, la funcional ( ),u wB  involucra los valores prescritos o conocidos en la frontera

exterior ∂Ω  (condiciones de frontera), mientras que la funcional ( ),u w∗C  involucra los

valores no prescritos o desconocidos de la solución en ∂Ω . Por otro lado, la funcional

( ),u w∗K  involucra los valores relacionados con los promedios u
•

 en la frontera interior Σ

mientras que la funcional ( ),u wJ  involucra los valores relacionados con los saltos [ ]u  en Σ .

Sustituyendo (2.2.20) a (2.2.23) en (2.2.19) y reordenando términos, se obtiene las fórmulas

de Green-Herrera:
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

, , ,

          , , ,

i

i

E

i

E

i

u w d x u w d x u w d x

u w d x u w d x u w d x

= Ω ∂Ω Σ

∗ ∗ ∗

= Ω ∂Ω Σ

− −

= − −

∑ ∫ ∫ ∫

∑ ∫ ∫ ∫

P B J

Q C K
(2.2.26)

Ahora, sean las funcionales bilineales reales ,Pu w , ,Bu w , ,Ju w , ,Q u w∗ , ,C u w∗  y

,K u w∗  definidas en ( ) ( )1 2D DΩ × Ω  tales que:

( )
1 1

, ,
i i

E E

i i
Pu w u w d x w ud x

= =Ω Ω

≡ =∑ ∑∫ ∫P L      en cada iΩ (2.2.27)

( ), ,Bu w u w d x
∂Ω

≡ ∫ B      en ∂Ω (2.2.28)

( ), ,Ju w u w d x
Σ

≡ ∫ J      en Σ (2.2.29)

( )
1 1

, ,
i i

E E

i i
Q u w u w d x u wd x∗∗ ∗

= =Ω Ω

≡ =∑ ∑∫ ∫Q L      en cada iΩ (2.2.30)

( ), ,C u w u w d x∗ ∗

∂Ω

≡ ∫ C      en ∂Ω (2.2.31)

( ), ,K u w u w d x∗ ∗

Σ

≡ ∫K      en Σ (2.2.32)

Si se sustituye (2.2.27) a (2.2.32) en (2.2.26), se tiene que:

, , , , , ,Pu w Bu w Ju w Q u w C u w K u w∗ ∗ ∗− − = − − (2.2.33)

igualdad que se satisface ( ) ( ) ( )1 2,u w D D∀ ∈ Ω × Ω , o bien, por la propiedad de linealidad:

( ) ( ), ,P B J u w Q C K u w∗ ∗ ∗− − = − − (2.2.34)

o sucintamente:

P B J Q C K∗ ∗ ∗− − = − − (2.2.35)

Nótese que las fórmulas de Green son un caso particular de las fórmulas de Green-Herrera

cuando se anulan las funcionales bilineales , 0Ju w =  y , 0K u w∗ = .
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2.2.4.- Operadores Valuados en Funcionales

Las funcionales bilineales ,Pu w , ,Bu w , ,Ju w , ,Q u w∗ , ,C u w∗  y ,K u w∗

definidas en ( ) ( )1 2D DΩ × Ω  y valuadas en , también se pueden considerar como

operadores valuados en funcionales definidos en ( )1D Ω  y valuados en ( )*
2D Ω , esto es,

valuados en el espacio dual algebraico de ( )2D Ω , el espacio lineal formado por todas las

funcionales lineales definidas en ( )2D Ω .

Por ejemplo, tómese la funcional bilineal ( ) ( )1 2:P D DΩ × Ω →  y selecciónese alguna

función ( )1v D∈ Ω  que sea de interés, entonces constrúyase la funcional lineal ( )*
2Pv D∈ Ω

definida como ( ) ,Pv w Pv w≡ . De esta forma se puede decir que ( ) ( )*
1 2:P D DΩ → Ω  es

un operador valuado en funcionales.
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2.3.- Problemas de Contorno con Saltos Prescritos

2.3.1.- Problemas de Contorno con Saltos Prescritos

Definición 2.3.1.- Problema de Contorno con Saltos Prescritos –BVPJ-

Sea un dominio Ω  y una partición { }1,..., EΠ = Ω Ω  de éste. El problema de contorno con

saltos prescritos (BVPJ1) consiste en buscar una función ( )1u D∈ Ω  tal que satisfaga las

siguientes condiciones:

♦ A la ecuación diferencial  en cada subdominio iΩ :

Pu f= (2.3.1)

♦ A las condiciones de frontera  en la frontera exterior ∂Ω :

Bu g= (2.3.2)

♦ A las condiciones de saltos prescritos  en la frontera interior Σ :

Ju j= (2.3.3)

donde la triada de funcionales lineales ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2, ,f g j D D D∗ ∗ ∗∈ Ω × Ω × Ω  se le denomina

datos del problema [26 a 29].

Otra forma de representar los datos del problema es aprovechando que las funcionales

bilineales P , B  y J  también son operadores valuados en funcionales. Para tal efecto, sea una

triada de funciones ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1, ,u u u D D DΩ ∂ Σ ∈ Ω × Ω × Ω  y defínase las funcionales lineales:

f PuΩ≡    , g Bu∂≡ ,   j JuΣ≡ (2.3.4)

                                                
1 Boundary Value Problem with Prescibed Jumps
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de esta forma, los datos del problema se pueden escribir como

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2, ,Pu Bu Ju D D D∗ ∗ ∗
Ω ∂ Σ ∈ Ω × Ω × Ω .

Si se supone que el BVPJ es un problema bien planteado, entonces la función ( )1u DΩ ∈ Ω

necesariamente existe y es única, ya que es precisamente la solución. Además, ( )1u D∂ ∈ Ω  es

una función que satisface las condiciones de frontera, mientras que ( )1u DΣ ∈ Ω  es una

función que satisface las condiciones de saltos prescritos.

Definición 2.3.2.- Condiciones compatibles

Se dice que las condiciones de frontera ( )2g D∗∈ Ω  y las condiciones de saltos prescritos

( )2j D∗∈ Ω  son condiciones compatibles  cuando existe una función ( )1u D∂Σ ∈ Ω  tal que:

g Bu∂Σ=      en ∂Ω (2.3.5)

j Ju∂Σ=      en Σ (2.3.6)

Una condición necesaria para que el BVPJ tenga solución es que las condiciones de frontera y

las condiciones de saltos prescritos sean compatibles. Lo anterior implica que ambas se pueden

derivar de una única función, de modo que realmente no imponen condiciones contradictorias.

Definición 2.3.3.- Solución del BVPJ

Se dice que una función ( )1u D= Ω  es la solución del BVPJ  cuando satisface las ecuaciones:

Pu f= ,     Bu g= ,     Ju j= (2.3.7)

Ahora, con el objetivo de introducir la formulación débil de un BVPJ, se dan las siguientes

definiciones y teoremas.
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Definición 2.3.4.- Conjunto de funciones TH-Completo

Se dice que un conjunto de funciones ( )2D⊂ ΩE  es un conjunto de funciones TH-Completo

para ( ) ( )*
1 2:P D DΩ → Ω  cuando:

, 0, 0Pu w w Pu= ∀ ∈ ⇒ =E (2.3.8)

Definición 2.3.5.- Operador de frontera

Se dice que un operador ( ) ( )*
1 2:B D DΩ → Ω  es un operador de frontera para

( ) ( )*
1 2:P D DΩ → Ω , cuando ( )* 2B

N D⊂ Ω  es un conjunto de funciones TH-Completo para

P , esto es:

*, 0, 0
B

Pu w w N Pu= ∀ ∈ ⇒ = (2.3.9)

Teorema 2.3.1.- Sean los operadores B  y J  operadores de frontera para el operador P  y,

además, sean los espacios 
P
N ∗ , 

B
N ∗  y 

J
N ∗  espacios TH-Completos para los operadores P , B

y J , respectivamente. Entonces, las ecuaciones:

, ,Pu f Bu g Ju j= = = (2.3.10)

son equivalentes a la ecuación:

( ) , ,P B J u w f g j w− − = − − (2.3.11)

Demostración:

Condición suficiente:

Si se suman las ecuaciones (2.3.10) y se pesan, se obtiene la ecuación (2.3.11).

( ), , , ,Pu f Bu g Ju j P B J u w f g j w= = = ⇒ − − = − −

Condición necesaria:

Supóngase que:

( ) , ,P B J u w f g j w− − = − −

Expresando los datos del problema como f PuΩ≡ , g Bu∂≡  y j JuΣ≡  se tiene que:

( ) , ,P B J u w Pu Bu Ju wΩ ∂ Σ− − = − −

Si se aplica la propiedad de linealidad se tiene que:
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( ) ( ) ( )( ) , 0P u u B u u J u u wΩ ∂ Σ− − − − − =

Puesto que B  y J  son operadores de frontera para P  se obtiene:

( ), 0P u u wΩ− =

Puesto que *P
N  es TH-Completo para P  resulta:

( ) ( )* ,   , 0 0
P

w N P u u w P u u Pu Pu fΩ Ω Ω∀ ∈ − = ⇒ − = ⇒ = ≡

Consecuentemente se anula el término de P  en la ecuación (2.3.11):

( ) ( )( ) , 0B u u J u u w∂ Σ− + − =

Nótese que el conjunto ∂Ω Σ∩  tiene medida cero. Entonces, puesto que la funcional

B  se define en ∂Ω  mientras que J  en Σ , se tiene por separado que:

( ), 0B u u wΩ− =    y   ( ), 0J u u wΩ− =

Puesto que *B
N  y *J

N  son TH-Completos para B  y J  respectivamente resulta:

( ) ( )* ,   , 0 0
B

w N B u u w B u u Bu Bu g∂ ∂ ∂∀ ∈ − = ⇒ − = ⇒ = ≡

( ) ( )* ,   , 0 0
J

w N J u u w J u u Ju Ju jΣ Σ Σ∀ ∈ − = ⇒ − = ⇒ = ≡

Definición 2.3.6.- Formulación Débil del BVPJ

La formulación débil del BVPJ, también llamada formulación variacional del BVPJ, es la

ecuación:

( )P B J u f g j− − = − − (2.3.12)

de la cual se ha omitido las funciones de peso con el objeto de simplificar la notación.

En virtud de las fórmulas de Green-Herrera, se tienen dos formulaciones débiles. La primera,

la ecuación (2.3.12), referida como formulación variacional en términos de los datos del

problema:   ( )P B J u f g j− − = − − ,   y la segunda llamada formulación variacional en

términos de la información complementaria:

( )Q C K u f g j∗− − = − − (2.3.13)
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De hecho, si la función ( )1u D∈ Ω  es la solución del BVPJ se dice que los términos Pu , Bu  y

Ju  son los datos del problema, mientras que los términos Q u∗ , C u∗  y K u∗  son la información

complementaria.

Si se tiene un BVPJ homogéneo con condiciones homogéneas, las siguientes observaciones son

útiles.

Corolario 2.3.2.- Sean los operadores B  y J  operadores de frontera para el operador P  y,

además, sean los espacios 
P
N ∗ , 

B
N ∗  y 

J
N ∗  espacios TH-Completos para los operadores P , B

y J , respectivamente. Entonces se tiene que:

( )0, 0, 0 , 0Pu Bu Ju P B J u w= = = ⇔ − − = (2.3.14)

Demostración:

Tómese 0f ≡ , 0g ≡  y 0j ≡  en el teorema 2.3.1.

Teorema 2.3.3.- Sean los operadores C  y K  operadores de frontera para el operador Q  y,

además, sean los espacios QN , CN  y KN  espacios TH-Completos para los operadores Q , C  y

K , respectivamente. Entonces se tiene que:

( )0, 0, 0 , 0Q u C u K u Q C K u w∗∗ ∗ ∗= = = ⇔ − − = (2.3.15)

Demostración:

Condición suficiente:

Si se suman las ecuaciones izquierdas y se pesan, se obtiene la ecuación derecha:

( )0, 0, 0 , 0Q u C u K u Q C K u w∗∗ ∗ ∗= = = ⇒ − − =

Condición necesaria:

Supóngase que:

( ) , 0Q C K u w∗− − =

Puesto que C  y K  son operadores de frontera para Q  se obtiene:
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* , 0Q u w =

Puesto que QN  es TH-Completo para Q  resulta:

* *,   , 0 0Qw N Q u w Q u∀ ∈ = ⇒ =

Consecuentemente se anula el término de Q :

( ) , 0C K u w∗+ =

Nótese que el conjunto ∂Ω Σ∩  tiene medida cero. Entonces, puesto que la funcional

C  se define en ∂Ω  mientras que K  en Σ , se tiene por separado que:

, 0C u w∗ =    y   , 0K u w∗ =

Puesto que CN  y KN  son TH-Completos para C  y K  respectivamente resulta:

* *,   , 0 0Cw N C u w C u∀ ∈ = ⇒ =

* *,   , 0 0Kw N K u w K u∀ ∈ = ⇒ =

2.3.2.- Método de los Residuos Pesados

Sea el siguiente problema de contorno:

u fΩ=L      en Ω (2.3.16)

con condiciones de frontera homogéneas, donde L  es un operador diferencial lineal con

coeficientes tipo ( )C∞ Ω  definido en la región Ω .

En el método de residuos pesados se dice que la función u  es una solución aproximada cuando:

( ) 0w u f dxα
Ω

Ω

− =∫ L (2.3.17)

para una familia de funciones de peso con soporte compacto { }1,..., Nw w . Para que el sistema

de ecuaciones anterior tenga solución única, la solución aproximada se construye como una

combinación lineal de una familia de funciones de base { }1,..., Nφ φ , de modo que:
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1

N

u c α
α

α

φ
=

=∑ (2.3.18)

2.3.3.- Condiciones de Poincaré-Steklov

Sea el siguiente problema de Poisson con solución única ( )1u C∈ Ω  [32], sujeto a condiciones

de frontera homogéneas tipo Dirichlet:

u fΩ−∆ =      en Ω (2.3.19)

0u =      en ∂Ω (2.3.20)

Se introduce la siguiente partición { }1 2,Π = Ω Ω . Entonces, este problema se puede formular

de manera equivalente en múltiples dominios  como:

1u fΩ−∆ =      en 1Ω (2.3.21)

1 0u =      en 1∂Ω ∂Ω∩ (2.3.22)

2u fΩ−∆ =      en 2Ω (2.3.23)

2 0u =      en 2∂Ω ∂Ω∩ (2.3.24)

1 2u u=      en Σ (2.3.25)

1 2u u
n n

∂ ∂
=

∂ ∂
     en Σ (2.3.26)

donde iu  es la restricción de la solución u  en iΩ  y n  es un vector normal a 1∂Ω . Las

ecuaciones (2.3.25) y (2.3.26) representan las condiciones de transmisión  en Σ .

Cuando se aplica algún método de descomposición de dominio a una ecuación diferencial, en

general se tiene que resolver un problema de condiciones de transmisión  en Σ . En particular,

esta ecuación de transmisión se puede representar por medio del operador de Steklov-

Poincaré. Para tal efecto, considérese los siguientes problemas tipo Dirichlet:

iw fΩ−∆ =      en iΩ (2.3.27)

0iw =      en i∂Ω ∂Ω∩ (2.3.28)

iw λ=      en Σ (2.3.29)
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para 1,2i = , donde λ  es el valor desconocido  de u  en Σ . La solución iw  se puede escribir

como H P
i i iw u u= + , donde H

iu  y P
iu  son solución de los siguientes problemas:

0H
iu−∆ =      en iΩ (2.3.30)

0H
iu =      en i∂Ω ∂Ω∩ (2.3.31)

H
iu λ=      en Σ (2.3.32)

y:
P
iu fΩ−∆ =      en iΩ (2.3.33)

0H
iu =      en i∂Ω ∂Ω∩ (2.3.34)

0H
iu =      en Σ (2.3.35)

De aquí que la función H
iu  sea una extensión armónica  de λ  en iΩ , la cual se denotará como

iλH ; además, 1 2= +H H H . Por otro lado, la función P
iu  se denotará como i fΩG ; además

1 2= +G G G .

En consecuencia, comparando el problema (2.3.21)-(2.3.26) con el problema (2.3.27)-(2.3.29) se

tiene que:

i iw u=  para 1,2i =  si y solo si 1 2w w
n n

∂ ∂
=

∂ ∂
 en Σ (2.3.36)

Esta última condición equivale a que λ  satisfaga la ecuación de transmisión de Steklov-

Poincaré:

λ χ=S      en Σ (2.3.37)

donde S  es el operador de Steklov-Poincaré  y se define como:

1 2n n n
λ λ λ λ∂ ∂ ∂ ≡ − ≡  ∂ ∂ ∂ 

S H H H (2.3.38)

2 1f f f
n n n

χ Ω Ω Ω
∂ ∂ ∂ ≡ − ≡ −  ∂ ∂ ∂ 
G G G (2.3.39)

Finalmente, al operador inverso del operador de Steklov-Poincaré, -1S , se le llamará operador

de Poincaré-Steklov.
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2.4.- Método Indirecto de Trefftz-Herrera

2.4.1- Método Indirecto de Trefftz-Herrera

El método indirecto de Trefftz-Herrera [6, 7, 9, 12, 13, 17 a 20, 23, 30, 55] es un método de

descomposición de dominio, ya que dado un BVPJ planteado en un dominio Ω  con una partición

Π  de éste, es capaz de encontrar suficiente información de la solución exclusivamente  en las

fronteras de los subdominios, de modo que se obtengan problemas de contorno locales,

independientes y bien planteados en cada uno de los subdominios.

El método indirecto de Trefftz-Herrera tiene como antecedente los Métodos de Adjunto

Localizado (LAM1). También, de este último se deriva otra familia de métodos, los Métodos de

Adjunto Localizado Lagrangianos-Eulerianos (ELLAM2) [63 a 69].

Se parte de la formulación variacional en términos de la información complementaria de un

BVPJ:

( ) ( )2, , ,Q C K u w f g j w w D∗− − = − − ∀ ∈ Ω (2.4.1)

donde la información relacionada con la solución ( )1u D∈ Ω  en el interior de los subdominios

iΩ  de la partición Π  está dada por el término *Q u , en la frontera exterior ∂Ω  por el

término *C u  y en la frontera interior Σ  por el término *K u .

                                                
1 Localized Adjoint Methods
2 Eulerian-Lagrangian Localizad Adjoint Methods
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El método indirecto de Trefftz-Herrera se caracteriza por construir un espacio de funciones

de peso especializado para capturar cierta información de la solución en las fronteras de los

subdominios; dicho espacio se llamará espacio de funciones óptimas de peso, ( )2TO D∈ Ω .

La información que se busca de la solución en la frontera interior puede ser el promedio de la

función, el promedio de sus derivadas o una combinación de éstos. De hecho, esa información

buscada determina los espacios nulos relacionados con los operadores Q , C  y K  cuando se

aplica el método de los residuos pesados. El análisis para construir las funciones óptimas de

peso se detalla a continuación.

Primero, nótese que la información buscada de la solución solamente está en Σ ∂Ω∪  y no en el

interior de los subdominios iΩ . Entonces, para obtener esa información se requiere eliminar el

término *Q u  de (2.4.1). Aplicando el método de residuos pesados, la condición anterior se

logra construyendo funciones de peso tales que satisfagan la condición 0Qw =  en el interior

de cada subdominio iΩ  por separado y, de este modo, se introduce el espacio nulo de Q  el cual

es ( ){ }2 0 en cada Q iN w D Qw≡ ∈ Ω = Ω .

Ahora bien, se pretende recabar suficiente información de la solución en Σ ∂Ω∪  para

proponer problemas de contorno bien planteados locales en cada subdominio iΩ . Es decir, no

es necesario recabar toda la información posible de la solución en Σ ∂Ω∪ . Esto induce la

descomposición del operador K  en dos partes. Una parte se refiere a la información buscada

de la solución en Σ  y otra parte se refiere a la información redundante o no buscada de la

solución en Σ .

Definición 2.4.1.- Descomposición del operador K

Sea la descomposición { },K KS R  de la funcional bilineal:

K KS R K+ ≡ (2.4.2)

donde el operador KS  se toma de tal forma que KS u
∗  sea precisamente la información buscada

de la solución en Σ .
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Con el objetivo de formalizar la descomposición del operador K  se introduce lo siguiente.

Sean ( ),u w∗
KS  y ( ),u w∗

KR  funcionales bilineales reales definidas en ( ) ( )1 2D DΩ × Ω  tales

que producen la siguiente descomposición:

( ) ( ) ( ), , , ,u w u w u w x∗ ∗ ∗+ ≡ ∀ ∈ΣK KS R K (2.4.3)

Luego, sean ,KS u w
∗  y ,KR u w

∗  funcionales bilineales reales definidas en ( ) ( )1 2D DΩ × Ω

tales que:

( ), ,KS u w u w d x∗ ∗

Σ

≡ ∫ KS      en Σ (2.4.4)

( ), ,KR u w u w d x∗ ∗

Σ

≡ ∫RK      en Σ (2.4.5)

El operador KR  se asocia con la información redundante o no buscada de la solución en Σ .

Entonces, una vez considerada la descomposición del operador K , se requiere eliminar el

término KR u
∗  de (2.4.1). Aplicando el método de residuos pesados, la condición anterior se

logra construyendo funciones de peso tales que satisfagan la condición 0KR w =  en Σ  y, de

este modo, se introduce el espacio nulo de KR  el cual es ( ){ }2 0 en 
KR KN w D R w≡ ∈ Ω = Σ .

Definición 2.4.2.- Información buscada

Sea un BVPJ con solución única ( )1u D∈ Ω . Sean las funcionales bilineales KS  y KR  tales que

K KS R K+ = . Sea ( )1u D∈ Ω  tal que:

K KS u S u∗ ∗=      en Σ (2.4.6)

Entonces se dice que ( )1u D∈ Ω  contiene la información buscada de la solución en Σ .

Por otro lado, nótese que para una ecuación diferencial elíptica de segundo orden se necesita

condiciones de frontera en todo ∂Ω  para que el problema de contorno esté bien planteado. Lo

anterior significa que, en general, no se busca información en ∂Ω . Entonces, se requiere

eliminar el término C u∗  de (2.4.1). Aplicando el método de residuos pesados, la condición
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anterior se logra construyendo funciones de peso tales que satisfagan la condición 0Cw =  en

∂Ω  y, de este modo, se introduce el espacio nulo de C  el cual es

( ){ }2 0 en CN w D Cw≡ ∈ Ω = ∂Ω .

Notación.- ( )1u D∈ Ω  denota una función que contiene la información buscada de la solución

( )1u D∈ Ω  exclusivamente en la frontera interior Σ . Esto significa que la función u  no es

necesariamente la solución en el interior de los subdominios iΩ  ni en la frontera exterior ∂Ω .

A continuación se presenta las definiciones de los tres espacios nulos previamente

introducidos, así como del espacio de funciones óptimas de peso.

Definición 2.4.3.- Espacios nulos de Q , C  y KR

Sean los espacios nulos de los operadores Q , C  y KR :

( ){ }2 i0 en cada QN w D Qw≡ ∈ Ω = Ω (2.4.7)

( ){ }2 0 en CN w D Cw≡ ∈ Ω = ∂Ω (2.4.8)

( ){ }2 0 en 
KR KN w D R w≡ ∈ Ω = Σ (2.4.9)

Definición 2.4.4.- Espacio de funciones óptimas de peso

Sea el espacio de funciones óptimas de peso TO :

( )2KT Q C RO N N N D≡ ⊂ Ω∩ ∩ (2.4.10)

Lo anterior implica que:

( ) , 0,
KK T Q C RQ C R u w w O N N N∗ ∗ ∗− − = ∀ ∈ ≡ ∩ ∩ (2.4.11)

El espacio de funciones de base ( )1D Ω  se toma igual que el espacio de funciones de peso

( )2D Ω .
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Como conclusión, el siguiente teorema establece las condiciones que se debe cumplir para que

la función u  contenga la información buscada de la solución u  en Σ .

Teorema 2.4.1.- Método indirecto de Trefftz-Herrera

Sea el BVPJ:   ( )P B J u f g j− − = − − , con los datos:   f PuΩ≡ , g Bu∂≡  y j JuΣ≡ ,

donde:   ( )1u DΩ ∈ Ω , ( )1u D∂ ∈ Ω  y ( )1u DΣ ∈ Ω .

Sea ( )2KT Q C RO N N N D≡ ⊂ Ω∩ ∩  un espacio de funciones óptimas de peso TH-Completo

para ( ) ( )1 2:KS D D∗ ∗Ω → Ω .

Supóngase que el BVPJ tiene solución única ( )1u D∈ Ω .

Entonces ( )1u D∈ Ω  contiene la información buscada, esto es que K KS u S u∗ ∗= , si y solo si:

, , ,K TS u w f g j w w O∗− = − − ∀ ∈ (2.4.12)

Demostración:

Condición suficiente:

Supóngase que ( )1u D∈ Ω  contiene la información buscada, esto es: K KS u S u∗ ∗= .

Puesto que ( )1u D∈ Ω , se tiene que:

( ) ( )2, , ,P B J u w f g j w w D− − = − − ∀ ∈ Ω

Considerando que * * *Q C K P B J− − = − − , se tiene que:

( ) ( )2, , ,Q C K u w f g j w w D∗ ∗ ∗− − = − − ∀ ∈ Ω

Considerando la descomposición del operador K KK R S∗ ∗ ∗= + , se tiene que:

( ) ( )2, , ,K KQ C R S u w f g j w w D∗ ∗ ∗ ∗− − − = − − ∀ ∈ Ω

Finalmente, por construcción se cumple que ( ) , 0KQ C R u w∗ ∗ ∗− − = ,

( )2Tw O D∀ ∈ ⊂ Ω , esto es:
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, , ,K TS u w f g j w w O∗− = − − ∀ ∈

Condición necesaria:

Sea ( )1u D∈ Ω  y supóngase que:

, , ,K TS u w f g j w w O∗− = − − ∀ ∈

La solución ( )1u D∈ Ω  cumple que:

, , ,K TS u w f g j w w O∗− = − − ∀ ∈

Restando las dos últimas expresiones, se tiene que:

( ) , 0 ,K TS u u w w O∗− − = ∀ ∈

Puesto que TO  es TH-Completo para KS
∗  se tiene que:

( ) 0K K KS u u S u S u∗ ∗ ∗− = ⇒ =

Finalmente, ( )1u D∈ Ω  contiene la información buscada y se le denota como u u≡ .

2.4.2- Interpolación Óptima

Por último, puesto que el operador Q  se relaciona con el operador diferencial adjunto y el

espacio de funciones de base se toma igual que el espacio de funciones óptimas de peso

( )2KT Q C RO N N N D≡ ⊂ Ω∩ ∩ , el método indirecto de Trefftz-Herrera solamente es capaz

de obtener información de la solución en Σ  y no es capaz de obtener información de la

solución en el interior de los subdominios iΩ . Para encontrar la solución en el interior de los

subdominios iΩ  se necesita un procedimiento llamado interpolación óptima.

El procedimiento de interpolación óptima consiste en extender la información buscada de la

solución en Σ  al interior de cada subdominio iΩ  de la siguiente manera. Una vez encontrada la

información buscada de la solución en Σ , junto con las condiciones de frontera Bu Bu∂=  en

∂Ω  y las condiciones de salto Ju JuΣ=  en Σ , se obtienen problemas de contorno locales, bien
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planteados e independientes, en cada subdominio iΩ . La solución de estos problemas de

contorno locales extiende la información buscada de la solución en Σ  al interior de los

subdominios iΩ .

Por ejemplo, si la información buscada de la solución en Σ  es el promedio de la función u u
•

≡ ,

entonces las trazas de la solución u  en Σ  están dadas por:

[ ]1
2u u u

•

+ = + (2.4.13)

[ ]1
2u u u

•

− = − (2.4.14)
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2.5.- Método Directo de Steklov-Poincaré

El método directo de Steklov-Poincaré [8, 21, 54, 57] es un método para obtener la solución de

un BVPJ en todo su dominio. Sin embargo, se puede interpretar como un método de

descomposición de dominio  si se utiliza para encontrar suficiente información de la solución

exclusivamente en las fronteras de los subdominios, de modo que se obtengan problemas de

contorno locales, independientes y bien planteados en cada uno de ellos. Con este último

enfoque se le expone.

El método directo de Steklov-Poincaré tiene como antecedente los métodos Trefftz-Jirousek

[70 a 75].

Se parte de la formulación variacional en términos de los datos de un BVPJ:

( ) ( )2, , ,P B J u w f g j w w D− − = − − ∀ ∈ Ω (2.5.1)

donde la información relacionada con la solución ( )1u D∈ Ω  en el interior de los subdominios

iΩ  de la partición Π  está dada por el término Pu , en la frontera exterior ∂Ω  por el término

Bu  y en la frontera interior Σ  por el término Ju .

El método directo de Steklov-Poincaré se caracteriza por construir un espacio de funciones de

base especializado para contener cierta información de la solución en las fronteras de los

subdominios; dicho espacio se llamará espacio de funciones óptimas de base, ( )1BO D∈ Ω .

La información que se busca de la solución en la frontera interior es el promedio de la función.

Una propiedad relevante es que las funciones óptimas de base contienen la información



Capítulo 2

54

buscada si y solo si satisfacen las condiciones de continuidad de Poincaré-Steklov  en la

frontera interior. De hecho, la condición anterior determina los espacios nulos relacionados

con los operadores P , B  y J . El análisis para construir las funciones óptimas de base se

detalla a continuación.

Primero, se requiere que las funciones óptimas de base satisfagan las condiciones de

continuidad de Poincaré-Steklov en la frontera interior Σ . Esto induce la descomposición del

operador J  en dos partes. Una parte se refiere precisamente a dichas condiciones de

continuidad en Σ , mientras que la otra parte se refiere a condiciones de continuidad

redundantes en Σ .

Definición 2.5.1.- Descomposición del operador J

Sea la descomposición { },J JS R  de la funcional bilineal J :

J JS R J+ ≡ (2.5.2)

donde el operador JS  se toma de tal forma que vJS  sean precisamente las condiciones de

continuidad de Poincaré-Steklov en Σ .

Con el objetivo de formalizar la descomposición del operador J  se introduce lo siguiente. Sean

( ),u wJS  y ( ),u wJR  funcionales bilineales reales definidas en ( ) ( )1 2D DΩ × Ω  tales que

producen la siguiente descomposición:

( ) ( ) ( ), , , ,u w u w u w x+ ≡ ∀ ∈ΣJ JS R K (2.5.3)

Luego, sean ,JS u w  y ,JR u w  funcionales bilineales reales definidas en ( ) ( )1 2D DΩ × Ω

tales que:

( ), ,JS u w u w d x
Σ

≡ ∫ JS      en Σ (2.5.4)

( ), ,JR u w u w d x
Σ

≡ ∫ JR      en Σ (2.5.5)



Capítulo 2

55

El operador JR  se asocia con las condiciones de continuidad redundantes en Σ . También, la

descomposición del operador J  induce una descomposición correspondiente pero en los datos

del problema, específicamente en j JuΣ≡ , de modo que:

S Rj j j JuΣ+ ≡ ≡ (2.5.6)

S Jj S uΣ≡ (2.5.7)

R Jj R uΣ≡ (2.5.8)

La estrategia general del método directo de Steklov-Poincaré consiste en lo siguiente. La

solución ( )1u D∈ Ω  se conforma de la suma de dos funciones. Una función óptima de base

( )v BO∈ Ω  la cual cumple con las condiciones de continuidad de Poincaré-Steklov en Σ  y que

contiene la información buscada de la solución en Σ ; y una función auxiliar ( )1Pu D∈ Ω  la cual

cumple con las condiciones de continuidad redundantes en Σ  y que no contiene en absoluto la

información buscada. Además, la función auxiliar Pu  se construye con las soluciones

particulares locales de cada uno de los subdominios de la partición, satisfaciendo las

condiciones de frontera y las condiciones de saltos prescritos asociadas con las condiciones

redundantes de continuidad en Σ . Ciertamente la función auxiliar Pu  no es una función óptima

de base.

De este modo, la solución ( )1u D∈ Ω  se puede escribir como v + Pu u= , donde ( )1Pu D∈ Ω  y

( )v BO∈ Ω , lo cual implica que (2.5.1) se transforma en:

( ) ( ) ( )2v, , , ,PP B J w f g j w P B J u w w D− − = − − − − − ∀ ∈ Ω (2.5.9)

En cierto modo se puede decir que la función auxiliar Pu  es una solución particular, construida

resolviendo problemas de contorno locales; mientras que la función óptima de base v  es una

solución homogénea , construida resolviendo un problema de contorno global, y cuya utilidad es

la de acoplar las mencionadas soluciones locales al contrarrestar sus discontinuidades que

presentan en Σ  introducidas por la forma en que se construyen.
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Definición 2.5.2.- Función auxiliar Pu

Sea la función auxiliar ( )1Pu D∈ Ω  tal que:

( ) ( )2, , ,J P RP B R u w f g j w w D− − = − − ∀ ∈ Ω (2.5.10)

0K PS u∗ = (2.5.11)

donde el operador KS  se utiliza para establecer la información buscada y se definió en (2.4.2).

Nótese que si 0K PS u∗ =  entonces ( )v vK K P KS u S u S∗ ∗ ∗= + = , lo cual significa que

efectivamente la función óptima de base contiene completamente  la información buscada de la

solución en Σ .

Para el caso de una ecuación diferencial elíptica de segundo orden, la solución particular

( )1Pu D∈ Ω  se construye como una función que satisface por separado los problemas de

contorno no homogéneos locales en cada subdominio iΩ . Esta función también satisface las

condiciones de frontera en ∂Ω  y las condiciones de saltos prescritos pero únicamente de la

función en Σ , imponiéndose que su promedio sea cero en Σ . Sin embargo, puesto que dicha

función se obtiene a partir de problemas locales independientes, aunque sí es posible

construirla satisfaciendo condiciones de continuidad de la función en las fronteras de los

subdominios, no lo es satisfaciendo simultáneamente condiciones de continuidad en sus

derivadas normales. De aquí que la función óptima de base ( )v BO∈ Ω , con el objetivo de

acoplar las soluciones particulares locales, debe contribuir a satisfacer estas últimas

condiciones de continuidad. Lo anterior se logra gracias a que la función óptima de base

contrarresta el salto en las derivadas normales en Σ  que presenta la función auxiliar Pu . Esto

último constituye precisamente las condiciones de continuidad de Poincaré-Steklov.

Además, para el caso elíptico, la información buscada de la solución en Σ  es el promedio de la

función. Nótese que la función auxiliar Pu  satisface las condiciones de salto de la función en
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Σ  y su promedio es cero en Σ . En consecuencia, la función óptima de base v  es continua en Σ

y es precisamente el promedio de la solución en Σ . Esto es:   v v vPu u
• • • •

Σ
Σ ΣΣ

 = + = = 
 

.

A continuación, se plantea el espacio de funciones óptimas de base. Puesto que la función

auxiliar Pu  ya satisfizo la ecuación diferencial no homogénea, entonces las funciones óptimas

de base se construyen de tal modo que satisfagan la condición v 0P =  en el interior de cada

subdominio iΩ  por separado y, de este modo, se introduce el espacio nulo de P  el cual es

( ){ }1v v 0 en cada P iN D P≡ ∈ Ω = Ω . Puesto que la función auxiliar Pu  ya satisfizo las

condiciones de frontera, entonces las funciones óptimas de base se construyen de tal modo

que satisfagan la condición v 0B =  en ∂Ω  y, de este modo, se introduce el espacio nulo de B

el cual es ( ){ }1v v 0 en BN D B≡ ∈ Ω = ∂Ω . Por último, la descomposición del operador J

introduce su espacio nulo de JR , el cual es ( ){ }1v v 0 en 
JR JN D R≡ ∈ Ω = Σ .

Definición 2.5.3.- Espacios nulos de P , B  y JR

Sean los espacios nulos de P , B  y JR  como:

( ){ }1v v 0 en cada P iN D P≡ ∈ Ω = Ω (2.5.12)

( ){ }1v v 0 en BN D B≡ ∈ Ω = ∂Ω (2.5.13)

( ){ }1v v 0 en 
JR JN D R≡ ∈ Ω = Σ (2.5.14)

Definición 2.5.4.- Espacio de funciones óptimas de base

Sea el espacio de funciones óptimas de base BO

( )1JB P B RO N N N D≡ ⊂ Ω∩ ∩ (2.5.15)

Lo anterior implica que:

( )v, 0 , v
JJ B P B RP B R w O N N N− − = ∀ ∈ ≡ ∩ ∩ (2.5.16)
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El espacio de funciones de peso ( )2D Ω  se toma igual que el espacio de funciones de base

( )1D Ω .

Notación.- v BO∈  denota una función óptima de base que contiene la información buscada de

la solución ( )1u D∈ Ω . Esto es: vK KS S u∗ ∗= .

Como conclusión, el siguiente teorema establece las condiciones que se debe cumplir para que

la función óptima de base v  contenga la información buscada de la solución u  en Σ .

Teorema 2.5.1. Método directo de Steklov-Poincaré

Sea el BVPJ:   ( )P B J u f g j− − = − − , con los datos:   f PuΩ≡ , g Bu∂≡  y j JuΣ≡ ,

donde:   ( )1u DΩ ∈ Ω , ( )1u D∂ ∈ Ω  y ( )1u DΣ ∈ Ω .

Sea ( ) ( )1 2JB P B RO N N N D D≡ ⊂ Ω Ω∩ ∩ ∩  un conjunto de funciones óptimas de base TH-

Completo para ( ) ( )1 2:JS D D∗Ω → Ω .

Supóngase que el BVPJ tiene solución única ( )1u D∈ Ω  tal que v Pu u= + , donde v BO∈  y

( )1Pu D∈ Ω  cumple con (2.5.9) y (2.5.10).

Entonces v BO∈  contiene la información buscada, esto es que vK KS S u∗ ∗= , si y solo si:

v, , , ,J J P S BS w S u w j w w O− = − ∀ ∈ (2.5.17)

Demostración:

Condición suficiente:

Supóngase que v BO∈  contiene la información buscada, esto es: vK KS S u∗ ∗= .

Puesto que ( )1u D∈ Ω  donde v Pu u= + , se tiene que:

( )( ) ( )2v , , ,P BP B J u w f g j w w O D− − + = − − ∀ ∈ ⊂ Ω

Considerando la descomposición del operador J JJ S R= + , se tiene que:
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( )( )v , , ,J J P S R BP B S R u w f g j j w w O− − − + = − − − ∀ ∈

Puesto que los operadores son lineales, reagrupando términos se tiene que:

( )

( )

v, v,

, , , ,

J J

J P S J P R B

S w P B R w

S u j w P B R u w f g j w w O

− + − − =

− − − − + − − ∀ ∈

Por construcción se cumple que ( )J P RP B R u f g j− − = − − , esto es:

( )v, v, , ,J J J P S BS w P B R w S u j w w O− + − − = − ∀ ∈

Por construcción se cumple que ( )v 0JP B R− − = , v BO∀ ∈ , esto es:

v, , ,J J P S BS w S u j w w O− = − ∀ ∈

Finalmente, se tiene que:

v, , , ,J J P S BS w S u w j w w O− = − ∀ ∈

Condición necesaria:

Sea v BO∈  y supóngase que:

v, , , ,J J P S BS w S u w j w w O− = − ∀ ∈

Completando términos, se tiene que:

( )( )v , , ,P BP B J u w f g j w w O− − + = − − ∀ ∈

La solución ( )1u D∈ Ω  cumple que:

( ) , , , BP B J u w f g j w w O− − = − − ∀ ∈

Restando las dos últimas expresiones, se tiene que:

( )( )v , 0 ,P BP B J u u w w O− − + − = ∀ ∈

Puesto que se trata de un BVPJ homogéneo con condiciones tanto de frontera como de

saltos prescritos homogéneas y con solución única, ésta es cero. En consecuencia:

v 0 vP Pu u u u+ − = ⇒ + =

Aplicando el operador KS
∗ , se tiene que:

( )vK P KS u S u∗ ∗+ =
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Puesto que 0K PS u∗ = , se tiene que:

vK KS S u∗ ∗=

Finalmente v BO∈  contiene la información buscada y se le denota como v v≡ .

Finalmente, a diferencia del método indirecto de Trefftz-Herrera, el método directo de

Steklov-Poincaré no requiere del procedimiento de interpolación óptima para extender la

información buscada de la solución en Σ  al interior de los subdominios iΩ  de la partición Π ,

ya que el operador P  se relaciona con el operador diferencial original.
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3.1.- Funciones Óptimas

Considérese un BVPJ, ( )P B J u f g j− − = − − , formulado en un dominio Ω  con una partición

{ }1,..., EΠ = Ω Ω  y con los siguientes datos: f PuΩ≡ , g Bu∂≡  como condiciones de frontera

en ∂Ω  y j JuΣ≡  como condiciones de saltos prescritos en Σ , donde ( )1u DΩ ∈ Ω ,

( )1u D∂ ∈ Ω  y ( )1u DΣ ∈ Ω . Se supone que el problema está bien planteado y que tiene solución

única ( )1u D∈ Ω .

Sin pérdida de generalidad, solamente se considerará el caso cuando las condiciones de

frontera son homogéneas, 0g Bu∂≡ ≡ . Se hace esto por dos motivos. Primero, porque existen

métodos estándares para transformar un BVPJ con condiciones de frontera no homogéneas en

otro equivalente pero con condiciones de frontera homogéneas; básicamente consisten en

restar a la solución una función que satisfaga las condiciones de frontera no homogéneas.

Segundo, porque el supuesto de las condiciones de frontera homogéneas simplifica el

desarrollo de los planteamientos que se presentan.

3.1.1.- Descomposición Dual de Operadores K  y J

La información buscada de la solución en la frontera interior Σ  induce directamente la

descomposición del operador K  en la pareja de operadores { },K KS R , de modo que KS u
∗

contiene la información buscada mientras que KR u
∗  contiene la información redundante. Así, la

información buscada determina las condiciones de continuidad (en general, las condiciones de



Capítulo 3

63

salto) que deben cumplir las funciones óptimas de peso Tw O∈  para que, al aplicar el método

de los residuos pesados, éstas capturen dicha información.

Por otro lado, para que las funciones óptimas de base v BO∈  contengan la información

buscada de la solución en Σ , éstas deben satisfacer las condiciones de continuidad de

Poincaré-Steklov. Lo anterior induce la descomposición del operador J  en la pareja de

operadores { },J JS R , de modo que vJS  se relaciona con dichas condiciones de continuidad,

mientras que vJR  se relaciona con las condiciones de continuidad redundantes. A su vez, la

descomposición del operador J  induce una descomposición correspondiente pero ahora de los

datos del problema, específicamente de JuΣ , que son las condiciones de saltos prescritos en

Σ .

A las dos parejas de descomposiciones de operadores { },K KS R  y { },J JS R  se les llamará

descomposición dual.

Definición 3.1.1- Descomposición dual

Sea la descomposición dual, formada por las dos parejas de descomposiciones de operadores:

K KS R K+ ≡ (3.1.1)

J JS R J+ ≡ (3.1.2)

donde los operadores KS  y JS  se toman de tal forma que KS u
∗  contiene la información

buscada de la solución en Σ  y vJS  se relaciona con las condiciones de continuidad de

Poincaré-Steklov en Σ .

Para formalizar la descomposición dual se introduce las siguientes funcionales bilineales. Sean

( ),u w∗
KS , ( ),u w∗

KR , ( ),u wJS  y ( ),u wJR  funcionales bilineales reales definidas en

( ) ( )1 2D DΩ × Ω  tales que producen las siguientes descomposiciones, las cuales se cumplen de

manera puntual en la frontera interior Σ :

( ) ( ) ( ), , , ,u w u w u w x∗ ∗ ∗+ ≡ ∀ ∈ΣK KS R K (3.1.3)
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( ) ( ) ( ), , , ,u w u w u w x+ ≡ ∀ ∈ΣJ JS R J (3.1.4)

y sean ,KS u w
∗ , ,KR u w

∗ , ,JS u w  y ,JR u w  funcionales bilineales reales definidas en

( ) ( )1 2D DΩ × Ω  tales que:

( ), ,KS u w u w d x∗ ∗

Σ

≡ ∫ KS      en Σ (3.1.5)

( ), ,KR u w u w d x∗ ∗

Σ

≡ ∫RK      en Σ (3.1.6)

( ), ,JS u w u w d x
Σ

≡ ∫ JS      en Σ (3.1.7)

( ), ,JR u w u w d x
Σ

≡ ∫ JR      en Σ (3.1.8)

Además, la descomposición dual induce la siguiente descomposición en los datos del problema:

S Rj j j JuΣ+ ≡ ≡ (3.1.9)

S Jj S uΣ≡ (3.1.10)

R Jj R uΣ≡ (3.1.11)

Ahora bien, el operador KS  permite definir las condiciones para que una función de base

( )1u D∈ Ω  contenga  la información buscada de la solución en Σ . Nótese que esta función no

es necesariamente la solución del BVPJ. Tan solo es la información buscada de la solución en Σ

y no en el interior de los dominios iΩ , ni en la frontera exterior ∂Ω .

Definición 3.1.2.- Información buscada

Sea un BVPJ con solución única ( )1u D∈ Ω . Sean las funcionales bilineales KS  y KR  tales que

K KS R K+ = . Sea una función de base ( )1u D∈ Ω  tal que:

K KS u S u∗ ∗=      en Σ (3.1.12)

Entonces se dice que u  contiene o posee la información buscada  de la solución en Σ .
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3.1.2.- BVPJ Localizado

Considérese el siguiente problema, denominado BVPJ localizado, el cual se utilizará para

definir las condiciones de continuidad (en general, las condiciones de salto) que debe

satisfacer las funciones óptimas de base y otras funciones auxiliares importantes. Dice así:

“Dada una función ( )1S Bu N D∈ ⊂ Ω , encuéntrese una función ( )1u D∈ Ω  tal que

K K SS u S u∗ ∗=  y que:

( )J RP B R u f j− − = − (3.1.13)

con los siguientes datos: f PuΩ≡  y R Jj R uΣ≡  donde ( )1u DΩ ∈ Ω  y Bu NΣ ∈ ”.

Una suposición básica de la metodología FEM-OF es que el BVPJ localizado define problemas

de contorno locales, independientes y bien planteados, en cada uno de los subdominios de la

partición.

Finalmente, el problema dual del BVPJ localizado  se utilizará para definir las condiciones de

continuidad (en general, las condiciones de salto) que debe satisfacer las funciones óptimas de

peso. Dice así:

“Dada una función S Cw N∈ , encuéntrese una función ( )2w D∈ Ω  tal que J J SS w S w∗ ∗=  y que:

( ) 0KQ C R w− − =  “ (3.1.14)

Al igual que el BVPJ localizado, se supone que el problema dual también define problemas de

contorno locales, independientes y bien planteados, en cada uno de los subdominios de la

partición.
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3.1.3.- Funciones Óptimas de Base

Las funciones óptimas de base satisfacen el BVPJ localizado (3.1.13) considerando que 0f ≡  y

0Rj ≡ ; esto es: “dada una función S Bu N∈ , encuéntrese una función ( )1u D∈ Ω  tal que

K K SS u S u∗ ∗=  y que ( ) 0JP B R u− − =  ”. Esta última ecuación significa que las funciones

óptimas de base pertenecen a los siguientes espacios nulos: PN , BN  y 
JR

N .

En particular, si además se impone la condición 0K K SS u S u∗ ∗= = , entonces la única solución a

este problema es 0u = , ya que lo anterior equivale a plantear problemas de contorno

homogéneos locales con condiciones de frontera homogéneas locales en cada uno de los

subdominios de la partición. En consecuencia, 1 2:KS D D∗ ∗→  define un mapeo biyectivo  entre

las funciones óptimas de base BO  y su imagen bajo ( )K BS O∗ .

Entonces, una función óptima de base se puede caracterizar de manera única especificando la

condición K K SS u S u∗ ∗= . En la práctica, lo anterior significa que una función óptima de base se

puede caracterizar de manera única especificando sus trazas  en la frontera interior Σ .

Definición 3.1.3.- Espacio de funciones óptimas de base

Sea el espacio de funciones óptimas de base  BO , el cual se define como:

( )1JB P B RO N N N D≡ ⊂ Ω∩ ∩ (3.1.15)

donde los espacios nulos de los operadores P , B  y JR  se definen como:

( ){ }1v v 0 en cada P iN D P≡ ∈ Ω = Ω (3.1.16)

( ){ }1v v 0 en BN D B≡ ∈ Ω = ∂Ω (3.1.17)

( ){ }1v v 0 en 
JR JN D R≡ ∈ Ω = Σ (3.1.18)

Lo anterior implica que:
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( )v, 0 , vJ BP B R w O− − = ∀ ∈ (3.1.19)

Puesto que las funciones óptimas de base pertenecen al espacio nulo de P , esto es v PN∈ , se

les puede considerar como soluciones homogéneas  construidas de manera independiente en

cada uno de los subdominios de la partición y que satisface las condiciones de continuidad de

Poincaré-Steklov en las fronteras de los subdominios.

3.1.4.- Funciones Óptimas de Peso

Las funciones óptimas de peso satisfacen el problema dual del BVPJ localizado (3.1.14), el

cual dice: “dada una función S Cw N∈ , encuéntrese una función ( )2w D∈ Ω  tal que

J J SS w S w∗ ∗=  y que ( ) 0KQ C R w− − =  “. Esta última ecuación significa que las funciones

óptimas de peso pertenecen a los siguientes espacios nulos: QN , CN  y 
KR

N .

De igual forma que el BVPJ localizado, el problema dual cumple con la siguiente propiedad.

2 1:JS D D∗ ∗→  define un mapeo biyectivo  entre las funciones óptimas de peso TO  y su imagen

bajo ( )J TS O∗ . Consecuentemente, una función óptima de peso se puede caracterizar de

manera única especificando la condición J J SS w S w∗ ∗= . En la práctica, lo anterior significa que

una función óptima de peso se puede caracterizar de manera única especificando sus trazas  en

la frontera interior Σ .

Definición 3.1.4.- Espacio de funciones óptimas de peso

Sea el espacio de funciones óptimas de peso  TO , el cual se define como:

( )2KT Q C RO N N N D≡ ⊂ Ω∩ ∩ (3.1.20)

donde los espacios nulos de los operadores Q , C  y KR  se definen como:

( ){ }2 0 en cada Q iN w D Qw≡ ∈ Ω = Ω (3.1.21)
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( ){ }2 0 en CN w D Cw≡ ∈ Ω = ∂Ω (3.1.22)

( ){ }2 0 en 
KR KN w D R w≡ ∈ Ω = Σ (3.1.23)

Lo anterior implica que:

( ) , 0 ,K TQ C R u w w O∗ ∗ ∗− − = ∀ ∈ (3.1.24)

3.1.5.- Espacio de Funciones Óptimas

El espacio de funciones óptimas  se define como la suma directa del espacio de funciones

óptimas de base y el espacio de funciones óptimas de peso, esto es, B TO O⊕ .

3.1.6.- Función auxiliar Pu

La función auxiliar Pu  es solución del BVPJ localizado (3.1.13) considerando que f f≡ ,

R Rj j≡  y 0K SS u∗ ≡ ; esto es: “encuéntrese una función ( )1u D∈ Ω  tal que 0KS u
∗ =  y que

( )J RP B R u f j− − = −  ”. Lo anterior equivale a plantear problemas de contorno no

homogéneos locales con condiciones de frontera locales establecidas por 0KS u
∗ =  y J RR u j=

(junto con 0Bu = ) en cada uno de los subdominios iΩ  de la partición.

Definición 3.1.5.- Función auxiliar Pu

La función auxiliar  ( )1Pu D∈ Ω  satisface el siguiente BVPJ localizado:

( )J P RP B R u f j− − = − (3.1.25)

0K PS u∗ = (3.1.26)

La función auxiliar Pu  no  es una función óptima de base, pero juega un papel especial en la

metodología FEM-OF. Se le puede considerar como una solución particular  construida de
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manera independiente en cada uno de los subdominios de la partición y que satisface ciertas

condiciones de continuidad en las fronteras de los subdominios.

Entonces, la solución del BVPJ se puede escribir como v Pu u= + , donde v BO∈ ; esto es:

( ) ( ) ( )2v, , , ,PP B J w f g j w P B J u w w D− − = − − − − − ∀ ∈ Ω (3.1.27)

El hecho que la función auxiliar Pu  satisfaga la condición 0K PS u∗ =  significa que ésta no

contribuye a recabar la información buscada. La única función que recaba la información

buscada de la solución en Σ  es v BO∈ .

3.1.7.- Relación entre los Operadores KS  y JS

Si se considera que v BO∈  y que Tw O∈  se puede establecer la siguiente relación:

( ) ( )v, v, v, , vJ J J BP B J w P B R S w S w O− − = − − − = − ∀ ∈ (3.1.28)

( ) ( )v, v, v, ,K K K TQ C K w Q C R S w S w w O∗ ∗ ∗− − = − − − = − ∀ ∈ (3.1.29)

Puesto que P B J Q C K∗ ∗ ∗− − = − −  entonces:

( )v, v, , v,J K B TS w S w w O O∗− = − ∀ ∈ × (3.1.30)

Teorema 3.1.1.-

Considérese el espacio de funciones óptimas. Una función óptima de base contiene la

información buscada si y solo si satisface las condiciones de continuidad de Poincaré-Steklov.

Demostración:

De (3.1.28) y (3.1.29) se tiene (3.1.30), expresión que demuestra el teorema, ya que se

establece una igualdad entre el operador JS  que se asocia con las condiciones de

continuidad de Poincaré-Steklov con el operador KS
∗  que se asocia con la información

buscada, cuando se considera el espacio de funciones óptimas.
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3.2.- Formulaciones Débiles

Se dispone de tres procedimientos para recabar la información buscada de la solución en la

frontera interior Σ : el método directo de Steklov-Poincaré, el cual utiliza funciones óptima de

base; el método indirecto de Trefftz-Herrera, el cual utiliza funciones óptimas de peso; y el

método de Petrov-Galerkin, el cual utiliza tanto funciones óptimas de base como funciones

óptimas de peso. La manera en la cual se presentan las tres formulaciones débiles en esta

sección 3.2, se le llamará convencional. Esto es para poderla distinguir de una manera de

presentación alternativa que se desarrollará en la siguiente sección 3.3, que será más adecuada

para el planteamiento de la metodología FEM-OF.

3.2.1.- Problema General

Definición 3.2.1.- Problema general o BVPJ general

El problema general  es un BVPJ con condiciones de frontera homogéneas tal que:

( )P B J u f j− − = − (3.2.1)

con los siguientes datos:

f PuΩ≡ , j JuΣ≡ (3.2.2)

donde ( )1u DΩ ∈ Ω  y Bu NΣ ∈ .

El problema general, también referido como BVPJ general, será el problema empleado por las

formulaciones débiles convencionales.
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Nótese que las condiciones de frontera homogéneas y las condiciones de saltos prescritos son

compatibles, ya que Bu NΣ ∈ .

En consecuencia, el BVPJ localizado para calcular la función auxiliar ( )1Pu D∈ Ω  que se asocia

al problema general es:

( )J P RP B R u f j− − = − (3.2.3)

0K PS u∗ = (3.2.4)

3.2.2.- Método Directo de Steklov-Poincaré

En el método directo se construye un espacio de funciones de base especializado, llamado

espacio de funciones óptimas de base BO , de modo que sus funciones contienen la información

buscada. De hecho, una función óptima de base contiene la información buscada si y solo si

satisface las condiciones de continuidad de Poincaré-Steklov. En este método el espacio de

funciones de peso se toma igual que el espacio de funciones de base.

Teorema 3.2.1.- Método directo de Steklov-Poincaré

Sea el BVPJ general  (3.2.1)-(3.2.2).

Sea ( ) ( )1 2JB P B RO N N N D D≡ ⊂ Ω Ω∩ ∩ ∩  un conjunto de funciones óptimas de base TH-

Completo para ( ) ( )1 2:JS D D∗Ω → Ω .

Supóngase que el BVPJ tiene solución única ( )1Bu N D∈ ⊂ Ω  tal que v Pu u= + , donde

v BO∈  y ( )1Pu D∈ Ω  es solución del BVPJ localizado (3.2.3)-(3.2.4).

Entonces v BO∈  contiene la información buscada de la solución en la frontera interior Σ ,

esto es que vK KS S u∗ ∗= , si y solo si:

v, , , ,J J P S BS w S u w j w w O− = − ∀ ∈ (3.2.5)

Demostración:

Condición suficiente:
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Supóngase que v BO∈  contiene la información buscada, esto es: vK KS S u∗ ∗= .

Puesto que ( )1Bu N D∈ ⊂ Ω  donde v Pu u= + , se tiene que:

( )( ) ( )2v , , ,P BP B J u w f j w w O D− − + = − ∀ ∈ ⊂ Ω

Considerando la descomposición del operador J JJ S R= + , se tiene que:

( )( )v , , ,J J P S R BP B S R u w f j j w w O− − − + = − − ∀ ∈

Puesto que los operadores son lineales, reagrupando términos se tiene que:

( )

( )

v, v,

, , , ,

J J

J P S J P R B

S w P B R w

S u j w P B R u w f j w w O

− + − − =

− − − − + − ∀ ∈

Por construcción se cumple que ( )J P RP B R u f j− − = − , esto es:

( )v, v, , ,J J J P S BS w P B R w S u j w w O− + − − = − ∀ ∈

Por construcción se cumple que ( )v 0JP B R− − = , ya que v BO∈ , esto es:

v, , ,J J P S BS w S u j w w O− = − ∀ ∈

Finalmente, se tiene que:

v, , , ,J J P S BS w S u w j w w O− = − ∀ ∈

Condición necesaria:

Sea v BO∈  y supóngase que:

v, , , ,J J P S BS w S u w j w w O− = − ∀ ∈

Completando términos, se tiene que:

( )( )v , , ,P BP B J u w f j w w O− − + = − ∀ ∈

La solución ( )1Bu N D∈ ⊂ Ω  cumple que:

( ) ( )2, , , BP B J u w f j w w O D− − = − ∀ ∈ ⊂ Ω

Restando las dos últimas expresiones, se tiene que:

( )( )v , 0 ,P BP B J u u w w O− − + − = ∀ ∈



Capítulo 3

73

Puesto que se trata de un BVPJ homogéneo con condiciones tanto de frontera como de

saltos prescritos homogéneas y con solución única, ésta debe ser cero. En consecuencia:

v 0 vP Pu u u u+ − = ⇒ + =

Aplicando el operador KS
∗ , se tiene que:

( )vK P KS u S u∗ ∗+ =

Puesto que 0K PS u∗ = , se tiene que:

vK KS S u∗ ∗=

Finalmente v BO∈  contiene la información buscada y se le denota como v v≡ .

Cuando se satisface la ecuación (3.2.5) se tiene que v Pu u= +  es la solución en el interior de

cada subdominio iΩ  (en el método directo de Steklov-Poincaré no se requiere del

procedimiento de interpolación óptima).

3.2.3.- Método Indirecto de Trefftz-Herrera

En el método indirecto se construye un espacio de funciones de peso especializado, llamado

espacio de funciones óptimas de peso TO , de modo que al aplicar el método de los residuos

pesados, sus funciones capturan la información buscada. En este método el espacio de

funciones de base se toma igual que el espacio de funciones de peso.

Teorema 3.2.2.- Método indirecto de Trefftz-Herrera

Sea el BVPJ general  (3.2.1)-(3.2.2).

Sea ( )2KT Q C RO N N N D≡ ⊂ Ω∩ ∩  un conjunto de funciones óptimas de peso TH-Completo

para ( ) ( )1 2:KS D D∗ ∗Ω → Ω .

Supóngase que el BVPJ tiene solución única ( )1Bu N D∈ ⊂ Ω .
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Entonces ( )1Bu N D∈ ⊂ Ω  contiene la información buscada de la solución en la frontera

interior Σ , esto es que K KS u S u∗ ∗= , si y solo si:

, , ,K TS u w f j w w O∗− = − ∀ ∈ (3.2.6)

Demostración:

Condición suficiente:

Supóngase que ( )1Bu N D∈ ⊂ Ω  contiene la información buscada, esto es: K KS u S u∗ ∗= .

Puesto que ( )1Bu N D∈ ⊂ Ω , se tiene que:

( ) ( )2, , ,P B J u w f j w w D− − = − ∀ ∈ Ω

Considerando que * * *Q C K P B J− − = − − , se tiene que:

( ) ( )2, , ,Q C K u w f j w w D∗ ∗ ∗− − = − ∀ ∈ Ω

Considerando la descomposición del operador K KK R S∗ ∗ ∗= + , se tiene que:

( ) ( )2, , ,K KQ C R S u w f j w w D∗ ∗ ∗ ∗− − − = − ∀ ∈ Ω

Finalmente, por construcción se cumple que ( ) , 0KQ C R u w∗ ∗ ∗− − = ,

( )2Tw O D∀ ∈ ⊂ Ω , esto es:

, , ,K TS u w f j w w O∗− = − ∀ ∈

Condición necesaria:

Sea ( )1Bu N D∈ ⊂ Ω  y supóngase que:

, , ,K TS u w f j w w O∗− = − ∀ ∈

La solución ( )1Bu N D∈ ⊂ Ω  cumple que:

( )2, , ,K TS u w f j w w O D∗− = − ∀ ∈ ⊂ Ω

Restando las dos últimas expresiones, se tiene que:

( ) , 0 ,K TS u u w w O∗− − = ∀ ∈

Puesto que TO  es TH-Completo para KS
∗  se tiene que:
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( ) 0K K KS u u S u S u∗ ∗ ∗− = ⇒ =

Finalmente, ( )1Bu N D∈ ⊂ Ω  contiene la información buscada y se le denota como

u u≡ .

Cuando se satisface la ecuación (3.2.6) se tiene que u  es la información buscada de la solución

pero solamente en Σ . Para calcular la solución en el interior de cada subdominio iΩ  se

requiere del procedimiento de interpolación óptima.

3.2.4.- Método de Petrov-Galerkin

El método de Petrov-Galerkin utiliza espacios de funciones de base y de funciones de peso

diferentes. En particular, se utiliza el espacio de funciones óptimas de base BO  desarrollado

en el método directo y el espacio de funciones óptimas de peso TO  desarrollado en el método

indirecto.

Se tienen dos formulaciones. La primera es como un método directo y la segunda como un

método indirecto. A continuación se presenta la primera, la cual se prefiere ya que proporciona

la solución en todo el dominio.

Teorema 3.2.3.- Método (directo) de Petrov-Galerkin

Sea el BVPJ general  (3.2.1)-(3.2.2).

Sea ( )1JB P B RO N N N D≡ ⊂ Ω∩ ∩  un conjunto de funciones óptimas de base TH-Completo

para ( ) ( )1 2:JS D D∗Ω → Ω .

Sea ( )2KT Q C RO N N N D≡ ⊂ Ω∩ ∩  un conjunto de funciones óptimas de peso TH-Completo

para ( ) ( )1 2:KS D D∗ ∗Ω → Ω .
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Supóngase que el BVPJ tiene solución única ( )1Bu N D∈ ⊂ Ω  tal que v Pu u= + , donde

v BO∈  y ( )1Pu D∈ Ω  es solución del BVPJ localizado (3.2.3)-(3.2.4).

Entonces v BO∈  contiene la información buscada de la solución en la frontera interior Σ ,

esto es que vK KS S u∗ ∗= , si y solo si:

v, , , ,J J P S TS w S u w j w w O− = − ∀ ∈ (3.2.7)

Demostración:

Condición suficiente:

Supóngase que v BO∈  contiene la información buscada, esto es: vK KS S u∗ ∗= .

Puesto que ( )1Bu N D∈ ⊂ Ω  donde v Pu u= + , se tiene que:

( )( ) ( )2v , , ,P TP B J u w f j w w O D− − + = − ∀ ∈ ⊂ Ω

Considerando la descomposición del operador J JJ S R= + , se tiene que:

( )( )v , , ,J J P S R TP B S R u w f j j w w O− − − + = − − ∀ ∈

Puesto que los operadores son lineales, reagrupando términos se tiene que:

( )

( )

v, v,

, , , ,

J J

J P S J P R T

S w P B R w

S u j w P B R u w f j w w O

− + − − =

− − − − + − ∀ ∈

Por construcción se cumple que ( )J P RP B R u f j− − = − , esto es:

( )v, v, , ,J J J P S TS w P B R w S u j w w O− + − − = − ∀ ∈

Por construcción se cumple que ( )v 0JP B R− − = , v BO∈ , esto es:

v, , ,J J P S TS w S u j w w O− = − ∀ ∈

Finalmente, se tiene que:

v, , , ,J J P S TS w S u w j w w O− = − ∀ ∈

Condición necesaria:

Sea v BO∈  y supóngase que:
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v, , , ,J J P S TS w S u w j w w O− = − ∀ ∈

Completando términos, se tiene que:

( )( )v , , ,P TP B J u w f j w w O− − + = − ∀ ∈

La solución ( )1Bu N D∈ ⊂ Ω  cumple que:

( ) ( )2, , , TP B J u w f j w w O D− − = − ∀ ∈ ⊂ Ω

Restando las dos últimas expresiones, se tiene que:

( )( )v , 0 ,P TP B J u u w w O− − + − = ∀ ∈

Puesto que se trata de un BVPJ homogéneo con condiciones tanto de frontera como de

saltos prescritos homogéneas y con solución única, ésta debe ser cero. En consecuencia:

v 0 vP Pu u u u+ − = ⇒ + =

Aplicando el operador KS
∗ , se tiene que:

( )vK P KS u S u∗ ∗+ =

Puesto que 0K PS u∗ = , se tiene que:

vK KS S u∗ ∗=

Finalmente v BO∈  contiene la información buscada y se le denota como v v≡ .

Cuando se satisface la ecuación (3.2.7) se tiene que v Pu u= +  es la solución en el interior de

cada subdominio iΩ  (en la versión directa del método de Petrov-Galerkin no se requiere del

procedimiento de interpolación óptima).

Ahora bien, la segunda formulación es como método indirecto.

Teorema 3.2.4.- Método (indirecto) de Petrov-Galerkin

Sea el BVPJ general  (3.2.1)-(3.2.2).
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Sea ( )1JB P B RO N N N D≡ ⊂ Ω∩ ∩  un conjunto de funciones óptimas de base TH-Completo

para ( ) ( )1 2:JS D D∗Ω → Ω .

Sea ( )2KT Q C RO N N N D≡ ⊂ Ω∩ ∩  un conjunto de funciones óptimas de peso TH-Completo

para ( ) ( )1 2:KS D D∗ ∗Ω → Ω .

Supóngase que el BVPJ tiene solución única ( )1Bu N D∈ ⊂ Ω .

Entonces Bu O∈  contiene la información buscada de la solución en la frontera interior Σ ,

esto es que K KS u S u∗ ∗= , si y solo si:

, , ,K TS u w f j w w O∗− = − ∀ ∈ (3.2.8)

Demostración:

Condición suficiente:

Supóngase que Bu O∈  contiene la información buscada, esto es: K KS u S u∗ ∗= .

Puesto que ( )1Bu O D∈ ⊂ Ω , se tiene que:

( ) ( )2, , ,P B J u w f j w w D− − = − ∀ ∈ Ω

Considerando que * * *Q C K P B J− − = − − , se tiene que:

( ) ( )2, , ,Q C K u w f j w w D∗ ∗ ∗− − = − ∀ ∈ Ω

Considerando la descomposición del operador K KK R S∗ ∗ ∗= + , se tiene que:

( ) ( )2, , ,K KQ C R S u w f j w w D∗ ∗ ∗ ∗− − − = − ∀ ∈ Ω

Finalmente, por construcción se cumple que ( ) , 0KQ C R u w∗ ∗ ∗− − = ,

( )2Tw O D∀ ∈ ⊂ Ω , esto es:

, , ,K TS u w f j w w O∗− = − ∀ ∈

Condición necesaria:

Sea ( )Bu O∈ Ω  y supóngase que:

, , ,K TS u w f j w w O∗− = − ∀ ∈
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La solución ( )1Bu N D∈ ⊂ Ω  cumple que:

( )2, , ,K TS u w f j w w O D∗− = − ∀ ∈ ⊂ Ω

Restando las dos últimas expresiones, se tiene que:

( ) , 0 ,K TS u u w w O∗− − = ∀ ∈

Puesto que TO  es TH-Completo para KS
∗  se tiene que:

( ) 0K K KS u u S u S u∗ ∗ ∗− = ⇒ =

Finalmente, ( )Bu O∈ Ω  contiene la información buscada y se le denota como u u≡ .

Cuando se satisface la ecuación (3.2.8) se tiene que u  es la información buscada de la solución

pero solamente en Σ . Para calcular la solución en el interior de cada subdominio iΩ  se

requiere del procedimiento de interpolación óptima.
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3.3- Formulaciones Débiles Alternativas

Como ya se mencionó, se dispone de tres procedimientos para recabar la información buscada

de la solución en la frontera interior Σ : el método directo de Steklov-Poincaré, el método

indirecto de Trefftz-Herrera y el método de Petrov-Galerkin. La manera en la cual se

presentan las tres formulaciones débiles en esta sección 3.3, se le llamará alternativa. Es

importante hacer notar que las formulaciones débiles alternativas son más adecuadas para el

planteamiento de la metodología FEM-OF que las formulaciones débiles convencionales

presentadas en la sección anterior 3.2.

El propósito de presentar las formulaciones débiles alternativas  es para establecer una

familia unificada de métodos  que se distinguen entre sí por el uso diferente de espacios

especializados de funciones de base y de funciones de peso. La estructura unificada de estos

métodos se debe a las fórmulas de Green-Herrera P B J Q C K∗ ∗ ∗− − ≡ − − ; a la

descomposición dual de los operadores J JJ S R≡ +  y K KK S R≡ + ; y a la forma de construir

los espacios de funciones óptimas de base BO  y de funciones óptimas de peso TO .

Además, las formulaciones débiles alternativas tienen un aspecto similar a aquellas que

aparecen en la literatura de métodos de elementos finitos convencionales.

3.3.1.- Problema Básico

Se transformará el BVPJ general  (3.2.1)-(3.2.2):   ( )P B J u f j− − = − ,   sujeto a

condiciones de frontera homogéneas en ∂Ω  y a condiciones de saltos prescritos no
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homogéneos j JuΣ≡  en Σ  (donde Bu NΣ ∈ ), a otro BVPJ equivalente pero ahora con

condiciones de saltos prescritos homogéneos en Σ .

Para tal efecto, primero se construye convenientemente -ad-hoc- una función Bu NΣ ∈  de

modo que satisfaga la condición 0KS u
∗

Σ = , junto con las condiciones de frontera homogéneas

en ∂Ω  y las condiciones de saltos prescritos Ju JuΣ Σ=  en Σ . Al respecto se precisa lo

siguiente. Esta función existe porque las condiciones son compatibles; la función Bu NΣ ∈  no es

una solución del BVPJ; y por último, la condición 0KS u
∗

Σ =  significa que la función Bu NΣ ∈  no

contiene en absoluto la información buscada.

Entonces, la solución del BVPJ general ( )1u D∈ Ω  se puede escribir como Cu u uΣ= + , donde

( )1Cu D∈ Ω  es una función totalmente continua, tanto en su valor como en sus derivadas

normales a través de Σ . Por otro lado, puesto que la función Bu NΣ ∈  satisface las condiciones

de saltos prescritos Ju JuΣ Σ=  en Σ , en general es una función totalmente discontinua,

tanto en su valor como en sus derivadas normales a través de Σ .

En consecuencia, el BVPJ general se puede transformar en un BVPJ equivalente pero con

solución totalmente continua  a través Σ , tanto en su valor como en sus derivadas normales,

además de tener condiciones de frontera homogéneas en ∂Ω  y con condiciones de saltos

prescritos homogéneos en Σ . A este nuevo problema se le llamará problema básico, o bien

BVPJ básico, y será el problema empleado por las formulaciones débiles alternativas. Se

describe a continuación.

Definición 3.3.1.- Problema básico o BVPJ básico

El problema básico  es un BVPJ con condiciones de frontera homogéneas tal que:

( ) CP B J u f PuΣ− − = − (3.3.1)

con los siguientes datos y condiciones:

f PuΩ≡ ,     0KS u
∗

Σ = ,     Ju JuΣ Σ= (3.3.2)
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donde ( )1u DΩ ∈ Ω , Bu NΣ ∈  y, además, j JuΣ≡  son las condiciones de saltos prescritos en

Σ  del problema general asociado, siendo la solución de éste último Cu u uΣ= + .

Procedimiento:

Sea el BVPJ general:

( )P B J u f j− − = −

Puesto que Cu u uΣ= + , se tiene que:

( )( )CP B J u u f jΣ− − + = −

( ) ( )CP B J u f j P B J uΣ− − = − − − −

Puesto que 0BuΣ =  y Ju jΣ = , se tiene que:

( ) CP B J u f PuΣ− − = −

Junto con las condiciones de frontera homogéneas en ∂Ω :

( ) 0 0 0CBu B u u Bu BuΣ Σ= − = − = − =

Y las condiciones de salto prescritos homogéneos en Σ :

( ) 0CJu J u u Ju Ju j jΣ Σ= − = − = − =

En consecuencia, el BVPJ localizado para calcular la función auxiliar ( )1Pu D∈ Ω  que se asocia

al problema básico es:

( )J PP B R u f PuΣ− − = − (3.3.3)

0K PS u∗ = (3.3.4)

3.3.2.- Método Directo de Steklov-Poincaré

Teorema 3.3.1.- Método directo de Steklov-Poincaré

Sea el BVPJ básico  (3.3.1)-(3.3.2).
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Sea ( ) ( )1 2JB P B RO N N N D D≡ ⊂ Ω Ω∩ ∩ ∩  un conjunto de funciones óptimas de base TH-

Completo para ( ) ( )1 2:JS D D∗Ω → Ω .

Supóngase que el BVPJ tiene solución única ( )1C Bu N D∈ ⊂ Ω  tal que vC Pu u= + , donde

v BO∈  y ( )1Pu D∈ Ω  es solución del BVPJ localizado (3.3.3)-(3.3.4).

Entonces v BO∈  contiene la información buscada de la solución en la frontera interior Σ ,

esto es que vK K CS S u∗ ∗= , si y solo si:

( ) ( )v, , , ,P BP B J w f Pu w P B J u w w OΣ− − = − − − − ∀ ∈ (3.3.5)

Demostración:

Se demostrará que la formulación alternativa (3.3.5) es equivalente a la formulación

convencional (3.2.5). Entonces, este teorema quedará demostrado en virtud del

teorema 3.2.1.

Partiendo de la formulación débil alternativa:

( ) ( )v, , , ,P BP B J w f Pu w P B J u w w OΣ− − = − − − − ∀ ∈

Puesto que J JJ S R= + , se tiene que:

( ) ( )v, v, , , ,J J J P J PP B R w S w f Pu w P B R u w S u wΣ− − − = − − − − +

Finalmente, puesto que ( ) , ,J PP B R u w f Pu wΣ− − = − , y ( )v, 0JP B R w− − =

porque v BO∈ , se tiene que:

v, , ,J J P BS w S u w w O− = ∀ ∈

lo cual es la caracterización convencional del método de Steklov-Poincaré cuando

0j = , ya que vC Pu u= +  es una función totalmente continua tanto en el valor de su

función como en el valor de sus derivadas normales a través de Σ .
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Cuando se satisface la ecuación (3.3.5) se tiene que vC Pu u u u uΣ Σ= + = + +   es la solución del

BVPJ general en el interior de cada subdominio iΩ  (en el método directo de Steklov-Poincaré

no se requiere del procedimiento de interpolación óptima).

3.3.3.- Método Indirecto de Trefftz-Herrera

Teorema 3.3.2.- Método indirecto de Trefftz-Herrera

Sea el BVPJ básico  (3.3.1)-(3.3.2).

Sea ( ) ( )1 2KT Q C RO N N N D D≡ ⊂ Ω Ω∩ ∩ ∩  un conjunto de funciones óptimas de peso TH-

Completo para ( ) ( )1 2:KS D D∗ ∗Ω → Ω .

Supóngase que el BVPJ tiene solución única ( )1C Bu N D∈ ⊂ Ω  tal que vC Pu u= + , donde

v TO∈  y ( )1Pu D∈ Ω  es solución del BVPJ localizado (3.3.3)-(3.3.4).

Entonces v TO∈  contiene la información buscada de la solución en la frontera interior Σ ,

esto es que vK K CS S u∗ ∗= , si y solo si:

( ) ( )v, , , ,P TP B J w f Pu w P B J u w w OΣ− − = − − − − ∀ ∈ (3.3.6)

Demostración:

Se demostrará que la formulación alternativa (3.3.6) es equivalente a la formulación

convencional (3.2.6). Entonces, este teorema quedará demostrado en virtud del

teorema 3.2.2.

Partiendo de la formulación débil alternativa:

( ) ( )v, , , ,P TP B J w f Pu w P B J u w w OΣ− − = − − − − ∀ ∈

Puesto que ( )P B J Q C K ∗− − = − − , se tiene que:

( ) ( )v, , , ,P TQ C K w f Pu w Q C K u w w O∗ ∗
Σ− − = − − − − ∀ ∈

Reagrupando términos, se tiene que:

( ) ( )v , , ,P TQ C K u w f Pu w w O∗
Σ− − + = − ∀ ∈
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Puesto que vC Pu u= + , se tiene que:

( ) , , ,C TQ C K u w f Pu w w O∗
Σ− − = − ∀ ∈

Puesto que K KK S R= + , se tiene que:

( ) , , , ,K C K C TQ C R u w S u w f Pu w w O∗ ∗
Σ− − − = − ∀ ∈

Finalmente, puesto que ( ) , 0K CQ C R u w∗− − = , Tw O∀ ∈ , se tiene que:

, ,K CS u w f Pu w∗
Σ− = −      Tw O∀ ∈

lo cual es la caracterización convencional del método de Trefftz-Herrera cuando

0j = , ya que vC Pu u= +   es una función totalmente continua tanto en el valor de su

función como en el valor de sus derivadas normales a través de Σ .

Cuando se satisface la ecuación (3.3.6) se tiene que v  es la información buscada de la solución

del BVPJ general  pero solamente en Σ . Para calcular la solución en el interior de cada

subdominio iΩ  se requiere del procedimiento de interpolación óptima.

3.3.4.- Método de Petrov-Galerkin

Teorema 3.3.3.- Método de Petrov-Galerkin

Sea el BVPJ básico  (3.3.1)-(3.3.2).

Sea ( )1JB P B RO N N N D≡ ⊂ Ω∩ ∩  un conjunto de funciones óptimas de base TH-Completo

para ( ) ( )1 2:JS D D∗Ω → Ω .

Sea ( )2KT Q C RO N N N D≡ ⊂ Ω∩ ∩  un conjunto de funciones óptimas de peso TH-Completo

para ( ) ( )1 2:KS D D∗ ∗Ω → Ω .

Supóngase que el BVPJ tiene solución única ( )1C Bu N D∈ ⊂ Ω  tal que vC Pu u= + , donde

v BO∈  y ( )1Pu D∈ Ω  es solución del BVPJ localizado (3.3.3)-(3.3.4).
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Entonces v BO∈  contiene la información buscada de la solución en la frontera interior Σ ,

esto es que vK K CS S u∗ ∗= , si y solo si:

( ) ( )v, , , ,P TP B J w f Pu w P B J u w w OΣ− − = − − − − ∀ ∈ (3.3.7)

Demostración:

Se demostrará que la formulación alternativa (3.3.7) es equivalente a la formulación

convencional (3.2.7). Entonces, este teorema quedará demostrado en virtud del

teorema 3.2.3.

Partiendo de la formulación débil alternativa:

( ) ( )v, , , ,P TP B J w f Pu w P B J u w w OΣ− − = − − − − ∀ ∈

Puesto que J JJ S R= + , se tiene que:

( ) ( )v, v, , , ,J J J P J PP B R w S w f Pu w P B R u w S u wΣ− − − = − − − − +

Finalmente, puesto que ( ) , ,J PP B R u w f Pu wΣ− − = − , y ( )v, 0JP B R w− − =

porque v BO∈ , se tiene que:

v, , ,J J P TS w S u w w O− = ∀ ∈

lo cual es la caracterización convencional del método (directo) de Petrov-Galerkin

cuando 0j = , ya que vC Pu u= +   es una función totalmente continua tanto en el valor

de su función como en el valor de sus derivadas normales a través de Σ .

Cuando se satisface la ecuación (3.3.7) se tiene que vC Pu u u u uΣ Σ= + = + +   es la solución del

BVPJ general en el interior de cada subdominio iΩ  (en el método de Petrov-Galerkin no se

requiere del procedimiento de interpolación óptima).
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4.1.- FEM con Funciones Óptimas (FEM-OF)

La forma en que se implementan numéricamente las formulaciones débiles alternativas

planteadas en la sección 3.3, es mediante los Métodos de Elementos Finitos con Funciones

Óptimas (FEM-OF1). Su característica esencial es que los espacios de funciones óptimas BO  y

TO , que en general son de dimensión infinita, se reemplazan por otros espacios de dimensión

finita. Los detalles se describen a continuación.

En la práctica, los espacios de funciones óptimas de base ( ) ( )2
1BO D H⊂ Ω ≡ Ω  y de

funciones óptimas de peso ( ) ( )2
2TO D H⊂ Ω ≡ Ω , que para problemas con más de una

variable independiente son de dimensión infinita, se necesita proyectarlos en espacios de

dimensión finita, ( )1B BO O D⊂ ⊂ Ω  y ( )2T TO O D⊂ ⊂ Ω . Lo anterior introduce una primera

fuente de error: un error de proyección. Estos espacios de dimensión finita BO  y TO , están

formados por las funciones óptimas cuyas trazas en la frontera interior Σ  son polinomios por

tramos de grado GΣ . Sin embargo, si se desea trabajar en estos espacios se requiere

satisfacer las condiciones impuestas por los espacios nulos PN  y QN , las cuales involucran la

solución analítica –solución exacta- de las ecuaciones diferenciales homogéneas v 0=L  y

0w∗ =L  respectivamente. Por este motivo, a las funciones que pertenecen a estos espacios

se les llamará funciones óptimas exactas. Sin embargo, calcular dichas soluciones exactas en

general no es posible.

                                                
1 Finite Element Method with Optimal Functions



Capítulo 4

89

Como consecuencia de la dificultad anterior, se introducen otros dos espacios de funciones

también de dimensión finita ( )1BO D⊂ Ω  y ( )2TO D⊂ Ω , que aproximan a los espacios de

funciones óptimas BO  y TO . Lo anterior introduce una segunda fuente de error: un error de

aproximación. Estos espacios de dimensión finita B BO O⊄  y T TO O⊄ , que ya no consisten de

funciones óptimas, ahora están formados por funciones polinomiales por tramos de grado GΩ

en cada subdominio iΩ  de la partición y cuyas trazas en la frontera interior Σ  son polinomios

por tramos de grado GΣ . En estos espacios solamente es posible satisfacer de forma

aproximada las condiciones impuestas por los espacios nulos PN  y QN , calculando una solución

numérica de las ecuaciones diferenciales homogéneas v 0=L  y 0w∗ =L
respectivamente, con ayuda de métodos numéricos adecuados. Por este motivo y por analogía, a

las funciones que pertenecen a estos espacios se les llamará funciones óptimas aproximadas,

aunque en realidad no sean óptimas.

Hasta el momento se ha privilegiado el uso de métodos numéricos de colocación ortogonal (

colocación-TH ). Sin embargo, las metodologías FEM-OF utilizan precisamente métodos de

elementos finitos para resolver los BVPJ localizados que definen las funciones óptimas.

A continuación se describen las tres versiones de la metodología FEM-OF:

♦ FEM-OF Steklov-Poincaré,

♦ FEM-OF Trefftz-Herrera, y

♦ FEM-OF Petrov-Galerkin.
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4.2.- FEM-OF Steklov-Poincare

4.2.1.- Objetivo

El objetivo de FEM-OF Steklov-Poincaré es el siguiente. Sea el BVPJ básico  (3.3.1)-(3.3.2).

Sea v BO∈  la información buscada de la solución en Σ . Se busca una función

( ) ( )1 2v
JB P B RO N N N D D∈ ≡ ⊂ Ω Ω∩ ∩ ∩  tal que:

( ) ( )v, , ,PP B J w f Pu w P B J u wΣ− − = − − − −      , Bw O∀ ∈ (4.2.1)

Entonces v vK KS S∗ ∗≈  y la solución del BVPJ general  en el interior de cada subdominio iΩ  es

v Pu u uΣ≈ + + .

4.2.2.- Implementación

Para implementar FEM-OF Steklov-Poincaré se introducen los siguientes elementos. Sea una

base { }1 2v , v ,..., vN  del espacio de funciones óptimas de base 
JB P B RO N N N≡ ∩ ∩  de

dimensión N , en consecuencia:

{ }1 2generado v , v ,..., vNBO = (4.2.2)

Sea la función v BO∈  una representación de la información buscada v BO∈ , en términos de

una combinación lineal de la base { }1 2v , v ,..., vN  de BO , esto es:

1
v v v

N

C β
β

β =

≈ =∑ (4.2.3)
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Para obtener sistemas de ecuaciones determinados, se requiere trabajar con un espacio de

funciones de peso también de dimensión N . Entonces se elige como espacio de funciones de

peso de dimensión N  al espacio de funciones óptimas de base:

{ }1 2generado v , v ,..., vNT BO O≡ = (4.2.4)

Entonces, los coeficientes { }1 2, ,..., NC C C  de (4.2.3) satisfacen el siguiente sistema de

ecuaciones:

( ) ( )
1

v , v , v , v
N

PC P B J f Pu P B J uβ α α α
β

β
Σ

=

− − = − − − −∑

para  1,2,...,Nα =      (4.2.5)

El cual en su forma matricial es:

 A C B= (4.2.6)

donde los elementos del vector de incógnitas C Cβ=  de tamaño N  son los coeficientes Cβ

que ponderan la combinación lineal, los elementos de la matriz de coeficientes A Aαβ=  de

tamaño N N×  son:

( )v , vA P B J β α
αβ = − − (4.2.7)

y los elementos del vector de términos independientes B Bα=  de tamaño N  son:

( ), v , vPB f Pu P B J uα α
α Σ= − − − − (4.2.8)

Finalmente, para las aplicaciones numéricas se reemplaza el espacio de funciones óptimas

exactas BO  por el espacio de funciones óptimas aproximadas 
JB P B RO N N N≡ ∩ ∩ .
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4.3.- FEM-OF Trefftz-Herrera

4.3.1.- Objetivo

El objetivo de FEM-OF Trefftz-Herrera es el siguiente. Sea el BVPJ básico  (3.3.1)-(3.3.2).

Sea v TO∈  la información buscada de la solución en Σ . Se busca una función

( ) ( )1 2v
KT Q C RO N N N D D∈ ≡ ⊂ Ω Ω∩ ∩ ∩  tal que:

( ) ( )v, , ,PP B J w f Pu w P B J u wΣ− − = − − − −      , Tw O∀ ∈ (4.3.1)

Entonces v vK KS S∗ ∗≈  y la solución del BVPJ general  en el interior de cada subdominio iΩ

requiere del procedimiento de interpolación óptima.

4.3.2.- Implementación

Para implementar FEM-OF Trefftz-Herrera se introducen los siguientes elementos. Sea una

base { }1 2, ,..., Nw w w  del espacio de funciones óptimas de prueba 
KT Q C RO N N N≡ ∩ ∩ , de

dimensión N , en consecuencia:

{ }1 2generado , ,..., N
TO w w w= (4.3.2)

Para obtener sistemas de ecuaciones determinados, se requiere trabajar con un espacio de

funciones de base también de dimensión N . Entonces se elige como espacio de funciones de

base de dimensión N  al espacio de funciones óptimas de peso:
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{ }1 2generado , ,..., N
B TO O w w w≡ = (4.3.3)

Sea la función v TO∈  una representación de la información buscada v TO∈ , en términos de

una combinación lineal de la base { }1 2, ,..., Nw w w  de TO , esto es:

1
v v

N

C wβ
β

β =

≈ =∑ (4.3.4)

Entonces, los coeficientes { }1 2, ,..., NC C C  de (4.3.4) satisfacen el siguiente sistema de

ecuaciones:

( ) ( )
1

, , ,
N

PC P B J w w f Pu w P B J u wβ α α α
β

β
Σ

=

− − = − − − −∑

para  1,2,...,Nα =      (4.3.5)

El cual en su forma matricial es:

 A C B= (4.3.6)

donde los elementos del vector de incógnitas C Cβ=  de tamaño N  son los coeficientes Cβ

que ponderan la combinación lineal, los elementos de la matriz de coeficientes A Aαβ=  de

tamaño N N×  son:

( ) ,A P B J w wβ α
αβ = − − (4.3.7)

y los elementos del vector de términos independientes B Bα=  de tamaño N  son:

( ), ,PB f Pu w P B J u wα α
α Σ= − − − − (4.3.8)

Finalmente, para las aplicaciones numéricas se reemplaza el espacio de funciones óptimas

exactas TO  por el espacio de funciones óptimas aproximadas 
KT Q C RO N N N≡ ∩ ∩ .
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4.4.- FEM-OF Petrov-Galerkin

4.4.1.- Objetivo

El objetivo de FEM-OF Petrov-Galerkin es el siguiente. Sea el BVPJ básico  (3.3.1)-(3.3.2). Sea

v BO∈  la información buscada de la solución en Σ . Se busca una función

( )1v
JB P B RO N N N D∈ ≡ ⊂ Ω∩ ∩  tal que:

( ) ( )v, , ,PP B J w f Pu w P B J u wΣ− − = − − − −      , Tw O∀ ∈ (4.4.1)

donde ( )2KT Q C RO N N N D≡ ⊂ Ω∩ ∩ . Entonces v vK KS S∗ ∗≈  y la solución del BVPJ general en

el interior de cada subdominio iΩ  es v Pu u uΣ≈ + + .

4.4.2.- Implementación

Para implementar FEM-OF Petrov-Galerkin se introducen los siguientes elementos. Sea una

base { }1 2v , v ,..., vN  del espacio de funciones óptimas de base 
JB P B RO N N N≡ ∩ ∩  de

dimensión N , en consecuencia:

{ }1 2generado v , v ,..., vNBO = (4.4.2)

Sea la función v BO∈  una representación de la información buscada v BO∈ , en términos de

una combinación lineal de la base { }1 2v , v ,..., vN  de BO , esto es:

1
v v v

N

C β
β

β =

≈ =∑ (4.4.3)
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Sea una base { }1 2, ,..., Nw w w  del espacio de funciones óptimas de prueba

KT Q C RO N N N≡ ∩ ∩ , de dimensión N , en consecuencia:

{ }1 2generado , ,..., N
TO w w w= (4.4.4)

Entonces, los coeficientes { }1 2, ,..., NC C C de (4.4.4) satisfacen el siguiente sistema de

ecuaciones:

( ) ( )
1

v , , ,
N

PC P B J w f Pu w P B J u wβ α α α
β

β
Σ

=

− − = − − − −∑

para  1,2,...,Nα =      (4.4.5)

El cual en su forma matricial es:

 A C B= (4.4.6)

donde los elementos del vector de incógnitas C Cβ=  de tamaño N  son los coeficientes Cβ

que ponderan la combinación lineal, los elementos de la matriz de coeficientes A Aαβ=  de

tamaño N N×  son:

( )v ,A P B J wβ α
αβ = − − (4.4.7)

y los elementos del vector de términos independientes B Bα=  de tamaño N  son:

( ), ,PB f Pu w P B J u wα α
α Σ= − − − − (4.4.8)

Finalmente, para las aplicaciones numéricas se reemplazan los espacios de funciones óptimas

exactas BO  y TO , por los espacios de funciones óptimas aproximadas 
JB P B RO N N N≡ ∩ ∩  y

KT Q C RO N N N≡ ∩ ∩ , respectivamente.
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4.5.- FEM-OF para el Caso Simétrico

Para el caso simétrico se tiene que el operador diferencial  es autoadjunto, esto es:

u u∗=L L (4.5.1)

y, en consecuencia, las funcionales bilineales asociadas cumplen con las siguientes igualdades:

, ,Pu w Qu w= (4.5.2)

, ,Bu w Cu w= (4.5.3)

, ,Ju w Ku w= (4.5.4)

inclusive:

, ,J KS u w S u w= (4.5.5)

, ,J KR u w R u w= (4.5.6)

Por lo tanto, el espacio de funciones óptimas de base BO  es igual al espacio de funciones

óptimas de peso TO :

J KB P B R Q C R TO N N N N N N O≡ = ≡∩ ∩ ∩ ∩ (4.5.7)

y una propiedad importante para el caso simétrico es que las tres versiones de FEM-OF

resultan ser las mismas.

Además, se tiene que la siguiente funcional bilineal es simétrica :

( ) ( )v, , vP B J w P B J w− − = − − (4.5.8)

Demostración:

Por las igualdades (4.5.2)-(4.5.4) se tiene que:
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( ) ( )v, v,P B J w Q C K w− − = − −

Calculando el transpuesto se tiene que:

( ) ( )v, , vQ C K w Q C K w∗− − = − −

Finalmente, por las fórmulas de Green-Herrera se tiene que:

( ) ( ), v , vQ C K w P B J w∗− − = − −

De esta forma, la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones que se deriva aplicando el

método FEM-OF es simétrica. Además, si la funcional bilineal ( )v,P B J w− −  es positiva-

definida, dicha matriz de coeficientes también lo será. Estas propiedades son de mucha

relevancia, ya que se puede aplicar el Método de Gradiente Conjugado  (CGM1) [52, 53] para

resolver el sistema de ecuaciones.

                                                
1 Conjugate Gradient Method
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5.1.- Operador Diferencial Elíptico

5.1.1.- Operador Diferencial

El operador diferencial elíptico general para n  variables independientes se define como:

( ) ( ) ( )u x a u bu cu≡ −∇• •∇ +∇• +L (5.1.1)

donde el operador 
i nx

∂
∇ ≡

∂
 es un vector columna de tamaño n ; y los coeficientes

( )ij n n
a a x

×
≡ , ( )i n

b b x≡  y ( )c x  son una matriz simétrica positiva-definida de tamaño

n n× , un vector columna de tamaño n  y ( ) 0c x ≥ , respectivamente. Nótese que los

coeficientes son funciones totalmente continuas excepto posiblemente a través de Σ .

También, nótese que:

( )
1 1

n n

ij
i j i j

ua u a
x x= =

 ∂ ∂
−∇• •∇ = −   ∂ ∂ 

∑∑ (5.1.2)

( ) ( )
1

n

i
i i

bu bu
x=

∂
∇• =

∂∑ (5.1.3)

5.1.2.- Operador Diferencial Adjunto

El operador diferencial adjunto formal para el caso elíptico es:

( )w a w b w cw∗
= −∇• •∇ − •∇ +L (5.1.4)

Nótese que:
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1

n

i
i i

wb w b
x=

∂
− •∇ = −

∂∑ (5.1.5)

También nótese que si 0b = , entonces el operador diferencial es autoadjunto, es decir:

( )u u a u cu∗
= = −∇• •∇ +L L (5.1.6)

5.1.3.- Funcional Bilineal ( ),u wP

La funcional bilineal ( ) ( ) ( )1 2, :u w D DΩ × Ω →P  se define de manera puntual en cada

subdominio iΩ , esto es, ix∀ ∈Ω  se tiene que:

( ) ( ) ( )( ),u w w u w a u bu cu≡ ≡ −∇• •∇ +∇• +P L (5.1.7)

5.1.4.- Funcional Bilineal ( ),u w∗Q

La funcional bilineal ( ) ( ) ( )1 2, :u w D D∗ Ω × Ω →Q  se define de manera puntual en cada

subdominio iΩ , esto es, ix∀ ∈Ω  se tiene que:

( ) ( )( ),u w u w u a w b w cw∗∗ ≡ = −∇• •∇ − •∇ +Q L (5.1.8)

5.1.5.- Funcional Bilineal ( ),u wD

La funcional bilineal vectorial ( ) ( ) ( )1 2, : nu w D DΩ × Ω →D  se define de manera puntual en

Ω , esto es, x∀ ∈Ω  se tiene que:

( ) ( ),u w a u w w u ubw≡ • ∇ − ∇ +D (5.1.9)

Se sigue que la funcional bilineal real ( ) ( ) ( )1 2, :u w n D D• Ω × Ω →D  es:

( ) ( )( ),u w n a u w w u ubw n• = • ∇ − ∇ + •D (5.1.10)
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donde n  es un vector normal a la frontera de la región considerada, ya sea ∂Ω  o ∑ . De

forma equivalente se tiene que:

( ) ( ), n nu w n a u w w u ub w• = • ∇ − ∇ +D (5.1.11)

donde:

n n
a a n= • (5.1.12)

nnb b n= • (5.1.13)

5.1.6.- Funcionales Bilineales ( ),u w∗C  y ( ),u wB

Las funcionales bilineales ( ) ( ) ( )1 2, :u w D D∗ Ω × Ω →C  y ( ) ( ) ( )1 2, :u w D DΩ × Ω →B

se definen de manera puntual en ∂Ω , esto es, x∀ ∈∂Ω  se tiene que:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , n n nu w u w u w n u a w a u w ub w∗− ≡ • ≡ •∇ − •∇ +B C D (5.1.14)

donde la funcional bilineal ( ),u wB  contiene la información prescrita en ∂Ω  (condiciones de

frontera ), mientras que la funcional bilineal ( ),u w∗C  contiene la información no prescrita en

∂Ω .

Particularmente para un BVPJ con condiciones de frontera tipo Dirichlet, el valor de la

función u u∂=  en ∂Ω  es conocido, mientras que el valor de la derivada normal na u•∇  es

desconocido. Entonces:

( ) ( ), nu w u a w≡ •∇B (5.1.15)

( ) ( ), n nu w a u b u w∗ ≡ •∇ −C (5.1.16)

5.1.7.- Funcional Bilineal ( ),u wJ

La funcional bilineal ( ) ( ) ( )1 2, :u w D DΩ × Ω →J  se define de manera puntual en Σ , esto

es, x∀ ∈Σ  se tiene que:
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( ) ( ) ( ) [ ], , , ,u w u w u w u w n
• + ≡ ≡ − • ≡ 

 J JS R J D

[ ] [ ]( ) [ ]( ) n n na u w u a w u b w
• ••

≡ •∇ − •∇ − (5.1.17)

donde la funcional bilineal ( ),u wJS  contiene las condiciones de continuidad de Poincaré-

Steklov en Σ , mientras que la funcional bilineal ( ),u wJR  contiene otras condiciones de

continuidad en Σ . Entonces:

( ) [ ], nu w a u w
•

≡ •∇JS (5.1.18)

( ) [ ]( ), n nu w u a w b w
•

≡ − •∇ +JR (5.1.19)

5.1.8.- Funcional Bilineal ( ),u w∗K

La funcional bilineal ( ) ( ) ( )1 2, :u w D D∗ Ω × Ω →K  se define de manera puntual en Σ , esto

es, x∀ ∈Σ  se tiene que:

( ) ( ) ( ) [ ], , , ,u w u w u w u w n
•

∗ ∗ ∗  + ≡ ≡ • ≡ 
 K KS R K D (5.1.20)

[ ] [ ] ( )[ ] n nnu a w u b w a u w
•• •

≡ •∇ + − •∇ (5.1.21)

donde la funcional bilineal ( ),u w∗
KS  contiene la información buscada  de la solución en Σ ,

mientras que la funcional bilineal ( ),u w∗
KR  contiene la información redundante de la solución

en Σ .

Particularmente para un BVPJ donde la información buscada en Σ  es el promedio de la

solución  u
•

, y la información redundante en Σ  es el promedio de la derivada normal, se tiene

que:

( ) [ ], n nu w u a w b w
•

∗ ≡ •∇ +KS (5.1.22)

( ) ( )[ ], nu w a u w
•

∗ ≡ − •∇KR (5.1.23)
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5.1.9.- Identidad P B J Q C K∗ ∗ ∗− − = − −

Finalmente, se enuncia la siguiente identidad que resultará de utilidad para transformar

integrales en Σ  a integrales en cada iΩ :

( ) ,P B J u w− − ≡

( ) [ ]( ) [ ]
1 i

E

n n nn
i

w ud x u a w d x u a w b w d x a u wd x
• •

= Ω ∂Ω Σ Σ

 
≡ − •∇ − − •∇ + + •∇ =  

 
∑ ∫ ∫ ∫ ∫L

{ } [ ] [ ] [ ]
1 i

E

n n n
i

u a w ub w cuw d x u a w w a u u b w d x
• • •

= Ω Σ

 
= ∇ • •∇ − •∇ + + •∇ + •∇ − 

 
∑ ∫ ∫

{ }n nua w wa u d x
∂Ω

− •∇ + •∇ =∫

( ) [ ] ( )[ ]
1 i

E

n n nn n
i

u wd x a u b u wd x u a w b w d x a u w d x
••∗

= Ω ∂Ω Σ Σ

 
= − •∇ − − •∇ + − •∇ ≡  

 
∑ ∫ ∫ ∫ ∫L

( ) ,Q C K u w∗ ∗ ∗≡ − − (5.1.24)

la cual se cumple ( ) ( ) ( )1 2,u w D D∀ ∈ Ω × Ω  y se obtiene a través de integración por partes.
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1
,

i

E

i
Pu w w ud x

= Ω

≡∑ ∫ L (5.1.25)

( ), nBu w u a w d x
∂Ω

≡ •∇∫ (5.1.26)

[ ], nJS u w a u wd x
•

Σ

≡ •∇∫ (5.1.27)

[ ]( ), nJ nR u w u a w b w d x
•

Σ

≡ − •∇ +∫ (5.1.28)

1
,

i

E

i
Q u w u wd x∗∗

= Ω

≡∑ ∫ L (5.1.29)

( ), n nC u w a u b u wd x∗

∂Ω

≡ •∇ −∫ (5.1.30)

[ ], nK nS u w u a w b w d x
•

∗

Σ

≡ •∇ +∫ (5.1.31)

( )[ ], nKR u w a u w d x
•

∗

Σ

≡ − •∇∫ (5.1.32)

Tabla 5.1.- Funcionales bilineales para un BVPJ elíptico de 2º orden, con condiciones

de frontera tipo Dirichlet y donde la información buscada es el promedio de la solución.
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5.2.- Problema Básico

El problema general  se trasformará a uno equivalente que se llamará problema básico.

El problema general  elíptico de 2º orden es el siguiente. Sea la ecuación diferencial parcial

lineal elíptica de segundo orden:

( ) ( )u a u bu cu fΩ≡ −∇• •∇ +∇• + =L      en cada iΩ (5.2.1)

sujeta a condiciones de frontera homogéneas tipo Dirichlet y a condiciones de saltos

prescritos:

0u =      en ∂Ω (5.2.2)

[ ] 0u jΣ=      en Σ (5.2.3)

[ ] 1
na u jΣ•∇ =      en Σ (5.2.4)

También se debe especificar que la información buscada en la frontera interior Σ  es el

promedio de la solución u
•

, esto es, u u
•

≡ .

La solución del problema general se puede escribir como:

Cu u uΣ= + (5.2.5)

donde la función ( )1u DΣ ∈ Ω  se construye convenientemente –ad hoc- de tal modo que se

anula en la frontera exterior ∂Ω , satisface las condiciones de salto en la frontera interior Σ ,
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y su promedio es cero en la frontera interior Σ  (o sea, que no contiene la información

buscada), es decir:

0uΣ =      en ∂Ω (5.2.6)

[ ] 0u jΣ Σ=      en Σ (5.2.7)

[ ] 1
na u jΣ Σ•∇ =      en Σ (5.2.8)

0u
•

Σ =      en Σ (5.2.9)

Nótese que (5.2.7) y (5.2.9) significan:

[ ]
( ) ( )

0 0 01 1
2 2& 0 & ,   en u j u u j u j

+ −

•

Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ= = ⇒ = = − Σ (5.2.10)

Entonces, el problema básico  asociado al problema general elíptico de 2º orden es el siguiente.

Sea la ecuación diferencial parcial lineal elíptica de segundo orden:

( ) ( )C C C Cu a u bu cu f uΩ Σ≡ −∇• •∇ +∇• + = −L L      en cada iΩ (5.2.11)

sujeta a condiciones de frontera homogéneas tipo Dirichlet y a condiciones de saltos

prescritos nulos:

0Cu =      en ∂Ω (5.2.12)

[ ] 0Cu =      en Σ (5.2.13)

[ ] 0n Ca u•∇ =      en Σ (5.2.14)

Lo anterior implica que la función Cu  es totalmente continua, tanto en su valor como en su

derivada normal a través de la frontera interior Σ .
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El BVPJ básico  asociado al BVPJ general elíptico de 2º orden es:

( ) ( )C C C Cu a u bu cu f uΩ Σ≡ −∇• •∇ +∇• + = −L L      en cada iΩ

sujeto a las condiciones de frontera y a las condiciones de saltos prescritos:

0Cu =      en ∂Ω

[ ] 0Cu =      en Σ

[ ] 0n Ca u•∇ =      en Σ

donde la función uΣ , construida convenientemente -ad hoc-, satisface las

condiciones de frontera y las condiciones de saltos prescritos del BVPJ general,

además de otras condiciones:

0uΣ =      en ∂Ω

[ ] 0u jΣ Σ=      en Σ

[ ] 1
na u jΣ Σ•∇ =      en Σ

0u
•

Σ =      en Σ

finalmente, la solución del BVPJ general es:

Cu u uΣ= +

Tabla 5.2.- BVPJ básico asociado al BVPJ general elíptico de 2º orden.
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5.3- Funciones Óptimas

5.3.1.- Funciones Óptimas de Base

El espacio de funciones óptimas de base de dimensión N  se define como:

JB P B RO N N N≡ ∩ ∩ (5.3.1)

Para el BVPJ básico  –aunque también para el BVPJ general  elíptico de 2º orden- con

condiciones de frontera homogéneas tipo Dirichlet en ∂Ω  e información buscada el promedio

de la solución en Σ , los espacios nulos PN , BN  y 
JR

N  se conforman de la siguiente manera:

( )2
1

v 0 v 0, v 0,  en cada 
i

E

i
i

P w d x w D
= Ω

= ⇔ = ∀ ∈ Ω ⇔ = Ω∑ ∫ L L

(5.3.2)

( ) ( )2v 0 v 0, v 0,  en nB a w d x w D
∂Ω

= ⇔ •∇ = ∀ ∈ Ω ⇔ = ∂Ω∫

(5.3.3)

[ ]( ) ( ) [ ]2v 0 v 0, v 0,  en nJ nR a w b w d x w D
•

Σ

= ⇔ •∇ + = ∀ ∈ Ω ⇔ = Σ∫

(5.3.4)

En consecuencia, éstos se definen como:

( ){ }1v v 0 en cada P iN D≡ ∈ Ω = ΩL (5.3.5)

( ){ }1v v 0 en BN D≡ ∈ Ω = ∂Ω (5.3.6)
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( ) [ ]{ }1v v 0 en 
JR

N D≡ ∈ Ω = Σ (5.3.7)

De esta forma, las funciones óptimas de base v
JB P B RO N N N∈ ≡ ∩ ∩  satisfacen la ecuación

diferencial homogénea localmente en cada subdominio iΩ  de la partición Π , se anulan en la

frontera exterior ∂Ω  y son continuas a través de la frontera interior Σ .

Las funciones óptimas de base v BO∈  satisfacen las condiciones:

v 0=L      en cada iΩ

v 0=      en ∂Ω

[ ]v 0=      en Σ

Tabla 5.3.- Espacio de funciones óptimas de base.

5.3.2- Funciones Óptimas de Peso

El espacio de funciones óptimas de peso de dimensión N  se define como:

KT Q C RO N N N≡ ∩ ∩ (5.3.8)

Para el BVPJ básico  –aunque también para el BVPJ general  elíptico de 2º orden- con

condiciones de frontera tipo Dirichlet en ∂Ω  e información buscada el promedio de la solución

en Σ , los espacios nulos QN , CN  y 
KR

N  se conforman de la siguiente manera:

( )1
1

0 0, 0,  en cada 
i

E

i
i

Qw u wd x u D w∗ ∗

= Ω

= ⇔ = ∀ ∈ Ω ⇔ = Ω∑ ∫ L L

(5.3.9)
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( ) ( )10 0, 0,  en n nCw a u b u wd x u D w
∂Ω

= ⇔ •∇ − = ∀ ∈ Ω ⇔ = ∂Ω∫

(5.3.10)

( )[ ] ( ) [ ]10 0, v w 0,  en nKR w a u w d x D
•

Σ

= ⇔ •∇ = ∀ ∈ Ω ⇔ = Σ∫

(5.3.11)

En consecuencia, éstos se definen como:

( ){ }2 0 en cada Q iN w D w∗≡ ∈ Ω = ΩL (5.3.12)

( ){ }2 0 en CN w D w≡ ∈ Ω = ∂Ω (5.3.13)

( ) [ ]{ }2 w 0 en 
KR

N w D≡ ∈ Ω = Σ (5.3.14)

De esta forma, las funciones óptimas de prueba 
KT Q C Rw O N N N∈ ≡ ∩ ∩  satisfacen la

ecuación diferencial adjunta homogénea localmente en cada subdominio iΩ  de la partición Π ,

se anula en la frontera exterior ∂Ω  y son continuas a través de la frontera interior Σ .

Las funciones óptimas de peso Tw O∈  satisfacen las condiciones:

0w∗ =L      en cada iΩ

0w =      en ∂Ω

[ ] 0w =      en Σ

Tabla 5.4.- Espacio de funciones óptimas de peso.
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5.3.3.- Función auxiliar Pu

La función auxiliar ( )1Pu D∈ Ω  se define como:

( )J P RP B R u f j− − = − (5.3.15)

0K PS u∗ = (5.3.16)

Para el BVPJ general  elíptico de 2º orden con condiciones de frontera homogéneas tipo

Dirichlet en ∂Ω  e información buscada el promedio de la solución en Σ , lo anterior significa

que:

( )2
1 1

, ,  en cada 
i i

E E

P P P i
i i

Pu f w u d x wf d x w D u fΩ Ω
= =Ω Ω

= ⇔ = ∀ ∈ Ω ⇔ = Ω∑ ∑∫ ∫L L

(5.3.17)

( ) ( )20 0, 0,  en nP P PBu u a w d x w D u
∂Ω

= ⇔ •∇ = ∀ ∈ Ω ⇔ = ∂Ω∫

(5.3.18)

[ ]( ) ( ) ( ) [ ]0 0
2, ,  en n nJ P R P n n PR u j u a w b w d x j a w b w d x w D u j

• •

Σ Σ
Σ Σ

= ⇔ •∇ + = •∇ + ∀ ∈ Ω ⇔ = Σ∫ ∫

(5.3.19)

[ ] ( )20 0, 0,  en nK P P n PS u u a w b w d x w D u
• •

∗

Ω

= ⇔ •∇ + = ∀ ∈ Ω ⇔ = Σ∫

(5.3.20)

Nótese que (5.3.19) y (5.3.20) significan:

[ ]
( ) ( )

0 0 01 1
2 2& 0 & ,   en P P P Pu j u u j u j

+ −

•

Σ Σ Σ= = ⇒ = = − Σ (5.3.21)

Particularmente, para el BVPJ básico  los problemas locales Pu  cumplen con:

,  en cada P iu f uΩ Σ= − ΩL L (5.3.22)

0,  en Pu = ∂Ω (5.3.23)
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[ ] 0,  en Pu = Σ (5.3.24)

0,  en Pu
•

= ∂Ω (5.3.25)

Pero (5.3.24) y (5.3.25) significan:

[ ] 0 & 0 0,   en P P Pu u u
•

= = ⇒ = Σ (5.3.26)

La función auxiliar ( )1Pu D∈ Ω  para el BVPJ básico satisface las condiciones:

Pu f uΩ Σ= −L L      en cada iΩ

0Pu =      en ∂Ω

0Pu =      en Σ

Tabla 5.5.- Función auxiliar Pu  para el BVPJ básico.

5.3.4.- Identidad P B J Q C K∗ ∗ ∗− − = − −  para Funciones Óptimas

Si se considera que las funciones v BO∈  y Tw O∈  son funciones óptimas, esto es que tanto

v 0=L  en cada iΩ , v 0=  en ∂Ω  y [ ]v 0=  en Σ , como 0w∗ =L  en cada iΩ , 0w =  en

∂Ω , [ ] 0w =  en Σ , entonces la identidad (5.1.24) toma la siguiente forma:

( ) [ ]v, v, vnJP B J w S w a wdx
•

Σ

− − = − = − •∇ =∫

{ }
1

v v v
i

E

i
a w b w c w dx

= Ω

= ∇ • •∇ − •∇ + =∑ ∫

[ ] ( )v v, v,n n Ka w b w dx S w Q C K w
•

∗ ∗ ∗ ∗

Σ

= − •∇ + = − = − −∫ (5.3.27)
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la cual se cumple ( )v, B Tw O O∀ ∈ × . Nótese que la expresión anterior relaciona integrales en

Σ  con integrales en cada iΩ .
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5.4.- FEM-OF Steklov-Poincaré

Sea el BVPJ básico elíptico descrito en la tabla 5.2. Sea el espacio de funciones óptimas de

base descrito en la tabla 5.3. Sea la función auxiliar Pu  descrita en la tabla 5.5.

Sea una base { }1 2v , v ,..., vN  del espacio de funciones óptimas de base BO  de dimensión N . Y

sea la función v BO∈  una representación de la información buscada v BO∈  en Σ , en términos

de una combinación lineal de la base { }1 2v , v ,..., vN  de BO , esto es:

1
v v v

N

C β
β

β =

≈ =∑ (5.4.1)

Entonces, los coeficientes { }1 2, ,..., NC C C  de la combinación lineal satisfacen el siguiente

sistema de ecuaciones:

{ }
1 1

v v v v v v
i

N E

i
C a b c d xβ α β α β α

β
β = = Ω

 
∇ • •∇ − •∇ + =  

 
∑ ∑ ∫

( ) { }
1 1

v v v v
i i

E E

P P P
i i

f u d x u a u b cu d xα α α α
Ω Σ

= =Ω Ω

= − − ∇ • •∇ − •∇ +∑ ∑∫ ∫L

para  1,2,...,Nα =      (5.4.2)

El cual en su forma matricial es:

 A C B= (5.4.3)
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donde los elementos del vector de incógnitas C Cβ=  de tamaño N  son los coeficientes Cβ

que ponderan la combinación lineal, los elementos de la matriz de coeficientes A Aαβ=  de

tamaño N N×  son:

{ }
1

v v v v v v
i

E

i
A a b c d xβ α β α β α
αβ

= Ω

= ∇ • •∇ − •∇ +∑ ∫ (5.4.4)

y los elementos del vector de términos independientes B Bα=  de tamaño N  son:

( ) { }
1 1

v v v v
i i

E E

P P P
i i

B f u d x u a u b cu d xα α α α
α Ω Σ

= =Ω Ω

= − − ∇ • •∇ − •∇ +∑ ∑∫ ∫L (5.4.5)

Recuérdese que la solución del BVPJ general es v Pu u uΣ≈ + +  en cada subdominio iΩ .

Finalmente, para las aplicaciones numéricas se reemplaza el espacio de funciones óptimas

exactas  BO  por el espacio de funciones óptimas aproximadas  
JB P B RO N N N≡ ∩ ∩ .

El sistema de N  ecuaciones con N  incógnitas es  A C B= , donde:

{ }
1

v v v v v v
i

E

i
A a b c d xβ α β α β α
αβ

= Ω

= ∇ • •∇ − •∇ +∑ ∫

( ) { }
1 1

v v v v
i i

E E

P P P
i i

B f u d x u a u b cu d xα α α α
α Ω Σ

= =Ω Ω

= − − ∇ • •∇ − •∇ +∑ ∑∫ ∫L

finalmente la información buscada es 
1

v v
N

C β
β

β =

= ∑ , y la solución del BVPJ general

en cada iΩ  es v Pu u uΣ≈ + + .

Tabla 5.6.- Sistema de ecuaciones para el método FEM-OF Steklov-Poincaré.
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5.5.- FEM-OF Trefftz-Herrera

Sea el BVPJ básico elíptico descrito en la tabla 5.2. Sea el espacio de funciones óptimas de

peso descrito en la tabla 5.4. Sea la función auxiliar Pu  descrita en la tabla 5.5.

Sea una base { }1 2, ,..., Nw w w  del espacio de funciones óptimas de peso TO  de dimensión N .

Y sea la función v TO∈  una representación de la información buscada v TO∈ , en términos de

una combinación lineal de la base { }1 2, ,..., Nw w w  de TO , esto es:

1
v v

N

C wβ
β

β =

≈ =∑ (5.5.1)

Entonces, los coeficientes { }1 2, ,..., NC C C  de la combinación lineal satisfacen el siguiente

sistema de ecuaciones:

{ }
1 1 i

N E

i
C w a w w b w cw w d xβ α β α β α

β
β = = Ω

 
∇ • •∇ − •∇ + =  

 
∑ ∑ ∫

( ) { }
1 1i i

E E

P P P
i i

f u w d x u a w u b w cu w d xα α α α
Ω Σ

= =Ω Ω

= − − ∇ • •∇ − •∇ +∑ ∑∫ ∫L

para  1,2,...,Nα =      (5.5.2)

El cual en su forma matricial es:

 A C B= (5.5.3)
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donde los elementos del vector de incógnitas C Cβ=  de tamaño N  son los coeficientes Cβ

que ponderan la combinación lineal, los elementos de la matriz de coeficientes A Aαβ=  de

tamaño N N×  son:

{ }
1 i

E

i
A w a w w b w cw w d xβ α β α β α
αβ

= Ω

= ∇ • •∇ − •∇ +∑ ∫ (5.5.4)

y los elementos del vector de términos independientes B Bα=  de tamaño N  son:

( ) { }
1 1i i

E E

P P P
i i

B f u w d x u a w u b w cu w d xα α α α
α Ω Σ

= =Ω Ω

= − − ∇ • •∇ − •∇ +∑ ∑∫ ∫L (5.5.5)

Recuérdese que la solución del BVPJ general en cada subdominio iΩ  requiere del

procedimiento de interpolación óptima.

Finalmente, para las aplicaciones numéricas se reemplaza el espacio de funciones óptimas

exactas  TO  por el espacio de funciones óptimas aproximadas  
KT Q C RO N N N≡ ∩ ∩ .

El sistema de N  ecuaciones con N  incógnitas es  A C B= , donde:

{ }
1 i

E

i
A w a w w b w cw w d xβ α β α β α
αβ

= Ω

= ∇ • •∇ − •∇ +∑ ∫

( ) { }
1 1i i

E E

P P P
i i

B f u w d x u a w u b w cu w d xα α α α
α Ω Σ

= =Ω Ω

= − − ∇ • •∇ − •∇ +∑ ∑∫ ∫L

finalmente la información buscada es 
1

v
N

C wβ
β

β =

= ∑ , y la solución del BVPJ general

en cada iΩ  requiere del procedimiento de interpolación óptima.

Tabla 5.7.- Sistema de ecuaciones para el método FEM-OF Trefftz-Herrera.
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5.6.- FEM-OF Petrov-Galerkin

Sea el BVPJ básico elíptico descrito en la tabla 5.2. Sea el espacio de funciones óptimas de

base descrito en la tabla 5.3. Sea el espacio de funciones óptimas de peso descrito en la tabla

5.4. Sea la función auxiliar Pu  descrita en la tabla 5.5.

Sea una base { }1 2v , v ,..., vN  del espacio de funciones óptimas de base BO  de dimensión N .

Sea la función v BO∈  una representación de la información buscada v BO∈ , en términos de

una combinación lineal de la base { }1 2v , v ,..., vN  de BO , esto es:

1
v v v

N

C β
β

β =

≈ =∑ (5.6.1)

Y sea una base { }1 2, ,..., Nw w w  del espacio de funciones óptimas de peso TO  de dimensión N .

Entonces, los coeficientes { }1 2, ,..., NC C C  de la combinación lineal satisfacen el siguiente

sistema de ecuaciones:

{ }
1 1

v v v
i

N E

i
C a w b w c w d xβ α β α β α

β
β = = Ω

 
∇ • •∇ − •∇ + =  

 
∑ ∑ ∫

( ) { }
1 1i i

E E

P P P
i i

f u w d x u a w u b w cu w d xα α α α
Ω Σ

= =Ω Ω

= − − ∇ • •∇ − •∇ +∑ ∑∫ ∫L

para  1,2,...,Nα =      (5.6.2)

El cual en su forma matricial es:
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 A C B= (5.6.3)

donde los elementos del vector de incógnitas C Cβ=  de tamaño N  son los coeficientes Cβ

que ponderan la combinación lineal, los elementos de la matriz de coeficientes A Aαβ=  de

tamaño N N×  son:

{ }
1

v v v
i

E

i
A a w b w c w d xβ α β α β α
αβ

= Ω

= ∇ • •∇ − •∇ +∑ ∫ (5.6.4)

y los elementos del vector de términos independientes B Bα=  de tamaño N  son:

( ) { }
1 1i i

E E

P P P
i i

B f u w d x u a w u b w cu w d xα α α α
α Ω Σ

= =Ω Ω

= − − ∇ • •∇ − •∇ +∑ ∑∫ ∫L (5.6.5)

Recuérdese que la solución del BVPJ general es v Pu u uΣ≈ + +  en cada subdominio iΩ .

Finalmente, para las aplicaciones numéricas se reemplaza los espacios de funciones óptimas

exactas  BO  y TO  por los espacios de funciones óptimas aproximadas  
JB P B RO N N N≡ ∩ ∩

y 
KT Q C RO N N N≡ ∩ ∩ .

El sistema de N  ecuaciones con N  incógnitas es  A C B= , donde:

{ }
1

v v v
i

E

i
A a w b w c w d xβ α β α β α
αβ

= Ω

= ∇ • •∇ − •∇ +∑ ∫

( ) { }
1 1i i

E E

P P P
i i

B f u w d x u a w u b w cu w d xα α α α
α Ω Σ

= =Ω Ω

= − − ∇ • •∇ − •∇ +∑ ∑∫ ∫L

finalmente la información buscada es 
1

v v
N

C β
β

β =

= ∑ , y la solución del BVPJ general

en cada iΩ  es v Pu u uΣ≈ + + .

Tabla 5.8.- Sistema de ecuaciones para el método FEM-OF Petrov-Galerkin.
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5.7.- FEM-OF para el Caso Simétrico

Para el caso simétrico se tiene el operador diferencial es autoadjunto, esto es:

( )u a u cu u∗≡ −∇• •∇ + ≡L L (5.7.1)

y, en consecuencia, las funcionales bilineales asociadas cumplen con las siguientes igualdades:

1
, ,

i

E

i
Pu w Qu w w ud x

= Ω

= =∑ ∫ L (5.7.2)

( ), , nBu w Cu w u a w d x
∂Ω

= = •∇∫ (5.7.3)

[ ]( ), , nJ KR u w R u w u a w d x
•

Σ

= = − •∇∫ (5.7.4)

[ ], , nJ KS u w S u w a u wd x
•

Σ

= = •∇∫ (5.7.5)

Por lo tanto, el espacio de funciones óptimas de base BO  es igual al espacio de funciones

óptimas de peso TO :

J KB P B R Q C R TO N N N N N N O≡ = ≡∩ ∩ ∩ ∩ (5.7.6)

y una propiedad importante para el caso simétrico es que las tres versiones de FEM-OF

resultan ser las mismas.

Además se tiene que la siguiente funcional es simétrica:

( ) { } ( )
1

v, v v , v
i

E

i
P B J w a w c w d x P B J w

= Ω

− − = ∇ • •∇ + = − −∑ ∫ (5.7.7)
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y también es positiva definida:

( ) { }
1

, 0
i

E

i
P B J w w w a w cww d x

= Ω

− − = ∇ • •∇ + ≥∑ ∫ (5.7.8)

ya que a  es una matriz simétrica, positiva definida y ( ) 0c x ≥ .

De esta forma, la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones que se deriva aplicando el

método FEM-OF es simétrica y positiva definida. Estas propiedades son de mucha relevancia,

ya que se puede aplicar el Método de Gradiente Conjugado  (CGM1) para resolver el sistema

de ecuaciones.

                                                
1 Conjugate Gradient Method
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6.1.- Caso Simétrico

El caso simétrico  corresponde a la ecuación diferencial elíptica general cuando su término

( )bu∇•  se anula, es decir, cuando 0b = . Esto es:

( )u a u cu fΩ≡ −∇• •∇ + =L      en cada kΩ (6.1.1)

Nótese que el operador diferencial es autoadjunto. En consecuencia, los métodos de FEM-OF

Trefftz-Herrera, FEM-OF Steklov-Poincaré y FEM-OF Petrov-Galerkin resultan ser los

mismos. Esto se debe a que los espacios de funciones de base 
JB P B RO N N N≡ ∩ ∩  y de

funciones de peso 
KT Q C RO N N N≡ ∩ ∩  son iguales. Entonces se usará el nombre de método

FEM-OF Petrov-Galerkin (FEM-OF PG) para referirse a cualquiera de los tres métodos

mencionados.

En las implementaciones numéricas, se utilizan tanto funciones óptimas de base aproximadas

v BO∈  como funciones óptimas de peso aproximadas  Tw O∈  (recuérdese que aunque ya no

son funciones óptimas, se les llamará funciones óptimas aproximadas ). El espacio de funciones

óptimas aproximadas  está formado por funciones polinomiales por tramos de grado GΩ  en

cada subdominio kΩ  de la partición y cuyas trazas en la frontera interior Σ  son polinomios

por tramos de grado GΣ . En consecuencia, las condiciones impuestas por los espacios nulos PN

y QN  solamente se pueden satisfacer de manera aproximada utilizando métodos numéricos
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para resolver las ecuaciones diferenciales homogéneas v 0=L  y 0w∗ =L
respectivamente.

La metodología FEM-OF utiliza métodos de elementos finitos (FEM) para resolver los

problemas locales que definen a las funciones óptimas aproximadas en cada subdominio kΩ  de

la partición. Sin embargo, también se resolverán esos problemas mediante colocación ortogonal.
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6.2.- Convergencia h  del Error

El error se mide con norma infinita, esto es:

max k kk
error u u

∞ ∀
≡ − (6.2.1)

donde ku  es la solución aproximada y ku  es la solución exacta en ciertos puntos de control ix .

El orden de convergencia h  del error ( )mO h  es el exponente m , el cual dada una tabla de

datos de error contra h  (el tamaño de la partición Π ), se calcula ajustando la siguiente recta:

( )log  log( )  error m h b= − + (6.2.2)

En una dimensión, el dominio considerado es [ ]0 , Ex xΩ ≡ , en el cual se introduce una partición

rectangular uniforme de xE  elementos. Entonces, los puntos de control son los nodos

interiores de la frontera interior Σ :  { }1,..., 1i xx i E= − , y el tamaño de la partición es:

0E
x

x

x xh h
E
−

= = .

En dos dimensiones, el dominio considerado es [ ] [ ]0 0, ,E Ex x y yΩ ≡ × , en el cual se introduce

una partición rectangular uniforme de x yE E  elementos. Entonces, los puntos de control son los

nodos interiores de la frontera interior Σ :  ( ){ }, 1,..., 1, 1,..., 1i j x yx y i E j E= − = − , y el

tamaño de la partición es:  0 0max ,E E
x y

x y

x x y yh h h
E E

 − − = = = 
  

.



Capítulo 6

127

En tres dimensiones, el dominio considerado es [ ] [ ] [ ]0 0 0, , ,E E Ex x y y z zΩ ≡ × × , en el cual se

introduce una partición rectangular uniforme de x y zE E E  elementos. Entonces, los puntos de

control son los nodos interiores de la frontera interior Σ :

( ){ }, , 1,..., 1, 1,..., 1, 1,..., 1i j k x y zx y z i E j E k E= − = − = − , y el tamaño de la partición es:

0 0 0max , ,E E E
x y z

x y z

x x y y z zh h h h
E E E

 − − − = = = = 
  

.



Capítulo 6

128

6.3- Resultados en Una Dimensión

Sea la ecuación diferencial elíptica ordinaria:

2

2

d u u f
dx Ω− + = (6.3.1)

en [ ]0,1Ω = , sujeta a las condiciones de frontera homogéneas  ( )0 0u = , ( )1 0u = , y con

solución totalmente continua ( )1u C∈ Ω  (lo cual implica que las condiciones de saltos

prescritos son nulas). La solución analítica es:  ( ) ( )u x sen xπ= .

Se introduce una partición rectangular uniforme de xE  subdominios

( ){ }1, 1,...,i i xx x i E−Π = = , donde i xx i E=  para 0,..., xi E= . Los nodos interiores de la

frontera interior Σ  son:  { }1,..., 1i xx i E= − .

Se trabajarán cuatro algoritmos. Primero se aproximarán las funciones óptimas con polinomios

cuadráticos por tramos en el interior de cada subdominio kΩ , utilizando FEM para su

construcción. Segundo, polinomios cúbicos con FEM. Tercero, polinomios cuadráticos con

colocación. Y cuarto, polinomios cúbicos con colocación.

La aproximación cuadrática  por tramos en el interior de cada subdominio kΩ  consiste en lo

siguiente. Cada nodo interior de la frontera interior Σ  tiene asociado un grado de libertad: el
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valor del promedio de la solución. Entonces, a cada uno de estos nodos ix  se le asocia una

función óptima aproximada prescribiendo sus trazas en Σ : 1 en el nodo ix  y 0  en los demás

nodos. De esta forma se tiene que el soporte de cada función óptima aproximada es el intervalo

[ ]1 1,i ix x− + :

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
1 1

1
1 1

,
v

,
0

i i i i i i
i

i i i i i i
i

L x C L x L x x x x
L x C L x L x x x x

w otro

− −

+ +

 + ≤ ≤
  = + ≤ ≤     



(6.3.2)

donde ( )iL x  y ( )1iL x+  definidos en [ ]1,i ix x +  son un mapeo afín de los polinomios de Lagrange

de 1º grado ( )0 1L ξ ξ≡ −   y ( )1L ξ ξ≡   definidos en el intervalo [ ]0,1 , respectivamente. Las

constantes 1
iC  y 2

iC  se calculan mediante FEM o colocación en cada subdominio kΩ  de su

soporte, de modo que satisfagan las condiciones impuestas por los espacios nulos PN  o QN ,

según sea el caso.

La aproximación cúbica  por tramos en el interior de cada subdominio kΩ  consiste en lo

siguiente. Cada nodo interior de la frontera interior Σ  tiene asociado un grado de libertad: el

valor del promedio de la solución. Entonces, a cada uno de estos nodos ix  se le asocia una

función óptima aproximada prescribiendo sus trazas en Σ : 1 en el nodo ix  y 0  en los demás

nodos. De esta forma se tiene que el soporte de cada función óptima aproximada es el intervalo

[ ]1 1,i ix x− + :

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 21 1 22 1
1 1

0 11 1 12 1
1 1

,
v

,
0

i i i i i i i
i

i i i i i i i
i

H x C H x C H x x x x
H x C H x C H x x x x

w otro

− −

+ +

 + + ≤ ≤
  = + + ≤ ≤     



(6.3.3)
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donde ( )0
iH x , ( )0

1iH x+ , ( )1
iH x  y ( )1

1iH x+  definidos en [ ]1,i ix x +  son un mapeo afín de los

polinomios de Hermite  de 3º grado ( )0
0H ξ , ( )0

1H ξ , ( )1
0H ξ  y ( )1

1H ξ  definidos en el

intervalo [ ]0,1 , respectivamente. Las constantes 11
iC , 12

iC , 21
iC  y 22

iC  se calculan mediante

FEM o colocación en cada subdominio kΩ  de su soporte, de modo que satisfagan las

condiciones impuestas por los espacios nulos PN  o QN , según sea el caso.

6.3.1.- Aproximación Cuadrática con FEM

Las funciones v BO∈ , Tw O∈  y ( )1Pu D∈ Ω  se aproximan con polinomios cuadráticos por

tramos en cada subdominio kΩ  y se utiliza FEM con 1 función de ponderación local para

construirlas. Se emplea integración por cuadratura con 3  puntos gaussianos. El orden de

convergencia h  del error para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximación cuadrática 2GΩ =  y

FEM es ( )4O h . En la figura 6.1 se muestra la gráfica del error vs. h .

6.3.2.- Aproximación Cúbica con FEM

Las funciones v BO∈ , Tw O∈  y ( )1Pu D∈ Ω  se aproximan con polinomios cúbicos por tramos

en cada subdominio kΩ  y se utiliza FEM con 2  funciones locales de ponderación para

construirlas. Se emplea integración por cuadratura con tres puntos gaussianos. El orden de

convergencia h  del error para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximación cúbica 3GΩ =  y

FEM es ( )6O h . En la figura 6.1 se muestra la gráfica del error vs. h .
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Ejemplo 1, FEM

y = 4.008x + 1.4175

y = 6.019x + 2.5236

0.00
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Figura 6.1.- Convergencia h  del error para el caso simétrico en una dimensión.

Para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximación cuadrática y FEM es ( )4O h .

Para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximación cúbica y FEM es ( )6O h .

6.3.3.- Aproximación Cuadrática con Colocación

Las funciones v BO∈ , Tw O∈  y ( )1Pu D∈ Ω  se aproximan con polinomios cuadráticos por

tramos en cada subdominio kΩ  y se utiliza colocación con 1 punto gaussiano para construirlas.

Se emplea integración por cuadratura con 3  puntos gaussianos. El orden de convergencia h  del

error para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximación cuadrática 2GΩ =  y colocación es

( )4O h . En la figura 6.2 se muestra la gráfica del error vs. h .

6.3.4.- Aproximación Cúbica con Colocación

Las funciones v BO∈ , Tw O∈  y ( )1Pu D∈ Ω  se aproximan con polinomios cúbicos por tramos

en cada subdominio kΩ  y se utiliza colocación con 2  puntos gaussianos para construirlas. Se
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emplea integración por cuadratura con 3  puntos gaussianos. El orden de convergencia h  del

error para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximación cúbica 3GΩ =  y colocación es ( )6O h .

En la figura 6.2 se muestra la gráfica del error vs. h .

Ejemplo 1, Colocación

y = 3.9948x + 1.4332

y = 6.0171x + 2.4886

0.00
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4.00
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Figura 6.2.- Convergencia h  del error para el caso simétrico en una dimensión.

Para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximación cuadrática y colocación es ( )4O h .

Para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximación cúbica y colocación es ( )6O h .

6.3.5.- Análisis de Resultados

♦ En la tabla 6.1 se comparan los órdenes de convergencia h  del error que se obtienen en

cada algoritmo.

♦ FEM-OF Petrov-Galerkin para el caso simétrico en una dimensión exhibe propiedades de

superconvergencia. Esta propiedad se presenta cuando se construye las funciones óptimas

aproximadas tanto con FEM como con colocación.



Capítulo 6

133

♦ El orden de (super) convergencia h  del error es ( )2GO h Ω  donde GΩ  es el grado de los

polinomios en kΩ , en lugar del orden ( )( )2 1GO h Ω −  que se obtiene al aplicar el método

directo de Steklov-Poincaré convencional  con colocación o el método indirecto de Trefftz-

Herrera convencional  con colocación.

Aproximación TH Convencional

(Colocación)

SP Convencional

(Colocación)

FEM-OF PG

(Colocación)

FEM-OF PG

(FEM)

Cuadrática en kΩ ( )2O h ( )2O h ( )4O h ( )4O h

Cúbica en kΩ ( )4O h ( )4O h ( )6O h ( )6O h

Tabla 6.1.- Convergencia h  del error para el caso simétrico en una dimensión.
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6.4.- Resultados en Dos Dimensiones

Sea la ecuación diferencial elíptica parcial:

2 2

2 2

u u u f
x y Ω
∂ ∂

− − + =
∂ ∂

(6.4.1)

en [ ] [ ]0,1 0,1Ω = × , sujeta a las condiciones de frontera homogéneas ( )0, 0u y = , ( )1, 0u y = ,

( ),0 0u x = , ( ),1 0u x = , y con solución totalmente continua ( )1u C∈ Ω  (lo cual implica que las

condiciones de saltos prescritos son nulas). La solución analítica es:

( ) ( ) ( ),u x y sen x sen yπ π= .

Se introduce una partición rectangular uniforme de x yE E  subdominios

( ) ( ){ }1 1, , 1,..., ;  1,...,i i j j x yx x y y i E j E− −Π = × = = , donde i xx i E=  para 0,..., xi E=  e

j yy j E=  para 0,..., yj E= . Los nodos interiores de la frontera interior Σ  son

( ){ }, 1,..., 1;  1,..., 1i j x yx y i E j E= − = − .

Se trabajarán cuatro algoritmos. Primero, se aproximarán las funciones óptimas con polinomios

cúbicos por tramos en la frontera interior Σ  y con polinomios bi-cuadráticos por tramos en el

interior de cada subdominio kΩ , utilizando FEM para su construcción. Segundo, igual que el

primer algoritmo pero utilizando colocación para la construcción de las funciones óptimas.

Tercero, se aproximarán las funciones óptimas con polinomios cúbicos por tramos en la
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frontera interior Σ  y con polinomios bi-cúbicos por tramos en el interior de cada subdominio

kΩ , utilizando FEM para su construcción. Cuarto, igual que el tercer algoritmo pero utilizando

colocación para la construcción de las funciones óptimas.

La aproximación  con polinomios cúbicos  por tramos en la frontera interior Σ  y con polinomios

bi-cuadráticos  por tramos en el interior de cada subdominio kΩ  consiste en lo siguiente. Cada

nodo interior de la frontera interior Σ  tiene asociado tres grados de libertad: el valor del

promedio de la solución, su derivada parcial con respecto a x  y su derivada parcial con

respecto a y . Entonces, a cada uno de estos nodos ( ),i jx y  se le asocia tres funciones

óptimas prescribiendo sus trazas en Σ : ( ) ( )0 0
i jH x H y , ( ) ( )1 0

i jH x H y  y ( ) ( )0 1
i jH x H y ,

respectivamente. De esta forma se tiene que el soporte de cada función óptima aproximada es

la región [ ]1 1 1 1, ,i i j jx x y y− + − + ×   :

( ) ( ) ( )
0

0 0

0

v
,ij

i j ij

ij

H x H y N x y
w

 
  = +
 
 

(6.4.2)

( ) ( ) ( )
1

1 0

1

v
,ij

i j ij

ij

H x H y N x y
w

 
  = +
 
 

(6.4.3)

( ) ( ) ( )
2

0 1

2

v
,ij

i j ij

ij

H x H y N x y
w

 
  = +
 
 

(6.4.4)

donde:

( )

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

1
1 1 1 1

2
1 1 1 1

3
1 1 1 1

4
1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) , , ,

( ) ( ) ( ) ( ) , , ,

, ( ) ( ) ( ) ( ) , , ,

( ) ( ) ( ) ( ) , , ,

0

ij i i j j i i j j

ij i i j j i i j j

ij ij i i j j i i j j

ij i i j j i i j j

C L x L x L y L y x x y y

C L x L x L y L y x x y y

N x y C L x L x L y L y x x y y

C L x L x L y L y x x y y

otro

+ + + +

− + − +

− − − −

+ − + −

  
  

=   
  











(6.4.5)
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Las constantes 1
ijC , 2

ijC , 3
ijC  y 4

ijC  se calculan mediante FEM o colocación en cada subdominio

kΩ  de su soporte, de modo que satisfagan las condiciones impuestas por los espacios nulos

PN  o QN , según sea el caso.

La aproximación  con polinomios cúbicos  por tramos en la frontera interior Σ  y con polinomios

bi-cúbicos  por tramos en el interior de cada subdominio kΩ  consiste en lo siguiente. Cada

nodo interior de la frontera interior Σ  tiene asociado tres grados de libertad: el valor del

promedio de la solución, su derivada parcial con respecto a x  y su derivada parcial con

respecto a y . Entonces, a cada uno de estos nodos ( ),i jx y  se le asocia tres funciones

óptimas prescribiendo sus trazas en Σ : ( ) ( )0 0
i jH x H y , ( ) ( )1 0

i jH x H y  y ( ) ( )0 1
i jH x H y ,

respectivamente. De esta forma se tiene que el soporte de cada función óptima aproximada es

la región [ ]1 1 1 1, ,i i j jx x y y− + − + ×   :

( ) ( ) ( )
0

0 0

0

v
,ij

i j ij

ij

H x H y N x y
w

 
  = +
 
 

(6.4.6)

( ) ( ) ( )
1

1 0

1

v
,ij

i j ij

ij

H x H y N x y
w

 
  = +
 
 

(6.4.7)

( ) ( ) ( )
2

0 1

2

v
,ij

i j ij

ij

H x H y N x y
w

 
  = +
 
 

(6.4.8)

donde:

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( ) ( )

11 1 1 12 1 1 13 1 1 14 1 1
1 1 1 1 1 1

21 1 1 22 1 1 23 1 1 24 1 1
1 1 1 1 1 1

31 1 1 32 1
1 1 1

, , ,

, , ,

,

ij i j ij i j ij i j ij i j i i j j

ij i j ij i j ij i j ij i j i i j j

ij ij i j ij i

C H x H y C H x H y C H x H y C H x H y x x y y

C H x H y C H x H y C H x H y C H x H y x x y y

N x y C H x H y C H x

+ + + + + +

− − + + − +

− − −

 + + +  
 + + +  

= + ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]

1 33 1 1 34 1 1
1 1 1

41 1 1 42 1 1 43 1 1 44 1 1
1 1 1 1 1 1

, , ,

, , ,

0

j ij i j ij i j i i j j

ij i j ij i j ij i j ij i j i i j j

H y C H x H y C H x H y x x y y

C H x H y C H x H y C H x H y C H x H y x x y y

otro

− − −

− + − + + −





  + +  

  + + +  


(6.4.9)
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Las constantes { }11 12 13 14, , ,ij ij ij ijC C C C , { }21 22 23 24, , ,ij ij ij ijC C C C , { }31 32 33 34, , ,ij ij ij ijC C C C  y

{ }41 42 43 44, , ,ij ij ij ijC C C C  se calculan mediante FEM o colocación en cada subdominio kΩ  de su

soporte, de modo que satisfagan las condiciones impuestas por los espacios nulos PN  o QN ,

según sea el caso.

Particularmente para los dominios rectangulares, los nodos que están en las aristas de la

frontera exterior y que no son esquinas, tienen asociado un solo grado de libertad: su derivada

normal. Así, a los nodos ubicados en las fronteras x c=  les corresponde la derivada parcial con

respecto a x ; mientras que a los nodos ubicadas en las fronteras y c= , la derivada parcial

con respecto a y .

Los nodos que son esquinas no tienen asociado ningún grado de libertad.

6.4.1.- Aproximación Cúbica en Σ  y Bi-cuadrática en kΩ  con FEM

Las funciones v BO∈  y Tw O∈  se aproximan con polinomios cúbicos por tramos en la frontera

interior Σ  y con polinomios bi-cuadráticos por tramos en cada subdominio kΩ  y se utiliza FEM

con 1 función de ponderación local para construirlas. La función ( )1Pu D∈ Ω  se aproxima con

polinomios bi-cúbicos por tramos en cada subdominio kΩ . Se utiliza integración por cuadratura

con 3 3×  puntos gaussianos. El orden de convergencia h  del error para FEM-OF Petrov-

Galerkin con aproximación cúbica 3GΣ =  en ∑ , bi-cuadrática 2GΩ =  en kΩ  y FEM es

( )3.3O h . En la figura 6.3 se muestra la gráfica del error vs. h .

6.4.2.- Aproximación Cúbica en Σ  y Bi-cuadrática en kΩ  con Colocación

Las funciones v BO∈  y Tw O∈  se aproximan con polinomios cúbicos por tramos en la frontera

interior Σ  y con polinomios bi-cuadráticos por tramos en cada subdominio kΩ  y se utiliza
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colocación con 1 1×  punto gaussiano para construirlas. La función ( )1Pu D∈ Ω  se aproxima con

polinomios bi-cúbicos por tramos en cada subdominio kΩ . Se utiliza integración por cuadratura

con 3 3×  puntos gaussianos. El orden de convergencia h  del error para FEM-OF Petrov-

Galerkin con aproximación cúbica 3GΣ =  en ∑ , bi-cuadrática 2GΩ =  en kΩ  y colocación es

( )2.4O h . En la figura 6.3 se muestra la gráfica del error vs. h .

( )bu∇•
Figura 6.3.- Convergencia h  del error para el caso simétrico en dos dimensiones.

Para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximación cúbica en Σ , bi-cuadrática en kΩ  y

colocación es ( )2.4O h . Para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximación cúbica en Σ ,

bi-cuadrática en kΩ  y FEM es ( )3.3O h .

6.4.3.- Aproximación Cúbica en Σ  y Bi-cúbica en kΩ  con FEM

Las funciones v BO∈  y Tw O∈  se aproximan con polinomios cúbicos por tramos en la frontera

interior Σ  y con polinomios bi-cúbicos por tramos en cada subdominio kΩ  y se utiliza FEM con
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4  funciones de ponderación locales para construirlas. La función ( )1Pu D∈ Ω  se aproxima con

polinomios bi-cúbicos por tramos en cada subdominio kΩ . Se utiliza integración por cuadratura

con 3 3×  puntos gaussianos. El orden de convergencia h  del error para FEM-OF Petrov-

Galerkin con aproximación cúbica 3GΣ =  en ∑ , bi-cúbica 3GΩ =  en kΩ .y FEM es ( )3.8O h .

En la figura 6.4 se muestra la gráfica del error vs. h .

6.4.4.- Aproximación Cúbica en Σ  y Bi-cúbica en kΩ  con Colocación

Las funciones v BO∈  y Tw O∈  se aproximan con polinomios cúbicos por tramos en la frontera

interior Σ  y con polinomios bi-cúbicos por tramos en cada subdominio kΩ  y se utiliza

colocación con 2 2×  puntos gaussianos para construirlas. La función ( )1Pu D∈ Ω  se aproxima

con polinomios bi-cúbicos por tramos en cada subdominio kΩ . Se utiliza integración por

cuadratura con 3 3×  puntos gaussianos. El orden de convergencia h  del error para FEM-OF

Petrov-Galerkin con aproximación cúbica 3GΣ =  en ∑ , bi-cúbica 3GΩ =  en kΩ  y colocación

es ( )3.9O h . En la figura 6.4 se muestra la gráfica del error vs. h .
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Ejemplo 2, Cúbico (interior)

y = 3.8638x + 1.0375
y = 3.8164x + 1.0314

0.00
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2.00
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5.00
6.00
7.00
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Figura 6.4.- Convergencia h  del error para el caso simétrico en dos dimensiones.

Para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximación cúbica en Σ , bi-cúbica en kΩ  y

colocación es ( )3.9O h . Para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximación cúbica en Σ ,

bi-cúbica en kΩ  y FEM es ( )3.8O h .

6.4.5.- Análisis de Resultados

♦ En las tablas 6.2 y 6.3 se comparan los órdenes de convergencia h  del error que se

obtienen en cada algoritmo.

♦ FEM-OF Petrov-Galerkin para el caso simétrico en dos dimensiones NO  exhibe

propiedades de superconvergencia.

♦ Si se construyen las funciones óptimas aproximadas con FEM, el orden de convergencia h

del error es  { }( )min 1, 1O G GΣ Ω+ +   donde GΣ  es el grado de los polinomios en Σ  y GΩ

es el grado de los polinomios en kΩ .
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♦ Si se construyen las funciones óptimas aproximadas con colocación, el orden de

convergencia h  del error es  ( ){ }( )min 1,2 1O G GΣ Ω+ −   donde GΣ  es el grado de los

polinomios en Σ  y GΩ  es el grado de los polinomios en kΩ .

Aproximación FEM-OF PG

(Colocación)

FEM-OF PG

(FEM)

Cúbica en Σ  y

bi-cuadrática en kΩ
( )2.4O h ( )3.3O h

Tabla 6.2.- Convergencia h  del error en dos dimensiones para el caso simétrico.

Aproximación TH Convencional

(Colocación)

SP Convencional

(Colocación)

FEM-OF PG

(Colocación)

FEM-OF PG

(FEM)

Cúbica en Σ  y

bi-cúbica en kΩ
( )3.8O h ( )3.8O h ( )3.9O h ( )3.8O h

Tabla 6.3.- Convergencia h  del error en dos dimensiones para el caso simétrico.
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6.5.- Resultados en Tres Dimensiones

Sea la ecuación diferencial elíptica parcial:

2 2 2

2 2 2

u u u f
x y z Ω
∂ ∂ ∂

− − − =
∂ ∂ ∂

(6.5.1)

en [ ] [ ] [ ]0,1 0,1 0,1Ω = × × , sujeta a las condiciones de frontera homogéneas ( )0, , 0u y z = ,

( )1, , 0u y z = , ( ),0, 0u x z = , ( ),1, 0u x z = , ( ), ,0 0u x y = , ( ), ,1 0u x y = , y con solución

totalmente continua ( )1u C∈ Ω  (lo cual implica que las condiciones de saltos prescritos son

nulas). La solución analítica es: ( ) ( ) ( ) ( ),u x y sen x sen y sen zπ π π= .

Se introduce una partición rectangular uniforme de x y zE E E  subdominios

( ) ( ) ( ){ }1 1 1, , , 1,..., ;  1,..., ;  1,...,i i j j k k x y zx x y y z z i E j E k E− − −Π = × × = = = , donde i xx i E=

para 0,..., xi E= , j yy j E=  para 0,..., yj E=  y k zz k E=  para 0,..., zk E= . Los nodos

interiores de la frontera interior Σ  son

( ){ }, , 1,..., 1;  1,..., 1;  1,..., 1i j k x y zx y z i E j E k E= − = − = − .

Se trabajarán solamente dos algoritmos. Primero, se aproximarán las funciones óptimas con

polinomios bi-cúbicos por tramos en la frontera interior Σ  y con polinomios tri-cuadráticos por

tramos en el interior de cada subdominio lΩ , utilizando FEM para su construcción. Segundo,

se aproximarán las funciones óptimas con polinomios bi-cúbicos por tramos en la frontera
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interior Σ  y con polinomios tri-cúbicos por tramos en el interior de cada subdominio lΩ ,

utilizando FEM para su construcción.

La aproximación  con polinomios bi-cúbicos  por tramos en la frontera interior Σ  y con

polinomios tri-cuadráticos  por tramos en el interior de cada subdominio lΩ  consiste en lo

siguiente. Cada nodo interior de la frontera interior Σ  tiene asociado siete grados de

libertad: el valor del promedio de la solución, su derivada parcial con respecto a x , su derivada

parcial con respecto a y , su derivada parcial con respecto a z , su segunda derivada parcial

cruzada con respecto a x  e y , su segunda derivada parcial cruzada con respecto a x  y z , y

finalmente, su segunda derivada parcial cruzada con respecto a y  y z . Entonces, a cada uno

de estos nodos ( ), ,i j kx y z  se le asocia siete funciones óptimas prescribiendo sus trazas en Σ :

( ) ( ) ( )0 0 0
i j kH x H y H z , ( ) ( ) ( )1 0 0

i j kH x H y H z , ( ) ( ) ( )0 1 0
i j kH x H y H z , ( ) ( ) ( )0 0 1

i j kH x H y H z ,

( ) ( ) ( )1 1 0
i j kH x H y H z , ( ) ( ) ( )1 0 1

i j kH x H y H z  y ( ) ( ) ( )0 1 1
i j kH x H y H z , respectivamente. De

esta forma se tiene que el soporte de cada función óptima aproximada es la región

[ ] [ ]1 1 1 1 1 1, , ,i i j j k kx x y y z z− + − + − + × ×  :

( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0

0

v
, ,ijk

i j k ijk

ijk

H x H y H z N x y z
w

 
  = +
 
 

(6.5.2)

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 0 0

1

v
, ,ijk

i j k ijk

ijk

H x H y H z N x y z
w

 
  = +
 
 

(6.5.3)

( ) ( ) ( ) ( )
2

0 1 0

2

v
, ,ijk

i j k ijk

ijk

H x H y H z N x y z
w

 
  = +
 
 

(6.5.4)

( ) ( ) ( ) ( )
3

0 0 1

3

v
, ,ijk

i j k ijk

ijk

H x H y H z N x y z
w

 
  = +
 
 

(6.5.5)

( ) ( ) ( ) ( )
4

1 1 0

4

v
, ,ijk

i j k ijk

ijk

H x H y H z N x y z
w

 
  = +
 
 

(6.5.6)
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( ) ( ) ( ) ( )
5

1 0 1

5

v
, ,ijk

i j k ijk

ijk

H x H y H z N x y z
w

 
  = +
 
 

(6.5.7)

( ) ( ) ( ) ( )
6

0 1 1

6

v
, ,ijk

i j k ijk

ijk

H x H y H z N x y z
w

 
  = +
 
 

(6.5.8)

donde:

( )

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ]

1
1 1 1 1 1 1

2
1 1 1 1 1 1

3
1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , , , ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , , , ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , , ,

, ,

ijk i i j j k k i i j j k k

ijk i i j j k k i i j j k k

ijk i i j j k k i i j j

ijk

C L x L x L y L y L z L z x x y y z z

C L x L x L y L y L z L z x x y y z z

C L x L x L y L y L z L z x x y y

N x y z

+ + + + + +

− + + − + +

− − + − −

  
  

=

[ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ]

1

4
1 1 1 1 1 1

5
1 1 1 1 1 1

6
1 1 1 1

,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , , , ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , , , ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , , ,

k k

ijk i i j j k k i i j j k k

ijk i i j j k k i i j j k k

ijk i i j j k k i i j j

z z

C L x L x L y L y L z L z x x y y z z

C L x L x L y L y L z L z x x y y z z

C L x L x L y L y L z L z x x y y

+

+ − + + − +

+ + − + + −

− + − − +

  
  
  

[ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]

1 1

7
1 1 1 1 1 1

8
1 1 1 1 1 1

,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , , , ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , , , ,

0

k k

ijk i i j j k k i i j j k k

ijk i i j j k k i i j j k k

z z

C L x L x L y L y L z L z x x y y z z

C L x L x L y L y L z L z x x y y z z

otro

−

− − − − − −

+ − − + − −
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Las constantes 1
ijkC , 2

ijkC , 3
ijkC , 4

ijkC , 5
ijkC , 6

ijkC , 7
ijkC  y 8

ijkC , se calculan mediante FEM en cada

subdominio lΩ  de su soporte, de modo que satisfagan las condiciones impuestas por los

espacios nulos PN  o QN , según sea el caso.

La aproximación  con polinomios bi-cúbicos  por tramos en la frontera interior Σ  y con

polinomios tri-cúbicos  por tramos en el interior de cada subdominio lΩ  consiste en lo

siguiente. Cada nodo interior de la frontera interior Σ  tiene asociado siete grados de

libertad: el valor del promedio de la solución, su derivada parcial con respecto a x , su derivada

parcial con respecto a y , su derivada parcial con respecto a z , su segunda derivada parcial

cruzada con respecto a x  e y , su segunda derivada parcial cruzada con respecto a x  y z , y

finalmente, su segunda derivada parcial cruzada con respecto a y  y z . Entonces, a cada uno

de estos nodos ( ), ,i j kx y z  se le asocia siete funciones óptimas prescribiendo sus trazas en Σ :

( ) ( ) ( )0 0 0
i j kH x H y H z , ( ) ( ) ( )1 0 0

i j kH x H y H z , ( ) ( ) ( )0 1 0
i j kH x H y H z , ( ) ( ) ( )0 0 1

i j kH x H y H z ,

( ) ( ) ( )1 1 0
i j kH x H y H z , ( ) ( ) ( )1 0 1

i j kH x H y H z  y ( ) ( ) ( )0 1 1
i j kH x H y H z , respectivamente. De
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esta forma se tiene que el soporte de cada función óptima aproximada es la región

[ ] [ ]1 1 1 1 1 1, , ,i i j j k kx x y y z z− + − + − + × ×  :

( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0

0

v
, ,ijk

i j k ijk

ijk

H x H y H z N x y z
w

 
  = +
 
 

(6.5.10)

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 0 0

1

v
, ,ijk

i j k ijk

ijk

H x H y H z N x y z
w

 
  = +
 
 

(6.5.11)

( ) ( ) ( ) ( )
2

0 1 0
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i j k ijk
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H x H y H z N x y z
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(6.5.12)

( ) ( ) ( ) ( )
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(6.5.13)
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(6.5.14)

( ) ( ) ( ) ( )
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(6.5.15)

( ) ( ) ( ) ( )
6

0 1 1

6

v
, ,ijk

i j k ijk

ijk

H x H y H z N x y z
w

 
  = +
 
 

(6.5.16)

donde:
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( )
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(6.5.17)

Las constantes:

{ }11 12 13 14 15 16 17 18, , , , , , ,ijk ijk ijk ijk ijk ijk ijk ijkC C C C C C C C , { }21 22 23 24 25 26 27 28, , , , , , ,ijk ijk ijk ijk ijk ijk ijk ijkC C C C C C C C ,

{ }31 32 33 34 35 36 37 38, , , , , , ,ijk ijk ijk ijk ijk ijk ijk ijkC C C C C C C C , { }41 42 43 44 45 46 47 48, , , , , , ,ijk ijk ijk ijk ijk ijk ijk ijkC C C C C C C C ,

{ }51 52 53 54 55 56 57 58, , , , , , ,ijk ijk ijk ijk ijk ijk ijk ijkC C C C C C C C , { }61 62 63 64 65 66 67 68, , , , , , ,ijk ijk ijk ijk ijk ijk ijk ijkC C C C C C C C ,

{ }71 72 73 74 75 76 77 78, , , , , , ,ijk ijk ijk ijk ijk ijk ijk ijkC C C C C C C C  y { }81 82 83 84 85 86 87 88, , , , , , ,ijk ijk ijk ijk ijk ijk ijk ijkC C C C C C C C

se calculan mediante FEM en cada subdominio lΩ  de su soporte, de modo que satisfagan las

condiciones impuestas por los espacios nulos PN  o QN , según sea el caso.
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Particularmente para los dominios prismáticos rectangulares rectos, los nodos que están en

las caras de la frontera exterior y que no están en las aristas ni son esquinas, tienen asociado

tres grados de libertad: su derivada normal y sus dos segundas derivadas parciales cruzadas

que involucren la dirección de la normal. Así, a los nodos ubicados en las fronteras x c=  les

corresponde la derivada parcial con respecto a x , la segunda derivada parcial cruzada con

respecto a x  e y  y la segunda derivada parcial cruzada con respecto a x  y z ; los nodos

ubicados en las fronteras y c=  les corresponde la derivada parcial con respecto a y , la

segunda derivada parcial cruzada con respecto a x  e y  y la segunda derivada parcial cruzada

con respecto a y  y z ; y finalmente, los nodos ubicados en las fronteras z c=  les

corresponde la derivada parcial con respecto a z , la segunda derivada parcial cruzada con

respecto a x  y z  y la segunda derivada parcial cruzada con respecto a y  y z .

Los nodos que están en las aristas de la frontera exterior y que no son esquinas, tienen

asociado un solo grado de libertad: su segunda derivada parcial cruzada que involucre las

direcciones normales. Así, a los nodos ubicados en las aristas 1x c= , 2y c=  les corresponde la

segunda derivada parcial cruzada con respecto a x  e y ; los nodos ubicados en las aristas

1x c= , 2z c=  les corresponde la segunda derivada parcial cruzada con respecto a x  y z ; y

finalmente, los nodos ubicados en las aristas 1y c= , 2z c=  les corresponde la segunda

derivada parcial cruzada con respecto a y  y z .

Los nodos que son esquinas no tienen asociado ningún grado de libertad.

6.5.1.- Aproximación Bi-cúbica en Σ  y Tri-cuadrática en lΩ  con FEM

Las funciones v BO∈  y Tw O∈  se aproximan con polinomios bi-cúbicos por tramos en la

frontera interior Σ  y con polinomios tri-cuadráticos por tramos en cada subdominio lΩ  y se

utiliza FEM con 1 función de ponderación local para construirlas. La función ( )1Pu D∈ Ω  se

aproxima con polinomios tri-cúbicos por tramos en cada subdominio lΩ . Se utiliza integración
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por cuadratura con 3 3×  puntos gaussianos. El orden de convergencia h  del error para FEM-

OF Petrov-Galerkin con aproximación bi-cúbica 3GΣ =  en ∑ , tri-cuadrática 2GΩ =  en lΩ  y

FEM es ( )3O h . En la figura 6.5 se muestra la gráfica del error vs. h .

Ejemplo 3, FEM

y = 3.7349x + 0.7733

y = 2.9784x + 0.6413

0
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Figura 6.5.- Convergencia h  del error para el caso simétrico en tres dimensiones.

Para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximación bi-cúbica en Σ , tri-cuadrática en lΩ

y FEM es ( )3O h . Para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximación bi-cúbica en Σ ,

tri-cúbica en lΩ  y FEM es ( )3.7O h .

6.5.2.- Aproximación Bi-cúbica en Σ  y Tri-cúbica en lΩ  con FEM

Las funciones v BO∈  y Tw O∈  se aproximan con polinomios bi-cúbicos por tramos en la

frontera interior Σ  y con polinomios tri-cúbicos por tramos en cada subdominio lΩ  y se

utiliza FEM con 8  funciones de ponderación locales para construirlas. La función ( )1Pu D∈ Ω

se aproxima con polinomios tri-cúbicos por tramos en cada subdominio lΩ . Se utiliza
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integración por cuadratura con 3 3×  puntos gaussianos. El orden de convergencia h  del error

para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximación bi-cúbica 3GΣ =  en ∑ , tri-cúbica 3GΩ =  en

lΩ  y FEM es ( )3.7O h . En la figura 6.5 se muestra la gráfica del error vs. h .

6.5.3.- Análisis de Resultados

♦ En la tabla 6.4 se comparan los órdenes de convergencia h  del error que se obtienen en

cada algoritmo.

♦ FEM-OF Petrov-Galerkin para el caso simétrico en tres dimensiones NO  exhibe

propiedades de superconvergencia.

♦ Si se construyen las funciones óptimas aproximadas con FEM, el orden de convergencia h

del error es  { }( )min 1, 1O G GΣ Ω+ +   donde GΣ  es el grado de los polinomios en Σ  y GΩ

es el grado de los polinomios en kΩ .

Aproximación FEM-OF PG

(FEM)

Bi-cúbica en Σ  y

tri-cuadrática en lΩ
( )3O h

Bi-cúbica en Σ  y

tri-cúbica en lΩ
( )3.7O h

Tabla 6.4.- Convergencia h  del error en tres dimensiones para el caso simétrico.
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Capítulo 7:

Resultados

Caso

No Simétrico

Indice:

7.1.- Caso No Simétrico

7.2.- Resultados en 1 Dimensión

7.3.- Resultados en 2 Dimensiones
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7.1- Caso No Simétrico

El caso no simétrico  corresponde a la ecuación diferencial elíptica general cuando su término

( )bu∇•  no se anula, es decir, cuando 0b ≠ . Esto es:

( ) ( )u a u bu cu fΩ≡ −∇• •∇ +∇• + =L      en cada kΩ (7.1.1)

Nótese que el operador diferencial adjunto es diferente que el operador diferencial original.

En consecuencia, los métodos FEM-OF Trefftz-Herrera (FEM-OF TH), FEM-OF Steklov-

Poincaré (FEM-OF SP) y FEM-OF Petrov-Galerkin (FEM-OF PG) resultan ser distintos. Esto

se debe a que los espacios de funciones de base 
JB P B RO N N N≡ ∩ ∩  y de funciones de peso

KT Q C RO N N N≡ ∩ ∩  no son iguales.
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7.2.- Resultados en Una Dimensión

Sea la ecuación diferencial elíptica ordinaria:

2

2 0d u duV
dx dx

− + = (7.2.1)

en [ ]0,1Ω = , sujeta a las condiciones de frontera ( )0 1u = , ( )1 0u = , y con solución

totalmente continua ( )1u C∈ Ω  (lo cual implica que las condiciones de saltos prescritos son

nulas). La solución analítica es: ( )
 

1

V x V

V

e eu x
e
−

=
−

.

Se introduce una partición rectangular uniforme de xE  subdominios

( ){ }1, 1,...,i i xx x i E−Π = = , donde i xx i E=  para 0,..., xi E= . Los nodos interiores de la

frontera interior Σ  son:  { }1,..., 1i xx i E= − .

Se trabajarán cuatro algoritmos. Primero se aproximarán las funciones óptimas con polinomios

cuadráticos por tramos en el interior de cada subdominio kΩ , utilizando FEM para su

construcción. Segundo, polinomios cúbicos con FEM. Tercero, polinomios cuadráticos con

colocación. Y cuarto, polinomios cúbicos con colocación.

La aproximación cuadrática y la aproximación cúbica fueron planteadas en (6.3.2) y (6.3.3),

respectivamente.
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7.2.1.- Aproximación Cuadrática con FEM

Las funciones v BO∈ , Tw O∈  y ( )1Pu D∈ Ω  se aproximan con polinomios cuadráticos por

tramos en cada subdominio kΩ  y se utiliza FEM con 1 función de ponderación local para

construirlas. Se emplea integración por cuadratura con 3  puntos gaussianos. Se considera el

parámetro 20V = . El orden de convergencia h  del error para los tres métodos, FEM-OF

Trefftz-Herrera, FEM-OF Steklov-Poincaré y FEM-OF Petrov-Galerkin, con aproximación

cuadrática 2GΩ =  y FEM es ( )4O h . En la figura 7.1 se muestra la gráfica del error vs. h .

Ejemplo 1, FEM, Cuadráticas

y = 3.9942x - 1.9
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Figura 7.1.- Convergencia h  del error para el caso no simétrico en una dimensión.

Para FEM-OF Trefftz-Herrera, FEM-OF Steklov-Poincaré y FEM-OF Petrov-Galerkin

con aproximación cuadrática y FEM es ( )4O h .
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7.2.2. - Aproximación Cúbica con FEM

Las funciones v BO∈ , Tw O∈  y ( )1Pu D∈ Ω  se aproximan con polinomios cúbicos por tramos

en cada subdominio kΩ  y se utiliza FEM con 2  funciones de ponderación locales para

construirlas. Se emplea integración por cuadratura con 3  puntos gaussianos. Se considera el

parámetro 20V = . El orden de convergencia h  del error para los tres métodos, FEM-OF

Trefftz-Herrera, FEM-OF Steklov-Poincaré y FEM-OF Petrov-Galerkin, con aproximación

cúbica 3GΩ =  y FEM es ( )6O h . En la figura 7.2 se muestra la gráfica del error vs. h .

Ejemplo 1, FEM, Cúbicas

y = 5.9952x - 2.3568
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Figura 7.2.- Convergencia h  del error para el caso no simétrico en una dimensión.

Para FEM-OF Trefftz-Herrera, FEM-OF Steklov-Poincaré y FEM-OF Petrov-Galerkin

con aproximación cúbica y FEM es ( )6O h .
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7.2.3.- Aproximación Cuadrática con Colocación

Las funciones v BO∈ , Tw O∈  y ( )1Pu D∈ Ω  se aproximan con polinomios cuadráticos por

tramos en cada subdominio kΩ  y se utiliza colocación con 1 punto gaussiano para construirlas.

Se emplea integración por cuadratura con 3  puntos gaussianos. Se considera el parámetro

20V = . El orden de convergencia h  del error para los tres métodos, FEM-OF Trefftz-

Herrera, FEM-OF Steklov-Poincaré y FEM-OF Petrov-Galerkin, con aproximación cuadrática

2GΩ =  y colocación es ( )4O h . En la figura 7.3 se muestra la gráfica del error vs. h .

Ejemplo 1, Colocación, Cuadráticas

y = 3.9942x - 1.9
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Figura 7.3.- Convergencia h  del error para el caso no simétrico en una dimensión.

Para FEM-OF Trefftz-Herrera, FEM-OF Steklov-Poincaré y FEM-OF Petrov-Galerkin

con aproximación cuadrática y colocación es ( )4O h .
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7.2.4.- Aproximación Cúbica con Colocación

Las funciones v BO∈ , Tw O∈  y ( )1Pu D∈ Ω  se aproximan con polinomios cúbicos por tramos

en cada subdominio kΩ  y se utiliza colocación con 2  puntos gaussianos para construirlas. Se

emplea integración por cuadratura con 3  puntos gaussianos. Se considera el parámetro

20V = . El orden de convergencia h  del error para los métodos FEM-OF Trefftz-Herrera y

FEM-OF Steklov-Poincaré con aproximación cúbica 3GΩ =  colocación es ( )4O h . Pero el orden

de convergencia h  del error para el método FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximación cúbica

3GΩ =  y colocación es ( )6O h . En la figura 7.4 se muestra la gráfica del error vs. h .

Ejemplo 1, Colocación, Cúbicas

y = 5.9971x - 2.884

y = 3.9955x - 2.2039
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Figura 7.4.- Convergencia h  del error para el caso no simétrico en una dimensión.

Para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximación cúbica y colocación es ( )6O h .

Para FEM-OF Trefftz-Herrera y FEM-OF Steklov-Poincaré con aproximación cúbica y

colocación es ( )4O h .
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7.2.5.- Casos con Advección Dominante

Se analiza el comportamiento de la convergencia h  del error del método FEM-OF Petrov-

Galerkin contra la velocidad de advección V  (casos con advección dominante), con

aproximación tanto cuadrática 2GΩ =  como cúbica 3GΩ =  y FEM. Se observa que mientras

mayor es la velocidad de advección V , menor es el orden de convergencia h  para el error y

mayor la magnitud del error. En las figuras 7.5 y 7.6 se muestra la gráfica de la convergencia

h  del error vs. el Número de Peclet (Global)  [56]:

G
VLPe
D

= (7.2.2)

En las figuras 7.7 y 7.8 se muestra la gráfica del error vs. h . En las figuras 7.9 y 7.10 se

muestra las funciones de base y las funciones de peso para algunos casos. Al respecto

obsérvese la asimetría de las funciones: mientras mayor es V , mayor es la asimetría.

Ejemplo 1, PG, Cuadrático, FEM
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Figura 7.5.- Caso no simétrico en una dimensión. Convergencia h  del error vs. Número

de Peclet (Global) para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximación cuadrática y FEM.
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Ejemplo 1, PG, Cúbico, FEM
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Figura 7.6.- Caso no simétrico en una dimensión. Convergencia h  del error vs. Número

de Peclet (Global) para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximación cúbica y FEM.

7.2.6.- Análisis de Resultados

♦ En las tablas 7.1, 7.2 y 7.3 se comparan los ordenes de convergencia h  del error que se

obtienen en cada algoritmo.

♦ FEM-OF Petrov-Galerkin  para el caso no simétrico en una dimensión exhibe propiedades

de superconvergencia. Esta propiedad se presenta cuando se construyen las funciones

óptimas aproximadas con FEM como con colocación.

♦ El orden de (super) convergencia h  del error es ( )2GO h Ω  donde GΩ  es el grado de los

polinomios en kΩ , en lugar del orden ( )( )2 1GO h Ω −  que se obtiene al aplicar el método

directo de Steklov-Poincaré convencional  con colocación o el método indirecto de Trefftz-

Herrera convencional  con colocación.
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♦ Los tres métodos, FEM-OF Trefftz-Herrera, FEM-OF Steklov-Poincaré y FEM-OF

Petrov-Galerkin, para el caso no simétrico en una dimensión exhiben propiedades de

superconvergencia cuando se construye las funciones óptimas aproximadas con FEM.

♦ Los tres métodos, FEM-OF Trefftz-Herrera, FEM-OF Steklov-Poincaré y FEM-OF

Petrov-Galerkin, para el caso no simétrico en una dimensión exhiben propiedades de

superconvergencia cuando se construye las funciones óptimas aproximadas con polinomios

cuadráticos 2GΩ = .

♦ Lo anterior se debe a que la aproximación cuadrática con FEM y la aproximación cuadrática

con colocación resultan ser numéricamente iguales cuando se utiliza un punto gaussiano

para determinar el único parámetro de las funciones de base o de peso.

( )
1

10 0 0
i

G
G G

i

x

i i x x xx

w udx x x w u u
+

+= ⇔ − = ⇔ =∫ L L L (7.2.3)

♦ Los métodos FEM-OF Trefftz-Herrera y FEM-OF Steklov-Poincaré para el caso no

simétrico en una dimensión no exhiben propiedades de superconvergencia cuando se

construye las funciones óptimas aproximadas con polinomios cúbicos 3GΩ =  (ó de mayor

grado) con colocación.

♦ Utilizando FEM-OF Petrov-Galerkin, se observa que mientras mayor es la velocidad de

advección V , menor es el orden de convergencia h  del error y mayor la magnitud del

error.
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Aproximación TH Convencional

(Colocación)

SP Convencional

(Colocación)

Cuadráticas en kΩ ( )2O h ( )2O h

Cúbicas en kΩ ( )4O h ( )4O h

Tabla 7.1.- Convergencia h  del error en una dimensión para el caso no simétrico.

Caracterizaciones convencionales con colocación.

Aproximación FEM-OF TH

(Colocación)

FEM-OF SP

(Colocación)

FEM-OF PG

(Colocación)

Cuadráticas en kΩ ( )4O h ( )4O h ( )4O h

Cúbicas en kΩ ( )4O h ( )4O h ( )6O h

Tabla 7.2.- Convergencia h  del error en una dimensión para el caso no simétrico.

Caracterizaciones FEM-OF con colocación.

Aproximación FEM-OF TH

(FEM)

FEM-OF SP

(FEM)

FEM-OF PG

(FEM)

Cuadráticas en kΩ ( )4O h ( )4O h ( )4O h

Cúbicas en kΩ ( )6O h ( )6O h ( )6O h

Tabla 7.3.- Convergencia h  del error en una dimensión para el caso no simétrico.

Caracterizaciones FEM-OF con FEM.
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Ejemplo 1, PG, Cuadrático, FEM

y = 4.016x - 3.5427

y = 4.0627x - 4.8591

y = 4.0558x - 5.5392

y = 3.7958x - 5.4678

y = 3.5586x - 5.3119

y = 3.3419x - 5.1173
y = 3.1436x - 4.9066
y = 2.9619x - 4.6918

y = 2.7952x - 4.4796
y = 2.6419x - 4.2739
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Figura 7.7.- Caso no simétrico en una dimensión. Convergencia h  del error con

respecto a la velocidad de advección V de FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximación

cuadrática y FEM.
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Ejemplo 1, PG, Cúbico, FEM

y = 6.0105x - 4.7813

y = 6.0418x - 6.6626

y = 6.0112x - 7.6378

y = 5.7214x - 7.7441

y = 5.4499x - 7.6985

y = 5.1956x - 7.5706
y = 4.9576x - 7.3962
y = 4.7346x - 7.1959

y = 4.5258x - 6.982
y = 4.3301x - 6.7624
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Figura 7.8.- Caso no simétrico en una dimensión. Convergencia h  del error con

respecto a la velocidad de advección V  de FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximación

cúbica y FEM.
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Figura 7.9.- Funciones de base -izquierda- y funciones de peso –derecha- con

aproximación cuadrática para 20V =  -arriba- y 100V =  -abajo-.
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Figura 7.10.- Funciones de base -izquierda- y funciones de peso –derecha- con

aproximación cúbica para 20V =  -arriba- y 100V =  -abajo-.
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7.3.- Resultados en Dos Dimensiones

Sea la ecuación diferencial elíptica parcial:

2 2

2 2 X Y
u u u uV V u f
x y x y Ω
∂ ∂ ∂ ∂

− − + + + =
∂ ∂ ∂ ∂

(7.3.1)

en [ ] [ ]0,1 0,1Ω = × , sujeta a las condiciones de frontera homogéneas ( )0, 0u y = , ( )1, 0u y = ,

( ),0 0u x = , ( ),1 0u x = , y con solución totalmente continua ( )1u C∈ Ω  (lo cual implica que las

condiciones de saltos prescritos son nulas). La solución analítica es:

( ) ( ) ( ),u x y sen x sen yπ π= .

Se introduce una partición rectangular uniforme de x yE E  subdominios

( ) ( ){ }1 1, , 1,..., ;  1,...,i i j j x yx x y y i E j E− −Π = × = = , donde i xx i E=  para 0,..., xi E=  e

j yy j E=  para 0,..., yj E= . Los nodos interiores de la frontera interior Σ  son

( ){ }, 1,..., 1;  1,..., 1i j x yx y i E j E= − = − .

Se trabajarán cuatro algoritmos. Primero, se aproximarán las funciones óptimas con polinomios

cúbicos por tramos en la frontera interior Σ  y con polinomios bi-cuadráticos por tramos en el

interior de cada subdominio kΩ , utilizando FEM para su construcción. Segundo, igual que el

primer algoritmo pero utilizando colocación para la construcción de las funciones óptimas.

Tercero, se aproximarán las funciones óptimas con polinomios cúbicos por tramos en la
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frontera interior Σ  y con polinomios bi-cúbicos por tramos en el interior de cada subdominio

kΩ , utilizando FEM para su construcción. Cuarto, igual que el tercer algoritmo pero utilizando

colocación para la construcción de las funciones óptimas.

La aproximación con polinomios cúbicos por tramos en la frontera interior Σ  y con polinomios

bi-cuadráticos por tramos en el interior de cada subdominio kΩ  fue planteada en (6.4.2)-

(6.4.5). La aproximación con polinomios cúbicos por tramos en la frontera interior Σ  y con

polinomios bi-cúbicos por tramos en el interior de cada subdominio kΩ  fue planteada en

(6.4.6)-(6.4.9).

7.3.1.- Aproximación Cúbica en Σ  y Bi-cuadrática en kΩ  con FEM

Las funciones v BO∈  y Tw O∈  se aproximan con polinomios cúbicos por tramos en la frontera

interior Σ  y con polinomios bi-cuadráticos por tramos en cada subdominio kΩ  y se utiliza FEM

con 1 función de ponderación local para construirlas. La función ( )1Pu D∈ Ω  se aproxima con

polinomios bi-cúbicos por tramos en cada subdominio kΩ . Se considera el parámetro 20V =

con ( ) 45V = . Se utiliza integración por cuadratura con 3 3×  puntos gaussianos. El orden

de convergencia h  del error para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximación cúbica 3GΣ =  en

Σ , bi-cuadrática 2GΩ =  en kΩ  y FEM es ( )3.8O h . En la figura 7.11 se muestra la gráfica del

error vs. h .

7.3.2.- Aproximación Cúbica en Σ  y Bi-cuadrática en kΩ  con Colocación

Las funciones v BO∈  y Tw O∈  se aproximan con polinomios cúbicos por tramos en la frontera

interior Σ  y con polinomios bi-cuadráticos por tramos en cada subdominio kΩ  y se utiliza

colocación con 1 1×  punto gaussiano para construirlas. La función ( )1Pu D∈ Ω  se aproxima con

polinomios bi-cúbicos por tramos en cada subdominio kΩ . Se considera el parámetro 20V =
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con ( ) 45V = . Se utiliza integración por cuadratura con 3 3×  puntos gaussianos. El orden

de convergencia h  del error para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximación cúbica 3GΣ =  en

Σ , bi-cuadrática 2GΩ =  en kΩ  y colocación es ( )2.4O h . En la figura 7.11 se muestra la

gráfica del error vs. h .

Ejemplo 2, Cuadrático (interior), V=20, Angulo=45

y = 3.8006x - 0.6883

y = 2.4397x + 0.1688
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Figura 7.11.- Convergencia h  del error para el caso no simétrico en dos dimensiones.

Para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximación cúbica en Σ , bi-cuadrática en kΩ  y

colocación es ( )2.4O h . Para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximación cúbica en Σ ,

bi-cuadrática en kΩ  y FEM es ( )3.8O h .

7.3.3.- Aproximación Cúbica en Σ  y Bi-cúbica en kΩ  con FEM

Las funciones v BO∈  y Tw O∈  se aproximan con polinomios cúbicos por tramos en la frontera

interior Σ  y con polinomios bi-cúbicos por tramos en cada subdominio kΩ  y se utiliza FEM con
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4  funciones de ponderación locales para construirlas. La función ( )1Pu D∈ Ω  se aproxima con

polinomios bi-cúbicos por tramos en cada subdominio kΩ . Se considera el parámetro 20V =

con ( ) 45V = . Se utiliza integración por cuadratura con 3 3×  puntos gaussianos. El orden

de convergencia h  del error para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximación cúbica 3GΣ =  en

Σ , bi-cúbica 3GΩ =  en kΩ  y FEM es ( )3.8O h . En la figura 7.12 se muestra la gráfica del

error vs. h .

7.3.4.- Aproximación Cúbica en Σ  y Bi-cúbica en kΩ  con Colocación

Las funciones v BO∈  y Tw O∈  se aproximan con polinomios cúbicos por tramos en la frontera

interior Σ  y con polinomios bi-cúbicos por tramos en cada subdominio kΩ  y se utiliza

colocación con 2 2×  puntos gaussianos para construirlas. La función ( )1Pu D∈ Ω  se aproxima

con polinomios bi-cúbicos por tramos en cada subdominio kΩ . Se considera el parámetro

20V =  con ( ) 45V = . Se utiliza integración por cuadratura con 3 3×  puntos gaussianos.

El orden de convergencia h  del error para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximación cúbica

3GΣ =  en Σ , bi-cúbica 3GΩ =  en kΩ  y colocación es ( )3.8O h . En la figura 7.12 se muestra

la gráfica del error vs. h .



Capítulo 7

169

Ejemplo 2, Cúbico (interior), V=20, Angulo=45

y = 3.8269x + 1.0183
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Figura 7.12.- Convergencia h  del error para el caso no simétrico en dos dimensiones.

Para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximación cúbica en Σ , bi-cúbica en kΩ  y

colocación es ( )3.8O h . Para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximación cúbica en Σ ,

bi-cúbica en kΩ  y FEM es ( )3.8O h .

7.3.5.- Casos con Advección Dominante

Se analiza el comportamiento de la convergencia h  del error del método FEM-OF Petrov-

Galerkin contra la velocidad de advección V  (casos con advección dominante), con

aproximación cúbica 3GΣ =  en Σ , bi-cuadrática 2GΩ =  en kΩ  y FEM. Se observa que

mientras mayor es la velocidad de advección V , menor es el orden de convergencia h  del

error y mayor la magnitud del error. En la figura 7.13 se muestra la gráfica de la convergencia

h  del error vs. el Número de Peclet (Global).

En la figura 7.14 se muestra la gráfica del error vs. h . En la figura 7.15 se muestra las

funciones de base y de peso para algunos casos. Al respecto, obsérvese que la asimetría de las

funciones se orienta en la dirección de la velocidad de advección V .
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Ejemplo 2, PG, Cuadrático (interior), FEM
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Figura 7.13.- Caso no simétrico en dos dimensiones. Convergencia h  del error vs.

Número de Peclet (Global) para FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximación cúbica en

Σ , bi-cuadrática en kΩ  y FEM.

7.3.6.- Análisis de Resultados

♦ En las tablas 7.4 y 7.5 se comparan los órdenes de convergencia h  del error que se

obtienen en cada algoritmo.

♦ FEM-OF Petrov-Galerkin para el caso no simétrico en dos dimensiones exhibe

propiedades de superconvergencia. Esta propiedad se presenta cuando se construyen las

funciones óptimas aproximadas con FEM. Pero no se presenta cuando se construyen las

funciones óptimas aproximadas con colocación.
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♦ Si se construyen las funciones óptimas aproximadas con FEM, el orden de (super)

convergencia h  del error es { }( )min 1,2O G GΣ Ω+  donde GΣ  es el grado de los

polinomios en Σ  y GΩ  es el grado de los polinomios en kΩ .

♦ Si se construyen las funciones óptimas aproximadas con colocación, el orden de

convergencia h  del error es ( ){ }( )min 1,2 1O G GΣ Ω+ − .

♦ Utilizando FEM-OF Petrov-Galerkin, se observa que mientras mayor es la velocidad de

advección V , menor es el orden de convergencia h  del error y mayor la magnitud del

error.

Aproximación FEM-OF PG

(Colocación)

FEM-OF PG

(FEM)

Cúbica en Σ  y

bi-cuadrática en kΩ
( )2.4O h ( )3.8O h

Tabla 7.4.- Convergencia h  del error en dos dimensiones para el caso no simétrico.

Aproximación TH Convencional

(Colocación)

SP Convencional

(Colocación)

FEM-OF PG

(Colocación)

FEM-OF PG

(FEM)

Cúbica en Σ  y

bi-cúbica en kΩ
( )3.8O h ( )3.8O h ( )3.8O h ( )3.8O h

Tabla 7.5.- Convergencia h  del error en dos dimensiones para el caso no simétrico.
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Ejemplo 2,  Angulo=45

y = 3.1742x - 1.1264
y = 3.6849x - 1.2381

y = 2.843x - 1.016
y = 2.6937x - 1.0452
y = 2.5674x - 1.0407
y = 2.4706x - 1.0351
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Figura 7.14.- Caso no simétrico en dos dimensiones. Convergencia h  del error con

respecto a la velocidad de advección V  de FEM-OF Petrov-Galerkin con aproximación

cúbica en Σ , bi-cuadrática en kΩ  y FEM.



Capítulo 7

173

0
0.1

0.2
0.3

0.4 0

0.1

0.2

0.3

0.4

-0.5
0

0.5
1

0
0.1

0.2
0.3

0.4

0
0.1

0.2
0.3

0.4 0

0.1

0.2

0.3

0.4

-0.5
0

0.5
1

0
0.1

0.2
0.3

0.4 0o

0
0.1

0.2
0.3

0.4 0

0.1

0.2

0.3

0.4

-1
0
1

0
0.1

0.2
0.3

0.4

0
0.1

0.2
0.3

0.4 0

0.1

0.2

0.3

0.4

-1
0
1

0
0.1

0.2
0.3

0.4 45º

0
0.1

0.2
0.3

0.4 0

0.1

0.2

0.3

0.4

-0.5
0

0.5
1

0
0.1

0.2
0.3

0.4

0
0.1

0.2
0.3

0.4 0

0.1

0.2

0.3

0.4

-0.5
0

0.5
1

0
0.1

0.2
0.3

0.4 90o

Figura 7.15.- Funciones de base –izquierda- y funciones de peso –derecha- con

aproximación cúbica en Σ  y bi-cuadrática en kΩ  para 100V =  con ángulos de

( ) 0V =  -primer renglón-, ( ) 45V =  -segundo renglón- y ( ) 90V =  -

tercer renglón-.
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8.- Análisis del Error

Sea ( )1JB P B RO N N N D≡ ⊂ Ω∩ ∩  el espacio de funciones óptimas de base (exactas) de

dimensión infinita; en este espacio se satisface (exactamente) la condición impuesta por el

espacio nulo PN . Sea Bu O∈  la información buscada (exacta).

Dentro del espacio de funciones óptimas de base de dimensión infinita BO , se elige un espacio

de funciones óptimas de base pero de dimensión finita B BO O⊂ ; en este espacio también se

satisface (exactamente) la condición impuesta por el espacio nulo PN , pero las trazas de sus

funciones en la frontera interior Σ  son polinomios por tramos. Sea Bu O∈  la proyección de la

información buscada en BO . Entonces se ha introducido una primera fuente de error: un error

de proyección.

Ahora bien, el espacio de funciones óptimas de base de dimensión finita BO , se aproxima con

un espacio de funciones de base también de dimensión finita ( )1BO D⊂ Ω , pero cuyas

funciones ya no son óptimas. En este espacio se satisface aproximadamente la condición

impuesta por el espacio nulo PN , ya que sus funciones están formadas en el interior de los

subdominios iΩ  por polinomios por tramos (sus trazas en Σ  también son polinomios por

tramos). De aquí que B BO O⊄ . Sea Bu O∈  la aproximación de la información buscada en BO .

Entonces, se ha introducido una segunda fuente de error: un error de aproximación.
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Sea ( )2KT Q C RO N N N D≡ ⊂ Ω∩ ∩  el espacio de funciones óptimas de peso (exactas) de

dimensión finita; en este espacio se satisface (exactamente) la condición impuesta por el

espacio nulo QN  y las trazas de sus funciones en la frontera interior Σ  son polinomios por

tramos. Sea Tw O∈  una función óptima de peso (exacta).

Ahora bien, el espacio de funciones óptimas de peso de dimensión finita TO , se aproxima con

un espacio de funciones de peso también de dimensión finita ( )2TO D⊂ Ω , pero cuyas

funciones ya no son óptimas. En este espacio se satisface aproximadamente la condición

impuesta por el espacio nulo QN , ya que sus funciones están formadas en el interior de los

subdominios iΩ  por polinomios por tramos (sus trazas en Σ  también son polinomios por

tramos). De aquí que T TO O⊄ . Sea Tw O∈  la aproximación de una función de peso óptima en

TO .

Es importante hacer notar que las funciones de peso aproximadas Tw O∈  tienen las mismas

trazas en Σ  que las funciones óptimas de peso Tw O∈ . De esta forma, al construir ambas se

resuelve los mismos problemas locales bien planteados (con solución única), solo que en el caso

de las funciones óptimas se obtiene una solución analítica y, en el otro caso, una solución

aproximada con ayuda de algún método numérico (por ejemplo: FEM o colocación). Entonces se

puede establecer una biyección entre las funciones de peso aproximadas y las funciones

óptimas de peso.

Notación.- Se introduce la siguiente notación:

Sea e u u= −  el error de proyección para la información buscada.

Sea e u u= −  el error de aproximación para la información buscada.

Sea e e e u u= + = −  el error total para la información buscada.

Sea w wη = −  el error de aproximación para las funciones óptimas de peso.
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Primero se harán los siguientes planteamientos básicos de los cuales parte este análisis del

error. La información buscada Bu O∈  cumple que:

, ,KS u w f w∗− =      Tw O∀ ∈ (8.1)

Puesto que Tw O∀ ∈  se tiene que 0Qw = , consecuentemente , 0Q u w∗ = . Entonces de (8.1)

se tiene que:

( ) , ,KQ S u w f w∗ ∗− =      Tw O∀ ∈ (8.2)

La proyección de la información buscada Bu O∈  también cumple que:

, ,KS u w f w∗− =      Tw O∀ ∈ (8.3)

La aproximación de información buscada Bu O∈  cumple que:

( ) , ,KQ S u w f w∗ ∗− =      Tw O∀ ∈ (8.4)

Debido a la biyección entre los elementos de TO  y TO , las afirmaciones Tw O∀ ∈  y Tw O∀ ∈

son equivalentes. Entonces de (8.4) se tiene que:

( ) , ,KQ S u w f w∗ ∗− =      Tw O∀ ∈ (8.5)

El objetivo de este análisis del error es que a partir de las expresiones (8.2), (8.3) y (8.5), las

cuales involucran las funcionales ,KS u w
∗ , ,KS u w

∗  y ,KS u w
∗  (la información buscada

exacta, la proyección de la información buscada y la aproximación de la información buscada

respectivamente), se deduzca la funcional ,KS e w
∗  que representa el error total de la

información buscada en la frontera interior Σ . Este objetivo se logra en el teorema 8.5,

previamente desarrollando los lemas 8.1 al 8.4.



Capitulo 8

179

Lema 8.1.- Una expresión equivalente a (8.5):

( ) , ,KQ S u w f w∗ ∗− =      Tw O∀ ∈

es:

( ), , ,K KS u w Q S u f wη∗ ∗ ∗− = − − +      Tw O∀ ∈ (8.6)

Demostración.

En efecto, partiendo de (8.5):

( ) , ,KQ S u w f w∗ ∗− =

Sustituyendo w wη = − , se tiene que:

( ) , ,KQ S u w f wη∗ ∗− + =

( ) ( ), , ,K KQ S u w Q S u f wη∗ ∗ ∗ ∗− + − =

( ), , , ,K KQ u w S u w Q S u f wη∗ ∗ ∗ ∗− = − − +

Finalmente, considerando que Tw O∀ ∈  se tiene que 0Qw = , entonces:

( ), , ,K KS u w Q S u f wη∗ ∗ ∗− = − − +

Lema 8.2.- Si se resta (8.3):

, ,KS u w f w∗− =      Tw O∀ ∈

de (8.6):

( ), , ,K KS u w Q S u f wη∗ ∗ ∗− = − − +      Tw O∀ ∈

se tiene que:

( ), , ,K KS e w Q S u fη η∗ ∗ ∗= − − +      Tw O∀ ∈ (8.7)

Demostración:

En efecto, partiendo de (8.6):

( ), , ,K KS u w Q S u f wη∗ ∗ ∗− = − − +

Restando (8.3) se tiene que:
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( ), , , , ,K K KS u w S u w Q S u f w f wη∗ ∗ ∗ ∗− + = − − + −

( ) ( ) ( ), , ,K KS u u w Q S u f w wη∗ ∗ ∗− = − − + −

Finalmente, sustituyendo e u u= −  y  w wη = − , se tiene que:

( ), , ,K KS e w Q S u fη η∗ ∗ ∗= − − +

Lema 8.3.- Si se sustituye (8.2):

( ) , ,KQ S u w f w∗ ∗− =      Tw O∀ ∈

en (8.7):

( ), , ,K KS e w Q S u fη η∗ ∗ ∗= − − +      Tw O∀ ∈

se tiene que:

( ), ,K KS e w Q S e η∗ ∗ ∗= −      Tw O∀ ∈ (8.8)

Demostración:

En efecto, partiendo de (8.7):

( ), , ,K KS e w Q S u fη η∗ ∗ ∗= − − +

Sustituyendo (8.2) se tiene que:

( ) ( ), , ,K K KS e w Q S u Q S uη η∗ ∗ ∗ ∗ ∗= − − + −

( )( ), ,K KS e w Q S u u η∗ ∗ ∗= − −

Finalmente, sustituyendo e u u= − , se tiene que

( ), ,K KS e w Q S e η∗ ∗ ∗= −

Lema 8.4.- Una expresión equivalente a (8.8):

( ), ,K KS e w Q S e η∗ ∗ ∗= −      Tw O∀ ∈

es:
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, ,KS e w Pe η∗ =      Tw O∀ ∈ (8.9)

Demostración:

Recuérdese que e u u= −  y  w wη = − .

En efecto, partiendo de la fórmula de Green-Herrera:

( ) ( )* *, ,J J K KP B R S e Q C R S eη η∗ ∗− − − = − − −

se tiene lo siguiente:

( ), , 0Be B u uη η= − =  ya que B Bu N O∈ ⊂  y por construcción Bu O∈

satisface (exactamente) la condición 0Bu = , ya que 0u =  en ∂Ω .

( ), , 0J JR e R u uη η= − =  ya que 
JR Bu N O∈ ⊂  y por construcción Bu O∈

satisface (exactamente) la condición 0JR u = , ya que 0u  =   en Σ .

( ), , , 0C e C e C w w eη η∗ = = − =  ya que C Tw N O∈ ⊂  y por

construcción Tw O∈  satisface (exactamente) la condición 0Cw = , ya que

0w =  en ∂Ω .

( )* , , , 0K K KR e R e R w w eη η= = − =  ya que 
KR Tw N O∈ ⊂  y por

construcción Tw O∈  satisface (exactamente) la condición 0KR w = , ya que

0w  =   en Σ .

Entonces, considerando las funcionales bilineales anteriores que se anulan en la

fórmula de Green-Herrera se tiene que:

( ) ( )*, ,J KP S e Q S eη η∗− = − .

Ahora bien, el siguiente punto será de importancia fundamental para el análisis

del error. Para el BVPJ elíptico de segundo orden se tiene que:

[ ]( ), , 0nJ JS e S e w w a e w w d xη
•

Σ

= − = •∇ − =∫
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puesto que existe una biyección entre los elementos de TO  y TO , ya que

Tw O∈  tiene las mismas trazas en Σ  que Tw O∈ . En consecuencia w w=  en

Σ  y  0w w− = . Considerando lo anterior:

( ), ,KPe Q S eη η∗ ∗= −

Finalmente, sustituyendo el resultado previo en (8.8) se tiene que:

( ), , ,K KS e w Q S e Peη η∗ ∗ ∗= − =

Teorema 8.5.- Sea un BVPJ elíptico de segundo orden con solución única Bu O∈ . Sea Bu O∈

la información buscada de la solución en Σ . Sea BO  y TO  un espacio de funciones de base y

de peso óptimas cuyas trazas en Σ  son polinomios de grado 3 por tramos 3GΣ = . Sea Bu O∈

la proyección de la información buscada. Sea BO  y TO  un espacio de funciones de base y de

peso aproximadas cuyas trazas en Σ  son polinomios de grado 3 por tramos 3GΣ = , y cuyo

interior en cada subdominio iΩ  son polinomios de grado 2 por tramos 2GΩ = . Sea Bu O∈  la

aproximación de la información buscada. Se utiliza FEM para resolver los problemas locales que

definen a las funciones de base y de peso. Entonces el error total de la información buscada

e u u e e= − = +  en Σ :

, , ,K K KS e w S e w S e w∗ ∗ ∗= + (8.10)

tiene un orden de convergencia h  del error ( )4O h .

Demostración:

Con respecto al primer sumando de (8.10),  ( ), ,K KS e w S u u w∗ ∗= − , éste es

( )4O h  porque Bu O∈  tiene trazas en Σ  que son polinomios de grado 3 por

tramos 3GΣ = .
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Con respecto al segundo sumando de (8.10),  ,KS e w
∗ , se tiene lo siguiente. En

el lema 8.3 se estableció que:  ( ), ,K KS e w Q S e η∗ ∗ ∗= − . Luego, en el lema

8.4 se estableció que:  ( ), , ,K KS e w Q S e Peη η∗ ∗ ∗= − = , utilizando el

hecho de que , 0JS e η =  ya que existe una biyección entre Tw O∈  y Tw O∈ .

Entonces resulta que:

( ) ( ), ,
i

K
i

S e w Pe w w u u d xη∗

Ω

= = − −∑ ∫ L

es ( )4O h  porque la aproximación de la información buscada Bu O∈  y las

funciones de peso aproximadas Tw O∈  son polinomios de grado 2 por tramos

2GΩ =  en el interior en cada subdominio iΩ  y fueron construidas resolviendo

problemas locales con FEM. Esto es: ( )w w−  y ( )u u−  son ( )3O h ;

( )u u−L  es ( )1O h  porque el operador diferencial es de 2º orden; el

producto ( ) ( )w w u u− −L  es ( )4O h ; finalmente, la integración aumenta

de orden pero la sumatoria lo disminuye de igual manera, por lo que éste no se

altera.

En conclusión, la suma: , , , ,K K K KS e w S e e w S e w S e w∗ ∗ ∗ ∗= + = + , tiene un

orden de convergencia h  del error ( )4O h .



Capitulo 8

184



23/01/08

185

Capítulo 9:

Conclusiones

Indice:

9.1- Conclusiones

9.2.- Trabajo Futuro



Capítulo 9

186

9.1- Conclusiones

1.- El Método de Elementos Finitos con Funciones Óptimas (FEM-OF) presentado en este

trabajo es una forma de implementar una teoría general de Métodos de Elementos Finitos

formulada con funciones de base y de peso discontinuas definidas por tramos, de modo que

éstas puedan ser totalmente discontinuas a través de las fronteras interiores que separan los

elementos de la partición de un dominio. En este tipo de espacios se formulan problemas de

contorno con saltos prescritos (BVPJ).

2.- Se presenta un marco teórico unificado para el desarrollo de los métodos directos y de los

métodos indirectos: el marco teórico de las Funciones Óptimas. Aunque estos métodos se

relacionan a través de las formulas de Green-Herrera P B J Q C K∗ ∗ ∗− − = − − , se habían

desarrollado por separado. Específicamente, el marco teórico unificado se desarrolla a partir

de la introducción de una pareja de descomposiciones duales de los operadores: J JS R J+ ≡  y

K KS R K+ ≡ . Con base en estas descomposiciones duales se definen los espacios de funciones

óptimas de base ( )1JB P B RO N N N D≡ ⊂ Ω∩ ∩  y de funciones óptimas de peso

( )2KT Q C RO N N N D≡ ⊂ Ω∩ ∩ . En el espacio de funciones óptimas se cumple la siguiente

propiedad: v, v,J KS w S w∗= , ( ) ( ) ( )v, B Tw O O∀ ∈ Ω × Ω , la cual significa que una función

óptima de base contiene la información buscada de la solución si y solo si cumple con las

condiciones de continuidad de Poincaré-Steklov en la frontera interior Σ .

3.- Con base en el marco teórico de las Funciones Óptimas, se presenta una familia de métodos,

cuyos miembros se diferencian entre sí por el uso diferente de los espacios especializados de
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funciones de base y de funciones de peso. Los métodos presentados son: el método indirecto

de Trefftz-Herrera, el método directo de Steklov-Poincaré y el método de Petrov-Galerkin. La

diferencia entre ellos es la siguiente. El método indirecto Trefftz-Herrera utiliza solamente

funciones óptimas de peso; el método directo de Steklov-Poincaré utiliza solamente funciones

óptimas de base; el método de Petrov-Galerkin utiliza tanto funciones óptimas de base como

funciones óptimas de peso.

4.- Sea el BVPJ con condiciones de frontera homogéneas ( 0g = ):

( )P B J u f j− − = −

con condiciones de saltos prescritos j JuΣ≡ . Entonces su formulación débil (alternativa) que

se propone para el marco teórico de las Funciones Óptimas es:

( ) ( )v, , , ,P TP B J w f Pu w P B J u w w OΣ− − = − − − − ∀ ∈

donde la información buscada en la frontera interior Σ  es v BO∈  y la solución del BVPJ en

todo el dominio Ω  es  v Pu u uΣ= + + . A esta misma formulación débil alternativa se le puede

aplicar cualquiera de los tres métodos mencionados anteriormente; la diferencia radica en la

forma de utilizar los espacios de funciones óptimas.

5.- La forma de implementar numéricamente las formulaciones débiles alternativas es

mediante los Métodos de Elementos Finitos con Funciones Óptimas. La manera de hacerlo es

sustituyendo los espacios de funciones óptimas BO  y TO  de dimensión infinita, por otros

espacios de funciones óptimas BO  y TO  pero de dimensión finita. Éstos últimos son espacios

cuyas funciones poseen trazas que son polinomios por tramos en la frontera interior Σ . De

esta forma se introduce un error de proyección. Así, para cada una de las metodología

mencionadas anteriormente, se introduce un Método de Elementos Finitos con Funciones

Óptimas particular: FEM-OF Trefftz-Herrera, FEM-OF Steklov-Poincaré y FEM-OF Petrov-

Galerkin.

6.- Si se aplica la metodología de discretización FEM-OF en las formulaciones débiles

alternativas se obtiene lo siguiente. Sea una base del espacio de funciones óptimas de base de
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dimensión N  tal que { }1 2generado v , v ,..., vNBO = . Sea una base del espacio de funciones

óptimas de peso de dimensión N  tal que { }1 2generado , ,..., N
TO w w w= . Sea v  la

representación de la información buscada v BO∈  en el espacio BO :  
1

v v v
N

C β
β

β =

≈ =∑ .

Entonces, los coeficientes { }1 2, ,..., NC C C  satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones:

( ) ( )
1

v , , ,
N

PC P B J w f Pu w P B J u wβ α α α
β

β
Σ

=

− − = − − − −∑

para 1,2,...,Nα =

Como ya se mencionó, la diferencia entre los tres métodos FEM-OF mencionados

anteriormente radica en la forma de utilizar los espacios de funciones óptimas.

7.- Para el caso simétrico, esto es, cuando el operador diferencial es autoadjunto, los espacios

de funciones óptimas BO  y TO  son iguales. Esto provoca que los tres métodos FEM-OF

Trefftz-Herrera, FEM-OF Petrov-Galerkin y FEM-OF Steklov-Poincaré sean esencialmente el

mismo método. Adicionalmente se tiene que la funcional

( ) ( )v, , vP B J w P B J w− − = − −  es simétrica. Si además el operador diferencial es

positivo definido, la funcional ( )v,P B J w− −  genera una matriz de coeficientes simétrica y

positiva definida para el sistema de ecuaciones.

8.- Para el caso no simétrico, esto es, cuando el operador diferencial no es autoadjunto, los

espacios de funciones óptimas BO  y TO  son diferentes. Esto provoca que los tres métodos

FEM-OF Trefftz-Herrera, FEM-OF Petrov-Galerkin y FEM-OF Steklov-Poincaré sean

diferentes métodos. Particularmente, el método FEM-OF Petrov-Galerkin cobra relevancia ya

que se trabaja efectivamente con espacios de funciones óptimas de base y óptimas de peso

distintos. En la práctica, cuando se trabaja con una aproximación de las funciones óptimas (y no

con las funciones óptimas “exactas”), el hecho de utilizar espacios de funciones de base y de

peso diferentes mejora la precisión de los algoritmos.
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9.- Al aplicar la metodología FEM-OF a un BVPJ elíptico general de 2° orden:

( ) ( )u a u bu cu fΩ≡ −∇• •∇ +∇• + =L      en cada iΩ

con condiciones de frontera tipo Dirichlet homogéneas, con condiciones de saltos prescritos

[ ] 0u jΣ=  y [ ] 1
na u jΣ•∇ =  en Σ , e información buscada el promedio de la solución en Σ , se

obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

{ }
1 1

v v v
i

N E

i
C a w b w c w d xβ α β α β α

β
β = = Ω

 
∇ • •∇ − •∇ + =  

 
∑ ∑ ∫

( ) { }
1 1i i

E E

P P P
i i

f u w d x u a w u b w cu w d xα α α α
Ω Σ

= =Ω Ω

= − − ∇ • •∇ − •∇ +∑ ∑∫ ∫L

para  1,2,...,Nα =

el cual en su forma matricial es  A C B= , donde los elementos del vector de incógnitas

C Cβ=  de tamaño N  son los coeficientes Cβ , los elementos de la matriz de coeficientes

A Aαβ=  de tamaño N N×  son:

{ }
1

v v v
i

E

i
A a w b w c w d xβ α β α β α
αβ

= Ω

= ∇ • •∇ − •∇ +∑ ∫

y los elementos del vector de términos independientes B Bα=  de tamaño N  son:

( ) { }
1 1i i

E E

P P P
i i

B f u w d x u a w u b w cu w d xα α α α
α Ω Σ

= =Ω Ω

= − − ∇ • •∇ − •∇ +∑ ∑∫ ∫L

10.- Nótese que para calcular la matriz de coeficientes y el vector de términos independientes

del sistema de ecuaciones, solamente se requiere hacer integraciones en el interior de los

subdominios y no en sus fronteras.

11.- En el espacio de funciones óptimas se tiene que ( )v, B Tw O O∀ ∈ × :
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( ) { }
1

v, v v v
i

E

i
P B J w a w b w c w d x

= Ω

 
− − = ∇ • •∇ − •∇ +  

 
∑ ∫

lo cual, aunque aparece en el contexto de un BVPJ, es una expresión típica de los métodos FEM

convencionales.

12.- Para el caso simétrico, esto es, cuando el operador diferencial es autoadjunto, se tiene

que ( )v, B Tw O O∀ ∈ × :

( ) { }
1

v, v v
i

E

i
P B J w a w c w d x

= Ω

 
− − = ∇ • •∇ +  

 
∑ ∫

expresión que tiene las propiedades de ser simétrica y positiva definida. Lo anterior genera

una matriz de coeficientes simétrica y positiva definida para el sistema de ecuaciones.

13.- El BVPJ con saltos (condiciones de saltos prescritos no nulas) o sin saltos (condiciones de

saltos prescritos nulas) posee la misma dificultad. Esto se debe a que en ambas situaciones la

matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones es la misma. De hecho, la información

relacionada con las condiciones de saltos prescritos se encuentra en el vector de términos

independientes del sistema de ecuaciones.

14.- La metodología FEM-OF presenta una importante reducción en los grados de libertad con

respecto a la metodología FEM convencional (con funciones de peso clase ( )0C Ω ). Para hacer

la comparación considérese el caso de funciones aproximantes hechas con polinomios cúbicos y

un dominio cuadrado para dos dimensiones o un cubo para tres dimensiones, con una partición

rectangular uniforme de E  elementos por dimensión.
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Grados de

libertad

FEM con

funciones

discontinuas

FEM con

funciones

( )0C Ω

FEM con

funciones

( )1C Ω

FEM-OF

1 dimensión 4E 3E 2E E

2 dimensiones 216E 29E 24E 23E

3 dimensiones 364E 327E 38E 37E

15.- En la práctica, los espacios de funciones óptimas BO  y TO  se aproximan con espacios de

funciones BO  y TO , también de dimensión finita N , cuyos miembros aproximan a las

funciones óptimas. Son espacios cuyas funciones son polinomios por tramos en el interior de los

subdominios iΩ  y que poseen trazas que también son polinomios por tramos en la frontera

interior Σ . En estos espacios que aproximan a las funciones óptimas, esto es que las

condiciones que imponen los espacios nulos PN  para las funciones de base ( v 0=L ), y QN

para las funciones de peso ( 0w∗ =L ), solamente se pueden satisfacer aproximadamente con

ayuda de algún método numérico; por ejemplo: FEM o colocación.

16.- En este trabajo se presentan BVPJ simétricos y no simétricos, para una, dos y tres

dimensiones, construyendo las funciones de base y de peso con FEM y con colocación. Para una

dimensión se presentan aproximaciones con polinomios cuadráticos en iΩ  y con polinomios

cúbicos en iΩ . Para dos dimensiones se presentan aproximaciones con polinomios cúbicos en Σ

y bi-cuadráticos en iΩ , además de polinomios cúbicos en Σ  y bi-cúbicos en iΩ . Para tres

dimensiones se presentan aproximaciones con polinomios bi-cúbicos en Σ  y tri-cuadráticos en

iΩ , además de polinomios bi-cúbicos en Σ  y tri-cúbicos en iΩ .

17.- En una dimensión, el método FEM-OF Petrov-Galerkin cuando se aproximan las funciones

óptimas con FEM o con colocación, exhibe propiedades de superconvergencia. Se tiene que el

orden de convergencia h  del error es ( )2GO h Ω  donde GΩ  es el grado de los polinomios en



Capítulo 9

192

iΩ , en lugar del orden ( )( )2 1GO h Ω −  que se obtiene al aplicar los métodos directo de Steklov-

Poincaré o indirecto de Trefftz-Herrera convencionales con colocación.

18.- Para el caso simétrico en dos y en tres dimensiones, el método FEM-OF Petrov-Galerkin

cuando se aproximan las funciones óptimas con FEM o con colocación, no exhibe propiedades de

superconvergencia. Si se utiliza FEM, el orden de convergencia h  del error es

{ }( )min 1, 1O G GΣ Ω+ +  donde GΣ  es el grado de los polinomios en Σ  y GΩ  es el grado de los

polinomios en iΩ ; mientras que con colocación, ( ){ }( )min 1,2 1O G GΣ Ω+ − .

19.- Para el caso no simétrico en dos dimensiones, el método FEM-OF Petrov-Galerkin cuando

se aproximan las funciones óptimas con FEM, exhibe propiedades de superconvergencia. Se

tiene que el orden de convergencia h  del error es { }( )min 1,2O G GΣ Ω+ . Pero cuando se

aproximan las funciones óptimas con colocación, no exhibe propiedades de superconvergencia.

En este último caso, se tiene que el orden de convergencia h  del error es

( ){ }( )min 1,2 1O G GΣ Ω+ − .

20.- Por superconvergencia se entiende lo siguiente. En dos dimensiones, se alcanza el mismo

orden de convergencia h  del error ( )4O h  utilizando para aproximar la solución polinomios

cúbicos en Σ  y polinomios bi-cuadráticos en iΩ , que utilizando polinomios cúbicos en Σ  y

polinomios bi-cúbicos en iΩ . La diferencia radica en que para calcular los polinomios bi-

cuadráticos se requiere determinar un solo parámetro, mientras que para calcular los

polinomios bi-cúbicos se requiere determinar cuatro parámetros. En este sentido, se puede

reducir el grado de los polinomios aproximantes en el interior de los subdominios iΩ

obteniendo la misma precisión en los algoritmos. De esta forma se introducen algoritmos de un

solo parámetro.

21.- Cuando se aproximan las funciones de base y de peso mediante colocación, durante el

procedimiento se tiene que calcular hasta derivadas de segundo orden:
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( ) ( )( )v + v v 0
Gx

a b c−∇ • •∇ ∇• + =

En cambio, cuando se aproximan las funciones mediante FEM, solamente se tiene que calcular

hasta derivadas de primer orden:

( )v v v 0
i

a W b W c W d x
Ω

∇ • •∇ − •∇ + =∫

Además, en el primer caso las cuadraturas locales y globales no coinciden; mientras que en el

segundo caso, sí coinciden.

22.- Adicionalmente, se presentan diversos BVPJ: problemas no homogéneos, problemas con

condiciones de frontera no homogéneas, problemas con condiciones de salto no homogéneas

tanto en la función (solución discontinua) como en su derivada (solución continua con derivada

discontinua), problemas con coeficientes variables, problemas con coeficientes discontinuos y

problemas con advección dominante. En todos ellos aplica la metodología FEM-OF con el mismo

grado de dificultad (o de facilidad) y se obtienen los ordenes de convergencia h  del error

esperados.



Capítulo 9

194

9.2.- Trabajo Futuro

Se propone el desarrollo de la metodología FEM-OF para los siguientes casos, ya que se han

hecho algunos desarrollos con colocación-TH:

♦ FEM-OF aplicado a problemas de Elasticidad (Sistemas de Ecuaciones Diferenciales).

♦ FEM-OF para la EDP Bi-armónica.

♦ Enfoque con splitting .

♦ Enfoque sin splitting.

♦ FEM-OF para el caso Parabólico [59].

♦ Enfoque con Semidiscretización en el Tiempo.

♦ Enfoque con Espacio-Tiempo.

Se propone introducir técnicas de descomposición de dominio –aplicar cómputo en paralelo- en

la metodología FEM-OF. Los problemas en tres dimensiones lo requieren debido a los tamaños

de las matrices que resultan como consecuencia de la discretización y de los grados de libertad

asociados a cada nodo que son de orden 3E .

También se propone investigar acerca de la introducción de una difusión artificial numérica en

la metodología-TH [59,60 a 62].
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A.- Implementación de Funciones Óptimas en 2 Dimensiones

Sea la ecuación diferencial parcial elíptica [50, 51, 76]:

( ) ( )u a u bu cu fΩ≡ −∇• •∇ +∇• + =L (A.1)

en un dominio Ω  con una partición Π , sujeto a condiciones de frontera tipo Dirichlet

homogéneas 0u =  en ∂Ω , y con condiciones de salto nulos [ ] [ ] 0nu a u= •∇ =  en Σ , es decir,

se trata de un problema con solución continua y primeras derivadas continuas a través de Σ .

Se analizará el caso bidimensional.

La ecuación diferencial parcial elíptica en dos dimensiones en coordenadas cartesianas es:

( )
2 2 2

11 12 21 222 2

11 21 21 22 1 2
1 2

u u uu a a a a
x y x y

a a u a a u b bb b c u f
x y x x y y x y Ω

∂ ∂ ∂
≡ − − + − +

∂ ∂ ∂ ∂

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ − − + − − + + + =     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

L
(A.2)

Por otro lado, el operador diferencial adjunto general es:

( ) w a w b w cw∗ ≡ −∇• •∇ − •∇ +L (A.3)

y para dos dimensiones en coordenadas cartesianas es:

( )
2 2 2

 
11 12 21 222 2

11 21 21 22
1 2

w w ww a a a a
x y x y

a a w a a wb b cw
x y x x y y

∗ ∂ ∂ ∂
≡ − − + − +

∂ ∂ ∂ ∂

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ − − − + − − − +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

L
(A.4)
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1 xE
1

yE

kΩ

Figura A.1.- Dominio rectangular Ω  y partición rectangular uniforme Π .

Sea un dominio rectangular [ ] [ ]0 0, ,E Ex x y yΩ = × ., con una partición rectangular uniforme

{ }1,..., MΠ = Ω Ω  con x yM E E=  subdominios. De esta forma ( )0E xx x x E∆ = −  e

( )0E yy y y E∆ = − , y los nodos ( ),i jx y  tiene coordenadas 0ix x i x= + ∆  para 0,..., xi E=  e

0jy y j y= + ∆  para 0,..., yj E= . La partición es inducida por la colección de rectas ix x=  e

jy y= , la cual conforma la frontera interior Σ . Véase la figura A.1.

A.1.- Aproximación de la función Pu

Primeramente, nótese que la función ( ),Pu x y  no pertenece al espacio vectorial de funciones

óptimas de base. La función ( ),Pu x y  se construye con polinomios bi-cúbicos por tramos en el

interior de cada subdominio [ ]1 1, ,k i i j jx x y y− − Ω = ×   , para 1,..., xi E= , 1,..., yj E= . Esto es:

1 1 1 2 1 1
1 1 1

3 1 1 4 1 1
1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

p ij i j ij i j

ij i j ij i j

u x y C H x H y C H x H y
C H x H y C H x H y

− − −

−

= +
+ +

(A.5)

donde ( )0
iH •  y ( )1

iH •  son polinomios cúbicos de Hermite apropiadamente escalados en

[ ]1 1, ,i i j jx x y y− − ×    y k
ijC  son parámetros que se calculan apropiadamente de modo que

( ),Pu x y  satisfaga la ecuación diferencial no homogénea por separado en cada subdominio kΩ .

Véase las figuras A.2 y A.3.
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( )1,i jx y −

( )1,i jx y− ( ),i jx y

( )1 1,i jx y− −

kΩ

Figura A.2.- Subdominio [ ]1 1, ,k i i j jx x y y− − Ω = ×  

A.1.1.- Construcción de Pu  con Colocación

Cuando se construye la función ( ),Pu x y  con colocación, ésta debe satisfacer la ecuación

diferencial no homogénea solamente en los puntos gaussianos en cada uno de los subdominios

[ ]1 1, ,k i i j jx x y y− − Ω = ×   , para 1,..., xi E= , 1,..., yj E= . Puesto que ( ),Pu x y  se aproxima con

polinomios bi-cúbicos, se requiere de 2 2×  puntos gaussianos en cada subdominio kΩ .

Entonces se tiene que:

( ) ( ), ,g g g gP x y x y
u fΩ=L (A.6)

donde ( ),g gx y  significa cada uno de los puntos ( ),x y∗ ∗ , ( ),x y∗ ∗∗ , ( ),x y∗∗ ∗ , ( ),x y∗∗ ∗∗ ,

donde a su vez ( )( )* 1 1
12 3

1i i ix x x x −= − + −  e ( )( )** 1 1
12 3

1i i ix x x x −= − − −  son los puntos

gaussianos del intervalo [ ]1,i ix x− , mientras que ( )( )* 1 1
12 3

1j j jy y y y −= − + −  e

( )( )** 1 1
12 3

1j j jy y y y −= − − −  son los puntos gaussianos del intervalo 1,j jy y−   . Con lo

anterior se establece un sistema de 4 ecuaciones con 4 incógnitas 1
ijC , 2

ijC , 3
ijC , 4

ijC  en cada

subdominio kΩ .
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Figura A.3.- Polinomios bi-cúbicos de Hermite ( ) ( )1 1
0 0H x H y  -arriba, izquierda-,

( ) ( )1 1
1 0H x H y  -arriba, derecha-, ( ) ( )1 1

0 1H x H y  -abajo, izquierda-,

( ) ( )1 1
1 1H x H y  -abajo, derecha- en el dominio [ ] [ ]0,1 0,1× .

A.1.2.- Construcción de Pu  con FEM

Cuando se construye la función ( ),Pu x y  con FEM, ésta debe satisfacer la integral de la

ecuación diferencial no homogénea ponderada con las funciones de peso locales en cada

subdominio [ ]1 1, ,k i i j jx x y y− − Ω = ×   . Puesto que ( ),Pu x y  se aproxima con polinomios bi-

cúbicos, se requiere de 4 funciones de peso locales en cada subdominio kΩ .

Primero, sean las funciones de peso locales en cada subdominio [ ]1 1, ,k i i j jx x y y− − Ω = ×    para

1,..., xi E= , 1,..., yj E= :
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1 1 1
1 1( ) ( )ij i jW H x H y− −= (A.7)

2 1 1
1( ) ( )ij i jW H x H y−= (A.8)

3 1 1
1( ) ( )ij i jW H x H y−= (A.9)

4 1 1( ) ( )ij i jW H x H y= (A.10)

Véase la figura A.3.

Segundo, la función ( ),Pu x y  debe satisfacer las siguientes condiciones:

, ,q q
P ij ijA u W f WΩ= (A.11)

con 1,2,3,4q = , donde el operador ,A u W  se define como ,Pu W uWd x= ∫ L  pero

integrado por partes, es decir:

( )
1 1

,
ji

i j

yx
q q q q

P ij P ij P ij P ij
x y

A u W u a W u b W cu W dydx
− −

= ∇ • •∇ − •∇ +∫ ∫ (A.12)

junto con:

1 1

,
ji

i j

yx
q q
ij ij

x y

f W f W dydx
− −

Ω Ω= ∫ ∫ (A.13)

Las integrales se resuelven por cuadratura gaussiana (por ejemplo con 3 3×  puntos

gaussianos). Con lo anterior se establece un sistema de 4 ecuaciones con 4 incógnitas 1
ijC , 2

ijC ,

3
ijC , 4

ijC  en cada subdominio kΩ .

A.2.- Aproximación de las funciones óptimas de base

Las funciones de base ( )v ,ij x y  se construyen con polinomios bi-cúbicos por tramos en Σ  y

polinomios bi-cuadráticos por tramos en el interior de cada subdominio

[ ] [ ]1 1 1 1, , , ,ij i i i i j j j jx x x x y y y y− + − +   Ω = ×    ∪ ∪ , para 1,..., 1xi E= − , 1,..., 1yj E= − . En

consecuencia, existen tres tipos de funciones óptimas de base: las que aproximan el valor de

función en Σ , ( )0v ,ij x y ; las que aproximan el valor de la primera derivada parcial de la función
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con respecto a x  en Σ , ( )1v ,ij x y ; y las que aproximan la primera derivada parcial de la

función con respecto a y  en Σ , ( )2v ,ij x y . Esto es:

( )

( ) [ ]
( ) [ ]
( )

01 0 0 01
1 1 1 1

02 0 0 02
1 1 1 1

0 03 0 0 03
1 1

v , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , , ,

v , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , , ,

v , v , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

ij i j ij i i j j i i j j

ij i j ij i i j j i i j j

ij ij i j ij i i j j

x y H x H y C L x L x L y L y x x y y

x y H x H y C L x L x L y L y x x y y

x y x y H x H y C L x L x L y L y

+ + + +

− + − +

− −

 = +  
 = +  

= = + [ ]
( ) [ ]

1 1

04 0 0 04
1 1 1 1

, ,

v , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , , ,

0

i i j j

ij i j ij i i j j i i j j

x x y y

x y H x H y C L x L x L y L y x x y y

otro

− −

+ − + −





   

  = +  


(A.14)

( )

( ) [ ]
( ) [ ]
( )

11 1 0 11
1 1 1 1

12 1 0 12
1 1 1 1

1 13 1 0 13
1 1

v , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , , ,

v , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , , ,

v , v , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

ij i j ij i i j j i i j j

ij i j ij i i j j i i j j

ij ij i j ij i i j j

x y H x H y C L x L x L y L y x x y y

x y H x H y C L x L x L y L y x x y y

x y x y H x H y C L x L x L y L y

+ + + +

− + − +

− −

 = +  
 = +  

= = + [ ]
( ) [ ]

1 1

14 1 0 14
1 1 1 1

, ,

v , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , , ,

0

i i j j

ij i j ij i i j j i i j j

x x y y

x y H x H y C L x L x L y L y x x y y

otro

− −

+ − + −





   

  = +  


(A.15)

( )

( ) [ ]
( ) [ ]
( )

21 0 1 21
1 1 1 1

22 0 1 22
1 1 1 1

2 23 0 1 23
1 1

v , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , , ,

v , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , , ,

v , v , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

ij i j ij i i j j i i j j

ij i j ij i i j j i i j j

ij ij i j ij i i j j

x y H x H y C L x L x L y L y x x y y

x y H x H y C L x L x L y L y x x y y

x y x y H x H y C L x L x L y L y

+ + + +

− + − +

− −

 = +  
 = +  

= = + [ ]
( ) [ ]

1 1

24 0 1 24
1 1 1 1

, ,

v , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , , ,

0

i i j j

ij i j ij i i j j i i j j

x x y y

x y H x H y C L x L x L y L y x x y y

otro

− −

+ − + −





   

  = +  


(A.16)

donde ( )0
iH •  y ( )1

iH •  son polinomios cúbicos de Hermite y ( )iL •  son polinomios lineales de

Lagrange, ambos apropiadamente escalados en [ ] [ ]1 1 1 1, , , ,i i i i j j j jx x x x y y y y− + − +   ×    ∪ ∪ , y

mn
ijC  son parámetros que se calculan apropiadamente de modo que ( )v ,m

ij x y  satisfaga la

ecuación diferencial homogénea por separado en cada subdominio kΩ . Véase las figuras A.4,

A.5 y A.6.



Anexo A

211

( ),i jx y

1
ijΩ2

ijΩ

ijΩ 4
ijΩ

( )1,i jx y −

( )1,i jx y +

( )1,i jx y+( )1,i jx y−

( )1 1,i jx y− −

( )1 1,i jx y− + ( )1 1,i jx y+ +

( )1 1,i jx y+ −

3
ijΩ

Figura A.4.- Subdominio [ ] [ ]1 1 1 1, , , ,ij i i i i j j j jx x x x y y y y− + − +   Ω = ×    ∪ ∪

A.2.1.- Construcción de ( )v ,ij x y  con colocación

Cuando se construye la función ( )v ,m
ij x y  con colocación, ésta debe satisfacer a la ecuación

diferencial homogénea solamente en los puntos gaussianos en cada uno de los subdominios

[ ]1
1 1, ,ij i i j jx x y y+ + Ω = ×   , [ ]2

1 1, ,ij i i j jx x y y− + Ω = ×   , [ ]3
1 1, ,ij i i j jx x y y− − Ω = ×    y

[ ]4
1 1, ,ij i i j jx x y y+ − Ω = ×   , para 1,..., 1xi E= − , 1,..., 1yj E= − . Puesto que ( )v ,ij x y  se

aproxima con polinomios bi-cuadráticos en el interior n
ijΩ , se requiere de 1 1×  punto gaussiano

en cada subdominio n
ijΩ .

Entonces, para [ ]1
1 1, ,ij i i j jx x y y+ + Ω = ×    se tiene:

( )
1

,
v 0m
ij x y∗ ∗ =L (A.17)

donde ( )* 1
12i i ix x x x+= + −  es el punto gaussiano del intervalo [ ]1,i ix x + ; mientras que

( )* 1
12j j jy y y y+= + −  es el punto gaussiano del intervalo 1,j jy y +   . Con lo anterior se

establece una ecuación con una incógnita 1m
ijC  en cada subdominio 1

ijΩ .

Para [ ]2
1 1, ,ij i i j jx x y y− + Ω = ×    se tiene:
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Figura A.5.- Polinomio bi-cúbicos de Hermite ( ) ( )0 0
0 0H x H y  asociado con

( )0v ,ij x y  -arriba-, ( ) ( )1 0
0 0H x H y  asociado con ( )1v ,ij x y  -abajo, izquierda-,

( ) ( )0 1
0 0H x H y  asociado con ( )2v ,ij x y  -abajo, izquierda- en el dominio

[ ] [ ]1,1 1,1− × − .

( )
2

,
v 0m
ij x y∗ ∗ =L (A.18)

donde ( )* 1
12i i ix x x x −= − −  es el punto gaussiano del intervalo [ ]1,i ix x− ; mientras que

( )* 1
12j j jy y y y+= + −  es el punto gaussiano del intervalo 1,j jy y +   . Con lo anterior se

establece una ecuación con una incógnita 2m
ijC  en cada subdominio 2

ijΩ .

Para [ ]3
1 1, ,ij i i j jx x y y− − Ω = ×    se tiene:
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Figura A.6.- Polinomio bi-cuadrático ( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 1L x L x L y L y  en el dominio

[ ] [ ]0,1 0,1× .

( )
3

,
v 0m
ij x y∗ ∗ =L (A.19)

donde ( )* 1
12i i ix x x x −= − −  es el punto gaussiano del intervalo [ ]1,i ix x− ; mientras que

( )* 1
12j j jy y y y −= − −  es el punto gaussiano del intervalo 1,j jy y−   . Con lo anterior se

establece una ecuación con una incógnita 3m
ijC  en cada subdominio 3

ijΩ .

Para [ ]4
1 1, ,ij i i j jx x y y+ − Ω = ×    se tiene:

( )
4

,
v 0m
ij x y∗ ∗ =L (A.20)

donde ( )* 1
12i i ix x x x+= + −  es el punto gaussiano del intervalo [ ]1,i ix x + ; mientras que

( )* 1
12j j jy y y y −= − −  es el punto gaussiano del intervalo 1,j jy y−   . Con lo anterior se

establece una ecuación con una incógnita 4m
ijC  en cada subdominio 4

ijΩ .

A.2.2.- Construcción de ( )v ,ij x y  con FEM

Cuando se construye la función ( )v ,m
ij x y  con FEM, ésta debe satisfacer la integral de la

ecuación diferencial homogénea ponderada con las funciones de peso locales en cada
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subdominio [ ]1
1 1, ,ij i i j jx x y y+ + Ω = ×   , [ ]2

1 1, ,ij i i j jx x y y− + Ω = ×   , [ ]3
1 1, ,ij i i j jx x y y− − Ω = ×    y

[ ]4
1 1, ,ij i i j jx x y y+ − Ω = ×   , para 1,..., 1xi E= − , 1,..., 1yj E= − . Puesto que ( )v ,m

ij x y  se

aproxima con polinomios bi-cuadráticos en el interior n
ijΩ , se requiere de una función de peso

local en cada subdominio n
ijΩ .

Entonces para [ ]1
1 1, ,ij i i j jx x y y+ + Ω = ×    se tiene lo siguiente. Sea la función de peso local:

1
1 1( ) ( ) ( ) ( )ij i i j jW L x L x L y L y+ += (A.21)

Véase la figura A.6. Ahora, la función ( )1v ,m
ij x y  debe satisfacer la siguiente condición:

1 1v , 0m
ij ijA W = (A.22)

donde v,A W  se define como ,Pu W uWd x= ∫ L  integrado por partes, es decir:

( )
11

1 1 1 1 1 1 1 1v , v v v
ji

i j

yx
m m m m
ij ij ij ij ij ij ij ij

x y

A W a W b W c W dydx
++

= ∇ • •∇ − •∇ +∫ ∫ (A.23)

Las integrales se resuelven por cuadratura gaussiana (por ejemplo con 3 3×  puntos

gaussianos). Con lo anterior se establece una ecuación con una incógnita 1m
ijC  en cada

subdominio 1
ijΩ .

Para [ ]2
1 1, ,ij i i j jx x y y− + Ω = ×    se tiene lo siguiente. Sea la función de peso local:

2
1 1( ) ( ) ( ) ( )ij i i j jW L x L x L y L y− += (A.24)

Ahora, la función ( )2v ,m
ij x y  debe satisfacer la siguiente condición:

2 2v , 0m
ij ijA W = (A.25)

donde:

( )
1

1

2 2 2 2 2 2 2 2v , v v v
ji

i j

yx
m m m m
ij ij ij ij ij ij ij ij

x y

A W a W b W c W dydx
+

−

= ∇ • •∇ − •∇ +∫ ∫ (A.26)
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Las integrales se resuelven por cuadratura gaussiana (por ejemplo con 3 3×  puntos

gaussianos). Con lo anterior se establece una ecuación con una incógnita 2m
ijC  en cada

subdominio 2
ijΩ .

Para [ ]3
1 1, ,ij i i j jx x y y− − Ω = ×    se tiene lo siguiente. Sea la función de peso local:

3
1 1( ) ( ) ( ) ( )ij i i j jW L x L x L y L y− −= (A.27)

Ahora, la función ( )3v ,m
ij x y  debe satisfacer la siguiente condición:

3 3v , 0m
ij ijA W = (A.28)

donde:

( )
1 1

3 3 3 3 3 3 3 3v , v v v
ji

i j

yx
m m m m
ij ij ij ij ij ij ij ij

x y

A W a W b W c W dydx
− −

= ∇ • •∇ − •∇ +∫ ∫ (A.29)

Las integrales se resuelven por cuadratura gaussiana (por ejemplo con 3 3×  puntos

gaussianos). Con lo anterior se establece una ecuación con una incógnita 3m
ijC  en cada

subdominio 3
ijΩ .

Para [ ]4
1 1, ,ij i i j jx x y y+ − Ω = ×    se tiene lo siguiente. Sea la función de peso local:

4
1 1( ) ( ) ( ) ( )ij i i j jW L x L x L y L y+ −= (A.30)

Ahora, la función ( )4v ,m
ij x y  debe satisfacer la siguiente condición:

4 4v , 0m
ij ijA W = (A.31)

donde:

( )
1

1

4 4 4 4 4 4 4 4v , v v v
ji

i j

yx
m m m m
ij ij ij ij ij ij ij ij

x y

A W a W b W c W dydx
+

−

= ∇ • •∇ − •∇ +∫ ∫ (A.32)

Las integrales se resuelven por cuadratura gaussiana (por ejemplo con 3 3×  puntos

gaussianos). Con lo anterior se establece una ecuación con una incógnita 4m
ijC  en cada

subdominio 4
ijΩ .
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A.2.3.- Casos espaciales: nodos en la frontera exterior ∂Ω

Los nodos que se encuentran sobre Σ ∂Ω∩  tienen asociada solamente una función de base, en

lugar de las tres funciones de base que tienen asociadas los nodos que se encuentran en el

interior de Ω . Esto se debe a que, como se trata de un BVPJ elíptico con condiciones de

frontera tipo Dirichlet, el valor de la función es conocido en la frontera exterior ∂Ω . También

se puede conocer directamente alguna de las primeras derivadas parciales de la función (con

respecto a x  o con respecto a y ). Solamente se desconoce la otra primera derivada parcial de

la función. Esto se detalla a continuación.

A.2.3.1.- Nodos en el segmento 0x x=  de la frontera exterior ∂Ω

Los nodos ubicados en el segmento 0x x=  de la frontera exterior ∂Ω  son ( )0 , jx y  con

1,..., 1yj E= − . Estos nodos solamente tienen asociada la función de base ( )1
0v ,j x y , la que

aproxima la primera derivada parcial de la función con respecto a x , ya que se conoce el valor

de la función y el de su primera derivada parcial con respecto a y . Pero solamente se trabaja

con una parte de ( )1
0v ,j x y , la que se encuentra ubicada en los subdominios 1

0 jΩ  y 4
0 jΩ , es

decir, [ ]0 0 1 1 1, , ,j j j j jx x y y y y− +   Ω = ×    ∪ . Véase la figura A.7.

( ),i jx y

1
ijΩ

ijΩ 4
ijΩ

( )1,i jx y −

( )1,i jx y +

( )1,i jx y+

( )1 1,i jx y+ +

( )1 1,i jx y+ −

0x x=∂Ω

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1 -1

-0.5

0

0.5

1

0
0.05
0.1

0.15

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

Figura A.7.- Subdominio [ ]0 0 1 1 1, , ,j j j j jx x y y y y− +   Ω = ×    ∪  -izquierda- y la

función de base ( )1
0v ,j x y  asociada en 

0x x=∂Ω  -derecha-.
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A.2.3.2.- Nodos en el segmento Ex x=  de la frontera exterior ∂Ω

Los nodos ubicados en el segmento Ex x=  de la frontera exterior ∂Ω  son ( ),E jx y  con

1,..., 1yj E= − . Estos nodos solamente tienen asociada la función de base ( )1v ,
xE j x y , la que

aproxima la primera derivada parcial de la función con respecto a x , ya que se conoce el valor

de la función y el de su primera derivada parcial con respecto a y . Pero solamente se trabaja

con una parte de ( )1v ,
xE j x y , la que se encuentra ubicada en los subdominios 2

xE jΩ  y 3
xE jΩ , es

decir, [ ]1 1 1, , ,
xE j E E j j j jx x y y y y− − +   Ω = ×    ∪ . Véase la figura A.8.

( ),i jx y

2
ijΩ

ijΩ

( )1,i jx y −

( )1,i jx y +

( )1,i jx y−

( )1 1,i jx y− −

( )1 1,i jx y− +

3
ijΩ

Ex x=∂Ω
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0

Figura A.8.- Subdominio [ ]1 1 1, , ,
xE j E E j j j jx x y y y y− − +   Ω = ×    ∪  -izquierda-

y la función de base ( )1v ,
xE j x y  asociada en 

Ex x=∂Ω  -derecha-.

A.2.3.3.- Nodos en el segmento 0y y=  de la frontera exterior ∂Ω

Los nodos ubicados en el segmento 0y y=  de la frontera exterior ∂Ω  son ( )0,ix y  con

1,..., 1xi E= − . Estos nodos solamente tienen asociada la función de base ( )2
0v ,i x y , la que

aproxima la primera derivada parcial de la función con respecto a y , ya que se conoce el valor

de la función y el de su primera derivada parcial con respecto a x . Pero solamente se trabaja
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con una parte de ( )2
0v ,i x y , la que se encuentra ubicada en los subdominios 1

0iΩ  y 2
0iΩ , es

decir, [ ] [ ] [ ]0 1 1 0 1, , ,i i i i ix x x x y y− +Ω = ×∪ . Véase la figura A.9.

( ),i jx y

1
ijΩ2

ijΩ

ijΩ

( )1,i jx y +

( )1,i jx y+( )1,i jx y−

( )1 1,i jx y− + ( )1 1,i jx y+ +

0y y=∂Ω
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Figura A.9.- Subdominio [ ] [ ] [ ]0 1 1 0 1, , ,i i i i ix x x x y y− +Ω = ×∪  -izquierda- y la

función de base ( )2
0v ,i x y  asociada en 

0y y=∂Ω  -derecha-.

A.2.3.4.- Nodos en el segmento Ey y=  de la frontera exterior ∂Ω

Los nodos ubicados en el segmento Ey y=  de la frontera exterior ∂Ω  son ( ),i Ex y  con

1,..., 1xi E= − . Estos nodos solamente tienen asociada la función de base ( )2v ,
yiE
x y , la que

aproxima la primera derivada parcial de la función con respecto a y , ya que se conoce el valor

de la función y el de su primera derivada parcial con respecto a x . Pero solamente se trabaja

con una parte de ( )2v ,
yiE
x y , la que se encuentra ubicada en los subdominios 3

yiE
Ω  y 4

yiE
Ω , es

decir, [ ] [ ] [ ]1 1 E-1, , ,
yiE i i i i Ex x x x y y− +Ω = ×∪ . Véase la figura A.10.
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( ),i jx y

ijΩ

4
ijΩ

( )1,i jx y −

( )1,i jx y+( )1,i jx y−

( )1 1,i jx y− − ( )1 1,i jx y+ −

3
ijΩ

Ey y=∂Ω

-1
-0.5

0
0.5

1 -1

-0.8
-0.6

-0.4
-0.2
0

-0.15
-0.1

-0.05
0

-1
-0.5

0
0.5

1

Figura A.10.- Subdominio [ ] [ ] [ ]1 1 1, , ,
yiE i i i i E Ex x x x y y− + −Ω = ×∪  -izquierda- y la

función de base ( )2v ,
yiE
x y  asociada en 

0y y=∂Ω  -derecha-.

A.3.- Aproximación de las funciones óptimas de peso

Las funciones de peso ( ),ijw x y  se construyen con polinomios bi-cúbicos por tramos en Σ  y

polinomios bi-cuadráticos por tramos en el interior de cada subdominio

[ ] [ ]1 1 1 1, , , ,ij i i i i j j j jx x x x y y y y− + − +   Ω = ×    ∪ ∪ , para 1,..., 1xi E= − , 1,..., 1yj E= − . Existen

tres tipos de funciones de peso como en el caso de las funciones de base. Esto es:

( )

( ) [ ]
( ) [ ]
( )

01 0 0 01
1 1 1 1

02 0 0 02
1 1 1 1

0 03 0 0 03
1 1

, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , , ,

, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , , ,

, , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

ij i j ij i i j j i i j j

ij i j ij i i j j i i j j

ij ij i j ij i i j j

w x y H x H y C L x L x L y L y x x y y

w x y H x H y C L x L x L y L y x x y y

w x y w x y H x H y C L x L x L y L y

+ + + +

− + − +

− −

 = +  
 = +  

= = + [ ]
( ) [ ]

1 1

04 0 0 04
1 1 1 1

, ,

, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , , ,

0

i i j j

ij i j ij i i j j i i j j

x x y y

w x y H x H y C L x L x L y L y x x y y

otro

− −

+ − + −





   

  = +  


(A.33)
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( )

( ) [ ]
( ) [ ]
( )

11 1 0 11
1 1 1 1

12 1 0 12
1 1 1 1

1 13 1 0 13
1 1

, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , , ,

, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , , ,

, , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

ij i j ij i i j j i i j j

ij i j ij i i j j i i j j

ij ij i j ij i i j j

w x y H x H y C L x L x L y L y x x y y

w x y H x H y C L x L x L y L y x x y y

w x y w x y H x H y C L x L x L y L y

+ + + +

− + − +

− −

 = +  
 = +  

= = + [ ]
( ) [ ]

1 1

14 1 0 14
1 1 1 1

, ,

, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , , ,

0

i i j j

ij i j ij i i j j i i j j

x x y y

w x y H x H y C L x L x L y L y x x y y

otro

− −

+ − + −





   

  = +  


(A.34)

( )

( ) [ ]
( ) [ ]
( )

21 0 1 21
1 1 1 1

22 0 1 22
1 1 1 1

2 23 0 1 23
1 1

, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , , ,

, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , , ,

, , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

ij i j ij i i j j i i j j

ij i j ij i i j j i i j j

ij ij i j ij i i j j

w x y H x H y C L x L x L y L y x x y y

w x y H x H y C L x L x L y L y x x y y

w x y w x y H x H y C L x L x L y L y

+ + + +

− + − +

− −

 = +  
 = +  

= = + [ ]
( ) [ ]

1 1

24 0 1 24
1 1 1 1

, ,

, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , , ,

0

i i j j

ij i j ij i i j j i i j j

x x y y

w x y H x H y C L x L x L y L y x x y y

otro

− −

+ − + −





   

  = +  


(A.35)

donde ( )0
iH •  y ( )1

iH •  son polinomios cúbicos de Hermite y ( )iL •  son polinomios lineales de

Lagrange apropiadamente escalados en [ ] [ ]1 1 1 1, , , ,i i i i j j j jx x x x y y y y− + − +   ×    ∪ ∪  y mn
ijC  son

parámetros que se calculan apropiadamente. Véase las figuras A.4, A.5 y A.6.

A.3.1.- Construcción de ( ),ijw x y  con Colocación

Cuando se construye la función ( ),m
ijw x y  con colocación, ésta debe satisfacer a la ecuación

diferencial adjunta homogénea solamente en los puntos gaussianos en cada uno de los

subdominios [ ]1
1 1, ,ij i i j jx x y y+ + Ω = ×   , [ ]2

1 1, ,ij i i j jx x y y− + Ω = ×   , [ ]3
1 1, ,ij i i j jx x y y− − Ω = ×  

y [ ]4
1 1, ,ij i i j jx x y y+ − Ω = ×   , para 1,..., 1xi E= − , 1,..., 1yj E= − . Puesto que ( ),ijw x y  se

aproxima con polinomios bi-cuadráticos en el interior n
ijΩ , se requiere de 1 1×  punto gaussiano

en cada subdominio n
ijΩ .

Entonces, para [ ]1
1 1, ,ij i i j jx x y y+ + Ω = ×    se tiene:

( )
 1

,
0m

ij x y
w ∗ ∗

∗ =L (A.36)
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donde ( )* 1
12i i ix x x x+= + −  es el punto gaussiano del intervalo [ ]1,i ix x + ; mientras que

( )* 1
12j j jy y y y+= + −  es el punto gaussiano del intervalo 1,j jy y +   . Con lo anterior se

establece una ecuación con una incógnita 1m
ijC  en cada subdominio 1

ijΩ .

Para [ ]2
1 1, ,ij i i j jx x y y− + Ω = ×    se tiene:

( )
 2

,
0m

ij x y
w ∗ ∗

∗ =L (A.37)

donde ( )* 1
12i i ix x x x −= − −  es el punto gaussiano del intervalo [ ]1,i ix x− ; mientras que

( )* 1
12j j jy y y y+= + −  es el punto gaussiano del intervalo 1,j jy y +   . Con lo anterior se

establece una ecuación con una incógnita 2m
ijC  en cada subdominio 2

ijΩ .

Para [ ]3
1 1, ,ij i i j jx x y y− − Ω = ×    se tiene:

( )
 3

,
0m

ij x y
w ∗ ∗

∗ =L (A.38)

donde ( )* 1
12i i ix x x x −= − −  es el punto gaussiano del intervalo [ ]1,i ix x− ; mientras que

( )* 1
12j j jy y y y −= − −  es el punto gaussiano del intervalo 1,j jy y−   . Con lo anterior se

establece una ecuación con una incógnita 3m
ijC  en cada subdominio 3

ijΩ .

Para [ ]4
1 1, ,ij i i j jx x y y+ − Ω = ×    se tiene:

( )
 4

,
0m

ij x y
w ∗ ∗

∗ =L (A.39)

donde ( )* 1
12i i ix x x x+= + −  es el punto gaussiano del intervalo [ ]1,i ix x + ; mientras que

( )* 1
12j j jy y y y −= − −  es el punto gaussiano del intervalo 1,j jy y−   . Con lo anterior se

establece una ecuación con una incógnita 4m
ijC  en cada subdominio 4

ijΩ .
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A.3.2.- Construcción de ( ),ijw x y  con FEM

Cuando se construye la función ( ),m
ijw x y  con FEM, ésta debe satisfacer la integral de la

ecuación diferencial homogénea ponderada con las funciones de peso locales en cada

subdominio [ ]1
1 1, ,ij i i j jx x y y+ + Ω = ×   , [ ]2

1 1, ,ij i i j jx x y y− + Ω = ×   , [ ]3
1 1, ,ij i i j jx x y y− − Ω = ×    y

[ ]4
1 1, ,ij i i j jx x y y+ − Ω = ×   , para 1,..., 1xi E= − , 1,..., 1yj E= − . Puesto que ( ),m

ijw x y  se

aproxima con polinomios bi-cuadráticos en el interior n
ijΩ , se requiere de una función de peso

local en cada subdominio n
ijΩ .

Entonces para [ ]1
1 1, ,ij i i j jx x y y+ + Ω = ×    se tiene lo siguiente. Sea la función de peso local:

1
1 1( ) ( ) ( ) ( )ij i i j jW L x L x L y L y+ += (A.40)

Véase la figura A.6. Ahora, la función ( )1w ,m
ij x y  debe satisfacer la siguiente condición:

1 1w , 0m
ij ijA W∗ = (A.41)

donde ,A w W∗  se define como  ,Q w W wWd x∗ ∗= ∫ L  integrado por partes, es decir:

( )
11

1 1 1 1 1 1 1 1,
ji

i j

yx
m m m m
ij ij ij ij ij ij ij ij

x y

A w W w a W W b w cw W dydx
++

∗ = ∇ • •∇ − •∇ +∫ ∫ (A.42)

Las integrales se resuelven por cuadratura gaussiana (por ejemplo con 3 3×  puntos

gaussianos). Con lo anterior se establece una ecuación con una incógnita 1m
ijC  en cada

subdominio 1
ijΩ .

Para [ ]2
1 1, ,ij i i j jx x y y− + Ω = ×    se tiene lo siguiente. Sea la función de peso local:

2
1 1( ) ( ) ( ) ( )ij i i j jW L x L x L y L y− += (A. 43)

Ahora, la función ( )2 ,m
ijw x y  debe satisfacer la siguiente condición:

2 2, 0m
ij ijA w W∗ = (A. 44)

donde:
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( )
1

1

2 2 2 2 2 2 2 2,
ji

i j

yx
m m m m
ij ij ij ij ij ij ij ij

x y

A w W w a W W b w cw W dydx
+

−

∗ = ∇ • •∇ − •∇ +∫ ∫ (A.45)

Las integrales se resuelven por cuadratura gaussiana (por ejemplo con 3 3×  puntos

gaussianos). Con lo anterior se establece una ecuación con una incógnita 2m
ijC  en cada

subdominio 2
ijΩ .

Para [ ]3
1 1, ,ij i i j jx x y y− − Ω = ×    se tiene lo siguiente. Sea la función de peso local:

3
1 1( ) ( ) ( ) ( )ij i i j jW L x L x L y L y− −= (A. 46)

Ahora, la función ( )3 ,m
ijw x y  debe satisfacer la siguiente condición:

3 3, 0m
ij ijA w W∗ = (A. 47)

donde:

( )
1 1

3 3 3 3 3 3 3 3,
ji

i j

yx
m m m m
ij ij ij ij ij ij ij ij

x y

A w W w a W W b w cw W dydx
− −

∗ = ∇ • •∇ − •∇ +∫ ∫ (A. 48)

Las integrales se resuelven por cuadratura gaussiana (por ejemplo con 3 3×  puntos

gaussianos). Con lo anterior se establece una ecuación con una incógnita 3m
ijC  en cada

subdominio 3
ijΩ .

Para [ ]4
1 1, ,ij i i j jx x y y+ − Ω = ×    se tiene lo siguiente. Sea la función de peso local:

4
1 1( ) ( ) ( ) ( )ij i i j jW L x L x L y L y+ −= (A. 49)

Ahora, la función ( )4v ,m
ij x y  debe satisfacer la siguiente condición:

4 4, 0m
ij ijA w W∗ = (A. 50)

donde:

( )
1

1

4 4 4 4 4 4 4 4,
ji

i j

yx
m m m m
ij ij ij ij ij ij ij ij

x y

A w W w a W W b w cw W dydx
+

−

∗ = ∇ • •∇ − •∇ +∫ ∫ (A. 51)
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Las integrales se resuelven por cuadratura gaussiana (por ejemplo con 3 3×  puntos

gaussianos). Con lo anterior se establece una ecuación con una incógnita 4m
ijC  en cada

subdominio 4
ijΩ .

A.3.3.- Casos espaciales: nodos en la frontera exterior ∂Ω

Los nodos que se encuentran sobre Σ ∂Ω∩  tienen asociada solamente una función de peso, en

lugar de las tres funciones de peso que tienen asociadas los nodos que se encuentran en el

interior de Ω . Situación similar a las funciones de base. Esto se detalla a continuación.

A.3.3.1.- Nodos en el segmento 0x x=  de la frontera exterior ∂Ω

Los nodos ubicados en el segmento 0x x=  de la frontera exterior ∂Ω  son ( )0 , jx y  con

1,..., 1yj E= − . Estos nodos solamente tienen asociada la función de peso ( )1
0 ,jw x y . Pero

solamente se trabaja con una parte de ésta, la que se encuentra ubicada en los subdominios

1
0 jΩ  y 4

0 jΩ , es decir, [ ]0 0 1 1 1, , ,j j j j jx x y y y y− +   Ω = ×    ∪ . Véase la figura A.7.

A.3.3.2.- Nodos en el segmento Ex x=  de la frontera exterior ∂Ω

Los nodos ubicados en el segmento Ex x=  de la frontera exterior ∂Ω  son ( ),E jx y  con

1,..., 1yj E= − . Estos nodos solamente tienen asociada la función de base ( )1 ,
xE jw x y . Pero

solamente se trabaja con una parte de ésta, la que se encuentra ubicada en los subdominios

2
xE jΩ  y 3

xE jΩ , es decir, [ ]1 1 1, , ,
xE j E E j j j jx x y y y y− − +   Ω = ×    ∪ . Véase la figura A.8.

A.3.3.3.- Nodos en el segmento 0y y=  de la frontera exterior ∂Ω

Los nodos ubicados en el segmento 0y y=  de la frontera exterior ∂Ω  son ( )0,ix y  con

1,..., 1xi E= − . Estos nodos solamente tienen asociada la función de base ( )2
0 ,iw x y . Pero

solamente se trabaja con una parte de ésta, la que se encuentra ubicada en los subdominios
1
0iΩ  y 2

0iΩ , es decir, [ ] [ ] [ ]0 1 1 0 1, , ,i i i i ix x x x y y− +Ω = ×∪ . Véase la figura A.9.
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A.3.3.4.- Nodos en el segmento Ey y=  de la frontera exterior ∂Ω

Los nodos ubicados en el segmento Ey y=  de la frontera exterior ∂Ω  son ( ),i Ex y  con

1,..., 1xi E= − . Estos nodos solamente tienen asociada la función de base ( )2 ,
yiE

w x y . Pero

solamente se trabaja con una parte de ésta, la que se encuentra ubicada en los subdominios
3
yiE

Ω  y 4
yiE

Ω , es decir, [ ] [ ] [ ]0 1 1 E-1, , ,i i i i i Ex x x x y y− +Ω = ×∪ . Véase la figura A.10.
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B.- Otros Ejemplos con FEM-OF Petrov-Galerkin

En esta sección se presentan problemas con diversas condiciones de frontera y de saltos

prescritos, así como con diferentes características en los coeficientes de la ecuación

diferencial, tanto en 1 como en 2 dimensiones.

B.1.- Ejemplos en Una Dimensión

Se implementarán problemas con condiciones de frontera no homogéneas, con condiciones de

salto no homogéneas en la función (solución discontinua), con condiciones de salto no

homogéneas en la derivada (solución continua con derivada discontinua), con coeficientes

variables en la ecuación diferencial y con coeficientes discontinuos en la ecuación diferencial.

Se trabajarán dos algoritmos. Primero, las funciones óptimas se aproximarán con polinomios

cuadráticos por tramos en el interior de cada subdominio kΩ , utilizando FEM para su

construcción. Segundo, con polinomios cúbicos por tramos en el interior de cada subdominio

kΩ , también utilizando FEM para su construcción.

La aproximación cuadrática y la aproximación cúbica fueron planteadas en (6.3.2) y (6.3.3),

respectivamente.
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B.1.1- Problema 1D-1

Sea la ecuación diferencial ordinaria:

( ) ( )
2

2
2 1 25 Sen 5d u u x

dx
π π+ = − (B.1)

En el dominio: [ ]0,1Ω = . Sujeta a condiciones de frontera homogéneas y a condiciones de

salto homogéneas (sin saltos). Su solución analítica es: ( ) ( )Sen 5u x xπ= .

En la figura B.1 se muestra una gráfica de la solución exacta y de la solución aproximada. En la

figura B.2 se muestran los órdenes de convergencia h  para cada algoritmo: ( )4.1O h  para la

aproximación cuadrática y ( )5.8O h  para la aproximación cúbica.

0.2 0.4 0.6 0.8 1
x

-1

-0.5

0.5

1
y U aproximada y U exacta

Figura B.1.- Aproximación cúbica en kΩ  con una partición rectangular uniforme de 32

subdominios.
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Problema 1D-1

m = 5.8

m = 4.1
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2.000
0

2.500
0

3.000
0

Log(h)

-L
og

(e
rr

or
)

Cuadráticas
Cúbicas

Figura B.2.- Convergencia h .

B.1.2.- Problema 1D-2: Solución Discontinua

Sea la ecuación diferencial ordinaria:

2

2

d u u f
dx Ω+ =      donde     

( ) ( )
( ) ( )

2

2

1 81 Sen 9 , 0.5

81 1 Sen 9 , 0.5

x x
f

x x

π π

π π
Ω

 − <= 
− >

(B.2)

En el dominio: [ ]0,1Ω = . Sujeta a condiciones de frontera homogéneas y a condiciones de

salto en la función: [ ]0.5
2u = − . Su solución analítica es: ( ) ( )

( )
Sen 9 , 0.5
Sen 9 , 0.5

x x
u x

x x
π
π

<= − >
.

En la figura B.3 se muestra una gráfica de la solución exacta y de la solución aproximada. En la

figura B.4 se muestran los órdenes de convergencia h  para cada algoritmo: ( )3.9O h  para la

aproximación cuadrática y ( )6.1O h  para la aproximación cúbica.
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0.2 0.4 0.6 0.8 1
x

-1

-0.5

0.5

1
y U aproximada y U exacta

Figura B.3.- Aproximación cúbica en kΩ  con una partición rectangular uniforme de

32 subdominios.

Problema 1D-2

m= 6.1

m = 3.9
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rr
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Figura B.4.- Convergencia h .

B.1.3.- Problema 1D-3: Solución con Derivada Discontinua

Sea la ecuación diferencial ordinaria:

2

2

d u u f
dx Ω+ =      donde     

( ) ( )
( ) ( )

2

2

1 64 Sen 8 , 0.5

64 1 Sen 8 , 0.5

x x
f

x x

π π

π π
Ω

 − <= 
− >

(B.3)
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En el dominio: [ ]0,1Ω = . Sujeta a condiciones de frontera homogéneas y a condiciones de

salto en la derivada: ( )
0.5

16 Cos 8du x
dx

π π  = −  
. Su solución analítica es:

( ) ( )
( )

Sen 8 , 0.5
Sen 8 , 0.5

x x
u x

x x
π
π

<= − >
.

En la figura B.5 se muestra una gráfica de la solución exacta y de la solución aproximada. En la

figura B.6 se muestran los órdenes de convergencia h  para cada algoritmo: ( )4.1O h  para la

aproximación cuadrática y ( )6.1O h  para la aproximación cúbica.

0.2 0.4 0.6 0.8 1
x

-1

-0.5

0.5

1
y U aproximada y U exacta

Figura B.5.- Aproximación cúbica en kΩ  con una partición rectangular uniforme de

32 subdominios.
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Problema 1D-3

m= 6.1

m = 4.1

0.0000

2.0000

4.0000

6.0000

8.0000
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12.0000

0.0000 1.0000 2.0000 3.0000

Log(h)
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rr

or
)

Cuadráticas
Cúbicas

Figura B.6.- Convergencia h .

B.1.4.- Problema 1D-4: Coeficientes Discontinuos

Sea la ecuación diferencial ordinaria con coeficientes discontinuos:

2

2

d ua u f
dx Ω+ =      donde     

3 , 0.5
3 , 0.5

x
a

x
− <

=  >
,     

( ) ( )
( ) ( )

2

2

1 243 Sen 9 , 0.5

1 243 Sen 9 , 0.5

x x
f

x x

π π

π π
Ω

 + <= 
− >

(B.4)

En el dominio: [ ]0,1Ω = . Sujeta a condiciones de frontera homogéneas y a condiciones de

salto homogéneas. Su solución analítica es: ( ) ( )Sen 9u x xπ= .

En la figura B.7 se muestra una gráfica de la solución exacta y de la solución aproximada. En la

figura B.8 se muestran los órdenes de convergencia h  para cada algoritmo: ( )4.2O h  para la

aproximación cuadrática y ( )6O h  para la aproximación cúbica.
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0.2 0.4 0.6 0.8 1
x

-1

-0.5

0.5

1
y U aproximada y U exacta

Figura B.7.- Aproximación cúbica en kΩ  con una partición rectangular uniforme de

32 subdominios.

Problema 1D-4
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Figura B.8.- Convergencia h .

B.1.5.- Problema 1D-5: Condiciones de Frontera No Homogéneas

Sea la ecuación diferencial ordinaria:

( ) ( )
2

2
2 1 81 Cos 9d u u x

dx
π π+ = − (B.5)

En el dominio: [ ]0,1Ω = . Sujeta a condiciones de frontera: 0 1u = , 1 1u = − , y a condiciones de

salto homogéneas (sin saltos). Su solución analítica es: ( ) ( )Cos 9u x xπ= .
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En la figura B.9 se muestra una gráfica de la solución exacta y de la solución aproximada. En la

figura B.10 se muestran los órdenes de convergencia h  para cada algoritmo: ( )3.9O h  para la

aproximación cuadrática y ( )6.1O h  para la aproximación cúbica.
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Figura B.9.- Aproximación cúbica en kΩ  con una partición rectangular uniforme de

32 subdominios.
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Figura B.10.- Convergencia h .
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B.1.6.- Problema 1D-6: Coeficientes Variables

Sea la ecuación diferencial ordinaria con coeficientes variables:

( )( )
2

2
2 2Cos Lnd u dux x u x

dx dx
− + = − (B.6)

En el dominio: ,1e π− Ω =   . Sujeta a condiciones de frontera homogéneas y a condiciones de

salto homogéneas (sin saltos). Su solución analítica es: ( ) ( )( )Sen Lnu x x= .

En la figura B.11 se muestra una gráfica de la solución exacta y de la solución aproximada. En la

figura B.12 se muestran los órdenes de convergencia h  para cada algoritmo: ( )3.9O h  para la

aproximación cuadrática y ( )5.9O h  para la aproximación cúbica.
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Figura B.11.- Aproximación cúbica en kΩ  con una partición rectangular uniforme de

32 subdominios.
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Problema 1D-6
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Figura B.12.- Convergencia h .

B.2.- Ejemplos en 2 dimensiones

Se implementarán problemas con condiciones de frontera no homogéneas, con condiciones de

salto no homogéneas en la función (solución discontinua), con coeficientes variables en la

ecuación diferencial, con coeficientes discontinuos en la ecuación diferencial y problemas con

advección dominante.

Se trabajarán un solo algoritmo: las funciones óptimas se aproximarán con polinomios cúbicos

por tramos en la frontera interior Σ  y con polinomios bi-cúbicos en el interior de cada

subdominio kΩ , utilizando FEM para su construcción.

Esta aproximación fue planteada en (6.4.6) a (6.4.9).

B.2.1.- Problema 2D-1: Solución Discontinua

Sea la ecuación diferencial parcial:
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2 2

2 2

u u f
x y Ω
∂ ∂

+ =
∂ ∂

     donde     
( ) ( )
( ) ( )

2

2

2 Sen Sen , 0.5
2 Sen Sen , 0.5

x y x
f

x y x
π π π
π π πΩ

− <=  >
(B.7)

En el dominio: [ ] [ ]0,1 0,1Ω = × . Sujeta a condiciones de frontera homogéneas y a condiciones

de salto en la función: [ ] ( )0.5
2Sen

x
u yπ

=
= − . Su solución analítica es:

( ) ( ) ( )
( ) ( )

Sen Sen , 0.5
,

Sen Sen , 0.5
x y x

u x y
x y x

π π
π π

<= − >
.

En la figura B.13 se muestra una gráfica de la solución aproximada. En la figura B.14 se

muestran los órdenes de convergencia h : ( )3.6O h  para la aproximación cúbica en la frontera

interior Σ  y bi-cúbica en el interior de cada subdominio kΩ .
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Figura B.13.- Aproximación cúbica en la frontera interior Σ  y bi-cúbica en el interior

de cada subdominio kΩ , con una partición rectangular uniforme de 32x32 subdominios.
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Problema 2D-1
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Figura B.14.- Convergencia h .

B.2.2.- Problema 2D-2: Coeficientes Discontinuos

Sea la ecuación diferencial parcial:

2 2

2 2

u ua f
x y Ω
∂ ∂

+ =
∂ ∂

    donde    
3 , 0.5

3 , 0.5
x

a
x

− <
=  >

,    
( ) ( )
( ) ( )

2

2

2 Sen Sen , 0.5
4 Sen Sen , 0.5

x y x
f

x y x
π π π
π π πΩ

 <= − >

(B.8)

En el dominio: [ ] [ ]0,1 0,1Ω = × . Sujeta a condiciones de frontera homogéneas y a condiciones

de salto homogéneas (sin saltos). Su solución analítica es: ( ) ( ) ( ), Sen Senu x y x yπ π= .

En la figura B.15 se muestra una gráfica de la solución aproximada. En la figura B.16 se

muestran los órdenes de convergencia h : ( )3.4O h  para la aproximación cúbica en la frontera

interior Σ  y bi-cúbica en el interior de cada subdominio kΩ .
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Figura B.15.- Aproximación cúbica en la frontera interior Σ  y bi-cúbica en el interior

de cada subdominio kΩ , con una partición rectangular uniforme de 32x32 subdominios.
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Figura B.16.- Convergencia h .

B.2.3.- Problema 2D-3: Condiciones de Frontera No Homogéneas

Sea la ecuación diferencial parcial:
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( )
2 2

2 2
2 2 1 xyu u u x y e
x y
∂ ∂

− − + = − −
∂ ∂

(B.9)

En el dominio: [ ] [ ]0,1 0,1Ω = × . Sujeta a condiciones de frontera: ( ) ( )0, ,0 1u y u x= = ,

( )1, yu y e= , ( ),1 xu x e= , y a condiciones de salto homogéneas (sin saltos). Su solución

analítica: ( ), xyu x y e= .

En la figura B.17 se muestra una gráfica de la solución aproximada. En la figura B.18 se

muestran los órdenes de convergencia h : ( )4O h  para la aproximación cúbica en la frontera

interior Σ  y bi-cúbica en el interior de cada subdominio kΩ .
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Figura B.17.- Aproximación cúbica en la frontera interior Σ  y bi-cúbica en el interior

de cada subdominio kΩ , con una partición rectangular uniforme de 32x32 subdominios.
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Problema 2D-3
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Figura B.18.- Convergencia h .

B.2.4.- Problema 2D-4: Coeficientes Variables

Sea la ecuación diferencial parcial:

2 2

2 2 2y x x yu u u ue e u e e
x y x y

− −∂ ∂ ∂ ∂
− − + + + = − −

∂ ∂ ∂ ∂
(B.10)

En el dominio: [ ] [ ]0,1 0,1Ω = × . Sujeta a condiciones de frontera: ( )0, yu y e−= ,

( ),0 xu x e−= , ( ) 11, yu y e− −= , ( ) 1,1 xu x e− −= , y a condiciones de salto homogéneas (sin saltos).

Su solución analítica es: ( ), x yu x y e− −= .

En la figura B.19 se muestra una gráfica de la solución aproximada. En la figura B.20 se

muestran los órdenes de convergencia h : ( )3.6O h  para la aproximación cúbica en la frontera

interior Σ  y bi-cúbica en el interior de cada subdominio kΩ .



Anexo B

242
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Figura B.19.- Aproximación cúbica en la frontera interior Σ  y bi-cúbica en el interior

de cada subdominio kΩ , con una partición rectangular uniforme de 32x32 subdominios.
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Figura B.20.- Convergencia h .

B.2.5.- Problema 2D-5: Término Advectivo

Sea la ecuación diferencial parcial:

2 2

2 2 0x y
u u u uV V
x y x y
∂ ∂ ∂ ∂

+ − − =
∂ ∂ ∂ ∂

(B.11)
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donde ( )( ) CosxV V V= , ( )( ) SenyV V V= , siendo V  la magnitud de la velocidad de

advección y ( )V  su dirección. En el dominio: [ ] [ ]0,1 0,1Ω = × . Sujeta a condiciones de

frontera: ( )0,
1

y y

y

V y V

V
e eu y

e
−

=
−

, ( ),0
1

x x

x

V x V

V
e eu x

e
−

=
−

, ( ) ( )1, ,1 0u y u x= = , y a condiciones de

salto homogéneas (sin saltos). Su solución analítica es: ( ),
1 1

y yx x

yx

V y VV x V

VV
e e e eu x y

e e
  − −

=    − −  
.

En la figura B.21 se muestra una gráfica de la solución aproximada. En la figura B.22 se

muestran los órdenes de convergencia h  para la aproximación cúbica en la frontera interior Σ

y bi-cúbica en el interior de cada subdominio kΩ , los cuales varían según los parámetros

elegidos:  10,20,40,80V = ;  ( ) 45V = .
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Figura B.21.- Aproximación cúbica en la frontera interior Σ  y bi-cúbica en el interior

de cada subdominio kΩ , con una partición rectangular uniforme de 32x32 subdominios.
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Problema 2D-5
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Figura B.22.- Convergencia h .



245


	Portada
	Índice General
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Notación y Antecedentes 
	Capítulo 3. Funciones Óptimas
	Capítulo 4. FEM con Funciones Óptimas: FEM-OF
	Capítulo 5. FEM-OF: EDP Elíptica de 2° Orden
	Capítulo 6. Resultados Caso Simétrico
	Capítulo 7. Resultados Caso No Simétrico
	Capítulo 8. Análisis del Error
	Capítulo 9. Conclusiones
	Bibliografía
	Anexos

