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de este se describe su geometria en la funcién suma de cuadrados de los residuales. El segundo

En el capitulo 3 se explican las condiciones que debe cumplir una variable para llevar a cabo

lineal.

s

una regresiéon no

un modelo a la relacién que hay entre el plomo en la sangre de una persona y el coeficiente

S

1

1 1

1

1

ara ajustar este modelo se ufiliza el programa.

v

. T /T T
tual (1WQ).
NN

1

intelec

v



No

101N

y Regresi

ineal

L

sion

Capitulo 1

b e
i
s

ecuacion

<] -] S ~ . .
5 2 g o B g5 g =
- s 2 = 5 2 E 5 = &
) o0 ~ S D O Z b= o)
ES R < g = = =
(3} ol T 5 g B o &
> % = 5 -7z = :
& m ~ m & s = a =
= 5 W 2 5§ B s 5
0 v B v X @ 2
& < I < «r
< E=Rr o w o}y o <
= R l_l =] .
Vu 5] ma E ] n [75)
. o - v 9 T o %
0 N g 5 = _Q g
ore o r <
8 g = .. g5 2 = "
— —_— =} wn = .= o) < <
o0 o o © 5 = 8 9 =
m = = R 5 = ®
L -7 8 = ©
o 8 2 4 8 2 I~
o) @ a3 ) L 9 =
A o' g B Q9 © T =
2 T 3 O = S
g 5% ¢ =z % s
o = =
g s 8 2% EZ ;
g Ny 2 T = =g > 3
3 2 = e -~ &
® = 8 g . o 9.8 T S =
] < ] 3 =] T o 20 /.m_u
— S P o= il g S ] = =
© o % a) T o = 1% o] &
© g >3 + ©E=E £ @
n < P = -
¢ =x: & §gd3 :
— =
S s 8 B [ s - 5 © 7 &
3 7 =2 2 —~ o = g =
& v O = > w 5 8 B £ 2
3 [ L (ORI -~ = i
pam O 1nm % — w — S B D .fm.v
5 5 g & S} - 2
& [OREY O > = el
(5} & < S [} =
% v © B g 9 o 3 S
= = = g & T & = =
=) 2 8 = 5 =
n o = ] a0 = = <]
< m o) S — (5] =
n ISR, (o
o ‘n|Aa X 7] o] ©
B 5 5 5 & -
m 0 g © g 9]
= > £ 5 = =
A 3 S B = 2
5 3 s - g
o o
7 2 g ° = 3
5 n P &
& " S B o 8
—_— =1 +~ =] N <)
< = S 3 . =]
S o) o S =)
= < n m o
< Q o o .2 %
> m — -] — n
© = © 8 &
b < oo} = < Q
= ~ v 9 o)
2 S == >
D al M=o B 5]

cualquier campo.

o explicativa X. La

Donde [y es la ordenada al ori
tienen E(e) = 0, Var(e)

(1.2)

Bo + Pz + ¢

=

lausible para los datos es:
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CAPITULO 1. REGRESION LINEAL Y REGRESION NO LINEAL

lo tiene una

7

on so.

ez

La ecuacién (1.2) se llama modelo de regresién lineal simple. Como la ecuaci

tros By y (1 se les

e

2

suele llamar coeficientes de regresién. La pendiente 3;

la distribucién de y producido por un cambio unitario en x. Si el rango de valores incluye a

0, entonces la ordenada al origen [y,

xr =

.,Xk de

gresores X1, Xo, ..

Y se puede relacionar con k re

modo que el modelo es:

Bo + b1 + Powa + . + Bray + €

Y

1a

s

lineal se podr

oresion

y no por que y sea una funcién lineal de las x. De hecho, el modelo de re

escribir como sigue:

(1.3)

Bo+ Biz1 + Poza + ... + Przr + ¢

y:

, L, incluyendo

en donde z;

lineal con respecto

x sies

transformaciones como exp(z;), sen(x;). En la figura (1.1) la variable

variable [nx no es lineal con respecto a y pero los pardmetros 3y y 1 si lo son.

Figura 1.1: y = By + Sz

In x

Bo + Bilnx

Figura 1.2: y



CAPITULO 1. REGRESION LINEAL Y REGRESION NO LINEAL

Los pardmetros 3;, j = 0,1...,k, se llaman coeficientes de regresién. Este modelo describe
a un hiperplano en el espacio de k dimensiones de las variables regresoras x;. El pardmetro (3;
representa el cambio esperado en la respuesta y y por cambio unitario en z; cuando todas
las demds variables regresoras x; (i # j) se mantienen constantes. Por esta razon, a los

pardametros 3; j — 1...,k se les llama con frecuencia coeficientes de regresién parcial.

&

COINo:

donde
1z - o
1 wor -+ o
X=| . . . . (1.4)
1 Tnl - Ik

cada ,,L; = (215,225, .., Tnj), ¥y €s un vector de dimensién nx1, X es una matriz de nxp, 3 es

un vector de px1, y € es un vecto

a
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E(y) = £lf(2,8) + ¢ = f(2,0)

Se acostumbra llamar funcién del valor esperado a f(x,3) = X' para el modelo.

Sin embargo, los modelos de regresién lineal no son adecuados a todas las situaciones, hay

e regresion
no lineal. La relacién real entre la respuesta y las regresoras puede ser una ecuacioén diferencial

o su solucién.

Por ejemplo, el modelo

y = 01" + ¢
es no lineal en los pardmetros desconocidos 01 y 62. Aqui se usara el simbolo 6 para representar
un parametro en un modelo no lineal para subrayar la diferencia entre el caso lineal y el no
lineal
En general, se escribira el modelo de regresién no lineal en la forma

y=f(x,0)+e¢



CAPITULO 1. REGRESION LINEAL Y REGRESION NO LINEAL

en donde 6 es un vector p x 1, de pardmetros desconocidos, y € es un error aleatorio con E(e)=0,
y Var(e)=c?, no correlacionado, esto es, que la Cov(e;,¢;) = 0 para todo i £ j, también se

supondra que los errores tienen distribucion normal, como en la regresién. Como

E(y) = E(f(x,0) +¢) = [(x,0)

a la funcién f(x, ) se le llama funcién de valor esperado. Esto se parece mucho al caso de la

regresién lineal, excepto que ahora la funcién del valor esperado es una funcién no lineal de los

o 11 1 sz 1 1 1 11 1 1 1001 c z 1 1
'n 11m maodela de recregidn n Hineal al menng 11ma de lag derivadag de 1a fiimecidn de valar
MY U MOGeIo G Yegresion no iineal, al INends ulia G ias derivadas de 1a Iuncion G vaiory

esperado con respecto a los pardametros depende del cuando menos, uno de los parametros. Por

ejemplo, para el caso lineal

y = Bo + Brx1 + Poxe + ... + Brwg + €

la funcién de valor esperado es f(z, 8)=08y + f1x1 + Bawa + ... + Braxy y sus derivadas parciales
f@.8) oLk
a . - 4 .] — Yy b & 9
B
siendo xg = 1. Obsérvese que en este caso lineal las derivadas no son {unciones de las .

Ahora se considera el modelo no lineal
y = f(x,0) +c= 01" +¢

Las derivadas de la funcién de valor esperado con respecto a 6; y 02 son

af(xw@) _ 6(721'
00,

BE(y) = f(x,0) = 01" (1.5)
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CAPITULO 1. REGRESION LINEAL Y REGRESION NO LINEAL

-

Indi + 0,2

Ink(y)

Ind + O2x

E(lny)

como sigue:

(1.6)

€T+ €

yx = By + 1

sién lineal simple para estimar Gy y fo.

con Bg=1Inb1y p1 =602 Y

Los estimadores por minimos cuadrados de los parametros de la ecuacién (1.6) no serdn, en

drados

fnimos cua

1, los m

igina

modelo no lineal or

y, mientras que en el

modelo transformado,

escribir:

ep(Bo) * eap(fr) * eap(e)

crp(y*)

01 *x exp(Ox) * €

Y

E(y)
E(y)

= F(0 *x exp(Oyz) x €°)

01 * exp(Oax) * K (€*)

1

1

0

ay que tomar en cuenta que al transformar estamos

esperada en y, pero independiente de . H

un modelo lineal; la segunda, es obtener errores que siguen una distribucién aproximadamente

simétrica; y la tercera, es obtener varianza constante en los errores.

transformaciones convenientes, se les conoce como m
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donde la variable y es una funcién de x,

términos de z. U

funcién continua suavizadora f(z) tal que

f(x) =la dependencia funcional de y con respecto a x.

Lo que se quiere es encontrar una funcién que aproxime a todas las observaciones, dado que los

7

1

1

1

€s DOCOo pmr)a.ble que estén en
© n

i
T

1
y

1

1

1

se obtuvieron de manera experimentai,

7 1\
(Z.1)
\ 7
o de
U ud

en
€

\
)
7

puntos P;(x;, y;

r f(x) se ajusta a los

A

L NuUINeros:

1,2,..,n

0}

& = Yi — f(®3),

Geométricamente ¢; mide la distancia vertical desde el punto P;(xz;,y;) a la gréfica de f(z), como

4]
wn

entre las observaciones y; y la funcién f(x) al cuadrado. Si f(z) tiene la forma funcional correcta,

con respecto a x cuando n — oc.



2.2. Estimacion por Minimos Cuadrados en Regresion Lineal

igura las observaciones y; y la funcién f(x)
A SSE se le conoce como la suma de cuadrados de los errores. A este procedimiento se le conoce

como el principio de minimos cuadrados.

Si f(x) tiene k pardmetros (31, B2, ..., Bk, entonces SSE(f)=S(3) se puede renombrar dado que
estd en funcién de los parametros y puede visualizarse como una funcién que suponemos es
diferenciable, de k variables. Sabemos por cdlculo que en ausencia de otras restricciones, el valor
minimo de S(3) ocurre cuando todas las derivadas parciales sean simultdneamente cero, es decir,

cuando
05(8) _, 05(8) _, 0S(8)
06 o T 0B

Las k ecuaciones con k incégnitas son las ecuaciones normales para f(x); los valores obtenidos

0, (2.3)

al minimizar los pardmetros en (2.3) se llamardn estimadores de los minimos cuadrados y

se denotan por [;1,[;2, ,[fk

[}
o

yi = Po + iz + €&, i=1,2,3,..,n. (2.5)



2.2. Estimacion por Minimos Cuadrados en Regresion Lineal

Se considera que la ecuacién (2.4) es un modelo poblacional de regresién, mientras que
la ecuacién (2.5) es un modelo muestral de regresion, escrito en términos de los n pares
de datos (y;, ;). Los pardmetros By y 1 son desconocidos y lineales, y deben estimarse

los datos de la mu e de manera natural se espera que en

3

v,
i

e

y desconocida, Var(e;) = o2, esto significa que se espera que las observaciones no se distribuyan

de manera irregular alrededor de la linea media y de esta forma facilitar el desarrollo de la teoria.

AT T
ADIICANAO

minimizar S(B) = Zef

=1

= D = fla)
i=1

= > lvi— o — P
io1

Los estimadores, por minimos cuadrados deben satisfacer:

SB) _ N G G| —
6[50 = 2 ;[yz Bo — Brs) =0
6?—® = =2 [yi— o — Prada =0

dﬂl i=1

Simplificando obtenemos las ecuaciones normales de minimos cuadrados

nbo + b Z«Lz = Zyi (2.6)
' i=1

i=1
n n n
BoY wit Py ai = ) g (2.7)
i=1 i=1 i=1

Despejando a [y de la ecuacién (2.6)

n n
nbo = D> vi—5y @
=1 =1

Bo = §- Bz



2.2. Estimacion por Minimos Cuadrados en Regresion Lineal

Sustituimos fy en la ecuacién (2.7) para despejar (3

=1
n n
v (77 ) o ) Ve -2 — 7 e
nz(y — B1T) + B E ry = E Yl
i=1 i=1
n n
i a2 3 2 P
ngr —nd b+ 60> a2 =y
i=1 i=1
n
E Yili — nyxr
50 =1
B D
§ a:f — nz?
i=1

Entonces los estimadores por minimos cuadrados son:

Bo = y— bz (2.8)
n
Z Yily — NYyxr
5 i=1
p = S——mm— (2.9)
Zazf — nz?
i=1
Se puede simplificar [;1 de la siguiente manera:
n n
Z(”LZ — ;?)2 = Z(xf — 22T + :EQ)
i=1 i=1
n n
= Zuﬁ —2x ZQLZ + nz?
i=1 i=1
n
—= fo — nz?
i=1
- Sa:.z:
n n n
Y vilwi—x) = Y wyi—xYy
i=1 i=1 i=1
n
= Z T3Yi — NTY
i=1
= ,Szy
4 S
S - 2w (2.10)



2.2. Estimacion por Minimos Cuadrados en Regresion Lineal

Ejemplo 2.1. Carroll y Spiegelman (The Effects of Ignoring Small Measurement Errors in
Precision Instrument Calibration. Journal of Quality Technology, 18, 170-173,1986) examinan la

relacién entre la presién en un tanque y el volumen de liquido. El cuadro (2.1) muestra los datos.

Volumen Presiéon | Volumen Presién | Volumen Presién
2084 4599 2842 6380 3789 8599
2084 4600 3030 6818 3789 8600
2273 5044 3031 6817 3979 9048
2273 5043 3031 6818 3979 9048
2273 5044 3221 7266 4167 9484
2463 5488 3221 7268 4168 9487
2463 5487 3409 7709 4168 9487
2651 5931 3410 7710 4358 9936
2652 5932 3600 8156 4358 9938
2652 5932 3600 8156 4546 10377
2842 6380 3788 8597 4547 10379

Cuadro 2.1: Datos de la presion de un tanque y el volumen del liquido

que la correlacién es positiva, es decir, que conforme aumenta el volumen del liquido aumenta

la presion del tanque. El coeficiente de correlacion lineal de Pearson es de p = 0,9835 lo que
confirma lo anterior.

ste coeficiente de correlacién se calcula de la siguiente manera:

_ 2 i1 (@i — %) (yi — 7)
Vi (e — 22 (= 9)°

p

<z

y cuantifica la intensidad de la relacién lineal entre dos variables. Su valor oscila entre —1 y +1;

v se aproxima a —1 cuando la

10



2.2. Estimacion por Minimos Cuadrados en Regresion Lineal

Presion = 314.5607+2.1435"x

r=0.9835
13000
12000
11000 Valor
10000 atipico
9000
:g 8000
B 7000
6000
5000
4000
1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500 6000
Volumen
Figura 2.2: Modelo Lineal
Para estimar los pardmetros del modelo se calculan primero:
33 33
T = 332245, § = T436,30, Y sy = 862306361, » a7 = 386195717,
i=1 i=1
Segiin las ecnaciones 2.8 y 2.9
5 862306361 — (33 * 7436,30 * 3322,45
M= (83 » 746,30 « 352245) _, 1435
386195717 — 33 * (3322,45)2
Go = 7436,30 — (2,1435 * 3322,45) = 314,5607

El ajuste por minimos cuadrados es:
4§ = 314,5607 4 2,1435x

Se puede interpretar que por cada unidad que aumenta el volumen del liquido, la presién del

tanque aumenta en promedio 2,1435 unidades. Como el limite inferior de las « no esta cerca del

N
. L. . Y Lot A . g
origen no tiene internretacidn practica. en estd caso se tendri
, Po RO lene mierpre 101 praciica, en este ¢ ¢ tendarl

minimos cuadrados para una regresion en que la recta pasa por el origen.

11



2.2. Estimacion por Minimos Cuadrados en Regresion Lineal

* 2

3
el

R S,L n
=04 = 4 — Z Ciyi
i=1
Ademas

n
fo=y—hz = g—zy Cuy
i1

n
dv .,
i=1 _
= 4 —wg Ciyi
n -
i=1
n

= Z(% — 2C5y;)
. n
i=1
n

1
— f.(/‘l_ .
E ( n zC3)y;

i=1

n
= Z diy;
i=1

donde
1
di = (= —zC;
(— —2Cy)

Tenemos que By y (1 son combinacines lineales de las observaciones y,s. Aprovechando la no-

tacion anterior examinemos la propiedad de insesgamiento
n n
EB) = B Cw) =Y Cili(y:)
i=1 =1
n
= Z Cils(Bo + B + €;)
i=1

= Y CilBo+ Prri + E(e:))

i=1

= ﬁUZCrf'ﬂl Zcﬂ"z’
i1 i—1
= B

12



2.2. Estimacion por Minimos Cuadrados en Regresion Lineal

n n
Se puede verificar que ZCZ- =0y ZCixi =1

i=1 i=1
n n
" g (z; — T) g T; — NT
Z i=1 i=1
nr — ne
=0

> (o~ e
Zcﬂi — ZZIS—M

=1

E(fy) = E(-—Ha)

> E(y)

- = — - ZE(fy)
Z(ﬂo + Brai)
- = B
n
nfo+ Py m
= —— = B
n
= Bo+ prri —xp
= o

~ A
s M0 y 1 BULL COULLAUULITS HISUSHAUUS. UallUuianiiUs U1 11Ul U UaUl aviUU viCUIU \(1Lvivl |

para la consistencia.
ECM(By) = Var(B) + sesgo”(Br)

13



2.2. Estimacion por Minimos Cuadrados en Regresion Lineal

Como ﬁAl es insesgado y y; es independiente de y; Vi £ j tenemos

ECM(B1) = Var(h) = Var(Y_ Ciys) = Y Var(Cigs)
i=1 i1

= Z C3Var(y:)
i=1
= Y CiVar(By + brzi + ;)

=1
n

n D (@ x)’
= Z CHVar(e) = o?—=
=1

(5 )

=1

UZ

Z(Iz‘ — )’
i=1

Calculando el limite

02

Limy—oo EC M (31) = limy,— 00—

D (@ —z)?
i=1

n
e, Pero no se va a Cero a menos que Z(xl — Z)? — oo Por lo tanto B es
i=1
inconsistente para 3.
ECM(By) = Var(fo) + sesgo(Go)
n n
= Var(fy) = Var<2diyi> = deVar(yi)
i=1 i=1
n
] 2y (@i —x)?
i=1

9 1

= og°|— —

i=1
i 72
2| L <

n
R Z(xz o j)2
i=1
n
o
-
n Z(l'z —I)?
i=1

14




2.2. Estimacion por Minimos Cuadrados en Regresion Lineal

Finalmente

limy oo ECM (Go) = lim, ia® |2y
n—o0 0 n—0o0 n Z;;l (««Lz — ;Z')Q

Por lo tanto, Jy es consistente para (3. Calculamos la covarianza para saber cémo se compor-
tan Gy y (1 conj
independiente de y; Vi # j.

TT43 1 am Al criiiec PR P N H S P R H
Utilizando el bupucbtu de linealidad con Yi ¥y sabiendo que y; €s

Cov(Bo, fo) = E(Bo— EBo)EBL — E(B))

= B <Z diy; — Z diE(yi)> E <Z Ciyi — Z GL-E(yi)>
iil =1 . =1 =1
- E@ iy E(ym)E@ Ci - b))

= Zd CiVar(y:) + Z Zd CiCov(Yi, Y5)

i=1 j=1

— Z dZCZVar(yl)
i=1

3 (xi — @) 1 2@—1) |\ »
Z(wz‘ —z)? ! Z(wi —z)?
=1 3

2 xr

D (wi—z)’
i=1

i=12,...,m; & (ez) =0, Var(e ) = o?(cte), €; independiente a €; V i # j, los estimadores por
minimos cuadrados de 3y y (31 son, dentro de los estimadores lineales, los de menor varianza.
Bajo la hipétesis de que ¢; ~ N(0,0?) se tiene que y; = B + B1a; + ¢; también tiene distribucién

normal

yi ~ N(Bo + Prai, 0%)

15



2.2. Estimacion por Minimos Cuadrados en Regresion Lineal

, funcién de verosimilitud para Y = y;, 4o, ..., yn €s la siguiente:

— 2
2mo? 20

1 \"? "~ (yi — Bo — Pray)?
N <27TU2> 6.Lp{— ; 20 }

L(Bo, fr,0%Y) = H ! e:cp{(yiﬁo‘ﬁwi)z}

aplicando la funcién logaritmo

n

9 = n . 1 .
InL(By, Br,0%Y) = —3 In(270”) — ) (yi — Bo — Prxi)?
=1

Para maximizar la funcién obtenemos las derivadas parciales de In £

oL
B0

= > (i Bo— Prr) =0

i=1

ézyz’ = ’nﬁ0+ﬁlzwi (2.11)

i=1 =1
OlnL -
= > (i — Bo— Prws)ri =0
oh i—1
n n n
= g = Bod wit+ by @] (2.12)
=1 =1 i=1

oL i(yz’*ﬂ@*ﬁlxi)z_ﬁ_ﬂ
o 1 — =(
1=

del error, 02, es un pardmetro adicional desconocido, cuyo estimador méximo verosimil es:
n
nsl — . 3 20 )\2
n6® = Y (4 — bo— bry)
i=1
n
A A \2
(yi — Po — P1i)
A2 =l
n
n
E (yi — 9i)
~ =1
02 _ 1
n
n
>
~2 =1
n
T d ot ramn v o e T o A i o rA I e oy it e o s A
TLUSLE ESuInnacaor 1o es jll\i"\%d(lll7 COINO vereros a Coninuaacionn



2.3. Forma Matricial del Modelo de Regresion Lineal

Tomando en cuenta que:

n
D (@i~ )’
=1

2
o2 ~ X(n—1)

a
se pierde un grado de libertad por cada parametro estimado, en este caso es &, por eso es n — 1.
En la ecuacién (2.13) Boy B
libertad.

Z(yi —Bo - Blwi)Q

=1

2
= 02 ~ X(an)

> (i — Bo — Bra)?
= B = —(n-2)

2
o

Por lo que

i1 (n—2)o”

y1 = Po+ Bz + Boviz + -+ Brrig +e1
yo = [o+ w1 + oo + - - + Brwok + €2

Yn — /30 + /lenl + /62le2 +-+ /kank +€n

17



2.3. Forma Matricial del Modelo de Regresion Lineal

en forma matricial quedan:

Yy Bo + iz + Paxiz + - - + Brwik + €1
g2 | | Dot Brwar + Bowag + - 4 Prwok + €2
Yn Bo + Brxn1 + Batn2 + - - + BrTnk + €n

Al descomponer el miembro derecho

(1 1z zi2 ... 2 Bo €1
Y2 1 xor 222 ... o 5 €
= +
Yn 1 w1 wp2 o0 Tpg Bk €n
an +inna la aiciiinanta antianiidn Ao la vanta attiatada
T ULITLIT 1A Dléulcllllc Ccuuauvlivlil Ul 1a 1cuuva ajusuvaua
y = X3 +e (2.14)

parametros desconocidos de la regresion se tendrdan p=kXx1 ecuaciones normales. La suma de
riadradac Ao lac arvarag riiada anr avnracada anmo
vuaulrauus ut 1us TL1ULTS ALJUCUC oCTL CAyl ooaua vuliiv

y desarrollandola queda
SB) = ¥y - Xy -y Xpg+pXX3
= Yy-28Xy +X'X3

donde X’y es un matriz 1x1, o un escalar, y su transpuesta (5'X'y) = y’X’ es el mismo

acralar B activniadar minitnae cliadrados de
Cohlalal. 1u1 COULILIIaUOL LILIIIOS Cualulauus uc

cer
95(8)
! /
95 = 2X'y+2X'Xg3=0
sl
simplificando se tiene
I A /
X' X8 =Xy (2.15)

Fl sistema (2.15) son las ecuaciones normales de minimos cuadrados. Asumiendo X de rango
comvpleto v multinlicando por la inversa de X’ X obtenemos el estimador minimos cuadrados
bULLLtIL\JUU LLLULULPLA\J(A/LL\AU tJUL AU 111 vVvyuliIow uv MULLIULILIVUL Ul UDUVILLIGUUL 11LLLLLLLIVUD vuaul aavn
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(2.17)

:

(o

1

1

51

X

1

Minimos cuadrados en Regresion no Lineal

i=1,2,3,..

24.

La ecuacion anterior se descompone de la siguiente manera

T

Yi — f(xlaa) +€i

.

1

de ser un vecuor.

iy

donde @ pue

—
X
IS
\J
— ™ IS
v w w
~
IT
—
X
IS
\J
~ —~
> > >
N S
SN S
— — ~
= g
(\
|
—
X
IS
\J
SO S
~

(2.18)
(2.19)

“P

2

N
o n

r=1,2,3,..

S(9)
202

drados de 6, denotado por @ es el que

i=1,2,3,...
i=1,2,3,..

por lo que se conservan los mismos supuestos
0

S(@) con respecto a 0; es decir, los estimadores

n/2
) exp{
19

Asi que si 02 es conocida, maximizar L(6,02) con respecto a @ es equivalente a maximizar

inimos cua

3

2102
00,
02

(
Of(x4,0)

= Hle2logxi

1

(0,0%I) y eilej,
n

> lyi— [ (i 0))?

yi = 0 +e

of
960,
of

00

7

ly = f(x0)]ly = f(x,0)] =[l y — f(x1)
Al hacer los supuestos de normalidad sobre ¢; el estimador méximo verosimil de @ es también

L£(0,0?)

S(0)
5(0)
1

7

n

lineal. El estimador por m

AY

cap(—S(0)/20%

que en regresién

Para encontrar el estimador por minimos cuadrados
con respecto a . La ecuaciéon normal toma la forma:

minimiza la suma de cuadrados de los errores
anterior es equivalente a minimizar la funcién

Con los supuestos de que ¢ ~ N
que en forma vectorial es:

conciden.



(2.21)

e despejar a 01 y 69

1

tratar d

0

’

fa para

Minimos cuadrados en Regresién no Lineal

1

2.4.
] [0135?2 logx;]

02
2

1

1

, obtenemos las ecuaciones normailes:

> lyi — vy’

n

10\
19)
i

2.

n

Z[yz — 01z

/
(\

1

1

les el grado de dificultad que se tendr

1
.z

as ecuaciones norma.

en la ecuacién (2.21) y (2.21) es alto y esta dificultad se acentia cuando el modelo involucra

dustituyendo este resultado en

Qo

1

w1 © = =
S = ® = O S S8 T m ~ g
o & o 8 = € T = 2 g &
g o -
< < & E A s £ E & Y &
— — 0 & g — 5 0 =
el — = < n (] r
T < g &) T » 5
m M 0 = = 3~ = pm] =
g 8 4 o) 5} 2% g = =
PRI s s TE o8 g
o 3 = = P8
=] W S ¢nba hn_v. s : fm AQnu w =
a B & B 0 s o ® g T
O < n 8 N —~ 0 1 wn
2 e a o Q £ > . 50
Q = O = o) n - = B S~
=S =g ks ctsf2 g
m ‘n|Aa [N Q mm m1 ~ T3 nw .l
= w o R g g = @
7 9 g 9 : < m g o« =
et —_ = -
g 5 o @ o - & 8
=853 - S 2338 %
@ — : 0 — +~ = < = =1
=) = O I [STol
S @w = g a3 ¥ 20 2 8 o)
BEE 3 e 4 2 £ 8 a0
a -z T & £ @ o BB £ 5 «
s @ 3 + t =R T - &
S & & ©° @ = B & 8 8 4 7
S ) n r— 5] o ® 8 @
- - Q = $my ?
B - ¢ 7 3 @) - S T B © ¢
+~ - — 1 - N o =1
€ =z @ S = ‘ o D T & &~ T
= Q > s ) ~~ QO = n D @
= Qi T @ %) @ ©n > 8 5 = 8§
L o w2 2 + o) 9] T2 . g
=X w = = s = o T © R
s % @ E o < T 5 . = =
g g c =T B!
m == = Wo mW. © @] &S] ) N AN S
g - ) £ ] = = & . O 8 o
T o 9 o ¢ = < = Qg T8 g
=] 1nmw - n o o ® (4} = o] = . - -
o’ Q g T = b A A =
Zs 8 2 o : 5 -
o E g N —_ 2 S 9 =
<2 B B B g B 7 s 8 5
@ < - O O Q y o_w. Q “m
®n n == D 1 no ~x
o P02 M = ; c o= 2 =
g T s g = o=t 5 9 © P
o 3 @ " 5T D oo’
[oa =" w 2] S i [, > [45)
S ¢ 9 9= ) : - £ = R
g = mmm 2 g ) " ) m < T B
¢S g kK = 7 @ ® ©EE g 08
= (et o < .hvm o) s 9 m ﬂ JAW et
(@) ) &) o ) = a .= = D
s 2 = o 8 R © S s v T 5 =
g T v .9 N 2 8 7 = 2 .2
o & o e n & oo
o 2 = = B o) 5 < £
£y o Tz & 5 § < 2 3
5 = = —_ : ~ N % -
g 2 & 8 9 8 o) v g & 2 4 o
& ~ = 5 © 3} 3 = .2 TS ¢ 6 B
S, E 82 o E : ER IR
8 9 o = U e = & o O
= m e o] "W m & w =1 =
2 &9 3 e . =T C =2 o«
2 T g E E Z : E B yg=w T EY
= g2 9 8 m =I] q = a9 - =
n A o) - ;O C 4 &
b= o . « ( T 2T 2
&) ] Q = o . 24 .
s B & 3 m o 0 - % m — m .m S o 8
T a8 2 3 5 £ N A S B A g g oo oo

By la suma de

20

1 1 . g
Se refiere a la norma Euclidiana.




2.4. Minimos cuadrados en Regresion no Lineal

)
T p=(x)yyr

)

&

Figura 2.3: Modelo Lineal

Para el caso no lineal la grafica varfa de acuerdo con la funcién y los datos que se hayan obtenido.

curvas de nivel se muestran aplastadas y mds estiradas; o en el caso de la figura (2.5) en donde
encontramos un minimo local y uno global, aunque podemos encontrar el caso en donde existan

7arios

Figura 2.4: Modelo No lineal

6 minimo Local

= & Minimo Global

21



2.4. Minimos cuadrados en Regresion no Lineal

2.4.2. Método Gauss-Newton

estimador 8, mejorando el punto inicial §° i ias i i q
cambie bajo cierta tolerancia y precisién, porque puede haber decimales que sigan cambiando,

por ejemplo 3,8542254210 y 3,8542254214 si cambia pero la precisiéon ya puede ser suficiente y

va n
X

Y 1l

@)
9]

o gictien con lag iteraciones. Sea 00 = 00 00 90\ la exnansidn en serie de avior de
T Digulii VUL 1a 1vCialiiUints. OJCa 12992, +yUp) 1o CAPQIISIOL T BTLIC Uo 101 GO

=

orden uno de f(z;, ) alrededor del punto 6° es:

p (e
e 0) = far,00) + Y0 000

KOS (2.22)
—1 r o lo=o

Si renombramos

£(0) = (f(21,0), f(22,0)...,[(zn,0))
of (x;,0)

F;: —
! 90,

£(0) ~ £(6") +F (6 — 6°) (2.23)

La suma de errores al cuadrado queda

50) — |[ly—£@®) |
~ |y—-f(@6")-F@©6-06" |
= |z—FB|° (2.24)

donde z =y — f(0°) = ¢y B = (0 — 6"). Ahora tenemos 1mna aproximacién a un modelo lineal

y podemos aplicar el resultado (2.16) donde S(@) es minimizada cuando 3 estd dada por

B=(FF)Fz=24

0" — 07+ 6% — 09 + (FF) ¥z (2.25)

donde los residuos son z = y — f(8*"!) = ¢. Usualmente se le conoce a 6° como el vector

incremento.

22



Minimos cuadrados en Regresion no Lineal

24.

0a+1 Sy

donde « puede ser un niimero tan pequeno como 1076,

diferentes valores iniciales de 6.

diente con la menor suma de cuadrados de los errores

/.

inimo COITespon

de la funcién, el m

/.

minimos

Por otra parte, el propio procedimiento no puede conducir a un maximo porque F’F serd siempre

un valor inicial de 6,

0 menores que 6"; por lo

i mismo, si se comienza

3

inimo (absoluto o local). As

moviendo hacia un m

tanto, nos estaremos

tiva,

4 nega

’

S5(0) ser

con un valor inicial de

por lo cual el cambio en @ s

Un problema adicional que puede ocurrir es que los sucesivos cambios producidos en las esti-

maciones iterativas de 6

se de un valor de 0 a la

se Dpa
I

I

\

sea demasiado grande (es decir,

i

bilidad de que el cambio en 6

izquierda del

a que el nimero de iteraciones necesarias para arribar al valor critico sea muy grande o que

=0+ \o°

~a+1
0

donde X es tal que

.

a
[\l

~—

S(0%) < S(0%)




2.4. Minimos cuadrados en Regresion no Lineal

comienza en el punto 6°.

La primera iteracién cambia las curvas irregulares de nivel por un conjunto de curvas elipticas.

Las curvas irregulares de S(6) pasan exactamente a través del punto inicial 8°, en la siguiente

1 6% como se ve en la figura

cuales las soluciones se acercan hacia un minimo global de la funcién no lineal, esto se ve en la

figura (2.7).

8 minimo Global

Curva de nivel de
S(0) que pasa por
Qo

@ (primera iteracion de la
1 solucion linealizada)

& (valor de
o

[:]

Figura 2.7: Evolucién de sucesivas iteraciones de linealizacién

Se parte nuevamente del modelo en notaciéon matricial
yi= f(2:,0) + ¢ 1=1,2,3,...,n

24



2.4. Minimos cuadrados en Regresion no Lineal

y de los supuestos ¢ ~ N(0,021I) y ¢;Lej. En este caso, en vez de aproximar a la funcién (x4, 0)

nANAY 11mM ADCQ‘V“V‘I’\]]{\ on acario I“]D 0‘7]/\7‘ f‘lﬂ nrimar I'\V‘I“]D‘I’\ an anrnvirmara a ]Q 1TIN/AINN S 0 OI‘ u
por un desarrollo en serie de Taylor de primer orden, se aproximaré a la funcién p n
1 11 . 1 T 1 1 1 b ) 1 1 1 1 1 1 1

(1OQCATTOYMIHY BT COT10 (16 AV (160 QOOTITIHIY OYT(IOTY QITET61T (16 11T TYIITHH Y ITHH190 (16

desarrollo en serie de Taylor de segundo orden alrededor de un punio inicial de

donde @ es un escalar, se toma §° com
grado de S(6) alrededor del punto 6 es:

dS(0)
a0

1d°5(0)
oo 27 do?

SO) ~ SO + ——=| (00" += (9 — 0°)?

0=60

Para resolver el ploblema de minimizacién derivamos con respecto a 6 (el polinomio de Taylor

de segundo grado)

dS(0) N dS(0) d%s (0) 0
0~ ar oo g 0200(0 0") (2.27)
se nombra ) o)
a=s(o
0y
H(0") = 10 oo

se reemplaza H (0°), se iguala a cero la ecuacién (2.27) y se resuleve para

as©) _ ds()

+ H(O") (O —-6°)=0

o T dl g
= H(0")0 — H(O")" = _450) (2.28)
a9 Jg_go
H(©")0 = H(eo)eo—@ (2.29)
a9 Jg_go
o — 00— 129 (2.30)
do |y_po

Q

on k parametros a estimar. Se usa la notacion

go) =S~ |

05(0)
Op px1l

25



Minimos cuadrados en Regresion no Lineal

24.

] pxp
n px1, la expansi

825(0)
90,00,
825(0)
90,00,

oL o
=R Y =
NNy ©nlA
oD o [
QIO QIO
L.l sk
R . ER
NS N N
a [Po D o [
e) QI QIS
N——
Il
\0//
(0
Sn.o
NS
IR
Il
~~
=)
o)
~

de

én en serie

202

a%'*(e)
(0 —6°'H(6") 60— 6%

1
2

~g'(6°) + H(6°)(0 - 6°)

0) alrededor del punto Y es:

5(60) = S(6°) +g'(6°)(6 — 6°) +
95(0)

Se deriva con respecto a 6

00

or @ que

1

1

se encuentra el vaior

s :
C D, 5e

para el caso de un parametro,

1

1

T

1

generalizan

€

)
Y

6o — H(6°) 'g(6°

o

minimiza S(@) es

6n a-ésima del algoritmo esté dada por

La iteraci

(2.33)

o H(0) ser
» 0 esta lo suficientemente cerca

~atl

0" =0, — H(6%) 'g(6%)
Al igual que el algoritmo de Gauss-Newton este algoritmo continuara hasta que se se obtenga
Surge la interrogante de saber si el algoritmo de Newton-Raphson converge a un minimo y de ser

tivo,

s

4 posi

Sin embargo, si §°

del minimo.

como definitivo, por lo que es muy recomendable realizar la estimacién para varios valores
por alto el valor del minimo, por lo cual se recomienda, como se hizo antes, la utilizacién de una

derivada de la funcién serd negativa y H(6") s

iniciales de 6.



(2.34)

2.5. Estimacion de la varianza

2

105(0)
00
_1(yi — 4)°
(i — fla,0))
n—p

2

2

02

g, AH(0")"
0_2

0

I

Para cada iteracién A es especificado de tal forma que S(0%1) < S(6%).

Es de destacar que la varianza puede ser estimada como:

variable de longitud de paso A ps

si se ve como

< & 4 5 9 &
) E o 5 o ¢
o] _— k2 o) =)
s L 8 = 4
& =oE2 @8 &
= R N o
< B ® B © §
= gy m w b
= :
% g A g
o g 2 o =
— — ]
@ @ =y o
o} ] - g <
() S5 n S O
or=i A —
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2.7. Intervalos de Confianza Asintoticos
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2.7. Intervalos de Confianza Asintoticos

yi = f(x3,0) + ¢ 1=1,2,3,...,n (2.35)

donde € ~ N(0,02%I) y ¢;L¢;. Denotamos el verdadero valor del vector pardmetro por 6. Si es de
interés la construccion de intervalos de confianza para una combinacion lineal de a’6 se puede
aplicar el resultado del apéndice [A.8](sélo que se cambia X por F). En particular tenemos un

resultado asintético
6 ~N@,0°C))y C-FF (2.36)

De lo anterior se tiene que asintticamente a’@ ~ N(a’@,0%a’C~!a) y es independiente de

S?=|ly— f(é) 2 /(n —p), el cudl es un estimador de 0. Se tiene que

af— a6

~ N(0,1)




2.7. Intervalos de Confianza Asintoticos

~

al 100 * (1 — «) % para a6 es entonces

a'f + t?;{zp S/ (a’C—1la)

)
Aqui C puede ser estimada por C = F'F. Tomando a’ = (0,0,...,0,1,0,...,0), donde el r-ésimo

elemento de a es uno y el resto son cero, un intervalo de confianza para el r-ésimo elemento de

0,0, es

0, £1/* SVC1 (2.38)

de y y que
correspondan a un nivel especificado de la variable regresora . Si x¢ es el valor de interés de la

variable regresora, entonces
go=f (X07 0)
es el estimador puntual del nuevo valor de la respuesta yg. A continuaciéon se obtendrd un

estimado para la esta observacion futura yy. Entonces para n grande, @ cercano al verdadero

valor de 6, tenemos la usual expansion de Taylor

donde f})
¢ (3f(X0, 0) 0f(x0,0) df (xo, 0))
0 00, 7 90y T 00,
y de aqui
Yo — Yo ~ yo — f(x0,0) — £5(6 — 0) = e — £,,(6 — 0)
De(2.36) y de la independencia estadistica de o y €

Elyo—90] =~ Eleo] — L6 — 0] =0
Varlyo —go] =~ Varle| + Var|fy(d — )]
~ o+ O (F'F) "y

= 02(1 +Uo)

29



2.8. Pruebas de Hipodtesis

donde vy = f} * (F'F)~1 « fo.

Nétese que la variable yg — ¢o se distribuye asintéticamente N(0,02(1 + vg)). Ahora S? es

independiente de yy y es asintéticamente independiente de 0 de aqui que:

—— ~
SVTto P

N T S (PR R P .y Ry B P MR 4
Yy Uil e valu ac cullllalizd, asiipouicy ae bredalicolonl bara yO eSta dadO pOl"

Jo 012 S[1+ £ (F'F) " o|'/2 (2.39)

Se toma en cuenta que fp y F son funciones de 8, vy es una funcién de @ y puede ser estimada

remplazando 6 por 0.

2.8.1. Pruebas de Hipdtesis concernientes a una sola ¢

Se desea probar la hipétesis de que 6, es igual a una costante 6y. Las hipétesis correspondientes

SOOI

Rechaza Hy si [T'| > t(1—a/2m—p)

donde ¢(1_n/2;n—p) €s €l cuantil 1 —« /2 de una distribucién ¢ con n — p grados de libertad.

Que se rechace la hipétesis nula 6y = 0, implica que el regresor 0, contribuye al modelo en forma

significativa.
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2.8. Pruebas de Hipodtesis

O
cn
(¢8)
a
[y
T
C ~
[l
a
Y
u.
T
Q
=
Q
<
Q
=
Q
u.

H(J : 0:00

Hy : existe alguna 0; # Oy

Davra ol agtadickicn Ao rnriinha an 11+3lica ol hanh Ay Aarnactradas an ol andndica [A 111 An ~v1e
1 ala Tl TOuvaulduvivu Uuc lJl ucuva ST uvliiza 1 11TV Ucliivuduviauuv il i a_pc 1uiece Lﬂ-llj uc l‘!blC
MS
B R
M Sgres

Tiene una distribucion no centrada Fig ,—p 1), con pardmetro de no centralidad A para un n

grande, cuando Hj es cierta. Se calcula el estadistico de prueba F™ y se rechaza Hj si:

ﬁ‘* > ﬁ‘(kﬂ'l;—p,)\)

El procedimiento de prueba se puede resumir en una Ta

se muestra a continuacion

it Ao ot ol L [<TUNSE [ TR N . P DU [ R T3 TSI | g IR DU, Ry . L J
€I1Le ue variacioiIi Qullla ae vuadaraaos Lrrados de i1pervaa vuadaradao lviedaio f*o

Regresién SSr k MSgr MSRr/MSRes
Residuos SSRes n-k MSRes
Total SSp n-1

Cuadro 2.2: Tabla de Anaélisis de Varianza
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lineal no es dificil, y considerando todo el tiempo y el esfuerzo que se pone en

.z

con regresion no
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ajuste. Se obtendran valores ajustados de los parametros iguales o equivalentes con intervalos
de confianza equivalentes. Puede ser una buena idea transformar, o cambiar las unidades, para

evitar valores muy grandes o muy pequenos.

3 o Q « u’ ~ Q Q " - © Q 3 < 1
e debe de notar que todos los pardametros estan expresados en unidades de Y, por lo que si se

s AU A s A P Qi v il o A . LA
cambian los valores de Y, también se cambiarén las unidades de los pardmetros.
Restar una constante a todos los valores de Y no cambiara la distancia de los puntos a la mejor

tara la curva obtenida por la regresion no lineal.

aQ
S

valores para los estimadores de los pardmetros. Dependiendo de problemas a estudiar, esto puede

ser bueno o malo.

distribuciéon Normal. Si los datos ya siguen una distribucién Normal realizar una transformacién
no lineal puede hacer que el supuesto se viole. Sin embargo, si los datos no siguen una distribucién

normal, una transoformacién no lineal puede ayudar a que este supuesto se cumpla y, en estos

valores son llamados

dato obtenido es un error del aparato y se tiene justificaciéon para borrarlo del andlisis.



Antes de decir NO a estas tres preguntas, hay que decidir qué hacer con el outlier. Hay dos

posibilidades:

ser incluido.

enganoso.

todos los métodos primero se cuantifica qué tan lejos esta el outlier de cierto valor, como la

por alguna medida de disipersién. Puede ser la desviaciéon estdndar de todos los valores, la

desviacién estdandar de los valores restantes o el rango del dato. Finalmente se cdlcula un valor

Un punto de influencia, o valor influeyente,

del modelo, porque “jala” al modelo de regresién en su direccién.

1

1

1

—

1

1

1

1

1

1

1

o

1

1

da sobre los coeficientes y las propiedades del modelo. En un caso extremo, los estimados de

1

tro pueden depender mas del subconjunto influyente de puntos que de la mayor parte de

parame

los datos. Estos modelos son indeseables, se prefiere un modelo de regresién que sea representa-

se desea localizar esos puntos influyentes y evaluar su impacto sobre el modelo. Si esos puntos

34



3.2. Las primeras cinco preguntas antes de los resultados de la regresion no lineal

Vol. 15, No. 2, 91-103, 1987. y “Leverage, local influence and curvature in nolinear regression”,

Biometrika, 80, 1, 99-106.
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se llama coeficiente de determinacién. Donde SS7 significa Suma de cuadrados del Total,

5SSk es la suma de cuadrados de la regresién y SSges es la suma de cuadrados de los residuos.
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y SSRes es una medida de la variabilidad de y qgtue queda después de haber tenido en consideracién
a z, 2 se llama con frecuencia, la proporcién de la variacién explicada por el regresor z. Ya que
0 < SSpes < SS7, entonces 0 < R? < 1. Los valores de R? cercanos a 1 implican que la mayor

parte de la variabilidad de y estd explicada por el modelo de regresidn.

“perfecto”, con R? = 1, de los n pun

error “puro”.

3.2. Las primeras cinco preguntas antes de los resultados de la

regresiéon no lineal

1. ;Los valores de los parametros son plausibles?
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3.2.

forzar al programa a buscar en un rango, e intentar el ajuste otra vez.
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3.2.

fan no requerir correccién.

’

algunas violaciones de los supuestos podr

SUPUESTOS

m X es conocida. Todo el error esta en Y.

» Los errores siguen una distribicién normal.

i

I

J

D,

ca a través de los estadisticos ¢ o F' y los intervalos de confianza y de prediccion dependen

< ey, los residuos ordenados en orden creciente. Si se grafican e; en funcién

e < ey <...

3,1 =1,2,..

(1 -

de la probabilidad acumulada F;

1
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3.2.

[]
(1LY ..
[)
'
L]
. 0 | ~
=
>
popyquqoid
R
()
oo-
D ]
A 9 = Be! =
S S
popiqvqoid popyquqoid

el

d)

el

c)

Kolmogorov, la prueba x?

Shapiro-Wilks.

= Se conoce como homocedasticidad® de los residuos al hecho de que la dispersién de la

de los valores

on

.z

s ¢; en funci

7.

correspondientes ;

los residuos.

en una banda horizontal, entonces no hay defectos obvios del modelo. Las graficas de e; en

(2

funcién de g;

de deficiencias del modelo.

2Al realizar estds pruebas se debe tener en cuenta que los residuos no son independientes; esto es por la forma,

en que se calculan: e = y — §. Al calcular los estimados se necesita tomar en cuenta toda la muestra, y esto hace

que los residuos no sean independientes

3Varianza constante

38



1

7.

s

S

1

1

1

N

1

1

)

;

S

X

Las primeras cinco preguntas antes de los resultados de la regresion no lineal

3.2.

el
0

. ]
[
o
(] 0 <5
° [ ]
[ ]
[ [ ]
[} o0
[ ] =
[ [ ] =
S

e

¢

Prueba de White.

1 R? y de que

"

1

11

LR L |

:1

1

"

’

1

"

~

1

1

pieruen la eficien ‘i'd, también existe la posiplildada ae que se sobreestime el

ordenes.

figura 3.3b es caracteristica de una autocorrelacién negativa.
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el el

a) Tiempo b) Tiempo

ral

Figura 3.3: Graficas prototipos que muestran autocorrelacion en los errores.

La prueba Durbin-Watson ayuda a detectar problemas de autocorrelacién o se pueden usar

pruebas no pardametricas de aleatoriedad como la prueba de signos.

Si se escoge un modelo global, es necesario agregar dos supuestos:

pesos
T 1 s 2 1 : 1 . i 1 1 i D) 1 1 1

B L,a dISPErsloll €5 1a INISIa para cada COIjJuIllto dae dalos. rara cada valor ae X, para Cada
~anitinta de valaree 1a dieneraidn daheria cer 1a micma (al1iate oinh nandarar) Aah Aandan
CUILLJULILYU Ut valulcd l1a UIDPCLDIUII ucpclllia SCL 1la 11idllla \\a|ubbc oLl PUIIUCL al ,’ U ucpclliall

3.3.1. Bandas de confianza y prediccién

La grafica de la mejor curva ajustada puede incluir la banda del 95 % de confianza de la mejor

de los datos. Si se recolectan més puntos podrias esperar que el 95 % de ellos cayeron dentro de

la banda de prediccion.
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Bandas del 95% de confianza

b)

a)

sraficas de confianza y prediccion.

Figura 3.4:

95 % de probabilidad de contener la mejor curva ajustada y ain con tantos datos, estds bandas

contienen mucho menos de la mitad de los datos. En contraste, la banda de prediccién (grafica

3.4b) incluye el 95% de los datos.

La Matriz de Correlacion

3.3.2.

ta un valor que muestra qué tan

on repor

la matriz de correlacid

tros,

ame

3

Para cualquier par de par

Este valor es como un coeficiente de correlacion que toma valores

los parametros.

lados estan

3

vincu

entre -1 y +1.

El programa encuentra los mejores valores ajustados de cada parametro. Esto significa que si

se cambia el valor de cualquier pardmetro (sin cambiar el resto), la suma de los cuadrados
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I

icacion

Apl

laboral y posteriormente en el ambiente de sectores urbanos o rurales cercanos a fundiciones,

mineras u otras fuentes de emision. El plomo se encuentra presente en la corteza terrestre en

forma natural y se produce primariamente por fundicién del mineral. Se ha utilizado en la

driada, recubrimiento de cables y

7

ceramica vi

fabricacién de baterias, pigmentos para pinturas,

idades en sangre

han demostrado que los danos pueden ocurrir con la presencia de pequenas cant

11

1

1

1

1.

R |

1

debido a ciertas condiciones especiales: menor masa corporal, sistema nervioso en desarrolio,

mayor tasa de absorcién intestinal de plomo y menor tasa de eliminacién, proximidad al suelo y

tendencia de llevar objetos y tierra a la boca.

neuropsicolégico de los ninos expuestos.

el nino.
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(variable dependiente), que abreviamos IQ por sus siglas en inglés. Para ajustar el modelo se

-~ nn
alano yd.

1

1

1

r

.7

allstlCa verslol U COIl ulla 1nuesira de u

L.

L.

Qi
‘ala du
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96.00—

94 .00—

92.00—4
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88.00—

PLOMO

srafica de dispersion PLOMO vs 1Q

Figura 4.1:

Al realizar diversas transformaciones a la variable explicativa se escoge la transformacién v/plomo

que llamaremos /,

tiva. En la figura

s

de ver en la figura (4.2), en donde se conserva la relacién nega

s

macion se pue

ordinarios.

drados

’

4n con minimos cua

.z

(4.1) se presentan los resultados del ajuste de la regresi

Es modelo ajustado queda como:

(4.1)

= 97,5031 — 1,2125 % \/Z

()

esto es que por cada unidad que cambia +/z,

1.2125 unidades. Los valores de v/

ue [y debe permanecer

en el modelo, indicando que en ausencia de plomo el IQ es de 97,5031 unidades en promedio.
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1Q= 97.5031-1.2126"RAIZ(X)
100

Q

86

Figura 4.2: 1Q VS /plomo

Parameter Estimates (transformafciones)
Sigma-restricted parameterization

1Q Q 1Q 1Q
Effect Param. | Std.Err t D
Intercept [ 97.50308 | 0417459 | 2335634  0.00
raiz{x) | -1.21265 0085876 | -14.1209 = 0.00

Cuadro 4.1: Estimacién de los Coeficientes

que a medida que el plomo aumenta el 1Q también aumenta. Fl coeficiente de determinacion es
de 0,6727 e ind

Ui&i U i

amente un 67,27 % de la variacién del 1Q es explicado por el
plomo.

Test of SS Whole Model vs. SS Resi

Dependnt] Multiple | Multiple | Adjusted
Variable R R? R?

1Q 0820207 ' 0672739 = 0.669365

Cuadro 4.2: Coeficiente de Determinacién
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da hacia

Vi explica a la

3

a mas carga

3

199,4425

199.40 | 0.00

leﬁlaé()

393.899
1.975

1,975

vs
393,899

sl | o

107763/107763.16¢ 54551.85. 0.00

39%4
192
586

,00 lo que ayuda a explicar a la prueba F.

1
97
98

Univariate Results for Each DV (transformafciones
Freedom

Sigma-restricted parameterization
Effective hypothesis decomposition

GENERAL| Degr. of

Effect

MSgp
MSRes

Cuadro 4.3: Anélisis de Varianza

Intercept
raiz(x)

Error

Total

H() : ,31 =0
].99,4425 = Fp > f‘(a\2,1,n—2) = .["‘(702571797) = 5,183

residuos estandarizados de la figura (4.3), se observa que la distribucién est

figura (4.3) como sigue:
Hipétesis

Estadistico de Prueba:
Regla de Decisién:
Rechazar Hy si
variable 1Q.

hl

I

1.

3

O de norinalidaad.

St

5}

1

ul p-value 1ayor a uU.o.
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Histogram of: Standardized residuals
Dependent Variable: IQ

71\

No of obs
=]
\

W=
0 —— *

-40 -35 -30 -25 -20 -15 -10 -05 00 05 10 15 20 25 30

[ sw-w = 0.98805666, p = 0.5198 | X <= Category Boundary

ral 1N

Figura 4.3: Grélica de probabilidad Normal para residuos estandarizados

Normal Prob. Plot; Standardized residuals
3.0

2.5

2.0

Expected Normal Value

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Residual

Para la varianza observamos la figura (4.5), con respecto al eje y los datos se mantienen en

un rango de -2 a 2, a pesar de que algunos datos quedan fuera la mayoria puede encerrarse en
un rectangulo, entre los casos 60 y 70 notamos una aglomeracién cerca de la recta horizontal,

A AT aTi A QO 11T 1~

PN A arta o ~ As o Ticia A
apalClILCIIICIILE €1 SUpucsLto U allallsis U vallallza SE CUulllpic.
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49 Andlicia de Reoreciéin Tineal Simnle
.4, AlailSls d@ egresion winéal Simp:e
Case Numbers vs. Residuals
3
2 ) °
—

1 . . - . " .
[%:} . - . .
> - . * B °
= . . . . -
w O . .
o = N - N N
el . < .. - . c.
@ . - - - . . . °
N - . .
s -1 . . A . -
= - . .
<
k= . . . . . -
1]
5 2

-3 .

-4

-10 (e} 10 20 30 a0 50 60 70 8]0 Q0 100 110

Figura 4.5: Gréfica de valores de y ajustados, ¢, vs residuos estandarizados

manera aleatoria a lo largo de los tiempos de observacién, por lo que se puede decir que la no

correlacién es un supuesto que se acepta.

RESIDUALES

Se han encontrado tres puntos discrepantes que se muestran en la figura (4.4), lo que procede
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es determinar si estos puntos son influyentes o no, primero correremos la regresién sin cada uno

de los valores.

Standard ResiduallQ (transformafciones)
Qutliers
Observed| Predicted | Residual Standard|
Case -5. -4.] Value Value Pred. v.
22 . .| 88.05991 92.35300 -4.29309 0.198059
86 . .| 97.71271 94.63760 3.07510 1.337603
96 . .| 97.55927 94.63239 2.92687 1.335001
Minimum . .| 88.05991 92.35300 -4.29309 0.198059
Maximum . .| 97.71271 94.63760 3.07510 1.337603
Mean o .| 94.44396 93.87433 0.56963 0.95689(
Median . .| 97.55927 94.63239 2.92687 1.335001

Cuadro 4.4: Puntos discrepantes encontrados

Cuadro 4.5: Regresion sin dato discrepante 22

Univariate Results for Each DV (transformafcio

Sigma-restricted parameterization

Effective hypothesis decomposition
GENERAL [ Degr.of [ 1Q | 1Q | 1Q | 1Q
Effect Freedom S8 MS F p
Intercept 1 107610.1/107610.1 59717.71 0.00
raiz(x) 1 397.2 397.2 22042 0.00
Error 96 173.0 18
Total 97 570.2

Parameter Estimates (transformafci
Sigma-restricted parameterization

1Q 1Q | 1Q |IQ
Effect Param. | Std.Err t p

Intercept |97.57116 0.399273 244.3721 0.00
raiz(x) -1.21795 0.082036 -14.8465 0.00

Test of SS Whole Model vs. S|

Dependnt| Multiple | Multiple | Adjusted
Variable R R? R?
1Q 0.83462¢ 0.69660E] 0.6934485]

La recta de regresiéon ajustada es y = 97,57 — 1,2

la normal, el histograma es picudo, asi que al quitar el dato 22 se aparentemente la normalidad

es aceptada.
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Figura 4.7: Histograma sin el dato 22

Histogram of: Standardized residuals

Dependent Variable: IQ
22

20

18 N\

No of obs

° \
o ~

-2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0
[ sw-w =0.981323839, p =0.1833 x<=Category Boundary

(Vo A A Lo NDaciildiadac Aa 1o wagraciin it ol Ao+ QR
Luaulv 4.0. 1Esultatus U la 1CEICSIVIL Slll ©1 UatL oL
Univariate Results for Each DV (transformafcio
Sigma-restricted parameterization
Effective hypothesis decomposition
GENERAL [ Degr. of 1Q 1Q | 1Q | 1Q
Effect Freedom SS MS F o]
Intercept 1 104631.8 104631.8 55225.5¢ 0.00
raiz(x) 1 370.2 370.2 195.37 1 0.00
Error 96 181.9 1.9
Total 97 552.0

Parameter Estimates (transformafci|
Sigma-restricted parameterization

1Q 1Q | 1Q |IQ
Effect Param. | Std.Err t 2]

Intercept |97.35158 0.414260 235.0012 0.00
raiz(x) -1.18652 0.084888 -13.9775 0.00

Test of SS Whole Model vs. S|
Dependnt| Multiple | Multiple | Adjusted
Variable R Rz Rz

1Q 0.818854 0.670521 0.667089]

En este caso se tiene la recta ajustada § = 97,35 — 1,18,/ con un R? de 67 %. Lo cual tampoco

3]
=

-
Q
)
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Cuadro 4.7: Resultados de la regresién excluyendo la observacién 96

Univariate Results for Each DV (transformafcio
Sigma-restricted parameterization
Effective hypothesis decomposition

GENERAL [ Degr. of 1Q | 1Q | Q | 1Q

Effect Freedom SS MS F o]

Intercept 1 104656.6/ 104656.6/ 54961.74. 0.00

raiz(x) 1 371.0 371.0 194.83 0.00

Error 96 182.8 1.9

Total 97 553.8

Parameter Estimates (transformafci
Sigma-restricted parameterization

1Q 1Q | 1Q |IQ
Effect Param. | Std.Err t ]

Intercept |97.35912 0.415285 234.4392 0.00
raiz(x) -1.18783 0.085098 -13.9583 0.00

Test of SS Whole Model vs. S
Dependnt| Multiple | Multiple |Adjus(ed
Variable R Rz Rz

1Q 0.81848C 0.669914 0.666476)

(oW
(0]

D

Q
isd

ordinarios se obtiene:

7§ =96,8389 — 1,7271 x Inx (4.2)

La gréfica (4.8) muestra que la relacién es negativa y no precisamente lineal, teniendo una

acumulacién al final de la recta de regresién. En el rectangulo se muestran dos puntos que son

1Q = 96.8389 - 1.7271 " In(x)
104

Q

86
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4.2, Andlisis de Regresién Lineal Simnple
L. wegresion wineai Sumpie
Se realiza la prueba F de significancia de la Regresion:
Hipdtesis
H():,@;L:O vSs leﬁlaé()
\J]]QI]Y(\ A 8 vﬂ&11]f9!]ﬁ§ f]D] ‘)i]]kfﬂ f]ﬂ 1IImna Q(TY'QGH"\T] I 1Y1D‘)] nara ﬂ] YY1ﬁf1ﬂ]ﬁ l’,L(:L)
uagare 4 nesuitados ael ajustie de una negresion Lineal para el modaeio
Univariate Results for Each DV (transformafci
Sigma-restricted parameterization
Effective hypothesis decomposition
GENERA[Degr. of[ 1Q | 1Q | Q | Q
Effect Freedom SS MS E o]
Intercept 1 122825 122825.0 52808.55 0.00
In(x) 1 360 359.9 154.74 0.00
Error 97 226 2.3
Total 98 586

Parameter Estimates (transformafci
Sigma-restricted parameterization

Q 1Q | Q | 1Q
Effect Param. | Std.Err t p
Intercept | 96.8389| 042140 229.801 0.0
In(x) -1.7271 | 0.13884  -12.440 0.0

Test of SS Whole Model vs. S
Dependnt| Multiple | Multiple | Adjusted

Variable R R2 R2
1Q 0.78402 0.61468 0,61071|
Estadistico de Prueba:
MS 359.9
Fy R 20T 154,74

T MShes 2.3
Regla de Decisién:

154,74 - .F(J > f“(7025717g7) - 5,183

©

Por lo tanto rechazamos la hipétesis Hy : 31 = 0. Lo que nos indica que la variable Inz ayuda a
S

explica a la variable IQ. La prueba ¢ concluye que los pardmetros §y y 31 son distintos de cero,

por lo que se deben de conservar en el anélisis.

“picuda”; la distribucién esta inclinada a la izquierda como en la transformacién anterior; sin

embargo, grafica (4.10) hay ciertos datos, encerrados en recténgulos, que no se ajusta a la recta
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Histogram of: Standardized residual

Dependent Variable: IQ
22

20

18

16 /—\

14

12

10

No of obs

-4 -3 -3 -2 -2 -1 -1 -0 1 1 2 2 3
SW-W = 0.96832803, p = 0.0191 | x<=Category Boundary

Figura 4.9: Histograma de los residuos estandarizados

Normal Prob. Plot; Standardized residuals

Dependent variable: IQ
3.0

2.5
.99
2.0

15 .95

1.0

.75
0.5

0.0 .55

_0.5 .35

Expected Normal Value

-1.0
-1.5 05
-2.0

.01
-2.5

-3.0
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Residual

e A 10, L0 1 1,101 1. 1 NT 1 + 1 f T8 1
rgura 4.1U GrallCa de propaplildad INOrilal para resiauos estandarlizados

datos atipicos que en la grafica de dispersién. Sin embargo, la mayoria de las observaciones se

pueden encerrar en un rectangulo, por lo que aparentemente el supuesto de varianza constante

es aceptado.
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Case Numbers vs. Residuals

Dependent variable: IQ

s|enpisal pazipaepue)g

-2

20 30 40 50 60 70 80 90 100 110

10

arafica de valores de y ajustados, ¢, vs residuos estandarizados

Figura 4.11:

Finalmente el supuesto de no correlacién no es violado de acuerdo a la grafica (4.12) que no

muestra ningtn patrén en los datos.

g = 98,94275 —

2,41312Inz

que los concluye .

rm—i
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Univariate Results for Each DV (transformafc

Sigma-restricted parameterization

Effective hypothesis decomposition
GENERA| Degr. of | 1Q | 1Q | 1Q | 1Q
Effect Freedom| S8 MS F p
Intercept 1 72656 | 72656.44 46243.13 0.00
In(x) 1 402 401.87 | 255.78 |10.00
Error 95 149 1.57
Total 96 551

Parameter Estimates (transformafci
Sigma-restricted parameterization

1Q 1Q | 1Q | 1Q
Effect Param. | Std.Err t o]
Intercept | 98.9427¢ 0.46010¢ 215.0422 0.00)
In(x) -2.41312 0.15088€ -15.993" 0.00

Test of SS Whole Model vs. S
Dependnt| Multiple | Multiple | Adjusted
Variable R Rz Rz

1Q 0.853917 0.72917% 0.726323|

Se analizan los residuos comenzando con la normalidad

Histogram of: Standardized residuals
Dependent variable: IQ

22

20

No of obs

LA DN

0
40 -35 -30 -25 -20 -15 -10 -05 00 05 10 15 20 25 3.0
[SW-W =0.984318226, p = 0.3098 | X <= Category Boundary

Figura 4.13: Histograma de los Residuos excluyendo las observaciones 18 y 61
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Normal Prob. Plot; Standardized residuals
Dependent variable: 1Q

3.0

2.5
2.0
1.5
1.0
0.5
0.0

-0.5

Expected Normal Value

-1.0
-1.5
-2.0

-2.5

-3.0

Ahare ao vo al comnortamiontas da 1a varianoza-
a11vuira Do C C1 \/UllllJUI LaALLILITIILYU Ul 1a vallialliud.
Case Numbers vs. Residuals
Dependent variable: IQ
3
L d hd -
L 4
2 L] Y
L) L .
- ® L X 2
] 1 s
E o °® . L4 ® ® e" * o °°
= - o o -® * o® o o® ®
g o - L3 Y Py 'Y
2 d ® o¥%
o L] ‘e L] L - ® e oo e
@ oy o - o >~
g L ] L ]
E - - L L4 - e
n -2
-3 -
-4
-10 (o} 10 20 30 40 50 60 70 80 20 100 110
OF
En] P e PN PR ¥ ] 11 o 1 1 1 11 1 . 19 e
Figura 4.1o: Lranca de varianza. de 10S hesiduales excluyendo las observaciones 18y 01

Por dltimo observamos la independencia



4.3. Analisis de Regresion no Lineal

Residuales

No se observa un patrén en los datos, por lo que hay evidencia para pensar que los residuos no

estan correlacionados.

1§ = 98,94275 — 241312 x Inx
4.3. Andlisis de Regresiéon no Lineal

Se utiliza el método de estimaciéon Gauss-Newton. Los datos son los mismos que en el caso

anterior.

1Q = 0y + 01 * (4.3)

1+ exp(—03 x (plomo — 63))
En la grafica (4.17) se puede observar una relacién negativa con respecto a las dos variables, y

una relacién no lineal ya que los datos no siguen la relacion de su tendencia.

Los valores iniciales que se toman son : 8§y = 70, 6, = 80, 6, = 25 y 03 = 13. El algoritmo
Gauss-Newton converge hacia 6 = [97,01379, —6,48832, 0,35141, 10,43034]. Por consiguiente, el
modelo ajustado obtenido por linealizacién es:

1
1+ exp(—0,35141 * (z — 10,43034))

1Q) =97,01379 — 6,48832 * (4.4)
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4.3. Analisis de Regresion no Lineal

Correlations

PLOMO

InooliioEs

Loss bO b1 b2 h3
Function

1 | 517.0184 70.00000 80.00000 2500000 13.00000
[ 12 4675 9557263 -4 89666 27.27975 13.00328
3 12,3527 9546678 -4.80350 23.20235 12.99724
4 12.2196 95 47490 -4 81063 16.25761 12.987E69
5 121111 9550421 -4.84721 BE7921 12.97447
B
&
g
g

12.0140 95.52336 -4.87632 5.00047 12.95766
11.5611 9556132 -4.92939 1.18775 12.95473
11.2316 95.58497 -4.95728 0.58334 12.95470
9 | 11.1408 9567953 -5.14321 050318 12.95467
10| 11.0711 9581537 532067 0.47604 12 95450
11| 11.0364 9554063 -5.47951 0.44999 12.95445
12| 11.0279 98.01552 -557446 0.43720 12.95414
13| 11.0268 96.04178 -5.60766 0.43322 12.95351
14| 11.0261 96.04684 -5.61385 0.43265 12.95223
15| 11.0248 95.04799 -5G1496 043255 12.94969
16 | 11.0221 9504951 -5.61623 0.43247 12.94461
17 | 110168 9605252 -56/1872 043227 1293450
18| 11.0064 9605843 -562365 043186 12.91449
19| 10.9862 96.07022 -5.63333 0.43104 12.87523
20| 109484 9609300 -565235 042942 1279972
21| 108816 96.13593 -563334 042625 12.65968
22| 10,7769 9621262 575345 042026 12.41708
23| 106424 95.33735 -5.86157 0.40977 12.04319
24| 105163 9651213 6501750 0.39414 11.56180
25| 10.4111 96.91398 -5.39071 0.34716 10.57447
26 10,4049 97 00B30 -6 47976 0.352580 10 436635
27 | 10.4049 97.01452 548923 035120 10.42995
28| 10.4049 97.01379 -5.48832 0.35141 10.43034

58



4.3. Analisis de Regresion no Lineal

T.a figura (4.19) muestra cémo la curva ajustada sigue la tendencia de los datos.

y=(97.0138)+(-6.4883)*(1/(1+e ~(-(.351411)*(x~(10.4303)))))

98

96

94

Q

92

920

88

86
-10 0 10 20 30 40 50 60

PLOMO

Figura 4.19: Analisis de Regresién No Lineal

Se realiza la prueba t para cada ¢ de acuerdo con la seccién 2.8.1

Hipotesis
HU:GZ-:O (0 Hliei#O i:1,2,3,4

Mode! is; v2=00+b1*(1/{+Euler-b2{(v1-b3))) (trans]
Dep. Var.:1Q

Level of confidence: 95.0% ( alpha=0.050)

Estimate | Standard |t-value{p-leve | Lo. Coni| Up. Conf
emor |df=9¢ Limit | Limit
0| 97.01 | 0548 | 1770 0.000] 9593 | 98.10
b1] 649 | 0593 | -10.9)0000 -767 -531
02| 035 | 0081 | 44 10000 0.19 | 051
b3| 1043 | 0854 | 122 0000 874 | 1213

Regla de Decisién: Se rechaza Hg si [T;| > t(1_a/2;n—p) = t(0,975,95) = 1,985251 y comparamos

10.9 > 1.985251
4.4 > 1.985251
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4.3. Analisis de Regresion no Lineal

12.2 > 1.985251

Por lo tanto, rechazamos la hipétesis de que los parametros son igual a cero, lo que nos dice que

todos los
vOQos 108

Oservamos que ninguin intervalo tiene al cero incluido, que es otra forma de corraborar que los

parametros difieren de cero.

También se realiza la prueba F de la ANOVA, para varias 6 de acuerdo a la seccién 2.8.2

Hy:0=0,=03=0,=0 VS Hy: al menos una 0; #0

Model is: v2=b0+h 1*(1/(1+Euler\-b2*(v1-b3)))) (t
Dep. Var.:1Q

1 2 3 4 3
Effect sum of Sare| DF | Mean Squares| F-value |p-valut
Regression | 8376106 4 2094026 | 183752.5 000

Residual 1083 95 1.1

Total 837718.8 99
(vaadvn A 11 Andlicia Ao Rasraaidn Na Tinaal
wvuaulyv t.1 L L1llcuiiold uv LLUF’LUDIUII AYU Lji1ical

209402,6
1,1

7

183752,5 = = Fo > Flanakni) = Flozs.a05) = 2923656

Por lo tanto se rechaza Hy. En la figura (4.20), se observa que los pardmetros estan fuertemente

correlacionados esto podra afectar los supestos de los residuos.

Model is: v2=b0+b1*(1/(1+Euler’(-b2*(v1-b3)
Dep. Var. : 1Q
b0 b1 b2 b3

[Ib0| 1.000000 -0.970326 -0.738102 -0.796890
[b1]-0.970326 1.000000 0.770038 0.720500
b2]-0.738102 0.770038 1.000000 0.561768
b3]-0.796890 0.720500 0.561768 1.000000
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4.3. Analisis de Regresion no Lineal

y la regresién explica 837610.6 unidades, dejando no explicado
8.3 unidades. Se calcula el R?> = 0,999870767 indicando que el

una cantidad pequena de 108.

se considera que el supuesto no es violado.

Normal Probability Plot of Residuals

3.0
2.5
0.99
z.0
15 0.95
= 1.0 0.85
S
= os 0.70
=
£
S 0.0 0.50
=
B8 o.s -
.g . 0.30
o 1o 0.15
-1-s 0.05
-z.0
0.01
-2.5
-3.0
a

Para probar el supuesto de varianza constante ; figura (4.22), no se puede encerrar a todos los
puntos en un recrangulo, es probable que la varianza constante sea violada ya que aparenta

disminuir conforme x aumenta.

Predicted versus Residual Values
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B e
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4.4. Conclusiones

-2

En la gréfica (4.23), se observa que los residuos se distribuyen de manera aleatoria a lo largo
El programa no encuentra valores discrepantes en este modelo, y no se observan en la gréafica de

cumplido.
dispersién.

plomo que en In(plomo)

util

1a

’

e In(plomo) por lo que ser

1
a

11

arid
acCloO

én In(plomo).

ci
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De los tres modelos presentados se prefiere el modelo no lineal ya que sin ninguna transformacién



4.4. Conclusiones

de credibilidad, por ejemplo, en ausencia de plomo se tiene que el IQ estd por las 98 unidades,

y nunca se toma en cuenta una ausencia total de I1Q, como en las transformaciones lineales,

cantidades grandes de plomo el 1Q es cero como en las transformaciones lineales. Lo cual es una

incongruencia.

ninguno de los supestos de los errores. El R?

Se concluye que tiene m&s ventajas un modelo de regresién no lineal ya que ajustan mejor

los datos por lo que una prediccién futura tendra mayor credibilidad, que al final es a lo que
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matricial

A.1 Rango(A)=R(A")=R(A’A)=R(AA’)

A2 Si Xy Ysonmx1lynx1 vectores de variables aleatorias y Ay BsonlxXxmypxmn

Cov|AX,BY| = ACov[X,Y|B’
De donde

Var[AX] = Cov[AX,AX]
= ACou[X,X]A’
= AVar[X]A'.

A3 SiY = X3+ €y E(e)=0 entonces:
B = X'X)"X'Y
BB = (XX)XE[Y]
= (X'X)71X'Xg
= B (A.1)

Por lo que B es un estimador insesgado para 3. Si ademds asumimos que los ¢; no estan

la misma varianza o2, tenemos:
VarlY| = VarlY — X[
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ANEXO A. ALGUNOS RESULTADOS DE ALGEBRA MATRICIAL

Y utilizando [A.2)]

~

Var|B] = Var|(X'X)X'Y]
= (XX)"'X'Var[Y]X(X'X) !
= AXX)HX'X)(X'X)!
= o2(X'X)71 (A.2)

A4 SiY ~N(6,%)y C es una matriz p x n de rango p, entonces CY ~ N(CO,CXC").

A5 SiY = (Y1,Ys,...,Y,) es un vector de variables alatorias con funcién de densidad
. -1 1 Iy—1
entonces:

(i) k= (2m)(/2n|x|71/2,
(ii) E[Y]=6 y Var[Y]=X.
(i) @ = (y — )X~y — 0) ~ x{,

A.6 Tenemos 6 = XB = X(X'X) XY = PY estd transformacién lineal representa la proyec-

cién ortogonal en el espacio Euclidiano n-dimensional, £, sobre 2. Similarmente I,, — P

(i) (In —P)X — 0

A.7 Suponemos que Y ~ N,(0,0°I,) y sea U=AY y V=BY. Sea A; el representante de
las filas linealmente independientes de A y sea Uy = A1Y. Entonces si Cov[U, V]| = 0,
tenemos:

(i) Uy es independiente de V'V,
(i) U'U y V'V son independientes.
A.8 Las suposiciones normales sobre ¢; son que Ee] = 0y Var|e] = 021, si ademds agregamos

que se distribuyen normal, tenemos € ~ N(0,0%L,) y de aqui que Y ~ N(Xg3,0°l,),

donde X es una matriz nxp de rango p, tenemos los siguentes resultados:
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ANEXO A. ALGUNOS RESULTADOS DE ALGEBRA MATRICIAL

(i) B~ Ny(B,0*(X'X)71).
(i) (B~ BYX'X(B—P)/0* ~ ;.
(iii) B es independiente de S2.

(iv) (n—p)S*/0* ~x{,_,)

Dem: (i) B = (X’X) " 1X'Y = CY, donde C es una matriz p x n tal que el
Rango(C)=Rango(X’)=Rango(X)=p (por [A.1]), utilizando [A.4] 3 tiene una dis-

L) .z 1 1 o\
Frih1101AT narmal it 1 A ag (A TN v (A D)
VLo figriiian il iaiia, (8] HES (AL Vo) vCHETTOS

que B ~ Np(B,0%(X'X) 1),
(ii) (B—BYX'X(B—B)/0*= (B—B) (Var|B])"*(8—B) por (i) y por [A.5 (iii)], se
distribuye X%rb—p)'
(iii) Utilizando [A.6]
Cov|B,Y — X8| = Cov[(X'X)"X'Y,(I, — P)Y]
= X'X)"X'Var[Y](In — P)
= ZX'X)"IX'(I, - P)
=0
SiU; — By V =Y — X8 por [A.7], B es independiente de (Y — XB) (Y — X3),
por consiguiente de S2.
(iv)
Q1 = (Y-XB) (Y -XpB)
= (Y-XB+X(B-P)(Y-XB+X(B-8))
= (Y- XB)(Y ~XB) +2(8 - BX'(Y — XB) + (B~ BYX'X(B— B)
= (Y - XB)(Y - XB)+ (B~ BYX'X(B - B)
= Q+Q2
Observemos que:
B-B)X(Y -XB) = (B-8)(XY -XXB) =0
Ahora Q1/0? = (Zi€;/0?) es X2,y Q1/0? ~ XZ%, Q@ es independiente de ()2 se sigue que
Q/o* ~ xa
A9 La

u
Por definicién,

ma de cuadrados de la regresion SS
1, T ia regresion R

SSkr =Y (i —y)*
=1
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Se observa que ¥ — X(X'X) !Xy, y que

donde 1 es un vector de n X 1, con todos sus elementos iguales a uno. Ademds, n = 1’1, y

en consecuencia i = (1'1)~11"y. Por conseguiente, se puede escribir SS en la forma
n
SSk = Y (Gi—9)° =1y — 191y — 17|
i=1

= [XX'X)"' X'y -1(1'1) 1y)/[X(X'X) Xy — 1(1'1) " 11'y]
= y[XX'X)TIX - 1(1') ") [X(X'X) 71X - 1(1'1) ]y
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usar la identidad especial para matrices divididas, para demostrar que

XX'X)"IX1=1 y 1XXX)"X' =1

Por consiguiente, se puede demostrar que [X(X'X)71X’ — 1(1'1)711'] es idempotente. De
acuerdo con la premisa que Var(e) = oL
SSp 1

= Sy [ XX'X) X —1(1'1) "'y
g g

su rango es igual a su traza. Se observa que
TrazaX(X'X) X' —1(1'1) '] = trazaX(X'X) 'X'| — traza[1(1'1) 1]
= traza|X'X(X'X)7Y — traza[1’(1'1)711]
traza(l,) — traza(l)

= p—1=k
Supeniendo que el modelo es correcto
, Bo
E(y) = XB = (18] = ol + XrPBr
Br
Si se define como sigue la matriz
11 —T1 X192 — Ty ... Tk — Tk
T91 —T1 X9y — Ty ... X9k — Tk
X, =
Tpl —T1 Tp2 — T2 ... Tpk — Tk

67



ANEXO A. ALGUNOS RESULTADOS DE ALGEBRA MATRICIAL

Se€ expresa Como Sigue:
1 li
A= pﬂR[X cXclBr

A.10 La suma de cuadrados de los residuales SSres
Por definicién,
n
SSr="> (4 — )
i=1
se ve que SSres se puede escribir en la forma siguiente:
SSges = [y—3/ly -7l
= [y - XXX)"'Xy[ly - X(X'X)"'Xy]
= ¥y - XXX)" Xy

Se puede demostrar que [I — X(X’X)~1X’] es simétrica e idempotente. En consecuencia

o
55rcs _ L yi—x(x'x)1X/ly

4
"
jal

e [I— X(X'X)~1X/,

o
L

premisa que el modelo es correcto,

E(y) = Xg
Y como resultado
SSkres 9
o2 | An—p

A.11 La prueba F global o general

Un estadistico F es la razén de dos variables independientes x2, cada una dividida entre sus

una distribucién x?; lo fun

Var(e) = 0?1, si
X(X'X)IX — 1(1'1)'1]0%1]1 - X(X'X)X] =0

68
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Se observa que

X(X'X)™IX" —1(1'1)'1]0%1]1 — X(X'X)'X]
= 2 X(X'X) X' —1(1'1)1][I - X(X'X)'X]
= X(X'X) X' —1(1'1)1 - X(X'X) IX'X(X'X) X'+ 1(1'1)1'X(X'X) 1X|
= X(X'X)7IX - X(X'X)7IX' —1(1’1) " +1(1'1) 7

=0
Por consiguiente, SSi y SSgkes son independientes. A continuacion se observa que
SSr  MSg SSgres M Sgres
_— y p—
ko? o? (n—p)o? o?

son variables aleatorias Y2, cada una dividida entre sus grados de libertad respectivos.

Entonces

MSp
M Sgres kn=p.A

siendo

1
A= Pﬂ,RX/CXCﬂR
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