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INTRODUCCION

Las leyes del universo estan escritas en el lenguaje de las matematicas. El algebra es
suficiente para resolver muchos problemas estaticos, sin embargo, los fendémenos
naturales mas interesantes implican cambios y se describen so6lo por medio de
ecuaciones que relacionan las cantidades que cambian. Puesto que la derivada de una
funcion es la razon a la cual la funcidn esta cambiando con respecto a una variable que
es independiente, es natural que las ecuaciones que incluyen derivadas, se usen con
frecuencia para describir el universo que esta cambiando constantemente.

Si una ecuacion contiene derivadas 6 diferenciales de una 6 mas variables dependientes
con respecto a una 6 mas variables independientes se dice que es una ecuacion
diferencial.

Las ecuaciones diferenciales tienen una amplia gama de aplicaciones en diversas ramas
de la fisica. Sin embargo es limitado pensar que las matematicas se restringen
unicamente a las aplicaciones fisicas pues muchas de las leyes matematicas también
explican los fendmenos sociales ya que estos también sufren cambios con respecto al
tiempo. Como es el caso del crecimiento de la poblacion, el interés que origina un

. Ly . ., dC
capital, la depreciacion de bienes, etc. Esto se puede ver en la ecuacion 0 kC que

modela el interés continuo de un depdsito inicial, donde C es la cantidad de dinero y k
es la tasa de crecimiento debida al interés.

En muchas ocasiones se requiere de mas de una ecuacion diferencial para representar
estos fenomenos matematicamente, y a este conjunto de ecuaciones que contienen
derivadas de diferentes funciones se les llama sistemas de ecuaciones diferenciales.

El objetivo del presente trabajo es:

Resolver sistemas de ecuaciones diferenciales lineales, utilizando las herramientas
matematicas adquiridas durante la carrera, con la finalidad de aportar un panorama de
la aplicacion de estos, en diversos campos.

Capitulo 1.  Proporcionar los elementos teoricos de algebra lineal y ecuaciones
diferenciales necesarios para comprender los métodos de solucion de los “sistemas de
ecuaciones diferenciales lineales”.

Capitulo 2.  Resolver los “sistemas de ecuaciones diferenciales lineales” a través de
diversos métodos.

Capitulo 3. Aplicar los “sistemas de ecuaciones diferenciales lineales” a la solucion
de problemas reales.



CAPITULO I
FUNDAMENTOS DE ALGEBRA LINEAL Y ECUACIONES
DIFERENCIALES
Este capitulo tiene como propdsito proporcionar los elementos teoricos y
metodologicos de algebra lineal, ecuaciones diferenciales y transformadas de Laplace

con la finalidad de tener elementos necesarios para la comprension de los
métodos para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales lineales.

1.1 Matrices y sistemas lineales
1.2 Ecuaciones diferenciales lineales
1.2.1 Teoria preliminar de ecuaciones lineales de orden superior
1.2.2 Ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de coeficientes constantes
1.2.3 M¢étodo de coeficientes indeterminados
1.3 Transformada de Laplace
1.3.1 Transformadas de Laplace y transformadas inversas

1.3.2 Me¢étodo para resolver ecuaciones diferenciales lineales con transformadas
de Laplace



1.1 MATRICES Y SISTEMAS LINEALES
Comenzaremos por conceptos y operaciones de matrices.

Una matriz A de mxn es un arreglo rectangular de mn numeros distribuidos en un
orden de m renglones y n columnas:

a,  ap ay,
A= as a.zz asz,
Ay Ay e Ay,

El niimero a,,
conoce como la ij-ésima componente de A. Por conveniencia la matriz A se escribe a

veces A =(a;). Cominmente las matrices se denotan por letras maytsculas.

que aparece en el renglon i-€simo y en la columna j-ésima de A, se

Si A es una matriz de mxn con n=m se dice que A es una matriz cuadrada.

Una matriz de mxn con todas sus componentes iguales a cero es una matriz cero de
mxn.

Se dice que una matriz de mxn tiene tamafio de mxn. Dos matrices A=(a;) y B=(b;)

Son iguales si tienen el mismo tamafio y sus componentes correspondientes son
iguales.

Los vectores pueden ser vistos como casos especiales de matrices. Asi, por ejemplo, el
vector rengléon n-dimensional (q,,a,,...,a,) es una matriz de 1xn, mientras que el

a,

. . a, .
vector columna n-dimencional | . | es una matriz de nx1.

Suma de matrices

Sean A=(a;) y B=(b,) dos matrices de mxn. La suma de A y B es la matriz A+B de

mxn dada por

ay +by ap+b, -+ a,tb,
ay +by  ay tby o oa,y, +h

A+B:(alj+blj): . . n_ o (1)
aml +bm1 am2 +bm2 amn +bmn

Esto es, A+B es la matriz de mxn obtenida al sumar los componentes correspondientes
de AyB.



Multiplicacion de una matriz por un escalar

Si A=(a;) es una matriz de mxn y si « es un escalar, entonces la matriz «A de mxn

esta dada por

oay, aag, eooaay,
oa oa ceeoa
21 22 2
oA =(aa;) = ) R PR (2)
aaml aamZ aamn

En otras palabras, oA =(aa,) es la matriz que se obtiene multiplicando por « cada

componente de A.

Producto escalar de dos vectores

a b,
a

Sean a=| |y b=| | dos n-vectores. Entonces el producto escalar de a y b,
a?’l b}’l

representado por a-b esta dado por a-b=a,b, +a,b, +---+a,b,, los vectores deben

n-n?’
tener el mismo numero de componentes.
Frecuentemente se efectia el producto escalar de un vector renglon y un vector
columna. Se tiene:

(a1 a, - a,) |=ab+ab,++ab,. ... 3)

Producto de dos matrices

Sea A =(a;) una matriz de mxn cuyo i-ésimo renglon denotamos por a,,. Sea B =(b;)
una matriz de nxp cuya j-ésima columna denotada por b, ;. Entonces el producto de A

y B es una matriz C=(c;) de mxp donde ¢; =a, -b,;.
Esto es el ij-ésimo elemento de AB es el producto escalar del i-ésimo renglon de
A(a,,) y laj-¢sima columna de B(b,;). Desarrollando se obtiene

€y = ailbl_/’ + aiZij +-t+a,b

in~nj*°
Dos matrices pueden multiplicarse solo si el nimero de columnas de la primera es igual
al nimero de renglones de la segunda.



Determinantes

Para cada matriz cuadrada A existe un nimero llamado determinante de la matriz. El
determinante de una matriz se denota por det A o |A|

a) SiA esunamatriz de 1x1, entonces |A|=ay,
b) Si A es una matriz de 2x2, entonces:

a, 4dp
det =)0y =gy e, 4)

ay dp
Menor: Sea A una matriz de nxn y sea M;; la matriz de (n-1)x(n-1) que se obtiene de A,

al eliminar el i-ésimo renglon y la j-ésima columna de A.

M, se denomina el ij-¢simo menor de A.

Ejemplol: Obtener el menor del elemento del renglén 1, columna 3.

2 -1 4
A=0 1 5
6 3 -4

Solucion:
v 01
13 — 6 3

Cofactor: Sea una matriz de nxn el ij-esimo cofactor de A, denotado por A es

Ay =DM,
0
6

N 1
A13 :(_1)1 ’ 3

=(1)(0-6)=—6

En general si A es una matriz de nxn entonces el detA se puede expresar en términos de
n determinantes mas pequenos de (n-1)x(n-1), como sigue:

Se toma cualquier renglon o columna de A . Suponga que se elige el i-€simo renglon;
M, |, donde M; es

sus elementos son a,,,d,,,...,a,, . Se multiplica cada a; por (-1)"/

il

el menor de la matriz obtenida al eliminar el i-€simo renglon y la j-ésima columna de
A.

se obtiene det A es decir:  detA =) a;(-1)"/
Jj=1

De la suma de a,(-1)"’

M,

y

M;




Ejemplo 2: Obtener el determinante de la matriz A

1
0 -1
1

Solucion:

Como se puede elegir cualquier renglon o columna, se hace menos trabajo si se usa una

que tenga un cero. Si se selecciona el renglon 2

det A =a, (_I)ZH‘le‘ +day (_1)2+2‘M22‘ +dy (_1)2+3‘M23‘
2 b2 =—1(4-2)+0+1(1-2)=-3
4 2 4

det A = 1(—1)1 +0(1)

+1(1)11
2 1

Propiedades de los determinantes
Suponga que A es una matriz de nxn , entonces:

1.- El intercambio de dos renglones o columnas de A cambia el signo de detA.

2.- Sumar un multiplo de un renglon (columna) a otro renglén(columna) no cambia

detA.

3.- Si A es triangular superior (todos los elementos debajo de la diagonal principal son
cero), entonces detA es el producto de los elementos en la diagonal.

Transpuesta de una matriz. Sea A =(a;,) una matriz de mxn entonces la transpuesta

de A, escrita A’, es una matriz de nxm obtenida intercambiando los renglones y
columnas de A. Abreviadamente podemos escribir A’ =(a ;) en otras palabras ,

a;  4p ay, ay dyp .. Gy

. ay dp a, ' Ay Ay oo Ay
Si A= : .|, entonces A’ =| . : i T 5)

aml amZ amn aln a2n amn

Dicho simplemente, el i-ésimo renglon de A es la i-ésima columna de A’ y la j-ésima
columna de A es el j-ésimo renglon de A’

Matriz identidad. La matriz identidad I de nxn es la matriz de nxn en la que los
componentes de la diagonal principal (a,,,a,,...,a,,) son 1, y 0 todas las demas

posiciones.

Matriz adjunta. Sea A una matriz de nxn y sea B la matriz de cofactores de A.
Entonces la adjunta de A escrita como Adj A, es la transpuesta de la matriz B de nxn
esto es:




A11 A12 In A11 A21 Anl
Ay Ay 4, Ay Ay Ao
Bl . . o AdjA =B' = ) ) o R DO (6)
Anl An2 e Ann Aln AZ" o A"”
Teorema 1
detA 0 0 0 0 0
0 detA 0 0 0 0
0 0 detA 0 0 0
AVADIA) = =(det A)I
WUGM= o o qea o o | et
0 0 0 detA 0
0 0 0 0 0 detA )M
Teorema 2

Sea A una matriz de nxn, entonces A es invertible si y solo sidet A=0 [l

Esto se puede ver si consideramos lo siguiente

(A)(Adj A)=(det A)I entonces 1= (A)(AdjA)
det A
(A)A™) =1
(AXA™)= det A
A*=—1—A@A
det A

Funciones matriciales. Algunas veces serd necesario considerar vectores o matrices
cuyos elementos son funciones de una variable real t, escribimos

x,(9) an(® . . . oa,
x(t)=| . A= . I TR U TR (7)

xn (t) anl(t) . . . ann (t)
respectivamente.



Se dice que la matriz A(t) es continua en ¢ =¢,sobre un intervalo o <t < f si cada
elemento de A es una funcidn continua en el punto dado o sobre un intervalo dado.

Derivada de una matriz de funciones. Se dice que A(t) es diferenciable si cada uno de

sus elementos es diferenciable y su derivada c? esta definida por
t

dA dag/
dt:( % J ................................................ (8)

dA . .
esto es, cada elemento de o es la derivada del elemento correspondiente de Al

Integral de una matriz de funciones. Esta definida como

jjA(z)dt = [jbaj (z)jdt ........................................ 9)

esto es, cada elemento de jA(t)dt es la integral del elemento correspondiente de A.



Sistemas de ecuaciones lineales

En esta seccion describiremos un método para encontrar todas las soluciones (si
existen) de un sistema de m ecuaciones lineales en n incdgnitas al hacer esto se vera
que, como en el caso de 2x2, tales sistemas tienen una solucioén, un niamero infinito de
soluciones o ninguna solucién. Antes de entrar al método se resolveran algunos
ejemplos simples.

Ejemplo 3: Resolver el siguiente sistema
2x, +4x, +6x, =18
4x, +5x, + 6x; =24
3x, +x,-2x, =4

Solucion:

El método consiste en simplificar las ecuaciones de forma que las soluciones sean
facilmente identificadas.

Dividir la primera ecuacion entre 2. Esto da como resultado:

Ix, +2x, +3x;, =9
4x, +5x, +6x; =24
3%, +x, =2x; =4

Multiplicar la primera ecuacién por -4 y sumarla a la segunda ecuacion

Lx, +2x, +3x;, =9
Ox, =3x, —6x; =-12
3x, +x, —2x, =4

Ahora multiplicar la primera ecuacion por -3 y sumarla a la tercera ecuacion

Lx, +2x, +3x; =9
0x, —3x, —6x; =-12
Ox, —5x, —11x; =-23

Se divide la segunda ecuacioén entre -3

Lx, +2x, +3x;, =9
Ox, +1x, +2x, =4
Ox, =5x, —11x; =-23

Se multiplica la segunda ecuacion por -2 y se suma con la primera; luego se multiplica
la segunda ecuacién por 5 y se suma a la tercera para obtener el sistema:




lx, +0x, —1x; =1
Ox, +1x, +2x, =4
Ox, +0x, —1x, =-3

Se multiplica la tercera ecuacion por -1

Ix, +0x, —1x; =1
Ox, +1x, +2x, =4
Ox, +0x, +1x; =3

Finalmente se suma la tercera ecuacion a la primera y después se multiplica la tercera
ecuacion por -2 y se le suma a la segunda ecuacion para obtener el sistema

lx, +0x, +0x; =4
Ox, +1x, +0x; =2
Ox, +0x, +1x; =3

Siendo esta la solucion del sistema (4,-2,3).

Este método se conoce como el método de eliminacion de Gauss-Jordan.

10



Ejemplo 4: Resolver el sistema anterior utilizando matrices
2x, +4x, +6x, =18
4x, +5x, +6x; =24
3x, +x,-2x, =4

Solucion:
2 4 6|18
Esto puede expresarse como 4 5 6|24
31 -2/4

Se seguiran los mismos pasos y se presentaran las matrices de cada paso.
Cada ecuacion esta representada por cada renglon.

Dividir la primera ecuacion (renglon 1)entre 2. Esto da como resultado:

1 2 3|9
4 5 624
31 -2/4

Multiplicar el renglén uno por -4 y sumarle el renglon dos, después multiplicar el
renglon uno por -3 y sumarle el renglon tres para obtener:

1 2 319
0 -3 -6|-12
0 -5 -11-23

Dividiendo el renglon dos entre -3. Se tiene:

1 2 319
0 1 2 1 4
0 -5 -11-23

Se multiplica el renglén dos por -2 y se suma con el rengloén uno; luego se multiplica el
renglon dos por 5 y se suma al renglon 3 para obtener el sistema

1 0 —-11
01 24
0 0 —-1-3

Si se multiplica el renglon tres por -1 se tiene:

11




Finalmente se suma el renglon tres al renglon uno y después se multiplica el renglon
dos por -2 y se le suma al segundo renglén para llegar al sistema

1 0 04
0 1 0-2
0 0 I3

Siendo la solucién x, =4 ,x, =2, x; =3

Ejemplo 5: Encontrar las soluciones del siguiente sistema
Ix, +2x, +0x; =3
Ix, —1x, +1x; =1

Ix, +5x, —1x; =10

Solucion:

Usaremos su forma de matriz aumentada

1 2 03
I -1 1]1
1 5 -110

Haciendo operaciones con renglones se llega a las siguientes matrices

1 2 03 1 2 0 3 1 0 2/3|5/3
0 -3 1-2|—>|0 1 -1/3]2/3|—>|0 1 -1/3]2/3
0 3 -17 0 3 -1,7 00 0 5

El ultimo rengléon representa la ecuacion Ox, +0x, + 0x; =5, lo que es imposible ya
que 0=5. Por lo tanto el sistema no tiene solucion.

12




Ejemplo 6: Encontrar las soluciones del siguiente sistema
X, +x, +x;+3x, =2
X +x,+x, =1
=2x, = 2x, +x;, =-1

—X, =X, +2x;, +3x, =1

Solucion:

Rescribiéndola en su forma de matriz aumentada y haciendo operaciones con renglones
de tiene

1 1 1 3/2 I 1 1 3|2 1 1 0 12
1 1 0 11 0 0 -1 -2/-1 0 0 1 2]
-2 -2 1 0-1 ” 00 3 6|3 0 0 0 00
-1 -1 2 3|1 00 3 6|3 0 0 0 00

El sistema correspondiente a la ultima matriz es

X +x,+x,=2

x;+2x, =1
entonces

X, =2-x,-x,
x; =1-2x,

La solucion del sistema en forma de vector es: (2—x, —x,,x,,1 —2x,,x,)

Si se le dan valores a x, y a x, se obtiene la solucion del sistema, y como pueden tomar

cualquier valor, el sistema tiene infinidad de soluciones, por lo cual es un sistema
consistente e indeterminado.

13




Independencia lineal

Un conjunto de n vectores {v,,..,v,}, todos del mismo tamafio, son linealmente
independientes si

¢V, +¢,V, +...+¢,v, =0 para ¢,c,,...,c, constantes , implica que la Unica solucion

esc, =c,=..=¢,=0

La expresion ¢,v, +¢,v, +...+¢,v, €s una combinacion lineal . Intuitivamente un

conjunto de vectores es linealmente independiente si ninguno de ellos se puede
escribir como una combinacion lineal de los otros. Si un conjunto de vectores no es
linealmente independiente, se llama linealmente dependiente.

Dos vectores son linealmente independientes si ninguno de los dos es un multiplo
del otro. Tres vectores son linealmente independientes si no estdn en el mismo
plano.

Ejemplo7: Determinar si el siguiente conjunto de vectores es linealmente
independiente

LY(1)(5
1L0}]2
0)(1)\3
Solucion:
Esto es equivalente a preguntar si la tnica solucion de
1 1 5 0
|l |+c,|0|+c|2(=]0
0 1 3 0

esc =c,=c;=0.

La ecuacion antes mencionada equivale a

¢ +c, +5¢;, =0

¢, +2¢,=0

¢, +3c; =0

Si se aplica la eliminacion gausiana , se llega a la matriz aumentada
1 0 20

0 1 30
0 0 00
Asi, se puede tomar ¢, como arbitrario y ¢, = —2¢;, ¢, = =3¢, . En particular, ¢, no

necesita ser cero, de manera que los vectores no son linealmente independientes.
Para verificar si n vectores de nxl(o 1xn) son linealmente independientes, se

construye una matriz A con los vectores ya sea como renglones o como columnas.
Los vectores son linealmente independientes si y s6lo si det A # 0.

14




1.2 ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

Muchos problemas importantes y significativos en Ingenieria, Ciencias Fisicas y
Ciencias Sociales, cuando son formulados en términos matematicos, requieren de la
determinacion de una funcién que satisfaga a una ecuacion que contiene derivadas de la
funcién desconocida. Tales ecuaciones se llaman ecuaciones diferenciales.

Se dice que una funcion f cualquiera definida en algin intervalo I, es solucidon de una
ecuacion diferencial en el intervalo, si sustituida en dicha ecuacion la reduce a una
identidad.

Iniciaremos con un ejemplo para después formalizar el método de solucion

Resolver la ecuacion ;Zy =2xy (y>0),
X

multiplicamos ambos miembros por el factor L para obtener

I-Zyzzx; esto es equivalente a: D_(Iny)=D_(x*) y lo podemos expresar como:
y X

d(Iny)=d(x*) ya que cada miembro es reconocible como diferencial, todo lo que resta

: , iy 1 .
es integrar Iny=x”+c. Por esta razén la funcion u(y)=— se denomina factor
y

integrante para la ecuacion original. Un factor integrante para una ecuacion diferencial
es una funcidon u(x,y) tal que la multiplicaciéon de cada miembro de la ecuacion

diferencial por u(x,y) produce una ecuacion en la que cada miembro se reconoce
como una derivada.

Ahora se proporcionard un método general.

Se dice que una ecuacidn diferencial es lineal si tiene la forma

d" a"! d
a, (x) i} +a, (x) n—)l/ +...+4q (x)—y +ay(X)y=g(X) e (10)
dx dx dx
n n—1
donde d’y_dd )1/ y a;(x) y g(x) son funciones continuas en algln intervalo
dx"  dx dx"™
abierto L.

Cuando n=1 la ecuacion es de primer orden, y la expresamos como

a, (x);li/ +a,(x)y = g(x), dividiendo la ecuacion entre a,(x) llegamos a:

B G, g G aw e

y y p = f(x) se tiene la ecuacion
dx a,(x) a, (x) a, (x) a, (x)

15



dy

y + p(x)y = f(x) queigualado a cero resulta:
X

dy +[p(x)y— f(x)}dx =0

Multiplicando la ecuacion por el factor integrante u (x) para que la ecuacion sea exacta.
0y + () p()y = f () }dx =0

Si la ecuacidn es exacta se cumple

86 10 =2 u@peyy - £(0)]
X oy

du(x)
dx

= u(x)p(x) entonces resolviendo por variables separables J ap_ I p(x)dx
7

obtenemos In = _[ p(x)dx llegando al factor integrante  u(x) = efp(x)dx .
Sustituyendo el factor integrante en u(x)dy + u( x)[p(x) y— f(x)]dx —0 se obtiene:

ejp(xmxdy N ejp(xmx [p(x)y _ f(x)]dx =0 que es igual a:

eJ.P(X)dX ejp(x)dx

dy + yejp(x)dxp(x)dx = f(x)dx .
Se observa que d[ yeI g (X)dx} _pJra F(x)dx

e = Jejp(X)dxf(x)der c

Integrando ambos miembros ye

Despejando ‘y ° llegamos a la formula y = eijp(x)dx [.fejp(x)dxf(x)dx + c}

- : : : d
que se utiliza para resolver ecuaciones diferenciales de la forma d—y + p(x)y = f(x).
X

16



1.2.1 Teoria preliminar de ecuaciones lineales de orden superior

A una ecuacion diferencial de orden n de la forma

n n-1

d d d
4,0 a0 T+t a () a0y =g
dx dx dx

se le llama homogénea si g(x)=0, mientras que si g(x) es diferente de cero se la llama
ecuacién no homogénea.

Teorema 3

Sean y,,y,,...y, soluciones de la ecuacion diferencial lineal homogénea de orden n en
el intervalo I. Entonces la combinacion lineal y =c¢,y, +¢,y, +...+¢,»,,

en donde los ¢;, i=1,2,3...n son constantes arbitrarias, también es una solucioén en el
intervalo. g

Teorema 4

Sean y,,y,,...y, soluciones de la ecuacion diferencial homogénea en un intervalo.

Entonces el conjunto de soluciones es linealmente independiente en I si y sélo si
Wy, yy»¥,)#0 para toda x del intervalo. Siendo W el wronskiano definido como el

determinante:
i Yo Yy
W= y'1 Y2 oo y'n 20
ykl ykz ykn

para que la matriz sea cuadrada k=n-1. H

Un conjunto de n soluciones linealmente independiente de la ecuacion diferencial homogénea
se llama conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion homogénea.

Teorema 5

Sea y, una solucion dada de la ecuacion diferencial lineal no homogenea de orden n en un
intervalo I y sean y,,y,,...», un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion
homogénea asociada, entonces para cualquier soluciéon “y” en el intervalo I es posible
encontrar ¢,,¢,,...c, de modo que y=c,y, +¢,y, +...+¢,y, +y, es la solucion general

de la ecuacion no homogeénea cuando las constantes ¢; no se determinagg

A la solucion de la ecuacion homogénea se le llama solucion complementaria y a la
solucion de la ecuacion no homogénea se le llama solucion particular .
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Por la tanto la soluciéon general de una ecuacion esta formada por la solucion
complementaria mas la solucion particular.

Obtencion de una segunda solucion a partir de una solucién conocida.

Supodngase la ecuacion diferencial lineal de segundo grado

a,(x)y" +a,(x)y"+a,(x)y =0

dividiendo entre a,(x) se puede transformar la ecuacion en y" + P(x)y'+ Q(x)y =0
donde P(x) y Q(x) son continuas en algun intervalo I .

Supongase ademas que y, es una solucion conocida de la ecuacion anterior y que es
diferente de cero ; es posible encontrar otra solucidn si introducimos una nueva variable
u=u(x)de modo que y =uy, .

Derivando

’ ’ 1
Yy =yu +uy,

14 ” 1! [ 14 ” 1! 14
yi=uy tuy+uyptuy =u'y, +2u’y) +uy

sustituyendo y’ y y" en la ecuacion y" + Py’ + Qy =0 se obtiene
u"y, +2u'y] +uy; + Py,u' + Puy; + Quy, =0
u(yi +Pyi+0y)+ yu"+ 2y + pyu' =0

como y, es solucion, y/ + Py + Qy, =0, sereducea y,u"+ 2y, + py,)u’'=0

utilizando el cambio de variable w =u'se obtiene y,w'+(2y, + Py, )w=0

i 1 . '
multiplicando por —— se obtiene aw + 22 x4+ Pdx =0
hw w g

dw + 220 gy = —Pdx integrando ambos miembros de la ecuacion

w Y1

Inw+2Iny, = I— Pdx utilizando las propiedades de los logaritmos se tiene

Inwy,” = I—de+c

J‘ —J.de
—Pdx . . ce
wy,” =e * o si e =c, obtenemos w=-"—
i
,J’de 7_|'de
’ Cle Cle
u'=——> entonces u =I 5 dx
V1 i

18



—J.de
A =c1.|‘872dx+c2

M Vi
dex —J.de
e . e
y=cly1j —dx+c,y sic =1y c, =0 entonces y=y1j S—dx
Y1 Y

1.2.2 Ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de coeficientes constantes.

Sea la siguiente ecuacion:

dy
—+ay=0
dx 4
dy

— = —q
dx 4

y=e
y=e e st ¢, =ef
y=ce”

Se observa que la solucion es una funcion exponencial.

Sea la ecuacion ay” + by +cy =0
' Ax
0 Jx y'=72e
se ensaya una solucion de la forma y =e™, entonces "
y =nse

Sustituyendo en la ecuacion ay” + by’ + ¢y = 0 se obtiene
al’e™ +bAe™ +ce™ =0 factorizando e™ (aA> +bA+c)=0 y como e™ >0 para VX

reducimos para obtener la ecuacion de segundo grado: aA> +bA+c=0.

Esta ultima ecuacion se llama ecuacion auxiliar o ecuacidn caracteristica de la ecuacion
diferencial ay”+ by’ +cy =0, se consideran tres casos, segun la ecuacion auxiliar tenga

raices reales distintas, raices reales iguales o raices complejas conjugadas.
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Casol A, y 4, reales y distintas

yl — eﬂ,lx yz — eﬂzx

entonces la solucion general de la ecuacion ay” + by’ +cy =0 es
y=ce™ +c,e™

Caso Il 4, y 4, reales e iguales es decir A4,=4,.

Una de las soluciones de la ecuacién diferencial serd y, = e™*.

—J.de

. ., . b

Se obtiene la segunda solucion con la formula y =y, _[ 672 con P=—=-2},

Y1 a
(P
. . L [e .

Sustituyendo se obtiene y, = e” .. -De la ecuacion de 2° grado 4 =——

e 2a

24x
ax [ € Y
para que 4,=4,. Entonces y, =e™" I ﬁdx = xe™".

Por lo tanto la solucion general de la ecuacion ay”+by'+cy=0 es
y =ce™ +c,xe™”

Caso III 4, y 4, son complejas

1 2 . b B c (bY
=a+piy A, =a-pi con a——z—a y 2 g

Es importante recordar lo siguiente:

Serie de Maclaurin

f@®)=f0)+ f'(0)+

f"(())tz +...+ f”(O)t" +...
2! n!

£t

sent =t——+———
3 57
A
cost=l-—+———
24 6
; S S TS AR A
e =l4it———— =4

203 4 5t el T

agrupando se llega a
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e =COStHISent .........c.ceeiiiiiiiiiiiiieeeeeee(11)

considerando este resultado

!

'
e(a+ﬂl)x +c, e(a—ﬁl)x

y=q
! X ! .
y=e"(c, e 4+ c, e"ﬂ’x)

y se puede escribir como

y=e" _c1’ (cos fPx + isenfx) + 02’ (cos(—px) + isen(— ,[)’x))}

y=e"| ¢, (cospfx+isenfx)+c, (cosfx— isen,[)’x)}

! ! ! !
y=e"| (¢, +c,)cos fx+(c i—c, i)sen,[)’x}

’ ’ ’ ’

si ¢, =¢, +¢, y c,=ci—cC,i
Entonces la solucion general de la ecuacion ay” + by +cy =0 es

y=e" [cl cos fx + czsenﬁx] .................................... (12)

Estas soluciones se pueden extender a una ecuacion diferencial de orden n para los
casos [ y II, y de grado 2n para el caso III

al +a, A +. . +a,A +adl+a,=0
Caso I. Si todas las raices son distintas
y=ce™ +c,e™ +..+ce™
Caso II. Si todas las raices son iguales 4, =4, =..=4, =4

. Ax Ax 2 Ax n-1_Ax
y=ce +c,xe +c;xe +...+c,x e
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Caso III. Si las raices son complejas A4, =a, + i A, =a, + f,i A =a, +pi
y =e“*[c, cos B,x + c,senf x|+ e™[c, cos B,x + ¢ senfyx ]+ ...+ e [CZH cos B, x + 02nsenﬂnx]

si la raiz es compleja y repetida entonces

ayx

=e " |c, COS xX+c,senp, x|+ xe Cc, COS X +c,sen X|+...+x" e |c —, COS X+c, sen X
y=e""|c, 1 2 1 3 2 4 2 e 2n-1 n 2 n

1.2.3 Meétodo de coeficientes indeterminados

n

Considérese D"y = d—f entonces
X

ay' +a, v +..+a,y"+ay +a,y=g(x) sepuede expresar como

aD"y+a, D"'y+..+a,D’y+a,Dy+a,y=g(x) factorizando se obtiene

(anD” +a, D" +..+a,D* +a,D+a, )y =g(x)

A la expresion a, D" +a, D" +...+a,D’ +a,D+a, se le llama operador diferencial y
es un polinomio de grado n y por lo tanto puede ser factorizado.

Entonces para resolver

(anD” +a, D" +..+a,D* +a,D+a, )y =g(x)

-Primero se resuelve la ecuacion homogénea asociada encontrandose y. .

-Se multiplica la ecuacidon por un factor diferencial f(D)de modo que g(x)f(D)=0 a este
operador diferencial se le llama anulador

(anD” +a, D" +..+a,D* +a,D+a, )(anulador) = g(x)(anulador)

(anD” +a, D" +..+a,D* +a,D+a, )(anulador) =0

Se resuelve esta ecuacion homogénea separando la solucion complementaria; el resto
de la solucion es la forma de la solucion particular, la cual se sustituye en la ecuacion
inicial y se encuentran las constantes.
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f(x) Anulador
xk—l Dk
eax D—a
xe™ (D-a)
cosbx 6 senbx (D +b%)
x"cosbx 6 x'senbx (D +b*)*
e cosbx 6 e“senbx D* —2aD + (a* +b?)
k
x* e cosbx 6 x"'e“senbx [D2 —2aD +(a’ +b2)]

Ejemplo 8: Resolver la ecuacion
y'=2y"+5y =e"senx

Solucion:
Primero se resuelve la ecuacion homogénea asociada

(p>-2D+5)y =0
(D2 -2D+ 5) =0 aplicando la formula para resolver la ecuacion de segundo grado
525 [4-400)

)

4/ —
D:2_«2/ 16

reduciendo D =112

v, =e" (¢, cos2x+c,senx)

Se encuentra la solucién particular multiplicando ambos miembros por el anulador
(D> —2D+5)D> ~2D +2) = (¢"senx)(D> 2D +2)

(D*-2D+5)D*-2D+2)=0

Sacando D del segundo factor con la formula de la ecuacion de segundo grado

24-4 242
2

D= llegandoa D=1%i

Asi la solucidn general quedaria

y=e"(c,cos2x+c,sen2x)+ e (Acosx + Bsenx) siendo

23




y, = Ae” cosx + Be"senx

!

y, =Ae" cosx— Ae*senx + Be senx + Be" cos x

"

y, =-2A4e"senx+2Be" cosx

sustituyendo en la ecuacion inicial y"—2y'+5y = e”senx se tiene:

—2Ae"senx+2Be" cosx—2(Ae* cosx— Ae” senx+ Be*senx+ Be* cosx)+5(Ae” cosx+ Be*senx)=e” senx

reduciendo términos llegamos a: 3Be”senx +34e” cosx = e”senx
por lo tanto:

B=
A=

S W

Entonces la solucion general es y = e” (¢, cos 2x + c¢,sen2x) + e* (A cos x + Bsenx)

1
y=e"(c cos2x+c,sen2x)+ 3 e’ senx
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1.3 TRANSFORMADA DE LAPLACE

Definicion : sea y(t) una funcion definida para ¢ > 0 entonces la integral

0

b
[e y()dt = tim [e 'yt oo (13)
—>a 0

0
se llama transformada de Laplace de “y” siempre que el limite exista.
La transformada de Laplace de “y” se denota por /{y(¢)}

Ejemplos:
y(t)=1 i} = Te ()dt 1
0 s
st = fer o=
0 s
s )= e han= ",
y(t)= e E{e“ }: _O[e“ (e")dt :S -

Transformadas de Laplace de funciones derivadas

o0

0= ey (Odt=e (@) +s[ e y(o)dt ==y©0)+ st{(0)}.
0 0

Para simplificar el resultado escribimos /{y(¢)}= Y (s)

0

'O = e y'Odt =™ y(t) | +s[e p(t)dt ==p(0) +50{y(0)} = =p(0) +5Y (s) = sY ()= »(0)
0 0

©

o) =[e y"ydt=e™ y'(t)‘: +sf e y'()dt ==y (0)+st{y'(0)}
0

=—y'(0) + s[sY(s) = »(0)] = 5°¥(5) — 53(0) — y'(0)
en conclusion:
Hyt=Y(s)
1y} = s¥(s) - »(0)
1"} = 52Y(s) - s9(0) - y'(0)
1"} =5Y(s) - 5°3(0) - 5'(0) - »"(0)
" b= 5*Y () = 5 9(0) = s2y'(0) = 5"(0) — y"(0)

7 )= ¥ () =5 2(0) =" ¥(0) = 57" (0) = "(0) = " (0)
en general

b= 5"Y ()= 5" 9(0) = 5"V (0) = .= ¥ (O) v (14)
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1.3.1 Transformadas de Laplace y transformadas inversas

Como ya vimos anotamos ¢ {y(t)} =Y(s)

Si ahora se tiene Y(s) y se quiere encontrar la funcién y(t) que corresponde a esta
transformada decimos que y(t) es la trasformada inversa de Laplace de Y(s) y lo

representamos como y(t) = £~ {Y (s)}

Ejemplos:

/7" también es una operacion lineal esto es, para las constantes a y b cualesquiera, se
tiene

(™HaF (s)+bG(s)} = at ™ {F(s)}+ bl {G(s)},donde F'y G son las transformadas de
ciertas funciones fy g .
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1.3.2 Método para resolver ecuaciones diferenciales lineales con transformadas de
Laplace

La transformada de Laplace es especialmente adecuada para resolver problemas de
valor inicial para ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes. Esta
clase de ecuacion diferencial puede ser reducida a una ecuacion algebraica en la funcion
transformada Y(s). Para ver esto considérese el problema de valor inicial

dny dn—ly dy
a +a +eta —+a,y=g(
n dtn n—1 dtn_l ldt Oy g()

¥(0)=yy, Y'(0) =00 " (0) = p,""

(n=1)

donde a;,, i=01,...n0y »y,Y0,---Vo son constantes. Por la linealidad de la

transformada de Laplace podemos escribir.

a,f{d"y} + anlg{dn:y} +-o+a, iy} = g0

dt" dt"!

a, [S”Y(S) —s"1p(0)=s"2y'(0)—...— y"! (O)J+ a, [s”‘lY(s)—S"_zy(O) —emy J+~~+ ayY(s)=G(s)

0 bien [ans” +a, ;5" +...+a0]}’(s) =a, [s”flyo +...+y(()”71)]+ a, | [s”fzyo +...+y(()”72)]+...+ G(s)

En donde Y(s)="/ {y(t)}y G(s)=/ {g(t)}. Despejando Y(s) encontramos y(t)
calculando la transformada inversa

y(0) =¥ (s)}.

El procedimiento se resume con el siguiente diagrama

) ) )
., Resolucion de Solucion de la
Ecuacion Ecuacion la ecuacion c! ecuacion
L transformada transformada original
_J _J _J
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Ejemplo 9: Resolver la siguiente ecuacion con transformadas de Laplace.
dy

A y =1 con las condiciones iniciales y(0)=0
X

Solucion:
oy —yi=11}

ty'j= iy} =1t}

SY(5)- y(0) - Y(5) = i

Y(s)(s-1)= i

1
- s(s—1)

Y(s)

(MY (s)}= w{ !

s(s — 1)} Descomponiendo en fracciones parciales se tiene:

ORTS {‘1 . 1}
s s—1

e (2]
N s—1

y(@)=-1+¢'
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Ejemplo 10: Resolver la siguiente ecuacion:
2y"+3y"—-3y' =2y =e¢" con las condiciones iniciales y(0)=0 y'(0)=0 »"(0)=1

m

Solucion:

Aplicando transformada a cada miembro de la ecuacion
Ry 13y = 13y} - oy} = rle |

20{y"}+30{y"} - 30{y'} - 20{y} = bl |

2[5 Y (5) - 2 9(0) ~ 5'(0) ~ y"(0)]+ 3[5° Y () — 5(0) — y'(@)] - 3[s Y (5) - y(0)] - 2¥ (5) = sl-l-l

Sustituyendo las condiciones iniciales y reduciendo términos obtenemos

25°Y(s)—2+3sY(s) = 3sY(s) = 2Y(s) = 11
N

(s)s® 4357 ~3s—2]= * 42
s+1

Y(s)[(2s +1)(s + 2)(s = )] = 2;:13

25+3

Y(s)=
2s+D(s+2)(s—1(s+1)

A B C D
+ + +
2s+1 s+2 s-1 s+1

Descomponiendo en fracciones parciales Y(s) =

Resolviendo obtenemos A4 = _—16 B=— C=— D= l
9 9 18 2

~16 1 5 1
= + + +
92s+1) 9(s+2) 18(s—1) 2(s+1)

zl{Y(s)}=_16£1{ 1 }+1£1{1 }+5£1{1 }+lz‘{1 }
9 2s +1 9 s+2 18 s—1 2 s+1

[1{Y(S)}:;16[1 b _,_1[1 1}+Sgl 1}4_151 1}
18 11 9 s+2) 18 s=1) 2 s+1

S+

Y(s)

-1

-8 — 1 5 1
Por lo que la solucion general es y(1)=——e2 +—e X+ —e' +—¢'
q g »(2) 9 9 8 5
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CAPITULO IT
SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

El objetivo de este capitulo es desarrollar el tema de sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales con los conceptos fundamentales y métodos de solucion.
2.1 Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales
2.2 Método de los operadores
2.3 Solucioén por transformadas de Laplace
2.4 Meétodos matriciales para resolver sistemas homogéneos

2.4.1 Valores propios reales y distintos

2.4.2 Valores propios complejos

2.4.3 Valores propios repetidos

2.4.4 Retratos de fase
2.5 Sistemas no homogéneos

2.5.1 Meétodo de coeficientes indeterminados

2.5.2 Meétodo de variacion de parametros
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2.1 SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

En ecuaciones diferenciales se estudio que se pueden resolver problemas de la fisica como
enfriamiento, circuitos eléctricos etc. Asi como problemas de las ciencias sociales como el
crecimiento de la poblacion, sin embargo los problemas fisicos y sociales méas complejos
precisan en general, mas de una ecuacion diferencial para ser descritos matematicamente.

Las ecuaciones diferenciales ordinarias simultaneas, comprenden dos o mas ecuaciones
que contienen las derivadas de dos o mas funciones incognitas de una sola variable

independiente.

Si“x”, “y”, y “z” son las funciones de la variable t, entonces

x'=3x+y'+z'=5

x'—y'+2z' =1

(1)
x+y' —6z'=t-1
x"+3x"+y" =t
X +3x+y"+y =e” (2)
x'=2x-3y
y' =6x+5y 3)
X' =x+3y-2t°
Vv =3x+y+t+5 (4)

Son ejemplos de sistemas de ecuaciones diferenciales simultaneas.
Un sistema es de primer orden si incluye sélo primeras derivadas.

Se dice que un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden es explicito si
es de la forma

xi(t) = a;, ()x, +a, ()x, +...+a, (t)x, + f,(?)
Xy () =ay,, ()X, +a, (H)x, +...+a,, ()x, + f,(t)

x (t)=a,()x +a,O)x,+..+a, ()x, + 1, @)
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Los sistemas 3 y 4 estdn en forma explicita, donde los coeficientes a, y las f; son

funciones continuas en un intervalo comun 1.

Cuando las funciones a,(?), i,/=1,2,...,n son constantes el sistema recibe el nombre de

sistema lineal de primer orden con coeficientes constantes.

Los sistemas 1,3 y 4 antes mencionados son de este tipo.

Un sistema es homogéneo cuando f,(¢) =0 siendo i=1,2,3,...,n.
El sistema 3 es homogéneo.

Clasifiquemos los siguientes sistemas

X' =t’x+3y+t

y' = (sent)x +-/ty
Es un sistema lineal de primer orden con coeficientes variables

a)

x"=5x+3y+sent
b) 14
yi=x=Ty

Es un sistema lineal de segundo orden con coeficientes constantes

) 2x' +3y' = 2x+y=t’

c

x' =2y +3x+4y=e¢'

Es un sistema lineal de primer orden con coeficientes constantes que no estd en su forma
explicita pero en su mayoria este tipo de sistemas se puede transformar en ella.

Una solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales es un conjunto de funciones
diferenciables:

x=f(t) y=g(t) z=h(t) etc., que satisfacen cada ecuacion del sistema en algun intervalo I.
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2.2 METODO DE LOS OPERADORES
Sean los siguientes sistemas:

x'=3x+y'+z'=5

x"+3x"+y" =t
x' =y 2z =47 {

2 " ' 2t
, , xX'+3x+y"+y'=e
x+y —6z'=¢t-1 yory

se pueden representar en forma de operadores donde D representa la derivada. Asi los
sistemas anteriores en notacion de operadores quedarian representados de la siguiente
forma:

(D-3)x+Dy+Dz=5
Dx—Dy+2Dz=t’

{(D2+3D)x+D2y:z
x+Dy—-6Dz=¢t-1

(D+3)x+(D* +D)y=e"

Meétodo de eliminacion para resolver un sistema de dos ecuaciones diferenciales.

Lx+L,y=f

1.- Se escribe el sistema con operadores en la forma
Lix+L,y=/f,

siendo L, los coeficientes de las funciones “x”y “y” (L, =L, (D)).

2.- Se multiplica la primera y/o la segunda ecuacion por los operadores diferenciales de
coeficientes constantes de manera que ambas ecuaciones tengan el mismo coeficiente

(Y3}

de “x” o “y” con signo contrario.

3.- Se suman las dos ecuaciones para llegar a una ecuacion diferencial con una sola
variable dependiente y se resuelve la ecuacion diferencial

4.- Se repiten los pasos 2 y 3 para la otra variable.

5.- Se sustituyen las soluciones en una de las ecuaciones originales y se deducen los valores
de las constantes.

La forma mas elemental de resolver un sistema de ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes, es el proceso directo de eliminacion.

Esto es, las variables dependientes se eliminan sucesivamente con el objeto de obtener de

ser posible una sola ecuacion de orden superior que solo contenga una variable
dependiente.
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Ejemplo 1: Para ilustrar el método de eliminacion resolver el siguiente sistema

x'=2x-y
y'=x

Solucion:

En forma de operadores
{(D ~2)x+y=0

demodoque L, =D-2 L,=1 L,=-1 L,=D
Cx+Dy=0 q 1 2 3 4

Al igual que en los sistemas algebraicos especificamente en el método de reduccion; el
sistema se multiplica por factores que eliminen una de la variables.

D(D-2)x+Dy=0

D [(D-2)x+y=0
+x-Dy=0

Multiplicando
-1 |-x+Dy=0

Sumando las dos ecuaciones del sistema resulta D(D —2)x+x=0 la cual se reduce a
(D* -2D+1)x=0

Siendo este ultimo resultado una ecuacion diferencial homogénea de segundo grado.

(D-1)*=0

D=1 raiz doble y, en consecuencia, la solucion de esta ecuacion es x = ¢ e’ +c,te’.

[0

Para encontrar la soluciéon “y” se sigue el mismo procedimiento.

Se multiplican ambas ecuaciones por factores de modo que al sumar las dos ecuaciones se

(Y4

elimine la funcidn “x

1 - -
{(D vt y=0 Multiplicando

(D-2)x+y=0
(D-2) |-x+Dy=0

—(D-2)x+(D-2)Dy=0
Sumando las dos ecuaciones resulta

(D-2)Dy+y=0
(D* -2D+1)y=0
(D-1)*=0

D=1

por lo tanto y = ce’ +c,te’.
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Ahora se sustituyen las dos soluciones en una de las ecuaciones del sistema original.
Sustituyendo en la ecuacion (D —2)x+y=0

D(c,e’ +cyte')—2(cie’ +cyte’) +(cze’ +cyte’)=0

ce +c e’ +oyte’ —2ce’ —2c,te’ +cye’ +cyte’ =0

te'(c, —2c, +c¢,)+e'(c; +¢, —2¢, +¢3)=0

te'(—c, +c)+e' (¢, +cy +¢3)=0

-c,+c, =0

—c, +c,+ce; =0

Entonces: ¢, =c, y ¢, =c¢, —c, sustituyendo en “y”

La solucion del sistema es: x = ¢,e’ + ¢, te’ y=(c,—c,)e' +c,te'.
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Ejemplo 2: Ahora se resolvera el siguiente sistema de segundo orden por el método de
operadores
{xl+yll _ eSt

X +x+y —y=4e”

Solucidn:

En forma de operadores
Dx+D’y=e¢"
(D+Dx+(D—-1)y=4e*

[ )

Multiplicando por factores que eliminen a “y
D-1|Dx+D*y=¢"
—D* |[(D+Dx+(D-1)y=4e"

D(D~1)x+D*(D-1)y=(D-1)e” D(D-1)x+D*(D-1)y=3¢" -
=
—D*(D+1)x-D*(D-1)y =(-D?)4e™ ~D*(D+1)x—D*(D—1)y =-36e™

Sumando los sistemas se tiene:

D(D —1)x — D*(D + 1)x = —34¢” factorizando
[D(D -1)-D*(D+ 1)]x =-34¢* multiplicando se obtiene:
(D> = D-D* - D? | = -34¢*

Reduciendo y multiplicando por -1 ambos miembros

(D’ + D)x =34¢™ ecuacion diferencial no homogénea con coeficientes constantes
D(D? +1)x=34e resolvemos la ecuacion homogénea

D(D* +1)x=0

D=0

D=0+

X, =c¢, +c¢,cost+cysent solucion general de la ecuacion homogénea

Ahora encontraremos las soluciones particulares. Para ello buscamos un operador que anule
a 34¢” el cual es (D-3) y multiplicamos ambos miembros por este operador.

D(D?* +1)(D -3)x=(D —-3)34e”, como (D —3)34e> =34e” (3) —3(34e>) =0, entonces
D(D* +1)(D - 3)x=0 resolviendo se obtiene

X =c, +c,cost+c,sent + Ae’
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x, = Ae’ Sustituyendo este resultado en D(D’ +1)x = 34¢* resulta

274e* +34e* =34e*

1 17
304=34 Porlotanto 4= % , entonces x = ¢, +c¢, Cost + c,sent + —e

Ahora se hace el mismo procedimiento para obtener la “y”

D(D+1)x+D*(D+1)y =(D+1)e”

(D+1) |[Dx+D*y=¢"
~D(D+1)x—D(D-1)y =(-D)4e’™

Multiplicando
-D  |(D+Dx+(D-1)y=4e"

DD +)x+D*(D+1)y =3¢ +e”
~D(D+1)x—D(D-1)y =-12¢"
Sumando las ecuaciones y reduciendo se obtiene la ecuacion

D(D? +1)y =8¢

D(D*+1)=0
D=0
D=0xi

Y, =c¢, +c5cost+cgsent

Ahora encontraremos las soluciones particulares
D(D* +1)(D-3) = (D -3)(-8¢™)

D(D* +1)(D-3)=0

y =c, +cscost+c,sent + Be'

y, = Be™ Sustituyendo este resultado en D(D* +1)y = —8¢* resulta
27Be” +3Be’ =8¢

30B=-8
B=;4
15

4
Por lo tanto: y = ¢, + ¢, cost + ¢ sent —Ee

Se sustituyen las soluciones:

3t

17 4
X=c, +c,cost+cysent+-—e y y=c,+cscost+cgsent——e enunade las
15 15

ecuaciones del sistema original.
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Sustituyendo en Dx + D’y =e™

17 4
D(c, + ¢, cost +c,sent +Ee3f)+ D*(c, +c;cost+csent——e’) =e”

Derivando

17 12 5 _
—czsent+c3cost+?e —CsCOSt—cgsent——e =e

sent(—c, —c,)+cost(c; —c5) =0
Despejando

Se observa que c ¢, siempre seran eliminadas al ser derivadas por lo tanto no se
1 4
presenta ninglin problema al considerar que ¢, =c,

En conclusidn la solucidn del sistema sera:

17 5
X=c +c, cost+c3sent+—5e

4
y=c¢ tcycost—c,sent——e
5
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Ejemplo 3: Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales.

x'=2x-5y—sen2t o x(0)=0
Con valores iniciales
y=x-2y+t y(0)=1

Solucién
En forma de operadores y reordenado el sistema queda de la siguiente forma

(D-2)x+5y =—sen2t (D+2) |(D=2)x+5y =—sen2t
-x+(D+2)y=t -5 -x+(D+2)y=t

(D-2)(D+2)x+5(D+2)y=(D+2)(—sen2t)
5x=5(D+2)y=-5¢

Sumando las dos ecuaciones resulta

(D? —4+5)x =—-2cos 2t —2sen2t — 5t
(D? +1)x = -2 cos 2t — 2sen2t — 5t

Resolviendo primero la ecuaciéon homogénea
(D’ +1)x=0

D=0+i

X, =c,cost +c,sent

Ahora resolvemos la ecuacion no homogénea, multiplicando la ecuacion por operadores
que eliminen el miembro derecho.

(D? +1)(D* +4)D*x = (-2 cos 2t — 2sen2t — 5t)(D* + 4)D*

(D> +1)(D* +4)D*x =0
D=0+ D=0+2i D=0 D=0

X =c, cost+c,sent + Acos 2t + Bsen2t + C + Dt
x, = Acos2t + Bsen2t + C + Dt

x; = -2 Asen2t+2Bcos2t+ D
xz =—-4Acos2t —4Bsen2t

Sustituyendo en (D* +1)x = —2cos 2t — 2sen2t — 5t obtenemos:

—4A4cos2t —4Bsen2t + Acos2t + Bsen2t + C + Dt = -2 cos 2t — 2sen2t — 5t
—3A4cos2t —3Bsen2t + C + Dt = —-2cos 2t — 2sen2t — 5t
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Asociando se obtienen los siguientes resultados:

a=2 B=2 C=0 D=-5
3 3

[

., 2 2
Por lo tanto la solucion para “x” es: x=c, cost + c,sent + 3 cos 2t + 3 sen2t — 5t

Se repite el procedimiento para obtener el valor de “y”
1 (D—-2)x+5y =—sen2t
(D=-2) |-x+(D+2)y=t

. (D-2)x+5y =—sen2t
Se obtiene
-(D-2)x+(D+2)(D-2)y=t(D-2)

Al sumar las ecuaciones del sistema se obtiene: (D* +1)y =1-2t —sen2t

Resolviendo primero la ecuaciéon homogénea
(D> +1)y=0

D=0z%i

Y. =5 C08t+c sent

Ahora resolvemos la ecuacion no homogénea, multiplicando la ecuacidon por operadores
que eliminen el miembro derecho.

(D? +1)(D* +4)D*y = (12t — sen2t)(D* +4)D*

(D> +1)(D* +4)D*x =0
D=0+ D=0+2i D=0 D=0

y=c;cost+cysent + Ecos2t + Fsen2t + G + Ht
Y, =Ecos2t+ Fsen2t + G + Ht

y; =-2Fsen2t +2F cos2t+ H
y; =—4F cos2t — 4Fsent

Sustituyendo en (D? +1)y =1- 2t — sent obtenemos

—4FEcos2t —4Fsen2t + Ecos2t + Fsen2t + G + Ht =1- 2t — sent
—3FEcos2t —3Fsen2t + G+ Ht =1-2t — sent

De esta ultima ecuacidn se obtiene:

F:; E=0  G=1  H=-2
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Entonces:

1
y=cycost+c,sent+—sen2t+1-2t¢
3

Ahora se sustituyen “x”y “y” en una de las ecuaciones del sistema original.
Sustituyendo en (D —2)x + 5y = —sen2t obtenemos
sent(—c, —2c, +5¢c,) +cost(c, —2¢, +5¢;) =0

+2 2¢, —
de donde c4=% y sz

sustituyendo en y

2¢, — 2
y= (M) Cos? + (C1 6 )sent + %sen2t +1-2¢
. x(0)=0
si
y(0)=1
- . . -2 -4
sustituyendo x=0 , y=1 y t=0 en las solucionesx y y se tiene que ¢, = 3 yc,= 3

entonces la solucidn al sistema es:

xz—gcost—isent+§c0s2t+§sen2t—51

yz—zsent+lsen2t+1—2t
3 3

El método de operadores, por lo general es mas adecuado para sistemas que incluyen pocas
variables dependientes, ya que seria muy complejo el manejo algebraico de un numero
grande de variables.
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2.3  SOLUCION POR TRANSFORMADAS DE LAPLACE

Este método tiene la ventaja de que se puede dividir libremente sin preocuparse de tener
demasiadas constantes arbitrarias y facilita el manejo de condiciones iniciales.

El método de solucién es una extension de la solucion de ecuaciones diferenciales con
transformadas de Laplace.

Ejemplo 4: Resuelva el sistema de ecuaciones diferenciales.

4x"+4x+y' =1, . o x(0)=2
., Con condiciones iniciales
xX'+y' —y=t, y(0)=—-6

Solucion:

Tomando transformadas de Laplace en ambos lados de las ecuaciones se tiene:
{ax"+4x+y' =1}

Bx'+y' —y=t}

4[sX (5) — x(0)]+ 4 X (5) + sY(s5) — ¥(0) = % :
305X ) =3O+ [¥(5) =50 ¥(5) = .

Usando las condiciones iniciales x(0) =2,y(0)=-6 y combinando los términos se convierte

1+2s

en: 4(s+1)X(s)+sY(s):1+2:
N

3sX(s)+(s—DY(s)= iz
s

Se despeja Y(s) de la primera ecuacion Y(s) =

1+2S—4(S+1)X(s),
s

§2
X(s)}zl2

Se sustituye en la segunda ecuacion 3sX(s) + (s — 1){
S

1+22s _4(s+1)
N
Se simplifica y se obtiene:
(=" +H)X(s)= l(2 +5—2s%),
S

2s2—s—2_ 25t —5-2

despejando X(s) se llega a X (s)= =
P ) s ) s(s> =4)  s(s=2)(s+2)

Por fracciones parciales

4, B +%, donde 25> —s—2 = A(s = 2)(s +2) + Bs(s +2) + Cs(s — 2).

X(s)=—+
s s—2 s+
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Como los tres factores del denominador son factores lineales, la manera mas sencilla de
encontrar A, B, C, es evaluar esta tultima ecuacién en las raices s=0, s=2, s=-2, que son

. A B
los valores que hacen cero cada uno de los denominadores de X(s)=—+ + ¢

s s—2 s+2°

EstonosdaA:l,B:l,C=1.
2 2

Entonces X (s) = 2 + 1/2 + ! de manera que x(¢7) = 1 + lezt +e ™,
s s§—2 s+2 2 2

Sustituyendo x(t) en la ecuacion 4x’+4x+ y' =1, se obtiene:
1 1
d(e* —2e )+ d(—+ e +e )+ y' =1
2 2
4e* —8e™ +2+2e* +4e7 +y' =1
6e* —de +2+y' =1
Despejando ' = —1—6e> +4e™
Sacando antiderivada en cada miembro llegamos a y = —t —3e” —2¢ ™ +¢,

La condicion inicial y(0)=-6 da una ecuacion para c,
—6=y(0)=-3-2+c¢, de manera que ¢, =—1 y la solucion del sistema es:
2t

11,
x(t)=_—+—_-¢e" +e
O=5+7

y(t)=—t—3e* =27 —1
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24 METODOS MATRICIALES PARA RESOLVER SISTEMAS HOMOGENEOS

Los métodos matriciales nos permiten resolver sistemas mas complejos y con un mayor
numero de variables de una manera mas simplificada utilizando las propiedades de las
matrices..

Comenzaremos por la representacion matricial de un sistema de ecuaciones diferenciales
lineales.

dx

— =3x-5y
a) dt este sistema se puede escribir como sigue:
dy
— =4x+8y
dt
d(x 3 =5)\x . X .
— = Six = entonces el sistema se puede representar como:
de\ y 4 8 \y y

d 3 -5, , , (X 3 -5
X = X 0 Xx'=Ax con x'= ; A=
dt 4 8 y' 4 8

le =4x+2y+e' d 4 2 o
b) dt se puede representar como — X = X+ .

@4- +£—0
a0 dr D 1 DYx\ (0
c) x+2z-0 se puede escribircomo | 1 D -1 |y |[=|0
dx+ _dz D 1 -D)z 0
dt dt
d2x+dx+dy+y 0
> g D*+D D+1Y)x) (0
d) dt 3 dt ) dt se puede escribir como \ , =
d’x d’y B D D +1\y 0
Tt +y=0
dt dt

x'—4x+2y=2t+1 , D-4 2 \«x 2t+1
e) , puede ser escrito como =
-3x+y' +y=3t+1 -3 D+1 )y 3t+1
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Es importante mencionar que un mismo sistema puede ser escrito en diferentes formas.

Ejemplos:
Y 4x+7
a Y (D-4Hx-Ty=0 D-4 -7 Yx) (0
a) es igual a e igual a _
@ —x+(D+2)y=0 -1 D+2)\y) (0
dt—x—2y
dx
@D-S)+Dy=¢' _  [a+y=e+5x e
b) esigual a eigual a g
(D —1x+ Dy =5¢' x'+y =5 +x D _ 3549
dt
dx
4x'+4x+y'=1 (4D+4)x+Dy=1 | e S R
c P esigual a eigual a
X'+y -y=t 3Dx+(D-1)y=t ?y=12x+4y—3+4t
t
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Soluciones particulares y homogéneas de un sistema.

11
Ejemplo 5: Consideremos el sistema homogéneo x' = (1 ljx verificar que

2 1 . .
X, :(e J y X, =( J son soluciones del sistema.

2t
e

Solucion:

Sustituyendo cada vector en el sistema se tiene

)0

Derivando y resolviendo la multiplicacion

2e2t B e2t +e2t
2e2t e2t +e2t

2e* 2e*
( J = ( J por lo tanto x, es solucion del sistema

Para x|

2e2t 2e2t

Para x,

1Yy (1 1)1
-1) 1 1A=t
Derivando y resolviendo la multiplicacion (Oj = (Oj por lo tanto x, también es solucion

del sistema.

Como los vectores son linealmente independientes y el sistema es de 2x2, {x,,X,} es una
base del espacio vectorial de soluciones del sistema y en consecuencia, cualquier solucion
x del sistema serd una combinacion lineal de x, y x,.

Por lo tanto la solucion general del sistema es:

2
e 1
X=c¢X; +c,X, O sea: x=cl{eztj+cz(_l}

: : . . e
Si no se determinan ¢, y ¢, por condiciones iniciales, a x=¢,| , |+¢, 1] s le llama
e _

solucion general del sistema.
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Generalizando para un sistema homogéneo de n ecuaciones con n incognitas: x’' = 4Ax

!/

Yi M

y V;

X sera un vector de n variables x=| "’ | y su derivada también x'=| "’
’

Yn Yn

A sera una matriz de nxn.
En este caso para obtener la solucion general de x'= 4x necesitamos n soluciones
linealmente independientes

yn Y2 Yin

| Yar . P2 P P
X =70 X=X, =

ynl ynZ ynn

en ese caso el conjunto {xl,xz,...,xn} se le llama conjunto fundamental de soluciones, la

solucion general de x' = Ax es de la forma x =¢Xx, +¢,X, +...+¢,X,, .
Lo que significa que toda solucion de x' = 4x es de la forma x =¢ X, +¢,X, +...+¢,X, .

Sea ahora el sistema no homogéneo x'= 4x +f (f también es un vector de nx1)

Teorema 1

Toda solucién de x'=Ax+f esdelaforma x=x_ +x_ endonde x esunasolucidon de la
c p c

ecuacion homogenea asociada x’'=Ax y X, es una solucion particular de x'=Ax+f . H

En efecto como x es solucion del sistema entonces x’ = Ax +f

Como x, también es solucion se verifica que X, =Ax, +f
Restando las dos ecuaciones x'—x/, = Ax - Ax,,
Factorizando A resulta x'—x), =A(X-x,)

En consecuencia x —x, es solucion de x'=Ax o sea x—x, =x_ y por lo tanto x=x, +x,
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2.4.1 Valores propios reales y distintos

Ejemplo 6: Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

dx
—=x+2
dt Y
dy
—=4x+3
dt 7

Solucién:
La solucion de un sistema de ecuaciones diferenciales se enfoca de la misma manera en que
se resuelve una ecuacién lineal homogénea con coeficientes constantes, buscando

soluciones de la forma y=e*.

Para el sistema se puede intentar la busqueda de soluciones, en las que ambas incognitas

(Y2 [}

X’y “y” tengan la forma e* para alguna constante A, pero para evitar la suposicion de

Ce, % (1]

que “x’y “y” son iguales se incluyen ciertos coeficientes. Asi la solucion tendria la forma:
x =ke”

y — kzeﬂt

Donde k,,k, y A son constantes, y ahora se sustituye la solucion propuesta en el sistema

ikle’u = ke™ +2k,e”
dt Derivando {

ikze’u = 4k,e™ +3k,e”
dt

Ake =ke" +2k,e”
Ak,e* = 4ke™ +3k,e”

Igualando a cero y eliminando e*
k,— Ak, +2k, =0
4k, +3k, -k, =0

A este sistema se le llama sistema auxiliar.
4k, +(3-A)k, =0

{(1 — Ak, +2k, =0
Considerando k,,k, y A como incognitas, tenemos un sistema no lineal de dos ecuaciones
con tres incognitas, sin embargo, ésta no es la manera eficaz de examinar el problema, en
lugar de esto suponga que se piensa en k, y k, como incOgnitas y A como un parametro
entonces el sistema se puede escribir como:

1-4 2 \k 0) . 1-4 2 kY ~ (0 .
= Si A= ; k= ; 0= el sistema resulta
4  3-A )k, 0 4 3-1 k, 0

Ak =0 y se resuelve analizando la matriz ampliada

1-4 210
4 3-1/0
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Es un sistema lineal para el cual existe una solucion no trivial (no nula) si los renglones de
la matriz son linealmente dependientes y esta condicion se cumple si el determinante de la
matriz es cero.

-4 2
4 3-4
A estos valores de A4 se les llama valores propios de la matriz A.

= 1> =41 -5=0 Ecuacién de segundo grado con soluciéon A =—-1y A =5

_ -4 210 .
Sustituyendo en se obtiene,
4 3-10

Para 1=-1

2 2|0 , , 1 1/0

Haciendo operaciones con renglones llegamos a

4 4/0 0 0|0

Entonces se tiene k, +k, =0 por lo cual k, =k,

Si k, =—1 entonces k, =1
., ) x=1le™
Con lo cual una solucion del sistema es
y=-le

—t

y se puede escribir de la siguiente forma

X 1 PR . .y 1 —t
= e siendo esta la primera solucion x, = . e
Y

1
a ( J se le llama vector propio de la matriz A

Para A =5

-4 210
4 =20

entonces se tiene k, —lk2 =0 porlocual £, = lk2
2 2

1 -1/2/0
J haciendo operaciones con renglones llegamos a [0 0 Oj

si k, =2 entonces k, =1
., ) x=1e”
con lo cual otra solucion del sistema es
y=2e

5t

y se puede escribir de la siguiente forma

X 1 5¢ . . 1 S5t
=1, e’’ siendo esta la segunda solucion  x, = 5 e
y

por lo tanto considerando las dos soluciones, la solucion general es
1 1
X=c, e +c,| e
-1 2

49



Ejemplo 7: Resolver el sistema que no esta en su forma explicita

7 o))

Solucidn:

At

At
Se propone la solucién x = k,e” y y=k,e” que en forma de matriz es ( : j
e
2

Sustituyendo en el sistema

D*+2 D \ke*) (O
D> D*-1)\ke”) \0
Multiplicando las matrices
ke +2ke" +k,Ae™ | (0
kAe™ + ke — ke 0
Igualando elementos de las matrices se obtiene el sistema

kAe™ +2ke™ +k,Ae™ =0
ke + ke —ke™ =0

Eliminando e¢”

kA +2k +k,A=0
kA k2 —k, =0

Agrupando se obtiene

(A2 +2)k, + Ak, =0
Pk, + (A =1k, =0

A+2 A
2 -1

=12-2=0 A=-J2y A==/2
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Para A =\/§

4 ﬁO_IIIO
22 110 02020

-1 )
k, = ﬁkz si k, =—2+/2 entonces k, =1
— leﬁt
con lo cual una solucidn del sistema es
y = -2 ﬁ eﬁt

y se puede escribir de la siguiente forma

X 1 1
\/Et . . .y \/Et
= e'“" siendo esta la primera solucion x, =
U (— Zﬁ} b ! (— M]e

Para 1 = —ﬁ

4 —20) |1 _(10

1
k=—=k si k, =2+/2 entonces k, =1
1 2\/5 2 2 1
1.2
., . x=1le
con lo cual otra solucién del sistema es
y =227

y se puede escribir de la siguiente forma

x 1Y o - 1) &
= siendo esta la segunda solucién x, = e
[yj (2ﬁ} £ ’ (2ﬁ

Entonces la solucion general sera

1 1
X = cl(_ 2\/5}@ +c, (2\/5}@
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2.4.2 Valores propios complejos

Ejemplo 8: Resolver el siguiente sistema

dx

— =5x+

dt Y
dy
—~ =-2x+3
dt 7

Solucién:
At
‘s _ At _ At ; 1
Se propone la solucion x =ke™ y y=k,e” que en forma de matriz es g
2

Sustituyendo en el sistema y simplificando se obtiene
S5-Ak,+k, =0
-2k, +(B3-A)k, =0
5-4 1 X
=1 -81+17=0
-2 3-1
Resolviendo la ecuacion de segundo grado se obtienen las soluciones
A=44+i y A=4-i

Para A=4+i
1-i 1 |0 -k, =—k, ) k =1
si
-2 -1-i0 (A=i)—k) =k, ky=-1+i
¥ = 1o
con lo cual una solucion del sistema es A
y=(=1+i)e*""

y se puede escribir de la siguiente forma

X 1 o ) . 1 .
( j =( je(‘””’ siendo esta la primera solucion x, =( je(‘””t

y —1+i —1+i
Para 1=4-i
1+i 1 10 A+k, =k, ) k=1
si
-2 —1+i0 A+i)(—k) =k, ky=-1-i
x =1e""
con lo cual la otra solucién del sistema es ( o y se puede escribir como:
y=(=1-ie""

1 ‘ 1 |
(xj = ( . ,je(m)t siendo esta la segunda solucion x, = ( }e(h)t
11— N
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la solucion general del sistema es

1 4 1 4 1 A 1 A
X=¢ e e, e =, le*e" +c, le*e™
-1+ —-1-i —1+i —1-i

Utilizando la formula de Euler e” = cost + isent

_ 1 4¢ . 1 4t 3
X=c¢ _le™ (cost +isent) +c, _le™ (cost —isent)
—1+i —1-i
Multiplicando

cost +isent “ cost —isent 4
X =c . ) e +c¢, . . e
—COSt —1sent +1COSt — sent —COSt +1sent —1COSt — sent

Agrupando se tiene

cost sent cost sent
x=ce" +cie" +c,e” —c,ie"
—COSt — sent —sent + cost —CoSt — sent —sent + cost

Factorizando

cost sent
x=(c, +c, )64’( j +(c, —c, )ie‘"( J

—COSt — sent —sent + cost

SiCi=(c,+c,) y C,=(c,—c,)i,

entonces la solucion general se puede escribir como

cost » sent »
x=C, e’ +C, e
—cost — sent — sent + cost
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Ejemplo 9: Ahora se resolvera el siguiente sistema que no esta en forma explicita

oo

Solucién
elt
Se propone la solucién x = ke y y=k,e” que en forma de matrizes | '
e
2

Sustituyendo en el sistema y simplificando se obtiene

Ak, =5k, =0 A =510
k,+(A-2)k, =0 1 A-20
A =5 R

=4 -244+5=0
1 1-2

Resolviendo la ecuacion de 2° grado se obtienen las soluciones A =1+2i y A=1-2i

Para A=1+2i
1+2i -5 10 ) . k,=1
_ k, =(1-20k, si _
I —-1+2i0 k, =1-2i
. . x = (1-2i)e" o
con lo cual una solucion del sistema es y se puede escribir como:

y= le(+201

X 1-2i o . . 1-2i 4
( J = ( j e siendo esta la primera solucién x, = ( j o (+20)0

y 1 1
Para A=1-2i
1-2i -5 10 ) . k,=1
) k, =(1+2i)k, si )
1 -1-2i|0 k, =1+2i

x=(1+2i)e"*
(1=2i)t

con lo cual la otra solucién del sistema es y la representamos como:

y=le

1+2i . i |
(XJ =( | lje(”l” siendo esta la segunda solucién x, :( 1 ’je(lz,)t
Y
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La solucion general del sistema es

X=c 1-2i e(1+2i)t+cz 1+2i (17201
1 1

1-2i 4 1+ 2i .

X=Cl( | lje’ez”+cz( : lje’ez”

Utilizando la formula de Euler e” = cost + isent

1-2i) _ 1+2i) , _
X=c¢ e' (cos2t +isen2t)+c, e’ (cos2t —isen2t)
1 1

Multiplicando
cos 2t +isen2t — 2icos 2t + 2sen2t ) | cos 2t —isen2t + 2icos 2t + 2sen2t ) ,
X=c¢ i e +c, i e
CcOS 2t +isen2t CcOos 2t —isen2t
Agrupando
,[ €082t +2sen2t [ sen2t—2cos2t ,[ €082t + 2sen2t ., sen2t—2cos2t
X=ce +c,ie +c,e —c,le
cos 2t sen2t cos 2t sen2t
Factorizando
[ cos 2t + 2sen2t . [ sen2t —2cos2t
X=(c, +c,)e + (¢, —c,)ie
cos 2t sen2t

SiCi=(c+c,) y C=(c—¢)i,
entonces la solucion general se puede escribir como

cos 2t + 2sen2t) , sen2t—2cos2t) ,
x=C, e +C, e

cos 2t sen2t
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Ejemplo 10: Resolver el siguiente sistema con condiciones iniciales

dx

‘Z con condiciones iniciales x(0)=1 y y(0)=-1
Yy

dt

Solucidn:

. . ke*
Se propone la solucién x = k,e” y y=k,e™ que en forma de matriz es [kl .
e

2

Sustituyendo en el sistema y simplificando se obtiene
-1-14 -1 X
=A+244+2=0

(1= )k, —k, =0 ~1-2 -1 0
0
1 -1-2

k,+(-1-ADk, =0 1 -1-1
Resolviendo la ecuacion de 2° grado se obtienen las soluciones A =—-1+i y A=—-1-i

Para A=-1+i
—i —=10 . . k2=1
k, =k, si
1 —i
¥ = je

0 k =i
con lo cual una solucidn del sistema es
y=le

(—14i)t

y se puede escribir de la siguiente forma

b I n . ' 3 N
( J:( je( " giendo esta la primera solucion X, = (Jd iy

y 1
Para A1=-1-i

i —10 ) ) k,=1

_ k, =—ky si .
1 )0 ky =—i
— _je1
con lo cual la otra solucidn del sistema es _
y — le(—l—l)t

y se puede escribir de la siguiente forma

b —i ‘ i |
( J—( 1 JeMz)t siendo esta la segunda solucion X, _( | Je(u),
y
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La solucion general del sistema es

) s ANER AT A
X:cl(lje( e +cz( . je( 1= :cl(Je el +cz[ . je te™

Utilizando la formula de Euler e” = cost + isent

i i
X=¢ (Jet (cost +isent) + c{ |

je’ (cost —isent)

icost—sent) _, —icost—sent) _,
X=¢ ) e +c, ) e
cost + isent cost —isent

SiC =(c,+c,) y C,=(c —c,)i,lasolucion general se puede escribir como:

—sent) _, cost _,
x=C, e +C, e
cost sent
. .. o 1
Ahora se consideran las condiciones iniciales x = ( J yt=0

y se sustituye en la solucion

1 —sen0) cos0) ,
=C, e +C, e
-1 cos0 senQ

1 0 C, 1 C,
= + entonces = porlocual C,=-1y C, =1.
-1 C 0 -1 (o

La solucién general toma la forma
—sent) , (cost)
X=- e’ + e
cost sent
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2.4.3 Valores propios repetidos

Hasta el momento no se ha considerado el caso en que alguno de los n valores propios de
una matriz de nxn se repiten por ejemplo

dx_3

a7 G-k, ~k,=0

J con el cual

—y:x+y k,+(1-2A)k, =0

dt

3-4 -1 5 ) 3 ;
L /1:/1 —41+4=0 cuyasoluciones 4, =2 y A, =2 esta es una raiz doble 6

una raiz de multiplicidad dos.

Ahora el problema es la solucion para cada valor propio sabiendo que al sustituir A, =2
Se obtiene

1 -10
1 -10

y lo mismo se obtendrd al sustituir A4, =2.

(Como se obtiene la solucién para A, =27

Puesto que lo principal es encontrar la solucion general del sistema es necesario encontrar
esta segunda solucion.

En general, si m es un entero positivo y (4—4,)" es un factor de la ecuacién
caracteristica, entonces se dice que A4, en un valor propio de multiplicidad m.

Entonces existen dos posibilidades:

1) Puede ser que para algunas matrices de nxn sea posible encontrar m vectores
propios k,,k,,...,k, linealmente independientes que correspondan a un valor
propio A, de multiplicidad m<n. en este caso, la solucion general del sistema
contiene una combinacion lineal

cke™ +c. ke +..+c k, e

i1) Si al valor propio A, de multiplicidad m le corresponde solamente un vector

propio, entonces siempre es posible encontrar m soluciones linealmente

independientes de la forma
t

j— Z‘]
x, =k,e

_ Lt Lt
x, =k, te™ +ke”

2 At

te” At At
x; =k;, 72‘ +k e +kyse

)

_ k tm_l it k tm_z At k At
X, =K,,—/———e" +K, ,——e" +..+K, e
(m-1)! (m-2)!

en donde los k; son vectores columna.
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En ecuaciones lineales homogéneas se estudio que cuando una raiz se repite n veces las
soluciones toman la forma :

e* para la primera solucion ,fe” para la segunda solucion, y asi sucesivamente hasta la
n-ésima solucion ¢"'e*

De manera semejante en un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma x' = Ax,
la primera solucién tendra la forma x, = k,,e* que se obtiene del primer vector propio

del sistema. La segunda solucion toma la forma x, = k,,te” +k,,e™ y para encontrarla, la
sustituimos en el sistema x' = Ax. Entonces se tiene

X, = AX,

K, e” +k,te’ A+ Kk, e" A=Ak, te™ + Ak, e’

Ak, te™ + Ak, e —k, te’ A —k,,eM A=k, e

te” (A — Dk, +e” (A - ADk,, =k,e”

Se deduce que

(A—ADk,, =0

(A—ADk,, =k,

formula con la cual se obtiene la solucion de un sistema de multiplicidad 2.

Si el sistema tiene multiplicidad 3 la solucién toma la forma

X, =k, t7e™ +k ,te” + ke ypor conveniencia se manejard como

2 A
te"

x; =k, =N +kyte” +kye”  como loindica el cuadro (1) de la pagina anterior,
de igual forma sustituyendo en x’' = 4x se tiene:
X, = Ax,
t? t?
Kk, te™ + Ky Ee‘% + ket v kyte” A+ ke 1= Ak, Eeh + Ak, te” + Ak e

2 2
t t
Ak, 3& + Ak, te” + Ak e — kg, 3&% —k,te" A —Kkye A=k, te™ + ke

2
%e“ (A - DK, +te” (A = ADk,, +e™ (A = ADky, =k te™ +k,e”

Por lo tanto
(A= Dk, =0
(4-ADks, =k
(4-ADky; =k3,
Que es la formula para obtener la tercera solucion de un sistema con multiplicidad tres.
: (A-ADk; =0 . .
Por supuesto la soluciones pueden utilizarse para encontrar las soluciones
(A -4Dk;, =k;,
X, Yy X,.
De igual forma se obtienen las soluciones para multiplicidades mayores.
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Ejemplo 11: Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales en forma no explicita
D 2 3 \x 0

-1 D-3 -3 |yl|=|0
0 1-D D-1)z) |0

Solucion:
ke
Se propone la solucién x =k,e” y y =k,e” z=k,e” que en forma de matriz es | k,e”
ke
Sustituyendo en el sistema y simplificando se obtiene
A, + 2k, +3k, =0 A2 30
—k +(A=3)k, —3k, =0 ~1 A-3 =30
(1- Ak, +(A—1)k, =0 0 1-4 A-10
A 2 3
1 A-3 3 =(A-5A-1)>=0
0 1-4 A1-1

Resolviendo la ecuacion de 3° grado se obtienen las soluciones 4 =5, A=1,y A=1

Para A=5
5 2 310 1 0 110
-1 2 =3/0| mediante eliminacion de Gauss se tiene 01 -10
0 -4 410 0O 0 010
k, =—k k =1
: > si ky=-1 1
k, =k, k,=-1
x=1e*

con lo cual una solucion del sistema es y =—1le”

z=—le”

y se puede escribir de la siguiente forma

X 1 1
y |=|—1le" siendo esta la primera solucién x, =| —1|e*
z -1 -1
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Para A=1

1 2 30 I 2 3/0
-1 -2 -3/0| haciendo operaciones con renglones llegamosa [0 0 00
0 0 o010 0 0 00
. . k2 =
entonces se tiene k, = -2k, —3k; si 0 entonces k, =2
3 =
x=2¢'

con lo cual la solucion del sistema es y = —1le’

z=0

y se puede escribir de la siguiente forma

X 2 2
y|=|-1l¢" siendo esta la segunda solucion x, =| —1|e’
z 0 0
. k=0

s1 entonces k, =3

377

se encuentra otro vector propio e independiente de x,
x =3¢

con lo cual la solucion del sistemaes y =0

z=—1lé

y se puede escribir de la siguiente forma

x
y|=| 0 | siendo esta la tercera solucion x, =| 0 |e
z

entonces la solucion general del sistema es

1 2 3
x=c| -1l +c,| —1le" +c5| 0 |ef
-1 0 -1

este método lleva a una solucion completa debido a la posibilidad para encontrar dos
soluciones linealmente independientes para el sistema auxiliar para el mismo valor propio.
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Ejemplo 12: Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales homogéneo
dx

R S
dt Y
dy

= =9x-3
dt Y

Solucidn:

., d(x 3 —-1)«x
expresado también como —| |=
dt\y 9 -3\»

At
Se propone la solucién x = k,e” y y=k,e™ que en forma de matriz es ( j

Sustituyendo en el sistema y simplificando se obtiene

o 3G D))

G=Ak, —k, =0 3-4 -1 1o
Ok, +(=3= )k, =0 9 —3-10

3-4 -1
9 -3-1

2

Resolviendo la ecuacion de 2° grado se obtienen las soluciones A =0 y A=0

Para 1=0
3 -1/0 . ) ) 1 -1/3)0
haciendo operaciones con renglones se tiene
9 =30 0 0 0
1 .
k, = Ekz s k, =3 entonces k, =1

1
con lo cual el primer vector propio es k,, = (3]

. . . 1
siendo la primera solucién x, =k,,e™, asi x, = (3

Si se le da otro valor a k, se obtiene otro vector multiplo de k,,. Por lo tanto s6lo hay
Un vector propio asociadoa A =0
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Entonces utilizamos (A — Ak, =k,

Para 1=0
3 -11 , , 1 —-1/3]1/3
haciendo operaciones con renglones llegamos a
9 -33 0 0 |0

entonces se tiene k, — lk2 ! por lo cual k, = 1 + lk2
3 3 3 3

st k, = " entonces k, = —

/4
con lo cual el vector k,, = ( 1/4] siendo la segunda solucion

de la forma x, =k, te” +k,e™ entonces

1 1/4
X, =| _[t+ :
3 -1/4

Por lo tanto considerando las dos soluciones, la solucion general es

SR AR
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Ejemplo 13: Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

R NEH

Solucion:

At
¥ : e
Se propone la solucién x = ke” y y=k,e” que en forma de matriz es (kl i’j
e
2

Sustituyendo en el sistema y simplificando se obtiene

(A=3)k, +k, =0 -3 110
—k +(A=1Dk, =0 -1 2-1)0
A-3 1

=4 —44+4=0
-1 2-1

Resolviendo la ecuaciéon cuadratica se obtienen las soluciones 1 =2 y A =2

Para 1=2
I -10 ) ) ) I -10
haciendo operaciones con renglones se tiene
I -10 0 010
k, =k, si k,=1 entonces k, =1

1
con lo cual el primer vector propio es k,, = (J
; : oy 1 2t
siendo la primera solucioén x, = . e

utilizando (A - ADk,, =k,

Para A=2
1 -1

I -1 1
1 1] 010

1
) haciendo operaciones con renglones llegamos a (
entonces se tiene k, —k, =1 porlocual k, =1+k,.Si k, =0 entonces k, =1

1
con lo cual el vector k,, Z(Oj

. s 1 2t 1 2t
siendo la segunda solucion x, = . te” +| le”.

Por lo tanto considerando las dos soluciones, la solucion general es

el ve o)
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Ejemplo 14: Resolver el siguiente sistema con tres incognitas

1 0 O
x'={2 2 -1f
01 O
Solucion:
klelt
Se propone la solucion x = k,e” y y =k,e” z=k,e” que en forma de matriz es | k,e”
k3e/1t

Sustituyendo en el sistema y simplificando se obtiene

(1- )k, =0 1-2 0 010

2k, +(2- Ak, —k, =0 2 2-4 -100
ky, = Aky =0 0 1 —40

-2 0 0

2 2-4 -1=(1-2=0

0 1 -2

Resolviendo obtienen la soluciéon 4 =1 con multiplicidad 3

Utilizamos (A—-ADk;, =0

Para 1=1
0 0 00 1 0 010
2 1 -10| haciendo operaciones con renglones setiene |0 1 -1/0
0 1 -11 0 0 00

conlocual & =0y k,=k;, si ky=1entonces k, =1

0
con lo cual el primer vector propio es k;, =| 1
1
0
por lo tanto la primera solucién es x, =k, e™, asi x, =|1|e
1
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utilizando (A - ADk,, =k,

Para 1=1
0 0 00 1 0 010
2 1 -1/1| haciendo operaciones con renglones llegamosa |0 1 —1]1
0 1 -11 0 0 010

entonces se tiene k;, =0 y k, =k; +1,s1 k; =0 entonces k, =1

0
con lo cual el vector k,, =| 1
0
0 0
formando con este la segunda solucion x, =k te™ +kye™,asi  x, =|1 [te' +| 1 |e’
1 0
Utilizando (A - ADk,;, =k,
Para A=1
0 0 00 1 0 0]1/2
2 1 —1/1| haciendo operaciones con renglones llegamosa |0 1 -1/ 0
0 1 -10 00 0]0

entonces se tiene k, =1/2 y k, =k,, si k; =0 entonces k, =0

1/2
con lo cual el vector k;; =| 0
0

2 At
Cy te”
formando con este la tercera solucion con forma x,; =Kk, e +kyte™ + ke’

0 0 1/2

2
t°e'

x, =1 +| 1jte" +| 0 |ef
1 0 0

Por lo tanto considerando las tres soluciones, la solucion general es

0 0 0 0 0 1/2

2t
X, =¢| 1l +c,q| Lte" +| 1 |e" p+cs3 1 +| Ljte"+| 0 ¢

1 | 0 1 0 0
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2.4.4 Retratos de fase

Una amplia gama de fendmenos naturales son modelados por sistemas bidimensionales de
primer orden de la forma:

d
—X=AX 1
» (M

donde la variable independiente t no aparece en forma explicita. Dicho sistema se llama
sistema autonomo. El hecho de que t no aparezca en el lado derecho de (1) facilita el
analisis del sistema y la visualizacion de sus soluciones.

El interés de los analisis cualitativos de sistemas se encuentra en preguntas como :
e /Existen soluciones constantes?
e Si existen soluciones constantes ;las soluciones se mueven hacia la solucion
constante o se alejan de ella?
e ;Cual es el comportamiento de las soluciones conforme ¢ — oo ?
e /Hay soluciones oscilantes?

Si consideramos a t, tiempo, como un parametro, x(t) y y(t) representan una curva en el
plano xy. Tal curva se denomina trayectoria del sistema. El plano se denomina plano fase.

Un bosquejo de las trayectorias de un sistema en el plano fase se denomina retrato de fase.
Un retrato de fase por lo regular contiene los bosquejos de unas cuantas trayectorias y una
indicacion de la direccion en la que se recorre la curva. Esto se hace colocando flechas en la
trayectoria para indicar la direccion de movimiento de un punto (X,y) a medida que
aumenta t.

Una de las preguntas que hemos planteado concierne a la existencia de soluciones
constantes. Para que un sistema tenga una solucion constante, tanto x'(z) como y'(¢) deben

ser cero. Es decir el sistema no cambia. De esto resulta que los puntos correspondientes a
soluciones constantes en el plano fase se determinan al resolver

x'()=ax+by=0
y'(@®)=cx+dy=0

Definicion: Un punto en el plano fase en el que x'(#) y y'(¢) son cero, se denomina punto
de equilibrio o punto fijo del sistema.
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El comportamiento de las trayectorias cerca de un punto de equilibrio proporciona una
forma de caracterizar tipos diferentes de puntos de equilibrio.

Si las trayectorias en todos los puntos cercanos al punto de equilibrio convergen a ¢l
decimos que el punto de equilibrio es sumidero o atractor.

A

En otras ocasiones trayectorias cercanas se alejan del punto de equilibrio; entonces decimos
que el punto de equilibrio es fuente

Ademas podemos tener puntos de equilibrio en donde trayectorias cercanas se acerquen por
un lado y se alejen por el otro. Tal punto de equilibrio se denomina punto silla.

A
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Se dice que un sumidero es estable porque los puntos iniciales cercanos conducen a
soluciones cuya tendencia es regresar hacia el punto de equilibrio conforme pasa el tiempo.
Los puntos de equilibrio de un punto silla y fuente son llamados inestables porque hay
condiciones arbitrarias y cercanas al punto de equilibrio cuyas soluciones se alejan.

Campo de direcciones

La combinacién de puntos x(t) y y(t), tales que x'(t)=0 y y'(¢) =0 representan dos lineas
llamadas isoclinas.

El punto donde estas dos lineas se cruzan es el punto de equilibrio del sistema. Las
isoclinas son utiles para obtener la direccion de los vectores del campo de direccion y por
lo tanto sirven para esbozar las curvas solucion. La isoclina x'(#)=0 divide el plano en

dos regiones , una con x'(t) >0 y la otra con x'(t)<0; y la isoclina y'(r)=0 hace lo mismo.

Al graficar ambas isoclinas el plano queda dividido en cuatro regiones y es posible dar el
flujo de x(t) y y(t) en cada uno.

En el siguiente diagrama se ilustran las direcciones de movimiento de x(t) y y(t)

X'(£)>0 X'(1)=0 X'(1)<0
V'(6)>0
el T ®_
y'(z):O — . <+
y'(t)<0
N | /

Dado un sistema de 2x2 es relativamente sencillo realizar el campo de direcciones
correspondiente. Debido a que el comportamiento cualitativo de la solucién depende
exclusivamente de la matriz del sistema, sin pérdida de generalidad , podemos analizar s6lo
sistemas homogéneos, Asi, el origen siempre es un punto de equilibrio. Es claro que si
tenemos un sistema lineal que no es homogéneo entonces simplemente se traslada el punto
de equilibrio a la solucion dada.
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Consideremos el sistema dado por
x'=f(x,y)=ax+by,
y'=g(x,y)=cx+dy.

Las 1soclinas estan dadas por las rectas
ax+by=0,
ex+dy=0.

Ejemplo 15: Realizar un campo de direcciones para el siguiente sistema

xX'=x-y
y'=x+3y
Solucioén:
e . x—y=0 .
- Encontramos el punto de equilibrio con el sistema +§ 0 resolviendo, el punto de
X y=
equilibrio es (0,0).

- Encontramos las isoclinas haciendo x'=0y »'=0
x—y=0 despejando y=x,

x+3y=0 despejando y:—g.

-En el plano XY dibujamos las isoclinas correspondientes; escogemos un punto en cada
region y ponemos flechas horizontales a la derecha o a la izquierda para indicar si x crece
o decrece, y verticales hacia arriba o hacia abajo para indicar si y crece o decrece.

Se dibuja el campo de direcciones para cada region, este flujo de direcciones se puede
representar con s6lo una flecha representativa de cada region.

’

B N
y'>0
X'<0 X v\\ /v % el

el \ x'>0

ETE L T 7 >

. “ R R
/,,,/ \
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Soluciones de linea recta
. . d .
Dado un sistema de ecuaciones 0 X = AX esperamos que los valores propios y los vectores
t

propios de la matriz A determinaran las caracteristicas del retrato de fase del sistema el
cual tendr4 una solucion

At ot
X=ce"v, +c,e?v,

Donde 4, y 4, son los valores propios de A,y v, y v, son los vectores propios asociados.

Cuando los valores propios (y los vectores propios) son reales la interpretacion del plano
fase de las soluciones x es que toda solucion esta generada por los vectores propios v, y

v,. En consecuencia, v, y v, son trayectorias. De lo anterior se desprende que los
vectores propios v, y v, determinan rectas o rayos que pasan por el origen en el plano
fase, a las cuales se les conoce como soluciones de linea recta

v

Para completar el retrato se necesitan otras trayectorias especiales que corresponden a las
direcciones de los vectores propios. Estas otras trayectorias dependen de los valores 4, y

Ay .
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Ejemplo 16: obtener las soluciones de linea recta del sistema:

(22
X = X
13

Solucidn:

Los eigenvalores del sistemason =4y A=1,

., 1 -2
y la solucion es x=c1e4’(J+c2et( | j

La solucion del sistema la podemos expresar en dos soluciones

4t 1 tf 2 N
X, =e y Xx,=e que a su vez se pueden expresar de la siguiente forma:

X= e4t X = _2 ' : : : TP L] :
. Y , si queremos eliminar el factor “e” resolvemos los cocientes
y=e y=e
X X . .y .
==1 vy ~=-2,despejando “y” en cada ecuacion se obtienen las rectas:
y

X . . , .
y=X 'y y = siendo estas, las soluciones de linea recta del sistema, que aparecen

generalmente en los retratos de fase y que chocan en el punto de equilibrio.
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L . d a b . a b
Como ya se vio si tenemos el sistema — X = X, siendo A =
dt c d c d

Encontramos los valores propios o eigenvalores de la siguiente forma:
a—-A b
det(A — AT) = =(a—A)d - A)—be
c d-14

que al desarrollarlo nos da el polinomio cuadratico A> —(a +d)A + (ad —bc) =0

El signo del eigenvalor es preponderante para predecir el comportamiento del sistema.

A continuacién analizaremos el comportamiento de un sistema lineal con ayuda de los
eigenvalores y considerando que la solucién del sistema es x=c,e*'v, +c,e™'v,.

. Si 4,<0<4,, entonces el origen es un punto silla, hay dos lineas en el retrato fase
que corresponden a soluciones de linea recta. Las soluciones a lo largo de la linea
tienden hacia (0,0) cuando t se incrementa y las que se encuentra sobre la otra linea
se alejan de punto de (0,0). Veamos un caso:

(-3 0
X'= X
0 2
Eigenvalores 4, =-3 y 4, =2

Las soluciones de linea recta se
encuentran sobre los ejes.

La solucion del sistema es:
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e Si 1,<A,<0 entonces el origen es un sumidero. Todas las soluciones tienden A

(0,0) cuando t tiende a infinito y la mayoria de ellas tienden (0,0) en la direccion
del vector propio o eigenvector 4,. Comprobando con el sistema:

-2 =2
X'= X
Eigenvalores 1,=-4 y 4,=-1

las soluciones de recta son:
y=X y y=-x/2

solucion del sistema

_ —4t ~t
x=ce " —2c,e

_ —4¢ ~t
y=ce = +ce

Sl t— o

e Si 0<A,<4,, entonces el origen es una fuente. Todas las soluciones se alejan del

punto de equilibrio cuando t tiende a infinito, y una gran parte de estas lo hacen
siguiendo la direccion del eigenvector 4,. Lo vemos con el sistema:

2 2
X'= X

\ﬁ\{(;ff;fﬂfﬁfﬁfﬁ;;x

NV st

Eigenvalores 1, =4y A,=1 N \\l{(? NIRRT S
ot N LT Pr TS

soluciones d;ezrecta - F\rl ﬁg{é;;; //7
_ _ . 7AW
y=X y=X S ASAS I

Solucidn del sistema Py

B Py el "

4 t jj?? z?ﬁ )
T A1) IS
- . .
y=aen toe Iy VN E YT B RN
PPV /A ) { WY
_ X=00 FALT LSS AL il LY
Sl t—> o XKXKKK!;’!—B’:/K;”IJ! b
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Eigenvalores complejos.

Dado un sistema lineal (1) que tiene eigenvalores complejos A, =a+iff y A =a—-if,

B #0, entonces sabemos que las soluciones complejas tienen la forma x=¢“""'x, donde
x, es un eigenvector (complejo) de la matriz A . Podemos escribirlo como

x =e” (cos St + isenf)x, .

Como x, es una constante, las partes real e imaginaria de la solucion x son una
combinacién de dos tipos de términos, los exponenciales y los trigonométricos.
El efecto del término exponencial en la solucion depende del signo de «. Si >0,

entonces e’ crece exponencialmente cuando t tiende a infinito y la curva solucion se

mueve en espiral hacia el infinito . Si <0 en ese caso el termino e“’ tiende
exponencialmente a cero cuando t se incrementa, por lo que las soluciones tienden al

origen. Si =0 entonces e¢“’ es uno Yy las soluciones oscilan con amplitud constante todo
el tiempo, es decir son periodicas.

Los términos seno y coseno alternan de valores positivos a negativos y nuevamente de
regreso conforme t crece o decrece; por lo tanto esos términos hacen que x(t) y y(t) oscilen.

Por lo consiguiente, las soluciones en el plano fase xy se desplazan en espiral alrededor de
(0,0).

e Si <0, las soluciones se mueven en espiral hacia el origen. En este caso el origen
se llama sumidero espiral. Comprobando con el sistema:

, (-1 -1 1
X'=| = _ [Xcon X(0)= O . "

Eigenvalores A=-1+i

Solucidn del sistema:

x=e ' (sent + cost)

y=e'(~cost+ set)

L WS R P A ST T
y= R et I
i
T T TP

Sl t—> o

75



e Si a>0, las soluciones se mueven en espiral alejandose del origen. Entonces el
origen se denomina fuente espiral. Veamos un caso:

X’:(_03 j}x con X(O):GJ

Eigenvalores A=1+i/5

Solucidn del sistema

x=e'(cos~/5 + 15 sen~/5t)

s

y=e' (cos-/5¢ — 25 sen~/5t)

s

)

Il
8

Sl t—> oo

T =

e Si a=0, las soluciones son periddicas. Vuelven exactamente a sus condiciones
iniciales en el plano fase y repiten la misma curva cerrada una y otra vez, aqui el
origen se llama un centro. Observemos el sistema:

0 2
X'= X

. ™ ey Ty Ty
Eigenvalores A =0+2i
Solucion del sistema

X=c, cos2t+c,sent

y =—c,sen2t +c, cos2t

A
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Eigenvalores repetidos

Antes de analizar los casos, consideraremos lo que nos dice la solucion general acerca
del comportamiento cualitativo de las soluciones. La forma de la solucion general es

It X At At
X=ck,e” +ce” (k,t+ky)=e"(ck, +c,k,)+c,te”k,, .

La dependencia de t proviene de dos términos, de ¢* y de te*

e Si 1<0, entonces esos dos términos tienden a cero cuando t crece y por lo tanto
el punto de equilibrio en el origen es un sumidero. El término ze

At

eigenvectores.

e Si A1>0, tenemos que todas las soluciones (excepto la de equilibrio) tienden a

At

infinito cuando t crece, por lo que (0,0) es una fuente.

Veamos graficamente el caso en el que 1<0

-2 1
X'= X
Eigenvalores 4, =-2 y 1,=-2

solucion de linea recta  y=0

solucion del sistema

cece (B[ -((]

Sl t—>w
y=0

NN Ly
R I
A VTR I
ey LSS
S S 3‘\0 PV AV
B, W Py
e T e e ™ g e
sy ey [ e e
e Tt e e e e

e g AV
B P

——
e
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mayor que e si t es grande. En consecuencia x ~fe”’k,, cuando t es grande la
solucion tiende entonces a (0,0) en una direccion tangente a la linea de los




Otra forma de analizar el diagrama de fase de un sistema de ecuaciones diferenciales es la
siguiente:

) b ) b
Sea el sistema: 4 X= “ X siendo A= “
dt c d c d

la férmula para encontrar los eigenvalores del sistema es: A* —(a +d)A + (ad —bc) =0

Esta ecuacion se puede expresar como A° —TA+ D=0, donde T=a+d es la traza de A y
D=ad-bc es el determinante de A.

Como el polinomio caracteristico de A depende s6lo de T y D , se infiere que los
eigenvalores de A también estan subordinados a esos valores . Si resolvemos el polinomio
caracteristico obtenemos los eigenvalores:

=TJ_m/T2 —4D

2

A

De esta formula nos percatamos de inmediato que los eigenvalores de A son complejos si
T? -4D <0, son repetidos si T> —4D =0, y reales y distintos si 7% —4D > 0.

Haciendo un analisis de los eigenvalores con los casos antes mencionados obtenemos la
siguiente tabla:

Discriminante Eigenvalores traza origen
T2 4D <0 complejos t>0 Fuente Espiral
t<0 Sumidero Espiral
t=0 Centro
T2 _-4D=0 repetidos >0 Fuente
t<0 Sumidero
T2 -4D>0 Reales t>0 | D=0 *
Y D>0 | Fuente
distintos D<0 | Silla
t<0 | D=0 ok
D>0 | Sumidero
D<0 |silla

* un eigenvalor cero y otro positivo
** un eigenvalor cero y otro negativo
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Ahora podemos empezar a examinar el plano traza-determinante . El eje T corresponde a la

linea horizontal y el eje D a la vertical, entonces la curva 7> -4D=0, que es igual a
2
D :TT , €s una parabola con concavidad hacia arriba, la cual llamamos parabola de raiz

repetida. Arriba de ésta encontramos T2 —4D <0. y abajo de ellaT? —4D > 0.

D
A
\ (A ) £
N N N
N : I
sumidero cgntro fuente
espiral espiral i

fuente

4

I~

sumidero

BN
3

sifla
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2.5 SISTEMAS NO HOMOGENEOS

Dado el sistema lineal no homogéneo x' = Ax +f(¢)

donde A es una matriz constante y el término no homogéneo f(t) es una funcion vectorial
continua dada, sabemos que una solucion general de la ecuacion tiene la forma
X=X, +X,

X, es una solucion general del sistema homogéneo asociado.

X, es una solucion particular del sistema original no homogéneo.

En esta seccion se estudian los métodos para obtener la solucion particular de un sistema
de ecuaciones diferenciales lineales.

2.5.1 Método de coeficientes indeterminados

Este es un método para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales no homogéneas.
X' =Ax+f
con el siguiente procedimiento

1) Seresuelve el sistema homogéneo asociado x'= Ax.

2) Se construye una forma para la solucion particular tomando en cuenta la repeticion
de términos de la solucion del sistema homogéneo asociado con los términos de la
parte f del sistema.

3) Se sustituye esta solucion particular y se resuelve para obtener las constantes en
X,.

Formar la solucion particular de los siguientes sistemas

@=5x+3y—2e”+1
a) ddt
Do xtytet —5t+7
dt

en forma matricial
, 5 3 -2) 0 1
x' = X+ e’ + t+
-1 1 1 -5 7

el determinante para sacar los valores propios es =1 -61+8=0

5-14 3

A=4 y A=2entonces los vectores solucién irdn acompafiados de factor e* y e*
yno sonigualesa e , ¢ y 1 por lo tanto se propone la solucion particular de la forma
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X = s el + % ¢+ %
v b3 b2 bl

ax_ —x+4y+e'
dt 4 (-1 4 1, (o
b) en forma matricial x’ = X+| e+
Y _ 1 -1 o 1
=x—-y+l1
dt
. ) -1-1 5
el determinante para sacar los valores propios es i i =1 +21-3=0

A=-3y A =1 los vectores solucion iran acompafiados del factor e y e'.
Se repite e’ en la parte f del sistema y en la solucion complementaria, por lo tanto se

propone la solucion particular considerando el valor propio 1 con multiplicidad 2,
entonces la forma de la solucion particular para el sistema es:

X = s e’ + % te' + “
Po\by b, b,

dx
—=x+2y+sent

dt
c)
Q=3x+4y+c0s2t

En representacion matricial el sistema tiene la forma

(1 2 1 0
x'= X+ sent + cos 2t
2

=2 -51-2=0
4-2

El determinante para sacar los valores propios es

'y no se repite

5+4/33 g ~
A= entonces los vectores solucion iran acompaiiados del factor e*

2
con ningun factor de la parte f del sistema ( sent, cos2t) por lo tanto se propone la solucion

particular de la forma

ay as a, a;
X = cost+ sent + cos 2t + sen2t
b b b, b,

P
4 3
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@=x+5y+e2t

d) ddt
—yz—x—y+sen2t
dt

En forma matricial

, 1 5 1), (0
x' = X + e’ + sen2t
-1 -1 0 1

el determinante para sacar los valores propios es

1-4
-1 -1-4

=21 +4=0

A = 12i entonces los vectores solucion iran acompanados del factor cos 2t y sen2t.
Se repite sen2t en la parte f del sistema y en la soluciéon complementaria por lo tanto se
propone la solucién particular de la forma

|45 2 |94 a; a, a,
X, = e + sent + cos 2t + tsen2t + t cos 2t
bs b, b, b, b,

Con mucha frecuencia el método de coeficientes indeterminados puede encontrar la
soluciodn particular sin resolver el sistema homogéneo.
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Ejemplo 17: Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

' 4 % -3 ¢
x' = X + e
9 6 10
Solucidn:

Primero se resuelve el sistema homogéneo asociado

(4
X = X
9 6

Se propone la solucién x = k,e” y y=k,e™ Sustituyendo y simplificando se tiene

(4—z)k1+;k2 =0

Ok, + (6~ A)k, =0

4-2

1
3 =4 -101+21=0
9 6-

A

A =101+21=(A-7)(A-3)=0 entonces A=7 'y A=3

Para A=7
-3 g 1 1o 1 . 1 .
30 1= 9 k,=—k,,sik,=9, k =1, entonces es el primer
0 0 9 9
9 -1 0 0
vector propio.
Para 1 =3
L o) (1 Lo 1. 1
3= 3 k,=—k, st k,=-3, k, =1entonces esel
0 0 3 -3
9 3 0 0

segundo vector propio.

La solucién complementaria es

1 1
X, = 01(9}” +cz( 3}6”

Se sugiere una solucion particular de la forma
a, |, alet

X, = e = |-
b, be
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Se sustituye en el sistema:

ae' 4 1\ae -3),
= + e
be' 9 6)\be 10
t t 1 t t
(ale J: 4a,e +§ble —3e

be 9a,e’ +6b,e’ +10¢'

igualando obtenemos

4a e’ +:15b1et -3¢’ —ae' =0

9a,e’' +6be' +10e' —be' =0

reduciendo se obtiene el sistema

3611 + lbl = 3 ., 55
3 cuya solucién es a, = 6

9a, +5b, =10

Por lo tanto la solucion general del sistema es

1) ., 1), (55/36),
x=c¢| le"+c, e’ + e
9 -3 -19/4
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Ejemplo 18: Encontrar la solucidn particular del siguiente Sistema de ecuaciones por el
método de coeficientes indeterminados.

(D2—22 D-3

p+2 D —4D]@ ) @e

Solucidn:

Se propone la siguiente solucion

a; o — aleSt
bl bleSt

Sustituyendo en el sistema original

D*-22 D-3 \ae” 2)
= e
D+2 D?-4D ) be” 3
Resolviendo la multiplicacion de matrices

25a,e” —22a,e™ +5be™ —3be™ | (2e™
5a,e” +2a,e™ +25b,e —20be> 3e™

Igualando elementos

25a,e” —22a,e’ +5be” —3be’ —2e” =0
S5a,e” +2a,e™ +25be’ —20b,e™ —3e” =0

eliminando la exponencial llegamos a:

25a, —22a, +5b, -3b, -2 =0 )
reduciendo

3a, +2b, =2

S5a, +2a, +25b, —20b, -3=0 Ta,+5b, =3

Resolviendo el sistema se obtiene
a=4y b=-5

Entonces la solucion particular es
4e”
xp = _ Sest
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Ejemplo 19: Encontrar la solucidén general del siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales
D —-D-1)\«x (= e
1 D-1)y) |e*

Se propone la solucién para el sistema homogéneo asociado, x = ke y y=k,e” queen

At
. e
forma de matrizes |
k At
e

Sustituyendo en el sistema y simplificando se obtiene

Ak, +(-A-Dk, =0 A —-A-10
k,+(A-Dk, =0 1 A-110
A —-1-1 5
=A"+1=0
1 1-1

Resolviendo la ecuacion de segundo grado se obtienen las soluciones A =0+i y A=0-1i

Para A1=0+1:
i —i—10 ) )
] k,=(1-ik, si k, =1 entonces k, =1—i
1 i-110
x=(1-i)e"
con lo cual una solucidn del sistema es i . 2
y=1le

y se puede escribir de la siguiente forma

X I-i), . . ., I-i) ,
= e" siendo esta la primera solucion x; = e'

y 1
Para A=0-1

-i i-110 . _

. k,=(+Dk, si k, =1 entonces k, =1+i
1 -i-10
., . x=(+i)e™"
con lo cual otra solucion del sistema es o
y=le

y se puede escribir de la siguiente forma
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X 1+i) _ i .y 1+i —it
=l e™" siendo esta la segunda solucion x, = e
Y

La solucién complementaria del sistema es

Utilizando la formula de Euler e” = cost + isent
1-i ) 1+1i )
X, =¢ . (cost +isent)+c, . (cost —isent)

Ccost + isent —icost + sent cost —isent +icost + sent
X, =¢ +c,

cost + isent cost —isent

cost + sent [ sent —cost cost + sent [ sent —cost
X, =¢ +ci +c, —Cyl
cost sent cost

cost + sent [ sent —cost
X, =(¢, +¢,) +(c, =)
cost sent

SiCi=(c,+c,) y C,=(c,—c,)i,

entonces la solucion general se puede escribir como

COSt + sent sent — cost
x, =C, +C,
cost sent

Se propone una solucion particular de la forma

2t
a a ae +a,e

xp — 1 et+_ 2 e% — 1 t 2 5
bl bz ble +b2€

Se sustituye la solucion particular en el sistema

D -D-1Yae +a,e”) [-¢
I D-1 \be +be® ) | e
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Resolviendo la multiplicacion de matrices se obtiene

(ale’ +2a,e” —be' —2b,e” —be' —bze”j ~ (_ e'}

ae' +a,e’ +be' +2b,e’ —be' —b,e” e’

Igualando las matrices e igualando a cero se obtiene

ae' +2a,e’ —be' —2b,e” —be' —b,e’ +e' =0

ae' +a,e’ +be' +2b,e* —be' —be’ —e’ =0

Asociando se tiene

e'(a, —2b, +1)+e*(2a, —3b,) =0
ae' +e*(a, +b,-1)=0

llegando a los sistemas

{a1—2b1+1=0 {2a2—3b2=0

a, =0 a,+b,-1=0

Resolviendo los sistemas a, =0 b, =1/2 a,=3/5y b, =2/5 por lo que

0, (3/5),
X = e + e
»l1/2 2/5

Entonces la solucién general es

cost + sent sent —cost 01, (3/5),,
x, =C, +C, + e + e
cost sent 1/2 2/5
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Ejemplo 20: Encontrar la solucidn particular del siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales
D+1 2 x) 1
-1 Dp-2)\y) U

Solucion:

At
Se propone la solucion x =ke” y y=k,e” que en forma de matriz es (kl i’j
e
2

Sustituyendo en el sistema y simplificando se obtiene

(A+1Dk, +2k, =0 A+1 2 0
—k; +(A=2)k, =0 -1 1-200
A+1 2 5

=1 -A=UA-1)=0
-1 A1-2

A=0y A =1 los vectores solucion iran acompafiados del factor ¢’ y e'.

Se repite e’ =constante en la parte f del sistema y en la soluciéon complementaria, por lo
tanto se propone la solucion particular considerando el valor propio 0 con multiplicidad 2,
entonces la forma de la solucion particular para el sistema es:

X, = (al jtem n (%Jem
bl b2
Reduciendo se obtiene
a a at+
x =| Bl D a,
P p, b, bt+b,
Sustituyendo en el sistema
D+1 2 at+a,) (1
-1 D-2)\bt+b,) |1
Multiplicando las matrices se obtiene
a, +at+a,+2bt+2b, =1 . t(a, +2b)+a, +a,+2b, =1
asociando
—at—a,+b =2bt-2b, =1 t(-a,=2b)—a, +b, -2b, =1
se obtiene el siguiente sistema
a,+2b, =0
a, +a, +2b, =1 resolviendo
b —a,-2b, =1
a,=4,by=-2y a,=-2b,-3.S1 b, =-3 entonces a, =3

4 3
por lo tanto la solucion particular del sistema es x, = ( Jz + ( J
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2.5.2 Método de variacion de parametros

El método de variacion de pardmetros para sistemas goza de una gran flexibilidad y tiene
una formulacion matricial concisa que es conveniente tanto para propdsitos practicos como
tedricos.

Se quiere encontrar una solucion particular x , del sistema lineal no homogeneo

X' =p@)x+1£(1) e)
dado que se ha encontrado una solucion general x_(f) = ¢,x,(¢) +c,X, () +...+ ¢, X, ()

del sistema homogéneo asociado x' = p(¢)x.

Utilizaremos la matriz fundamental ¢(¢) con vectores columna x,..X, para rescribir la

n

funcién complementaria como x_(7) = ¢(¢)c
si c=U(t) entonces

X, (0)=¢OU() 2

Derivando ambos miembros

X, (1) =¢'(OU@) + $()U' (1) A3)

sustituyendo (2) y (3) en (1) obtenemos

¢'OU@) + ¢OU'(1) =p()P(U (1) +1(2)

pero ¢'(t) =p(t)é(¢) por lo tanto

p(O(OU) + ¢(t)U'(t) = p(t)d(t)U(¢) + £(¢) cancelando resulta
gOU'(1) =1 (1)
U'(=¢"(0f (1)

U@ =4 Of (t)dt 4)

sustituyendo (4) en (2)

X, (=9[4 (Of (t)dt
Para utilizar este método el sistema debe tener su forma explicita.
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Ejemplo 21: Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

D-1 1}\«x 7], . o 1
= e’ con condiciones iniciales x(0) =
2D+4 D\y 13 1
Solucion:

El sistema puede expresarse como
, I -1 7,
X' = X+ e
-6 2 -1

: : ) I -1
Se resuelve primero el sistema homogéneo asociado x’ =( 6 2 jx

At
Se propone la solucion x =ke” y y=k,e” que en forma de matriz es (kl i’j
,e
Sustituyendo en el sistema y simplificando se obtiene
{ (1= Ak, —ky =0

— 6k, + (2~ Ak, =0

Para encontrar los valores propios resolvemos
-4 -1 5
=A"-31-4=0.

-6 2-1

Resolviendo la ecuacién de segundo grado se obtienen las soluciones
A=-1y A=4

Para 1 =-1

2 -1
-6 3

. : 1
primera solucion es x, :( e’

0
0

1 -1/2/0
]:( J osea k, =k, /2 si k, =2 entonces k, =1 por lo tanto la
0 00

Para 1 =4
-3 -1
-6 -2

1
segunda solucion es x, =( 3]e4’

0
0

1 1/30
J:( ] osea k, =—k, /3 si k, =3 entonces k, =1 por lo tanto la
0 010

1 1
la solucion complementaria es x, = cl(zje’ + cz( 3]e4t
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e’ eV B 3e' /5 e'/5
¢ = —t 4t ¢ ‘= -4t —4t
2¢" —-3e 2¢7 /5 —e /5
e’ e 3e'/5 e'/5 | 7e
Xp =1 h 4 .[ 41 4 |t
2e" —3e 2" /5 —e /5 )\—e
Resolviendo el producto dentro de la integral
e’ e" 21e* /5—-¢e* /5
XP = -t 4t J. =3t -3t t
2¢" -3e 14e™ /5+e" /5
Reduciendo en la integral
e—t e4t 4ezt
X, = (Ze_t 3t JI[36—3r Jdt
Integrando la matriz se obtiene
e—t e4t Zezt et
X, = = .
p (ze—t _ 3e4t J(_ e—3tj (7etj
Por lo tanto la solucion general es

1—t 1 4t 1[
x=a, e +c2_3e +7e.

1
Sustituyendo las condiciones iniciales t=0y x = (J se tiene
1 1 1 1
=c| |+¢, +
1 2 -3 7
Que se reduce al sistema al sistema algebraico

¢, +c,=0 ., -6
consolucion ¢, =— y ¢, =—.
2¢, =3¢, =6 5 5

—6(1 1
Por lo tanto la solucidones  x = 56(2jet + 6( je‘” +(
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Ejemplo 22: Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

. (2 -1 e’
x' = X+
3 -2 t
Solucidn:

se resuelve primero el sistema homogéneo asociado

2 -1 2-4 -1 5
x' = 3 5 x, parael cual 3 ) =A —-1=0,entonces =1y A=-1
Para 1 =1
1 -10 1 —10 _ 1
= =k =k, y st k, =1 tenemos
3 =30 0 010 1
Para 1 =-1
3 —1/0) (1 -1/3l0 1 : 1
= = k,=—k, 'y sik,=23 tenemos
3 —-10 0 0 |0 3 3
1 t+ 1 -1
x. =c| le+c e
c 1 1 2 3
t —t
¢ = ¢ ¢ 5 = 3¢ /2 —e'/2
e’ 3e’! —e' /2 €2

e e 3e7'/2 —e/2)é€
Xp =l —t,[ t ¢ 4

e 3e —-e' /2 e'/2 t
.- e e’ J- 3/2—te”" /2 . e e\ 3t/2+te /247" /2
Pole 3e Pl—e* /24t /2 e 3e' \—e¥/d+te'/2—¢"/2

Multiplicando las matrices se tiene
_( e’ /24+1/2+1/2—€' 14 +1/2-1/2 J_( 3te' /2—e' [ 4+t j

- 3e' /2—3¢' /442 —1

3te' /2+t/2+1/2-3e' /4+3t/2-3/2

o Rt

Por lo tanto la solucion general sera

s=elyrel Sl ek B0
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Ejemplo 23: Resolver el siguiente sistema

, 0 1 0
x' = X +
-1 0 secttant

Solucion:

: : . 0 1
Se resuelve primero el sistema homogéneo asociado x’ =( . ij

At
Se propone la solucién x =k,e” y y=k,e” que en forma de matriz es ( : J

At
k,e

Sustituyendo en el sistema y simplificando se obtiene

-4 1

—Jk, +k, =0
-1 -4

para el cual
—k +-4k, =0

=2 +1=0

Resolviendo la ecuacion de 2° grado se obtienen las soluciones A =i y A=—i.

Para A=

-i 110
-1 —i|0

Para A =-i
i 1/0
-1 0

_ i 1) . 1 .
La solucion complementaria es x, = cl( e +c,| |,
i

1),
J osea kji=k, si k, =1, k, =i por lo tanto la 1° solucion es x, = (.je”

1)
] osea kji=-k, st k, =1, k, =—i por lo tanto la 2° solucion es x, =( .je”.
i

1

Utilizando la formula de Euler e” = cost + isent y simplificando se llega a la siguiente
solucion

cost sent
XC = C1 + 02
—sent cost
p cost sent p cost —sent
—sent Ccost sent  coSt

cost sent \.[cost —sent 0
X, = I dt
—sent COSt sent cost )\ secttant
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Resolviendo el producto dentro de la integral
cost  sent J. —sentsecttant ;
X =
P \—sent cost )\ costsecttant
Reduciendo y por identidades trigonométricas se llega a
cost sent).(1—sec® x
X, = | i
—Ssent COSt tan ¢
Integrando la matriz se obtiene
cost sent t—tant
X =
7\ —sent cost ) —incost

Multiplicando las matrices

—tsent + senttant — costin cost

cost? —sent sent \.
» f + - incost
— sent senttant cost

Por lo tanto la solucion general es

cost sent cost? — sent sent \.
X=c +c, + !+ - Incost
— sent cost? — sent senttant cost?

( tcost — sent — sentin cost j

>
I
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CAPITULO 111
APLICACIONES

En este capitulo se presenta una vision de la aplicacion de los sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales en diversos campos.

3.1 PANORAMA GENERAL
32  APLICACION A MODELOS POBLACIONALES
3.3  UNA APLICACION A LAS MATEMATICAS FINANCIERAS

34  APLICACION A LA ECONOMIA
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3.1 PANORAMA GENERAL

Aunque en los libros de texto en su mayoria solo se mencionen aplicaciones a la fisica en la
realidad su aplicacion se extiende a otros campos cuando ocurren las siguientes situaciones

- Existen varias cantidades de interés.

- La tasa a la que una cantidad cambia a otra cantidad es proporcional a una combinacion
lineal de las cantidades.

Existe un gran numero de posibilidades distintas. A continuaciéon se mencionan algunas de
las més usadas.

1.

Una region estd dividida en varias areas. Las cantidades de interés son las
poblaciones de cada area. Las poblaciones cambian debido a nacimientos, muertes,
y migracion. Las tasas de nacimiento y muerte son proporcionales al tamafio de la
poblacion actual. La tasa de migracion puede ser proporcional a la poblacion de un
area.

Una especie animal esta dividida en varios grupos de edad. Las cantidades de
interés son el numero en cada grupo de edad. Los individuos mueren o cambian de
grupo de edad, con tasas proporcionales al numero en el grupo. Nacen con tasas
proporcionales a los numeros en los grupos de edad fértiles.

Una economia esta dividida en diferentes sectores. Las cantidades de interés son los
bienes totales en cada sector. Los bienes de algunos sectores pueden ser
consumidos, pueden usar bienes de otros sectores o pueden ser producidos para
otros sectores a tasas que son combinaciones lineales de la cantidad de bienes en
cada sector.

Un lago esta dividido en regiones sobre la base de patrones de circulacion estable.

Las cantidades de interés son las cantidades de contaminante en las diferentes
regiones.
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3.2 APLICACION A MODELOS POBLACIONALES

Este es uno de los campos donde los sistemas de ecuaciones diferenciales han tenido mayor
aplicacion. Se maneja la siguiente situacion:

Una especie se divide en m grupos, que se toman como grupos de edad. Suponga que w es
el tamafio de los grupos en el tiempo ¢ Para cada grupo se hacen las siguientes
suposiciones.

I. existe una pérdida debida a muertes que es proporcional al tamaiio del grupo, mw.

II. Los individuos se gradiian de un grupo al siguiente a una tasa proporcional al tamafio
del grupo, gw.

ITI. los grupos fértiles crian a sus recién nacidos a una tasa proporcional al tamafio del
grupo, nw.

Ejemplo 1: Resolver el siguiente problema

Suponga que una poblacién de insectos pasa por tres etapas que se llaman larvas,
embriones y adultos, solo los adultos pueden reproducirse.

Encuentre el modelo para encontrar el nimero de individuos de cada grupo en el instante ¢

Solucién:
Sea x=larvas, y=embrionesy z=adultos.

Cada grupo tiene sus respectivas tasas de mortalidad, natalidad y graduacion.

La ecuacion que describe la razon de cambio en el numero de larvas es la siguiente:
. tasa - de numero -de | |tasa-de numero -de| |tasa-de | numero-de
X =— — +
mortalidad || larvas graduacion || larvas natalidad || adultos
La ecuacion que describe la razon de cambio en el nimero de embriones es:
, tasa - de numero -de | |tasa-de numero -de | | tasa-de numero - de
Yy =7 . . - L, . + .,
mortalidad || embriones graduacion || embriones graduacion || larvas
La ecuacion que describe la razon de cambio en el numero de adultos es:
, tasa - de numero -de | | tasa-de niumero - de
z'=— +
mortalidad || adultos graduacion | embriones
X'=-mx—-gx+nz
por tanto el sistema a resolver es: Y =-myy—g,y+gx

z'=—myz+ g,y

con todas las constantes positivas y las condiciones iniciales no negativas.
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3.3 UNA APLICACION A LAS MATEMATICAS FINANCIERAS

Otro campo en el cual se presenta la aplicacion de las ecuaciones diferenciales, es en las
Instituciones Financieras, debido a que los Capitales se encuentran en constante
movimiento y varian dependiendo del tiempo, es decir, mientras mayor Capital me preste el
Banco, mayor interés debo pagarle, 6 en el caso opuesto, el dinero que yo invierta en el
Banco, habitualmente me generard mayor interés mientras mayor sea el tiempo que yo lo
tenga invertido.

Interés simple

Ejemplo 2: Analicemos una aplicacion de las ecuaciones diferenciales en las tasas de
interés.

El Sr. Pedro Ramirez solicité al Banco del Atlantico un préstamo por $100, el cual pagara
en un plazo de 3 afios, y el Banco del Atlantico le cobrard al Sr. Ramirez intereses a una
tasa de interés del 10% anual.

(Cuanto debe pagar el Sr. Ramirez al término del plazo?

Solucién:
Este es un problema demasiado simple, sin embargo ahora lo abordaremos desde la
perspectiva de las ecuaciones diferenciales.

Planteamiento del problema

dy

Si“y” es el adeudo, entonces — =10 con la condicion inicial y(0)=100

Lo anterior significa que la razon de cambio del adeudo “y” con respecto al tiempo “#” es
10, y que el valor del adeudo en el tiempo “0” es 100.

Resolviendo la ecuacion % =10 con »(0)=100
Separando variables dy =10dt

Integrando en ambos miembros de la se tiene que jdy = ledt

Entonces y=10t+c¢

Sustituyendo la condicion inicial donde y=100,7=0

Obtenemos que ¢ = 100, por lo cual la funcién del adeudo sera: y =10z + 100

Por lo tanto, al término de los tres aios ¢ = 3, la deuda sera: y=10(3)+ 100 =130
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Interés compuesto

Ejemplo 3: Analicemos el siguiente problema.

El Sr. Jacinto Pérez abri6 una cuenta en el Banco del Norte con un Capital inicial de
$5,000.00, y el Banco le ofreci6 pagarle una tasa de rendimiento del 6% capitalizable
diariamente.

(Cuanto dinero tendra en su cuenta el Sr. Pérez al término de 5 afios?

Solucion:
Planteamiento del problema
Sea:

C = Capital inicial invertido

M = Monto (al final del plazo)
i = Tasa de rendimiento anual

Si “M” es el Monto, entonces dd—A;[ =0.06M con la condicidn inicial M (0)=35,000

Lo anterior significa que la razon de cambio del Monto con respecto al tiempo es 0.06M, y
que el valor del Monto en el tiempo “0” es M(0)=5,000.

M

Resolviendo la ecuacion u 0.06 M
t

. . M

Por el método de variables separables v 0.06dt
. ., . am

Integrando en ambos miembros de la ecuacion se tiene que ST I0.0Gdt
Entonces InM =0.06¢ + ¢
Eliminando los logaritmos M =e"% xe¢  sik=ef
La ecuacion ahora toma la siguiente forma M = ke®%
Sustituyendo la condicion inicial donde M=5000, =0

Obtenemos que £=5000, por lo cual la funcién del Monto serd: M =5000e"%

Por lo tanto, al término de los cinco afios t=5, el Monto sera: M =5000¢"%*

Es decir, el Sr. Pérez tendra M =$6,749.29
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., cr g . . dP . . . ;o
En conclusion la ecuacion diferencial s kP modela el interés continuo de un deposito
t

inicial, donde P(¢) es la cantidad de dinero y k es la tasa de crecimiento. Este modelo, con
frecuencia, es solo suficientemente exacto si se trata de interés compuesto diariamente. Sin
embargo, pueden realizarse depdsitos adicionales 6 entradas. Esto lleva a una ecuacion
diferencial que no es homogénea.

Ejemplo 4: Resolver

El dia de hoy, Arturo Pefia va a invertir un Capital de $1,000 en el Banco Belice, y le
ofrecieron pagarle un rendimiento anual del 7%, capitalizable diariamente, sin embargo,
Arturo Pefia desea agregar a su cuenta $10.00 diariamente.

(De qué manera podemos saber qué cantidad de dinero tiene Arturo Pefia en su cuenta en
determinado tiempo?

Solucién:
Primero debemos determinar la ecuacion diferencial que se puede aplicar .

En este caso, la cantidad de dinero se incrementa por dos razones, el interés y los depositos
adicionales.

En general, se puede escribir una ecuacion en palabras para la tasa de cambio de la
cantidad:

tasa - de ) )
. tasa - de - incremento tasa - de - incremento
cambio - del | = ) . |+ ) ]
. debida - al - interés debida - al - deposito
dinero
e . dP
Entonces la ecuacion diferencial es: —=0.07P + 3650

Esta es una ecuacion diferencial lineal de primer orden con coeficientes constantes.

Este caso se puede extender a varias cuentas bancarias en las que hay entradas y salidas de
dinero, por lo tanto el numero de ecuaciones se incrementara en funcion al numero de
cuentas dando como resultado un conjunto de ecuaciones diferenciales formando asi un
sistema de ecuaciones diferenciales.
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Ejemplo 5:  Resolver el siguiente problema.

Se establecen dos cuentas de inversion con $1000 iniciales en la cuenta A, y $ 2000
iniciales en la cuenta B.

La cuenta A, es una cuenta a largo plazo y gana el 10% de interés anual compuesto
diariamente .

La cuenta B gana el 5% de interés anual compuesto diariamente.

Se hacen depdsitos en B a una de tasa de $10 al dia.

Cada dia el banco transfiere dinero de B a A, a una tasa anual de 20% de la diferencia

entre B y $2000.
Establecer las ecuaciones diferenciales que modelan esta situacion.
Solucién:
El sistema que modela la situacion es
db dt con condiciones iniciales B
&, =0.05b+36500.2(b~2000) b(0) = 2000

simplificando el sistema se tiene
1 1

a'=—a+—-b—-400
10 5
b’=_—3b+4050
20

Se resolvera este sistema con transformadas de Laplace . Se puede ver que la segunda
ecuacion tiene una sola variable; se empezara por resolver esta ecuacion:

b= _—3b + 4050

20
aplicando transformada de Laplace a ambos miembros
b’} = ;g {b}+40500{1}

sB(s)-b(0) = ;03B(s) 4 2050

B(s)(s + 230) = 4050 +2000 despejando B(s) y simplificando se obtiene
s
B(s) =1000 M
s(20s +3)
descomponiendo en fracciones parciales
B(s) = 1000[27 _ 500 J
s 20s+3
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¢7{B(s)} = 27000¢"! {1}

S

500000, 1

R

20

Resolviendo las transformadas inversas, obtenemos:

3

b(t) = 27,000 — 25,000¢

Ahora encontraremos a(t)

a'=ia+lb—400
10 5

ta'}= 1€{a}+;€{b}— 400/{1}

10
1 1 400
sA(s) =a(0) = A(s) + Bs) =~ =

SA(s) — 110 A(s) = ;B(s) — 420 +1000

A(S)(S_ljzl 1000 40s+81 )| 10005 —400
10) 5 s(20s +3) s

10s—1) 8000s+16200 1000s—400
A(s) = +
10 s(20s +3) S
(IOS - 1] 200005 + 3000s + 15000
A(s) =
10 s(20s +3)

20s% +3s+15
s(20s +3)(10s —1)

} descomponiendo en fracciones parciales

A(s) = (10)(1000){

A(s)=10000 -, 40 + 31
K 20s+3 10s-—-1

+31000¢0 7'y ———
s+ — §——

20 10

S

¢7H{A(s)} = -50000¢" {1} +20000/7!

-3 1

a(t) = =50000 + 20000¢20 +31000e10"
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Por lo tanto la solucion del sistema es
-3 1

a(t) = =50000 + 20000¢20 +31000e10"
3

b(t) = 27,000 — 25,000¢ '

Supongamos que queremos conocer el rendimiento de las cuentas A y B transcurridos 15
dias, para lo cual sustituimos =15/365 de lo cual se obtiene

a(r)=1004.75

b(#)=2153.63

Utilizando matematicas financieras para elaborar una tabla del rendimiento de ambas
inversiones por dia se obtiene

CUENTA A
Rendimiento
Dia Capital Tasa diaria Diario Acumulado Depésito Monto final
1 1,000.00 |0.0273973% 0.27 1,000.27 0.01 1,000.28
2 1,000.28 |0.0273973% 0.27 1,000.55 0.01 1,000.56
3 1,000.56 |0.0273973% 0.27 1,000.84 0.02 1,000.86
4 1,000.86 |0.0273973% 0.27 1,001.13 0.02 1,001.15
5 1,001.15 [0.0273973% 0.27 1,001.43 0.03 1,001.46
6 1,001.46 |0.0273973% 0.27 1,001.73 0.03 1,001.76
7 1,001.76 |0.0273973% 0.27 1,002.04 0.04 1,002.08
8 1,002.08 |0.0273973% 0.27 1,002.35 0.04 1,002.40
9 1,002.40 |0.0273973% 0.27 1,002.67 0.05 1,002.72
10 1,002.72 |0.0273973% 0.27 1,003.00 0.06 1,003.05
11 1,003.05 |0.0273973% 0.27 1,003.33 0.06 1,003.39
12 1,003.39 |0.0273973% 0.27 1,003.66 0.07 1,003.73
13 1,003.73 |[0.0273973% 0.27 1,004.01 0.07 1,004.08
14 1,004.08 |0.0273973% 0.28 1,004.35 0.08 1,004.43
15 1,004.43 |0.0273973% 0.28 1,004.71 0.08 1,004.75
16 1,004.79 [0.0273973% 0.28 1,005.07 0.09 1,005.16
17 1,005.16 | 0.0273973% 0.28 1,005.43 0.10 1,005.53
18 1,005.53 [0.0273973% 0.28 1,005.80 0.10 1,005.90
19 1,005.90 |[0.0273973% 0.28 1,006.18 0.11 1,006.29
20 1,006.29 |0.0273973% 0.28 1,006.56 0.11 1,006.67
21 1,006.67 |0.0273973% 0.28 1,006.95 0.12 1,007.07
22 1,007.07 [0.0273973% 0.28 1,007.34 0.12 1,007.47
23 1,007.47 |0.0273973% 0.28 1,007.74 0.13 1,007.87
24 1,007.87 |0.0273973% 0.28 1,008.15 0.13 1,008.28
25 1,008.28 |0.0273973% 0.28 1,008.56 0.14 1,008.70
26 1,008.70 |0.0273973% 0.28 1,008.98 0.15 1,009.12
27 1,009.12 [0.0273973% 0.28 1,009.40 0.15 1,009.55
28 1,009.55 |0.0273973% 0.28 1,009.83 0.16 1,009.98
29 1,009.98 |0.0273973% 0.28 1,010.26 0.16 1,010.42
30 1,010.42 |0.0273973% 0.28 1,010.70 0.17 1,010.87
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CUENTAB

Saldo Rend. Importe de 20% del Retiro
Dia Inicial Tasa diaria Diario | Acumulado | Depésito Monto referencia excedente A ct;\enta Saldo final
1] 2,000.00 | 0.0136986% | 0.27 | 2,000.27 10 2,010.27 2,000.00 10.27 0.01 | 2,010.27
2| 2,010.27 | 0.0136986% | 0.28 | 2,010.54 10 2,020.54 2,000.00 20.54 0.01 | 2,020.53
3| 2,020.53 | 0.0136986% | 0.28 | 2,020.81 10 2,030.81 2,000.00 30.81 0.02 | 2,030.79
4] 2,030.79 | 0.0136986% | 0.28 | 2,031.07 10 2,041.07 2,000.00 41.07 0.02 | 2,041.05
5| 2,041.05 | 0.0136986% | 0.28 | 2,041.33 10 2,051.33 2,000.00 51.33 0.03 | 2,051.30
6| 2,051.30 | 0.0136986% | 0.28 | 2,051.58 10 2,061.58 2,000.00 61.58 0.03 | 2,061.55
7| 2,061.55]0.0136986% | 0.28 | 2,061.83 10 2,071.83 2,000.00 71.83 0.04 | 2,071.79
8| 2,071.79 1 0.0136986% | 0.28 | 2,072.07 10 2,082.07 2,000.00 82.07 0.04 | 2,082.03
9| 2,082.03 | 0.0136986% | 0.29| 2,082.31 10 2,092.31 2,000.00 92.31 0.05 | 2,092.26
10| 2,092.26 | 0.0136986% | 0.29| 2,092.55 10 2,102.55 2,000.00 102.55 0.06 | 2,102.49
111 2,102.49 | 0.0136986% | 0.29| 2,102.78 10 2,112.78 2,000.00 112.78 0.06 | 2,112.72
12| 2,112.72 1 0.0136986% | 0.29| 2,113.01 10 2,123.01 2,000.00 123.01 0.07 | 2,122.94
13| 2,122.94 | 0.0136986% | 0.29 | 2,123.23 10 2,133.23 2,000.00 133.23 0.07 | 2,133.16
14| 2,133.16 | 0.0136986% | 0.29| 2,133.45 10 2,143.45 2,000.00 143.45 0.08 | 2,143.37
15| 2,143.37 | 0.0136986% | 0.29| 2,143.67 10 2,153.67 2,000.00 153.67 0.08 | 2,153.63
16| 2,153.58 | 0.0136986% | 0.30| 2,153.88 10 2,163.88 2,000.00 163.88 0.09 | 2,163.79
17| 2,163.79 | 0.0136986% | 0.30| 2,164.08 10 2,174.08 2,000.00 174.08 0.10 | 2,173.99
18| 2,173.99 |1 0.0136986% | 0.30| 2,174.29 10 2,184.29 2,000.00 184.29 0.10 | 2,184.19
19| 2,184.19 1 0.0136986% | 0.30| 2,184.49 10 2,194.49 2,000.00 194.49 0.11 ] 2,194.38
20| 2,194.38 | 0.0136986% | 0.30| 2,194.68 10 2,204.68 2,000.00 204.68 0.11 | 2,204.57
21| 2,204.57 | 0.0136986% | 0.30| 2,204.87 10 2,214.87 2,000.00 214.87 0.12 | 2,214.75
22| 2,214.7510.0136986% | 0.30| 2,215.05 10 2,225.05 2,000.00 225.05 0.12 | 2,224.93
23| 2,224.93 10.0136986% | 0.30| 2,225.24 10 2,235.24 2,000.00 235.24 0.13 | 2,235.11
24| 2,235.11 | 0.0136986% | 0.31| 2,235.41 10 2,245.41 2,000.00 245.41 0.13 | 2,245.28
25| 2,245.28 1 0.0136986% | 0.31| 2,245.59 10 2,255.59 2,000.00 255.59 0.14 | 2,255.45
26| 2,255.4510.0136986% | 0.31| 2,255.76 10 2,265.76 2,000.00 265.76 0.15 | 2,265.61
27| 2,265.61 | 0.0136986% | 0.31| 2,265.92 10 2,275.92 2,000.00 275.92 0.15 | 2,275.77
28| 2,275.77 | 0.0136986% | 0.31| 2,276.08 10 2,286.08 2,000.00 286.08 0.16 | 2,285.92
29| 2,285.92 1 0.0136986% | 0.31| 2,286.24 10 2,296.24 2,000.00 296.24 0.16 | 2,296.07
30| 2,296.07 | 0.0136986% | 0.31| 2,296.39 10 2,306.39 2,000.00 306.39 0.17 | 2,306.22

Se observa que los resultados del sistema y el andlisis del rendimiento de cada cuenta
coinciden.
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A continuacion se muestran el campo de direcciones y el retrato de fase del sistema
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En el retrato de fase se puede observar el crecimiento continuo de la cuenta a(t), mientras
que la cuenta b(t) también crece, pero a medida que el tiempo aumenta se mantiene

constante.

Lo mismo se puede ver en la grafica de las soluciones.

a(t)

35000
30000
26000
20000
b(t)
15000

10000

5000

2 4 3 g 10

o

Comportamiento de las cuentas en 10 afios.
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3.4 APLICACION A LA ECONOMIA

Sobreajuste del tipo de cambio (overshooting).

Antes de presentarlo, daremos algunas consideraciones econdmicas. Se tienen dos paises:
uno pequefio, que es el pais de casa, digamos México y el otro grande, que es el pais
extranjero, por ejemplo Estados Unidos. Ambos paises estan poblados por agentes
racionales con prevision perfecta.

Se coloca un asterisco a las variables cuando estas corresponden al pais extranjero. Si M y
P se refieren a la cantidad nominal de dinero, medida en pesos, y al indice de precios
medido en (

pesos

j, entonces la cantidad real de dinero, o balances reales es el
consumible

cociente M/P, cuyas unidades son simplemente consumibles, es decir unidades reales de
consumo. En otras palabras M representa la cantidad de dinero disponible para comprar; y
P precio del consumible por lo que el cociente dara el nimero de consumibles que se

pueden adquirir.

Pensemos en la tasa nominal de interés como aquella que nos proporciona un instrumento
gubernamental local, como un Cete (certificado de la tesoreria). Si la tasa nominal de
interés aumenta, los agentes econdomicos tienen un incentivo para comprar Cetes por lo que
se deshacen de sus balances reales y adquieren esos instrumentos. Este comportamiento lo
podemos expresar diciendo que los balances reales son inversamente proporcionales a la

tasa nominal de interés % =k, GJ .

I = tasa nominal de interés
Siendo , la constante de proporcionalidad.

Para convertir esta ecuacion en una ecuacion lineal consideremos lo siguiente:

M . .
Sean B, los balances reales, entonces B, = 5 sacando logaritmos en ambos miembros

lnBrzln? esto es InB, =InM —-InP, si b=InB,, m=InM y p=InP la ecuacion

InB, =InM —In P queda expresada como b, =m—p.

Si TN, =— representa la inversa de la tasa nominal de interés, obteniendo logaritmos de

. . 1 . .
ambos miembros se tiene InTN, =1n; que es igual a In7N,=-1Inl, si se toman los
siguientes cambios de variable m, =InTN,; y i=In/ entonces la ecuacion In7N, =—In/
queda expresada como m, =—i.

Entonces la afirmacion los balances reales son inversamente proporcionales a la tasa
nominal de interés se puede representar como m — p = —yui

Siademas i e i * denotan las tasas de interés nominal del pais de casa y del pais extranjero,
respectivamente.
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El tipo de cambio F estd medido en ( unidades - de - moneda - local j :[pesos ]

unidad - de - moneda - extranjera dolar

M

El tipo de cambio real se define como el cociente % cuyas unidades quedan dadas por

pesos dolar
(dollar ]( consumible” J _( consumible
pesos ( J
(consumiblej

es decir, nos da el valor de los consumibles o bienes extranjeros en términos de los bienes
locales. De ahi viene el nombre de “tipo de cambio real”.Si el tipo de cambio real aumenta
entonces los bienes extranjeros son mas caros con respecto a los bienes locales o
equivalentemente, los bienes locales son més baratos con respecto a los extranjeros, lo que
promueve el aumento en las exportaciones nacionales. Debido a esta observacion, es
natural suponer que_la produccidn de bienes nacionales o ingreso Y es proporcional al tipo

de cambioreal. Y=k, % .

Siendo %, la constante de proporcionalidad.

consumible”

Para convertir el modelo en uno lineal consideremos lo siguiente
TCR = tipo de cambio real.

TCR = % sacando logaritmos en ambos miembros In7CR=InF +nP* —In P
tomando los siguientes cambios de variable tcr =InTCR, f=InF, p*=nP"y p=InP

la ecuacion InTCR =In F +In P* —In P se puede expresar como fcr=f+p°  —p ysiy=InY
la afirmacion el ingreso es proporcional al tipo de cambio real la podemos representar

como y=A(f+p" —p).

Entonces las observaciones hechas anteriormente implican las siguientes relaciones

m—p=—ui
y=B(f+p —p)

aqui uy fson constantes positivas , m es la oferta nominal de dinero que suponemos
constante..

x ! . .y ’ .
Asumamos que i* es una constante; esto sucede si(p ) ,la inflacion en el pais extranjero

es cercana a cero y por la tanto la tasa de interés nominal es igual a la tasa real.
Adicionalmente asumimos que la economia es totalmente abierta en ambos paises . La

condicion de paridad en la tasa de interés implica la relacion i =i" + f'
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Esto simplemente nos dice que no existe arbitraje en el mercado de bonos de ambos paises
es decir no se puede hacer dinero comprando bonos en un pais y vendiéndolos en otro.
Tenemos entonces una relacion en la cual la inflacion es proporcional al ingreso  p'=9y

Sin perdida de generalidad, las constantes p* e i* las normalizamos a cero (recuérdese que
estan expresadas en logaritmos). De esta forma i=i"+ 'y y=8(f+p" —p) toman la
siguiente forma i= 'y y=pB(f — p)sustituyendo en m—p=—ui y en p'=9yobtenemos

r_p—m
yr=t=n

y7,

p'=p3(f-p)
Estas ultimas dos ecuaciones forman un sistema lineal en las variables f y p, y que se
puede expresar en forma matricial como

o S o))

y

po

El determinante del sistema es negativo —“— . Ahora encontraremos los valores propios
y7
-A 1/ . . .
ooy POA — P _ 0 resolviendo la ecuacion de 2° grado se tiene:
pO  —po—1
. — O +-|B*0% +450 /]

2
Los valores propios son reales y de signos diferentes.

El estado estacionario se obtiene resolviendo f'=0 para el cual f=m

p' =0 para el cual p=f o sea p=m.
por lo tanto el estado estacionario es (p,f)=(m,m).
dibujando el diagrama de fase obtenemos

f
A f!:O ' 0

t, "
Nyl
<

Supongamos que el sistema se encuentra en su estado estacionario, (m,m) y que el indice de
precios p en el pais de casa es “pegajoso”, en el sentido de que los precios no se ajustan
instantdneamente en respuesta a cambios a los parametros . Si hay un cambio en la politica
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monetaria del pais de casa y la oferta nominal de dinero aumenta inesperadamente a un
nivel m el nuevo estado estacionario (7,7 ), esta arriba y a la derecha del anterior.

A /=0
fo 1 p'=0
i
(m,m) 2( )
0
m m TP

En el momento en que la provision de dinero se incrementa, la tasa de cambio brinca al
punto 1 de su valor inicial estable 0. con el tiempo el sistema se mueve a lo largo de la
ruta del punto silla al nuevo valor estable 2, con el tipo de cambio cayendo y el nivel de
precios aumentando. Asi el tipo de cambio sobrepasa su nuevo valor estable.

Con un incremento en la oferta monetaria, el tipo de cambio se deprecia en la misma
proporcién en que, en el largo plazo, suben el dinero los salarios y los precios.

La depreciacion de F puede sobrepasar(over shoot) su valor de largo plazo.

El fenémeno del overshooting muestra que efectivamente las variaciones en la oferta
monetaria pueden provocar saltos en el tipo de cambio que son proporcionalmente mayores
en el corto plazo.
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CONCLUSIONES

El presente trabajo es el resultado de una inquietud por conocer las aplicaciones reales
que pueden tener los “sistemas de ecuaciones diferenciales”. Durante el desarrollo del
mismo, se logrd visualizar que estos se encuentran inmersos en los modelos
matematicos que definen determinados fenomenos sociales, y en ellos, el tiempo es la
razon fundamental que determina su constante cambio.

En la bibliografia que se consultd, se encontré que la representacion matematica de los
“sistemas de ecuaciones diferenciales”, difiere de acuerdo con cada autor, y las
principales formas utilizadas son: la representacion matricial, con operadores
diferenciales, y a través de un conjunto de ecuaciones.

Derivado de lo anterior, se identific6 que independientemente de su forma de
representacion, se aplica el mismo método de solucion para cada caso, ya que es posible
adaptar los elementos que definen un sistema de ecuaciones diferenciales a dicho
método. Asi mismo, se establecieron las bases para identificar el método de solucion
que debe utilizarse para la solucion de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales,
de acuerdo a las condiciones que éste lleve implicitas.

En la aplicacion a las matematicas financieras, se muestran las tablas del desarrollo de
la obtencion de interés compuesto a una tasa capitalizable diariamente, aplicado a dos
cuentas de inversion, en las cuales, su monto se va modificando debido a la entrada y
salida de capital. Este tipo de cuentas que tienen movimiento continuo, son utilizadas
en los bancos, y son aquellas en las que el cliente puede disponer de su dinero en el
momento que el lo requiera, por lo cual a través un sistema de ecuaciones diferenciales,
es posible conocer el monto que la cuenta en determinada fecha rapidamente.

Basandonos en esta aplicacion financiera, se dedujo que la solucion de un sistema de
ecuaciones diferenciales, simplifica operaciones que requieren de tiempos y procesos
prolongados, reduciéndolos a una simple sustitucion en una funcién matematica, cuya
solucion optimiza estos valiosos elementos, y cuyo resultado final es el mismo al que se
obtiene a través del desarrollo de una tabla financiera. Cabe mencionar, que
dependiendo de las necesidades de la persona, se optard por determinar el valor de una
inversion a través de un proceso u otro.

Los “sistemas de ecuaciones diferenciales” tienen una fuerte aplicacion en el campo de
la ecologia, como es el caso del estudio de los cambios poblacionales de los animales
para los cuales ya existen modelos encontrados en los libros, sin embargo los autores
plasman modelos aplicados en esta area, en las ciudades 6 comunidades pero estos son
de dificil acceso.

En esta investigacion, solo se encontr6 informacion en libros y documentos
provenientes de Estados Unidos, lo cual nos indica que en nuestro pais, esta aplicacion
no ha sido abordada, 6 quiza solo en cierta medida, siendo asi esta, una oportunidad de
estudio para nuevas generaciones que estén interesadas en las aplicaciones matematica
en este entorno.

Los “sistemas de ecuaciones diferenciales” también son una herramienta muy
importante en los modelos econdmicos, ya que estos manejan diversas variables que
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cambian constantemente con respecto al tiempo, tal es el caso del cambio de precio de
un producto respecto al tiempo (inflacion).

Anteriormente, la aplicacion de los “sistemas de ecuaciones diferenciales” lineales se
restringia a fendmenos de la Fisica, sin embargo, en los ltimos afios se ha extendido
considerablemente en diversos campos como son: Medicina, Biologia, Ecologia,
Demografia, etc.

El mundo se encuentra en constante cambio, y su razén de cambio es el tiempo, por lo
cual podemos deducir, que los “sistemas de ecuaciones diferenciales” pueden ser
aplicados en cualquier &mbito.

De acuerdo con el desarrollo del presente trabajo, queda demostrado que los sistemas
de ecuaciones diferenciales son utilizados en diversos campos y su aplicacion se esta
extendiendo cada vez mas a otras areas, por lo que el estudio de esta herramienta
matematica es muy importante. Por lo anterior, el objetivo de este trabajo ha sido
cubierto.
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