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Resumen

En esta tesis se describe la metodologia para el analisis estatico de una
plataforma de seis grados de libertad, la arquitectura del sistema consiste
en una plataforma fija de forma triangular unida a una plataforma movil
de forma hexagonal, el enlace entre ambas se da por medio de seis
cadenas cinematicas idénticas de tres eslabones cada una; a cada lado de
la plataforma fija se une un par de cadenas formando un manipulador de
tipo paralelo el cual en lo general, presenta cierta ventaja sobre los de tipo
serial por su robustez.

El analisis del sistema inicia con el estudio de la cinematica inversa;
basandonos en el manejo de matrices de transformacion homogénea se
determina la posicion de cada una de las juntas de las cadenas para una
trayectoria definida, posteriormente como un primer paso hacia el estudio
de la dinamica, se efectiia el analisis de velocidad para finalmente pasar al
desarrollo del modelo que permite establecer las ecuaciones de equilibrio
estatico, los resultados obtenidos en el analisis de posicion se toman como
dato, para determinar los valores numéricos de la magnitud de la fuerza
resultante y los torques requeridos para mantener el equilibrio en un
punto cualquiera de la trayectoria elegida. Para todo el analisis se
presentan los graficos que ilustran el comportamiento obtenido para el
sistema propuesto.



Capitulo 1

Generalidades

Este capitulo presenta los aspectos teoricos generales del tema a
desarrollar, haciendo énfasis en los aspectos metodologicos y en el estado del
arte en el campo de estudio de las plataformas paralelas.

1.1 Justificacion

El estudio, analisis y desarrollo de plataformas paralelas ha sido de gran
interés para el hombre desde mediados de los anos sesenta, ya que su
versatilidad, permite una variada gama de aplicaciones; a diferencia de los
manipuladores tradicionales, en los que existe una sola cadena cinematica
entre la base y el efector final, en los sistemas paralelos se tiene la ventaja que
hay un incremento de rigidez considerable aunque el area de trabajo sea mas
reducida, la mayoria de los disefios se basan en el original de Stewart [13]
cuya aplicaciéon mas popular es precisamente la de los simuladores de vuelo
que requieren de movimientos de precision sin dejar de lado el control de las
fuerzas que se tienen en el sistema.

Las plataformas a seis grados de libertad se han estudiado en forma
ilimitada hasta cierto punto, pues existen aplicaciones que requieren de
movimientos rapidos y precisos en una trayectoria previamente establecida.
En este trabajo se propone tanto una arquitectura especifica (fig. 1.3) como
una trayectoria definida; a diferencia de algunas plataformas existentes que
s6lo hacen uso de juntas rotacionales, la propuesta esta formada por una base
fija de tipo triangular y una plataforma movil hexagonal unidas por seis
cadenas cinematicas idénticas en las que se emplean juntas de rotacién y
juntas universales, las cuales son mas versatiles para efectos de transmitir el
movimiento de rotacion combinado con la orientacion angular de tal manera
que se presenta el estudio de la posicion geométrica del sistema y el analisis
estatico del mismo porque es indispensable conocer las condiciones que
permiten el equilibrio del sistema para poder definir bajo que parametros
dinamicos es posible disenarlo en su totalidad, razéon por la que ademas se
incluye el analisis de velocidad como preambulo al analisis dinamico.
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1.2 Objetivo General

Desarrollar el modelo matematico para el analisis estatico de una
plataforma paralela de seis grados de libertad.

1.3 Metodologia

El analisis ha sido divido en dos partes para facilitar el proceso de calculo
numeérico, en primer término se estudia la cinematica, es decir, se desarrolla
el modelo matematico y se busca la solucion algebraica para la determinacion
de la posicion angular de las juntas, posteriormente, se desarrolla la solucion
numérica como parte de un proceso de verificacion de resultados y se procede
al analisis de velocidad del sistema; en la segunda parte, se da soluciéon en
forma numérica, al modelo que define el equilibrio estatico del sistema.

1.4 Plataformas espaciales

La técnica moderna ha desarrollado sistemas complejos entre cuyos
componentes encontramos mecanismos que incluyen elementos actuadores y
otros dispositivos empleados para proporcionar una fuerza especifica, ya sea
en los elementos mismos o en las juntas. Una plataforma espacial paralela
consiste basicamente en un plato (o efector) movil que se conecta a una base
fija (o soporte) por medio de varias cadenas cinematicas, mismas que son
controladas por actuadores que se acoplan a la base fija. Debido a la
configuracion geométrica y a que la fuerza externa puede ser distribuida entre
los actuadores, este tipo de manipuladores tiene una gran capacidad de carga.

El diseno de mecanismos similares denominados manipuladores paralelos
se remonta hacia el final de los annos 20 cuando James E. Gwinnet [6] patento
una plataforma que se empleaba en las salas de cine para recrear situaciones
diversas de las peliculas pues, las butacas se fijaban a una base moévil.

En 1934 Williard Pollard Jr.[9] solicité la patente de una maquina para
pintar que consistia de un control eléctrico y un manipulador mecanico, el
cudl era en realidad una plataforma paralela basica y no seria sino hasta el
ano 1962 cuando Eric Gough y Whitehall [5] inventaron en Inglaterra un
maquina universal para prueba de neumaticos; mientras que en los Estados
Unidos, Klaus Cappel [3] se dio a la tarea de fabricar un hexapodo octaédrico
para pruebas de tipo vibratorio en maquinas, tres anos después se publicaria
el trabajo de Stewart en el que se propone el disefio de una plataforma a seis
grados de libertad que se puede emplear como simulador de vuelo; en el afio
de 1988 el profesor Raymond Clavel [4] de la Ecole Polytechnique Federale a
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Laussane desarrolldo la plataforma delta que es un manipulador de alta
velocidad con tres grados de libertad y como una variante presento un
tetrapodo con tres movimientos de traslacién y un movimiento rotacional, esta
configuracion puede aplicarse a una gran gama de operaciones en la industria
del empaque y la farmacéutica, asi como en el campo de la medicina.

1.5 Movilidad

Los sistemas empleados en manufactura a gran escala, aplicaciones
biomecanicas, vehiculos, etc. estan formados por varios cuerpos que se unen
por medio de diferentes tipos de juntas y elementos de fuerza. Las juntas son
comunmente empleadas para controlar la movilidad del sistema y restringir el
movimiento a las direcciones deseadas. Los elementos de fuerza son
dispositivos que pueden contener entre sus elementos amortiguadores,
resortes, actuadores, etc.; la combinacion de las juntas y los elementos de
fuerza permite disenar sistemas de multicuerpos capaces de desarrollar
diversas tareas trayendo como consecuencia un posible incremento en el nivel
de complejidad para efectos de analisis y estudio, de ahi que como parte
importante del diseio de una plataforma sea necesario estudiar la movilidad
de sus componentes.

En lo general, cualquier sistema mecanico se disefia para operaciones
especificas establecidas por su configuraciéon arquitectonica, los componentes
de tales sistemas no son libres de tener un desplazamiento arbitrario debido a
las restricciones ocasionadas por las juntas o elementos de fuerza que los
unen; un elemento de fuerza no reduce el numero de coordenadas
independientes necesarias para describir la configuracion del sistema,
contrario a lo que sucede con las juntas que restringen el movimiento en
algunas direcciones. Como se sabe, existen varios tipos de juntas, sin
embargo, no las describiremos en su totalidad debido a que en el presente
trabajo se emplea la junta de revoluta o rotacional y la junta universal.

La primera de ellas permite la unién de dos elementos de una manera tal
que existe un movimiento de rotacion entre uno y otro con respecto a un eje
definido por la geometria de la junta, a cada uno de tales elementos se les
denomina eslaboén.

eslabon "i"

eje de
rotacion

eslabon "j

Figura 1.1 Junta de revolucion
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La segunda de las uniones se conoce también como junta cardan en Europa
continental y como junta de Hooke en el Reino Unido, permite la transferencia
de movimiento entre ejes que no son coaxiales y es en si un sencillo
mecanismo esférico de cuatro barras, la junta en si consiste de dos juntas de
revolucion cuyos ejes son ortogonales una a otro y es comun encontrarla
configurada con un elemento cruzado tal como se muestra en la figura 1.2.

Figura 1.2 Junta universal

1.6 Configuracion cinematica

La figura 1.3 muestra la estructura cinematica propuesta la cual consiste
en un arreglo en paralelo de seis cadenas cinematicas idénticas que se
distribuyen por pares en una base triangular fija y se unen a una base movil
hexagonal formando asi la plataforma que se estudia en esta tesis.

Figura 1.3 Plataforma propuesta
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Considerando que las cadenas son idénticas sera suficiente con describir a
detalle una de ellas tal como se muestra en la figura 1.4.

=
Junta Rotacional
Z

Junta Universal

Junta Rotacional

Figura 1.4 Cadena i

1.7 Grados de libertad

Los grados de libertad (GL) del sistema en estudio se determinan por medio
de la formula siguiente [15]

GL=/1(I—j—1)+ZJ:fi—Id (1.1)

i=1

en donde se tiene que

GL = Grados de libertad de la plataforma
A = Grados de libertad del sistema de referencia en el que se analiza el
mecanismo
[ = numero de eslabones
j=numero de juntas
fi = grados de libertad de la i-ésima junta
I; = grados de libertad de tipo pasivo
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En nuestro caso se sigue que
A = 6 (Se trata de una mecanismo espacial)
=20
j=24
fi=36
I,=0

GL=6(20-24-1)+36-0=6

Por lo que la plataforma que estudiaremos es de 6 grados de libertad.



Capitulo 2

Analisis Cinematico
2.1 Introduccion

El analisis cinematico se enfoca al estudio de la geometria de los eslabones
y su movimiento sin considerar las causas que lo originan, en este capitulo se
desarrolla el analisis de posicion y velocidad de la plataforma espacial para
posteriormente realizar el analisis estatico empleando las ecuaciones de
equilibrio correspondientes.

El primer paso consiste en determinar las variables que se requieren para
generar el desplazamiento, asi, se establece la posicion y la orientacion de los
eslabones del sistema, enseguida se procede al analisis de velocidad,
derivando respecto al tiempo las expresiones obtenidas en el analisis de
posicion. La plataforma se puede representar en forma esquematica como una
cadena cinematica de eslabones unidos por juntas, el extremo del primer
eslabon se une a la base fija y el extremo del ultimo eslabon de la cadena se
une a la base que contiene al efector final. La cinematica inversa se aplica
para el analisis y el problema se resuelve empleando matrices de
transformacion homogéneas y dado que se trata de un arreglo en paralelo, las
expresiones algebraicas utilizadas se generalizan empleando un indice i que
tomara los valores de 1 a 6 para hacer referencia a la cadena cinematica
correspondiente, por ultimo se presentan las graficas que describen el
comportamiento de cada una de las cadenas cinematicas y con el propésito de
suavizar la trayectoria propuesta para la plataforma, se emplea un polinomio
de quinto grado.
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2.2 Analisis de la posicion

Para efectuar el analisis de la posicion de un cuerpo rigido en el espacio,
consideramos en primer lugar, un punto del mismo cuerpo y lo ubicamos con
respecto a un sistema de referencia, la orientacion la evaluamos considerando
la rotacion de un marco de referencia adherido al cuerpo con respecto a otro
marco de referencia; las matrices de transformacion homogénea que se
emplean en el analisis se definen en la forma siguiente:

Matrices de Traslacion

1 00 x 1 000 1 000
0100 010wy 0100

zl(x) 0 01 0 zZ(y) 0 O 1 0 z3(z) 0 0 1 z ( )
0 001 0 001 0 001

En este caso tenemos que T corresponde a la transformacion lineal en el eje x
del sistema de referencia, T, corresponde a la transformacioén lineal en el eje y
mientras que T,; se asocia a la transformacién lineal en el eje coordenado z;
en cada caso hemos anotado como variable de la transformacion un
desplazamiento lineal que en lo general designamos por x, y, z mientras que
sera comun que en el desarrollo del trabajo la designacion correspondiente
también se asocie a longitudes constantes como dj;

Matrices de Rotacion

1 0 0 0
0 d, -s0, O
Tz4(ex):
0 s0, 0, O
0 O 0 1
(2.2)
0, 0 so, O 0, -s8, 00
0 1 0 O O, 0, 0 0
TzS (ey) = Tzﬁ(ez) =

~s6, 0 ¢, O 0 0 10
0O 0 0 1 0 0 01

Para el caso de la rotacion tenemos que T,s nos indica que hay una
transformacion homogénea con relacion al giro del sistema con respecto al eje
x, siendo en lo general el angulo de giro, &; las transformaciones asociadas a
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los giros con respecto al eje y y al eje z son, respectivamente T,s y T, con los
angulos de giro etiquetados como & y 6. En todos los casos de rotacion se
designaran los giros con una letra del alfabeto griego y es importante tener
presente que las funciones trigonométricas seno y coseno han sido
representadas como s y ¢ con el proposito de abreviar la escritura de las
ecuaciones.

2.2.1 Marcos de referencia

El analisis parte de la relacion existente entre todos los eslabones del
sistema con respecto a la base de referencia inercial (xo, yo, zo), para ello se
crean bases que se adhieren a cada eslabon del sistema, éstas, seran llamadas
"bases locales" (x;;, y;;, zj) y en donde el subindice j nos indica el numero de
base y el subindice i el nimero de cadena cinematica.

Las matrices de traslacion se emplean para describir la distancia entre las
bases (ecs. 2.1) y las matrices de rotacion (ecs. 2.2) son usadas para obtener
los cambios de direccion. El uso de las matrices homogéneas es sistematico,
es suficiente con ordenar el producto de estas, mientras se recorre la
arquitectura de la plataforma, los productos son agrupados por parejas y se
renombran con la letra mayuscula T (por transformacion) seguida de un
subindice que nos indica las bases involucradas, a manera de ejemplo,
presentamos el desarrollo de las matrices requeridas para alcanzar la base
local 4 a partir de la base inercial.

1. Nos alineamos en direccion de la cadena cinematica seleccionada, girando
un angulo 6; alrededor del eje zo para formar la base local (x1i, y1i, Z1i), es decir
T26(613).

Zq,Zn

Figura 2.1 Transformacién 1
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2. Nos desplazamos una distancia da; sobre el eje xi; para formar la base local
(%21, ¥2i, Z2i) €s decir T,i(d2j).

20,24

Z3i

X0

Figura 2.2 Transformacion 2

3. Giramos un angulo 63; alrededor del eje zy; para formar la base local (x3i, y3i,
z3i), esto es Ty6(03i).

X2
Figura 2.3 Transformacion 3

4. Ahora se gira alrededor del eje y3 un angulo 0s; para formar la base local
(x4i, Y4i, 24) haciendo coincidir el eje x4i con la orientacion del eslabén 1, es
decir T;s5(04i).

Figura 2.4 Transformacion 4
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En las figuras siguientes se muestra el resto de los componentes de la
cadena cinematica i, indicando cada una de las bases que se establecieron
para desarrollar el analisis de posicion de la plataforma. La figura 2.5 muestra
el eslabon 1 completo con las bases que llevan a la ubicacion de la primera
horquilla de la junta universal, mientras que la figura 2.6 nos muestra el
eslabon 2 con las bases que conducen el analisis de la horquilla del extremo
inferior.

\ / on
X

Figura 2.5 Eslabon 1 con bases locales

Zgi  Yai

X7i, Xai

Xgiy X10i
Figura 2.6 Eslabo6n 2 con bases locales
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La figura 2.7 representa al eslabon final (3) que une la cadena a la
plataforma movil, mientras que en la figura 2.8 se muestra la plataforma movil
con su base local (xp, Yp, 2p)-

Figura 2.7 Eslabén 3 con bases locales

A Zp Zasi

Y13

S1ai
Yp d1ai

X13i
14i
915I X15i
X14i

Figura 2.8 Plataforma movil
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De acuerdo a la base inercial y a las bases moviles, tenemos que la
ecuacion de lazo vectorial que debemos emplear para el analisis de posicion es
la siguiente:

T26(611) T21(d2i) T26(53i) T25(04i) T21(dsi) T23(-dei) T25(07:1) T24(08i) T23(-doi) T24(0104) . - -
T25(011i) T23(-d12i) = T21(xp) T22(yp). .-
T23(2p) T26(0) T24 (W) T26(P) T26(8131) T21(d 141) T26(O151)

Hagamos:

To2i = T26(01i) T21(d2i)
To6i = T26(03i) T25(04i) T21(dsi) T23(-dei)
Teoi = T25(07i) T24(0si) T23(-doi)
To12i = T24(0101) T25(0111) T23(-d12i)
Top = T21(%p) T22(V0) T23(20) To6(0) Toa (W) Tos(9)
Trisi = T26(0131) T21(d14i) T26(0151)
y entonces:

To02iT26iTe0iTo12i = TopTp1si (2.3)

De esta forma, nuestro problema se reduce a lo siguiente:
Analisis Cinematico Inverso

Dada la posicion y la orientacion de la plataforma mévil, xp, Yp, 2p, 6, ¥ Y @,
hallar los valores B4, 07, Bsi, 010, 611i Yy O15i que definen el movimiento de las
juntas que conforman la plataforma.

Las posiciones angulares correspondientes a cada cadena con respecto a la
plataforma dependen de la orientacion y de la trayectoria de la misma, los
valores para el calculo numérico son los siguientes:

con:

611 = 300 631 = - 300 6131 = 300
812 = 330° 632 = 30° 0132 = 330°
613 = 150° 633 = - 30° 8133 = 150°
614 = 900 634 = 300 6134 = 900
615 = 270° 635 = -30° 6135 = 270°
616 =210° 636 = 30° 6136 = 210°
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dgi =0.15m de =0.30 m dﬁi =0.05m
dgi =0.40m d121 =0.04 m d14i =0.075m

2.2.2 Trayectoria propuesta

El movimiento de un cuerpo en el espacio consiste de dos partes: Una
trayectoria lineal o curva en el espacio que sigue un punto del cuerpo (el
centro de gravedad o el efector final de un manipulador) y la orientacion
angular del cuerpo. Ambas partes deben satisfacer condiciones de posicion,
velocidad y aceleracion tanto lineal como angular y ser realizadas en un
tiempo definido previamente. A continuacion se desarrolla la trayectoria lineal
y la trayectoria angular que se propone para la plataforma en funciéon del
tiempo.

Trayectoria Lineal

Se define la curva en el espacio como una recta para el movimiento a seguir
por un punto del cuerpo.

Figura 2.9. Recta en el espacio
La ecuacion vectorial de posicion se define a partir de la figura 1:
R=Q+S
=Q + su (2.4)
donde s es la magnitud del vector S8 y u es el vector unitario que define la

orientacion de S. Para definir R en funcion del tiempo, se requiere que la
magnitud s, cambie con respecto al mismo, es decir:

R(t) = Q + s(du (2.5)

Las ecuaciones vectoriales de velocidad y aceleracion se definen como la
primera y segunda derivada respecto al tiempo de la ecuacion 2.5:

V(9 = s(Hu
A(f) = S(Hu

(2.6)
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ya que Q y u no varian respecto al tiempo, porque estan definidos por puntos
fijos en el espacio. La magnitud s(f) debe satisfacer condiciones iniciales y
finales de posicion, velocidad y aceleracion, es decir debe satisfacer 6

condiciones, segin se muestra en la figura 2.10.

d

.
ol 4 t
S

. ’
ol t t
.

. ’
ol t t

Figura 2.10 Condiciones iniciales

La primera grafica indica el cambio del magnitud del vector S, que ira
variando de O en un tiempo inicial to, a d =||S|| para un tiempo final t;, los
valores de tiempo, t, y tr los definimos de manera arbitraria.

La segunda grafica es la rapidez con que la magnitud del vector § cambia
respecto al tiempo. Es decir, es la rapidez con que realiza el traslado del punto
pi a pr, para un tiempo inicial to y un tiempo final t;.

La tercera grafica es el cambio de la rapidez (aceleracién) con que la
magnitud del vector 8 cambia respecto al tiempo, para un tiempo inicial to y

un tiempo final tr.
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Para satisfacer las 6 condiciones, se empleara un polinomio de quinto
grado, ya que este cuenta con 6 coeficientes a determinar. De esta manera, se
tiene:

s(t) =ao+ aut+ apt2 + azt® + aut* + asts
S(H)= a1 + 2axt + 3ast2 + 4ast3 + Sast? (2.7)
5(t)=2a2 + 6ast+ 12a4t2 + 20ast3

Debido a que existen condiciones iniciales y finales de velocidad y aceleracion,
se obtienen las derivadas respecto al tiempo del polinomio de s(f). A partir de
la figura 2.10, para t = to = O se tienen las 3 condiciones iniciales:

s(ty) =s(0) = 0
S(ty) =$(0) = O (2.8)
§(ty) =5(0) =0
al sustituirlas en las ecs.(2.7) se obtiene:
5(0) =0 = ao+ a1(0) + a2(0)2 + az(0)3 + a4(0)* + as(0)>
5(0)=0=a; + 2a2(0) + 3az(0)2 + 4a4(0)3 + Sas(0)+
5(0)=0=2az + 6a3(0) + 12a4(0)2 + 20as(0)3
Simplificando:
O=a
0= ax
0= 2a2
Finalmente, los 3 primeros coeficientes son:
ao =0
ar=0 (2.9)
az = 0

A partir de la figura 2.10 y repitiendo el proceso para t = tr se tienen las 3
condiciones finales:

s(ty) = d=|lpr- pil
$(er) =0 (2.10)

$(¢r) =0

donde p; = (xi, Vi, zi) ¥ pr= (X1, V1, Z1), son las coordenadas de los puntos inicial y
final de la trayectoria respectivamente.
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La magnitud de la diferencia entre ellos, representa la distancia d que
necesitamos recorrer en la linea recta. Al sustituir las ecs. (2.9) y (2.10) en la
ec. (2.7) se obtiene:

lor = pi |l = ast3r + aatts + astd;
0 =3ast?r+ 4aat3r + Sast?s
0 =6astr+ 12a4t%r + 20ast3

el sistema de ecuaciones se expresa de la siguiente manera:
3 4 5
7t ) a) (|lp-py
2 3 4
2 3
6t 12ty 20t; |as 0

al resolver el sistema de la ec. (2.11) se obtienen los 3 ultimos coeficientes:

_olPr Pl t; b
Pr—D;
—15ft4 (2.12)
f
as = prt? P
f
Sustituyendo las ecs.(2.9) y (2.12) en la ec. (2.7):
s(ty) =100 Pl g5 lPr = Pilyy g Pr Pl
ty ty ty
§(ty) = 3007 Pl _golPr ~Pilys , gglPr “Pily, (2.13)
ty ty ty
§(ty) = 6077 Pilp _1g0lP7 " Pil o 4p0lPr T Pilgs
ty ty ty

Finalmente se obtienen las ecuaciones que representan el cambio de la
magnitud de la posicion, velocidad y aceleracion en funcion del tiempo:
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s(tr)=[pi =P 1Opft;pit3 —15|Oft;|0‘t4 +6pft?pits]
$(e)=pi = 30pft; il _60pft: Pil s +30|0ft; P t‘i o1
- f f ;
e ]
L f f ;

donde t = tiempo para realizar el movimiento y t; = tiempo final para terminar
el movimiento. Reescribiendo las ecs. (2.5) y (2.6) en funcioén de los puntos de
la recta:

R() = Q+s(fju=(pi-0)+ (t>( Z)
f i
V() = (t)u—s(t)(p Z) (2.15)
f i
Al = s(t)yu= ()(p f;)
f i

sustituyendo las ecs. (2.14) en las ecs. (2.15), se obtiene finalmente la
ecuacion vectorial de posicién, la ecuacion de velocidad y la de aceleracion que
debe seguir la plataforma mévil:

R(Y) = pi + {10[tJ —15[1:} +6[IJ :|(pf—pi)
tf tf tf

t? t3 t*
V(9 =|305-60—+30— |(pr—p:) (2.16)
L tf tf t
[t 2 3
L ty ty £y
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Orientacion Angular

Para la orientacion se sigue un procedimiento similar, en el entendido de
que para este caso, solo se desea pasar de valores iniciales a finales, para la
posicion, velocidad y aceleracion angular de la plataforma moévil, ya que no se
requiere cumplir con una trayectoria particular en el espacio. Esto conducira
a las siguientes ecuaciones:

Bt) = Bi +

B(t) =

B(D)= {

t) t) [t)
10&} —15(th +6£th (Br — B)

2 3 4

t t t
3073 - 6074 + 3Ot5j| (ﬁf - Bl)

tf f f

2 t3

t t
60 , 180 ; +120t5} (B: - B)

f f f

(2.17)

donde el vector B = (y, 0, 9). De la misma manera B;= (0;, i, ) ¥ Br= (05 w5, ¢4,
que se refieren a los valores iniciales y finales.

Para el sistema bajo estudio se propone que la trayectoria del centro de la
plataforma movil (x, Yp, 2p), tenga como coordenadas inicial y final, las

siguientes:

ps=(0.15,0.15,-0.25) m y pi= (0, 0, -0.5) m

siendo la orientacion:

Br= (30°, 30° 0) y B:= (0, O, 0)

Para nuestro analisis tomamos un intervalo de tiempo de un segundo,
presentandose entonces, el siguiente comportamiento de desplazamiento,

velocidad y aceleracion para el centro de la plataforma movil.
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Figura 2.11 Desplazamiento del centro de la plataforma mévil
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Figura 2.12 Velocidad lineal del centro de la plataforma moévil
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Figura 2.13 Aceleracién lineal del centro de la plataforma mévil
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Figura 2.15 Velocidad angular del centro de la plataforma moévil
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Figura 2.16 Aceleracion angular del centro de la plataforma movil
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2.2.3 Posicion Angular 4,

Para el calculo de la posicion angular 04 del eslabon motriz consideramos la
configuracion siguiente:

Figura 2.17 Arreglo cinematico

A partir de ella se establece la ecuacion siguiente:
Roi + Rsi + Rei + Roi + Ri2i = Ri4i — R, = 0 (2.18)
de esta expresion, efectuamos el despeje de Ro;:
Roi = (Rp + Ri4i — Ri2i) — (R2i + Rs; + Reg)) (2.19)

para esta ecuacion se tiene que las transformaciones homogéneas nos
conducen a:
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Roi = TopTp15iTz3(d12:))n — To2iT26in (2.20)
con: n = [0,0,0,1]T
La magnitud del vector Ry; es:
doi = || Rei|| = -/(Rg;, Ry;)
dgi =<R9i’R9i>
- (Roj, Rgj) — d%i =0 (2.21)

Considerando que esta expresion es una funciéon de la posicion angular de
entrada para el sistema, se tiene que la solucion algebraica nos conduce a una
ecuacion de la forma:

AicosBsi+ Bisen6si+ C;=0 (2.22)

en donde las variables A;, B;y C; son:

Ai = 2(d2idsicdzi + dei(zp + disicy) — dsi(Xpc(61i + 63i) + di14ic(61i + 631 — 0) (0131 + @) +
ypS(01i + O63i) + diaicps(61i + 631 — 0)s(6131 + @) + sY(di12idsiS(O1i + 631 — O) + dia
deis(613i + @))

B; = 2(dsi(zp + dizicy) — daideicdsi) + dei(xpc(d1i + 63i)+ diaic(d1i + 63i — 0)c(O13i + @) +
VpS(61i + 63i)+ diaicps(d1i + 63i — 0)s(813i + @) + sy(di14idsis(E13i + @) — di2idei
8(611 + 63; — 6))

Ci = dio® + diai® + doi? + dsi? + dei? — doi? + Xp? + yp? + Zp% — 2daixpcdii + d14iXp
(6131 — 0 + @) — d14idaic(d13i + 811 — O + @) + d14iXpc(D13i + O + @) — d14id2ic(613i —
611 + 0 + @) + 2d12izpcy — 2d2iypsO1i — 2d14icp S(813i + @)(d2is(d1i — 6) + XpSO — yp
D) — d14iypS(013i — 0 + @) + d14iypS(013i + 0 + @) + 25y (d12id2iS(61i — 0) + di2ixp
SO + d14iZpS(613i + @) — di2iypcd)

La solucion a la ecuacion trascendental se obtiene al considerar que
podemos sustituir:
2tan(e‘“)
2

1+ tanz(e‘“j
2

seno,; = (2.23)
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y
1—tan2(62‘”j
(2.24)

cos0,; = e N
1+tan2(‘”j
2
Lo que nos conduce a:

1—tan2(92‘”] 2tan(92‘“J
+B +C, =0

Aﬁ i i
1+tan2(e‘”J 1+ tan{e‘”j
2 2

La reduccion algebraica correspondiente nos permite obtener la ecuacion
cuadratica siguiente:

(C - A )tanz(ez‘“) +2B, tan[ez‘“j +(A+C)=0

siendo entonces la solucion:

C-A

-B J_r«/BiZ—Ci2+Ai2J 0.25)

0, =2 arctan{

A continuacion se muestran las graficas del angulo 64 para las cadenas
cinematicas cuando la plataforma recorre la trayectoria descrita en el apartado

anterior, para un tiempo de un segundo.

20

10 \\

(Grados )

0 N
041 \[\g#2
L] _10 \
% E
-20 \
-30 NS
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t(s)

Figura 2.18 Graficas de posiciéon angular 04; de las cadenas 1y 2
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Figura 2.19 Graficas de posiciéon angular 84; de las cadenas 3y 4
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Figura 2.20 Graficas de posicién angular 04 de las cadenas Sy 6

2.2.4 Posicion Angular 6,

Una vez calculado el valor de 04;, procedemos a calcular el valor del angulo
07, de acuerdo a la ecuacion (2.3) y a las definiciones dadas para las
transformaciones homogéneas, la evaluacion se realiza considerando que:

Tooi = Ta6i 'To2i 'TopTr15iTo12i ! (2.26)

donde:
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CO; 507805 COGSO;;  —dgiCOGSOy,

| o co8i — S0y dg;SOg;
B =50, COysOg  CO,CO5  — dgiCO,COq
0 0 0 1

Qi Ay Az Ay

_ _ 7 Qg Ay Qpgy Ay
Ta6i *Tooi “TopTpi5iTo12i ' = ' ! ' '
Q31j gy Qgzp Ay

0 0 0 1

Se procede a seleccionar los elementos ai4; y as4; de cada matriz debido a
que contienen longitudes y angulos conocidos:

—dg;COgS0,; = ayy;
— 0g;CO4iCO7; = Ay

Despejando —dgicOs; tenemos:

A3
—giCOg = —=
7i

Al igualar ambas expresiones se establece que:

Asi:
A14iCO7i = A34i07i

De esta forma podemos establecer entonces que:

¢,; = arctan (al‘“J (2.27)
QA34i
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con:

Q14i = — d2i003i0ai + XpC(61i + O3i) B4 + d14icD13iC(O11 + 831 — 0) Daicp + ypBais(b1i +
83i) + d14i04iccy $613iS(61i + O3i — 0) — di12icPSB4i — 2,504 — d14ic(81; + &3i — O)
04i5613i5¢Q — dsi + d14i0013i1C04icp S(61i + &3i — O)s@ — sY(d12i04is(61; + 831 — 0) +
d14i804i8(8131 + @))

az4i = dei + Dai(zp + dizicy + d14iSYS(O13i + @)) + SOai(d14ic(01i + &3i — 0) (6131 + @) +
XpC(01i + O3i) + ¥pS(81i + 83i) — d2icdsi + S(615i+ 63 — 0)(d1aicws(D13i + @) — d12isY))

Como en el caso anterior, las graficas asociadas a la posicion angular en
cada una de las cadenas cinematicas al recorrer la trayectoria son las

siguientes:

]

60 et
S

£ o
2 40 /
: y/

20

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t(s)

Figura 2.21 Graficas de posicion angular 6 de las cadenas 1y 2

70 [ o
o 574
/ 673

/|

-0 /
5 //

30
20______;—4""¢9'

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Figura 2.22 Graficas de posiciéon angular 67 de las cadenas 3y 4
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Figura 2.23 Graficas de posiciéon angular 67 de las cadenas Sy 6

2.2.5 Posicion Angular 6,

Para la determinacion de la posicion del extremo superior del eslabon 3
(Figura 2.6) nos basamos de nueva cuenta en la ecuacion (2.26) tomando
ahora en consideracion los elementos @y y 0z para calcular la variable
deseada, que en este caso es 0si. Los valores asociados a cada variable son:

Go4i = doiSOs;

aza; = — doicB7;003;

despejando dy; en cada ecuacion:

_ Qa4
9i 5081
A34i
dy = =10
C07i608i
igualando se obtiene:
A34iSOsi = — A24iCO7iCO;

por lo que se establece:
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0g; = arctan (— aZLCG”) (2.28)

a3ai

En este caso la variable assi es conocida y ax4i toma el valor:

Qo4i = ypc(O1i + 83i) + d2isb3zi — XpS(01i + 63i) — d14ic(E13i + ©)S(615 + 631 — 0) — dizisy +

c(61i + 83i — O)(d1aicps(d13i + @)

De esta manera las graficas que muestran la posicion angular 0s; de todas
las cadenas al recorrer la trayectoria propuesta se muestran a continuacion:
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Figura 2.24 Graficas de posicion angular 0g; de las cadenas 1y 2
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Figura 2.25 Graficas de posicion angular Og; de las cadenas 3y 4
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Figura 2.26 Graficas de posicion angular 0g; de las cadenas Sy 6

2.2.6 Posicion Angular 6,

La posicion angular del extremo inferior del eslabon 3 (fig. 2.6) se determina
despejando To12i de la ecuacion (2.3), esto es:

To12i = Teoi 'Ta6i 'Tozi 'TorTrisi (2.29)

Para este caso la transformacion Toio; €S:

cony; 0 sOq; —dy2;SOy;
Toioi — Stoisthy  cOoi —cO1;Sb;  diicO1; SO
D=
—cOoisthy; SO cOicly;  —dipic1icp;

0 0 0 1

biy; bipi b1z by

ba1; b bz bas

b3y b3y bszi bss
0 0 0 1

Tooi 'Ta6i “To2i *"TopTpisi =

Para resolver la posicion angular, igualamos los elementos de la columna 4
en las filas 2 y 3 de la matriz anterior con los elementos que le corresponden
del lado derecho de la transformacion To12i, €sto es:
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di2ic611i8610i = Doa;

— di2icbh1icBroi = Dza;

El despeje de dizicéi1; nos conduce a:

b2
diniCO, i = —224
12iC011i 5010;
—b3y;
di2iC011; = O10;
igualando:
b34ishoi = — baaicbioi
por lo que se concluye que
60; = arctan L—bsz (2.30)
b3

siendo las variables ba4i y baai las siguientes:

bosi = Bgi(d2iSO3i — S(61i + 63i)(Xp + d14iOc(613i + @) — d14icpsOs(O13i + @))) + c(O1i +
631)(6@81(yp + d14ic(6131 + (p)Se + d14icechs(6131 + (p)) + 8(941 + 971)8981(Xp + d14ic0
0(6131 + (p) - d14ickpses(6131+ (p))) + segi(d@ceﬁ — dsiSO7; + SO7; + 8(941 + 971)(8(611 +
63i) (yp + d14ic(B13i + @) SO + d14iOcys(613i + @) — d2icBai) + (04 + O7i)(zp + d14i
s(disi + @) sy))

bzai = doi + dei©7iOsi + ZpC(04i + O7i) Osi — d5i0siSO7i + yp(cOsiS(61i + 63i) S(O4i + O7:1) —
c(61i + 631)SOsi) — dai(c3i0siS(04i + O7i) + S63iS0si) + Xp(c(E1i + O31) Osis(O4i + O75) +
S(81i + 03i)SOsi) + d14iS813i( —((c(61i + O3i) OsiS(O4i + O7i) + S(61:i + b3i1)sOsi) (cpcy sO +
CeS(p)) + (cegis(ﬁu + 631)3(641 + 971) — 0(611 + 631)39&)(090([)&[] - SeS(p) + 0(941 + 971)
CestCpSl.p) + d14106131((cegis(611 + 631)8(941 + 971) - 0(611 + 631)8981)(0@89 + CechS(p) +
(0(611 + 631)(,9818(941 + 971) + 8(611 + 631)89&)(090([) - CLPS@S(p) + 0(941 + e7j)cest(pSL|J)

Los graficos que muestran el comportamiento del angulo 6i0; en el eslabén 3
para la trayectoria propuesta son los siguientes:
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Figura 2.27 Graficas de posiciéon angular 61¢; de las cadenas 1 y 2
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Figura 2.28 Graficas de posicion angular 0:¢; de las cadenas 3y 4
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Figura 2.29 Graficas de posiciéon angular 81¢; de las cadenas Sy 6
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2.2.7 Posicion Angular 6, ,;

Tanto el extremo superior como el inferior del eslabon 3 (fig. 2.7) presenta
un comportamiento cinematico que define la posicion de la plataforma movil,
para el extremo superior la posicion queda definida por el angulo de giro 611;
mismo que puede ser evaluado considerando de nueva cuenta la expresion
(2.29) y seleccionando los elementos de la columna 4 y los renglones 1 y 3 de
tal forma que se tiene:

— d12iS6i1i = Dia;

— di2ictr1icbroi = baai

despejando — dio::

Igualando ambas expresiones:

b34iS611i = b1aicOoicOh1i

de donde tenemos que:

6y,; = arctan DraicOhoi (2.31)
11: b34'
1

La variable bz4i se conoce del calculo anterior por lo que para este caso se
tiene que:

biai = Y4(2pS(04i + O7) — 4dsicB7i — 4deiSO7i — (04 + O71)(xpc(B1i + O3i) — d2icbai +
diaic(d1i + 831 — 0)c(813i + @) + YpS(O1i + 831) + diaicps(b1:i + 631 — O)s(d13i + @) +
d14isYs(04i + 07:)s(813i + @)))

Las graficas del comportamiento cinematico para el angulo 6:1; de acuerdo a
la trayectoria propuesta en el apartado 2.2.2 se muestran a continuacion.
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Figura 2.30 Graficas de posicion angular 0:; de las cadenas 1 y 2
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Figura 2.32 Graficas de posicién angular 0:;; para las cadenas Sy 6
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2.2.7 Posicion Angular 6,

El ultimo angulo a calcular 60:s;, corresponde a la junta de union entre el
eslabon 3 y el plato movil, (fig. 2.8), en este caso, la ecuaciéon de lazo
matricial, a partir de la ec. (2.3) es:

Tor "To2iT26iT60iTo12i = Tpisi

La transformacion Top_1T021T261T691T9121 €S

C31i C32i C33; C344

C11; €12i C13i Ciai

— C21i  Ca2i C23i Coai

Top 'To2iT26iT60iTo12i = ' ' ' '
0 0 0 1

mientras que la transformacion Tpis; es:

€013iCO15; — $813;5015; —CO15:5013; — €813;5615; 0 dy4;C613;
Tpisi = $613iC015; ‘(')‘ 8135015, 05131'09151'0— $613;5015; (lJ d14i8513i (2.32)
0 0 0 1

Seleccionamos los valores de la columna 1, renglon 1 y 2 para determinar la
variable 05, al igualar con el lado izquierdo de la ecuacion se tiene que:

Ci1i = €613;€015; — $813;S015;
C21i = $613;€015; + €813;5015;

resolviendo para s6:s; y c6O:s; se obtiene:
Sbisi = 21iC013i — €11iSO13i
cbisi = cnichisi + 2118013

por lo que se concluye que:

€21i€013i—C11iS013i
915i:arctan(2“ 13i—C11i 131)

€11i€613i+€21i5613i

(2.33)

Para este caso, las variables ciii ¥ 13 quedan definidas de la siguiente
manera:

ci1i = —(S(61i + 631 — 0)(cpsO11:5(010i + Osi)+ cP(sO11iSPC(O10i + Osi)S(O4i + O71) — B4
c(04i + 07i)) + B11icPc(d1i + O3i — 0)c(O4i + O7i) — SO11:0PC(O10i + Osi)S(O4i + O7i) +
cps@s(O10i + Bsi))) — (c(B4i + O7:)c(O10i + Osi)sO11i + O11:15QSYPS(O4; + O7)
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c21i = 0011i04i07i1cpcy $61i563i0 + Bgicpcy s010i5011:¢(O1i + 831 — B) — O10i1cO7iBsicP
P 561i503i505011i504; — 0101004icOsicpy $61i563i1505011i507i — D110y 561156350
$04i807; + Y2(cB10ic(615 + 631 — O — @) SO11180si1) — Y2(cO10ic(O1i + 631 — O + @) $O11:50si)
+ c(81i + 63i — B)O10icPcyP s011i50si + AO7icP Y $61i563150501015011i1504iS0si + cOaicp
cs61i563i1505010i5011i507iS0si + cOcO111004ic07iS61iS031S@ + OsiS(61i + H3i — 0)SO10i

SO11i8p — O 10i07iO5iS61156315011:504i5 — O 010i004i05i561i503i150111507iS@
— 0011i561i5651504150715¢ + 0 D7156115631501015011:504i508iSP + 0O4i561i583i
$010i5011i507iS08iS@ + CB3i(011ic(04i + O7i) — SO11:c(O10i + Osi)S(O4i + O7i))(cpcy)
S(61: — B) — sc(61; — 0)) + d1:503i(D11ic(Bai + O71) — c(O10i + Osi)S(04i + O71)SO113)

(ceccpch - S@S(p) - C(pSL|J(8611jC(e4j + 971)0(9101 + esi) + 0111504 + 971))

Para este Ultimo caso las graficas correspondientes son:
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Figura 2.33 Graficas de posicion angular 0:s; de las cadenas 1 y 2
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Figura 2.34 Graficas de posiciéon angular 8:s; de las cadenas 3 y 4
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Figura 2.35 Graficas de posiciéon angular 8:s; de las cadenas Sy 6

2.3 Analisis de la velocidad

El analisis de velocidad parte del supuesto de que se conoce por completo la
posicion y la orientacion de cada componente del sistema porque son el
resultado del analisis de posicion, es importante porque en el caso de
continuar con el estudio hasta la dinamica nos permitira, por ejemplo,
calcular la potencia requerida en el sistema para producir y controlar el
movimiento propuesto. El analisis de velocidad es el siguiente paso en el
estudio para pasar, de un analisis estatico a uno dinamico, y es posible
obtenerla al derivar la ecuacién de posicion con respecto al tiempo, en nuestro
caso, la velocidad angular para cada una de las juntas se obtiene en forma
algebraica considerando la solucién de posicion del apartado anterior.

Analisis Cinematico Inverso

Dada la velocidad lineal del centroide de la plataforma movil x,, ¥y, Z,, Y Su
velocidad angular 6, ,, hallar la velocidad angular de cada una de las juntas,
a saber 6,;,07;,0s;, 010, 611, 015i, en cada una de las seis cadenas.
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2.3.1 Velocidad Angular 6,

Recordemos que nuestra ecuacion de posicion es simplemente:
AicOsi + BisOsi + C =0

Derivando respecto al tiempo la ecuacién anterior y simplificando, se
obtiene:

04 = C_Oi(C19ixp + C20iYp+C21iZp + Cypi0 + Co3,0 + Coai®)) (2.34)

Donde:

Coi = AiS04i — BiOa4;

C1i =—2dsic(61i + 63i)

Cai = —2dsis(61i + 63i)

Csi = 2de;

Cai = —2dsi(d14ic(613i + @) S(O1i + 631 — 6) + (815 + 831 — 0)(d12:sY — d1aicws(d13i + @)))

Csi = 2d14i(dsic(615 + 631 — 0)s(8131 + @) + (6131 + @)(deisw - dsicps(d1; + b3i - 0)))

Cei = 2(cpd12idsis(61i + 631 — ) + d14ideiS(613i + @)) + (d14idsiS(O1i + 831 — 0) (6131 + @)
— di2idei) SW)

Cri = 2dsic(61i + O3i)

Csi = 2d6is(61i + 83i)

Coi = 2ds;

Cioi = 2dei(d14ic(813i + @) S(81i + 631 — ) + (811 + 631 — 0)(d 1215y — d1sicws(B13i + P)))

Ciii = 2d14i(c(613i + @)(deicps(d1i + 631 — 0) + dsisy) — deic(615 + 831 — 0)s(6131 + @)

Ciai = —2(cp(d12ideiS(01i + 63i — 0) — d14idsiS(613i + @)) + (d12idsi + d14aidei}S(O15 + &3i —
0)s(813i + @))sy)

Cisi= Q(Xp — d2i0d1; + d14icec(6131 + @) — d14iCL|JseS(6131 + @) + duisesq])

Ci4i = 2(yp — d2is61i + d14ic(813i + @)SO + d14icOcp s(b13i + @) — d12:c0sY)

Cisi = 2(zp + dizicy + d14iS(613i + @)y)

Ci6i = 2(d2ic(61i — 8) — ypsO)(di4icps(613i + @) — di2isy) + 2¢O(d14iypc(d13i + @) — diai
XpCWS(013i + @) + di2iXpsy) — 2d14ic(613i + @)(d2is(81i — O) + xpS0)

Ci7i= d14i(pr(613i +0+ (p) - pr(6131 -0+ (p) - 20(6131 + (p)CqJ(dziS(ﬁu - 9) + xpse -
ypce) — xps(6131 -0+ (p) + inS(6131 + 611 -0+ (p) - XpS(6131 +0 + (p) + dgis(ﬁlsi —
01i + 0 + @) + 2zpc(613i + @) sY)

Cisi = 2cp(di2id2is(81i — 0) + d12iXpSO + d14i2pS(6131 + @) — di2iyp®) — 2d12izpsyP +
2d14i(d218(511 — 6) + xpse - ypce)s(6131+ (p)Slp

Cioi = C1i04i + C7iS04; + Cisi

Cooi = C2i04i + CsiSO4i + Cr4i

Co1i = C3i04i + CoisBa4; + Cisi

Caoi = C4i04; + C10i504i + Ci6i

Casi = Cs5i04i + C11:504; + C171

Caai = Coi04i + C12iS04i + Cisi



39
2. Analisis Cinematico

Las graficas que nos muestran la velocidad angular 6,; de las diferentes
cadenas cinematicas durante el recorrido de la trayectoria propuesta son las

siguientes:
| / |
/ ,/
1.5 642

2l N

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t(s)

Figura 2.36 Grafica de la velocidad angular 94i en las cadenas 1y 2
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Figura 2.37 Grafica de la velocidad angular 94i en las cadenas 3y 4
2 ":=§\\\
) //

o //
6

1.

rad/s)

645 /946

- oa / \
R /) \
i N

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.38 Grafica de la velocidad angular 941’ en las cadenas 5y 6
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2.3.2 Velocidad Angular 6-;

La solucion a la ecuaciéon de lazo matricial (ec. 2.26) nos lleva a obtener
para la posicion angular 6,; la expresion siguiente:

azaiSbri = ai4icty;

De esta forma, al sustituir las constantes ai4i y az4i y derivar con respecto al
tiempo se obtiene, luego de simplificar, la expresion algebraica siguiente:

07 = D_OL_(DZZixp + D33 ¥p + D24iZp + D350 + Dy + D27i1/1) (2.39)
Donde:

Doi = a34iB7i + a14is07;

Dii = ¢(61i + 63i) Bai

Doi = 04is(61i + 63i)

D3 = s0ai

Dai = 04i(d14i(813i + ) s(01i + 63i — 0) + (cO1i + 63i — 0)(d12isY — diaicws(D13i + P)))

Dsi = d14ic(8131 + @) (cwD4is(61i + 83i — 0) — sWsO4i) — d14ic(E1i + 631 — 0)04iS(6131 + @)

Dei = (d12isy - di4icps(815 + @))04i — D4iS(81i + 831 — 0)(d12icy + d14iS(B13i + @) sy)

D7i = (d2icB3i — xpc(81i+ 63i) — d14ic(81i + 831 — 0)c(O13i + @) — ypS(O1i + O3i1) + S(O1i + O3i —
0)(d12isy — d14icws(813i + @))) 041 — Bai(zp + di2icy + d14iS(8131 + @) sY)

Dsi = ¢(81i + 631) S04

Doi = (615 + 83i)S0ai

Dioi = B4

Di1i = (d14ic(813i + @) S(81i + 831 — ) + ¢(81i + 831 — O)(d12iSY — d14aicyps(E13i + @)))SO4

Di2i = d14i(c(613i + @)(cBaisw + cws(b1i + &zi — 0)B4i) — ¢(B1i + 31 — 0) (8131 + @) O4)

Di3i = Ba4i(diaicps(d13i + @) — di2isy) — s(61i + 83i — O)(dizicy + d14iS(813i + @) SP) sO4s

D14i = 04i(Xpc(81i + 63i) — d2id3i + d14ic(81i + 63i — 0)c(d13i + @) + YpS(O1:i + 83i) + s(611 +
O3i — 0)(d1sicws(613i + @) — di2isy)) — (zp + dizicy + d14iS(d13i + @) SY)SO4i

Disi = D1icB7; — DgisO7i

Di6i = D2icO7; — Do;isO7i

D17i = — D3ic®7i — D10iS07

Digi = D4icB7; — D11:567i

Di9gi = D5ic07; — D12is67i

D2oi = DeicB7i — D13iS07i
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D21i = D7ic07; — D14iS67i

Da2i = Disi + (C19iD211)/Coi
Dosi = Diei + (C20iD21i)/Coi
Dosi = Di7i + (C21iD21i)/Coi
Dosi = Disgi + (C22iD21i)/Coi
Da6i = Digi + (C23iD21i)/Coi
D27i = Daoi + (C24iD211)/Coi

La velocidad angular 67, de las seis cadenas cinematicas para la trayectoria
propuesta es la siguiente:

1.5 TN

1.25 / 9%\
) /71T N\
0.75 /,// 672\_\
~ 0.5 \\
0.25 A\,

(rad/s)

67

Figura 2.39 Grafica de la velocidad angular 6,; en las cadenas 1y 2
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Figura 2.40 Grafica de la velocidad angular é7i en las cadenas 3y 4
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0.6 \

3 '75\ 176

€o0.4 / &) o

5 0.2 / \
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0
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Figura 2.41 Grafica de la velocidad angular 97i en las cadenas 5y 6

.8 1

2.3.3 Velocidad Angular 6g;

La ec. (2.26) nos conduce también a la solucion para la velocidad angular
Bs;, la eleccion de los componentes azai v azai del arreglo matricial nos permite
escribir:

az4iStsi = — An4iCOk;

y al considerar la derivada respecto al tiempo de esta expresion tenemos:
Og; = Eor (E14ixp + Ei5:p + E16iZp + E17;0 + E15i0 + E19i¢) (2.36)

En este caso cada uno de los coeficientes toma los valores siguientes:

Eoi = a34i0si + a24i07i5(071c0s) 5(Osi)

E1i = —s(81i + 63i)

Eoi = ¢(81i + 63i)

Esi = d14ic(81i + 83i — 0) (8131 + @) + S(B1i + B3i — 0)(d14icps(B13i + @) — di2is)
Esi = di4i(c(61i + 831 — 0)c(613i + @) + S(81i + 63i — 0)s(613i + @)

Esi = —¢(61i + 631 — 0)(d12icy + d14isps(b13i + @))

Eei = —E1ic(07icOsi) — DsisOs;

E7i = —E2ic(07icOsi) — Do;SOs;

Esi = D10iSOs;

Eoi = —E3ic(07ic0si) — D11is0s;



43
2. Analisis Cinematico

E10i = —E4ic(07:c0si) — D12i50s;

E11i = —Esic(67:0si)) — D13iS0si

E12i = D14iSOs;

E13i = 224i0sis(071cOsi)

E14i = E6i — (C10iE12¢/Coi) + (D22iE13i/Doi)
Eisi = E7i — (C20iE12¢/Coi) + (D23iE13i/Doi)
Ei6i = —Esi — (C21iE12¢/Coi}) + (D24iE13#/Doi)
E17i = Eoi — (C22iE12¢/Coi) + (D2siE13i/Doi)
E1si = E10i — (C23iE12i/Coi) + (D26iE131/Dos)
E10i = E11i — (C24iE12i/Coi) + (D27iE131/Do)

En las graficas siguientes se muestra el comportamiento en velocidad
angular de la posicion 6 para las diferentes cadenas cinematicas de la
plataforma al recorrer la trayectoria propuesta.
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Figura 2.42 Grafica de la velocidad angular égi en las cadenas 1y 2
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Figura 2.43 Grafica de la velocidad angular 98i en las cadenas 3y 4
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Figura 2.44 Grafica de la velocidad angular fg; en las cadenas 5y 6

2.3.4 Velocidad Angular 6,

La solucioén algebraica de la ecuacion de posicion (2.29) nos conduce en este
caso a:

b34is610i = —b24iCBO10;

de donde al derivar con respecto al tiempo se puede establecer facilmente que
la velocidad angular asociada a la posicion angular i es:

010i = F_Oi(Fzsixp + Fo0iVp + F30iZp + F31;60 + F32,0 + F33i1/)) (2.37)

las variables a emplear son las siguientes:

Foi = b24is010i — b34icO10i

F1i = —c0sis(d1i + 83i) + (61 + 63i)S(O4i + O71) SOsi

Fai = ¢(61i + 631)Osi + S(O1i + 63i)S(04i + O71) SOs;

F3i = ¢(B4i + 07;) SOs;

Fa = d14j(3(611 + 531 - 6)(0(6131 + (p)S(ezu + 971)8981 + CegiCl.pS(ﬁlsi + (p)) + 0(511 + 531 - 6)
(09810(6131 + @) - CL|JS(641 + 971) 89818(6131 + @)))

Fsi = d14i(c(61i + 63i)(c(813i + @) cp(cOOs;i — s05(04; + O7i) SOsi) — (DsisO + Os(04; + O7)
3981)8(6131 + (p) + 8(511 + 531)(0(6131 + cp)ap(cegise + 098(941 + 971)8981) + (chGSi - s
S(B4i + B7i)sOsi) (6131 + @)) + c(O4i + 67i) (6131 + ) SOsisY)

Fei = d14iS(8131 + @)(c(B4i + O71)cpsOs; — (c(61i + 631 — 0)Osi + S(611 + 631 — 0) (641 + O7j)
sBsi) sy)
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F?j = Sesi( —(zps(e4i + 971)) + C(e41 + 971)(—(d210631) + ch(ﬁli + 631) + d14iC(61i + 631 — e)
c(613i + @) + ypS(01i + 63i) + d1aicws(61i + O3i — 0)S(613i + @)) — d14iS(04i + O7i)S(E13i +
®)sy)

Fgi = s6si(—dsic07; — deisO7i — zpS(04i + O71) + (041 + O7i)(—(d2icO3i) + Xpc(61i + O3i) + d14i
0(611 + 631 - 9)0(5131 + (p) + yps(ﬁli + 631) + d14jCLpS(61i + 631 - 9)8(6131 + (p) - d14i
8(641 + 971) 8(6131 + @)sy)

Foi = —(c(81i + 63i) SOsi(yp + d14ic(813i + @) SO + d14icOcyp (6131 + @))) + (611 + &3i) Osi
S(04i + O071) (xp + d14iDc(O13i + @) — d14icpSOS(E13i + @) — SOsi(d2iSO3i — S(O1i + 63i)
(Xp + d14icOc(d13i + @) — d14icpsOs(813i + @))) + Osi(deiO7i — dsisO7i + S(04i + O7j)
(s(61i + 83i)(yp + d1aic(d13i + @) SO + d14icOcps(613i + @) — d2icd3zi) + ¢(04i + O67i)(zp +
d14is(613i + @) sy))

Fioi = ¢(81i + 63i)0sis(04i + O7i) + S(&1i + 631) SOsi

F11i = s(81i + 63i) OsiS(04i + O71) — (011 + 63i) SOsi

F12i = ¢(B4i + 07;) cOsi

Fi3i = di4i(—(SBsi(c(61i + 831)Bc(6131 + @) + cpcps613iS(81i + O3i — 6) — S613i5(611 + 631)
SeS(p)) + C6131(—(3681(C(p8(611 + 631)89 + CL|JS(611 + 63 — e)S(p)) + cegis(94i + 971)
(cps(61i + 63i — B) — cps(61i + 63i) SOsE)) — Dsis(O4i + O7i)(cpcy sb13iS(D11 + O31) SO +
861318(611 + 631 - e)S(p + C(an + 631)CeCkPS(6131 + Cp)))

F14i = d14i(—(SOsi(c(61i + 63i)Oc(d13i + @)cy + cpSO13iS(B1i + &3i — 0) — cSO13iS(H1i +
631)898([))) + 06131(—(3981(C(paps(611 + 631)86 + 8(611 + 831 — e)S(p)) + C9818(94i + 971)
(C(pCLpS(f)li + 631 — 6) — 8(611 + 631)868([))) + Cegi(—(s(e4i + 671)(0([)861318(611 + 631)89 +
ClpS61318(611 + 631 - e)S(p + C(an + 631)C98(6131 + (p))) + 0(941 + 971)0(6131 + (p)Slp))

Fisi = d14iS(813i + @)(Bsicwc(Bai + O7i) + (SOsic(61i + 631 — B) — (cOsiS(61i + 831 — 0) (041 +
071))) sy)

Fi6i = Dsi(c(04i + 071) (xpc(O1i + 63i) — d2icdsi + d14ic(d1i + 631 — 0)c(O13i + @) + ypS(O1i +
83i) + d14aicps(81i + O3i — 0) (6131 + @)) — d14iS(04i + O71)S(E131 + @)SY — zpS(Bai + O7))

F17i = Dsi(c(0ai + 67i)(xpc(O1i + 83i) — d2icdsi + d14ic(O1i + 831 — 0)c(B13i + @) + ypS(O1i +
83i) + d14icps(01i + 63i — 0)S(613i + @) — d14iS(04i + 67i) (6131 + @) sy — dsiB7i — dei
S67i — 2p5(04i + 67))

Fisi = Bsi(s(61i + 63i)(Xp + d14iOc(d13i + @) — d14icp sOS(813i + @) — d2isb3i) — (11 +
631) (Bsi(yp + d14ic(613i + @)sO + d14iOcys(813i + @)) + S(O4i + O71) SOsi(xp + d14ic0
c(613i + @) — d14icpsOS(O13i + @))) — SOsi)(de6iO7i — dsisO7i + S(04i + O71)(—d2icdsi +
S(61i + 63i)(yp + d14ic(B13i + @) SO + d14icOcy (6131 + @))) + c(Oai + O7)( zp + d14iS(E13i
+ @) sy))

F10i = F1i010i + F10iS010:

F20i = F2iB10i + F11i5010i

F21i = F3i010i + F12i010i

F22i = F4i010i + F13iS010:

Fosi = F5i010i + F14i5010:

Fo4i = F6iB10i + F15i5010i

Fasi = F7i010i + F16i5010:

Faei = F8iO10i + F17:5010:

F27i = FoiD10i + F1siS010i

Fasgi = Fioi + (C19iF25/Coi) + (D22iF26i/Doi) + (E14iF271/Eoi)

Faoi = Faoi + (C20iF251/Coi) + (D23iF26i/Doi) + (E15iF27i/Eoi)
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F30i = Fa1i + (C21iF25/Coi) + (D24iF26i/Doi) + (E16iF271/Eoi)
F31i = Faoi + (C22iF25/Coi) + (D2siF26i/Doi) + (E17iF27i/Eoi)
F32i = Fasi + (C23iF251/Coi) + (D26iF261/Doi) + (E1siF27i/Eoi)
F3si = Fosi + (C24iF25/Coi) + (D27iF26i/Doi) + (E10iF271/Eoi)

Las graficas de la velocidad angular 6,,; para la trayectoria propuesta, en cada
una de las cadenas son las siguientes:

NN

N.6101

w2 \ /
©

S -4

: 9102\ /
o -6

bl ‘\

° \/

0O 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.45 Grafica de la velocidad angular 9101’ en las cadenas 1y 2
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Figura 2.46 Grafica de la velocidad angular 6;,; en las cadenas 3 y 4
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Figura 2.47 Grafica de la velocidad angular 6;,; en las cadenas 5y 6

2.3.5 Velocidad Angular 0,,;

Para el caso de la posicion angular #éi1;, se resuelve también la ecuacion
(2.29) considerando los elementos de la columna 4, filas 1 y 3, de tal manera
que tenemos:

b34is611i = biaicbioicHii

expresion que al derivar con respecto al tiempo nos conduce a:
011; = G_Oi(GZSixp + GooiYp + G30iZp + G310 + G32;¢0 + G33i‘~|’) (2.38)

En esta ecuacion los coeficientes son:

Goi = b34icO11i + b14icO10iSO11i

Gii = (61 + 63i1)c(B4; + O7))

Goi = s(61i + 631)c(04i + O71)

Gsi = —5(04i + 073)

Gai = d14ic(04i + 07i)(c(613i + @)S(B1i + b3i — B) — cws(613i + @) (611 + 63 — O))

Gsi = d14i(c(04i + 07i) (cp (6131 + @) S(O1i + 83 — O) — ¢(61i + 31 — 0) S(6131 + @) — sPc(13i +
@) S(B4i + O71))

Gei = —(d14iS(813i + @)(c@s(B4i + O71) + swc(Bai + 07i)s(61i + 63i — 0)))

G7i = —8(04i + 07)(xpc(81i + B3i) — d2icBsi + d14ic(B1i + B3i — 0)c(B13i + @) + ypS(B1i + Bai) +
diaic@s(61i + 8zi — 0)S(813i + @)) — (Bai + O7i)(zp + d14iS(B13i + @) sY)

Gsi = —d6i07i — (S(04i + O7i) (xpc(B1i + B3i) — d2icBsi + d14ic(81i + 631 — 0)c(B13i + @) +
YpS(61i + 83i) + d1aicps(61i + 831 — 0) (8131 + @) — dsiSO7i + (B4 + O7i)(zp + d14iS(613i +
?)sy))
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Goi = Bsic(61i + 03i)S(04i + O7i) + sOsiS(61: + O3i)

Gioi = OsiS(01i + 631)S(04i + O75) — (11 + 631)SOsi

Gi1i = ¢(B4i + 07i)DOs;

Giai = d14i(—(8981}(cec(611 + 631)0(6131 + (p) + C(pCL|J861318(611 + O3i — e) — 898@861318(611 +
631))) + 06131(—(Sesegi(ccps(611 + 531) + S(pCl.pS(ﬁu + 631 - e))) + 09818(941 + 971)(C(p8(611 +
Osi — 6) - SGS(pCllJS(an + 631))) - 668(941 + 671)(360([)0[4)361313(611 + 631) + 361318(611 +
03i — 0)s@ + c(b1i + 631))OcPs(d13i + @)))

Gz = d14i(—(s681(c6c1pc(61i + 631)0(6131 + (p) + C(p361sis(511 + 831 — 6) - SeS(pC1p36131
8(611 + 631))) + 06131(—(3981(seccpaps(6n + 631) + 8(611 + 83 — 9) scp)) + 06813(941 + 971)
(C(pClIJS(ﬁn + O3i — 6) — SeS(pS(f)n + 631))) + Cegi(—(s(e4i + 671)(SeC(p861318(61i + 631) +
S(pClpSﬁlsiS(an + 631 - 9) + cec(ﬁli + 631)8(6131 + Cp))) + quc(64i + 971)0(6131 + Cp)))

Gi4i= d14iS(813i + @)(cOsicwc(Bai + O7i) + (—(cOsis(61i + 831 — 0)S(04i + O71) + (811 + 631 —
0) s6si) sy)

G1si = Osi(—(2pS(Bai + 071)) + c(Oai + O71)(Xpc(D1i + 63i) — d2icdsi + d14ic(O1i + 831 — 0)c(B13:
+ (p) + ypS(61i + 631) + d14iCL|JS(611 + 631 - 9)8(6131 + (p)) - d14iS(e41 + 971)8(6131 + (p)SL|J)

Gi6i = cOsi(-dsicO7i — deisO7i — zpS(04i + 07i) + c(B4i + O7:)(Xpc(d1i + 83i) — d2icbai + diai
0(611 + O3; — 6)0(6131 + (p) +yps(611 + 631) + d14iCL|JS(611 + O3 — 9)8(6131 + (p)) — diai
5(941 + 971)5(6131 + (p)Sl.|J)

G17i = Dsi(S(81i + 83i) (xp + d141c0c(B13i + @) — d14icpSOS(613i + @)) — d2isdsi) — ¢(61i +
631)((,681(yp + d14isec(6131 + (p) + d14iCeCL|JS(613i + (p)) + 8(941 + 971)8681)(Xp + d14;0
c(613i + @) — d14icpsOs(613i + @))) — SOsi(deicO7i — dsiSO7i + S(O4i + O73)( —d2icB3i +
S(61i + 631) (Yp + d14ic(O13i + @) SO + d14icOcyps(613i + @))) + c(O4i + O7i)(zp + d14iS(E13i
+ @)sy))

Gisi = G1i010iO11i — GoiSO11i

Gioi = G2i010iO11i — G10iS011i

Gooi = G3i10icO11i — G11i8011i

G21i = G4i010iO11i — G12i8011;

G22i = G5i010iO11i — G13i8011;

Gasi = G6i010i011i — G14iSO11i

Ga4i = G71010iO11i — G15i8011

Gasi = Gsi010iO11i — G16iS011i

Gasi = G17i80111

Ga7i = b14i011i50101

Gasi = Gisi + (C19iG24i/Coi) + (D22iG25/Doi) — (E14iG26i/Eoi) — (F28iG27i/Foi)
Gooi = G19i + (C20iG24i/Coi) + (D23iG2s5i/Doi) — (E151G26i/Eoi) — (F20iG27i/Foi)
G3oi = Gooi + (C21iG241/Coi) + (D24iG251/Doi) — (E16iG26i/Eoi) — (F30iG27i/Foi)
Gs1i = Go1i + (C22iG24i/Coi) + (D25iG2si/Doi) — (E17iG26i/Eoi) — (F31iG27i/Foi)
G32i = Gozi + (C23iG24i/Coi) + (D26iG25i/Doi) — (E18iG26i/Eoi) — (F32iG27i/Foi)
Ga3zi = Gasi + (C24iG24i/Coi) + (D26iG25i/Doi) — (E10iGa6i/Eoi) — (F33iG27i/Foi)

El comportamiento de la velocidad angular 6,4;, para las diferentes cadenas
cinematicas de acuerdo a la trayectoria propuesta es el siguiente:
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Figura 2.48 Grafica de la velocidad angular 6;,; en las cadenas 1y 2
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Figura 2.49 Grafica de la velocidad angular 6;,; en las cadenas 3 y 4
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Figura 2.50 Grafica de la velocidad angular 6,,; en las cadenas 5y 6
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2.3.6 Velocidad Angular 6,5,

En este ultimo caso tenemos que, al resolver la posicion angular 6:s; con la
ecuacion (2.3) seleccionamos los valores de la columna 1, renglon 1 y 2 para
determinar la variable y al igualar y resolver para s60:s; y c6:s; se obtiene:

SOisi = c21ic013i — €11iSO13i
cbisi = cniicbizi + ¢21iS613i

de tal manera que al derivar con respecto al tiempo y simplificar tenemos:

015, = H_M(quxp + Hy2i¥p + HoziZp + Hpgi0 + Hapsi0 + Hze;ﬂ/’) (2.39)

Los coeficientes de esta ecuacion son los siguientes:

Hoi = b11ic(813i + O15i) + b21iS(813i + O15i)

Hii = (815 + 831 — 0)(cpsO11iS(010i + Osi)+ sy (sO11ic(O10i + Osi) S(O4i + O7i) — DO11ic(O4i +
07i))) + s(61i + 63i — 0)(cB11ic(O4i + O7i)op + SO11i(cWS(O10i + Osi)sP — (O10: + Osi) o
S(0ai + 67i)))

Hai = B11i(c(B4i + O71) (cpcyps(61i + 631 — 0) — spc(b1i + 631 — 0)) — cps(O4i + O7:)syp) +
$011i(S(010i + Bsi)(c(d1i + &3i — B)cpey + s(61i + 831 — 0)sP) — c(O10i + Osi)(S(O4i + O7i)
(cpcys(81i + 83i — 0) — (811 + 831 — 0)s@) + c(04i + O71) cpsy))

Hasi = sp(—(cy(c(B4i + O71)c(B10i + Osi)SO11i + 011iS(04i + B7i))) + s(611 + 83i — 6) (—(c(B11i
c(B4i + 07i)) + c(B10i + Bsi)SO11iS(04i + O7i))sY — ¢(61i + 63i — 0)$011i5(O10i + Osi) sY)

Hai = —(($011i¢(04i + 07i)c(O10i + Osi) + 011iS(04i + O7i))(cpc(b1i + b3i - ) + spcyws(d1i +
83i — 0))) + (c(610i + Os1) $O11i5(04i + O71) — O11ic(O4i + O7:)) sQsY

Hs; = 89111(0(9101 + egi)(—(C(pS(ali + 83i — 9)) + 0(611 + 83i — e)CLpS(p) + 8(9101 + 981)(3(641 +
971)(0(611 + 83i — e)C(p + CL|JS(611 + 831 — e)S(p) + 0(941 + 971)S(pSL|J))

Hei = —(S(61i + 83i — 0)(O11:008(B10i + Osi) + cy(c(Bai + 07i)SO11: + D11ic(O10i + Osi) S(O4i +
071)) s@)) — c(61i + O3i — 0)(c(B4i + O7:) cpsO11i + D11i(c(O10i + Osi) cPS(Bai + O71) — cYs(O10i
+ 0si)s@)) + (5611i5(04i + O71) — O11ic(Bai + O7:)c(O10i + Osi)) SPSY

H7i = 0sis010iS011icpcp s(O1i + 031 — 0) — €61i563i011:50cpcy c(04; + O7i) + 01156315011
sBcpcyc(O10i + Osi)S(04i + 67i) + cpcyp sOsicO10i5011iS(61i + 631 — 0) + ¥2(cO10i15011i50s;
8(611 + 63— 0 — (p)) - 861186316641067106111868@ - C(611 + 83i — e)cegiseloiselnscp +
S04i07i105i01015011i5011503150 5@ + 0101C04i05i561i563i505011i1507is@ + 011i561iS03i
S0504is07isp — 07i561iS6505010i5011i1504iS08iSP — 0415011563150501015011i507:50s1SP +
0563i(cB11i¢(04i + O71) — c(B10i + Osi) $011i5(04i + O71)) (cpcy sb1i — cd1isP) — cB3i(BO11:
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C(e41 + 971) - 0(9101 + 981)891118(941 + 971))(0(611 — e)C(pCLP + 8(611 - e)S(p) - 1/2(0910189111
89818(611 + 03— 0 + (p))

Hai = cOsicps(61i + 63i — 0)S010i5011i — 0061i5063i1011i¢(04i + O7i) cpsO + ¢61i563iS011
(0101 + Osi) cpsOs(04i + O7i) + ¥2(c010i5011:508iS(61i + 631 — O — @)) — D11:O4icO7;
C1P3611363i393(P - 0(61i + 631 — e)CegiCquemiseluS(p + Ce101097icegictp8611863189
SPS011i504i + D10i04icOsicy $61:503i15050111507isP + 1110 561:563150504iS07i
s@ — ¢(61i + 831 — 0)D10icPSO11:S0s8iSP — D71y S61i5831505010i15011i504i50siSQ —
04icy $61i563:1505010i5011i507:50siS@Q + cOS83i(cO11:¢(04i + O71) — c(O10i + Osi)SO11;
S(0ai + 071)) (cpsB1i — BricywsP) — cB3i(011:¢(Bai + O71) — c(B10i + Osi) SO11:5(Oai +
071))(c(61i — ©)cp + cs(d1i — B)sP) + Y2(010i5011i50s8iS(81i + 63i — O + @)) + (c(O4i +
07i) (0101 + Osi) SO11i + B11:5(04i + 671)) spsyw

Hoi = Y4(cp(~4cO11:cp $(04i + B7:) + SO11i(c(81i + 8si — © — O10i — Bai — O71 — Osi) — c(B1i +
63i — 0 — 0101 + O4i + 071 — Osi) + (61 + 631 — O + O10i — O4i — O7i + Osi) — (011 + O3i —
O + 010i + 04i + B7i + Osi) — 4¢(61i + 83i — 0)S(O10i + Osi))sY — 4c(B4i+ O7i)(c(O10i + Osi)
apsO11i + D11i5(61i + B3i — B)sy)))

Hioi = —010ic04icB7icOsi0pcp $61i583i505011i — 011100710y $61i563150 5041 — 011104
cpcy 611563150567 + cO10i0sicp cy 5611563150 5011150415071 + D4icO7i0p P $61i563i0
$010iS011iS0si — P $61i563i505010i5011i1504i507iS0si — O 0101041071031 S61:503:15@
SO11i — 0 011:071561i563i504i59 — OcO111004i561:5631507i15¢ + 00101051 561i563i504
3911139718@ + 090941097186118531891018911189818(p —098611863189101891118941897189818@ +
€03i(c(O4i + 67i)c(O10i + Osi)SO11i + O1115(04i + 071))(c(611 — O) s — cpcy s(61i — 6)) + O
S63i(c(B4i + B7i)c(O10i + Osi)SO11i + O11i8(04i + 671))(sOsp — Ocpcy) — D11ic(04i + O67i)
cpsP + ¢(B10i + Osi)cpsO11iS(04i + O7i) s

Hi1i = (8011i(010i(2561i503i5(04i + 07i) SOsi(cpcysO + cOsp) + 2c0si(c(b1; + H3i — 0)cp
cy + 8(611 + O3; — e)S(p)) + 2(—(0(611 + O3 — e)ccpapseloisegi) + 0611690(PCL|J86318(941 +
07i)S(010i + Osi) + cOzicpcyw s(61i — 0)S(04i + O7i)S(O10i + Osi) — S(61i + 631 — 0)SO010iSOs;
SQ — 06310(611 - e) 8(641 + 671) 8(6101 + 681) SQ — 06118631898(641 + 971)8(6101 + 681) SQ +
07i05i50611503i5010i504i(cpcp sO + cOs@) + 04:0si5611563150101507i(cpcy sO + O sp)
+ ¢(04i + B7i) cps(010i + Osi)sw)))/2

Hiai = $811i(c(61i + 63i — 0)c(B10i + Osi)opey + c(B10i + Osi)S(61i + 631 — B)sp + s(O10: +
Osi) (cO71561i5031504i(cpcyp sO + Os) + 04:561i563i507i(cpcy sO + Os@) + s(04i + O7i)
(cpcy(cd1icOS63i + B3iS(81i — 0)) — (61100310 + s(81i + 63i) SO)sQ) + ¢(04i + O71) cPsYP))

Hisi = —cpep $61156315050111¢04icO7i — 01010011i1c07i0sicpcy $61i563150504i — D10icO11i
04iOgicpc $61:563i150507i + cpcy $61i563150501115041507i + (B10i1¢O11i1¢(61i + S3i —

0 - (p)Sesi)/Q - (Cemi(,euj 0(611 + 83 -0 + (p)Segi)/Q + 69111C97jCCpClp861186318989101
S04iS0si + 011:04i0p P $61i5631505010i1507:i50si + (615 + 83i — 0)O11:00CcPS(O10i +
Osi) + 011iOsiS(61i + 631 — 0)SO10i15P — O D4i071561i1563i5011i59 — OO10i1cO11:07i
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098186118631394iscp - Cecemi(,el11C941C981861186389718(p + 69861186389111894189718@ +
Ce(,el110971861186389101894189818@ + 0909111(,941861186389101897189818@ + 0631(0(941 +
671)86111 + 061110(9101 + 681)8(641 + 671)(8([)0(611 - 6) —ccpClpS(ﬁu - 6)) + 06113631(0(941 +
07i)SO11i + O11ic(O10i + Osi) S(O4i + B7))(sOs — Ocpcy) — DO11ic(O4i + O71)c(O10i +
Osi)cpsy + cpsO11iS(04i + O7i) sy

Hiai = H7ic(6131 + 0151) — H1is(8131 + O151)

Hisi = Hgic(813i + O151) — H2is(613i + O154)

Hiei = Hoic(613i + O151) — H3zis(6131 + O151)

H17i = Hi0ic(613i + O151) — Hais(613i + O15i)

Hisi = Hi1i¢(613i + O151) — Hsis(8131 + O154)

Hioi = Hi2ic(813i + B151) — HsiS(8131 + O153)

Hooi = Hi3ic(813i + O151) — Heis(6131 + O15i)

Ho1i = (C10iH17#/Coi) + (D22iH17¢/Doi) + (E14iH18/Eoi) + (FasiH191/Foi) + (Ga2siH20i/Go)

Hoai = (C20iH17/Coi) + (D23iH171/Doi) + (E1siH18/Eoi) + (Fa0iH19#/Foi) + (G20iH20i/Gos)

Hozi = (C21iH17#/Coi) + (D24iH171/Doi) + (E16iH18/Eoi) + (F30iH19#/Foi) + (Gz0iH20#/Go)

Hosi = Hiai + (C22iH17i/Coi) + (D2siH17/Doi) + (E17iH1si/Eoi) + (F31iH10i/Foi) + (G31iH20i/Goj)

Hosi = Hisi + (Ca3iH17¢/Coi) + (D26iH17¢/Doi) + (E18iHisi/Eoi) + (F32iH10#/Foi) + (G32iH20/Goi)

Haei = Hiei + (C24iH171/Coi) + (D27iH17i/Doi) + (E10iH181/Eoi) + (FaziH10i/Foi) + (GzsiHz20#/Goi)

Las graficas correspondientes a la velocidad angular 6,5;, para la trayectoria
propuesta son las siguientes:
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Figura 2.51 Grafica de la velocidad angular 6;5; en las cadenas 1y 2
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Figura 2.52 Grafica de la velocidad angular 915i en las cadenas 3y 4

5 /\
os /1 \
'§ 2 / /-\\
S [/ \
5 . [/ | o155\
0 | e—— -
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t(s)

Figura 2.53 Grafica de la velocidad angular 915i en las cadenas 5y 6



Capitulo 3

Analisis Estatico

3.1 Introduccion

En general, una maquina se emplea con un propoésito definido, ya sea para
transformar energia, transmitir potencia o transmitir una fuerza o un torque,
sin embargo un mecanismo, ya sea plano o espacial, se emplea tanto para
aplicar y transmitir una fuerza como para generar un movimiento especifico,
en los casos mas simples la fuerza se transmite desde un punto de entrada
hasta otro que se considera como salida, tal como sucede en palancas y
sistemas cable - polea los cuales se pueden considerar como maquinas
estaticas. En algunos otros casos, es posible analizar una maquina con los
métodos de la estatica porqué funcionan sin movimiento o bien porque las
velocidades de operacion producen efectos dinamicos despreciables. En el caso
que nos ocupa se realiza como primer paso un analisis estatico de fuerza para
determinar el efecto dinamico en el efector final.

La técnica a emplear para el analisis es similar a la que se estudia en un
curso basico de ingenieria, sin embargo, en una plataforma, el nimero de
componentes y su configuracion geomeétrica le anaden cierta complejidad al
problema en estudio, de ahi que sea necesario emplear un método especifico
para obtener una solucién rapida en forma eficiente, siendo la base, la
segunda ley de Newton ya que involucra en forma directa el concepto de
equilibrio estatico.
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3.2 Fuerza y momento

Los tipos de fuerza que actian en cualquiera de los elementos de la
plataforma pueden ser de caracter interno o externo, tal como sucede con la
fuerza aplicada por el propio peso de los componentes, la accion de tales
fuerzas se puede manifestar como un momento en el que se observa que la
tendencia a la rotacion del elemento con respecto al brazo de palanca implica
la deformacion y la posible flexién del cuerpo creando esfuerzos que afecten la
vida 1til del sistema. En el diagrama siguiente se muestra un cuerpo ubicado
en un marco de referencia inercial (X0, Yo, Zo) y sobre el que actua tanto una
fuerza externa f, como su propio peso w.

Z

Figura 3.1 Diagrama general de cuerpo libre
En donde:

f, = fuerza de reaccion definida en la base local unida al cuerpo (X3, y1, Z1)
m; = momento de reaccién definido en la base local (X1, y1, Z1)
f, = fuerza de reaccion definida en la base local unida a otro cuerpo
(%2, Y2, 2Z2)
m; = momento de reaccion definido en la base local (x2, y2, 22)
f, = fuerza externa definida en la base inercial (%o,¥0,20)
m, = momento externo definido en la base inercial (X0,y0,20)
w = peso del cuerpo definido en la base inercial (Xo,y0,20)
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La aplicacion directa de la segunda ley de Newton y la consideracion del
efecto accion reaccion (tercera ley de Newton) en el diagrama de cuerpo libre
(figura 3.1) establece entonces el analisis estatico como:

YF=0 (3.1)
YM=0 (3.2)

De esta forma, la aplicacion directa de estas ecuaciones al sistema
representado en la figura 3.1, nos permite concluir que:

fi— [ng]fz + [Rlo]W + [R1o]f =0
m; — [RioJms — r1%([Ri2]f2) + reX([Rio]w) + rpX([Rio]fp) + [Riojm, = 0

Donde las matrices [Riz] y [Rio] transforman los vectores definidos en las
bases (X2, Y2, 22) V (X0, Yo, 2o) a la base (X1, y1, 21) respectivamente, decidiendo
de manera arbitraria escribir tales ecuaciones.

La ecuacion de momentos se puede reescribir sustituyendo el producto cruz
mediante una matriz antisimétrica formada por los elementos de los vectores

de posicion, es decir:

r¥([R]f) = [S][R]f
donde:

r=[xyz]T

0 -z vy
S=|z 0 -—x
-y x 0

de esta manera se tiene:
m; — [RizJmy — [S;][Ru2]f2 + [Sc][Rio]W + [Sp][Rio]fp + [Rio]m, = O

La forma matricial del sistema de ecuaciones es:

eSS [El]}{izH[Sﬁ[l&]m] [El]}mpH[sﬁfﬁ]m] wlo)[o

renombrando:

Fi - [Qi2]F2 + [Q10]Fp + [Qw]W =0 (3.3)
donde:
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[ R [ Re)] 0]
[@:2] = {[sl][Rn] Ra] [@:o] = {[sp][Rm] [Rmﬂ

[ Re] D] Cfw
[le‘{[se][am] Ry W) M

De tal manera que en lo general establecemos que

FA+FR=0 (3.4)
y en donde:

FA=[Q1o]Fp + [Qw]W
FR=F; - [Qi2]F2
siendo:

F4 = Torsor de agentes externos (fuerzas y momentos aplicados)
FR = Torsor de reaccion (fuerza resultante y momento resultante de
reaccion)

3.2.1 Analisis Estatico de la Plataforma

Para la aplicacion directa de las ecuaciones de equilibrio procedemos a
verificar en forma previa que exista conformidad en nuestro sistema de
ecuaciones, es decir que exista un nimero de incoégnitas similar al nimero de
ecuaciones que se pueden establecer. El nimero de elementos que conforman
a la plataforma es de 19 y dado que en cada uno puede actuar la fuerza y el
momento en tres direcciones posibles se pueden escribir seis ecuaciones para
cada cuerpo usando la ecuacion (3.4), esto es:

19 x 6 = 114 ecuaciones

Las incognitas que presenta el sistema son:

juntas x elementos incognitas parcial
Fuerza en juntas 2x6 x S5 = 60
rotacionales B
Fuerza en juntas 2x6 x 4 = 48
universales B
Torque en juntas 1x6 X 1 = 6
rotacionales B

Total = 114
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Dado que el numero de incognitas es de 114 y concuerda con el nimero de
ecuaciones, procedemos a efectuar el analisis estatico de la plataforma
considerando los componentes de una cadena y la plataforma mévil.

Cuerpo 1i

El diagrama de cuerpo libre es el siguiente:

Plataforma fija

>S5

e

07
X7i

Figura 3.2 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 1liy la plataforma fija

El torque suministrado, asi como la fuerza y el momento ejercidos por un
cuerpo sobre otro en cualquier cadena son:
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T; = Torsor de torque suministrado al cuerpo 1i
Fo1; = Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo O (plataforma fija) en el cuerpo 1i
F1.i = Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo 2i sobre el cuerpo 1i

La ecuacion general de equilibrio estatico es:

Fi+Ff =0 (3.5)
Donde:
Fi2 = Ti + Q4 oWy (3.6)
F4R = Fo1i — Qai,7iF 12i (3.7
Con:
T; = [0,0,0,0,Tay;,0]T
[Raio] [0]

40 = {18, 0l[Raio]  [Raio]

De acuerdo a las figuras 2.1 a 2.3 tenemos que:
Ro,4i = Ry6(61i)Rz6(63i1) Rzs(04i)
Entonces:

R4io = Ro4iT = R;57(04i)Rz6T(531)R26T(13)
Ruio = R;5(—04i) Rs6(—03i) Rys(—011)

y
0 —Zgi  Yeui
S4i0 = Sc1i = S(XG1i, Yaii, Za1i) = | Zgyi 0 —Xg
Yo Xeu 0
Wi = [0, 0, —rmuig, 0, 0, OJF
Fo1i = [Foixi, Foiyi, Fo1zi, Moixi, O, Mo1zi]T
Quini = [Rai7i] [0]
’ [S4i7i|[Raizi]  [Raizi]
Donde:
Rui7i = Ry5(07)
y
O _dﬁi O
S4i7i=8S(dsi, 0, —dei) = |dg; 0 —dg
0 d, 0

F12i = [Fi2xi, Fioyi, F124, 0, 0, Mi24]|T
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Cuerpo 2i

El diagrama de cuerpo libre es el siguiente:

Fi2i

- Fai

Xai, X10i

Faai

Figura 3.3 Diagrama de cuerpo libre del eslabon 2i

Para este eslabon, las fuerzas y momentos ejercidos son:

F 1. = Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo 1i sobre el cuerpo 2i
F23i = Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo 3i sobre el cuerpo 2i
La ecuacion general de equilibrio estatico es:

donde:

Ff,+F}; =0

F7iA = Qri, oWy

(3.8)

(3.9)
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y:
F7R = F12i — Q7i,10iF23i
Con:
3 [R7i0] [0]
Q7i0 =
[S7i0][R7i0]  [R7io]
siendo:
Ro,7i = Ry6 (01i)Rz6(03i1)Rzs(04i)Rss(071)
R7i0 = Ro,7iT = R;5T(07))R25T(04i)R.6T(83i) R26T(61)
R7i0 = R;5(—07)Rss5(—04i) Ros(—03i) Rys(—01i)
= R;5(—04i — 07:)R6(—011 — 83i)
y:
S7i0 = R.4(08i)Sc2iR.4(0si)T
= Rz4(08i)S(Xa2i, Ya2i, Za2i)Rz4(—0si)
con:
0 —Zgoi  Yeoi
S(xc2i, Yoai, Za2i) = | Zgy 0 —Xgai
—Yea  Xcai 0
w21 = [07 07 _m2ig» 07 O? O]T
B [R7i 101 [0]
Q7i,10i =
[S7i10i][R7i101]  [R7i10i]
donde:
R7i10i = R24(0s))R24(010i) = R4(0si + 0103
y:
S7i,101 = Rz4(08:)S(0, 0, —do;)Rz4(—6si)
siendo:
S(0,0, —do) = |-d;, O 0
0 0 0

Fo3i = [Faaxi, Fasyi, Faszi, 0, 0, Maai|T

(3.10)
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Cuerpo 3i

El diagrama de cuerpo libre es el siguiente

w3i

- Fs

Figura 3.4 Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 3i

Las fuerzas y momentos ejercidos en la horquilla que se une a la plataforma
movil son:

F.3i = Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo 2i sobre el cuerpo 3i
F34i = Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo 4i sobre el cuerpo 3i

La ecuacion general de equilibrio estatico es:

Fi, +FR, =0 (3.11)
donde:
Fi0i* = Q10i,0W3i (3.12)
Fi0R = Fa3i — Q101,12iF34i (3.13)
Con:
a [Ry0i0] [0]
Qioi0 =
[S10i0][R10i0]  [Rioio]
como:

Ro,10i = R6(61)R26(63i)) R25(04i) R25(07:) R.4(08i) R24(0101)
Ro,10i = Ry6(81i + 63i))R25(04i + 071)R.4(0si + 0101
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entonces:

R10i,0 = Rz4(—0si — 010i))Rz5(—04i — 07i)Rz6(—61i — 83i)

siendo:

S10i,0 = Ry5(0111)Sa3iRz5(011:)T
= Ry5(0111)S (X631, Yasi, Z63i) Res(—011i)

y en donde:

0 —Zg3  Yeai
S(xa3i, Yasi, Za3i) = | Zgsi 0 — X3
—VYesi  Xgsi 0

Ws; = [O, 0, —masig, 0, 0, O]T

Q101121 = [Ri0i12i] [0]
’ [S10i12i][Ri0iaz2i] [Rioiqzi]
con:
Ri0i,12i = Ry5(0113)
y:

S10i,12i = Rz5(0111)8(0, 0, —d12i)Rz5(—0111)

para este caso:

S(O, 0, _dIZi) = _d12i 0 0
0 0 0

F34i = [Faaxi, Faayi, F34zi, M3axi, M3ayi, O]T
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Plataforma movil P

El diagrama de cuerpo libre es el siguiente

Plataforma movil

Z124

F343

Fe (torsor)

Figura 3.5 Diagrama de cuerpo libre de la plataforma movil y del efector final
Las fuerzas y momentos ejercidos sobre la plataforma moévil son:

Fs4; = Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo 3i sobre el cuerpo 4i
F. = Torsor de fuerza externa actuando sobre el cuerpo 4i
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La ecuacion general de equilibrio estatico es:

Ff+F5 =0
donde:
FpAr = QpcFe + Qpo Wp
FpR = Zi6=1 Qp,12iF34i
Con:
Q _ [RP,e] [0]
Pe —
[SP,e] [RP,e] [RP,e]
Y en donde:
Rp.=Rpo
y

Sp. = §(0,0,—-h)
Fe = [Fex, Fey, Fez, Mex, Mey, Mez]T

Qoo = [Rp,o] [0]
po =
[Spol[Rpo] [Rpo]

como:

Ro.p = Rz6(6)Raa(P)Rz6()
entonces:

Rp,0 = Ru6(—@)Rz4(—p)R26(-6)
y:

Sp,0 = S(xap,Yapr,Zcp)

We = [0, O, —-mpg, O, O, O]T

Qb.ioi = [Rp,12] [0]

’ [Sp12i][Rp12i]  [Rp12i]

en donde:

Rp,12i = Ry6(013i)Rz6(0151) = Rus(d13i + O15)
y:

Sp,12i = Ru6(6131)8(d141,0,0)Rz6(—513i)
F34i = [Faaxi, Faayi, F34zi, M3axi, M3ayi, O]T

(3.14)

(3.15)

(3.16)
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3.3 Solucion estatica

El conjunto de ecuaciones a resolver es de tipo lineal y por esta razon se
procede a buscar la solucién en forma numérica, para ello formulamos el
sistema de ecuaciones de la siguiente manera:

EcuaEstaticas = VECTORCERO (3.17)

El lado izquierdo del sistema de ecuaciones es:

EcuaEstaticas = {ees11, ees21, ees31, ees12, ees22, ees32, eesl3,
ees23, ees33, ess14, ees24, ees34, ees15, ees25,
ees35, ees16, ees26, ees36, eesp}

cada componente tiene la forma que hemos establecido anteriormente:

eesli=F4A + F4R
ees2i = F;A + F;R
ees3i = Fio2 + F1oR
eesp = FpA + FpR

mientras que el lado derecho es:

VECTORCERO = {CERO, CERO, CERO, CERO, CERO, CERO, CERO,
CERO, CERO, CERO, CERO, CERO, CERO, CERO,
CERO, CERO, CERO, CERO, CERO}

con CERO = {0, 0, 0, 0, 0, O}

Las incognitas que buscamos para cada cadena "{" son el torque
suministrado y las fuerzas y momentos generados en cada una de las juntas
de los componentes, mismos han sido representados en el diagrama de cuerpo
libre correspondiente, en general, las componentes respectivas son las
siguientes: Tayi, Foixi, Foiyi, Foiz, Moixi, Moz, Fioxi, Fioyi, Fioz, Miosi, Fosxi, Fosyi,
Fo3zi, Mo3zi, Faaxi, Faayi, Faazi, Maaxi, Mzayi.

Los datos a considerar de masa, posicion del centro de masa, orientacion de
la plataforma, ubicaciéon del efector final, fuerza externa aplicada y momento
externo aplicado a la plataforma movil para el calculo numérico de las
incoégnitas son:
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Aceleracion del campo gravitacional:

g=9.81m/s?

Masa:

m;; = 0.074 kg
my; = 0.092 kg
mg3; = 0.032 kg
m; = 0.22 kg

Posicion y orientacion de la plataforma:

X, =0
yp=0
zo=—0.5m
0=0°
Yy =0°
¢ =0°

Posicion del centro de masa de cada cuerpo:

XG1 — d51/2 m

ya1 =0

zg1 = de1/2 m
Xa2 =0

ya2 =0

Zgo = —do1/2 m
Xa3 =0

yaz =0

zg3 = —di21/2 m
Xap = 0

yep =0

zgp =—0.02 m

Fuerza externa neta aplicada:
Fx=1N
Fey = O
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Fe:=1N

Momento externo neto aplicado:

Mex = O
Mey = 5
Me; = O Nm

Distancia de la plataforma fija al centro efector final

h=0.05m

Una vez que se desarrolla el cédigo correspondiente y se ejecuta el
programa obtenemos los resultados de torque, fuerza y momento en cada una
de las juntas de las cadenas.

3.3.1 Torque T4y,

Los graficos siguientes nos muestran en primer lugar el torque requerido en
el "motor" de la plataforma fija que mueve al eslabon motriz de cada cadena (i)
para mantener el equilibrio estatico en cualquiera de los puntos que se
asocian a la trayectoria de movimiento elegida.

75

25

T Nm
o

T4yl
{- z
T4y?2

Figura 3.6 Torque T4, en las cadenas 1y 2
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75 .

50

25 Y

4y3

Figura 3.7 Torque T4y en las cadenas 3y 4

75

50 i

T4y5

Figura 3.8 Torque T4, en las cadenas Sy 6
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3.3.2 Fuerza

La grafica de la magnitud de la fuerza Foi; entre la plataforma fija (0) y el

FOli

brazo motriz (1) en cada cadena () se muestra a continuacion

400 |
300
Z 200 |
LL A
100 l ‘
0
‘ | | ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t(s)
Figura 3.9 Fuerza Fo; en las cadenas 1y 2
400 |
300
< 200
T8
100
FO13 \
——
-— 014 F
0 M
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.10 Fuerza Fy; en las cadenas 3y 4
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400 F
300
< 200
LL
100 45\\
FO16 —
0 FO15 Q‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.11 Fuerza Fo: en las cadenas Sy 6

3.3.3 Fuerza F,;

Las graficas de la magnitud de la fuerza Fi»; en la cruceta de la junta del
brazo motriz (1) y el elemento de conexion (2) en cada cadena (i) son las
siguientes:

400
300
Z 200 |
u A
100 y
or | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t(s)

Figura 3.12 Fuerza Fi; en las cadenas 1y 2
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400 f
300
= 200
s
1
00 F123
— \
—_— 124
O L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t(s)
Figura 3.13 Fuerza F; en las cadenas 3y 4
400 f
300
= 200
L
F126 N—
~—
0 F125
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t(s)

Figura 3.14 Fuerza Fi; en las cadenas 5y 6
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3.3.4 Fuerza Fy3;

Las graficas de la magnitud de la fuerza en la cruceta de la junta del
elemento de conexion (2) y el eslabon (3) que se ensambla en la plataforma
movil en cada cadena (i) (Fz23) son las siguientes:

400"
300
= 200 |
LL A
100 i
F232 ':2:..------31 3 %
0 |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t(s)
Figura 3.15 Fuerza F3 en las cadenas 1y 2
400}
300
< 200
w
100
F233
— \ 234
° |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.16 Fuerza Fj3; en las cadenas 3y 4
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400 f
300
< 200
L
F236 &
~——
0 F235 I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t(s)

Figura 3.17 Fuerza Fj3 en las cadenas 5y 6

3.3.5 Fuerza Fgg4,

Las graficas de la magnitud de la fuerza generada en el ensamble de la
junta (3) con la plataforma movil (4) en cada cadena (i) (Fss4) son las siguientes:

400

300
Z 200 |
u A

100 y

E340 F341 _J : §
0 |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t(s)

Figura 3.18 Fuerza F34 en las cadenas 1y 2
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400 |
300
= 200
L
100
F343
F344
0 |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t(s)
Figura 3.19 Fuerza F34en las cadenas 3y 4
400 f
300
= 200
s
100 AN
F346 &
—
ol_F345 e
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.20 Fuerza F34 en las cadenas Sy 6
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3.3.6 Momento Mg;

La magnitud del momento requerido (Moi;) para el equilibrio estatico en la

primera de las juntas de cada cadena es el que se muestra a continuacion:

401
30
£ 2 |
=
10 N\
MOL2 MO11 ¥
0 —_— N\
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t(s)

Figura 3.21 Momento My; aplicado en la junta 1 de las cadenas 1y 2

401}
30
£ 20
= ,
10 o
MO13 MO14
:/—
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t(s)

Figura 3.22 Momento My; aplicado en la junta 1 de las cadenas 3y 4
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40"

= '/\
10 MO16 ~‘\\¥
—_MO15

0.2 0.4 0.6 0.8 1

l\

o+

Figura 3.23 Momento My; aplicado en la junta 1 de las cadenas Sy 6

3.3.7 Momento M;,;

En la cruceta de la junta que une al eslabon 1 con el eslabén 2, el momento
requerido para el equilibrio en cada cadena () (Mi2) es el que se muestra a
continuacion

40

E A
10
M121
M122
0 T-r‘~—~—

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t(s)

Figura 3.24 Momento M, aplicado en la junta 1 de las cadenas 1y 2
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40
30
£ 20
= M123
10 /
/ M124
0  —— #‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.25 Momento M, aplicado en la junta 1 de las cadenas 3y 4

40

30

£ 20 o

| e
e =

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.26 Momento M;, aplicado en la junta 1 de las cadenas Sy 6
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3.3.8 Momento My3;

Para la junta que une a los eslabones 2 y 3, tenemos los siguientes graficos
de resultados para cada cadena (3j)

50 [
40
30
e
=
= 20 A
10
231 )

O A
| M232

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.27 Momento M3 aplicado en la junta 1 de las cadenas 1y 2

507
40
30
e
=
=20
M233
10 /
/ M234
0 e ——
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.28 Momento My3 aplicado en la junta 1 de las cadenas 3y 4
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50"

" n
J

0 1236 N

M235

Figura 3.29 Momento M3 aplicado en la junta 1 de las cadenas Sy 6

3.3.9 Momento M3y,

Para la ultima junta tenemos los siguientes graficos de momento requerido
en el equilibrio estatico (Ms4) en cada cadena (i)

120}

100

80

Z 60 I

=

40

20 A\
M342 M34 /g_
0 —

0 0.2 0.4 c 0.6 0.8 1

Figura 3.30 Momento Ms4 aplicado en la junta 1 de las cadenas 1y 2
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120}

100 I

80

40
20 M343 )
——

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Nm

\
%

M344

ot

Figura 3.31 Momento Ms4 aplicado en la junta 1 de las cadenas 3y 4

120§

100

80

Nm

60

40

20
M346
0 M345 Q\ ;&L
0

0] 0.2

-4 0.6 0.8 1

Figura 3.32 Momento Ms4 aplicado en la junta 1 de las cadenas Sy 6



Conclusiones

La metodologia empleada para el analisis estatico de una plataforma
paralela de seis grados de libertad, nos brinda la flexibilidad que se requiere
en el disefio cinematico de este tipo de sistemas, pues la geometria propuesta
puede ser modificada para obtener valores de torque, fuerza y momento
optimos para el equilibrio estatico, siendo esto, una ventaja al momento de
desarrollar un modelo dinamico que conlleve al disefio mecanico total de cada
uno de los componentes de las seis cadenas y de las plataformas, ya que de
acuerdo a los resultados, podemos observar un comportamiento caracteristico
por cada par de cadenas, asi las cadenas 1 y 2 presentan un perfil similar en
cuanto a posicion y velocidad se refiere y de igual manera ocurre con las
cadenas etiquetadas como 3y 4 y Sy 6, lo cual nos proporciona una idea
clara de como transcurre el movimiento paralelo para cada par de cadenas
cinematicas y como es que se alcanzan valores criticos de velocidad de
acuerdo a la trayectoria y a las dimensiones propuestas para cada uno de los
elementos.

Para el analisis estatico también se procedi6o a agrupar los valores de
torque, fuerza y momento por cada par de elementos porque se tiene un perfil
(comportamiento) semejante al caso de la cinematica, presentandose los
valores extremos justo en el instante en que el tiempo toma un valor
aproximado de 0.6 segundos, esto es, podemos establecer que una vez que el
sistema ha recorrido la mitad de la trayectoria, se generan los valores criticos
de cada variable ya que el sistema alcanza los puntos singulares, es decir, la
ubicaciéon en la que el modelo matematico presenta varias soluciones posibles,
lo cual se traduce fisicamente como la imposibilidad para controlar el
movimiento (o la no ensamblabilidad del mecanismo) ya que la plataforma
movil coincide en algin plano con uno de los eslabones (o bien otra
posibilidad es que la plataforma gire 90° alrededor de un eje perpendicular a
ella) de tal manera que justo en tales posiciones los valores de torque, fuerza y
momento se incrementan en forma notable para reducir de nuevo su
magnitud acercandose en algunos casos a los valores iniciales al momento de
empezar el recorrido en la trayectoria especificada.
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El desarrollo algebraico y la secuencia de calculo numérica se
complementan de tal suerte que los resultados obtenidos nos indican que es
factible definir una geometria adecuada para proporcionar una alta rigidez a
los componentes con el propoésito de reducir la posibilidad vibraciones, y otros
efectos no deseados, pero mas importante aun, se tiene ventaja con respecto a
los manipuladores seriales ya que es posible que se pueda definir un volumen
o area de trabajo de tamano reducido, permitiendo que las funciones para el
control de posicion tengan una precision milimétrica, lo cual a su vez implica
que se pueda trabajar con altas velocidades y aceleraciones las cuales se
pueden traducir en torsores de gran utilidad para algunas aplicaciones en las
que se requiere transmitir (o emplear) una gran fuerza con un minimo de
energia o potencia consumida.
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