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Prologo

En el afio 2005 entro en vigor el nuevo plan de estudios de la licenciatura en Actuaria
que se imparte en la Facultad de Estudios Superiores Acatlan de la UNAM. Esta
actualizacion se da, principalmente, con la intension de renovar el proceso ensefianza-
aprendizaje y en respuesta a la creciente demanda en los niveles de educacion superior.

En apoyo a esta transformacion, este material ha sido desarrollado con el objetivo de
introducir al alumno de primeros semestres al estudio de las estructuras algebraicas y
teoria de ecuaciones. Se presenta en €l todos los temas que forman parte del programa
de Algebra Superior 1. Con base en la experiencia al impartir las asignaturas de
Algebra Superior | y Algebra Superior 11, he encontrado que a pesar de la gran cantidad
de bibliografias referentes a la materia, el estudiante no emprende una labor autodidacta
para el aprendizaje de los temas, sino que, en general, necesita de un guia para la
interpretacion de los textos. Debo aclarar que no tengo como objetivo el sustituir con
estos apuntes a ningun otro material relacionado al tema. La finalidad es tratar de
enunciar de una manera menos estéril proposiciones y resultados de gran profundidad,
asi como abordar los conceptos de una manera mas intuitiva sin perder la esencia de
éstos.

El material ha sido escrito en un orden sistematico, de manera que se sugiere la lectura
de los capitulos en el orden en el que se presentan.

En el Capitulo 1, de caracter introductorio, se explican las propiedades de las estructuras
algebraicas partiendo de las mas simples, desde el punto de vista didactico, como lo son
los anillos y los dominios enteros, hasta llegar a la estructura mas general que es la de
campo. Se incluye también una resefia historica del método axiomatico y de las técnicas
de demostracion mas usadas en el material.

En el Capitulo 2, se tratard el conjunto de los nimeros enteros y se hablara sus
principales propiedades y operaciones. La exposicion de este capitulo permite que se
comprenda el resultado mas relevante de la teoria de los numeros: ElI Teorema
Fundamental de la Aritmética.

En el Capitulo 3, se expone el conjunto de los nimeros complejos. En esta seccion se
hace una breve resefia de la motivacion que permite construir este sistema y en la misma
se tratard de desprender a los nimeros complejos de su adjetivo de “imaginarios”. Se
hablara también de las principales propiedades y operaciones que se cumplen y de las
diversas formas que hay de escribir un namero complejo.

En el Capitulo 4, se trataran los temas relacionados con la teoria de ecuaciones y
polinomios. Se define el concepto de polinomio y las operaciones que se pueden hacer
con éstos. Se establece, a manera de analogia con el conjunto de los nimeros enteros, el
concepto de divisibilidad de polinomios y el célculo del polinomio maximo comun
divisor. Se expone también el concepto de raices de un polinomio y algunas de las
técnicas que permiten encontrarlas.

A lo largo del material, se trata de exponer el origen de los conceptos y la motivacion de
estos. Asimismo, con el objetivo de que el alumno evalle su aprendizaje, al final de



cada capitulo se incluye una lista de ejercicios los cuales son presentados en orden
aleatorio, todo esto con el fin exhibir a las mateméticas como un conocimiento
integrado y no como un conjunto de recetas ordenadas.

Se espera que el material sirva tanto a estudiantes universitarios de la licenciatura en
Actuaria, como a personas ajenos a ella. Por este motivo, también es posible encontrar
los apuntes en el sitio de Internet de educacion en linea: http://www.academianet.com.
Agradezco profundamente a Maria del Carmen Gonzalez Videgaray por el espacio y
apoyo ofrecido.

Agradezco también a mi asesor Harvey Spencer Sdnchez Restrepo por sus comentarios,
sugerencias y por guiarme en momentos dificiles. Gracias también a todos los
profesores que me dedicaron parte de su vida en mi formaciéon como profesionista y que
son un ejemplo a seguir.

Gracias a Mahil Herrera Maldonado, Jorge Luis Suarez Madariaga, Pablo Pérez Akaki,
Victor Ulloa Arellano por su ensefianza y dedicacion a la FES Acatlan y ayudarme en
mi formacion como docente.



1. Conceptos preliminares

El titulo de este capitulo expresa, en pocas palabras, los conceptos matematicos
necesarios para la lectura de este material. La primera parte del mismo esta encaminada
a presentar al estudiante el proposito del método axiomatico mientras que la segunda
tiene como fin exponer la naturaleza del algebra moderna. Estos conceptos basicos se
ejemplificaran con mayor precision a lo largo texto.

1.1 Origenes del meétodo axiomatico.

Aproximadamente durante tres mil afios hasta comienzos del siglo XIX, la palabra
“algebra” significaba la resolucion de ecuaciones polinomiales, generalmente de cuarto
o0 menor grado. A esta parte del algebra se le conoce como algebra clasica. En las
primeras décadas del siglo XX el &lgebra se centralizd en el estudio sistemas abstractos
y axiomaticos tales como los grupos, anillos y campos, a esto se le conocié como
algebra moderna (o abstracta)®.

El término “algebra moderna” se utiliza en distintos sentidos, sin embargo,
probablemente el mas comudn, es denominar con estas palabras (0 “matematica
moderna”) al periodo de la historia de las matematicas que se extiende desde una fecha
que varia bastante segun los distintos autores —pero que en cualquier caso no suele ser
anterior a Abel, Galois y Cauchy- hasta nuestros dias.

Estas “Matematicas modernas” se identifican esencialmente por las tres “ramas”
principales de la axiomatica, que son: 1) la extension de la nocion de nimero y la
aparicion del “algebra abstracta”; 2) el nacimiento de las geometrias no Euclideanas de
Gauss, Lobatchevski y Bolyai seguido mas tarde por las axiomatizaciones de la
geometria de Euclides realizadas por Pasch, Peano y sobretodo por Hilbert; 3) el
desarrollo de la logica, con la publicacion de la famosa obra de Boole en 1854 vy las
contribuciones de, entre otros, Frege y Peano, para culminar con el tratado de Russell y
Whitehead?.

Esta axiomatizacion, sin embargo, no se produjo instantdneamente, sino que tuvieron
que pasar bastantes afios y discusiones para que se pudiera llegar a un punto de partida
que fuera aceptado por la comunidad cientifica.

La manipulacion de expresiones matematicas, Ilamense figuras geométricas o simbolos,
permitieron un entendimiento mas profundo de los hechos matematicos y de su
interdependencia. Esta experimentacion se inicié con el propdsito de establecer relacion
entre la abstraccion y las aplicaciones vitales. Sin embargo, la formulacion de una
afirmacion que se suponia correcta no era suficiente para incorporarla al conocimiento
matematico. Para tener certeza de la veracidad de la proposicion era necesario que se
pudiera deducir de un conjunto de afirmaciones aceptadas como verdaderas con

! Leo Corry, Modern Algebra and The Reise of Mathematical Structures. Department of Mathematics and
Statistics, York University, Canada. 1996.
2 Jean Piaget, ¢ Como ensefiar matematicas?. Traduccion al castellano: Jestis Herndndez.



anterioridad. Para tener un punto de partida y poder fundamentar las afirmaciones, se
propuso un conjunto de afirmaciones que no se demuestran y gque se conocen como
axiomas.

Los historiadores pueden repetir tanto como quieran que Euclides desarroll6 la
geometria sobre una base axiomatica, sin embargo algunos autores sefialan que ningun
matematico que haya echado una ojeada a los “Elementos” puede estar de acuerdo con
ello. Cualquiera que haya contemplado esta obra desde una actitud moderna se da
cuenta que hay algo que no encaja bien, pero como desde educacion elemental nos han
dicho que Euclides propuso el método axiomatico, la reaccidén habitual consiste en

hablar de “lagunas™.

La axiomatica moderna comienza con los Fundamentos de la Geometria, de Hilbert.
Hilbert ensefié a los matematicos a pensar axiomaticamente, es decir, a intentar reducir
cada teoria a su esquema l6gico mas estricto.

Puede decirse que la culminacion del método axiomatico se alcanza en el siglo anterior
con Nicolas Bourbaki. Bourbaki comenz6 hacia 1940 la publicacion de unos Elementos
de Matematicas que pretendian exponer sistematicamente y de manera rigurosa nuestra
ciencia. Segun la doctrina de Bourbaki*, la evolucion interna de las matematicas ha ido
poniendo de manifiesto la unidad profunda de una ciencia que a principios de siglo no
era mas que una coleccion de disciplinas particulares, aunque fuertemente
interrelacionadas. La esencia de dicha evolucion reside en la sistematizacion de las
relaciones entre las distintas teorias de las matematicas, y se resume en el método
axiomatico.

Asi, las matematicas, como una expresion de la mente humana, reflejan la voluntad
activa, la razon contemplativa y el deseo de la perfeccidon estética. Sus elementos
bésicos son la légica y la intuicion, el andlisis y la construccion, la generalidad y la
individualidad. Aunque diferentes tradiciones realzan aspectos distintos, es solo la
interaccion de estas fuerzas antitéticas y la lucha por su sintesis lo que constituye la
vida, la utilidad y el valor supremo de la ciencia matemética®.

1.1.1 Relacidn entre los axiomas y teoremas.

Como ya hemos sefialado, los axiomas son afirmaciones matematicas que no se
demuestran y que son el punto de partida de un conjunto de conocimientos
matematicos.

Un teorema es una afirmacion que se puede deducir de axiomas o afirmaciones
anteriores que han sido demostradas como verdaderas previamente. Un corolario es una
afirmacion que se deduce inmediatamente de un teorema. Un lema es una afirmacién

3 A. Seidenberg, “Did Euclid’s Ekements Book | Develop Geometry Axiomatically?” Arch. Hist. Exact.
Sc. 14 (1975), 263-296.

* Expuesta en su articulo L’architecture des mathématiques, recogido en Les grads courants de la pensée
mathématique, Paris, 1962, 34-47. Traduccién de Nestor Minguez, Las grandes corrientes del
pensamiento matematico, Buenos Aires, Eudeba, 1962.

> Richard Counrant, Herbert Robbins, ¢Qué son las matematicas? P. 17, 2006.



intermedia, que se vuelve importante por si misma, en la cadena de demostracion de un
teorema.

Con la comprension de esta relacion logica entre axiomas y teoremas fue posible
cuestionar la veracidad incontrovertible de los axiomas y jugar a cambiar alguno para
realizar deducciones diferentes a las ya obtenidas. Al primer sistema de conocimientos
matematicos al que se le aplicé este cuestionamiento fue a la geometria®.

Los axiomas son afirmaciones que lucen verdaderas en las circunstancias y para los
fines que se formulan, pero no son inamovibles ni absolutos. En realidad, hay pocos
axiomas que se apliquen a las matematicas en su totalidad, por ejemplo, los “axiomas de
la teoria de conjuntos”, y hay axiomas especificos dentro de las diferentes ramas de las
matematicas. En ocasiones estos axiomas se enuncian formalmente y en ocasiones se
encuentran incorporados en definiciones.

1.1.2 Légica matemaética y demostraciones.

Es las secciones precedentes se han tratado brevemente los origenes del Método
Axiomatico y de las modificaciones a las que ha sido sometido. En este apartado se da
un resumen de algunos resultados de logica y técnicas de demostracidon necesarios para
el estudio del resto de los apuntes, aclarando que, la intencién no es estudiar la l6gica
matematica, sino introducir (o recordar) algunos términos que aparecen con frecuencia
en el material.

La légica podemos pensarla como el estudio y andlisis de los métodos del
razonamiento’. A lo largo del material nos encontraremos con argumentos para probar
ciertos resultados y la légica provee los métodos para la correccién de estos argumentos.
Todas las demostraciones y razonamientos matematicos se basan en proposiciones, que
son enunciados declarativos o cadenas de simbolos inteligibles que se pueden clasificar
como verdaderos o falsos. No es necesario saber si una proposicion dada es en realidad
verdadera o falsa, pero debe ser lo uno o lo otro y no puede ser ambas cosas a la vez.
Las proposiciones que siempre son verdaderas se llaman tautologias. Las proposiciones
que siempre son falsas se Ilaman contradicciones o falacias. Algunas proposiciones a
veces son verdaderas y a veces son falsas. Desde luego, para que la proposicion sea
totalmente clara es necesario que se haya establecido el contexto adecuado y que se
haya definido adecuadamente el significado de los signos®.

Existen varias maneras diferentes de formar nuevas proposiciones a partir de
proposiciones dadas usando conectivos légicos.

Si P es una proposicion, entonces su negacién es la proposiciéon denotada por “no P”
que es verdadera cuando P es falsa y es falsa cuando P es verdadera.

® Araceli Reyes Guerreo, Algebra Superior, p. 2-4, México, 2005.

" Felipe Zaldivar, Fundamentos de &lgebra, p. 13, México, 2005.

® Robert Bartle; Donald Sherbert. Introduccion al analisis matematico de una variable. Limusa Wiley.
Segunda edicién. México. 2001.



Si P y Q son proposiciones, entonces su conjuncion es la proposicion denotada por “P A
Q”, que es verdadera cuando tanto P como Q son verdaderas y es falsa en los demas
casos.

De manera similar, la disyuncion de P y Q es la proposicion denotada por “P v Q” que
es verdadera cuando al menos una de ellas es verdadera y falsa cuando ambas son
falsas.

Una manera muy importante de formar una nueva proposicién a partir de proposiciones
dadas es la implicacion (o condicional), denotada por

(P=Q), (si P entonces Q) 0 (P implica Q)

En este caso a P se le llama la hipdtesis y a Q se le llama la conclusién de la
implicacion. En los razonamientos matematicos, las implicaciones son motivo e gran
interés cuando la hipoétesis es verdadera, pero no lo son tanto cuando la hipétesis es
falsa. El procedimiento aceptado es tomar la proposicion P = Q como falsa unicamente
cuando P es verdadera y Q es falsa; en los casos restantes la proposicion P = Q es
verdadera.

Una demostracion se dird que es una demostracion directa si al afirmar que la hipétesis
P de la implicacion P = Q implica la conclusion Q se afirma que siempre que la
hipdtesis P es verdadera, entonces Q es verdadera. La construccion de una demostracion
directa de P = Q requiere de una cadena de proposiciones Ry, Ry, ..., R, tal que

P=R;,Ri=Ry...,Ri=0Q0

La ley del silogismo establece que si R; = R, y R, = R3 son verdaderas, entonces Ry =
Rs es verdadera. Esta construccion no suele ser una tarea sencilla; puede requerir
intuicion y considerable esfuerzo.

Por otro lado, a las demostraciones que se inician con el supuesto de que la conclusion
Q es falsa se les llama demostraciones indirectas. Hay basicamente dos tipos de
demostracion indirecta:

i Demostraciones por el contrapositivo. En lugar de demostrar P = Q, se puede
probar su contrapositivo; es decir no Q = no P.

ii Demostraciones por contradiccion. Este método de demostracion hace uso del
hecho de que si C es una contradiccion (es decir, una proposicion que siempre es
falsa), entonces las proposiciones

Py(moQ)=C, P=0Q

son equivalentes. Por tanto, P = Q, se establece demostrando que la proposicion
Py (no Q) implica una contradiccion.



1.2 Estructuras algebraicas.

En esta segunda parte del capitulo se tratan los conceptos de anillo, dominio entero y
campo, que son tan solo algunos ejemplos de estructuras algebraicas. Se enuncian y
demuestran algunas de las propiedades méas conocidas y esto servird para deducir otras
conceptos mas generales en los capitulos siguientes.

Utilizaremos el término “conjunto” y se considerara como sinénimo de “clase”,
“coleccion” o “familia”, pero estos términos no se definiran asi como tampoco se dara
una lista de axiomas para la teoria de conjuntos. Por conveniencia usaremos la notacion
y la terminologia de conjuntos elemental. Supongamos que A designa un conjunto. La
notacion xeA significa que x esta en el conjunto A. Escribiremos x¢A para indicar que x
no esta en A.

Un conjunto A es un subconjunto de B si cada elemento de A esta también en B. Lo
indicaremos escribiendo AcB. Un subconjunto es no vacio si contiene, por lo menos, un
elemento.

El concepto de estructura algebraica se gesta a partir de la comprension de las
propiedades bésicas de las operaciones de los nimeros y la integracion con el concepto
de conjunto. El concepto evoluciona al descubrir que existen conjuntos, por ejemplo
operaciones geométricas y operaciones de intercambio de objetos, que tienen las
mismas propiedades que las operaciones numéricas. Otro componente importante para
la evolucidn del concepto de estructura algebraica es descubrir que existen conjuntos no
numéricos, como los polinomios, cuyas operaciones tienen las mismas propiedades que
los conjuntos de nimeros®.

1.2.1 Dominios Enteros y Anillos.

En matematicas aparecen con mucha frecuencia conjuntos en los cuéles se definen dos
operaciones binarias, llamadas suma y producto, que se denotan generalmente por los
simbolos + y x respectivamente.

Supondremos que existe un conjunto no vacio D de elementos, a los cuales llamaremos
nameros. Por operacién binaria en un conjunto D se entiende una funcién B de
nimeros de D, con dominio DxD y codominio D. Por consiguiente, una operacion
binaria asocia a cada par ordenado (a, b) de elementos del conjunto D con un Unico B(a,
b) de D. Sin embargo en lugar de usar la notacién B(a, b), se utilizan las notaciones
comunes a+b y ab en la explicacion de las propiedades de la adicion y multiplicacion.

Definicién 1. Sea D un conjunto de elementos a, b, c, ... en el cual la suma a+b y el
producto ab de cualesquiera dos elementos a y b (distintos 0 no) de D estan definidos.
Entonces, el conjunto D, junto con estas operaciones, es llamado dominio entero si los
siguientes axiomas se cumplen:

Axioma 1. El conjunto de nimeros de D es cerrado bajo la operacién suma y la
operacion multiplicacion, es decir, sia, b € D, entoncesa+b € Dy ab € D.

® Araceli Reyes Guerrero, Algebra Superior, pg. 256, México, 2005.



Axioma 2. La suma y la multiplicacidén de nimeros de D es conmutativa, es decir, si a, b
e D, entonces
a+tb=b+a
ab = ba.

Axioma 3. La suma y la multiplicacién de nimeros de D es asociativa, es decir, si a, b, ¢
€ D, entonces
(@+b)+c=a+(b+c).
(ab)c = a(bc).

Axioma 4. En D el producto distribuye a la suma, es decir, si a, b, ¢c € D, entonces,

a(b+c)=ab+ ac.
(a+b)c=ac + bc.

Axioma 5. Existe en D un elemento neutro para la suma, llamado cero (0), tal que para

cualquier a € D,
a+0=0+a=a.

Axioma 6. Existe en D un elemento neutro para la multiplicacion, el uno (1), tal que si a
e D,
al=1a=a.

Axioma 7. Para cada a en D, existe en D un elemento Illamado inverso aditivo que se
denota por —a, tal que
at+(-a)=(-a)+a=0.

Axioma 8. Si a, b € D, ay b son diferentes de cero, entonces ab # 0.

Definicién 2. A los elementos a, b distintos de cero cuyo producto es cero se les llama
divisores de cero.

De los axiomas anteriores se pueden deducir todas las leyes usuales del algebra
elemental. Las mas importantes se escogen como teoremas. Cabe sefialar que las letras
a, b, c, ..., Xy, ... representan escalares de D a menos que se establezca lo contrario.

Teorema 1. Si a + b = a + ¢ entonces b = ¢ (con esto se demuestra que el 0 del axioma
5 es Unico).

Demostracion. Dado a+b=a+c, y en virtud del axioma 7, se puede elegir y de manera
que y+a = 0, con lo cual y+(a+b) = y+(a+c), aplicando la propiedad asociativa
(y+a)+b = (y+a)+c, o sea, 0+b = 0+c. Pero en virtud del axioma 5, se tiene que 0+b =
by que 0+c = c, 0 sea, b = c. Obsérvese que este teorema demuestra que existe uno y
solo un nimero que tiene la propiedad del 0 en el axioma 5. En efecto, si 0 y 0" tuvieran
ambos esa propiedad, entonces, 0+0" = 0 y 0+0 = 0, por tanto 0"+0=0+0 y por tanto
0=0".

|



Teorema 2. Dados a, b existe un (Gnico) x tal que a + x = b. Este x se designa por b —a.
En particular 0 — a se escribe simplemente —a y se denomina negativo de a.

Demostracion. Dados a y b se elige y de manera que a+y = 0 y sea x = y+b. Entonces,
a+x = a+(y+b) = 0+b = b. Por tanto hay por lo menos una x tal que a+x = b. Pero en
virtud del teorema anterior, hay a lo sumo una y s6lo una x en estas condiciones.

|

Teorema 3. Dados a, b, se tiene que b—a =b + (-a).

Demostracion. Sea x = b-ay seay = b + (-a). Se trata de probar que x = y. Por
definicion de b-a, x+a=by

y+a = [b+(-a)]+a = b+[(-a)+a] = b+0 =b.

Por tanto, x+a = y+a, entonces x = .
|

Teorema 4. El inverso aditivo del inverso aditivo de un nimero a es a, es decir, -(-a) =
a.

Demostracion. Se tiene que a+(-a) = 0 por definicidn de —a. Pero esta igualdad dice que
a es el opuesto de (-a), es decir, que a = -(-a) como lo afirma el teorema.
|

Teorema 5. Dados a, b, c, se tiene que a(b — ¢) = ab — ac.
Demostracion. Por Teorema 2 sabemos que existe un x tal que x = b-c, por tanto, b =

x+c, luego, ab = a(x+c) = ax+ac, y aplicando nuevamente el Teorema 2 tenemos que
ax=ab-ac y restituyendo el valor de x, tenemos que a(b-c) = ab-ac.

|
Teorema 6. Paratodaa D, 0*a=a*0=0.
Demostracion. Por el axioma 5 se sabe que a + 0 = 0 + a = a. Obsérvese también que
a@+0)=aa+a0=aa+0=aa
y cOmo
aa+a0=aa+0
aplicando el Teorema 1 su concluye que a0 = 0a = 0.
|

Teorema 7 (Cancelacion para el producto). Si a, b, c € D, a # 0, y ab = ac, entonces
b=c.

Demostracion. Por hipétesis ab = ac, entonces ab-ac = 0, de donde a(b-c) = 0 y como
a0, necesariamente b-c = 0, es decir, b =c.
|



Obsérvese gue el teorema 7 es logicamente equivalente a la afirmacion del axioma 8
(¢Por qué?).

Teorema 8. Si a, b € D, entonces:

(-a)(b) = -(ab)
(-a)(-b) = ab

Demostracion. Se deja como ejercicio para el lector.

Frecuentemente, surgen sistemas algebraicos similares a los dominios enteros en los
cuales la multiplicacién no satisface el axioma 8, o la propiedad conmutativa para el
producto, o incluso el axioma 6. Estos sistemas mas generales son llamados anillos™.
Asi, un anillo es un conjunto J, junto con dos operaciones, x+y y xy, llamadas suma y
multiplicacién que satisfacen:

i. El conjunto de nimeros de J es cerrado bajo la operacion suma, y la
operacion multiplicacion, es decir, sia, b € J, entoncesa+b e Jyab € J.

ii.  Lasuma de nUmeros de J es conmutativa, es decir, si a, b € D, entonces
a+b=b+a.

iii.  Lasumay la multiplicacion de nimeros de J es asociativa, es decir, si a, b,
c € J, entonces
(@+b)+c=a+(b+c).
(ab)c = a(bc).

iv.  EnJel producto distribuye a la suma, es decir, si a, b, ¢ € J, entonces,

alb+c)=ab+ ac
(a+b)c=ac + bc.

Si xy = yx para todo x e y de J, se dice que el anillo es conmutativo. Si existe un
elemento 1 en J tal que 1x = x1 = x para todo x, se dice que J es un anillo con unidad, y
1 es la unidad de K

Ejemplo 1. Sea A un conjunto con tres elementos: A={0,1,2} y definamos dos

operaciones, a las cuales les seguiremos Ilamando adicion (o suma) y multiplicacion (o
producto) denotandolas por + y x respectivamente. Tales definiciones las observamos
en las siguientes tablas:

+]/0 1 2 x 10 1 2
0(0 1 2 0000
111 20 110 1 2
212 01 210 21

10 Kenneth Hoffman, Ray Kunze, Algebra Lineal, pg. 139, 1973.



A partir las operaciones ya definidas, se observa en las tablas que se cumple el axioma
1, ya que para cualquiera de las dos operaciones, la operacion que se efectle
proporcionard siempre un elemento del conjunto A. Es claro también que se cumplen
los axiomas 2, 3, y 4 y solo se hara énfasis en los axiomas 5, 6 y 7. Para el axioma 5, se
observa que el neutro aditivo del conjunto A es el elemento0. Para el axioma 7, el
inverso aditivo del elemento 0, es 0, mientras que, los inversos aditivos de los
elementos 1 y 2 son respectivamente2 y 1. Por Gltimo, para el axioma 6 se observa
que el neutro multiplicativo del conjunto A es el elemento 1. Con las operaciones asi
definidas, se verifica que el conjunto A es un anillo conmutativo con unidad. Como
comentario adicional acerca de este ejemplo, observemos que el axioma 8 también se
cumple, ya que para cualesquiera elementos de A diferentes de 0, su producto también
sera distinto de 0, de modo que A, junto con las operaciones de suma y multiplicacion
definidas en las tablas, es también un dominio entero.

Ejemplo 2. Sea B conjunto con elementos: B = {0,1,2,3}. Como en el ejemplo anterior,
se definen dos operaciones, a las cuales les seguiremos llamando adicion (o0 suma) y
multiplicacion (o producto) denotandolas por + y X respectivamente. Tales definiciones
las observamos en las siguientes tablas:

+ 01 2 3 x| 0123
000 1 2 3 000 0 0O
111 2 3 0 110 1 2 3
212 301 200 2 0 2
3] 301 2 310 321

A partir las operaciones ya definidas, se observa en las tablas que se cumple el axioma
1, ya que para cualquiera de las dos operaciones, el calculo que se efectle proporcionara
siempre un elemento del conjunto B. Del mismo modo, se cumplen los axiomas 2, 3,y 4
y, como en ejemplo 1, solo se hara énfasis en los axiomas 5, 6 y 7. Para el axioma 5, se
observa que el neutro aditivo del conjunto B es el elemento0 mientras que para el
axioma 6, el neutro multiplicativo del conjunto B es el elemento 1. El axioma 7 también
se cumple ya que el inverso aditivo del elemento 0, es 0, mientras que, los inversos
aditivos de los elementos 1,2 y 3 son respectivamente3, 2 y 1. Con las operaciones
asi definidas, se verifica que el conjunto B es un anillo conmutativo con unidad. Sin
embargo, a diferencia del ejemplo 1, en este conjunto y con estas operaciones, no es
posible concluir lo mismo para el caso de dominio entero. Observemos que el axioma 8
no se cumple, ya que para el elemento 2=0 de B, el producto 2x2 es, segun la
definicion, 0. De este modo, el conjunto B, junto con las operaciones de suma y
multiplicacién definidas en las tablas, no forman un dominio entero.

1.2.2 Axiomas de orden (Ordenacion de los nimeros).
Este conjunto de axiomas se refiere a un concepto por el que se establece una

ordenacion entre los nimeros de un conjunto dado. Segun esta ordenacién se puede
decidir si un numero es mayor 0 menor que otro. Se introducen aqui las propiedades de



orden, como un conjunto de axiomas referentes al concepto “primitivo” de positivo,
para definir después los conceptos de mayor que y menor que a partir del de positivo.

Definicién 3. Sea E un conjunto no vacio. Una relacion binaria R en E es una relacion
de orden si se verifica que:

i. V xeE xRx (Propiedad reflexiva);
ii. V X, Y,Z €EXRy & YRz = xRz (Propiedad transitiva);
iii. V X,y €E XRy & yRx = x=y (Propiedad antisimétrica).

Observacion. Si R verifica (i) y (ii) se dice que es un preorden. La relacion de orden R
suele representarse por <g 0 simplemente por <.

Definicién 4. Una relacion de orden < en un conjunto E se llama total si V x, y €E se
tiene que x <y 0 y < x. Un conjunto totalmente ordenado es un par (E, <), donde ExJ, y
<esun orden total en E.

Asi, suponemos la existencia de una relacién < sobre un conjunto dado que establece
una ordenacion entre los nimeros y que satisface los axiomas siguientes.

Axioma 9. Se verifica unay solo una de las relaciones x =y, x <y, x >y.
Nota: x >y significa lo mismo que y < x.

Axioma 10. Si x >y, entonces x + z >y + z.

Axioma 11. Si x >y ey >z, entonces x > z (propiedad transitiva).

Definicién 5. Existe un subconjunto no vacio P de E, llamado conjunto de ndmeros
positivos, que satisface las siguientes propiedades:

I. Si a, b pertenecen a P, entonces a+b pertenece a P.

ii. Si a, b pertenecen a P, entonces ab pertenece a P.

iii. Si a pertenece a D, entonces se cumple exactamente una de las siguientes
afirmaciones:

aeP, a=0, -aeP.

Las dos primeras propiedades aseguran la compatibilidad del orden con las operaciones
de adicion y multiplicacion, respectivamente. A la condicién iii se le conoce como
propiedad de tricotomia, ya que separa a E en tres tipos de elementos distintos.
Establece que el conjunto {-a : acP } de los nUmeros negativos no tiene elementos en
comun con Py, ademas, que el conjunto E es la union de tres conjuntos disjuntos.

Definicién 6. Un dominio entero D es ordenado si contiene elementos llamados
positivos que satisfacen la definicion 4.

Teorema 9. En cualquier dominio entero ordenado todos los cuadrados (a?) distintos
de cero son positivos.



Demostracion. Sea a’ dado, con a =0. Por la propiedad de tricotomia, cualquiera de los
dos elementos a, -a son positivos. En el primer caso, a®es positivo por el inciso ii de la
definicion 5. En el segundo caso, (-a)? = a® por el teorema 8. Entonces a” es positivo.

|

Ahora se pueden definir los simbolos <, >, <y > llamados respectivamente, menor que,
mayor gue, igual o menor que, e igual o mayor que, de la manera siguiente:

X <y significa que y-x es positivo;
X <y significaque,0x<yox=y;
y >x significa lo mismo que x <.

Por lo tanto, se tiene que x > 0 si y solo si x es positivo. Si x < 0 se dice que X es
negativo; si X >0 se dice que X es no negativo.

Teorema 10. Sean a, b, ¢ elementos en D.

i. Sia>byc>0,entonces ac > bc.
ii. Sia>byc<0entonces ac < bc.

Demostracion. Se deja como ejercicio para el lector.

Todo lo visto anteriormente nos permite observar que la relacion de orden admite una
interpretacion geometrica simple. Si x <y, esto quiere decir que el nimero x esta a la
izquierda del namero y. Asi, los nimeros positivos estan a la derecha del cero y los
nimeros negativos estdn a su izquierda. Si a < b, un ndmero x satisface las
desigualdades a < x < b si y sélo si x estd entre a 'y b.

Definiciéon 7. Sea D un dominio entero ordenado. El valor absoluto | a | de a es el
numero 0, si a es 0, y en otro caso es el miembro positivo de la pareja a, -a.

Una manera alternativa de expresar esta definicion es la siguiente:

|a|=+asia>0; |a|=-asia<O0.

1.2.3 Campos (Cuerpos).

La estructura algebraica, méas familiar, es la de campo. Se designara por la letra K al
conjunto de elementos (nimeros o escalares) que formen parte o que pertenezcan a K.
Para tal efecto se supondra la existencia de dos operaciones, llamadas adicion (+) y
multiplicacion (*) tales que para cada par de numeros x, y en K, se puede formar la
suma de x e y que es otro nimero de K designado por x+y, y el producto de x e y que es
otro nimero de K que se designa por x*y o simplemente por xy.

Definicidén 8. El conjunto K con dos operaciones de suma y multiplicacién que cumpla
con los siguientes axiomas se dira que es un campo.



Axioma l. V X,y € Ksetiene que X +y =y + X; Xy = yX;
Axioma 2. V X, Y, Z € K se tiene que x +(y + z) = (X +y) + z; x(yz) = (xy)z;
Axioma 3. V x, Yy, Z € K se tiene que X(y + z) = Xy + Xz;

Axioma 4. Existencia de neutros. Existen dos numeros distintos, el 0 y el 1, tales que V¥
xe Ksetienequex+0=0+x=x; x*1=1*x=x;

Axioma 5. Existencia de negativos. V x € K, existe un (tnico) nimero y e K tal que x +
y=y+x=0.

Axioma 6. Existencia del reciproco. V x #0 e K, existe un (inico) namero y € K tal que
Xy =yx = 1.

De los axiomas anteriores se puede concluir que un campo también cumple con la
definicion de dominio entero y con la definicion de anillo (probablemente también con
la definicién de anillo conmutativo con unidad). Asi, algunas de las propiedades
analizadas en la seccion anterior son también propiedades de un campo. Cabe sefialar,
que los axiomas referentes al orden pueden no cumplirse para un campo dado. Esto se
estudiara en el capitulo 3, referente a los numeros complejos. Ya dicho lo anterior, es
posible deducir otras las leyes usuales del &lgebra elemental que quizds sean ya
conocidas. Las mas importantes se escogeran como teoremas y las demostraciones son
dejadas como ejercicios para el lector. Una vez mas, cabe sefialar que las letras a, b, c,
.. XY, ... representan escalares de K a menos que se establezca lo contrario.

Teorema 11. Dados a, b con a =0, existe un (Unico) x tal que ax = b. La x se designa

por b/a o por Z y se denomina cociente de b y a. En particular se tiene que 1/a se

escribe a™ y se designa como reciproco de a.

Teorema 12. Si a =0, entonces b/a = ba™.

Teorema 13. Si a =0, entonces (a*)™* = a.

Teorema 14.Siab=0,0a=006b =0.

Teorema 15. (a/b) + (c/d) = (ad + bc)/(bd) si by d no son ambos cero.
Teorema 16. (a/b)*(c/d) = (ac/bd) si by d no son ambos cero.
Teorema 17. (a/b)/(c/d) = (ad/bc) si b, ¢, d no son cero.

Las demostraciones de estos teoremas se dejan como ejercicio.



En resumen, supongase que se tiene un conjunto K de objetos a, b, ¢, ..., X, Y, ... y dos
operaciones definidas sobre los elementos de K como sigue: la primera operacion,
Ilamada adicidn, asocia a cada par de elementos x, y de K un elemento (x+y) de K; la
segunda operacién, llamada multiplicacion, asocia a cada par de elementos x, y de K un
elemento xy de K; si estas dos operaciones satisfacen los axiomas (1)-(6) enunciados
anteriormente, se dira entonces que el conjunto K junto con estas dos operaciones forma
un campo. Hablando aproximadamente, un campo es un conjunto, junto con algunas
operaciones sobre los elementos de éste, que se comportan como la adicidn, sustraccion,
multiplicacién y division corrientes de los numeros en el sentido de que obedecen a las
6 reglas del algebra dadas anteriormente.

Definicién 9. Se dira que un conjunto K es un campo ordenado si contiene elementos
Ilamados positivos y ademas, si satisface la definicion 5 y los axiomas de orden.
Ejercicios.

1. Demostrar el Teorema 8.

2. Demostrar el Teorema 10.

3. Demostrar los Teoremas 11, 12, ..., 17 referentes a la seccion de campos.

4. Demostrar que si a, b, ¢, d son enteros tales que a>b y ¢>d, entonces a+c >
b+d.

5. Demostrar que si a, b son enteros tales que a < b, entonces —a > -b.

6. Demostrar que si a, b son enteros, entonces a* +b* > 0.

7. Demostrar que el sistema que contiene Unicamente al 0 y al 1, con las
operaciones de adicion y multiplicacién definidas usualmente, con la excepcién

de que 1+1 = 0 (en lugar de 2) es un dominio entero. ;Este sistema es también
un campo? Justifique su respuesta.

8. Sea Q el conjunto de nimeros de la forma a+b-/5, con a, b nimeros enteros.

Se definen las operaciones de suma y multiplicacion, respectivamente, de la
siguiente manera:

(a+b/5)+(c+d-/5)=(a+c)+(b+d)5
(a+b-/5)x(c+d-/5)=(ac+5bd)+(ad +bc)/5

Ademas, de dira que a+b-/5=c+d-/5 siy sélosi,a =c, b =d. ¢Es el
conjunto Q, junto con estas operaciones un dominio entero?



2. NUmeros enteros

El algebra moderna ha expuesto desde el principio de su existencia una gran riqueza de
sistemas matematicos. Una parte importante de ésta se dedica al estudio y comprension
de los mismos, asi como a entender la manera en como se construyen®. Como indicamos
en el capitulo 1, hay ciertos sistemas algebraicos bi-operacionales, en los cuales se
cumplen ciertas propiedades ya estudiadas con anterioridad. Partiendo de éste punto,
examinaremos de manera mas profunda uno de los conjuntos mas conocidos, que es el
de los numeros enteros. La razén por la cual partimos de este punto es porque el
concepto abstracto de anillo tiene sus origenes en este conjunto?.

2.1 Operaciones y propiedades de los nUmeros enteros.

Consideremos el conjunto de los nimeros naturales N = {1, 2, 3, ...}. Recordemos que
en este conjunto es un sistema de Peano en el que se definen dos operaciones, suma y
multiplicacién, las cuales cumplen las propiedades de cerradura, conmutatividad y
asociatividad; la existencia del neutro multiplicativo. Recordemos también que la
motivacion original para la construccion de este conjunto fue el establecer alguna
relacion entre diversas colecciones de objetos y los nimeros naturales, teniendo asi la
posibilidad de numerar o contar los objetos considerados. En este sentido, cabe sefialar
que los nimeros que representan distintas cantidades de elementos no hacen referencia
alguna a las caracteristicas individuales de los objetos contados. Por ejemplo, el nimero
siete es una abstraccion de todas las colecciones reales de siete cosas y no depende de
ninguna cualidad especifica de esas cosas ni de los simbolos usados®. A pesar de esto,
otras operaciones tan simples como la sustraccion, en general no se pueden realizar
dentro de éste conjunto. Ante esta situacion, surge la necesidad de construir un conjunto
que cumpla con un mayor nimero de propiedades y que nos permita establecer de algin
modo alguna relacién entre este nuevo conjunto y algunas de las estructuras algebraicas
tratadas en el capitulo 1.

Tomando en cuenta lo anterior, consideremos a R como la relacion sobre
[NU{0}]x[N{0}] definida como: (a, b)R(c, d) < a+d = b+c, donde “+” es la suma
usual de nimeros naturales. La relacion asi definida es una relacién de equivalencia (se
deja como ejercicio demostrarlo). Esta relacion nos permite clasificar el conjunto
[NU{0}]x[N{0}], que por comodidad, a cada clase la vamos a representar como se
muestra a continuacion: la clase de {(0,0), (1,1), (2,2), ...} la representaremos por [0];
la clase de {(1,0), (2,1), (3,2), ...} la representaremos por [1], ..., la clase de {(n, 0),
(n+1, 1), ..., (n+p, p)...} la representaremos por [n]. Estas clases de equivalencia
reciben el nombre de nimeros enteros positivos, los cuales, en conjunto, denotaremos
por Z*. De forma analoga, a la clase {(0,1), (1,2), (2,3),...} la representaremos por [-1];
{(0,2), (1,3), (2,4),...}, la representaremos por [-2], ..., {(0, n), (1, n+1), ..., (p, n+p)},
la representaremos por [-n]. Estas clases reciben el nombre de numeros enteros
negativos, y se denotaran por Z. Asi, diremos que un ndmero entero es una pareja de

! Garret Birkhoff, Saunders Mac Lane, A Survey Of Modern Algebra. 1964.
2 Herstein, I. N., Algebra moderna: Grupos, anillos, campos, teoria de Galois. 1970.
¥ Richard Courant, Herbert Robbins, ;Qué son las matematicas? 2006



numeros naturales (m, n) y este nimero entero serd positivo si m > n; sera cero si m =
n; 0 sera negativo sim <n.

De la unién de los conjuntos Z* y Z” surge el conjunto de los nimeros enteros. Como es
costumbre, se denotard por Z a este conjunto donde Z ={...-2,-1,0, 1, 2...}.

Una vez ya definido lo que es un nimero entero, veamos como podemos operar con
enteros. Para esto, sean (m, n), (m’, n’) nimeros enteros. Considérense los simbolos: +y
x, los cuales denotan, respectivamente, suma y multiplicacion. Entonces la suma de
enteros se define como:

(m,n) + (m’,n’) = (m+m’, n+n’)
Mientras que la multiplicacion se define como:
(m, n) x (m’, n’) = (mm’+nn’, mn’+nm’)

Con estas operaciones en mente, considérense a a, b, ¢ como representantes de cualquier
clase de equivalencia de nimeros enteros. Se tiene entonces que los enteros verifican los
siguientes:

Axioma 1. El conjunto de nimeros enteros es cerrado bajo la operacién suma, y la
operacion multiplicacion, es decir, sia, b € Z, entoncesa+b e Zy ab € Z.

Axioma 2. La suma y la multiplicacion de nimeros enteros es conmutativa, es decir, si
a, b € Z, entonces
a+tb=Db+a.
ab = ba.

Axioma 3. La suma y la multiplicacion de nimeros enteros es asociativa, es decir, si a,
b, ¢ € Z, entonces
(@+b)y+c=a+(b+c).
(ab)c = a(bc).

Axioma 4. En Z el producto distribuye a la suma, es decir, si a, b, ¢ € Z, entonces,

alb+c)=ab+ ac
(a+ b)c=ac + bc.

Axioma 5. Existe en Z un elemento neutro para la suma, llamado cero (0), tal que para
cualquier a € Z,
a+0=0+a=a.

Axioma 6. Existe en Z un elemento neutro para la multiplicacion, el uno (1), tal que si a

e’Z,
al=1la=a.

Axioma 7. Para cada a en Z, existe en Z un elemento llamado inverso aditivo que se
denota por —a, tal que
a+(-a)=(-a)+a=0.



Axioma 8. Sia, b € Z, ay b son diferentes de cero, entonces ab # 0.

Teorema 1. El conjunto de los nimeros enteros, junto con las operaciones de adicion y
multiplicacion dadas anteriormente, constituyen un anillo conmutativo con unidad.

Observacién. El axioma 8 nos dice que en el conjunto de los nimeros enteros no hay
divisores de cero, lo cual, segun las propiedades abordadas en el Capitulo I, el conjunto
de los enteros es también un dominio entero.

Se verd ahora, como a partir de los axiomas enunciados anteriormente pueden deducirse
otras propiedades que fueron ya tratadas en el Capitulo 1 y que solamente se enunciaran
sin proporcionar la demostracion.

Teorema 2.Sia,b,c €Z,y a+ b =a+ centonces b = c (con esto se demuestra que el
0 del axioma 5 es Unico).

Teorema 3. Dados a, b € Z existe un (Unico) x € Z tal que a + x = b. Este x se designa
por b — a. En particular 0 — a se escribe simplemente —a y se denomina negativo de a.

Teorema 4. Dados a, b € Z setiene que b—a=b + (-a).

Teorema 5. El inverso aditivo del inverso aditivo de un nimero a es a, es decir, -(-a) =
a.

Teorema 6. Dados a, b, ¢ € Z se tiene que a(b — ¢) = ab — ac.
Teorema 7. Paratodoa € Z, Oxa =ax0=0.

Teorema 8. (Cancelacion para el producto). Sia, b, ¢ € Z, a #0, y ab = ac, entonces
b=c.

Teorema 9. Si a, b € Z, entonces:

(-a)(b) = -(ab)
(-a)(-b) = ab

2.1.1 Propiedades de orden de los niUmeros enteros.

Otro aspecto importante a considerar de los nameros enteros, es la posibilidad de
enlistarlos de la siguiente manera:

..-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4...

Esta manera de ordenarlos se obtiene a partir de la relacién “menor que” denotada por
el simbolo “<”. De esta manera, la afirmacion a < b, (a menor que b) se refiere a que el
entero a se encuentra a la izquierda del entero b en la lista descrita anteriormente. De
esta manera, la relacion a < b se mantiene si y solo si la diferencia b — a es un entero



positivo. Mas aln, cada propiedad de la relacion a < b puede ser deducida de las
propiedades de clase de los nimeros enteros positivos.

Con estas observaciones, se tiene entonces que
Definicién 1. El subconjunto no vacio Z* de Z satisface las siguientes propiedades:
i. Si a, b pertenecen a Z*, entonces a+b pertenece a Z".
ii. Si a, b pertenecen a Z*, entonces ab pertenece a Z".
iii. Si a pertenece a Z, entonces se cumple exactamente una de las siguientes
afirmaciones:

aec Z°, a=0, -ae Z°,

De esta manera se ha garantizado la existencia de una relacion de orden < sobre el
conjunto de los enteros, y que ademas satisface los siguientes axiomas

Axioma 9. Dados a, b € Z, se verifica una y solo una de las relacionesa=b,a<b, a >
b.

Axioma 10. Dados a, b € Z, sia > b, entoncesa+c>b + c.

Axioma 11. Dados a, b,c € Z,sia> by b > c, entonces a > c.

Asi, tenemos entonces que

Definicidn 2. EI conjunto de los nimeros enteros es un conjunto ordenado.

A partir de los axiomas y definiciones dadas anteriormente, se verifica también que los
siguientes teoremas se satisfacen para los nimeros enteros

Teorema 10. En el conjunto de los nimeros enteros, todos los cuadrados (a?) distintos
de cero son positivos.

Teorema 11. Sean a, b, ¢ son nUmeros enteros.

i. Sita>byc>0,entonces ac > bc.
ii. Sia>byc<0entoncesac < bc.

2.1.2 Unidades en los nUmeros enteros.

El Axioma 7 nos asegura la existencia de un Unico elemento en el conjunto de los
nameros enteros, denominado inverso aditivo, para cada elemento en Z, sin embargo
podriamos preguntarnos ¢existen elementos en los nimeros enteros tales que mediante
la operacion multiplicacion, se obtenga el neutro multiplicativo? Dicha pregunta sera
respondida con el siguiente:



Teorema 12. Los unicos elementos de Z que tienen inverso multiplicativo son -1y 1.

Demostracion. Es inmediato verificar que el 0 no tiene inverso multiplicativo puesto
que Oa = 0 = 1 para cualquier entero a. Por otro lado, 1 tiene por inverso al 1, puesto
que (1)(1) = 1. Mientras que -1 tiene por inverso multiplicativo al -1 pues (-1)(-1) = 1.
Supéngase ahora que a > 1. Si a tuviera inverso multiplicativo, digamos que a* € Z
entonces (a)(a™) =1, ahora a™ no puede ser negativo (;Por qué?) por lo que a* >0y
también a™ = 1 puesto que si a* = 1 entonces (a)(1) = a. Por lo tanto a™ > 1y como a
>1ya™>1entonces (a)(a”) > 1 lo cual contradice que (a)(a*)= 1. El caso en el que a
< -1 es anélogo al caso anterior.

|

Definicion 3. En un anillo, a los elementos que tienen inverso multiplicativo se les Ilama
unidades. De esta manera, las unidades en los enteros son Unicamente el 1y el -1.

2.1.3 Induccioén sobre los ndmeros enteros.

Hemos de recordar que en los nimeros naturales, N, los cuales con los mismo que los
enteros positivos, Z*, se cumple el principio de induccion. Es posible hacer ver también
que Z es un conjunto inductivo, no obstante, es necesario antes hacer una generalizacion
para tener un primer elemento por el cual empezar el principio de induccién.

Para tal caso observemos la siguiente propiedad que resulta ser equivalente al principio
de induccion.

Principio del buen orden. Si A es un subconjunto no vacio de numeros naturales
entonces A tiene un elemento que es menor que todos los demas elementos de A.

Teorema 13. El principio de induccion implica el principio del buen orden.

Demostracion. Sea A un subconjunto no vacio de N y supongamos que A no tiene
ningun elemento menor que todos los demés de A. Sea B el conjunto de todos los
naumeros naturales b tales que b < a para toda a en A. Como ningln elemento es menor
que si mismo, B estd contenido en el complemento A° de A, como se observa a
continuacién: i) el 1 estd en B ya que 1 no esta en A pues de lo contrario habria un
elemento, el 1, menor que todos los demés de A. Ademas, como el 1 es menor que todos
los demas naturales, 1 es menor que todos los elementos de A, luego, 1 esta en B. ii)
Supdngase que b esta en B (es decir b < a para todo elemento a de A). Entonces b+1
pertenece a B también. En efecto, si b+1 no perteneciera a B, entonces b+1 > a para
ciertaa de A. Como b < a, entonces b+1 < a, y de ambas desigualdades, b+1 = a esta en
A. Entonces b+1 seria un elemento de A menor que todos los demas de A, contra lo
supuesto.

Por todo lo observado anteriormente, segun el principio de induccién, B = Ny como B
A", resulta que A° = N, por lo tanto A = &, contra la suposicion hecha al principio de
la demostracion.



Teorema 14. El principio del buen orden implica el principio de induccion.

Demostracién. Sea M un subconjunto de N tal que 1 € My sin € M entonces n+1 € M.
Suponiendo el principio del buen orden se demostrara que M = N. Sea M° el
complemento de M en N. Si M® es no vacio, M® tiene un elemento minimo m”. Por
consiguiente, ya que m’-1 < m’, m’-1 no esta en M°, es decir, m"-1 € M. Pero por
hipGtesis (m™-1) + 1 pertenece también a M, es decir, m" € M, lo cual es una
contradiccion. Luego M= @y M =N.

|

Una vez observado lo anterior, si fijamos no € Z, sea el conjunto Z, : = {m e Z tal que

m > no} entonces el principio de induccion se cumple empezando por no. De manera
analoga, el conjunto Z, es un conjunto ordenado, es decir, cualquier subconjunto no

vacio de Z, tiene primer elemento o elemento minimo.

Ejemplo: Demostrar que para todo entero n > 1, se cumple la siguiente expresion:

2
1+8+27+---+n° ={n(nz+1)} .

Solucion: Observamos que la proposicion se cumple para n =1, es decir P(1) nos dice

que o {1(1“)}2 _ {(Z)T =[if =1.

2 2
Suponemos que se cumple para n =k, es decir, la proposicion P(k) es valida, por tanto,

2
1+8+27+---+k° :{k(kz-‘_l)}

A esto se le conoce como hipdtesis de induccion.

Ahora, lo que queremos demostrar es que también se cumple la expresion para n = k+1,
por lo que nuestro objetivo sera probar que

2

1+8+27+---+k* = {k(k;l)}

se cumple. Para esto, a la hipotesis de induccion (la cual estamos tomando como
verdadera), sumamos lo que seria el siguiente término de la suma, es decir, a ambos

lados de la ecuacion afiadimos el término (k +1)° , obteniendo asi:



2
1+8+27+--+ K+ (k +1) :{k(l(;l)} +(k+1)°

Observemos que el segundo término de la ecuacion anterior es:

{k(kgl)TJr(kJrlfzkz(k4+1)2+(k+l)3 (k+1) [k2 4k + 1)] k+1 [k2+4k+4]

donde

(k+1)7 , (k+1)7 , (k+1P(k+2F [(k+1)k+2)]
[k k1)] [k + 4k +4]= y { > }

(k+1)k+2)T

Por lo tanto, 1+8+27 +---+k® + (k +1)° :{ > } , que es lo que se queria

demostrar.

2.2 Divisibilidad de los nimeros enteros.

En esta seccidn se abordara el concepto de divisibilidad de enteros. Este concepto es
quizas el mas importante de los nimeros enteros (y de la Teoria de nimeros) ya que
partir de él se pueden deducir otras propiedades de suma relevancia. También nos
permitird en un futuro realizar otro tipo de clasificaciones de enteros, algunas de las
cuéles han ocupado a grandes matematicos de distintas épocas.

Definicidn 4. Si a, d son numeros enteros, decimos que d divide a si y sélo si existe un
entero k tal que a = dk.

Visto de otro modo, tenemos que el concepto de divisibilidad menciona que si a, y d
son enteros, con d =0, el elemento d divide al elemento a, lo cual denotaremos por d |
a, siy sélo si existe un entero k tal que a = kd y se dirad que: “d es divisor de a”, 0 que
“d es factor de a”, 0 que “a es multiplo de d”, o que “a es divisible entre d”.

El conjunto de divisores (factores) positivos y negativos de un entero a se detonara por
Div(a) y el de los divisores positivos por Div.(a).

Ejemplos:

1) -3 divide a 6, (es decir,—36), ya que 6 = (—3)-2), donde k = -2 € Z;
2) 7/56, pues 56 = (7)(8), de igual modo, 756, —7‘56,—7\—56;

3) Div (6) = {6, -3,-2,-1, 1,2, 3,6}y Div.(6) ={1, 2, 3, 6};
4) Todo namero entero d =0 verifica que d|0, = (0)(d), donde k=0. Asi el

cero tiene infinitos divisores: Div (0) = Z -{0};
5) Como caso general del ejemplo 2, d | a si y sélo si —d | a, pues a=kd < a=(-
k)(-d). De la misma manera,d | a< d | -a < -d | -a. Se concluye entonces que



d|a< |d||ja. Este resultado se demostrara como corolario del Teorema 15.

De esto se deduce que a cada divisor negativo le corresponde un divisor
positivo, y que el nimero total de divisores, (si es finito) de a es el doble del
namero de divisores positivos.

Teorema 15. Propiedad transitiva. Si a, b y ¢ son nimeros enteros tales que a | by b |
c, entonces a | c.

Demostracion. Por hipotesis, existen enteros q y r tales que b=aq y c=br. Sustituyendo
la primera igualdad en la segunda se obtiene: c=(aq)r y agrupando factores, c=a(qr),
por lo tanto a | ¢ que es lo que se queria demostrar.

|

Teorema 16. Si a, b son nimeros enteros y u, u” son unidades, entonces las dos
condiciones siguientes son equivalentes:

i. adivideab;
ii. uadivideaub.

Demostracion. Se demostrara primero que i implica ii. Supéngase que b=agq; ahora, ya
que u es unidad, existe u; tal que u u;=1; por lo tanto, b=(u u;)b=(u u;)ag=ua( uiq) lo
gue demuestra que ua divide b y es claro que b divide a u’b asi, por teorema 14, ua
divide a ub.

Ahora se demostrara que ii implica i. En este caso tenemos que u’b=uar; y como u” es
unidad, existe u’; tal que u'u;=1;, por consiguiente, b=(u"u’1)b=(u"b)u’y
=u";(uar)=a(uu’1r) lo que prueba que a divide a b.

|

Corolario. Si a, b son nimeros enteros, entonces las dos condiciones siguientes son
equivalentes:

i. adivideab;
ii. |a] divide a |b|.

Un resultado interesante que relaciona las propiedades de divisibilidad y orden en Z es
el siguiente:

Teorema 17. Sia, b # 0, son enteros y a | b entonces |a|] <|b|.

Demostracion. Por el corolario anterior, se tiene que |a| | |b|, es decir, |b| = |a]q, con
g=1. Si g=1, |b|=|a]. Si g#1, entonces g=1 + " con q" positivo. Por lo tanto, |b|=|a|(1
+ q")=|al + |a|q", de donde |b| - |a] = |a]q">1, de donde se observa que la diferencia es
positiva y por lo tanto |b| > |a].

|



Teorema 18.Sia| by a| centonces a | (b+c).

Demostracion. Las hipétesis sefialan que, por definicion, b=ar, c=as, entonces, b + ¢ =
ar +as = a(r + s), de donde se concluye que a | (b + c).
|

Teorema 19. Si a | by c es un entero arbitrario, entonces a | bc.

Demostracion. Por hipotesis se tiene que b=ar, multiplicando por ¢ en ambos lados de
la identidad y agrupando factores se tiene que, bc=a(rc).
|

Corolario. Sean a, b, c enteros tal que c |ay c | b entonces c | (ar + bs) para enteros
arbitrariosr, s.

Cuando se tienen dos nimeros a y b, a los enteros de la forma ar + bs, conr, s € Z se
les llaman combinaciones lineales de a 'y b.

Ejemplo: Sea a = 27 y b = 6. Asi, 24 es combinacion lineal de 27 y 6 ya que existen
enteros r y s tales que 27r + 6s = 24. Por tanto, 27(2) + 6(-5) = 24.

Corolario. Un entero ¢ divide a los enteros a y b si y solo si ¢ divide a cualquier
combinacién lineal de ay b.

Demostracion. El corolario anterior asegura que si ¢ divide a y b, por lo tanto c divide a
cualquier combinacion lineal de a 'y b. Inversamente, ya que a=1a + Ob, b=0a + 1b, ay
b son combinaciones lineales de a y b; por lo tanto si ¢ divide a cualquier combinacién
lineal de a, b, entoncesc|ayc|b.

|

Es claro que, en general, dados dos enteros, no cualquier otro entero es combinacion
lineal de ellos. Por ejemplo 6 no es combinacion lineal de 20 y 15, pues si asi lo fuera
tendriamos: 6=15r + 20s y como 5| 15y 5| 20, por el corolario anterior tendriamos
forzosamente que 5| 6, lo cual no es cierto. Es decir, una condicion necesaria, para que
un entero d sea combinacion lineal de a y b es que d sea divisible entre todo divisor
comun de a'y b. En otras palabras, sie|aye|b peroe no divide a d, entonces d no es
combinacion lineal deay b.

Ejemplo: Hallar todos los enteros a, con a # 1, tales que a-1 | a*+5.

Solucién: para resolver este ejercicio, investiguemos primero cuéles son los posibles
maltiplos de a-1. Para ello, se sabe primero que a-1 | a-1, luego a-1 | b(a-1), para
cualquier entero b, y en particular, a-1 | (a+1)(a-1). Asi, se tiene que a-1 | a*+5 y que
a-1 | a%-1, por lo tanto a-1 divide a la diferencia, es decir, a-1 | 6. Es decir a-1 e {1,
+2, £3, £6}. Por lo tanto a € {-5, -2, -1, 0, 2, 3, 4, 7}, y se concluye verificando que
para cada valor de ese conjunto es cierto que a-1 | a*+5.



2.2.1 El algoritmo de la divisién.

Observemos que en general, dados dos enteros a, d, no siempre es posible encontrar un
entero k tal que dk = a. Si esto ocurre, decimos que d (o bien, k) no divide exactamente

a, lo cual se denota por “d ’I’a”. Por ejemplo, tenemos que en los enteros, 2’|’7. Sin
embargo, como se verd a continuacion, cuando esto sucede, siempre es posible
encontrar una pareja de enteros Kk, r, tales que a = dk + r. A tal expresion, se le llamara
division con residuo.

Teorema 20. Algoritmo de la divisién.Dados a, d € Z, con d =0, existen k, r € Z, que
verifican:

a=kd+r,con 0<r<|d|

Ademas, k y r son Unicos. Se dice que k es el cociente y r es el residuo de la division de
a por d.
Antes de pasar a la demostracion, revisemos algunos ejemplos:
1) Caso:a>0,d> 0. Sean a =746y d = 29. Segun el algoritmo de la division:
746 = (29)(25)+21, por tanto k = 25, r =21 ya que 0 < 21 < |29|.
2) Caso:a>0,d<0.Seana=746yd =-29. Segun el algoritmo de la division:
746 = (29)(25)+21 = (-25)(-29)+21, por tanto k=-25, r=21 ya que 0 < 21 < |-29|
3) Caso:a<0,d>0.Seana=-746 y d = 29. Segun el algoritmo de la division:
746 = (29)(25)+21, por tanto, -746 = -(29)(25)-21, pero -21 <0
lo cual es contrario a las condiciones del teorema. De esta manera, se corrige el
residuo, y esto se consigue restando y sumando el valor absoluto divisor, que en

este caso es 29. Luego:

-746 = -(29)(25) -29 +29 -21 = [(29)(-25) -29]+[29-21] = 29(-26) +8. Por tanto,
k=-26,r=8yasi0< 8<|29|.

4) Caso: a<0,d<0. Seana=-746 y d = -29. Segun el algoritmo de la division:
746 = (29)(25)+21, por tanto, -746 = -(29)(25)-21, pero -21 <0

Se corrige nuevamente como arriba restando y sumando el valor absoluto del
divisor -29:

-746 = (-29)(25) -29 +29 -21 = [(-29)(25) -29]+[29-21] = (-29)(26) +8. Por tanto,
k=26,r=8yasi0< 8<]|-29|.



La conclusion -como veremos en la demostracion del teorema- es que para dividir
nlmeros positivos 0 negativos por divisores positivos 0 negativos, basta saber hacerlo
para dividendos y divisores positivos y luego corregir el cociente y/o residuo en cada
caso.

Observacion. Si 0< a < |d|, entonces a = 0d + a implicak =0y r = a pues a cumple la
condicion que tiene que cumplir el residuo.

Demostracion del Teorema 20. El teorema consta de dos afirmaciones, la parte
existencial, que requiere mostrar que existen k y r en las condiciones del teorema, y
luego la unicidad: mostrar que no puede haber dos pares distintos de cociente y residuo
para ay d dados.

Existencia: Vamos a probar primero en detalle el caso a >0; d > 0, ya que, como nos
sugieren los ejemplos, los otros casos se reducen a ese.

e Casoa=>0;d>0:
Aqui, |d| = d. La idea intuitiva es considerar los elementos a, a-d , a-2d, a- 3d, ...hasta

gue obtengamos algin elemento menor que d pero aun mayor o igual que cero. Este
elemento sera el residuo. Formalizamos esta idea de la siguiente manera:

Sea A un subconjunto de Zo:= Z* {0} formado por los niimeros de la forma a - dj para
algun entero j. Es decir, A ={a - dj; j en Z} n Zy. Claramente A es un subconjunto de Zj
gue no es vacio ya que a = a-0d pertenece a A (estamos considerando el caso a > 0).
Luego, por el principio del buen orden, el conjunto A tiene un elemento minimo.
Llamemos r a ese minimo. Se tiene que r € A por un lado, y por otro lado r es menor
que todos los demas elementos de A. Como r € A, existe un elemento positivo o cero,
Ilamémoslo k, tal que r = a-dk, luego a = dk + r. Falta probar que 0 <r < d. Claramente
r >0 ya que r pertenece a A, que es un subconjunto de Z,. Si r fuese mayor o igual que
d, entonces r — d >0 aun. Luego se tendria que el elemento r-d = a—kd-d = a—(k+1)d
estd también en el conjunto A, pero este es menor que r lo cual es una contradiccién ya
que r es el minimo. Asi, se concluye que r < d.

e Casoa=>0,d<0:

En este caso -d>0 (y por lo tanto |d| = -d) y por el caso analizado anteriormente, existen
K, r talquea=k'(-d)+rcon0 < r <|-d|, entonces a = (-k")d + r" y por lo tanto k =
K yr=r.

e Casoa<O:

Para este caso -a > 0 y de los casos anteriores, -a = (k")d + r" con 0 <r” <|d|. Luego a
= (-k)d = r". Si r'=0, se cumple la condicion del residuo y obtenemos k=-k" y r'=r=0,
pero si r" =0, entonces a = (-k")d — r" = ((-k)d - |d]) + (|d| - r"). Asi, k = -k #1 segun si
d<0060d>0yr=|d|-r.Setieneentoncesa=kd+rcon0<r<|dlyaque0<r <
|d], entonces -|d| < -r" < 0 implica que |d| - |d| < |d| - r"< |d| pero |d| - r" = r y luego
entonces 0 <r < |d|.



Unicidad: Supdngase que se tienen dos pares de cocientes y residuos, k, r y k', r’. Se
probara entonces que k = k'y r = r’. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que r
<r’,y luego:

a=kd+r=k'd+r con0<r<r <|[d|.

Asi, (k=K )d=r"-rimplicaqued |(r'-r)yentonces, [d||(r -r).Comor -r>0
por serr’>r, r'-r =0, se tiene que |d] <(r"-r). Peror” <|d|, luego, r - r <|d| - r <|d|
(ya que r >0). Luego no puede ser que r” - r =0, es decir tiene que serr” =r.

Se concluye también que (k—k’)d =0y comod =0, k—k" =0, es decir, k =k".

2.2.2 El Maximo Comun Divisor.

Ya hemos visto que el conjunto de divisores de cualquier nimero entero es finito. Por lo
tanto, dados dos numeros enteros a y b, el conjunto de divisores comunes de a 'y b es
también un conjunto finito pues es la interseccion del conjunto de divisores de a con el
conjunto de divisores de b. Por consiguiente podemos hablar del siguiente concepto:

Definicion 5. Maximo Comun Divisor. Sean a, b € Z no ambos nulos. EI maximo
comun divisor entre a 'y b es el mayor de los divisores comunes de a 'y b.

Observacién. Claramente ese nimero existe ya que la lista de divisores es no vacia
(¢Por qué?), finita (por ser a 'y b no nulos) y es dnico.

El maximo comun divisor entre a y b se denota por: mcd (a, b), o bien, por (a:b),
entonces:

(@a:b)]a,(a:b)|bysid|ayd]|bentoncesd <(a:b).

Denotaremos en lo sucesivo por DivCom ({a, b}) al conjunto de divisores comunes de a
y b, y a DivCom.({a, b}) al conjunto de divisores positivos comunes de a, y b, es decir,
en otras palabras:

DivCom ({/a,b)):={d e Z,talqued|ayd|b} =Div fa} n Div /b}

DivCom. ({a,b}):={d e Z, talqued|ayd|b}=Div./a;} Div./b .

Ejemplos.

1) (12 : 18) = 6;

2) (12:-35) = 1 ya que Divs #35/= /1,5, 7,35}y Divs/12= /1,2, 3, 4, 6, 12,
entonces, DivCom, {12, -35 /= /1/;

3)(@:b)=(b:a);



4) (@:b)=(-a:b)=(a-b)=(-a:-b)=(al :[b]);
5 @:1)=1;

6) a =0 setiene (a:0)=|al;

7) b|asiysolosi(a:b)=|b|

Con objeto de caracterizar de otra manera al maximo comun divisor, veremos como se
relaciona éste concepto con el de combinacion lineal. Recordemos que una combinacion
lineal de a, b son los enteros de la forma: ¢ = ar + bs.

En secciones pasadas vimos que una condicidn necesaria para que un nimero ¢ sea
combinacion lineal de a 'y b, es que c sea divisible entre cualquier divisor de comin a'y
b, en particular, entre el mcd de a 'y b. El segundo corolario de la siguiente proposicion
menciona que ésta condicion es también suficiente.

Teorema 21. Si a 'y b son nimeros enteros positivos y d = as + bt es combinacion lineal
positiva minima, entonces todo divisor de d es también de a 'y b.

Demostracion. Antes de comenzar con la demostracion, entendamos que quiere decir el
concepto de combinacidn lineal positiva minima. Sea C el conjunto de nimeros enteros
tales que C = {as + bt : as + bt > 0, con s, t, nUmeros enteros}. Asi, el conjunto C es el
conjunto de combinaciones lineales positivas. Como a, b son no nulos, aa +bb >0y
por ende el conjunto C es no vacio y es un conjunto de nimeros naturales. Por lo tanto,
nos interesard el elemento menor del conjunto C, y a este nimero se le llamara
combinacién lineal positiva minima.

Ahora, sélo nos interesara probar que d | ay d | b. Segun el algoritmo de la division: a
=dq+rcon0 <r<d, comod=as + bt, entonces a = (as+ bt)q + r, luego r = a(l -
sq) + b(- tg) de donde se observa que r es combinacion lineal deay by como 0 <r<d
y d es combinacién lineal positiva minima, se concluye que r = 0, por lo que d | a. De
manera analoga se demuestra el caso d | b.

|

Corolario. EI mcd de dos enteros a, b es la combinacion lineal positiva minima de a 'y
b.

Demostracion. Sea d” = (a : b) y d = as + bt combinacion lineal positiva minima. Por
la proposicion anterior,d |ay d | b y como d” es maximo comun divisor, entonces d <
d". Ahoracomod |ayd |b,entoncesd” |d, por lotanto, d” < d, luego entonces d” =
d.

|
Corolario. Un entero ¢ es combinacion lineal de ay b si y sélo si (a : b) = d divide a c.

Demostracion. Sabemos que si ¢ = am + bn, entonces, d | c¢. Inversamente, por el
corolario anterior, (a : b) es la combinacidn lineal positiva minimadeay b, d = as +
bt. Si d | ¢, por definicion, c= dk, de donde ¢ = ask + btk.

|



2.2.3 Minimo Comun Maltiplo.

Definicién 6. Sea b € Z con b = 0. El conjunto de multiplos positivos de b es no vacio
pues por b es multiplo de b.

Para cualesquiera a, b nimeros enteros, el conjunto de multiplos positivos comunes es
no vacio, por ejemplo ab es un mdaltiplo comdn positivo. Por el principio del buen
orden, este conjunto tiene un elemento minimo, al cual llamaremos minimo comun
multiplo (m. c. m) y lo denotaremos por m = [a : b]. Es decir, se define el minimo comun
multiplo de los enteros a, b como el minimo valor del conjunto formado por los
multiplos comunes de a 'y b, y se denota por [a : b].

Ejemplo. Sia =4y b = 6, los multiplos comunes positivos de 4 y 6 son {4, 8, 12, 16,
..y {6,12,18,...} ={12, 24, ...}, entonces, [a: b] = [4 : 6] = 12.

Ejemplo. Sia=12y b =8, (a: b) =4y [a:b] =24. Obsérvese que (12)(8) = (4)(24),
es decir, ab = (a : b)[a : b]. En general esto es cierto.

Teorema 22. Si a, b son enteros positivos, entonces ab = (a : b)[a : b].

Demostracion. Seam = [a : b]. Como ab es mdltiplo comun, entonces m | ab. Sead €
Z tal que md = ab. Probaremos que d es divisor comdn de a'y b. Como m es multiplo
comln de a 'y b, entonces m = ar = bs, de donde md = ard = bsd = ab. Comoa =0y b
#0, entonces, rd = b y sd = a lo cual implica que d es divisor comun de ay b.

Veremos ahora que d es divisible entre cualquier divisor comin de ay b. Sea d” tal que
d |ayd | b,entoncesa=da y b=db". Tenemos al enterom” =a’b’d" =ab" =a’b
el cual es multiplo comun de a 'y b. Eso implica que m” = mt, y luego mtd" = m'd” =
a’'d” b’d =mdy como m =0, por la cancelacion para el producto es véalida, luego td" =
dimplicad” |d.

De los dos parrafos anteriores, se sigue que d = (a : b) y por lo tanto, ab =[a: b](a: b).
|

2.2.4 El Algoritmo de Euclides.

En secciones anteriores se han tratado conceptos como el méximo comun divisor y el
minimo comun mdaltiplo de dos enteros. Una pregunta interesante seria ¢Existe algun
método eficiente que permita calcular estos elementos? Como respuesta provisional
tenemos que podemos encontrar el conjunto de divisores positivos comunes y luego
seleccionar el mayor de ellos, mientras que en el otro caso, podemos encontrar el
conjunto de multiplos de cada uno de los enteros y seleccionar el mas pequefio de los
maultiplos comunes. Sin embargo, estos métodos pueden resultar bastante tediosos para
enteros de dos digitos 0 mas.

Un hecho importante acerca del algoritmo de la division es que en la divisién de un
entero por otro, obtenemos un cociente entero y un residuo entero no negativo, el cual



es menor que el divisor. Esta observacién, realizada por Euclides (circa 300 a.C.)
permitié disefiar un algoritmo en el cual mediante divisiones sucesivas, se pudiera
determinar el maximo comun divisor de dos enteros dados. Veamos como se desarrolla
este algoritmo.

Sean a, b nimeros enteros positivos tal que a no sea multiplo de b, entonces en las
divisiones sucesivas:

a=bq+r, O<r<b
b=rg, +r,, o<r<r
L=rnq,+r, o<n<r,

rn—2 = n—1qn—l + rn’ O < rn < rn—l

I’n—l = rnqn'

Yaque O<r, <r, ,<---<I, <K <b es claro que después de aplicar el algoritmo un
numero finito de veces obtendremos un residuo de cero.

Ya una vez considerado lo anterior, tenemos que r, es el maximo comun divisor de los
enteros a y b. Pero antes de pasar a la demostracion de este hecho, consideremos el
siguiente

Lema. Sia=bqg +r, entonces (a: b) =(b:r).

Demostracion. Sea d=(a : b) y d’=(b : r). En el primer caso tenemos que d divide a
cualquier combinacion lineal de a y b, en particular, d | a-bqg, es decir, d | r. Por tanto,
tenemos que d es divisor comin de by de r lo que implicaque d | d*, es decir, d <d".

En el segundo caso tenemos que d” divide a cualquier combinacion lineal de b y r, en
particular, d | bg+r, es decir, d | a. Por tanto, tenemos que d es divisor comdn de a 'y de
b lo que implica que d” | d, es decir, d” < d.

De los dos casos, se concluye que d =d” y por tanto (a: b) = (b : r).
|

Teorema 23. Si a, b son enteros positivos y b no es factor de a, entonces en las
divisiones sucesivas:

a=bq+r, O<r<b
b=rg,+r,, O<r,<n
L=rq,+r, o<n<r,

rn—2 = rn—1qn—l + r-n’ O < rn < r-n—l
rn—l = r-nqn'

Se obtiene que r, = (a : b).



Demostracion. Como rn.; = ry gn, entonces (ry : rp-1) = rn. Por el lema anterior, (rq.1 : )
= (rp1 : n-2), Y aplicandolo sucesivamente, (rn1 : ) = (M1 X Mm2) = (M1 Fog) = .0 =
(@:b)=r,.

Ejemplo. Calcular (628 : 40). Utilizando el algoritmo de Euclides tenemos que:

628 = 40(15) + 28,
40 = 28(1) + 12,
28 = 12(2) + 4,

12 = 4(3).

Asi, (628 : 40) = 4.

Ejemplo. Calcular (2199 : 93). Utilizando el algoritmo de Euclides, tenemos que:
2199 = 93(23) + 60,

93 = 60(1) + 33,
60 = 33(1) + 27,

33 =27(1) + 6,
27 =6(4) + 3,
6 = 3(2).

Asi, (2199 : 93) = 3.

Observacion. El algoritmo de Euclides no sélo permite calcular el maximo comun
divisor de dos numeros enteros, sino también nos proporciona un procedimiento para
poder expresarlo como la combinacién lineal positiva minima.

Lema. Si ¢ es combinacion lineal de ay b, y ¢” es combinacion lineal de ¢ y b, entonces
¢’ es combinacion lineal de ay b.

Demostracion. Por hipotesis, ¢ = as + bt, ¢ = ck + bm. Sustituyendo la primera
identidad en la segunda, tenemos que:

¢’ = (as + bt)k + bm = ask + btk + bm = a(sk) + b(tk + m)

asi, ¢ es combinacion lineal de ay b.
|

Ahora bien, ya tenemos las herramientas suficientes para encontrar los enteros s, t que
permitan expresar el méximo comdn divisor de dos enteros a, b como combinacién
lineal positiva minima.

Por ejemplo, supongamos a, b tal que (a : b) = ry, por el algoritmo de Euclides:



a=bq+ry,

b=riq1+r
Iy = 1Qp.
Entonces:
r,=Db-ryq

r q: = ag: — bqq,
r. =b(1 + qqu) + a(-qu).

De la misma forma es posible expresar el maximo comun divisor de dos enteros para el
caso en el que éste se encuentre en mas pasos del algoritmo de Euclides.

Ejemplo. Expresar (628 : 40) como combinacion lineal.
Solucién. Utilizando el algoritmo de Euclides tenemos que:

628 = 40(15) + 28,
40 = 28(1) + 12,
28 =12(2) + 4,

12 = 4(3).

Asi, (628 : 40) = 4.

Despejando los residuos de cada una de las ecuaciones anteriores, tenemos que

28 = 628 + 40(-15),
12 = 40 + 28(-1) = 40 + 628(-1) + 40(15) = 628(-1) + 40(16),
4 =28+ 12(-2) = 628 + 40(-15) + 628(2) + 40(-32) = 628(3) + (-47)

Por lo tanto los enteros r, s tales que 628r + 40s = (628 : 40) son, respectivamente, r = 3
ys=-47.

2.3 Ecuaciones Diofantinas.

Vamos a aplicar ahora lo estudiado a la resolucién de ciertas ecuaciones con
coeficientes enteros, llamadas Ecuaciones Diofantinas. Se llaman asi las ecuaciones con
coeficientes enteros de las cuales se buscan soluciones enteras®. EI nombre se puso por
Diofanto de Alejandria (circa 275 d.C.) quien fue quien estudio este tipo de problemas
en su obra “La Aritmética”. Las ecuaciones diofantinas mas sencillas son las ecuaciones
de la forma: ax + by = ¢, con a, b, ¢ € Z, donde a, b no son ambos nulos, de las cuales
se buscan pares de soluciones enteras.

Observemos que una ecuacion de este tipo es la ecuacion de una recta en R?, y que nos
estamos preguntando por qué puntos de coordenadas, ambas enteras, pasa esa recta,

* Cérdenas, Humberto; Raggi, Francisco; ET. AL. Algebra Superior. Trillas. México.1998



Sabemos que el algoritmo de Euclides permite expresar el maximo comun divisor de
dos enteros como combinacion lineal de estos. Es este procedimiento, el que también
nos da un método eficiente de encontrar parejas de soluciones (x, y) a ecuaciones
diofantinas.

Antes de pasar a ecuaciones con estas caracteristicas, observemos el siguiente resultado,
conocido como el primer teorema de Euclides®:

Teorema 24.Sia|bcy (a:b)=1,entonces a|c.

Demostracion. Por hipotesis 1 = as + bt, multiplicando ambos lados de la identidad por
¢, ¢ = asc + btc. Por hip6tesis a | bc y a | a, entonces, a divide a cualquier combinacion
lineal de a 'y bc, por lo tanto a | c.

|

Definicién 7. Se dice que dos enteros a y b son primos entre si o primos relativos si (a :
b) =1.

Observacion. De la definicidn anterior se sigue que a 'y b son primos entre si, si y solo si
1=as + bt.

El resultado anterior es de suma importancia ya que nos permite construir proposiciones
tales como

Teorema 25. Las soluciones enteras de la ecuacion:
ax+by=0con(a:b)=1ya, b=0
sonx =-btey=at

Demostracion. Es inmediato verificar que x = -bt e y = at es solucion a la ecuacion.
Solo falta probar que toda solucion entera es de esta forma. Si s = (x, y) es solucién a la
ecuacion ax + by = 0 tenemos que ax = -by, entonces a | by. Por hipotesis, (a : b) =1,
luego a | y, por lo tanto, y = at, entonces, ax = -bat, y por la cancelacion para el
producto, x = -bt.

|
Teorema 26. Una condicién necesaria y suficiente para que la ecuacion

ax+by=c,cona,b,ceZ

tenga solucion entera es que (a : b) | c.
Demostracion. Sea d = (a : b), entonces, d = ar + bs. Supdngase que d | ¢, entonces, ¢
= dk, por consiguiente, ¢ = (ar + bs)k = ark + bsk = a(rk) + b(sk). Por lo tanto, x = rk,

y = sk, es una solucién a la ecuacion.
|

> Felipe Zaldivar, Fundamentos de &lgebra, pg. 151, México, 2005.



Ejemplo. Determinar si la ecuacion 16x + 12y = 6 tiene solucion entera, y si es asi,
exhibirla.

Solucién. Sabemos que una condicidon necesaria y suficiente para que la ecuacion
diofantina tenga solucion, es que (16 : 12) divida a 6, por tanto,

16 = 12(1) + 4,
12 = 4(3).

Asi, (16 : 12) = 4, y como 4 no divide a 6, no es posible una solucion entera de la
ecuacion dada.

Ejemplo. Determinar si la ecuacion 696x + 408y = 48 tiene solucion entera, y si es asi,
exhibirla.

Solucion. Sabemos que una condicion necesaria y suficiente para que la ecuacion
diofantina tenga solucion, es que (696 : 408) divida a 48, por tanto,

696 = 408(1) + 288,
408 = 288(1) + 120,
288 = 120(2) + 48,
128 = 48(2) + 24,
48 = 24(2).

luego, (696 : 408) = 24, y como 24 divide a 48, es posible hallar una solucion entera a
la ecuacion.

Ahora, como 24 = 696(-7) + 408(12), y 48 = 24(2), entonces, 24(2) = 48 = 696(-7)(2)

+ 408(12)(2) = 48 = 696(-14) + 408(24), por lo tanto, x =-14 & y = 24.

Veamos ahora como conociendo una solucion entera de una ecuacion diofantina dada,

es posible encontrar el conjunto de todas las soluciones.

Teorema 27. El conjunto de soluciones de enteras (x, y) de la ecuacion:
ax+by=c,cona,b,cezZ

es de la forma x = Xo + U, y = Yo + Vv, en donde Xo, Yo €s una solucion particular de la

ecuacion ax + by = ¢ y u, v son soluciones arbitrarias de la ecuacion homogénea

asociada ax + by = 0.

Demostracion. Sean Xo, Yo, X1, Y1 soluciones distintas de la ecuacion ax + by = c.

Entonces, u = X3 — Xo, V = y1 — Yo, son soluciones de la ecuacion ax + by = 0. Esto se
verifica facilmente, ya que

au+bv =a(x, —x,) +b(y, - Y,)
=ax, +by, —(ax, +by,)=c-c=0



por tanto, X; = U + Xo € y1 =V + Y, siendo u, v solucion de la ecuacion homogénea ax +
by = 0.

Sea ahora u, v una solucién de ax + by = 0. Entonces x; = U + Xo; Y1 = V + Yo €S
solucidn de la ecuacidn original ax + by = c. Esto es sencillo verificarlo ya que

ax, +bx; =a(x, +u)+b(y, +v)
=ax, +by,+au+bv=c+0=c.

Recordemos que el Teorema 25 nos da un método para encontrar todas las soluciones de
la ecuacion homogénea

ax+by=0,cona,beZ

Sia =0, b =0, entonces toda pareja de enteros X, y es solucion. Supdngase ahora que a
#0,0b #0.Sead=(a:b)yportantoa=da’, b=db". Comod =0, la ecuacion

ax+by=0

tiene las mismas soluciones que la ecuacion anterior. Entonces, segun el Teorema 22,
las soluciones son x = -b’t, y = a’t, con t entero arbitrario.
|

Combinando estos resultados, se obtiene el siguiente

Corolario. Sean a, b, c enteros tales que a y b no son ambos cero. Supongamos ademas
que d = (a: b) | c. Sean a = dk, b = dm. Entonces el conjunto X, y de soluciones enteras
de la ecuacion

ax+by=c

S X = Xo — mt, y = yo + kt, con t un nimero entero cualquiera y Xo, Yo solucién
particular de ax + by =c.

Observacién. En caso de que a=0,b =0y c =0, la ecuacion no tiene solucion. Si ¢ =
0, entonces toda pareja de enteros es solucion.

Ejemplo. Determinar si la ecuacion 696x + 408y = 48 tiene solucion. En caso
afirmativo, encontrar el conjunto de todas las soluciones enteras.

Solucién. Como se observd en ejemplos anteriores, la ecuacion 696x + 408y = 48 tiene
solucion entera. Para éste caso, la solucion particular X, Yo es respectivamente -14 y 24,
mientras que 696 = 24(29) y 408 = 24(17), portantoa” =29, b" =17y x =-17tey =
29t. Por lo tanto el conjunto de soluciones enteras de la ecuacion

696x + 408y = 48

esx =-14-17t, y = 24 + 29t con t entero arbitrario.



2.4 Numeros Primos.

Los nameros se utilizaron para fijar los recuerdos y celebrarlos y para las transacciones
comerciales unos 5000 afios antes de que se pensase en estudiarlos en si mismos de
forma sistematica. La primea orientacion cientifica al de estudio de los enteros, es decir,
el origen de la Teoria de los numeros, se atribuye generalmente a los griegos. Alla por
los afios 600 A.C., Pitagoras y sus discipulos efectuaron un estudio completo de los
enteros. Fueron los primeros en clasificar los enteros de diversas formas:

NUmeros pares: 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, ...

Ndmeros impares: 1, 3, 5,7, 9, 11, 13, ...

Numeros primos: 2, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29,

NUmeros compuestos: 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, ...

Ademas de estas clasificaciones, se relacionaron los niumeros enteros con la geometria,
realizando una conexion con el teorema de Pitagoras que establece que en todo
triangulo rectangulo el cuadrado de la longitud de la hipotenusa es igual a la suma de
los cuadrados de las longitudes de los catetos.

Los pitagoricos se interesaron por los triangulos rectangulos cuyos lados eran enteros,
denominando a tales figuras como tridngulos pitagoricos. La correspondiente terna de
nameros (X, Y, z) que representan las longitudes de los lados se llama terna pitagorica.
Algunos ejemplos de estas ternas son los siguientes:

x 4 8 12 16 20
y 3 15 35 63 99
z 5 17 37 65 101

Otra contribucién realizada por los griegos, fue la del estudio de los nimeros perfectos
(esta aportacion fue hecha por Euclides) los cuales son llamados asi porque se pueden
representar como la suma de sus divisores propios (esto es, la suma de todos los
divisores positivos menores que é1)°. De esta manera, el 6 y 24 son nimeros perfectos

ya que:
6=1+2+3

24=1+2+4+7+14

® La resefia histérica introductoria de la seccién de los nimeros primos fue tomada de la obra de T. M.
Apostol, Introduccion a la Teoria Analitica de los NUmeros, Editorial Reverté. Espafia. 1984, pgs.: 1-5



Con estas clasificaciones en mente, profundicemos un poco mas acerca de los nimeros
primos. Recordemos que el Teorema 19 nos dice que si a | by ¢ es un entero arbitrario,
entonces a | bc. Sin embargo, el caso inverso no es tan inmediato, es decir, si a | bc, eso
no implicaque a | b o a| c. Por ejemplo, 6 | (3)(4), pero 6 no divide a 3y 6 no divide a
4,

En si, la propiedad a | bc implicaa | b 0 a | ¢ se cumple Unicamente cuando a es un
namero primo, y de hecho, es la propiedad mas importante de los nUmeros primos.

A partir de las proposiciones y ejemplos anteriores, se concluye que para a un entero
cualquiera distinto de cero, a tiene por lo menos 4 divisores distintos (+ 1, + a).Hay
numeros enteros que tienen unicamente esos 4 divisores y hay otros que tienen mas.
Esto motiva la separacion de los numeros enteros (distintos de 0, 1, -1) en dos
categorias, la de los numeros primos y la de los niUmeros compuestos.

Definicién 8. Se dice que un numero entero p, distinto de # 1 es primo si sus Unicos
divisores son #1y #p.

Observemos que si p es primo y a un entero entonces (p:a) o bien es p o 1. Por tanto
(p:a)=p<pla

Teorema 28. Si un numero primo p divide al producto ab de dos enteros, entonces p
divide a o bien p divide a b, es decir,

plab=pladp]|h.

Demostracion. Si p | a, no hay nada que probar. Si p no divide aentonces (p:a)=1y
por la proposicion tenemos que p | b.

De manera similar se puede demostrar que si un primo p divide a un producto a;a,...an,
entonces p divide al menos a uno de los factores a;.
|

Teorema 29. Si p es un entero distinto de #1 con la siguiente propiedad: sia,b e Zy p
| ab implicaque p|adp | b, entonces p es cero o p €s un nUmero primo.

Demostracion. Supongase que p > 0. Sea primero el caso en el que p > 1. Si p no fuera
primo entonces p =abcon 1l <a<p,1<b <p. Laigualdad anterior prueba que p | ab
y las desigualdades muestran que p no divide a y p no divide b, es decir, p no cumpliria
con “p | ab entonces p | a 6 p | b” luego entonces, si p > 1y cumple con la propiedad
entonces p es primo.

Sip =0, p cumple con la propiedad ya que O | ab, entonces ab =0, porloquea=006Db
=0,esdecir0O|ayO0]b.
|

Cabe sefialar que debido a la propiedad anterior, es conveniente considerar que en Z, 0
es primo.



Los numeros primos son de tal importancia, que a partir de estos se construyen los
demas numeros enteros (a excepcion de 1 y -1). Pongamos un ejemplo al respecto.
Sabemos que los primeros ndmeros primos son 2, 3, 5, 7, 11, 13, ... y que los nimeros
4,6,8,9,10, 12, 14 se pueden expresar como el producto de los primeros cuatro primos
positivos, a saber que

4=2x2;

6=2x3;

8=2x2x2;
9=3x3;

10 =2x5;
12=2x2x3;

La generalizacion de este resultado es conocido como el Teorema Fundamental de la
Aritmética, el cual afirma lo siguiente:

Teorema de Factorizacion Unica. Todo nimero entero a, distinto de #1 se puede
expresar en la forma:

a=up,p,--- Py

donde a = #1, y py, ..., Pn SON primos positivos. Ademas, si a =0, la expresion es Unica,
excepto en el orden de los factores.

Demostracion. Si a = 0, hacemosu =1, h =1y p; =0, y obtenemos a = up;. Por tanto
bastara con demostrar que se cumple para todo entero a > 1. Sea M el conjunto de
enteros mayores que 1 que no se pueden descomponer de la forma en como lo plantean
las afirmaciones. La mecanica de la demostracién es hacer ver que M = &. Supongamos
que M = . Entonces por el principio del buen orden, M tiene un elemento menor, al
cual llamaremos a. Si a fuera primo, entonces haciendo h =1, u =1y a = p; tendriamos
una expresion de la forma a = up lo cual contradice que a € M. Por tanto a no es
primo, entoncesa =bhcconl <b<ay1l<c<a.Como aes el elemento menor de M,
entonces b, ¢ ¢ M y por lo tanto, b=pp,---p, ¥ Cc=0qQ,:--q,. Pero

a=bc=p,p,---p,0,0,---q, que es una expresion de la forma a= p,p,---p, Y esto
contradice una vez mas que a € M. Por lo tanto, necesariamente se tiene que M = &.

Demostraremos ahora la unicidad (quizas excepto en el orden) de descomposiciones en
primos positivos. Supdngase que a=up,p,---p, Y a=uqQ,---q, son dos
factorizaciones de a. Es claro que u = u’, luego entonces p,p,---p, =0,d,---0, Y COmMo
p: divide p,p,---p,, debe entonces suceder que p,|Q,q,:--d, Y COMO p1 s primo,
entonces p; divide a alguna g;. Supongase que es q;, entonces p,---p, =4,---q,. De

manera analoga se concluye que p, = .. Si h <t llegariamos a que gn+1...q: = 1 lo cual
no es posible. Andlogamente sucede o mismo si t < h. Por lo tanto se concluye que t =
hy asi queda probada la unicidad.

|



2.5 Congruencias.

Gauss introdujo una notacion notable que simplifica muchos problemas relativos a la
divisibilidad de los enteros. En este sentido cred una nueva rama de la teoria de nimeros
llamada teorfa de congruencias’, cuyos fundamentos se discutiran en esa seccion.

Definicién 9. Sean a, b, d € Z, d =#0. Se dice que a es congruente a b en modulo d si y
solo si d | (a — b). Denotaremos que a es congruente a b en mdédulo d como: a=b (mod.
d), es decir,a=b (mod. d) < d | (a- b).

Ejemplo.

1) 5=3(mod. 2), 5=-1 ( mod. 2), 13 =8 (mod. 5), 13 = 3 (mod. 5);
2) 5 = 2 (mod. 2);
3) Para todo entero k, 2k =0 (mod. 2), 2k + 1 =1 (mod. 2).

Una manera alternativa de decir que a=b (mod. m) es que la diferencia (a - b) pertenece
al conjunto de multiplos de m. Sin embargo, existe ain otra definicion alternativa de
congruencia, basada en el hecho de que para cualquier entero a dividido por m, siempre
hay un Unico residuo. Esta definicion alternativa la formulamos de la siguiente manera.

Teorema 30. Dos enteros a, b son congruentes en modulo m si y solo si dejan o
proporcionan el mismo residuo cuando son divididos por |m|.

Demostracion. Como a = b(mod. m) < a = b(mod. -m), sera suficiente con probar que
m > 0.

Supdngase primero que a= b (mod. m), entonces por definicion, (a — b) = ¢ m. Por el
algoritmo de la divisién sabemos que b = mq + r, es decir, b deja un residuo r, 0 <r <
m de la siguiente manera b - mg = r. Entonces,

a=b+cm=mgq+r+cm=(q+c)m+r,

y esta ecuacion indica que r es el Unico residuo de la divisién de a por m. Luego
entonces a y b tienen el mismo residuo.

Inversamente, supongase que a = gm + ry b = g'm + r, con el mismo residuo r.
Entonces (a - b) = (g — g")m es divisible por m. Entonces se concluye a =b (mod. m).
|

Teorema 31. La relacion de congruencia de un nimero entero fijo m y para enteros a,
b, ¢, es una relacion de equivalencia, es decir,

1) a=a (mod. m) (reflexiva)
2) a= b (mod. m) implica b= a (mod. m) (simétrica)
3) a= b (mod. m) y b= c(mod. m) entonces a = ¢ (mod. m) (transitiva)

Demostracion. Se deja como ejercicio para el lector.

'George Andrews. Number Theory. Saunders Company. USA. 1971



Teorema 32. Si a=b (mod. m), entonces para cualquier entero X,
a+x=b + x (mod m), ax= bx (mod m).
Demostracion. Se deja como ejercicio para el lector.

Observacion. Hasta el momento hemos enunciado propiedades de las congruencias que
también cumple la relacion de igualdad. Sin embargo, en general, no todas las
propiedades de la relacion igualdad se cumplen para las congruencias. Por ejemplo, la
ley de cancelacion que se mantiene para las ecuaciones no necesariamente se mantiene
para las congruencias. Considérese la congruencia: 24=12(mod.3), esto no implica que
4=2(mod.3). El razonamiento no es valido porque el entero 6, que fue cancelado, es
factor del mddulo 3, entonces la diferencia 24 —12 es divisible por el modulo 3 mientras
se mantenga el factor 6.

Sin embargo, es posible encontrar una ley de cancelacion para congruencias de la
siguiente manera:

Teorema 33. Para cualesquiera ¢, m enteros primos relativos, ca=cb(mod. m) implica
a=b(mod. m).

Demostracion. Por hipotesis, ca=cb(mod. m). Esto implica que m | (ca — cb) = c(a - b).
Como ¢ y m son primos relativos, se concluye que m | (a — b). Aplicando la definicion
de congruencia a esta ultima igualdad, a=b(mod. m).

|

Teorema 34. Si ¢ es primo relativo a m, la congruencia cx=b(mod. m) tiene solucion
entera x. Cualesquiera dos soluciones X3, X, son congruentes en médulo m.

Demostracion. Por hipétesis, (c : m) = 1, entonces 1 = ¢s + mt, para enteros s, t.
Multiplicando por b esta Gltima igualdad, se tiene que

b = (bs)c + (bt)m

donde el ultimo termino es multiplo de m. Entonces b=(bs)c(mod. m). Esto sugiere que x
= bs sea la solucién requerida de b=xc(mod. m), es decir, cx=b(mod. m).

Por otro lado supdéngase que X; y Xp son soluciones de cx=b(mod. m), es decir,
cxi=b(mod. m) y cxp=b(mod. m). Como la relacién de congruencia es una relacion de
equivalencia, cx;=cxp(mod. m) y como ¢ y m son primos relativos, entonces, X;=x,(mod.
m).

|

Ejemplo. Determinar si la congruencia 23x=11(mod. 19) tiene solucién.

Solucién. Como 23 y 19 son primos relativos, ya que (23 : 19) = 1, entonces la
congruencia tiene solucion. Utilizando el algoritmo de Euclides,



1 =23s + 19t = 23(5) + 19(-6),
entonces, 11 = 23(5)(11) + 19(-6)(11)

Por lo que x = (5)(11), es decir, 23(55)=11(mod. 19).

Otra manera alternativa de determinar si una congruencia admite soluciones es el
siguiente:

Teorema 35. La congruencia ax=c(mod. b), con a, b, c nimeros enteros; a, b no nulos,
admite soluciones enteras siy solo si (a: b) | c.

Demostracion. Supdngase primero que la congruencia ax=c(mod. b) tiene solucion
entera. Eso implica, por definicion, que ax — ¢ = bk, para algun entero k = 0. Entonces,
ax + b(-k) = c, donde se observa que ¢ es combinacion lineal de ay b y por tanto (a : b)
| c.

De manera inversa, supéngase que (a:b) | c. Entonces podemos expresar a la
congruencia ax=c(mod. b) en los “menores términos” mediante

g & g b oo C
" (a:b) (a:b)’ (a:b)

Asi, llegamos a la congruencia “reducida” a’x=c’(mod. b"). Obsérvese ahora que, si
(a:b) = as + bt, entonces, a’s + b’t = 1, es decir, @a" y b” son primos relativos y por lo
tanto nos encontramos en el caso del teorema 33 y por lo tanto la congruencia
ax=c(mod. b) tiene solucidn entera.

|

Un caso importante se da cuando el mddulo m es un nimero primo. En este caso, todos
los enteros no divisibles por m son primos relativos a m. Este hecho nos permite hacer el
siguiente

Corolario. Si p es numero primoy ¢ = 0 (mdd. p), entonces cx=b(mod. p) tiene solucién
Unica, modulo p.

Al igual que el caso de sistemas ecuaciones lineales, donde lo que queremos encontrar
son las soluciones simultaneas, podemos construir también “sistemas de congruencias
lineales” donde lo que deseamos determinar es la solucion comun para las congruencias
dadas. Sin embargo, un sistema de dos o mas congruencias lineales no tiene
necesariamente solucion, aunque cada una de las congruencias individuales si tenga
solucion. Por ejemplo, no existe ningun x que satisfaga simultdneamente x = 1(méd 2) y

X = O(m()d 4), a pesar de que cada una de ellas, separadamente, tiene solucion. En este
ejemplo, los modulos 2 y 4 no son primos entre si. Ahora demostraremos que todo

sistema de dos 0 mas congruencias lineales que, separadamente, admiten solucién unica
se puede resolver simultaneamente si los modulos son dos a dos primos entre si.
Teorema 36. Si los médulos m; y m, son primos relativos, entonces las congruencias

x= b(mod. my), x= by(mod. m,)



tienen una solucién comdn x. Cualesquiera dos soluciones son congruentes modulo
maimo.

Demostracion. La primera congruencia tienen solucion b; y la solucion general es x =
b, + ym,, para cualquier entero y. Esta solucion debe satisfacer la segunda congruencia,
es decir, by + ymi=by(mod. my), o bien ym;= (b, — b;)(mod. m;). Como m; es primo
relativo a my, la congruencia puede ser resuelta mediante el método del teorema 34.

Por otro lado, supongase que x y X son dos soluciones dadas de las congruencias
simultaneas. Entonces x — x’=0(mod. m;) y también es congruente en modulo m,. Como
m; y my son primos relativos, esto implica que la diferencia x — x” es divisible por el
producto de los modulos mymy, lo que quiere decir que x=x" (mod. mym,).
|

Ejercicios.

1. Sean a, b enteros tal que b | a. Demostrar que b" | a".

2. Sia<bh,¢Cuales son los valores de q y r en la igualdad a=bg+r, con 0<r< |b|?

3. Si(a:b)=(a:c)=1,entonces (a:bc)=1

4. Probar que cualquier entero a, con a = 1 y para todo numero natural n, se cumple
quea-1]a"-1.

5. Calcular el maximo comdn divisor de las siguientes parejas de enteros:
a) 527, 765;
b) 361, 1178;
c) 108, 243;
d) 156, 1740;
e) 12321, 8658.

6. Supdngase que F1=1, F,=1, F3=2, F,=3, Fs=5, y en general F,=F.1+F, para
n >3. (F, es llamado el n-ésimo nimero Fibonacci.). Demostrar que

F+F+FK+-+F =F_ ,-1
7. Demostrar que X =7(mdd. 12) implica que x =3(mod.4)
8. Sid|a,d|bcy (a:b)=1, pruébese qued | c.

9. Sin es entero positivo, probar la identidad algebraica:

n-1
a"-b"=(a-b)> ab" ",

k=0



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Demostrar que, si &, b, ¢ son enteros y a+b=c, entonces a=c-b.
Demostrar que si p es primo, entonces ﬁ no es un nimero racional.

Si(a:b)=1, entonces (a+b:a-b)oesloes?2.
Para cada inciso, encontrar los enteros x tales que:

a) 5x=4 (mdd. 3).

b) 7x=6 (mdd. 5).

c) 9x =8 (mod. 7).

d) 99x =100 (mdd. 101).
e) 81x =57 (mdd. 117).

Demostrar que si a>0 y a no es primo, entonces hay un divisor primo p tal que

p<-a.

Demostrar que para todo ndmero natural n, (9n+8 : 6n+5) = 1.

Demostrar que si d es combinacion lineal de ay b, y b es combinacién lineal de
ay c, entonces d es combinacion lineal de ay c.

Demostrar que si a, b son enteros positivos y a < b, entonces a® < b® Encontrar
ejemplos de nlimeros enteros a, b tales que a < by a* > b?.

Demostrar que si (a : ¢)=1,a|my c| m, entonces ac | m.
Demostrar que si a > 0, entonces (ab : ac) = a(b : c).

Demostrar que si a, b, ¢ son enterosy a—b = ¢, entoncesa =c + b.
Demostrar que si (a : ¢)=d, a| by c|b, entonces ac | bd.

Sean c,,c,,...,C,enteros. Se les llama combinaciones lineales de b,b,,...,b a los

enteros de la forma

cb +c,b, +---+cCb,

a) Muestre que cada uno de los b; es combinacién lineal de b,,b,,...,b, .
b) Demuestre que si a divide a los enteros b,,b,,...,b,, entonces a divide
a cualquier combinacion lineal de b;,b,,...,b, e inversamente.

Probar que:
a) 86 no es combinacion lineal de 96 y 75.
b) 42 no es combinacidn lineal de 84 y 76.
c) 94 no es combinacion lineal de 144y 66.

Pruébese que si d=(a : b) y d=ar + bs, entonces r y s son primos entre si.



25.

26.

217.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Sid=(a:b)ya=a'd, b=b"d, pruébese que a" y b” son primos entre si.

Demostrar el siguiente teorema. (Teorema de Fermat): Si a es un entero y p un
entero primo, entonces

a” =a(mdd.p)
Hint: Para un entero primo fijo p, pruebe por induccién sobre a.

Sean a, b enteros, y p un entero primo. Demostrar que
(a+b)’ =a” +b*(mod p).
Pruébese que sic|ay (a: b)=1entonces (b : c)=1.

Encontrar el médximo comun divisor d, de los enteros 299 y 481 y encontrar los
enteros X, y tales que 299x+481y = d.

Demostrar que hay infinidad de nimeros primos.

Si a 'y b son primos entre si, pruébese que el maximo comun divisor de a'y bc es
igual al maximo comun divisor de a y c. (Hint: Probar que el conjunto de
divisores comunes de a y bc es el mismo que el conjunto de divisores comunes
deayc.)

Encontrar la solucién general (si es que existe) de cada una de las siguientes
ecuaciones diofantinas:

a) 2x+3y=4;

b) 17x + 19y = 23;
c) 15x + 51y =41;
d) 10x -8y =42;
e) 121x-88y =572.

Demostrar que si p y g son primos distintos entonces (p : g)=1.

Dados x e y, sean m=ax+by, n=cx+dy, en donde ad-bc = #1. Probar que (m : n)
= (x:y).

Resolver el siguiente sistema de congruencias:

x =5(mod7)
x = 2(mod12)
x = 8(mod13)

Demuéstrese que si un primo p divide a un producto de enteros aa,---a
entonces p divide al menos a uno de los factores a;.

n'



37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

46.

La suma de dos enteros positivos es 5264 y su minimo comdn multiplo es
200340. Determinar ambos enteros.

Demuéstrese que si un primo p divide a b" (n e N) entonces p divide a b.

Un turista y su guia escalaban aterrados la pirdmide de Keops en Egipto,
perseguidos por un fiero ledn. El turista subia los escalones de cinco en cinco, el
guia de seis en seis y ledn de siete en siete. En cierto momento, el turista estaba
a un solo escalon de la cima (donde estaba su escopeta), el guia a nueve y el ledn
a diecinueve. ¢Cual es el nimero minimo de escalones que debe haber en la
piramide de Keops? Segun los datos del problema, ¢Existe solucion Gnica?

Usando el principio del buen orden demuéstrese que todo entero mayor que 1 es
divisible entre un nimero primo. (Hint: Considérese el conjunto M de enteros
mayores que 1 que no tienen un factor primo. Si M =&, M tiene un elemento
minimo a, el cual no puede ser primo. Al descomponer a como un producto de
dos enteros positivos mayores que 1, estos si tienen factores primos.)

Demuestre que el minimo comun multiplo de dos numeros primos entre si es
igual a su producto.

Sea d = (826 : 1890). Utilizar el algoritmo de Euclides para calcular d, y
expresar entonces d como combinacion lineal de 826 y 1890.

Demostrar que si a'y b son primos entre siya|c b | c, entonces ab | c.
Sead=(a:b)ya=a'd,b=b"d. Sia|cyb|c, demuestre que a’b’d | c.
Si k > 0 demuéstrese que

(ka : kb) = k(a: b)

[ka : kb] = k[a : b].

Si b,b,,...,b, sonenterosy di= (b, :b, :...:b ) para 2 <i<n, demostrar que

di = (di-l . b.)

(Este ejercicio nos dice que el concepto de m.c.d. puede ser extendido a conjuntos
de mas de dos enteros.)

47.

48.

Pruébese la afirmacion analoga del ejercicio anterior, para el caso del minimo
comun maltiplo, para enteros b;,b,,...,b, distintos de cero.

Un turista chino fue de viaje a Nueva York y encontré en una tienda un articulo
que valia 11 dolares. Solo traia monedas de su pais, pero el vendedor acordo
aceptarlas. Cuando habl6 por teléfono al banco para averiguar la equivalencia, le
respondieron que 11 monedas chinas con hoyos redondos equivalian a 15
dolares, 11 monedas con hoyos cuadrados a 16 délares y 11 monedas con hoyos



triangulares a 17 ddlares. (Cuantas monedas de cada tipo se necesitaron para
pagar el articulo? ¢Es Unica esta solucidon? Justifique su respuesta.

49. Sea p un numero primo. Demostrar que Z, es un dominio entero y que de hecho
todos los elementos de Z, tienen inverso multiplicativo, si las operaciones de
suma y multiplicacion de Z, de definen de la siguiente manera:

a+b=pk+r,con 0<r < p;esdecir, a+b=r(mod.p)
ab = pk’+s,con 0<s < p; es decir, ab =s(méd.p)
Asi, para calcular las sumas y productos de enteros de Z, s6lo dividimos la suma
(o la multiplicacién) de a y b entre p y el residuo serd el resultado de esta
operacion
50. Para cada inciso, determinar si existen enteros x tales que:
a) 6x=5(mad. 4),

b) 10x =8 (mdd. 6),
c) 12x=9 (mod. 6).



3. NUmeros complejos

3.1 Introduccién.

Desde muchos afios atras se han escrito paginas y paginas en donde se proclaman las
propiedades que tienen los numeros reales. No obstante, dicho sistema resulta ser
insuficiente para la solucién de diversos problemas que se presentan con frecuencia, en
el 4lgebra, en las ecuaciones diferenciales y en otras ramas de la matematica’. Por este
motivo, el campo de los reales tuvo que ser ampliado hasta formar un sistema numérico
que hoy en dia se conoce como el campo de los complejos. Uno de los principales
motivos por los que fueron introducidos estos numeros es porque no es posible
encontrar raices reales a la ecuacion:

x*+1=0

Esta extension de los numeros reales fue hecha de manera gradual por importantes
personajes que intentaban resolver ciertas ecuaciones algebraicas. Por ejemplo, en 1545,
Girolamo Cardano (1501-1576), intentd encontrar dos nimeros cuya suma fuese 10 y

cuyo producto fuese 40. Al final escribié 40 = (5+J—15X5—J—15), resultado que le
parecio absurdo. Mas adelante, René Descartes (1596-1650), calificd de “imaginarias”

las expresiones del estilo de a+-/—b (donde a es real y b es real positivo). Este
término resulta ser quiza desafortunado ya que como se vera en secciones posteriores,
de imaginarias no tienen absolutamente nada. Con frecuencia nos referiremos a la “parte
imaginaria” de un numero complejo, costumbre que se debe a Descartes. Si bien el
concepto de nimero imaginario incomodaba a muchos matematicos del siglo XVIII,
bastantes de ellos ya habian hecho buen uso de los nimeros complejos en problemas
tanto fisicos como abstractos®.

3.2 Operaciones y propiedades.

A mediados del siglo XIX, el matematico irlandés William Rowan Hamilton presento
una formulacion de la teoria de los nimeros complejos en la cual un nimero complejo
se define como un par de nimeros reales expresados en determinado orden. Esto podria
parecer, a primera vista, un poco artificial dado que lo que deseamos hacer es una
extension de los reales que siga cumpliendo con las operaciones algebraicas
convencionales. Sin embargo, hemos de recordar que la definicion formal de los
nUmeros enteros esta en términos de parejas de naturales, en las cuales el orden de estos
es determinante para identificar el nimero del cual estamos hablando. De igual modo,
los racionales se expresan en términos de parejas de enteros, donde una vez mas el
orden es importante. Asi, la formulacion propuesta por Hamilton nos lleva a la
siguiente:

! Michael Spivak, Célculo infinitesimal, 2001, pg. 719.
2 A. David Wunsch, Variable compleja con aplicaciones, 1997, pgs. 6-7.



Definicién 1. Un nimero complejo es la pareja (x; y) de nimeros reales donde x es
Ilamado componente real mientras que y se le llama componente imaginaria.

Se dira que dos numeros complejos (a; b), (c; d) son iguales si y s6lo si a=cy b=d.
Al conjunto de numeros complejos lo denotaremos con la letra C. De este modo,
C:={(x;y): %, yson reales}

Definicién 2. La suma de dos numeros complejos (a; b), (c; d) es el nUmero complejo
(a+c; b+d) obtenido sumando, respectivamente, las primeras y las segundas
componentes de los dos nimeros dados.

Definiciéon 3. El producto de dos numeros complejos (a; b), (c; d) es el nimero
complejo (ac — bd; ad + bc).

Teorema 1. Las operaciones de suma y multiplicacion que acabamos de definir
satisfacen las leyes conmutativa, asociativa y distributiva.

Demostracion. Solamente demostraremos la propiedad distributiva. Las otras
demostraciones son mas simples y se dejan como ejercicio para el lector. Si u=(us; up),
v=(V1; Vo) Y w=(Wy; W7), entonces tenemos

u(v+w) = (ug; Up) (Vi+twy ; Votwyp)

= (UVy + UW1 — UV2 — UaWa; UgV + UgWa + UVy + UpWi)
(Urv1 = UaVz; UV + UpVa) + (UgWi — UpWa; UgWa + UpWi)
= uv + uw.

A partir de las operaciones anteriores es posible definir la resta y la division de nimeros
complejos. Asi, restar b de a significa encontrar un nimero x tal que:

b+x=a

Tal nimero —diferencia de a y b— es Unico, y la misma definicion se extiende a los
numeros complejos:

Definicién 4. Restar el nimero complejo (c; d) de (a; b) significa hallar el namero
complejo (x; y), tal que:
(c;d) +(x7y) = (asb)
puesto que por definicion de adicion de niUmeros complejos tenemos que:
(cd)+(xy) =(c+xd+y),
y las incdgnitas X, y deben ser determinadas por las ecuaciones:

C+x=a
d+y=Db



que admiten la Unica solucion x = a —c; y = b —d. Por lo tanto la diferencia de (a; b) y
(c; d) es un nimero univocamente determinado por:

(a;b) - (c;d) = (a—c;b—d)
A manera de observacion, tenemos que en particular:
(a;b) - (asb) = (0;0)

es decir, el niumero complejo (0; 0) representa el mismo papel que el 0 para los nimeros
reales.

Con el mismo artificio, salvo modificaciones se define la divisiébn de ndmeros
complejos. Es decir, dividir a por un nimero b, significa hallar un nimero x tal que
bx=a.

Definicién 5. Dividir el numero complejo (a; b) por (c; d), con (c; d) distinto de (0;0 ),
significa hallar el nimero complejo (x; y) tal que:

(c;d)(x;y) = (a;b)

puesto que (c;d)(x;y) = (cx—dy;cy+dx), las incognitas X, y deberan hallarse
resolviendo el sistema de ecuaciones:

cx—dy=a
dx+cy=D

obteniendo la solucion Unica:
_ac+hd
c2+d?’
_bc-ad,
c2+d?’

gue como puede comprobarse por simple sustitucion, satisface el sistema dado. En
consecuencia la division (c; d) = (0; 0) nos da el cociente:

(a;b) (ac+hd bc-ad
(c;d) (c?+d? c?+d? )

Hasta este momento, los nimeros complejos los hemos definido como parejas de

nameros reales, las cuales, segun las definiciones dadas anteriormente, las podemos

sumar, restar, multiplicar y dividir. Observemos una caracteristica importante.
Cualquier nmero complejo (a; b), este lo podemos escribir de la siguiente manera:

(a; b) = (a; 0) + (0; b) = (a; 0) + (b; 0)(0; 1)



Por comodidad, a los numeros complejos expresados como pareja de reales, los
representaremos con las letras u, v, w, z, mientras que, como caso unico y especial, al
complejo (0; 1) le asignaremos la letra i y no se utilizara ninguna otra letra para este
namero.

Otra propiedad interesante, es que numeros complejos del tipo (a; 0), es decir, que
tienen segunda componente (parte imaginaria) nula, al realizar las operaciones

fundamentales entre ellos, seguiremos obteniendo un complejo del mismo tipo, como se
puede observar a continuacion:

(;0)+ (;0) = (a + b;0)

(a;0)-(0;0)

(a—D;0)

La conclusion, a partir de las observaciones hechas anteriormente, es que si a los
numeros complejos con segunda componente 0, se les somete a las operaciones de
adicion, sustraccion, multiplicacién y division, cualesquiera que sea la cantidad de veces
que se repita la operacion, el complejo resultante tendrd también su segunda
componente 0, mientras que la primera componente resultara de realizar las operaciones
indicadas con las primeras componentes de los complejos dados. Esto significa que los
nimeros complejos con segunda componente nula se comportan, sin temor a
equivocarnos, como numeros reales. Asi, a los complejos del tipo (a; 0) simplemente
los escribiremos como a. De esta manera, el simbolo “a” tendra dos significados: uno,
como simbolo de un namero real; y el otro, como simbolo de un nimero complejo (a;0).

Hemos conseguido asi, una manera alternativa de escribir a un namero complejo. Por
ejemplo, si z representa a un ndmero complejo dado (a; b), entonces z puede ser
expresado como:

z=(a; b)=(a; 0) + (b; 0)(0; 1) =a+bi.
A esta forma alternativa de escribir al complejo z se le conoce como forma binémica’.

Ya previamente establecido que el conjunto de los numeros complejos recogen las
caracteristicas establecidas, es importante también comentar que ésta estructura
numérica cumple con lo que es una estructura de campo ya que se verifican a partir de
las definiciones de las operaciones béasicas de adicion y multiplicacion de numeros
complejos los siguientes axiomas:

Axioma 1: EIl conjunto de los nimeros complejos es cerrado bajo las operaciones de
suma y multiplicacion, es decir, si v, w € C, entonces: v+w € C yvw e C.

¥ Notacion que se le debe al matemético suizo Leonhard Euler (1707-1783).



Axioma 2: La suma y la multiplicacién de nameros complejos es conmutativa, es decir,
siv, w e C, entonces:
V+W=W+V

VW = WV

Axioma 3: La suma y la multiplicacién de nimeros complejos es asociativa, es decir, si
u, v, w e C, entonces:

U+VvV)+w=u+(Vv+Ww)
(uv)w = u(vw)

Axioma 4: Existe un numero complejo, el 0, tal que para todo u e C, tenemos que:

Uu+0=0+u=u
u0=0u=0

Tenemos también que existe un namero complejo, el 1, tal que para todo u € C,

tenemos que:
ul=Iu=u

Axioma 5: Para cada u e C, existe en C su inverso aditivo denotado por —u, tal que:
u+(-u)=(-u)+u=0

Tenemos también que, dado u =0, existe en € su inverso multiplicativo denotado por
u™, tal que:
uu ) =uHu=1

Axioma 6: En C, el producto distribuye a la suma, es decir, si u, v, w e C, entonces:

u(v+w) =uv+uw
(Uu+Vv)W=uw+vw

Hemos de observar finalmente que algunas de las propiedades que juegan un papel
importante en los reales, desaparecen al extender el campo de R a C, nos referimos

explicitamente al orden®. Hasta el momento no se ha definido ninguna relacién de la
forma u <, si u e v son nimeros complejos cualesquiera. Como se vera en el siguiente
teorema, es imposible definir una relacion que satisfaga los axiomas de orden.

Teorema 2. No es posible definir una relacion de orden en el campo de los nimeros
complejos.

Demostracion. Supongase que se puede definir una relacion de orden < que satisficiera
los axiomas de orden 9, 10 y 11. Entonces como i = 0, se debiera tener quei >001i<0.
Supongamos que i > 0. Entonces, por teorema 9 del capitulo 1, tendriamos que i > 0, 0
-1 > 0. Sumando 1 a ambos miembros, obtendriamos que 0 > 1. Por otro lado,

* Tom M. Apostol, Anélisis Matematico, 1976, pg.. 23.



aplicando la definicion 5 a -1 > 0, hallariamos 1 > 0. Tendriamos, pues, que 0 > 1y
también 1 > 0, que por el axioma 9, es imposible. Asi pues, suponer que i > 0 lleva a
una contradiccion. Un razonamiento analogo prueba que no es posible que i < 0. Por lo
tanto, los nimeros complejos no pueden ser ordenados de tal suerte que verifiquen los
axiomas 9, 10y 11.

|

Ante esta situacion, no existe una relacion de orden que tenga las propiedades usuales
con respecto a las operaciones de C. Por ejemplo, usando nimeros reales podemos decir

que 2 > 1, pero dentro de los numeros complejos no tiene sentido afirmar que (1+ i) <
(2 + 3i) oque (2 + 3i) <(1+i). Una desigualdad de la forma a < b siempre implicara
que tanto a como b son nameros reales. Asi los términos positivo y negativo no aplican
a los numeros complejos y el empleo de estas palabras implica que se estd hablando de
un namero real.

Interpretacion geométrica de los niUmeros complejos.

Puesto que un namero complejo (x; y) es un par ordenado de numeros reales, este puede
representarse geométricamente mediante un punto del plano, o por un vector que una al
origen (0; 0) con el punto (x; y). Las operaciones de adicion y sustraccion de nimeros
complejos que se acaban de definir tienen una sencilla interpretacion geométrica. Si dos
nameros complejos z; y z, se representan mediante flechas que unen el origen con z; y
Z,, respectivamente, entonces la suma Zz;+z, esta determinada por la ley del
paralelogramo. La flecha que une el origen con el punto z;+z, es una diagonal del
paralelogramo determinado por 0, z; y z,, como se ve en la siguiente figura.

21t+2o

22-11 Zo e ;

.....
.o
.e
.e
.o
.o
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La otra diagonal esta relacionada con la diferencia de z; y z,. La flecha de z; a z, es
paralela y de igual longitud que la que une O con z,-z3; la flecha en el sentido opuesto,
de z, a z3, se relaciona del mismo modo con z;-z».



Para el caso de la multiplicacion y division de nimeros complejos, cabe sefialar que
cuando multiplicamos u por v para obtener el producto uv la operaciéon que se lleva a
cabo con los vectores correspondientes no es una multiplicaciéon escalar (producto
punto) ni una multiplicacion vectorial (producto cruz), operaciones que quizas son ya
conocidas. De manera similar, podemos dividir dos numeros complejos y también en
cierto sentido, sus vectores. Esta operacion tampoco tiene equivalente en las
operaciones vectoriales que posiblemente ya se conozcan.

3.3 El conjugado y el modulo un namero complejo: operaciones vy
propiedades.

La expresion del nUmero complejo z = x + iy como pareja z = (X; Y) quiza nos sugiera la
notacion para las coordenadas de un punto en el plano xy. La expresion

|z =/x* +y® nos indica a su vez la expresion de la distancia pitagérica de dicho punto
al origen.

No debe sorprendernos que el plano xy (o plano cartesiano) se use a menudo para
representar numeros complejos. Cuando se usa para este proposito se le conoce como
plano de Argand, plano z o plano complejo®. En estas circunstancias, el eje x, 0 eje
horizontal, se llama eje de los nimeros reales, mientras que el eje y, o eje vertical, se
conoce como eje de los nUmeros imaginarios.

Otra representacion posible de z en este plano es en forma de vector. Mostramos
z = x+1iycomo una linea dirigida que comienza en el origen y termina en el punto

(X, y). Asi, podemos representar un nimero complejo como un punto 0 como un vector
en el plano xy. Se usardn ambos métodos y a menudo nos referiremos al punto o vector
como si se tratase del propio nimero complejo y no sélo de su representacion.

Definicién 6. Sea z un nimero complejo escrito en la forma z = x + iy, o bien, z
= (x; y). Se define el conjugado del nimero complejo z, que se denota por z, como el
namero complejo 7= x —1iy, es decir el conjugado de z sélo difiere en el signo de la
componente imaginaria.

Algunas propiedades importantes de los numeros complejos y los conjugados de los
nameros complejos se enuncian a continuacion:

o Z+z= (X+1iy)+(x—=1y) = 2x+ (y — y)i = 2x, es decir, la suma de un nimero
complejo y su conjugado es igual a dos veces la parte real del nimero complejo,
la cual denotaremos por 2Re(z) .

e 7-7= (X+1y)=(x—=1y) =(x=x)+(y+y)i=2yi, es decir, la resta de un
namero complejo y su conjugado es igual a dos veces la componente imaginaria
del namero complejo, la cual denotaremos por 2Img(z).

> Tom M. Apostol, Calculus, 1999, pg. 443.



7z = (x+iy)(x—iy) = x>+ y*, y a ésta operacion se le conoce comunmente
como la norma de z.

[ ]
Nl

=17.

© (@+z)=7+1,.

e (zz,)= (ZXZ?)

e A partir de las conclusiones anteriores se deduce que la diferencia o el cociente
de dos nimeros complejos conjugados es igual, respectivamente, a la diferencia
0 al cociente de sus conjugados, lo cual se expresa de la siguiente manera:

— — (z) z
(21_22)221_22’ (ij:Z:l

Una observacion importante es que los nimeros reales coinciden con sus conjugados y
reciprocamente, un nimero que es igual a su conjugado es un namero real. En efecto, si
X+1iy = X—1y, se requiere que y = -y, 0 bien, y = 0.

Estas propiedades pueden en ocasiones ahorrarnos trabajo. Consideremos por ejemplo:

1+i 1-i
-+ :
3-41 3+4i

=X+1y

Encontrar los numeros X, y puede resultar bastante tedioso. No obstante, observemos

(z) 1 3 |
gue con la ayuda de la ecuacion | — |==, la segunda fraccion es el complejo
Z2 Z2

conjugado de la primera. Asi, de la deduccion de la suma de un namero complejo y su
conjugado, vemos que y = 0, mientras que x = 2Re(( 1 + i )/( 3 — 4i)) donde la parte
real de (1 +1i)/(3-4i)es(3-4)/25=-1/25. La respuesta es por tanto x = -2/25ey =
0.

Definicion 7. A la raiz cuadrada positiva de la norma de z se le llama valor absoluto de
z 0 médulo de z, y se denota por |z| 0 bien por méd(z). Entonces:

m6d (x +iy) = mod (2) = |2 = +2z =+ + y2.

A manera de observacién, el modulo de un ndmero complejo es igual al de su
conjugado porque:

=X +(-yf = +y* =]z



El producto de un nimero complejo por su conjugado es el cuadrado del médulo del
, . , - , - 2
nimero complejo. Obsérvese que zz = x* + y*. Asf pues, zz =|7".

Teorema 3. El modulo de un producto es igual al producto de los médulos de sus
factores, es decir,

2,2,252,| = |22, 24| - |z,

Demostracion. Consideremos primero el producto dos factores z'=zz,. Tenemos
entonces que la norma de z'es:

Z’? = (2122)(2122) = (2122)(2_12_2) = (212_1)(222_2)

entonces z'z' = \/zlz_l\/zzz_z, por tanto |z| =|z]|z,|. Consideremos ahora el producto
" =1272,1,,y5€ea 7' = ;z,, entonces por lo demostrado anteriormente:

ZN

= |2|z = 2|2, 24|

y asi podemos extender este resultado para el producto de n factores.
|

Teorema 4. |z, +2,+---+27,| <|z|+|z,|+---+|z,| 'y la igualdad s6lo sera valida
cuando todos los numeros z,,z,,...,z, sean iguales a cero, o bien, en el caso de que

. . z, Z z .
uno de ellos, por ejemplo z;=0, y todos los cocientes —%,—2,...,—~ sean ndmeros reales
Zl Zl Zl

no negativos.
Demostracion: Obsérvese primero que si z; = a;+ ibs, entonces a; =Re (z1) < |z1] y la
igualdad se da cuando b;=0 y a0, ya que si |z|=-/a] +b}, es claro que

a, <-/a; +b’ si by= 0. Por otra parte si b;=0 y a;<0 entonces |z, = \JaZ =—a, por
tanto a;<-a;. Finalmente si b;=0y a,0, entonces |z,| = JaZ =a,.

Consideremos ahora la suma de z; y 2z, por definicion de modulo tenemos que:

2 = — - — — — — 2 2 —
|Z1+22| :(21"'22)(21"'22):(21"'22)(21"'22):le1+zzzz+2122+2221:|21| +|Zz| +2Re(2122)

ya que z2,=22, Yy 2,7,+2,2,=2Re(z,z,), por lo tanto:
el +3zz] =2+ v
como el médulo es un nimero real positivo entonces |z+2|<|z|+z| y la igualdad sélo

Re(z,2,) < ‘zlz‘ =|21”Z‘ =|z,]|z,| en consecuencia [z +2/" <[z,

sera valida si Re(zlz_z):‘zla y por la observacion hecha al principio de la



demostracion de éste teorema, esto ocurre cuando z,z, es un namero real positivo, es
decir, cuando a,a, +bb, >0 y ab, —b,a, =0. Suponiendo que z; # 0y z,z, es un

. . z, 1 . .
ntmero real positivo, entonces —=2 = =2 es un nimero real positivo.

z
2,7 Z,

] . i — Z, (. — .
Reciprocamente si ésta ecuacion es verdadera, entonces z,z, =(—2j(zlzl) serd un
Zl

namero real y positivo.

Consideremos ahora la suma de tres términos z, +z, + z; =(z, + z,) + Z,. De acuerdo
con lo probado anteriormente |(z, +2,)+ ;| < |z, + 2,| +|z5| Y |z+2)<[z]+z] por lo
tanto |z, +2, + 25| <|z,|+|z,|+|z5] y la igualdad sélo serd valida si se da

simultaneamente que |z+2|=|z|+z] Y |(z, +2,) + 2,| =]z, + 2,| +|z;|. Veamos en que

casos se da ésta situacion. Sea z; # 0 la primera igualdad sera valida si la razén % es
Zl

- . z z
real y positiva. En tal caso, el nUmero z, +z, = zl(1+ —ZJ no es cero y 1+—%es un

zl Zl
z z 2, )"
niimero real positivo. La segunda igualdad exige que —2—=-"2|1+-%| seareal y
2,+2, 1, Z,
2\ z z
positivo, pero (1+ —ZJ es real positivo y ——>—es real y positivo, y por lo tanto —2 es
Z, L+, Z,

real y positivo.
Razonando de la misma manera, se demuestra el teorema para la suma de mas de tres

términos.
|

3.4 Existencia de la raiz cuadrada de un namero complejo.

Hallar la raiz cuadrada de un niamero complejo z equivale a hallar la solucion v de una
ecuacion de segundo grado:

Ve =1

Seav=a+bhi y z=x+yi, entonces los nimeros reales a, b deben ser tales que
(a+bi)* =x+yi, pero (a+hi)’ =a®—-b?+2abi, en consecuencia, a y b deben
satisfacer el sistema:

a’—b*=x
2ab=y



Ahora,(az+b2)2=(a2—b2)2+4a2b2 y de ésta dltima identidad tenemos que
x*=(a’-b2f y y?=4a’h’ = x*+y?=(a’-b?) +4a’h® =(a?+b*) entonces
(a2+b2):w/x2+y2 tomando la raiz positiva. Despejando a® del sistema de

ecuaciones, tenemos que a’=Xx+b’y (a2 erz):w/x2 +y?, combinando ambas

X2 +y?—x X2 +y? +x
2 2
necesario aclarar unas cuestiones. Estas ecuaciones son consecuencias necesarias del
sistema de ecuaciones formulado al principio del problema, pero puede suceder que
existan soluciones que no lo satisfagan. Para separar las soluciones de

,  AXP+YE+X : ,
a“ = BT que cumplan con el sistema de ecuaciones, debe tomarse en cuenta
que 2ab=y, y en caso de que y = 0, la ecuacion determina el signo de b
correspondiente a un signo dado de a, es decir, a y b deben tener el mismo signo cuando
y >0, y signo contrario cuando y < 0.

ecuaciones que b® = y por tanto a’® = . No obstante es

De acuerdo con esto, las soluciones de la ecuacion v = X + yi son:

2 2 2 2
v—i\/”x +y +x+i\/1/x +2y —X

= 5 cuandoy >0
[2 2 [,2 2
yv=i\/ X +2y +X—i\/ X +2y X cuandoy < 0.

Ahora bien, cuando y = 0, entonces«/x_zzx 0 \/Fz—x cuando x > 006 x <0
respectivamente. De aqui se concluye que a=+yx y b = 0. Si x > 0, entonces la
ecuacion v? = x tiene dos raices reales v =++/x. Por otra parte, si x < 0, entonces
a=0yb= J_r\/—_xy en éste caso la ecuacion v? = x tiene dos raices imaginarias puras

V==id/-X.

Finalmente cuando x =y = 0, sélo existe la solucién trivial v = 0.

Ejemplo 1: Resolver la ecuacion:

Solucion: En éste caso,a=0; b =-1; ~/a’ +b® =1,b < 0, por lo tanto:



Ejemplo 2: Resolver la ecuacion:
X? =-5+12i

169 -5
2

Solucién: En este caso a = -5, b = 12; +/a® +b? =-/169 =13, 4

/169 +5
2

=9; y b>0, por lo tanto, X = +(2+3i).

3.5 Ecuaciones de segundo grado con coeficientes complejos.

En el apartado anterior se demostrd que todo numero complejo tiene raiz cuadrada y a
partir de éste resultado podemos calcular las soluciones de ecuaciones de segundo grado
con coeficientes complejos. Es decir, la ecuacion general de segundo grado

az’ +bz+c=0 con coeficientes a, b, ¢ nimeros complejos arbitrarios, puede
resolverse por medio de la formula general:

~b++/b? —4ac

2a

=

la cual se obtiene a partir de las operaciones elementales y de la existencia de la raiz
cuadrada.

Ejemplo 3: Resolver la ecuacion de segundo grado:
iX2—(2+2i)X +2-i=0
Solucion: Aplicando la formula general tenemos

_2+2i++/-4
2i

X

y tomando ~/—4 = 2i;se hallan las raices —i; 2—i.

3.6 Representacion polar de los nUmeros complejos.

En la seccion 3 se expuso entre otras cosas, que los nimeros complejos se representan
graficamente en el plano de Argand o el plano complejo. Los nimeros complejos de la
forma a+0i (nUmeros reales) estan representados por puntos en el eje real. Los nimeros
complejos de la forma 0+bi (nimeros complejos puros) estan representados por puntos
en el eje imaginario. El punto O, junto con z, determina un segmento o vector dirigido



IR
0z, que va del origen 0 al extremo z. Las proyecciones del vector que representaa z =
a + bi sobre los ejes real e imaginario, son respectivamente, a y b, y la longitud del

vector 0z o la distancia de 0 a z nos da un significado intuitivo del modulo de z,

|z =va?+b?*.

A
Eje imaginario
z
b
0
a
Eje real
v
Por otro lado consideremos dos semirrectas dirigidas I,1" que se cortan en un punto S.
Entendemos por angulo entre I,1” - medido de | a I'-y que indicaremos como (I,I'), al

angulo que debe girar | alrededor de S para coincidir con |’ en posicion y direccion,
considerandose éste angulo como positivo o negativo segln | rote en el sentido opuesto
al que giran las manecillas del reloj o en el mismo sentido que estas giran
respectivamente. Desde éste punto de vista, el angulo (I,I') no estd univocamente
determinado sino por el contrario, tiene infinitos valores, cuya vinculacion puede
establecerse de la siguiente manera: Sea ¢ el menor angulo positivo que debe girar |
para coincidir con |" en posicion y direccion. Si se continGa con la rotacion en sentido
positivo, volvera a coincidir cuando el angulo rotado sea ¢ + 2x (midiendo los &ngulos
en radianes), nuevamente coincidira cuando el angulo sea ¢ + 4, y en general, cuando
el angulo sea ¢ + 2km, siendo k un nimero entero positivo. Asi mismo, haciendo rotar |
en sentido negativo se obtiene un &ngulo cuyo valor absoluto es 2= - ¢, las rectas 1,1’
coinciden en posicion y direccion, y lo mismo sucederd después de k rotaciones en
sentido negativo, es decir, tendremos una magnitud 2k - ¢, siendo k un nimero entero
positivo. Tomando todos éstos angulos negativamente, podemos afirmar que |’ forma
con | los &ngulos negativos: ¢ - 2z, ¢ - 4x, @ - 6m,..., @ - 2kr. Por tanto, la expresion
general para el &ngulo (I,I’) es: ¢ + 2km, con k = 0; #1; #2;... un entero arbitrario y ¢ el
menor angulo positivoentre | y I".

Los angulos que difieren en maltiplos de 2x se dicen congruentes en médulo 27°. En
éste sentido, tenemos la siguiente congruencia:

6 James Victor Uspensky, Teorfa de ecuaciones, 2004, pg. 22.



(1) = —(1Ymod 27)

Volviendo a la representacion geometrica de los nimeros complejos, sea € el angulo

comprendido entre el eje real y el vector 0z. Este angulo se le Illama argumento a
amplitud de z. Esta definido para z =0 y tiene infinitos valores que difieren entre si en

multiplos de 2x. Si z = a + bi, a es la proyeccion de 0z sobre el eje real. Llamando
como r al méd (z), entonces r =+/a” +b? y de la definicion de cos @ se desprende que:

a=r(cos @)

. . . N T . g
Dado que el angulo que forman los ejes real e imaginario es > el angulo entre 0z y el

.. . . , T ., > , ,
gJe Imaginario sera 5 6 y la proyeccion de 0z sobre éste seré:

b=r cos(%— 0) =rsend

En consecuencia, z = a + bi puede escribirse en la forma z = r(cosé + isend) que es la
Ilamada forma trigonométrica o polar de los nimeros complejos.

En general no importa el valor que tome el &ngulo 6, no obstante es recomendable elegir
el menor valor numérico del argumento. Se tienen entonces que para representar un
namero complejo z en forma polar se deben hallar primero el méd(z) y luego hallar el
angulo &de menor valor numérico, tal que:

a
cosfd =—: send =
r

b,
r

Sin embargo resulta mas conveniente en algunas ocasiones determinar el &ngulo 6 por
medio de la tangente y para tal efecto se observan los siguientes casos:

1) Casoenque a>0,b>0.Secalcula la tan 0’:9: 0' = tan‘lR y
a a
tomamos como € =6 .

2) Caso en que a > 0, b < 0. Se calcula la —g>0 y

tang' = —g =0'= tan‘l(— gj y tomamos como 6 =2z -6 .

3) Caso en que a < 0, b > 0. Se calcula la —g>0 y

tan@' = —g =0 = tan‘l(— g) y tomamos como 8 =7 -6 .



4) Casoenque a<0,b<0.Secalculala tan 0’=E:> 0 = tan‘lE y
a a

tomamos como =7+ 6 .

Asi, después de haber analizado los casos anteriores, dependiendo del caso en el que se
encuentre el namero complejo z, se tomara el angulo @ para simplificar los calculos
correspondientes. Supdngase que s sea el &ngulo medido en radianes, entonces o seré el
angulo medido en grados tal que:

180s ) ar
a=—— obhien s =—.
T 180

Ejemplo 4: Expresar en forma polar el nimero complejoz =1 + i.

Solucién: Aqui r =|z/ =~/1° +1* =+/2,a=1,b =1,y por lo tanto nos encontramos en

el caso 1. Entonces tand' = 1 =0 = tan‘ll = y 6= . Asi,
1 1 4 4

z=1+i= ﬁ(cos/Z + isen”] .
4 4

Ejemplo 5: Expresar en forma polar el nimero complejoz =1 - i.

Solucion: Aqui r=|z=1"+(-1 =+/2, a = 1, b = -1, y por lo tanto nos
encontramos en el caso 2. Entonces - (_11} >0 y

tang' = —K_lj =0 = tan‘l(— _1j =7 y tomamos como 4 = 27z — - 7—7[ Asi,
1 1 4 4 4

7=1-i= ﬁ(cosﬁzﬂsen?‘fj

Cabe observar que 1-i es el complejo conjugado de 1+i, y si hubiéramos tomado el
angulo en sentido negativo tendriamos como resultado

z=1-i= ﬁ(cos(— ZJ + isen[— ZD = ﬁ(cosz - isean por las propiedades de las

funciones cosenoy seno,y z=1-i= ﬁ(coszr + isentﬂ = ﬁ[cosz - isenZ] :

Por lo tanto el conjugado de un nimero complejo escrito en forma polar z = r(cosé +
isend) es z = r(cosd- isen@)= r(cos(-O)+ isen(-6) ).



Multiplicacion y division de numeros complejos representados en forma polar.

Sean u =r(cosd+isend) y v =r'(cos@ +isend’) dos nimeros complejos expresados

en forma polar. Multiplicando y agrupando factores del segundo miembro de la
identidad tenemos que:

uv = rr'(cos @ +isend)cos &’ + isen@’)

Pero (cosé +isend)(cosd’ +isend’) = cos@cosd’ —senésend’ +i(sendcosé’ + send’ cosé)
y por otra parte:

cos @ cos @' — sen @sen @' = cos( @' + O)

sen @ cos @'+ cos fsen &' = sen (8" + 0)

Por lo tanto: uv:rr’(cos(9'+0)+isen(9’+9)). Esto significa que el modulo del

producto es el producto de los mddulos de los factores y el argumento es la suma de los
argumentos. Por sucesivas aplicaciones de este resultado, ésta regla se extiende a
cualquier nimero de factores. El producto de n factores:

r,(cos @, +isend, );r,(cosd, +isend, )...;r (cosé, +isend),)

es:
(rr,---r,)(cosé, +isend,)(cosé, +isend,)---(cosb, +isend,) =
=(rr,---r, Jcos(d, +---+6,) +isen(6, +---+6,)]
En particular, cuando r, =1, =---=1r,=ry 6, =6, =---=6, =6, esta formula nos da

una importante identidad:

[r(cos@ +isend)|' = r"[cos(n®) +isen(nd)]
que es conocida como la férmula de De Moivre’. Por supuesto, aqui n es un nimero
entero positivo. Sin embargo, como se verd a continuacion, es posible hacer la
generalizacion de la férmula de De Moivre para n un nimero entero negativo.

Obsérvese que:

(cos@ +isend)™ = 3 = c0320 — |sen29 = c0s 6 —isend = cos(— 0) + isen(- 6)
cosd+isend cos” @+ sen“d

y elevando ambos miembros de la ecuacién a la potencia n, se obtiene:

(cos@ +isend)™ = cos(—nd)+isen(~na)

" Felipe Zaldivar. Fundamentos de &lgebra. Universidad Auténoma de México, Fondo de Cultura
Econdmica. 2005.



de donde se concluye que la férmula de De Moivre es también vélida para enteros
negativos.

Por otro lado, para calcular el cociente de nimeros complejos cuando estan escritos en
forma polar, se tiene que: Sean u=r(cos@+isend) y v=r'(cos@’ +isend’) dos

nameros complejos dados en forma polar, entonces el cociente se calcula de la siguiente
manera:

u_ r(cos<9+i.sen¢9) = (cos¢ +isen@)cos o’ +isend’)*
v r'(cos@’ +isend’) r’

pero (cos@’ +isen@’)™ = cos(—@')+isen(-0’), y de acuerdo con la férmula de la
multiplicacidn se concluye que:

% = %(cos(e —6')+isen(0-0"))

de aqui se concluye que el mddulo del cociente de dos numeros complejos expresados
en forma polar es igual al cociente de los modulos y el argumento es igual a la
diferencia de argumentos del dividendo y del divisor.

A partir de la formula de De Moivre, se pueden derivar algunas identidades
trigonométricas bien conocidas. Por ejemplo tomando n=2,

(cos@ +isen@) = cos26 +isen26. Desarrollando el lado izquierdo de la expresion

anterior llegamos a cos’ @ + 2i cosésend — sen’d = cos 26 + isen26. lgualando las partes
correspondientes  (real e imaginaria), obtenemos las dos identidades

cos” @ —sen’d = cos26 y 2senécosd = sen2é .

3.7 Célculo de raices de nameros complejos (potencias fraccionarias).

Por medio de la formula de De Moivre es posible representar todas las raices de la
ecuacion:

Donde z =0 es un numero complejo expresado en forma polar. Sea z = r(cosé + isend)
y sea v =R(cos¢ + isen¢g ), se tiene entonces que:

v" =R"(cosne +isenng) = r(cos @ + isend) = z
Puesto que numeros complejos iguales deben tener modulos iguales, se concluye que:

R" =r ypor lotanto R =4/r tomando la raiz positiva.



Por otro lado, los argumentos de nimeros complejos iguales difieren solamente en
maltiplos de 27, de modo que:

ne =6+ 27K

Siendo k un numero entero arbitrario. Por lo tanto se concluye que:

V= Q/F[COS(H +n2ﬂkJ + isen[e +n2ﬂk Jj

proporciona las n raices que resuelven la ecuacion v" = z.

Para ésta ecuacion, k es un entero cualquiera y el nimero de raices distintas sera sélo de
n. Para obtener todas estas raices solo hay que hacer k = 0; 1; 2;...; n-1. Para probar
ésta afirmacion observese lo siguiente. Si k es un numero entero cualquiera,
dividiéndolo por n se sabe por el algoritmo de la division de numeros enteros que:

k=nq+I,con 0<1<n,esdecir, | €{0,1,...,n-1}

0+@2n)k _0+2x(nq)+Q2x)l 0+ (27)l
n - n - n

de modo que: +(27)q, y por lo tanto:

cos[éhr(zn)kj = cos(gjL(nZ”)I + (27z)qj = cos(eJr(nZH)lJ

n

y Sen(é“r(Zﬂ)k] = sen(@Jr(Z”)I + (Zﬂ)QJ = sen('sur(h)l}
n n

n

lo que prueba que k = 0; 1;...; n-1. Para demostrar que las n raices obtenidas son
distintas entre si, supongase que k' y k”son enteros distintos pero que generan las
mismas raices, en ese caso tendremos que:

Cos(m (Zﬂ)k’] _ Cos[m (27z)k”J , Sen( 0+ (Zﬂ)k’] _ Sen(m (27r)k”]
n n

n n

Esto sélo sera posible si: + (27)q siendo g un nimero entero,

0+ (2r)K" 6+ (2n)k’
n - n
por lo tanto k"=k'+ng=k"—k'=nqg, es decir que n divide a k"—k’, pero
k" —k'<n, entonces la Unica manera de que n divida a k"—k’ es que k"—k'=0, es
decir, k" =k".

La interpretacion geométrica de esta ecuacion es importante porque puede permitirnos
representar facilmente los puntos del plano complejo que representan las raices de algun

nimero. Todas las raices tienen el mismo médulo %/r. Por lo tanto, pueden
representarse sobre un circulo de radio %/r. Todos los valores que se obtienen por



medio de esta ecuacion tienen argumentos distintos. Al aumentar el valor de k como se

o ” 0 6 2z(n-1)
indica en la ecuacion, los argumentos aumentan de — a —+ ———*
n n n

por incrementos

27 . .
de — . Asi, los puntos que representan los diversos valores de z%, que aparecen sobre
n

el circulo de radio %/r , estan uniformemente distribuidos con una separacion angular de
2r , 0 .. .

=28 Uno de los puntos (k = 0) forma un angulo de — con la parte positiva del eje real.
n n

Por lo tanto, contamos con suficiente informacion para representar graficamente todos
los puntos 0 vectores correspondientes.

Una vez observado lo anterior, podemos dar una definicion de z elevado a cualquier
potencia racional (por ejemplo(z),(z)*) y, en consecuencia, resolver ecuaciones como

(z)* +1=0. Tal definicion es

(z)m = (z%“)n

y combinando los resultados anteriores y el Teorema de Moivre, tenemos que

(Z)%1 = (Wy{cos(r:0+(2”)knj+ isen(n0+(27[)knﬂ  k=0;1;2;...; m-1.

m m m

Si n/m es una fraccion irreducible, entonces los valores de k de 0 a m-1 en la ecuacion
anterior dan como resultado m raices numéricamente distintas. En el plano complejo,

dichas raices se distribuyen uniformemente sobre un circulo de radio (W)n Pero si n/m
es reducible (es decir, si n y m tienen factores comunes) entonces, cuando k varia de 0 a
m-1, algunos valores obtenidos tendran valores numéricamente idénticos. Esto se debe a
que la expresion 2zkn/m tomara al menos dos valores que difieren en un multiplo entero
de 2rt. En el caso extremo de que n es divisible entre m, todos los valores obtenidos son
idénticos. Esto confirma el hecho bien conocido de que z elevado a una potencia entera
tiene un solo valor. Asi, es preciso simplificar al maximo la fraccion n/m si no queremos
perder el tiempo generando raices idénticas.

Ejemplo 6: Resolver la ecuacion x* = —4.

Solucion: Siendo — 4 = 4(cos  +isen), entonces:
X = W[cos(#j + isen[#j} conk =0; 1; 2; 3.

Por lo tanto, para obtener las cuatro raices distintas sélo tenemos que hacer variar a k
con lo que obtenemos:

® A. David Wunsch, Variable compleja con aplicaciones, 1997, pg. 31.
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X, = ﬁ(cos(%[j + isen(%rjj =1-i

Un caso especial: raices de la unidad.
La ecuacion particular x" =1 que define a las Ilamadas raices unitarias de grado n es

de especial interés®. Para éste caso particular se tiene que r = 1, y 8= 0, de modo que
las n raices distintas de la unidad se obtienen de la formula:

(Zﬂk) : (Zﬂkj
cos| — |+ isen| —
n n

Tomando k = 0; 1; 2;...; n-1. Para el caso en que k = 0 se obtiene la raiz x = 1, mientas
que las n-1 raices restantes se obtienen seran las potencias:

whik =1:2:..on-1

] 2 . 2 ; . . .
De la raiz w:cos(—”JHsen(—”J y solo se tendrd que aplicar la férmula de De
n n

Moivre para obtenerlas todas.

Ejemplo 7: Hallar las raices de la ecuacion x* =1.

Solucion: Segun lo visto anteriormente se tiene que:

X = i/i[cos(0+jﬂk]+ isen(OJf”kD conk=0;1;2; 3.

co{of)eft)

% James Victor Uspensky, Teorfa de ecuaciones, 2004, pg. 30.

entonces:




w-[of o3 -

=(cosz +isenz)=-1
[l ()

Ejercicios.

1. Encontrar los numeros reales x, y del complejo z=x+iy, que cumplan con las
siguientes ecuaciones:

a) (L+i)z+@Bi)z=2+i;
b) zz+2z=3+i;

) zz+3(z-2)=4- 3i;
d) zz+3(z+2)=7

e) zz+3(z+1)= 3|

2. Expresar en forma polar los siguientes nUmeros complejos:

a) 1-i/3; f) %—i(%;
3}Fﬂ; g) 1--3-ifL+3);
d) —6i; ? —g—ﬁ;

_ i) —2+i;
Q) - 15+il3; i) 2+-3+i;

3. Resolver simultdneamente las ecuaciones:

Q) iz+(@+iw=3+i, (Q+i)z—-(6+iw=4;
b) iz—(L+iw=3, (2+i)z+iw=4.

4. Demostrar que la distancia entre los puntos zi;=ri(cosé+isené) vy
Z,=r,(cos&+isend) viene dada por

d’ =17 +r7 -2cos(6, - 4,).
5. Sean z, w nimeros complejos. Demostrar que |z + w\z +z- w\z = 2\2\2 + Z\Mz.

6. Calcular las raices cuadradas de los nimeros:



a) i; e) —1+i/24;

b) 15-8i; 1 3
¢) 1-i/3; f) —2+|£;
d) -3-4i;

7. Resolver las siguientes ecuaciones:

a) x> —(2+3i)x-1+3i=0;

b) (2-2i)x*—(11+9i)x—-16+6i =0;
c) x*—(3-2i)x+5-5i=0;

d 2+ix*-(5-i)x+2-2i=0;

e) x°+ix+1=0.

8. Demostrar que
. . . iz . 1z
(1+ |J§Xl+ icose +isenp) = 2-/2| cos L relrisen el
9. Dada laigualdad ~/a+bi = +( +if3), ;cudles son los valores de -/—a —bi ?
1 1
10. Sea z # 0. Dado z+ ~ = 2cos¢, demostrar que z" + — = 2cosme .
z z
11. Si n es un entero, demostrar que:
a) (1+i) = 22(cosn7z+ isenn”j;
4 4
b) (ﬁ - i)n = 2”[cosné[+ isenng[j;

z

12. Sean z, w nUmeros complejos, demostrar que:

13. Calcular:
a) i% ;
b) (1+i)%s:

C) (2+ﬁ+i)%;
d) (%—i[%jé.

14. Sea &un namero real y definase

e'? = cos@ +isend



Demostrar que:
a) Si &y & son reales, entonces /%) = gi%gi% ;

b) Demostrar que cualquier nUmero complejo cuyo valor absoluto sea igual
a 1 se puede escribir en la forma e", para algdn nimero real t;

c) Demostrar que cualquier nimero complejo se puede expresar en la forma
re'’, para algunos nimeros reales r, 6, conr > 0;

d) Siz =reyz, =re" donde ry, ry, 6, 6 son ndmeros reales y ry, r;
son mayores o iguales que cero, demostrar que

2,2, = rr,e' %)

15. Si \z\ < ; demostrar que la siguiente relacion se satisface
(W+i)e® +iz < 3
4

16. Sea z un numero complejo cualquiera. Demostrar que:

a) Re(iz) = -Img(2);

b) Img(iz) = Re(2);

¢) Re(z’) = (Re(2))’ - (Img(2))*;
d) Img(z’) = 2(Re(2))(Img(2)).

17. ¢Cuales de los siguientes enunciados son verdaderos para dos ndmeros
complejos cualesquiera z; y z,?

a) Re(z1+z22) = Re(z1) + Re(zy);

b) Re(z122) = Re(z1)Re(z2);

¢) Re(Bz1) = BRe(z1), donde 3 es real;
d) Img(z1-z2) = -Img(z2- z1);

e) Img[(z1-22)°] = -Img[(z2- 22)];

18. Si n > 0 es un entero cualquiera ;cuales son los cuatro valores posibles de i"?

Demuestre que i"™ = i". Utilice el resultado anterior para determinar i*>"*° y

(1+i)%" [Sugerencia: calcule primero (1+i)].

19. Sea m=0 un entero. Se sabe que z%n tiene m valores y que z_%1 tambien. Para z
y m dados seleccionamos al azar un valor de z%n y uno de z_%“.

a) ¢Es su producto necesariamente igual a 1?;
20. ¢Es siempre posible encontrar un valor de z_%n tal que, para un valor de z%n
dado, se cumpla que z%1 z_%1 =1?

21. Calcular 'y  expresar el resultado en la  forma  a+bi:



a) (~1+3i)%: 1 BY
b) iL+i)2-i); 9 |55 |
C) 2+1. 1+iY’
2—1 i h) ﬁj;
d) 13 \24
1+i+ i) 1- 3_'j
A 2
1+|+m .
1+4i i i) @1+W@f+ﬁ4—“@}
€ St @-iy @+i)”
ﬂ @+fﬁ—mx
—1

22. Hallar el modulo de los siguientes nameros complejos:

a) ——+i—;
b) ==
c) 3+4i;

d) (x+!yj , N >0 es entero;
X—1iy
0 i+(3+4|)(1_+|);
3—4i

f){@+MM+UT;

3— 4i
9 @+i).



4. Polinomios y Teoria de Ecuaciones

El propoésito de este capitulo es establecer algunas de las propiedades béasicas del
algebra de polinomios sobre un campo. Para tal efecto, se definen las operaciones
elementales que se pueden realizar con estos elementos y se establecen algunas
analogias con el anillo de los nimeros enteros.

4.1 Operaciones y propiedades.

Definicién 1: Sea K un campo. Se define un polinomio sobre K como una funcién de K
en si mismo, tal que existen elementos ao, a, ..., a, en K tales que

f(t)=at"+a, t""+---+at+a,
para toda t en K, donde a la variable t se le llama indeterminada.

A los elementos ay, ay, ..., a, se les llama coeficientes del polinomio, y a los monomios
separados a,t",a t"*,..,at,a, se les denomina términos del polinomio.

Si n es el maximo entero tal que a, = 0, entonces se dice que n es el grado de fy se
denota por grad. f = n. También se dice que a, es el coeficiente inicial de fy ay es el
término constante de f.

Los términos con coeficientes iguales a cero usualmente se omiten; mientras que, por
otra parte, antes del término inicial pueden agregarse tantos términos con coeficientes
nulos como se desee y todos los polinomios asi obtenidos son considerados idénticos.

Aln cuando estrictamente hablando, un polinomio debe contener variable t, por

cuestion de conveniencia, es costumbre considerar a las constantes distintas de cero
como polinomios de grado cero’.

Sea g(t)=b,t"+b, ,t" " +---+bt+b, otro polinomio, donde b; € K, entonces, la
suma del polinomio f y el polinomio g, es el polinomio f + g. Si para n >m se puede
escribir b; = 0 cuando m < j, entonces
g(t) =0t" +0t" ™  +---+0t™ +b t" +b . t"+---+bt+b,,
y se pueden escribir los valores de la suma f + g como
(f +9)t) = (a, +b )t"+(a, , +b, " +---+(a +b)t+a, +h,.
Asi, f + g es nuevamente un polinomio.

Por otro lado, si ¢ € K, entonces

! James Victor Uspensky, Teoria de ecuaciones, 2004.



(cf)(t) =cat"+ca, t""+---+cat+ca,,
y por tanto cf es también un polinomio.
También se puede considerar el producto de dos polinomios fy g, denotado por fg y
(fg)(t) = (b, )" ™ +--+agh,
de modo que fg es un polinomio.

Como observacion de naturaleza practica con respecto a la multiplicacion de
polinomios, si deseamos por ejemplo, multiplicar los polinomios

X2 —X+1y x> +x+1
La operacidn usual, aprendida en la ensefianza elemental, seria la siguiente:

(3 = x+1)x (x? + x+1)
X' =x* o+ X

+x —x® +x
+x2 —x +1
X +x? +1

Este procedimiento, sobre todo cuando los polinomios que se van a multiplicar
contienen demasiados términos, supone un trabajo inatil bastante considerable al
escribir potencias de x. Esto puede evitarse usando el método de coeficientes separados,
que es bastante simple y Gtil. En éste método, se escriben solamente las sucesiones de
los coeficientes de los polinomios que deseamos multiplicar, comenzando con los
coeficientes iniciales y sin omitir los coeficientes nulos. Entonces, los coeficientes de
uno de los polinomios se multiplican en orden por el primero, segundo, tercero, etc.
coeficientes del segundo polinomio, y los renglones de nimeros se disponen uno bajo el
otro de tal manera que cada renglén esté desplazado un lugar a la derecha con respecto
al precedente. Sumando los nimeros que se encuentran en una misma columna se
obtienen los coeficientes ordenados del producto. Finalmente se restituyen las potencias
de la indeterminada x faltantes.

Por ejemplo, la operacion anterior puede ordenarse como sigue

@ -1 =@ 1 1)

1 -1 +1
+1 -1 +1
+1 -1 +1

1 0 +1 0 +1

De manera que el producto resultante es x* +0x* + x*> + 0x +1 = x* + x* +1.



Ejemplo 1. Multiplicar los polinomios
X+ X =2x*+3y 2x" =3x* +4x° -1
El calculo se dispone de la siguiente manera

@01 -20 3x(2 -3 4 0 -1)
2 0 2 -4 0 6
-3 0 -3 6 0 -9
4 0 4 -8 0 12
-1 0 -1 2 0 -3
2 -3 6 -7 9 -2 -10 14 0 -3

Obsérvese que se omitié un renglon nulo, omision que no altera la operacion si se
recorre un lugar mas a la derecha el renglon inmediato siguiente.

Por tanto, el resultado de multiplicar los polinomios
X+ X2 —2x2 +3y 2x* =3x* +4x* -1

es,
2x% —3x% +6x’ —7x® +9x° —2x* —10x® +14x* - 3.

Teorema 1. Sean f y g polinomios tales que f(t) = g(t) para toda t K. Sean
fty=at"+a, t""+---+at+a, gt)=bt"+b,_t"" +---+bt+b,. Entonces a; = b;
para toda i.

Demostracion. Considérese el polinomio h = f — g. Luego h(t) = 0 para toda t € K. Hay
que probar que a; — b; = 0 para toda i. Supdngase que esto no es cierto. Sea r el mayor
entero tal que a, = by, entonces para toda t se puede escribir:

0=(a, —b )t +--+(a,—by),
de donde dividiendo por t",

0=(a, —b)+(a_,—b )t +-+(a,—b)t™,

y haciendo que t alcance valores muy grandes (considerando valores reales para t) todos
los términos que aparecen a la derecha de (ar — by) tienden a 0, de modo que a, — b, =0
lo cual es un contradiccion.

|

Definicion 2. Al polinomio cuyos coeficientes son todos iguales a cero se le llama
polinomio nulo o polinomio idénticamente nulo. Por conveniencia se dira que un
polinomio idénticamente nulo es de grado -c.



También se aceptara la convencion de que:
-0+ -c0=-00, -0+ a=-00C0ON-0< a
Para todo entero a y no se definira ninguna otra operacion con -,
Esta convencion se hace por el siguiente
Teorema 2. Sean fy g polinomios con coeficientes en el campo K. Entonces
grad (fg) = grad f + grad g.
Demostracion. Sean f(t) y g(t) dos polinomios sobre K tales que:

f(ty=at"+a, t""+--+at+a,, y gt) =b,t" +b, t"+---+bht+by,cona, = 0y
bn = 0. Entonces
f(t)g(t) =a,b,t"" +---+a,b,

Como el coeficiente inicial anby, # 0, se observa que grad (fg) = n+ m = grad f + grad
g.

Si f, g, 0 ambos, es un polinomio nulo, entonces la convencidn acerca de -« hace que el
enunciado sea también valido.
|

4.2 Division de Polinomios.

Al igual que en el anillo de los nimeros enteros, se va a definir el concepto divisibilidad
de polinomios. Para tales efectos, se hard una pequefia modificacion del Algoritmo de la
division de nimeros enteros tratado en el Capitulo Il. Asi, para el residuo, en lugar de
considerar el valor absoluto se va a considerar el grado, entendiendo con esto, que el
residuo pasa a ser ahora un polinomio. Sin embargo, antes de revisar este algoritmo
revisemos lo que significa que un polinomio divida a otro.

Definicion 3. Si a(t) y b(t) son dos polinomios con coeficientes en el campo K, tales que
b(t) = 0, entonces se dice que b(t) divide a a(t) si existe un polinomio h(t) tal que a(t) =
b(t)h(t).

Con estas operaciones bésicas ya definidas, estamos ya en la posicion de verificar que el
conjunto de los polinomios con coeficientes en el campo K forman una anillo
conmutativo con unidad. Se deja para el lector verificar esta afirmacion. Cabe sefialar
que el conjunto de polinomios con coeficientes en K no forman un campo (¢Por qué?).

A continuacion se da una lista de teoremas en los cuales no se proporcionan las
demostraciones ya que estas son dejadas como ejercicios para el lector.

Teorema 3. Si b(t) | a(t), entonces grad. b <grad. a.



Teorema 4. Si b(t) | a(t), entonces b(t) | a(t)c(t), para todo polinomio c(t) con
coeficientes en K, y c¢(t)=0.

Teorema 5. Si b(t) | a(t) y b(t) | c(t), entonces b(t) | [a(t)+c(t)].
Teorema 6. Si b(t) | a(t) y b(t) | c(t), entonces b(t) | [a(t)m(t)+c(t)n(t)].

Teorema 7. Si b(t) | a(t) y a(t) | b(t), entonces existe un escalar k en K tal que k=0 y
a(t)=kb(t).

Algoritmo de la division de polinomios.

Sean f(t)=at"+a, t""+---+at+a, g(t) =b t" +b, t"" +---+bt+b,, polinomios

de grado n y m respectivamente, por lo que a,=0, bn=0. Sup6ngase que n > m.
Eligiendo de forma apropiada una constante co, se puede obtener un polinomio fi(x) tal
que

FO)—cx""g(x) = £,(x)

que si no es idénticamente nulo, serd de grado n; < n. Para conseguir esto, sera

suficiente tomar a ¢y = a, / by. Mientras sea n; >m, puede encontrarse una constante c;
tal que

f,(x) —ex™"g(x) = f,(x)
que si no es idénticamente nulo, sera de grado n, < n;. Si n; > m, puede repetirse el
mismo proceso. Ahora, los grados de los polinomios f1(x), f2(x), ... forman una sucesion
decreciente, de manera que habrd un polinomio fi+1(X) que, o bien, es idénticamente
nulo, o es de grado ng+; < m.

Reemplazando f1(x), f2(x), ... fk(x) por su valor, tenemos

FO) —cx"g(x) = f,(x)
f,(¥) —ex™ g (x) = ,(x)
Fo(X) =, x™ g (x) = f5(X)

f 0 = x™ g (x) = f,1(x)
y sumando estas identidades tenemos que
FO)+ -+ £ () = (CX™™ +--+ 6 X* ™M) g(x) = () + -+ £ 1 (%)

entonces haciendo (c,x""™ +---+ ¢, x™ ™) = q(x) Y fkr1(X) = r(x), tenemos que

f(X)—q(x)g(x) = r(x),implica que f(x)=q(x)g(x)+ r(x).



El polinomio r(x) es de menor grado que m o es un polinomio idénticamente nulo. Los
polinomios q(x) y r(x) se llaman cociente y residuo de la division de f(x) por g(x).

Si el residuo de la division de f(x) por g(x) es cero, es decir, si

f(x) = a(x)g(x),
donde g(x) es un polinomio, se dice que f(x) es divisible por g(x).

Es sencillo comprobar que s6lo puede haber una pareja de polinomios q(x), r(x) que
satisfacen
f(x) =q(x)g(x)+r(x), ygradr <gradg.

En efecto, si f(x) =q(x)g(x)+r(x) = g(x)g,(x)+ r,(x) con grad r y grad r; menores
que grad g, entonces

g(0[a(x) —a,()]=1,(x) - r(x)

y por el Teorema 2,

m + grad[q(x) - g,(x)] = grad[r,(x) - r(x)] < m
lo cual solo es posible si q(x) — gi(x) = 0, en cuyo caso ri(X) = r(x) y q(x) = qu(X).
Observacién. Si grad f < grad g, se toma q(x) =0y r(x) = f(x).
Ejemplo 2. Dividir x® + x” +3x* —lentre x* —3x*+4x+1
Solucién. Para efectos practicos, una vez mas se empleara el método de los coeficientes
separados, que en esencia es el mismo que se utiliz6 para la multiplicacion de
polinomios, salvo ligeras modificaciones para la division. El arreglo del lado izquierdo
tendra los coeficientes del polinomio dividido asi como de los polinomios residuos en
los renglones inferiores. Por otra parte, el arreglo del lado derecho, en la parte superior,

se encontraran los coeficientes del polinomio divisor, mientras que en la parte inferior
se encontraran los coeficientes del polinomio cociente, es decir, las constantes c;.

1 1 0 0
1 3 0 4 1 4 12 32 82
0 4 0 4 2 0 0o -1
4 12 0 -16 -4 0 0 0
0 12 -4 -14 0 -1
12 3 0 48 12 0 0
0 32 -14 52 -12 0 -1
32 9% 0 -128 32 0
0 8 52 -140 -32 -1

82 246 0 -328 -82
194 -140 -360 -83




Entonces,

X+ x +3x-1= (x4 —3x% +4x +1Xx4 +4x% +12x% +3x + 82)+ (194x3 —140x% —360x —83)

Definicidon 4. Se dice que a es raiz de f(x) si f(a) = 0. Las raices de f(x) son las
soluciones de la ecuacidn f(x) = 0. A las raices de f(x) también se les Ilama ceros de f(x).

Como caso particular de la division de polinomios, sea f(x) un polinomio y ¢ € K.
Existe un polinomio q(x) y r(x) =r, con r € K, tales que

f(x) = (x—=c)q(x) +r.

Ademas, q(x) y r son unicos. Obsérvese que el residuo r(x) es un polinomio de grado
menor o igual que 1, es decir, grad r <1, y por lo tanto es una constante del campo K.

Por otro lado, el residuo de la division por un binomio x — ¢, donde c es un escalar de K,
puede encontrarse sin realizar la division larga. Esto se observa en el siguiente teorema.

Teorema del Residuo. El residuo obtenido en la division de f(x) por (x — c) es igual al
valor numérico del polinomio f(x) para x = c, es decir, a f(c).

Demostracion. Por ser el polinomio divisor g(x) un polinomio lineal, es decir, un
polinomio de grado 1, el residuo serd una constante r. Llamando al cociente como q(x),
tenemos la identidad

f(x) = (x=c)a(x) +r,

al sustituir x por c en esta identidad, debemos obtener el mismo resultado, es decir, la
sustitucion de x por ¢ en f(x) debe ser lo mismo que sustituir x por ¢ en (X — ¢)g(x) + r.
Por ser r una constante, ésta no se vera afectada por la sustitucion y el segundo miembro
para x = ¢, sera

(c-c)g(c) +r=0q() +r=r,

mientras que el primer miembro es f(c). Por lo tanto, r = f(c), lo que significa que
idénticamente en x es

f(x) = (x—c)a(x) + f(c).
Corolario 1. a es raiz de f(x) si y sélo si (x — a) divide a f(x).
Corolario 2. El polinomio lineal x — a divide a (f(x) — f(a)).

Corolario 3. Si el polinomio lineal x — a divide a f(x)g(x) entonces x — a divide a f(x) 0 x
—adivide a g(x).



Ejemplo 3. Demostrar que f(x) = x® + x> —=5x+ 3 es divisible por x + 3.

Solucién. En este caso, ¢ = -3,y
flc) =f(-3) =-27+9+15+3=0,

por lo tanto f(x) es divisible por x + 3.

Ejemplo 4. (En que condiciones x" +c"es divisible por x + ¢?
Solucién. Al sustituirse x = -c en x" +c"tenemos que:
(—c) +c" =c"+c¢" = 2¢",si nes par,

n

y(=c)' +¢" = —¢" +c" = 0,si n es impar,

por lo tanto, x" +c"es divisible por x + ¢ si n es impar y si n es par el residuo de la

division de x" +¢" por x + ¢ es 2¢".
|

Hemos visto entonces, que es posible obtener por medio del Teorema del residuo, el
resto de dividir un polinomio f(x) por el polinomio lineal (x — ¢). Ahora bien, el cociente
de esta divisién puede determinarse por un procedimiento muy conveniente conocido
como Regla de Ruffini.

El Teorema del residuo afirma que f(x) = (x — c)q(x) + r, donde el cociente q(x) es el
polinomio b, _x"'+b ,x"?+---+b, y b _,,b_,..b, los coeficientes que se
determinaran. Efectuando la multiplicacion (x — ¢)q(x) tenemos que

(X - c)q(x) = bn—lxn + (bnfz - Cbn—l)xn& + (bnfa - Cbnfz )anz +eet (bo - Cbl)x - Cbo
y

(x=c)a(x) +r = bn—lxn + (bnfz - Cbn—l )Xnil + (bnfs - Cbnfz )anz et (bo - Cbl )X +r-= Cbo
Esta Ultima identidad debe ser igual a
f(x)=a,x" +a, X"+ +a,x+a

y para determinar los coeficientes b, ,,b, ,,...,b, y r igualamos los coeficientes de las
mismas potencias de x y se obtienen el grupo de ecuaciones

a =b”—1;an—1 = bn—z _Cbn—l;"'lao = r—Cbo

n

es decir,

2 James Victor Uspensky, Teorfa de ecuaciones, 2004.



b,,=a,b,,=a,,+cb, ,;....,r=a,+ch,

n?

De donde se observa que el célculo de los coeficientes del polinomio cociente es de
naturaleza recurrente y puede ordenarse convenientemente de la siguiente manera

(C) a an—l an—2 e al aO
cb,, cb,, -+ ch ch,

bn—l bnfz bnfa bo r

Las expresiones independientes para b, ;,b, ,,...,.b, ¥ r que se obtiene por sustituciones
sucesivas, son

b,,=a,;b _,=ac+a, ;b ,=ac’+a c+a, ,;..,b,=ac" +a "+ +a,

n?

r=ac"+a,c"" +a " +--+a, = f(c),

en donde la ultima identidad puede tomarse como una segunda demostracion del
teorema del residuo.

Ejemplo 5. Encontrar el cociente y el residuo, sin efectuar la division larga, del
polinomio
3x°® —7x° +5x* —x* —6x—8 por (x + 2).

Solucion.
(c=-2) 3 7 5 0 -1 -6 -8

-6 26 -62 124 -246 504
3 -13 31 -62 123 -252 496

Luego entonces, q(x) =3x> —13x* +31x® —62x* +123x — 252 y r = 496.

4.3 Polinomio Maximo Comun Divisor.

El procedimiento para encontrar el maximo comun divisor de dos enteros, estudiado en
el Capitulo 1l, denominado algoritmo de Euclides, nos servira en esta seccion para
calcular lo que ahora llamaremos el maximo comdn divisor de dos polinomios. Este
procedimiento es esencialmente el mismo, es decir, se haran divisiones sucesivas para
determinar el maximo comun divisor de dos polinomios dados. Sin embargo, antes de
revisar este algoritmo, se presentan algunos conceptos necesarios que garanticen la
existencia de éste polinomio®.

% La justificacion de éste resultado es tomada de la obra de Manuel Valadez. Algebra Lineal, Productos
Internos y Teoremas de Estructura. Ediciones Acatlan. México. 1996



Definicién 5. Un ideal de K, o un ideal de polinomios es un subconjunto J de K que
satisface las siguientes condiciones:

1) El polinomio idénticamente nulo esta en J,

2) Si los polinomios fy g estan en J, entonces f + g estd en J,

3) Si el polinomio f estd en J y el polinomio g es un polinomio arbitrario de K,
entonces fg esta en J.

A partir de esta Gltima condicion, se observa que si ¢ es un escalar de K y f esta en J,
entonces cf esta también en J.

Ejemplo 6. Sean f,,f,,..., f_polinomios con coeficientes en K. Sea J el conjunto de
todos los polinomios que se pueden escribir en la forma

g= glf1+ng2 +--+ 0, fn
Con gi polinomios con coeficientes en K. Entonces J es un ideal.
Esto se verifica facilmente ya que:

1) El polinomio nulo estaenJ,yaque 0=0f, +0f, +---+0f_,
2) Si g y h estn e J con g=g9,f+9,f,+-+9g,f, VY
h=hf +h,f,+---+h f entonces,

g+h=g,f, +--+g,f +hf +-+h f =(g, +h)f, +--+(g, +h )f,
implica que g + h esta en J,

3) Finalmente, sea g" un polinomio cualquiera con coeficiente en K, entonces
99=(99)f, +(9°9,) f, +---+(9°g,) f, implica que g°g estaen J.

Se dice que el ideal J que aparece en este ejemplo esta generado por f,, f,,..., f, yse
dice que f,, f,,..., f, esun conjunto de generadores.

Hay que notar que cada uno de los f; polinomios se encuentran en el ideal J ya que

f,=0f +---+1f +---+0f,.

Ejemplo 7. El elemento 0 es un ideal. A tal ideal se le conoce como el ideal nulo.

Teorema 8. Sea J un ideal de K. Entonces existe un polinomio g que es un generador de
J.

Demostracion. Supongase que J no es el ideal nulo. Sea g un polinomio en J, el cual no
es el polinomio nulo y es de minimo grado. Se verifica que g es un generador de J. Sea f



cualquier elemento de J. Por el algoritmo de la division de polinomios sabemos que
existen polinomios q y r tales que

f=gq+r,
con grad r < grad g. Entonces, r = f — gq, y por definicion se deduce que r esta también
en J. Como grad r < grad g y g es de grado minimo, debe ser entonces que r = 0, de
donde f = gqy por lo tanto g es un generador de J.

Observacion. Sea g; un generador no nulo de un ideal Jy sea g, también un generador.
Entonces existe un polinomio q tal que

01 =002, y grad g; = grad g2 + grad q,

de aqui se observa que grad g, <grad g;, y simétricamente, se debe tener que existe un
polinomio q” tal que

02=0'g1, y grad g2 = grad g; + grad q’,

entonces grad g; < grad g,. Por lo tanto, se concluye que grad g; = grad g, es decir,
que los polinomios g, @ son constantes.

A partir de ésta observacion, se puede escribir entonces
g1 =Cga, con c alguna constante.

Definicion 6. Sean f,, f,,..., f, polinomios no nulos de K. un polinomio g se llama
maximo comun divisor de f,, f,,..., f, si g divide a cada fj y si h es otro polinomio que
divide a cada fj, entonces h divide a g.

Teorema 9. Sea K un campo y sean f,, f,,..., f, polinomios no nulos de K. Sea g un
generador del ideal J generado por f,f,,.., f , entonces g es un maximo comun
divisorde f, f,,..., f, .

Demostracion. Como cada fj pertenece a J, existen n elementos q,,q,,...,q, en K tales

que para cada j=1,...,n, f; = g;g. De aqui se concluye que g divide a cada f;.

n

Por otra parte, puesto que g pertenece al ideal J generado por f, f,,..., f,, se tiene que

g = >_g; f;, para g elementos de K.
i=1

Si h es otro polinomio que divide a cada fj, se tendra entonces que existen q,,9,,...,q,
elementos de K tales que para j=1,...,n fj = q";h, quedando entonces que



g :Zgjfj :Zgj(q'jh):Z(gjq,j)h:hZ(gjq'j)
j=1 j=1 j=1 j=1

Y por lo tanto h divide a g.
|

Describiremos a continuacién un método eficiente que nos permita obtener el maximo
comun divisor de dos polinomios dados. Sean fy f; dos polinomios. Dividiendo f por fi,
sea Q; el cociente y f; el residuo tal que

f =101 + fo,

si f, no es un polinomio idénticamente nulo, podremos continuar dividiendo f; por f;
obteniendo un cociente g y residuo f; tal que

fi = fo02 + f3,

nuevamente, si f3 no es un polinomio idénticamente nulo, la division de f, por f3 lleva a
la identidad
fo = f3C]3 + fa,..., etc.

Desde que el grado de los polinomios f,, f,, f,,... disminuye y las operaciones pueden

continuarse mientras el Gltimo residuo obtenido no sea un polinomio idénticamente
nulo, se debe llegar a un residuo f, que divida exactamente al residuo precedente, de
manera que tendremos r identidades

f=fa +f,;
f1= f2(42+ fa;

fz = f3Q3 + f4;

fr—2 = fr—lqr—l + fr’
fr—l = frqr'

En este procedimiento descrito se observa que f; es el polinomio maximo comdn divisor
de fy f;, como lo afirma el Teorema 9.

Al referirnos a f, como el polinomio que es el maximo comun divisor, nos referimos a
que f, es comun divisor de fy f; y a parte es de grado maximo, es decir, del conjunto de
polinomios comunes divisores de fy fi, f es el polinomio con el mayor grado.

Como nota importante, se tiene que si d es otro polinomio divisor comun del mismo
grado que el polinomio f, éste divide a f; y el cociente es una constante. Luego, hay
infinitos divisores comunes de fy f; de grado maximo, pero todos ellos son de la forma

Cfl"!



donde c es una constante arbitraria. En cuestiones de divisibilidad, los polinomios que
difieren Unicamente de un factor constante, no pueden ser considerados como
esencialmente distintos.

Ejemplo 8. Encontrar el polinomio maximo comdn divisor de

F)=x"+2xX° + X3 +3x% +3x+2 y f,(x) = x* +4x* +4x* —x - 2.

Solucion.
1 2 0 1 3 3 2 =2 {x 1 4 4 -1 2 2> fx
1 -4 -4 1 2 1 -2 4 2 g
0 -2 -“4 2 5 3 2
2 8 8 -2 -4
0 4 10 3 12
-4 -16 16 4 8
0 6 -13 3 10 =2 f)
Por lo tanto,

x® +2x% +x3 +3x2 +3x+2:(x4 +4x3 + 4x2 —x—ZXx2 —2x+4)+(—6x3 —13x2 +3x+10)

y continda el algoritmo ya que no se obtuvo un residuo de cero, entonces

14 4 -1 2 3 R® |6 13 3 10 > HKx
-1 -13/6 306 5/3 A6 1136 > qu(x)
0 16 92 213 -2

-11/6  -143/36 33/36  110/36
0 19/36 19/12  19/18 > F5(x)

por lo tanto,

X +4x° +4x2 —x— 2 =(—6x° 13X’ +3x+10{—1x—11j+(19x2 +19x+19j
6 36 36 12 18

y continda el algoritmo ya que no se obtuvo un residuo de cero, entonces

6 -13 3 10 2 fHK) | 1036 1912 1018 > £
6 216/12 216/18 -216/19  180/19 > Qu(X)
0 5 15 10

5 15 -10

0 0 0

Como se obtiene un residuo de cero, el algoritmo finaliza y por tanto el polinomio
maximo comun divisor de

fO)=x+2X° +x3+3x° +3x+2 y f,(x) =x* +4x> +4x> —x -2

€S,



19 , 19 19
— X"+ X .
36 12 18

Cabe sefalar que es posible simplificar los célculos realizados, de manera que se puede
evitar trabajar con coeficientes racionales, por ejemplo, si multiplicamos por 6 el
polinomio f;(x), se tendra que

6 f,(x) = 6x* +24x° + 24x* —6x 12,

y de ésta manera el residuo f3(x) estara multiplicado por una constante que para nuestros
propdsitos no tiene importancia, por lo tanto

6 24 24 6 -12 | 6 13 3 10

-6 -13 3 10 -1 -11
- este renglén lo multiplicamos por 6 para evitar de nuevo coeficientes

0 11 27 4 -12 -racionales

66 162 24 -72
-66  -143 33 110
0 19 57 38

Esta operacion cambia el residuo final a f3(x) que se obtendria por el procedimiento
comun y corriente, de manera que se tendra a f3(x) multiplicado por una constante.

Se observa que el dltimo renglon, que en éste caso representa a f3(x), se tiene como
factor comun a 19, por lo tanto, podemos tomar al polinomio f3(x) como

X?+3X+2,

Hay que tener en cuenta que en los renglones que se escriben los coeficientes del
cociente, los numeros que ahi aparecen ya no representan dichos coeficientes, pero esto
no tiene ya importancia que s6lo nos interesan los residuos, y de estos no nos preocupan
los factores constantes. Ahora, solo falta por dividir f,(x) por f3(X) y se tendré que

- -13 3 10 1 3 2
6 18 12 6 5
0 5 15 10

-5 -15 -10
0 0 0

Lo cual finaliza con residuo nulo y por lo tanto el maximo comun divisor puede ser
también
X2 43X+ 2.

Definicion 7. Se dice que los polinomios f, f,,..., f, cuyo maximo comun divisor es
igual a 1 son primos relativos.

4.4 Factorizacion Unica.

A partir del Teorema Fundamental de la Aritmética, es posible obtener una analogia
para el anillo de polinomios. Asi, el rol que juegan los nimeros primos en el anillo de



los enteros, se sustituye en el anillo de polinomios por los llamados polinomios
irreducibles®.

Definicion 8. Un polinomio es llamado reducible sobre el campo K, si puede ser
factorizado en polinomios de menor grado con coeficientes en el campo K, de lo
contrario se le llama irreducible sobre el campo K.

El siguiente teorema, considerado como el mas importante del algebra, garantiza que
todo polinomio es reducible sobre el campo de los numeros complejos. La demostracion
de este teorema, esta fuera de los alcances de este material y por tanto sélo se hara uso
de la importante afirmacion que proporciona.

Teorema Fundamental del Algebra. Todo polinomio f con coeficientes en el campo K
tiene por lo menos una raiz real o compleja.

Corolario: Sea K un campo tal que todo polinomio no constante en K tiene una raiz. Si
f es un elemento de K de grado n, entonces existen elementos c,,c,,...,c,y ¢ en K, tales

que
f(t)=c(t—c)(t—-c,)-(t-c,).

Demostracion. Por el corolario del Teorema del residuo, sea a = ¢y, resulta entonces que
f(t) = (t-c1)qu(t), congrad. gy =n-1.
De manera semejante, sea a = C,, del mismo corolario se concluye que
g1(t) = (t—c2)go(t), congrad. gz =n-2.
Y sustituyendo en la primera identidad, tenemos que
f(t) = c(t — c1)(t - c2)q(t).

Es claro que repitiendo el mismo proceso n veces se llega a la expresion deseada.
|

Corolario. Sea f un polinomio de grado n con coeficientes en el campo K, entonces f
tiene a lo mas n raices en K.

Demostracion. Supongase que c,,C,,...,C,,son raices de f en Ky que m > n. Por el
corolario anterior se tiene que

() = (t-cht-c,)(t-c, o),
con g un polinomio cualquiera de K. Luego entonces grad. f > m, lo cual es una

contradiccion y por lo tanto se debe tener que m < n.
|

* Serge Lang. Algebra Lineal. México. Addison-Wesley Iberoamericana. México. 1986.



Ejemplo 9. El polinomio x> +1es irreducible sobre el campo de los nimeros racionales.

Solucion. Supdngase por el contrario que x*+1es reducible sobre el campo de los
racionales, es decir, que existen nimeros a, b tales que

X* +1=(x+a)(x+b)
sustituyendo x = -b se tiene que
((-b)* +1) = (-b+a)(-b+b) =0,

es decir, (—b)> = —1lo cual es imposible dentro del campo de los nimeros racionales y
de hecho sobre cualquier campo ordenado.

Lema. Un polinomio p(x) de grado 3 o grado 2 es irreducible sobre el campo K a
menos que p(c) = 0 para alguna c en K.

Demostracion. Cualquier factorizacion del polinomio p(x) en polinomios de menor
grado, uno de los factores debe ser un polinomio lineal. Esto es claro ya que el grado del
producto de polinomios es la suma de los grados de los factores.

|

Teorema 10. Sea p(x)=ax"+a X"'+---+ax+a, polinomio con coeficientes

. ] . r
enteros. Cualquier raiz racional de p(x) debe tener la forma —, donder |ap y s | an.
S

Demostracion. Supongase que p(x) = 0 para alguna x = 9 Dividiendo b y ¢ por (b : c),
C

b A . r
se puede expresar — en los menores términos como el cociente — donde (r : s) = 1, es
c S

. : . . b .
decir, los enteros r y s son primos relativos. Sustituyendo x = — en p(x) y multiplicando
C

por s", se tiene que

n-2.2 n

r
n n n-1
0=s p(sj:anr +a,,r s+a, I s*+---+as,

entonces,

n-1

—-a,r" = s(an_lr +an_2r”‘25+-~-+aos”‘1),

es decir, s | anr", pero (s : 1) = 1 entonces s | a,r"™, ..., s | an.

De manera similar,

—a,8" = r(a r't +---+als”‘l),

n

de donde r | ao.



Definicidn 9. Si el coeficiente inicial de un polinomio f es igual a 1, decimos que f es un
polinomio ménico.

Corolario. Cualquier raiz racional de un polinomio ménico con coeficientes enteros, es
un entero.

A partir del corolario anterior, se observa que es condicion necesaria que para que un
polinomio sea divisible por un polinomio lineal de la forma x — a, el término constante
de p(x) debe ser multiplo del término constante del polinomio x — a. Sin embargo esta
condicién no es suficiente en el sentido de que adn el término constante de p(x) sea
multiplo de la constante a, no es posible afirmar que p(x) sea divisible por x — a.

Ejemplo 10. Factorar el polinomio f(x)=x>+2x*—-x—2 en polinomios de menor
grado.

Solucién. Por el corolario anterior, si existe una raiz entera del polinomio, forzosamente
debe suceder que la raiz entera divida a -2, es decir, las posibles raices enteras del
polinomio f(x) son -1, 1, 2, -2. Asi, solo se verificara si f(x) se anula parax = -1, x =1, X
=2,Xx=-2. Asi, parax =1,

f)=10°+20)°-O)-2=0,

y por tanto,
F(X) = X° +2x% —x—2 = (x~1)(x* +3x+2).

De igual modo, el polinomio x*+3x+2 es reducible sobre el campo de los nimeros
racionales y por tanto, la expresion factorizada de f(x) es

f(X)=(X=-D(Xx+D(x+2).

Teorema 11. Si el polinomio p(x) es irreducible, entonces p(x) | a(x)b(x) implica que
p(X) | a(x) o p(x) | b(x).

Demostracion. Como p(x) es irreducible, el maximo comun divisor de p(x) y a(x) es
p(x) 6 1. En el primer caso, p(x) | a(x). En el otro caso, es posible escribir

1=s()p(x) + t(x)a(x),

y luego entonces,
b(x) = b(x)s(x)p(x) + b(x)t(x)a(x),

Como p(x) divide a a(x)b(x), entonces se tiene que p(x) divide a ambos términos de la
derecha de la ecuacion y entonces p(x) | b(x), que es lo que se queria demostrar.
|

Teorema de Factorizacion Unica. Cualquier polinomio a(x) no constante con
coeficientes en K puede ser expresado como el producto de una constante ¢ y



polinomios moénicos irreducibles en K. Esta expresion es Unica excepto en el orden de
los factores.

La demostracion es analoga a la demostracion del Teorema de Factorizacion Unica de
ndmeros enteros.
|

La derivada formal de un polinomio es de gran utilidad en el estudio de las raices
multiples®.

Definicion 10. Sea f(t) =at"+a, ,t"" +---+at+a, polinomio con coeficientes en K.
Se define la derivada formal de f(t), que se denota por f'(t), como sigue

f'(t) = a, +2a,t +3a,t> +---+nat" ™.

Para n > 1, se define la (n+1)- ésima derivada, f™*(t), como la derivada de n-ésima
derivada. Con esto queda definida f™(t) para todo nimero natural n.

Cabe sefialar, que la definicion de derivada de un polinomio f con coeficientes en K
anteriormente expuesta, no hace alusion alguna a la definicién de derivada que se
presenta en el célculo diferencial, la cual hace uso del concepto del limite de la funcion
f(t). Es decir, en este caso en particular, cuando tratemos el concepto de derivada formal
del polinomio f(t), se estard usando la definicién ya presentada y no la del limite del
polinomio f cuando t se aproxima a cero.

Definicidn 11. Si ¢ es una raiz del polinomio f, la multiplicidad de la raiz ¢ de f es el
mayor entero positivo r tal que (x — )" divide a f.

La multiplicidad de una raiz es evidentemente menor o igual al grado de f.
Teorema 12. Sea f(x) un polinomio de grado n > 0 con coeficientes en K, y sea m un

namero entero positivo. La raiz a es de multiplicidad m de f(x) si y sélo si se cumplen
las siguientes condiciones

1) f(a)=f'@)=-=f"Ya) =0
2) f™(a) =0,

Observacion. Por conveniencia se tiene que f®(a) = f(a)yenel casodequem=1, la
condicion 1 sereducea f(a)=0.

Demostracion. Afirmacion directa. Para m = 1, f(x) = (x — a)g(x) y x — a no divide a
g(x). Entonces

F'() =(x-a)g’'()+9(x) y f'(a)=g(a)#0.

>Kenneth Hoffman; Ray Kunze. Algebra Lineal. Pearson Prentice Hall. México. 1973.



Supdngase ahora que la afirmacion es verdadera para m y se demostrara param + 1. Se
tiene que f(x) = (x—a)""g(x) y (x— a) no divide a g(x). Entonces

F/(x) = (x=2)""g'(x) + (m+1)(x—a)"g(x) = (x—a)"[(x—a)g'(x) + (M +1)g (x)]

Es claro que (x — a) no divide al segundo factor y por lo tanto, a es raiz de multiplicidad
mde f'(x). Por la hipétesis de induccion aplicadaa f'(x), se tiene que

f'lay=f"(@)=---=fM@=0y f™Y@)=0.

Afirmacion reciproca. Para m =1 las condiciones 1) y 2) afirman que f(a) = 0, de donde
f(x) =(x — a)g(x) y que f'(a)=0, es decir, (x — a)* no divide f(x) porque en caso
contrario se tendria

f(x) = (x-a)"g,(x),

f'(x) = 2(x —a) g, (x) + (x—a)* g;(x)
y f'(a) =0, lo que es una contradiccion.
Supdngase que la afirmacidn es verdadera para m y se demostrara para m + 1. Se parte
de que

fa=f'@="f"@=---=fM@=0y f™9@)=0.

Por la hipdtesis de inducciéon aplicada a f'(x) se concluye que a es raiz de
multiplicidad m de f'(x), asi que

f'(x) =(x—2a)"g(x) y (x—a) no divide a g(x).
Como f(a) = 0, se tiene que para algin s >1
f(x) =(x-2a)°g,(x) y (x—a) no divide a gi(x).

Entonces
f/(x) = (x—a)**[(x—a)g,(x) + sg{(x)]

y es claro que (x — a) no divide al segundo factor. Comparando esta expresion de f'(x)
con la anterior vemos que s=m+1y

f(x) = (x—a)""g,(x) y (x—a) no divide a g(x).

Ejemplo 11. La ecuaciéon f(x) = x"—nx+n-1=0; n > 1 se satisface para x = 1. ;Cual
es la multiplicidad de esta raiz?

Solucion. Tenemos que
f(x)=nx""—n



f7(x) =n(n-1)x"?

Luego:
f(1)=0; f(1)=0; T (1) =0

y 1, por lo tanto, es una raiz doble. Asi. el polinomio f(x) es divisible por (x-1)* pero no
por (x-1).

4.5 Soluciéon de Ecuaciones de Tercer Grado.

En las siguientes dos secciones se trataran los métodos de resolucion de ecuaciones de
tercer y cuarto grado mediante el empleo de radicales. Nos concentramos
principalmente en polinomios de estos grados ante la imposibilidad de extender estos
artificios a ecuaciones de quinto o mayor grado®.

Sea p(x) un polinomio de grado 3 con coeficientes en el campo K. La ecuacion
polinomial

p(x) = a, x> +a,x* +ax+a, =0
tiene las mismas raices que la ecuacion P(x), con

P(x) = x*+ax* +bx+c =0,

. 1 . -
Es decir, P(x) =— p(x). La ecuacion P(x) puede simplificarse de tal manera que el
a3
coeficiente de la indeterminada al cuadrado se anule. Esto se logra haciendo la
sustitucion
X =y + k, siendo k arbitrario.

Por medio de la férmula de Taylor, calculamos f(y + k), es decir,

(k)= £+ Fly+ -y + f"'G(k) v

Donde

f(k):k3+ak2+bk+c;f’(k):3k2+2ak+b;fz(k):3k+a;f6(k):1_

® Ladislav Kvasz. The history of Algebra and the Development of the Form of its Language. Philosophia
Mathematica Advance Access. 2006.



f"(k)
2

Lo que nos interesa entonces es que

2 3
ol (328
3 3 3 3 27

Y sustituyendo k = —Zen X =Yy + Kk, se tiene que x = y—z. De esta manera f(x) se

=0, esdecir,3k+a=0,0 bien,k:—g.

Entonces,

2 3
reduce a f(y), donde f(y)=y*+py+q=0y p:b—(:j y q:c—2b+22a7, donde

f(x) y f(y) tienen las mismas soluciones.

Seaahora y =w-— 3p , entonces, sustituyendo y = w— 3p en f(y), f(y) se reduce a
W W

3

WP
27w?

+0q=0.
Multiplicando esta Gltima identidad por w?, se tiene que

3 5 P’
(W )2+q(w)—E_O.

Sea w® = t, entonces

p3
t?+qgt——=0
f 27

se puede resolver como una ecuacion de segundo grado. Por tanto

3

2
t=w=-d4 9, P
2 4 27

tiene dos valores para t y seis valores para w en forma de radicales cubicos.

2 3 2 3
Sea A:—g+4/q—+p— y B :—g—ﬂ/q—+p—. Ahora w® = A, tiene tres posibles
2 4 27 2 4 27

valores. Denotando por u a estos tres posibles valores, se observa entonces que
u=3%Au=2zAu=2z%3/A;
. ~1+i/3
2

es la raiz clbica imaginaria de la unidad.



De igual manera, los otros tres posibles valores de w® = B, denotandolos por v, se
obtienen de

v=23/B;v=23B;v=2%/B;
y sustituyendo estos valores en la identidad y:W—L se obtienen 3 pares de

soluciones para y, pares que se dan en iguales. Por lo tanto, la ecuacion polinomial f(y)
tiene las raices

y, =3/A+3/B;
y, =2*3A+2%*3/B;
y, =22 *3/A+2*3/B.

A estas identidades se les conoce como las férmulas de Cardano (1501-1576)".

Ejemplo 12. Resolver la ecuacién cubica

x® +9x—26=0.
Solucion. Para este caso, a =0, b =9, ¢ =-26. Haciendo la sustitucién x = y—g =y
se tiene que

x*+9x-26=0,donde p=9y q=-26

2 3
Ahora, | P _ ./A, donde A =4p®+27¢g° entonces A=21168 y en
4 27 108

consecuencia \/1?8 = \/2101868 = /196 =14, luego entonces A=13+14=27 vy

B =13-14=-1y por lo tanto

3/A=3271 =3y 3B =3-1.

Finalmente las soluciones seran

" Ladislav Kvasz. The history of Algebra and the Development of the Form of its Language. Philosophia
Mathematica Advance Access. 2006.



x, = (/27 +3/-1)=3-1=2;
X, :(3*_1+2ﬁi]+(—1*_1_ﬁi] = -1+ 2-/3i;

2
X, = (3* _1_2@}(—1*_1;@} =-1-2./3i

4.6 Solucion de ecuaciones de cuarto grado con coeficientes reales.

Con base a lo analizado en la seccion anterior, sea f(x) un polinomio de grado 4 con
coeficientes reales y

f(x) = x* +bx® + cx* + dx +e.
A partir de f(x) se construye la ecuacion polinomial h(y) de grado 3y
h(y) = y* —cy® + (bd — 4e)y —b’e + 4ce —d>.
A h(y) se le conoce como ecuacion auxiliar® de f(x).
Sea o nimero real y raiz de h(y), es decir,
h(a) = a® —ca® + (bd —4e)a —b%e +4ce—d? =0

El artificio para resolver las ecuaciones de cuarto grado es completar el cuadrado de la
identidad de f(x) de la siguiente manera

f(x)=0= x"+bx®+cx’ +dx+e =0,
= x* +bx® =—cx* —dx —e,

X b+ T2 2:—cxz—dx—e+1b2x2,
4 4
2
:>(x2+1bxj =£1b2—cjx2—dx—e,
2 4
2
:>[x2+1bxj +(x2+1bxja+1a2 :(1b2—cjx2—dx—e+(x2+1bxja+1a2,
2 2 4 4 2 4
2
:(x2+1bx+laJ z(lbz—C+0{sz+(lba—djx+(—e+lazj ------- (1)
2 2 4 2 4

Obsérvese la siguiente relacion entre los coeficientes del segundo miembro de esta
Gltima identidad

® Humberto Cardenas; Francisco Raggi; ET. AL. Algebra Superior. Trillas. México.1998.



2
(lba—dj —4(1b2 —C+aj[—e+la2j =
2 4 4

=d? —dba+ib2a2 +b2e—ib2a2 —4dce+ca’ +4ae—ad =

= —(a® —ca® + (bd — 4e)a —bZe + 4ce—d?) = 0.

Asi que

2
1
Lhood] =4 1o cia|-erta?] e (2)
2 4 4
Por otro lado, obsérvese que
1
1b2 —CH+a X+ 1boc—d X+|—e+-a’
4 2 4
Puede ser factorizado como una expresion lineal Ax + B tal que
b cra e+ toa—dlx+|[—es+ta? |- (Ax+BY
4 2 4
De esta manera se escogen los nimeros A, B tales que
p=ty o a;
4
B?=—-e+ 1052;

2AB =Eba—d.
2

Si 2AB =-d +;ba, se toman Ay B, si 2AB=d —;ba, se toman -Ay B. Y de la

2
formula (2) se tiene que 4(ABY = [;ba—dj , 'y entonces la formula (1) se puede

escribir como
1. 1Y
[xz +be +2aj = (Ax+BY

Esta ecuacién es equivalente a la ecuacion original f(x) y se satisface si y solo si se
cumplen

x2+1bx+1a: Ax + B
2 2



X2+;bx+;0{:—AX—B

Por lo tanto las raices de f(x)=x*+bx®+cx*+dx+e. son las soluciones de las

ecuaciones
? +(1b—ij+(1a— Bj =0,
2 2

x2+(1b+ij+(1a+B):0.
2 2

Ejemplo 13. Sea f(x)=x*+4x*+x+1. Entoncesb=4,c=0,d=1,e=1. Por lo
tanto la ecuacion auxiliar es

hy) =y*-17 =0.
Se toma y = 3/17. Ahora, deben cumplirse

A? =4+317,

B® = _1+4113“/172’

2AB = -1+ 2317,

que se satisfacen si

A=-/4+317,
Bo |—1+13A72
4

de aqui, se obtienen entonces las ecuaciones

b ()
e N R

cuyas soluciones son las raices de f(x).



Ejercicios.

1.

2.

8.

9.

Demostrar los corolarios 1, 2, 3 del Teorema del residuo.

Demostrar lo teoremas 3, 4, 5, 6, 7 correspondientes a la seccion 4.2

Diremos que un polinomio f(x) tiene inverso multiplicativo si existe algun g(x)

tal que f(x)g(x) = 1. Demuéstrese que las siguientes afirmaciones
equivalentes:

a) f(x) tiene inverso multiplicativo;
b) () [1;
c) f(x) es de grado cero.

Supédngase que f(x) | g(x). Demuéstrese que toda raiz de f(x) es raiz de g(x).

Multiplicar los siguientes polinomios:

a) x'+xP+xP+x+1por X+ X+ xP+x+1;
b) 2x*—3x*+x—1 por x* +3x*—1;

c) x*+4x*-5x*-2 por x* —4x> -5x*-2;
d) x°=3x*+x®—x+1por 3x° +7x* —x +1.

Dividir los siguientes polinomios:

a) X +3x°—2x*+3x* —x+1 por x* —x+1;

b) 2x" —3x®+ x> —3x* +5x> —4x* + 2x -1 por 2x> —3x* + x —1;
c) X>—3x*+6x-1por X’ +x+1;

d x®+x>+1por x> +x+1;

e) (x+1) —x" -1 por (x*+x+1f.

Sin efectuar la division demostrar que:

a) X' +3x>+3x° +3x+2 es divisible por x+2;
b) x°>—3x"+ x*—2x -3 es divisible por x—3;

c) Si ay b son distintos y f(x) es, separadamente, divisible por x-a y x-b,

demostrar que f(x) es divisible por (x-a)(x-b);
d) 2x*—7x*—2x*+13x+6 por x*—5x+6;
g) 2x°+2x° + x* +2x> + x* + 2 por x* +1;
f) x®+4x°+3x" +2x3 + x+1 por x* + x+1.

Escribase un polinomio de tercer grado que tenga como raices 0, 1, 2.

Demuéstrese que x-a | x-b si, y s6lo si, a = b.

10. Escribase un polinomio de cuarto grado que tenga como raices i, -i, 1+i, 1-i.

11. Resolver las siguientes ecuaciones:



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

a) x*—-6x+9=0;

b) x*+9x*+18x+28=0;
c) X*+6x+2=0;

d) x*-3abx+a’+b*=0;
e) x®—6ix+4(1-i)=0.

Hallese al polinomio de menor grado que se anula para x = -1, 0, 1 y toma el
valor de 1 parax = 2.

Hallese al polinomio de menor grado que se anula para x = 0, 2+i, 2-i y toma los
valoresde 1y -1 parax=-1ly x = 1.

Resuélvase x* — (1+ 2 )x* + (=4 +i)x* + (3+6i)x +3—3i = 0; dadas las raices i y

3.

Hallese al polinomio de menor grado que para x = 0 toma el valor de 1y tiene
las siguientes raices: 1 y -1 como raices simples, 2 como raiz doble y -3 como
raiz triple.

Escribir un polinomio de séptimo grado con 0 y 1 como raices dobles, -1 como
raiz triple y que para x = 2 el polinomio tome el valor de -1.

Supéngase que el polinomio f(t) =at"+a, t""+---+at+a, tiene raices ty,
to, ..., th. ¢Cudles son las raices de los siguientes polinomios

a) f(t)y=at"—a t" '+ --+(-1)a,;
by f(t)=at"+at" +---+a _t+a;
¢c) f(t)=at"+a _bt""+a bt"*+.--+ab"*t+ab"?

Escribase un polinomio de tercer grado que tenga como raices 1, 1+i, 1-i.

Encontrar el polinomio maximo comdn divisor de los siguientes pares de
polinomios:

a) X+x' =x*=2x-1, 3" +2x° + X* + 2x - 2;

b) x°—2x*+x*+7x* —12x+10, 3x* —6x> +5x* +2x - 2;

c) X>+3x*—12x>-52x*-52x-12, x* +3x® —6x* —22x-12;

d x*—4x*+1, xX* =3x*+1;

e) 3x®—x>—9x" —14x* —11x* - 3x -1, 3x° +8x* +9x* +15x* +10x + 9.

Sea A ,xn matriz sobre el campo K y sea J el conjunto de todos los polinomios
f(t) en K[t] tales que f(A)=0. Demostrar que el conjunto J es un ideal.

Demostrar que el conjunto J propuesto en el ejemplo 7 es un ideal.



22.

23.

24,

25.

26.

217.

28.

Utilizar el algoritmo euclidiano para encontrar los polinomios M;(x), Mx(x) tal
que satisfagan la ecuacion f,(x)M,(x)+ f,(x)M,(x) = 5(x), donde &(x) es el
polinomio maximo comun divisor de los polinomios f;(x), f2(X):

a) f(xX)=x'+2x>-x"-4x-2, f,(x) =x*+x*—x*-2x-2;
b) f(x)=x°—4x>+11x* - 27x° +37x* - 35x + 35,
f,(x) = x> =3x* + 7x* — 20x* +10x — 25;
¢) f(x)=3x"+5x*-16x°-6x*-5x-6, f,(x)=3x"—4x>—x*—x-2.

Utilizar el algoritmo euclidiano para encontrar los polinomios Mi(x), My(x) tal
que satisfagan la ecuacion f,(x)M,(x)+ f,(x)M,(x) =1:

a) f(x)=x'-x>+4x*+4x+1, f,(x) =x*—x-1;
b) f(x)=2x"+3x*-3x*-5x+2, f,(x)=2x>+x*—x-1;
¢) f(¥)=x"+5x*+9x> +7x* +5x+3, f,(x) =x*+2x°> +2x* + x +1.

Encontrar un polinomio del menor grado posible que proporcione residuo de:

a) 2x cuando es dividido por (x —1); 3x cuando es dividido por (x—2)’;
b) x*+x+1 cuando es dividido por x* —2x*+10x—7; 2x* —3 cuando es
dividido por x* —2x® —3x* +13x -10.

Sea 5(x) el polinomio méximo comun divisor de los polinomios fi(x), fa(X).
Supongase que la relacion f,(xX)M (x) + f,(X)N(x) = 6(x) se satisface. ;Cual es
el polinomio maximo comun divisor de los polinomios M(x), N(x)?

Resolver las siguientes ecuaciones:

a) x'+2x*-2x*+6x-15=0;
b) x*—4x*+3x*+2x-1=0;
c) x'—6x*+6x°+27x-56=0;
d x*=x*—4x>+4x+1=0;

e) 4x'—4x*+3x*-2x+1=0.

De los siguientes polinomios encontrar el polinomio maximo comun divisor:

a) (x=1P(x+20(x=3)x-4),(x=1)(x+2)(x +5);
b) (x*-1)x?-2x+1), (x* -1f.
Suponiendo demostrado el teorema fundamental del algebra, demostrar lo

siguiente: Si fy g son dos polinomios sobre el campo K, entonces el m.c.d. (f: g)
= 1si, y solo si, f y g no tienen raices en comun.



Para el resto de los ejercicios se necesita la siguiente definicion. Si f, g y p son
polinomios sobre el campo K con p =0, se dice que f es congruente con g en modulo
p si (f-g) es divisible por p. Si f es congruente con g mddulo p, se escribe

f=g madd p.

29. Demostrar que para todo polinomio no nulo p, la congruencia modulo p es una
relacion de equivalencia. Es decir:

a) Esreflexiva: f=fmod p;
b) Essimetrica: f=g mod p, entonces g = f mod p;
c) Estransitiva: f=gmod py g=h mdd p entonces f=h mod p.

30. Supongase que f=gmod p y f; = g1 mod p. Demostrar que:

a) f+f; =g+gs mod p;
b) ff; =gg; mdd p.

31. Si p es un polinomio irreducible y fg = 0 mdd p, demostrar que f=0 méd p o que
g =0 mod p. Dar un ejemplo que muestre que esto es falso si p no es irreducible.

32. Sif, g, hy p son polinomios sobre el campo K, p = 0y si f=g mdd p entonces
h(f) = h(g) mdd p.
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