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GEOMETRIA INTERACTIVA
Maestria en Ciencias (Matematicas)
Tesista: Maria Juana Linares Altamirano
Director de tesis: Dr. Carlos Hernandez Garciadiego

1. Antecedentes
La computadora es una herramienta que en la etapa actual del desarrollo
tecnoldgico, no deja lugar a dudas de su utilidad en casi todos los ambitos de la
actividad humana. La convergencia de medios a través de la computadora y las
telecomunicaciones potencian su gran versatilidad y campo de accion.

En diversas partes del mundo la computadora ya se aplica de manera muy variada,
en los procesos de ensefianza y aprendizaje, tanto de manera presencial como a
distancia, y sin lugar a dudas, se vislumbra un enorme potencial, sobre todo con el
desarrollo tan impresionante de Internet y de diversas tecnologias accesorias en
permanente desarrollo, como los son las tabletas y los pizarrones electronicos.

Un hecho fundamental es que en el campo de las matematicas ya se cuenta con
software diverso, que posibilita un mejor aprovechamiento de la creatividad,
sensibilidad, experiencia, madurez y conocimiento matematico de quien lo usa y que
ademas, entre otras cosas, facilita construir material interactivo para poder inducir el
descubrimiento y ayudar a visualizar de muchas maneras resultados que se antojan
complicados, dejando asi mas tiempo para el analisis y la profundizacién de los
conceptos.

Muy especialmente para la Geometria, el uso del software proporciona amplias
posibilidades para visualizar, explorar, analizar y conjeturar resultados. Existe
software que le proporciona al usuario la posibilidad de colocar las construcciones
geométricas en diversas situaciones, a diferencia de los dibujos estaticos y casi
anicos de un libro, o lo que se puede hacer con gises de colores en un pizarron
tradicional. Al usar software para realizar construcciones geométricas, otro elemento
de gran apoyo, aunque parezca simple, es el hecho de poder borrar y trazar cuantas
veces sea necesario y hacerlo con extrema limpieza.

Existe una amplia gama de programas computacionales, cada uno con sus propias
caracteristicas y posibilidades de desarrollo de construcciones geométricas
dindmicas e interactivas, que permiten de alguna manera apoyar la ensefianza y el
aprendizaje de la Geometria. Algunos de ellos son: The Geometer's Sketchpad,
GeolLab, Descartes, Geogebra, Cabri y Cinderella, entre otros.

1.a El Proyecto Descartes

Como un antecedente de gran relevancia, en materiales en Internet que pueden
apoyar al estudiante en sus materias de matematicas, se destaca el Proyecto
Descartes promovido y financiado por el Ministerio de Educacion y Ciencia de
Espania el sitio Web de tal proyecto es el siguiente:



2.E

http://descartes.cnice.mecd.es/

“Los materiales de este proyecto han sido desarrollados mediante Descartes que es un
applet (programa en lenguaje Java) configurable, disefiado para presentar interacciones
educativas con numeros, funciones y graficas. Descartes puede ser utilizado por los
autores de paginas Web educativas para enriquecer sus materiales con una amplia
variedad de modelos matematicos interactivos

El Proyecto Descartes ha sido promovido y financiado por el Ministerio de Educacion y
Ciencia de Espafia, con la finalidad de aprovechar las ventajas del ordenador y de
Internet para ofrecer a los profesores y a los alumnos una nueva forma de ensefiar y
aprender Matemaéticas

Durante los dltimos veinte afos el Ministerio de Educacién y Ciencia ha puesto en marcha
numerosos proyectos para promover la utilizacién de las Tecnologias de la Informacion y
de la Comunicacién (TICs) como recurso didactico, uno de ésos es:

“El proyecto Descartes tiene como principal finalidad promover nuevas formas de
enseflanza y aprendizaje de las Matematicas integrando las TICs en el aula como
herramienta didactica. Aparece en el afio 1999 con la intencion de romper esa tendencia
tradicional aprovechando las circunstancias que se dan en este nuevo siglo, tanto desde
el punto de vista econémico y tecnoldgico, como es el abaratamiento de los equipos, la
aparicion de las lineas de alta velocidad para la transmision de datos, la utilizacion
generalizada de Internet a bajo coste, etc.; como social, la utilizacion generalizada del
ordenador y de Internet en nuestra sociedad y, en particular, el interés de muchos
profesores de matematicas por las TICs.”

Los informes de la OCDE muestran mucho retraso en la utilizacién de las TICs como
medio didactico, en general, en los paises mas avanzados.

Esta informacion se obtuvo del sitio Web:
http://descartes.cnice.mecd.es/presentacion/presentacion web.html

Se puede observar que aunque existen en la Web, diversos sitios sobre Geometria
Euclidiana y casi nada sobre Geometria Moderna, frecuentemente son paginas Web
con textos que contienen imagenes fijas, o bien construcciones interactivas aisladas
sobre algunos topicos particulares: El software Geometria Interactiva intenta ser un
grano de arena en el sentido de ofrecer a los usuarios un software con
caracteristicas que lo distingan de los existentes, como lo haremos ver en el
apartado 5.b.

software Geometria Interactiva

Asi, con base en las posibilidades del software The Geometer’'s Sketchpad, y de
JavaSketchpad su traductor a Java se construy6 el software titulado Geometria
Interactiva, que puede apoyar a los alumnos en el estudio de varios teoremas
importantes de un primer curso de Geometria Moderna.

Antes que todo, se desea aclarar que Geometria Interactiva no es un libro, ni
pretende reemplazar a ningun libro y mucho menos al maestro en la ensefianza de
la Geometria Moderna, tampoco pretende reemplazar el trabajo que debe realizar el
estudiante para comprender alguna demostracion de geometria. Simplemente, se
pretende sea una herramienta de apoyo al estudio de tan importante materia.


http://descartes.cnice.mecd.es/
http://www.ince.mec.es/pub/pisa2003resumenocde.pdf
http://www.oecd.org/dataoecd/27/40/35992769.pdf
http://www.oecd.org/dataoecd/27/40/35992769.pdf
http://descartes.cnice.mecd.es/presentacion/presentacion_web.html

2.a Objetivo de Geometria Interactiva

El propdsito inicial del software Geometria Interactiva, Unicamente era crear un
material de consulta para los estudiantes que presentara la estructura del trabajo
gue se realiza en matematicas, mediante demostraciones de los teoremas que se
estudian en un primer curso de Geometria Moderna. Los teoremas y sus
demostraciones irian acompafados de construcciones geométricas (applets)
realizadas en paginas Web. Pero al ir avanzando en la demostraciéon de algunos
ellos se vio la necesidad de incorporar como antecedentes, de la manera de trabajar
en matematicas, a la Geometria Euclidiana. De otra manera no sélo quedaria fuera
de contexto este software, sino mas adn, quedaria incompleto puesto que la forma
de trabajar en matematicas, en particular en Geometria Moderna, depende en gran
medida de lo construido por los antiguos griegos, en particular por Euclides.

La pagina Web de Inicio del programa de Geometria Interactiva es la siguiente:

Tesis: Geometria Interactiva

Maestria en Ciencias (Matematicas)

Principales teoremas para un primer
curso de Geometria Moderna

Tesista: Maria Juana Linares Altamirano
linares@servidor.unam.mx
Facultad de Ciencias

Director de tesis: Dr. Carlos Hernandez Garciadiego
Instituto de Matem aticas

ol > Universidad Macional Autdnoma de México
México, D.F. a 17 de Noviembre de 2007

iEspera a ver el applet! Si no se activa, da clic Agui
Explicacidn

En todo applet, puedes arrastrar los puntos rojos con el
ratdn. Toda imagen en un recuadro calor magenta es un
botdn, al dar clic en &l muestra el paso correspondiente

de |a demastracidn y/o aparece otro boton. Oprimiendo la Mapa del sitio Documento de tesis
tecla R vuelve el applet a su estado inicial.

Libro I de Euclides Geometria Moderna MNotas histéricas

Las construcciones interactivas de este trabajo, estan relacionadas con The Geometer's Sketchpad y
su componente JavaSketchpad (Copyright ©1990-1998 by Key Curriculurm Press, Inc.).

Imagen de la pagina Web que contiene el mena principal del software Geometria Interactiva.

Los hipervinculos que Geometria Interactiva tiene en su menu principal,
corresponden a los temas que trata este software:

Libro | de Euclides
Geometria Moderna
Notas historicas
Mapa del Sitio
Documento de tesis

2.b Caracteristicas de las paginas Web de Geometria Interactiva
Se decidio presentar cada uno de los teoremas de la siguiente forma:
Cada teorema es presentado en una pagina Web, con su enunciado, su
demostracion formal, y un applet correspondiente a la construccion geomeétrica



interactiva. Esta pagina Web consta de tres marcos: el marco titulo, el marco
izquierdo y el marco derecho. ElI marco titulo contiene la pagina Web
correspondiente al enunciado del teorema, en el marco izquierdo esta la pagina Web
con la demostracion del teorema, y en el marco derecho esta la pagina Web que
contiene el applet de la construccién geométrica interactiva. En él, se desarrolla paso
a paso, la construccion geomeétrica conforme se van dando los argumentos de la
demostracion.

. g . e 8 b B
116  Entodo triangulo, si uno de los lados es prolongado, el angulo ==z 2=
exterior es mayor que cualquiera de los angulos interiores y opuestos.
Proposiciones |1 a .28 Libro | de Euclides Inicio
~
Reescribiendo |3 proposicidn 116, en lenguaje
actual:
1.16 Entodo triangulo, sl uno de sus lados es
prolongade, el angulo externo es mayor que
cada uno de los angulos internos y opuestos
ael
Hipitesis: Sea ABC untridnguloy sea BC el A F
lado prolongado al punto D.
Sea < CACTY un dngulo exterior.
Tesis:
Demaostrar que el angulo exterior D
[ ACLY =
25 mayor que cada uno de los angulos
interiores v opuestos a él, es decir,
s (ACDY » 2 BACY
v 2(ACD) > <« (CBA)

Demostracion.

Imagen de la pagina Web que contiene la Proposicion 1.16 del Libro I de los Elementos de Euclides.

3. Los temas de Geometria Interactiva

A continuacion se enlistan los temas desarrollados en este software.

3.a Tema Libro | de Euclides, pagina Web que presenta el Libro | de los Elementos
de Euclides. Este tema se introdujo con la idea de hacer ver el gran rigor matematico
con el que los antiguos griegos trabajaban las mateméticas. En cada paso de la
demostracién de una proposicion se hace referencia a la definicién, el postulado, la
nocién comun o alguna otra proposicion ya demostrada que lo justifique. La pagina
Web del tema |, Libro | de Euclides, contiene una Introduccion con las 23
definiciones, los 5 postulados y las 5 nociones comunes de este libro; asi como las
48 proposiciones de que consta . Los hipervinculos que presenta esta pagina Web
son los siguientes:

Introduccién.
Proposiciones 1 a 26.
Proposiciones 27 a 32.
Proposiciones 33 a 48.

Bibliografia




Més adelante, se describe con mas detalle el contenido de este tema (ver 4.a).

Es adecuado resaltar que los objetos con los que trabaja Euclides son puntos, lineas
rectas acotadas, circulos, los que actualmente Illamamos segmentos,
circunferencias, figuras, etc. Y a pesar de que Euclides defini6 cada uno de los
objetos con los que trabaja, algunas de sus definiciones no son afortunadas, mas
bien son muy oscuras.

A diferencia de los antiguos griegos, actualmente en la ensefianza de la geometria
elemental, se da por supuesto que los alumnos estan familiarizados con los
conceptos basicos de punto, recta, plano, espacio, asi como con las relaciones
elementales entre ellos. “Pensamos diferente respecto a definiciones de objetos
matematicos hoy en dia: no es necesario definir los objetos, lo que importa es
Unicamente la interrelacion entre ellos. Esta interrelacion se tiene que asentar por
completo en los axiomas. Lo que nos imaginemos bajo el nombre de "punto" no
importa mientras procuremos que el objeto imaginado satisfaga las relaciones
exigidas en los axiomas” [Ba].

Cabe mencionar que los enunciados originales de las proposiciones del Libro | de los
Elementos de Euclides se han respetado, pero se ha intentado enunciarlas en
lenguaje actual, por ejempilo:

El enunciado de la Proposicion 1.4, es:

1.4 Si dos triangulos tienen dos lados iguales a dos lados respectivamente, y
tienen iguales los &ngulos contenidos por los lados iguales, entonces
también tiene la base igual a la base, el triangulo igual al triangulo y los
angulos restantes iguales a los angulos restantes respectivamente, a saber
aquellos opuestos a los lados iguales.

Version actualizada
1.4 Si dos lados de un triangulo y el angulo comprendido son
respectivamente iguales a dos lados y el angulo comprendido de otro
triangulo, entonces los dos tridngulos son congruentes (LAL).

Varios estudiosos de la ciencia concuerdan en que el estudio de la Geometria
Euclidiana ayuda fuertemente a desarrollar el pensamiento mateméatico pues su
método axiomético o método euclidiano es considerado la mejor introduccion al
razonamiento deductivo formal. Es decir, su método tedrico deductivo es tan valido
no so6lo en el estudio de la Geometria sino de las matematicas en general.

Cada una de las proposiciones del Libro | de Euclides, es presentada en una pagina
Web, con las caracteristicas que ya se han descrito (ver 2.b.).

3.b Tema Geometria Moderna, pagina Web que comprende nueve apartados con
los teoremas mas relevantes de un primer curso de Geometria Moderna asi como
sus correspondientes demostraciones. En la Introduccién se proporcionan algunos
conocimientos previos necesarios para estudiar adecuadamente el material que
sigue. Ademas, la pagina Geometria Moderna contiene 67 teoremas distribuidos en



los 9 apartados restantes, y se proporciona la Bibliografia usada en esta parte. Los
hipervinculos que presenta son los siguientes

e |I.1 Introducciodn.

e |I.2 Congruencia de triangulos.

e 1.3 Area de triangulos.

e |l.4 Teorema de Thales.

e |l.5 Semejanza de triangulos.

e |I.6 Puntos y rectas notables del triangulo.

e |I.7 Geometria del triangulo.

e |1.8 Cuadrilateros ciclicos y angulos en la circunferencia.
e 11.9 Algunas propiedades de las circunferencias.
e |1.10 Teoremas selectos.

e |1.11 Bibliografia.

Mas adelante, se vera con mas detalle el contenido de este tema (ver 4.b).

Cada teorema es presentado en una pagina Web, con las caracteristicas que ya se
han descrito (ver 2.b).

La siguiente es la imagen de la pagina Web correspondiente al Teorema 1l.7.c. Se
trata del Teorema. La circunferencia de los nueves puntos.

I.7.c Lacircunferencia de los nueve puntos. = e
Los pies de las tres alturas de un triangulo ABC, los puntos medios de sus tres lados ST e
y los puntos medios de los segmentos que van de los vértices al ortocentro, estan

en una circunferencia de radio (1/2)R, donde R es el circunradio del triangulo ABC. Beom-drianqulc; Becmatisitodemss niclo

Hipdtesis: Sean el triangulo ABC |, su -~
ortocentro Hy su circuncentro O,

Sean los puntos D, E, F los pies de sus
alturas, los puntos A7, BY, C los puntos
medios de sus lados ;ylos puntos K, L, M
05 puntos medios de los segmentos gque van
de los vértices al ortocentro H.

Y sean el triangulo medial A'B°CT, su
circuncentra N,y su ontocentro O.

Tesis:
Diemostrar gue
los puntos D, E,F A, B, C K, LyM
estan en una circunferencia,

Demostracion.

=
Log puntos K, Ly M son los puntos medios
de los segmentos AH, BHy CH .

P2. =
Forel Lema [L6.a, los seamentos C B vy LM
Bomaralol | Y | =¥ nd oo lomoitieed i

Imagen de la pagina Web contiene el Teorema I1.7.c La circunferencia de los nueve puntos.



Reforzando lo escrito por [Ba], también puede verse en [Hi], como David Hilbert da
una base para el analisis de nuestra intuicion del espacio, y comienza su discusion,
asi:

“Consideremos tres sistemas distintos de cosas. Las cosas que componen el primer
sistema las llamaremos puntos y los designaremos por las letras A, B, C, ...; las que
componen el segundo que llamaremos lineas rectas y las designaremos por las
letras a, b, c, ...; y aquellas del tercer sistema, que llamaremos planos y las
designaremos por las letras griegas a,f,y, .... Los puntos son llamados los
elementos de la geometria lineal; los puntos y las lineas rectas, los elementos de la
geometria plana; y los puntos, las lineas rectas, y los planos, los elementos de la
geometria del espacio o0 los elementos del espacio. Imaginamos a estos puntos,
lineas rectas, y planos como teniendo ciertas relaciones mutuas, que indicaremos
por medio de palabras tales como “estdn situados”, “entre”, “paralelas”,
“congruentes”, “continuas”, etc. La descripcion completa y exacta de estas relaciones
se sigue como una consecuencia de los axiomas de la geometria. Estos axiomas
pueden ser arreglados en cinco grupos. Cada uno de estos grupos expresa, por si
mismo, ciertos hechos fundamentales relativos a nuestra intuicion. Llamaremos a
estos grupos como sigue:

I. Axiomas de conexion.

Il. Axiomas de orden.

lll. Axiomas de las paralelas (axioma de Euclides).
IV. Axiomas de congruencia.

V. Axioma de continuidad (axioma de Arquimedes).”

En este tema de Geometria Moderna, se proporcionan algunos datos referentes a
las aportaciones que se hicieron durante el siglo XIX a lo realizado por Euclides, por
ejemplo, el empleo de segmentos dirigidos, la razén en la que un punto sobre una
recta divide a un segmento de ésta, sentido al &rea de un triangulo, puntos al infinito,
la recta al infinito, el plano al infinito. Es decir, en este tema Il se muestra una de las
formas en que los matematicos de la era moderna han extendido la geometria mas
alla de la heredada por los griegos mediante el descubrimiento de muchas nuevas
proposiciones relacionadas con las circunferencias y las figuras rectilineas,
deducidas de las enumeradas en los Elementos de Euclides.

Como puede leerse en [Ca], “A la geometria deductiva desarrollada después de
Euclides, y anterior a las llamadas geometrias no euclidianas, denominada por
algunos autores Geometria Moderna, se le sitia histéricamente entre los siglos Il
A.C.y XIXD.C.".

3.c Tema Notas Historicas, pagina Web que contiene un conjunto de notas
biogréficas sucintas de mateméticos relacionados con el desarrollo de la Geometria.
Los hipervinculos que presenta son los siguientes:

e |ll.a Thales de Mileto (624-547 a.C)
e |ll.b Euclides de Alejandria (325-265 a.C)
.C

e |ll.c Menelao de Alejandria (70-130)



e |ll.d Claudio Ptolomeo (85-165)

e |ll.e Pappus de Alejandria (290-350)

e |I.f Girard Desargues (1591-1661)

e |ll.g Blaise Pascal (1623-1662)

e |ll.h Giovanni Ceva (1647-1734)

e |ll.i Leonhard Euler (1707-1783)

o |l William Wallace (1768-1843)

e |ll.Lk Charles Brianchon (1783-1864)

¢ |ll.I Criticas a la Teoria euclidea y sus consecuencias.
¢ |ll.m Criticas al Quinto Postulado y sus consecuencias.

e |ll.n Postulados de Hilbert para la Geometria Euclidiana Plana.
Mas adelante, se describe con mas detalle el contenido de este tema (ver 4.c).

Las paginas Web de estas notas biograficas contienen hipervinculos, que permiten
acceder a la demostracion de algun teorema perteneciente a alguno de estos
personajes.

Notas histéricas Libro I de Euclides Geometria moderna  Inicio

i

Thales de Mileto (524-547 =.C)

=

Euclides de Alejandriz [325-265 3.C)

i

Menelao de Alejandria [70-130)

o

Claudio Plolomeo [85-1685)

i

Fappus de Alejandria [290-350)

=

Girard Desargues [1531-16861)

Elzize Pascal [1E23-16E2)

E

=i

Giowanni Ceva [1647-1734)

Leonhard Euler [1707-1723)

William Wallace [17E2-1843)

E

lILE Charles Brianchon [1783-1864)
|

Ll Criticas ala Teoriz euclides y sus
CONSecUencias.

ll.en Criticas =l Quirts Postulado y sus
ConSeoUencias,

llln Fostulados de Hilbert para la Geometria
Euclidizna Plana.

De a Ie del fresco La Escuelz de Atenas de Rafael
[imagen tormada del sitio:
Ihttp Shweneve-roups. des st-and.ac. okl ~historgPictDis playE uclid bl

Imagen de la pagina Web correspondiente al tema 111, Notas historicas

Como temas complementarios de esta tesis, aparecen en el menu principal (pagina
Web de Inicio) de Geometria Interactiva, los siguientes hipervinculos:




3.d Tema Mapa del Sitio, pagina Web que presenta todos los tépicos de Geometria
Interactiva, la manera en que estan estructurados, y desde aqui se accede
facilmente a la pagina Web de cualquier teorema desarrollado en este software.

3.e Tema Documento de la tesis, pagina Web que contiene el documento de esta
tesis en formato PDF.

4. Paginas Web: Libro | de Euclides, Geometria Moderna, Notas histéricas

A continuacion, se describe con més detalle el contenido de los temas principales.
Geometria Interactiva contiene dos temas fundamentales de gran apoyo para un
estudiante de un curso de Geometria Moderna, de cualquier licenciatura de
matematicas o areas afines: Libro | de Euclides y Geometria Moderna. Un tercer
tema Notas Historicas, que contiene notas biograficas de mateméticos relacionadas
con los resultados o teoremas de Geometria trabajados por ellos. También se
incluyen notas biograficas de los mateméaticos que hicieron criticas a la teoria
euclidiana y en particular al Quinto Postulado, y de aquellos que hicieron
aportaciones, sobre todo en el siglo XIX, a lo realizado por Euclides.

4.a Pagina Web Libro | de Euclides de los Elementos de Euclides, contiene en el
marco derecho una breve descripcidn del contenido de esta pagina Web, y en el
marco izquierdo se presentan cinco hipervinculos con las definiciones, los
postulados, las nociones comunes y las cuarenta y ocho proposiciones del Libro | de
los Elementos de Euclides, y la Bibliografia que se uso en el desarrollo de este tema.

Introduccidn, hipervinculo que lleva a la pagina Web que contiene las veintitrés
definiciones, los cinco postulados y las cinco nociones comunes del Libro | de los
Elementos de Euclides.

Proposiciones 1 a 26, hipervinculo que lleva a la pagina Web donde se tratan
fundamentalmente las propiedades de los triAngulos. Aqui se encuentran las
Proposiciones 1.4, 1.8 y 1.26 que constituyen los criterios de congruencia de triangulos
y la Proposicion 1.16, de la cual es interesante sefialar que es la primera proposicion
gue no se cumple en la geometria eliptica. Es decir, las 15 proposiciones anteriores
se verifican tanto en la geometria euclidiana como en la geometria eliptica.

Proposiciones 27 a 32, hipervinculo que lleva a la pagina Web donde se establece
la teoria de las paralelas y se demuestra que la suma de los angulos interiores de un
triangulo es igual a dos angulos rectos. De la Proposicion 1.29, es importante
mencionar que es la primera que no se cumple en la geometria hiperbdlica y que
para su demostracion se aplica por primera vez el Quinto Postulado de la geometria
euclidiana.

Es decir, las 28 proposiciones anteriores son independientes del postulado de las
paralelas y, por lo tanto, se verifican tanto en la geometria euclidiana como en la
geometria de Lobachevsky, también llamada geometria hiperbdlica. Otra proposicion
interesante, es la Proposicion 1.32, que afirma: "En cualquier tridngulo, la suma de
sus angulos internos suman 180°.




Proposiciones 33 a 48, hipervinculo que lleva a la pagina Web donde se establecen
las propiedades de los paralelogramos, triangulos y cuadrados. Se hace referencia
especial a las relaciones de area, y se destaca lo siguiente:

En la Proposicion 1.34, Euclides usa el término "area paralelogramica” en lugar de la
palabra "paralelogramo", ésta ultima aparece por primera vez en la Proposicion 1.35.
Proclus indicé que la palabra "paralelogramo” fue creada por Euclides.

Con la Proposicion 1.34 se inicia el estudio de areas de figuras rectangulares. En
varios de los enunciados de las proposiciones, se habla de "igualdad de
paralelogramos”, o "igualdad de triAngulos", o "un paralelogramo igual a un
triangulo”, etc. El concepto de igualdad al que se hace referencia, estd dado en
términos de las &reas de las figuras rectilineas que se mencionan. También es
importante mencionar que la Proposicion 1.47 es el Teorema de Pitdgoras y la
Proposicién 1.48 es el reciproco del Teorema de Pitagoras.

Bibliografia, hipervinculo que lleva a la pagina Web donde se enlistan los libros
utilizados en esta parte del software, y dos sitios de Internet de mucho apoyo para
este trabajo.

4.b Pagina Web Geometria Moderna, contiene en el marco izquierdo los
hipervinculos correspondientes a los temas del material de un primer curso de
Geometria Moderna, y en el marco derecho se presenta una breve descripcién del
contenido de esta pagina Web, asi como una Nota Aclaratoria, en la cual se hace
notar la manera tan distinta en que actualmente se conciben los objetos matematicos
con respecto de como lo hacia los antiguos griegos.

Il.1 Introduccién, hipervinculo que lleva a la pagina Web que contiene algunos
conocimientos previos, necesarios para estudiar adecuadamente el resto del
material.

II.2 Congruencia de tridngulos, hipervinculo que lleva a la pagina Web donde se
establecen los diferentes criterios de congruencia y se realizan cuatro
demostraciones interactivas.

11.3 Area de triangulos, hipervinculo que lleva a la pagina Web donde se precisa el
concepto de altura y se demuestran cuatro proposiciones referentes al concepto de
area de triangulos.

II.4 Teorema de Thales, hipervinculo que lleva a la pagina Web donde se realizan
las demostraciones de dos teoremas y sus reciprocos, conocidos como Teorema de
Thales y ademas se proporcionan algunas anotaciones histéricas.

1.5 Semejanza de triangulos, hipervinculo que lleva a la pagina Web donde se
demuestran tres resultados respecto a los tipos de semejanza de los triangulos y se
presenta un resumen para comprobar la semejanza de triangulos.

1.6 Puntos y rectas notables del tridngulo, hipervinculo que lleva a la pagina Web
donde se demuestran resultados sobre la concurrencia de Medianas, Bisectrices,
Mediatrices y Alturas.
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1.7 Geometria del tridngulo, hipervinculo que lleva a la pagina Web donde se
presentan demostraciones interactivas de varios teoremas, entre los que podemos
encontrar, el de la Recta de Euler, del TriAngulo Medial, la Circunferencia de los
nueve puntos, el teorema de Ceva y su reciproco, el teorema de Menelao, el
teorema de la Bisectriz, el teorema de Pappus y el teorema de Desargues.

11.8 Cuadrilateros ciclicos y angulos en la circunferencia, hipervinculo que lleva a
la pagina Web donde se presentan algunos teoremas importantes acerca de
cuadrilateros ciclicos y angulos en la circunferencia, el teorema Ptolomeo, la linea de
Simson y su reciproco, ademas de algunas proposiciones del Libro Il de Euclides,
entre otros.

1.9 Algunas propiedades de las circunferencias, hipervinculo que lleva a la
pagina Web donde se presenta uno de los conceptos mas interesantes de la
geometria moderna: la potencia de un punto con respecto a una circunferencia.
Ademas algunos resultados sorprendentes que hacen uso de este concepto, como
son el teorema de la Formula de Euler, el teorema de Pascal y el teorema de
Brianchon.

1I.10 Teoremas selectos, hipervinculo que lleva a la pagina Web donde se
demuestran algunos teoremas que por su aplicacién en trigonometria son de gran
utilidad para realizar algunos calculos. Por ejemplo, se puede aplicar el teorema de
Stewart para encontrar las longitudes de las medianas, las simedianas y las
bisectrices de los angulos de un triangulo.

II.11 Bibliografia, hipervinculo que lleva a la pagina Web donde se enlistan los libros
utilizados en esta parte del software, asi como los hipervinculos de dos sitios Web
gue fueron de gran utilidad en este trabajo.

4.c Pagina Web Notas histéricas, contiene notas biograficas sucintas de
personajes que tuvieron relevancia en el desarrollo de la Geometria.

En el marco izquierdo de esta pagina Web se muestran los siguientes hipervinculos:

Ill.a Thales de Mileto (624-547 a.C)

lll.b Euclides de Alejandria (325-265 a.C)
Ill.c Menelao de Alejandria (70-130)

_d Claudio Ptolomeo (85-165)

Ill.e Pappus de Alejandria (290-350)

IIl.f Girard Desargues (1591-1661)

Ill.g Blaise Pascal (1623-1662)

Ill.h Giovanni Ceva (1647-1734)

IIl.i Leonhard Euler (1707-1783)

IIl.] William Wallace (1768-1843)

Ill.k Charles Brianchon (1783-1864)
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lIl.I Criticas a la Teoria euclidea y sus consecuencias.

lIl.m Criticas al Quinto Postulado y sus consecuencias.

Il.n Postulados de Hilbert para la Geometria Euclidiana Plana

Una vez seleccionado algun hipervinculo de la pagina Web del marco izquierdo, en
el marco derecho se presenta el contenido de la pagina Web correspondiente al
hipervinculo elegido. El contenido de ésta puede corresponder a algunos de los
siguientes topicos:

e La Nota biogréfica del personaje relevante en la Historia de la Geometria,
cuyo nombre o apellido fue tomado para titular su trabajo: los Elementos de
Euclides, la Recta de Euler, la Linea de Simson, el Teorema de Thales, el
Teorema de Ceva, el Teorema de Menealo, el Teorema de Desargues, el
Teorema de Stewart, el Teorema de Pappus, etc.

e Algunas de las principales Criticas a la teoria euclidiana que hicieron los
matematicos durante mas de 2000 afios, y sus consecuencias en el sistema
de postulados mas difundido y aceptado que propuso David Hilbert en su
obra Grundlagen der Geometrie en 1899.

e Algunas de las Criticas al Quinto Postulado de Euclides y las consecuencias
de éstas, como son el surgimiento de las Geometrias no euclidianas en los
trabajos de Gauss, Bolay y Lobachevsky.

e El Sistema de Postulados para la Geometria Euclidiana Plana de Hilbert, que
tuvo una gran aceptacion a finales del siglo XIX.

Cada pagina Web mostrada en el marco derecho también contiene la Bibliografia y
sitios de interés en Internet para tener mas informacion al respecto del hipervinculo
seleccionado.

5. Geometria Interactiva esta dirigido principalmente a estudiantes
El software Geometria Interactiva es un material de consulta dirigido principalmente
a estudiantes y en particular, para aquellos inscritos en el primer afio de una
licenciatura en ciencias o0 en areas afines y también para aquellos que aspiran a
cursar una licenciatura en estas areas.

Lo anterior es posible, por un lado, porque es un material bien organizado,
interactivo, formal, con demostraciones apoyadas en construcciones geométricas
interactivas que permite a los estudiantes analizar diversas situaciones para los
teoremas, y por otro lado, porque pueden acceder facilmente al tema especifico de
su interés y a sus temas relacionados. Algunas de las caracteristicas de Geometria
Interactiva son las siguientes:

e Geometria Interactiva es un software, cuyos temas pueden ser abordados por
el estudiante de manera secuencial o en el orden que desee 0 que requiera.
En cualquier caso, las formas de navegacion son estandar y muy intuitivas.
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e Todas las paginas Web de presentacion de cada tema, cuentan con una
explicacion sucinta.

e El alumno al estudiar la pagina Web de algun teorema en este software,
siempre tiene visible en la pantalla del monitor el enunciado del mismo, la
pagina Web que contiene la demostracion del teorema, y una construcciéon
geométrica interactiva que muestra paso a paso el desarrollo de la
demostracion (ver 2.b).

e La pagina Web de la demostracion del teorema contiene hipervinculos a
resultados anteriores o a algunos conceptos necesarios, €stos se muestran
en la pantalla del monitor sin tener que abandonar la pagina Web de estudio.

e En todas las paginas Web que contienen demostraciones, al estudiante se le
hace énfasis en cuéles son las hipoétesis del teorema y cual es la tesis a
demostrar, asi como el método de demostracion a usar.

e En las demostraciones por casos, el estudiante los puede analizar dentro de
la misma pagina Web de estudio.

Geometria Interactiva podria servir de material de consulta a estudiantes de
Geometria Moderna de la Facultad de Ciencias de la UNAM o en areas afines, pero
en algunas de sus partes, la utilidad podria extenderse a estudiantes de otros niveles
educativos, tanto para aquellos que sélo desean conocer los resultados, como para
los que deseen saber de sus demostraciones.

5.a Geometria Interactiva y la Didactica de las matematicas

La materia de Geometria Moderna es una de las materias con alto indice de
reprobacién en la Facultad de Ciencias de la UNAM.

Seria deseable que el software Geometria Interactiva pudiera ser estudiado desde el
punto de vista de la Didactica de las matematicas. A los investigadores de esa area
podria servirles de base para hacer un estudio del impacto que este tipo de software
tiene en el proceso ensefianza - aprendizaje de las matematicas.

Este tipo de estudios queda fuera de la intencidn de esta tesis

Desde hace tiempo existe el concepto de Secuencia didactica (ver Apéndice 2),
acufiado en el campo de la Didactica. Actualmente existen secuencias didacticas en
Internet, que incorporan el uso de algun software. En ellas, se hacen sugerencias de
como utilizar un software en Internet en el aprendizaje de algun tema. Por ejemplo,
la secuencia didactica de actividades para el estudio del célculo, se presenta en la
pagina Web:

http://geocities.com/apcastane/demo.htm

Definitivamente el software Geometria Interactiva, podria ser objeto de estudio en
este sentido de los abocados a la investigacion en Matematica Educativa.
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6. La tesis: Geometria Interactiva

Geometria Interactiva es un software original, que intenta apoyar al alumno en su
estudio de los teoremas que comprende un primer curso de la asignatura “Geometria
Moderna” de una licenciatura en ciencias o en areas afines.

También, puede servir de material de consulta para aquellos estudiantes que deseen
conocer los trabajos de los antiguos gedmetras griegos, la pagina Web Libro | de
Euclides tiene esa intencion.

Geometria Interactiva es innovador, por los temas que aborda, su formalidad
matematica, sus demostraciones paso a paso, sus construcciones interactivas y por
sus caracteristicas, que ya se han mencionado (ver 5.).

El software Geometria Interactiva puede ser distribuido en disco compacto, o bien
accediendo a la pagina Web:

http://132.248.17.238/geometria/

Geometria Interactiva puede servir de modelo para la construccion de cursos
completos interactivos en linea, que requieran demostraciones formales o
explicaciones paso a paso, asi como construcciones dindmicas interactivas que
permitan manipular y representar diversas situaciones de teoremas o resultados.

7. Conclusiones

7.1. La intencién primera del software Geometria Interactiva es aportar al estudiante, un
material de consulta o de apoyo, creado mediante una nueva herramienta tecnolégica (el
uso de applets). Este material de consulta muestra la estructura del trabajo que se
realiza al estudiar mateméticas: pues en la demostracion de cada teorema, se hace
énfasis de cudles son las hipotesis, de cudl es la tesis, de qué método de demostracion
se va a seguir. Ademas, en cada paso de la demostracién, es decir en cada implicacion,
se hace referencia a los argumentos que permiten dar el siguiente paso, y asi hasta

culminar la demostracion de la tesis.

7.2 Geometria Interactiva es un software pertinente, Gtil y necesario como material de

consulta para los estudiantes de Geometria Moderna. Contiene:

a) Las demostraciones paso a paso y de manera interactiva, de los principales
resultados y teoremas de un primer curso de dicha asignatura.

b) Los trabajos de los primeros gedmetras griegos, varios de ellos se manifiestan en
las demostraciones de las cuarenta y ocho proposiciones del Libro | de los
Elementos de Euclides, y algunas proposiciones del Libro Il de esta obra,

c) Notas historicas de matematicos relevantes en el desarrollo de la Geometria.
También se hace referencia a las criticas que se han hecho a la geometria
euclidiana y sus consecuencias. Igualmente, se tratan algunas de las criticas al
Quinto Postulado y sus consecuencias.

d) Por ultimo, se presentan los Postulados de David Hilbert para la Geometria Plana.
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e 7.3 Geometria Interactiva constituye una aproximacion a un curso en linea. Actualmente,
no se pueden excluir las nuevas tecnologias (pizarrones, electrénicos, computadoras,
videos, Internet, entre otras) como apoyo para los alumnos en su estudio de
matematicas. La Internet estd en auge, existe en todos lados, incluso en Primaria y
Secundaria los alumnos tienen acceso a la red. Es claro, que a las instituciones
educativas deberia interesarles apoyar, promover, fomentar e impulsar la construccién
de este tipo de materiales.

e 7.4 Las personas que estan llamadas a realizar este tipo de trabajos son aquellas del
medio académico de la Facultad de Ciencias, 0 sea sus profesores. Pues son los que
tienen el conocimiento matematico y la experiencia docente para usar las nuevas
tecnologias y crear materiales de apoyo para sus alumnos. Las editoriales no se
arriesgan en invertir en este tipo de trabajos, pues son muy conservadoras. Deben estar
seguras de recuperar siempre su inversion Entonces, el compromiso de las instituciones
y sus profesores hacia los estudiantes, en este sentido, deberia ser muy grande

e 7.5 Una de las ventajas que tiene el software Geometria Interactiva sobre un libro de
geometria, es que el estudiante puede ir avanzando a su ritmo, ademas cualquier
postulado, definicion o teorema que el alumno necesite para seguir y comprender la
demostracién, lo encontrard en la misma pagina Web que esté estudiando en ese
momento. Si quiere volver a empezar la demostracion, en el applet que la acompafa,
hay un boton para Limpiar los trazos, o bien presionando la tecla R devuelve el applet a
su estado original.

e 7.6 Geometria Interactiva es un aplicacién original, pues aunque existen diversos sitios
de Geometria Euclidiana y Geometria Moderna en Internet, éstos usualmente son
paginas Web con textos e imagenes fijas. En general, los textos son los enunciados de
los teoremas, o0 bien sus demostraciones, en algunos casos en lugar de imagenes fijas
son acompafiados por una animaciéon o un applet. Sin embargo, la manera en que
“Geometria Interactiva” propone el uso de los applets para apoyar la comprension de la
demostracion de algun teorema, es original. Este tipo de desarrollos son escasos en la
red.

8 Propuesta

Seria muy interesante continuar con este proyecto, creando las correspondientes
paginas Web de las catorce proposiciones del Libro Il de los Elementos de Euclides,
con las mismas caracteristicas de las de Geometria Interactiva. El contenido del
Libro Il es comunmente llamado “algebra geométrica”.

Apoyandose en el uso de las nuevas tecnologias, se podria crear un software
interactivo que serviria de apoyo para visualizar esas proposiciones que son un
puente entre el Algebra y la Geometria.
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9. Descripcion del software mediante imagenes de sus paginas Web

A continuacién se muestran imagenes de las paginas Web de algunos tépicos en
cada uno de los temas de este software, incluyendo una breve explicacién de su uso

y sobre todo haciendo énfasis en los recursos de interactividad.

9.0 Imagen de la pagina Web de Inicio
En esta pagina de Inicio del software, el usuario encontrard lo siguiente:

Un menud con hipervinculos de los temas: Libro | de Euclides, Geometria

Moderna, Notas Historicas, Mapa del Sitio y Documento de tesis.
Observaciones generales del uso de Geometria Interactiva.

Un pequefio applet que sirve para que el usuario pueda verificar si en su
equipo tiene instalada la maquina virtual de Java, necesaria para el

funcionamiento de todo el programa.

Si no estuviera instalada la maquina virtual de Java, se proporciona un

hipervinculo para bajarla del portal de Sun Microsystems en Internet.

Un mensaje importante sefialando que todos los applets fueron disefiados con
el software The Geometer's Sketchpad y su componente JavaSketchpad,

perteneciente a la compafiia KeyCurriculum Press, Inc.

Tesis: Geometria Interactiva
Maestria en Ciencias (Matematicas)

- Principales teoremas para un primer
® curso de Geometria Moderna
Tesista: Maria Juana Linares Altamirano

linares @servidor.unam.mx
Facultad de Ciencias

Director de tesis: Dr. Carlos Hernandez Garciadiego
Instituto de Matematicas

o

5 Universidad Nacional Auténoma de México
- México, DO.F. 2 11 de Hoviembre de 2007

iEspera a ver el applet! Sino se activa, da clic Agui
Explicacién

Entodo applet, puedes arastrar los puntos rojos con el ratan. Toda

imagen en un recuadro color magenta es un botdn, al dar clic en &l

muestra el paso corespondiente de |3 demostracian ywo aparece otro
botdn. Oprimiendo latecla R vuslve el applet a su estade inicial.

Libro I de Euclides Geometria Moderna [MNotas histdricas

Mapa del sitio Documento de tesis

Las construcciones interactivas de este trabajo, estan relacionadas con The Geometer's Sketchpad v
su componente JavaSketchpad (Copyright ©1990-1998 by Key Curmriculum Press, Inc.).

Imagen de la pagina Web de Inicio del software Geometria Interactiva
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Algunas imagenes de los temas que contiene Geometria Interactiva:

MAPA DEL SITIO
TEMAS
1. Libro I de Euclides

I1. Geomelrda Modermna
III. Notas histdricas
I¥. Documento de tesis

Inicio

Libro | de Euclides

Proposiciones (48 ) del Libro I de
Euclides, con sus demostraciones
formales paso a paso y sus applets

interactivos correspondientes.

Irtroduccidn.

Proposiciones 1= 26,

Froposiciones 27 =2 32,

Proposiciones 33 2 48.

Eibliografia.

Principales tecremas para un primer
curso de Geometria Moderna

Tesista: Maria Juana Linares Altamirano

Director de tesis: Dr. Carlos Hernandez Garciadiego

meometria Moderna

Teoremas de Geometria Moderna (67), con
sus demostraciones formales paso a paso y
sus applets interactivos correspondientes.

1.1 Irtroduscion.

L]

Congruencia de triangulos.

()

|3 Ares de un tridngulo.

I

l.4 Teorema de Thales.

in

Semsjanza de tridngulos.

m

Furtos y rectas notables del triangulo.

.7 Geometria del trigngulo.

1.8 Cuadrilateros ciclicos y angulos en la
circunferencia.

1.8 Alguns propiedades de |as circurferencias.

Ty
=]

Teoremas selectos.

s
=

Eibliografiz.

Libro | de los Elementos de Euclides

Las 48 proposiciones del Libro | se dividen en tres grupos.

Notas biogréficas (14) de

Tesis: Geometria Interactiva
Maestria en Ciencias (Matematicas)

Thales de Mileto [E24-547 a.C)
Euclides de Alejandria [325-265 2.C)
Menelzao de Alejandria (70-130)
Claudio Ptolomeo (35-185)

FPappus de Alejandria [290-350)

= De la1ala 26, tratan principalmente de las propiedades de los
tridngulos e incluyen tres teoremas de congruencia bien
conocidos.

« De la 2T a la 32, establecen la teoria de las paralelas y
demuestran que la suma de los angulos interiores de un
triingulo es igual a dos angulos rectos.

e De la 33 a la 48, tratan de los paralelogramos, triangulos v
cuadrades, con referencias especiales a las relaciones de
areas. La Proposicion L47 es el teorema de Pitigoras, v la
Proposicion L43, es el reciprocoe del teorema de Pitagoras.

El material de este Libro 1 fue desarrollado por los primeros
pitagéricos.

personajes relacionados con el
desarrollo de la Geometria,
destacando sus resultados méas
importantes. Referencias
bibliograficas y de Internet.
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Ilf Girard Desargues [1531-1661)]
lll.g Blaise Pascal (1623-18682)

llh  Giowanni Cewva [1647-1734]

li Leonhard Euler [1707-1783]
LD illizm Wallace [(1788-1243)
Ik Charles Brianchon [1783-1864)

Il Criticas 3 1= Teoria euclidea y sus
COnNSEesUENCias.

lll.rn Criticas =l Quinto Postulado W EUS
CONSeCUSnCias.

lll.Ln Postulados de Hilbert para la Geometria
Euclidizna Plana.




9.1 Imagen de la pagina Web Libro | de los Elementos de Euclides

En el marco del titulo se presenta la pagina Web con el titulo de este tema y a su
derecha una navegacion estandar (hipervinculos), que permite saltar a las paginas
Web de los otros temas principales o ir a la pagina Web de Inicio.

El marco izquierdo de esta pagina Web contiene su menu principal.

En el marco derecho se da una breve presentacion del contenido de la pagina Web
Libro | de los Elementos de Euclides. También se muestra el applet correspondiente
a la construccion geométrica del Teorema de Pitagoras.

En su mena principal se ven los hipervinculos de los temas que aqui se desarrollan:

e |ntroduccion.

e Proposiciones 1 a 26 (que tratan fundamentalmente de los teoremas de
congruencia).

e Proposiciones 27 a 32 (que establecen la teoria de las paralelas y demuestran
que la suma de los angulos interiores de un triangulo, suman dos angulos
rectos).

e Proposiciones 33 a 48 (que tratan de las areas de paralelogramos, triangulos
y cuadrados, ademéas del famoso teorema de Pitagoras y su reciproco).

e Bibliografia.

Libro | de los Elementos de Euclides Geometria moderna  Motas histéricss  Inicio

Libro | de los Elementos de Euclides

Introduccidn. La estructuracion del Libro | es la siguiente:

Euclides al principio proporciona una lista de veintitrés definiciones, en
dende describe los objetos con los que va a trabajar.

A continuacion da cinco postulados y cinco

El Libro | consta de cuarenta y ocho proposiciones, cada una con una
demostracion paso a paso, lo las definici . los postulados v la
nociones comunes.

Froposiciones 13 26,

Proposiciones 27 = 32,

Proposiciones 33 = 48,

i Ang(BAC) = 00.0°
Dliograria.

Las 48 proposiciones se dividen en tres grupos:

= De la 1 a la 26, tratan principalmente de las propiedades de los
triangulos e incluyen tres teoremas de congruencia bien
conocidos.

» De la 27 ala 32, establecen la teoria de las paralelas y demuestran
aue la suma de los dnoulos interiores de un tridnoulo es ioual a

Imagen de la pagina Web de la presentacion del tema I. Libro | de los Elementos de Euclides

En las paginas Web que dependen de ésta, en el marco de titulo se muestra el titulo
de la pagina Web en cuestién, y a su derecha una barra de navegacion que permite
saltar a las paginas Web de los otros temas principales o ir a la pagina Web de
Inicio, o bien saltar al topico siguiente o anterior.
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Libro | de |os Elementos de Euclides

Geometria moderna Notas histéricas  Inicio

Proposiciones I.1 a |.26

~ e
Proposiciones L1 a L.26
Proposicién 11 Construir um tridngulo Las proposiciones que presentamos en este apartado tratan
equildtero sobre una recta finita dada. fundamentalemente de las propiedades de los triangulos.

Es importante hacer notar que las Proposiciones L4, L8 y 126

s o ’ constituyen los criterios de congruencia de triangulos.
Froposicion 1.2 Colocar una linea rects igual v 4 o

a otra recta dada con un esxtremo en un punto e S o
reey Con respecto a la Proposicion 116, es interesante senalar que es la

primera proposicion que no se cumple en la geometria eliptica. Es
decir, las 15 proposiciones anteriores se wverifican tanto en la

Erapasigiin 3 Nadas dos fectas desiguales geometria euclidiana comae en la geometria eliptica.
tomar de la mayor una recta igual 3 la menar.

Proposicidn |4 Si dos triangulos tienen dos
ladas iguales a dos lados respectivaments, w
tienen iguales los angulos cortenidos por las
lados igusles, ertonces también tienen |a
base igual 3 la base, el tridngulo igual al
trigngula, ¥ los dngulos restartes iguales =
las #ngulos restartes respectivamente, =
saber aquellos opuestos a los lados iguales.
[LAL)

Proposicidn 1.5 En triangulos isdsceles las
angulos de la base son iguales ertre =i, y, si
las rectas iguales se prolongan, los dngulos
debajo de |a base seran iguales entre =i,

Froposicién 16 Si en un triangulo dos
angulos son iguales entre =i, los lados gue

subtienden los dngulos iguales también serdn

iouiml rtra i A

Habiendo dado clic en la opcién con la leyenda Proposiciones 1 a 26, se pasa a esta pagina Web en
donde se podran encontrar 26 proposiciones relacionadas fundamentalmente con propiedades de
triangulos y en particular la Proposicion 1.16 que no se cumple en la Geometria eliptica.

i A¥

.1 Construir un triangulo equilatero sobre una recta finita dada.
Proposiciones |1 a .28 Libro | de Euclides Inicio

M
Reescribiendn la proposicion L1 en lenguaje

actual:
AB=128.0

1.1 Construir un triangulo equilatero sobre un
segmento de recta dado.

Hipdtesis: Sea AB el segmento dado.

Tesis:
Construir sohre el seamento AB un
trighgulo equilatern ABC

Demostracion.

P1.

Por el Postulado 3, con centro en A yvradio AB
describimos el circulo BED.

P2

Muevamente por el Postulado 3, con centro en ==
TR Limpiar
B v radio BA describimos el circulo ACE.

P3. v

Por ejemplo dando clic en la Proposicion 1.1, se pasa a esta pagina Web en donde se podran encontrar la
formulacién actual, su demostracién formal y un applet interactivo que acomparfia la demostracion paso
a paso.
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1.4 Sidos triangulos tienen dos lados iguales a dos lados respectivamente, y tienen iguales los €2 £ > B>
angulos contenidos por los lados iguales, entonces también tienen la base igual a la base, el

triangulo igual al triangulo, v los angulos restantes iguales a los angulos restantes respectivamente, Proposiciones 113 1,26 Libro | de
a saber aguellos opuestos a los lados iguales. (LAL). Euclides Inicia
ibi - — &
Reescribiendo en lenguaje actual 1a

Proposicidn L4 { Primer criterio de conaruencia
de triangulos);

1.4 Si dos lados de un triangule v el angulo
comprendido son respectivamente iguales a A D
dos lados y el angulo comprendido de otro [
triangulo, entonces los dos triangulos son
congruentes. (LAL ).

Hipdtesis:

Los triangulos a{ASC y alDEF) son
tales que, AB=DE, AC=DF v

A (BACY = € {(EDFY c

Tesis:
Demostrar que: BC=EF,
al ABC =alDEFY, y
A (ABC) =« (DEF)

W
4 (ACB) = «(DFE).

Demaostracion. i

Otro ejemplo, dando clic en la Proposicion 1.4, se pasa a esta pagina Web en donde se podran encontrar la
formulacién actual, su demostracién formal y un interactivo que acompafia la demostracion paso a paso.
Ademas una barra de navegacion para regresar a las Proposiciones 1 a 26 o continuar mas adelante.

1.4 Sidos triangulos tienen dos lados iguales a dos lados respectivamente, y tienen iguales los €2 € > »>
angulos contenidos por los lados iguales, entonces también tienen la base igual a la base, el
triangulo igual al triangulo, v los angulos restantes iguales a los angulos restantes respectivamente, Proposiciones |13 |26 Libro | de
a saber aquellos opuestos a los lados iguales. (LAL). Euclides Inicio
b
Reescribiendo en lenguaje actual la

Froposician L4 ¢ Prirmer criterio de congruencia
de tridngulos):

1.4 Si dos lados de un triangulo v el angulo
comprendido son respectivamente iguales a A D
dos lados y el angulo comprendido de otro [
triangulo, entonces los dos triangulos son
congruentes. {(LAL ).

Hipdtesis:

Los trianaulos 2(ASC) v a{DEFY son
tales que, AB=DE, AC=DFy
F(BACY = «({BEDF) c

Tesis:
Demaostrar que: BC = EF,
al ABCH =a{DEFY, v
< (ABCH =« (DER

¥
A (ACB) = «(DFE).

Demostracion. b

Ademas de lo ya dicho, se tiene una barra de navegacion que puede llevar al Inicio, al conjunto de
Proposiciones 1 a 26 0 a un nivel anterior, al Libro | de los Elementos de Euclides.
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.16 En todo triangulo, si uno de los lados es prolongado, el angulo
exterior es mayor que cualquiera de los angulos interiores y opuestos.

Reescribiendo la proposicion 116, en lenguaje
actual:

1.16 En todo triangulo, siuno de sus lados es
prolongade, el angulo externo es mayor que
cada uno de los angulos internos y opuestos
aél

Hipdtesis: Sea ABC un tridnguloy sea BC el
lado prolongado al punto D.
Sea <L (AT un dngulo exterior.

Tesis:
Dernostrar que el dngulo exteriar
& (ACD)
£5 mayor gque cada uno de los angulos
interiores y opuestos a él, es decir,
<« (ACD) > «(BAC)
y2( ACD) > x(CBA)

Demostracion.

< 2 2 22

Proposiciones |13 .28 Libro | de Euclides [nicio

En cada una de las proposiciones se cuenta ademas de lo anterior,
método a utilizar, como es el caso de esta Proposicion 1.16.

con la idea de la demostracién vy el

.21 Sisobre uno de los lados de un triangulo, desde sus extremos, se construyen dos
rectas que se encuentran dentro del triangulo, las rectas asi construidas seran
menores que los dos lados restantes del triangulo, pero contendran un angulo mayor .

L D TG I e e R e s L e ST

dentro del friangulo A 4507 .

P2.

Prolongamos el lado BD hasta el punto E.

P3.

Par la Proposicidn |20, sabermos que en
cualguier trigngulo la suma de dos de sus
ladas es mayar que el restante, por lotanta, en
gl trigngulo BAE, tenemos que,

BA+ AE > BE ..(1).

P4.

Sumamos EC en cada lado de (1),

BA+ AR + EC > BE + EC ..(2)
AC

PS5.
Porlotanto, B4 + AT > BE + BT ..(3) -

P6.

< 2 2 2=

Froposiciones 1.1 a IL.26 Libro | de Euclides Inicio

En todo applet, como es el caso de esta Proposicién 1.21, los puntos rojos se pueden mover con el ratén
y asi tener distintas posiciones en la construccion, sin afectar el resultado.




.25 Sidos triangulos tienen los dos lados iguales a dos lados respectivamente, 8% £ 2
pero tienen la base mayor que la base, entonces también tendran uno de los angulos
contenido por las rectas iguales mayor que el otro. Froposziciones |.1= 126 Libro | de Euclides Inicio

-
Reescribiendo la proposician L25, en lenguaje
actual:

1.25 Si dos triangulos tienen dos de los lados
de uno respectivamente iguales a dos de los
lados del otro, pero la base de uno es mayor
fque la del otro, entonces el angulo
comprendido por los lados iguales en uno es
mayor que el del otro.

Hipdtesis: Sean ABC y DEF |os dos tridngulos
gque tienen los lados AB, AC respectivaments
iguales & los lados DE, DF, esto es AB = DE y
AC=DF;

pero BC = FE.

Tesis: E
El angulo {I(BAC)BS mayar gue el

angulo < (FDFY .

Demostracion.

P1. v

En todo applet, como es el caso de esta Proposicion 1.25, después de desplegar la demostracién paso a paso,
tiene un botdn de Limpiar , para poder reiniciar el proceso, o presionando la tecla R vuelve a su estado original

.26 Sidos triaqngulos tienen dos angulos iguales a dos angulos respectivamente, y o

un lado igual a un lado, a saber, el lado adyacente a los angulos iguales o aquel que G

subtiende uno de los angulos iguales, entonces también tendran los lados restantes i ; . 8y
iguales a los lados restantes y el angulo restante igual al angulo restante. (ALA). Breposlslones Lial28 Ll dds Boolides loich

o
Feescribiendo, en lenguaje actual, la
propogicion L26 (ercer criterio de congruencia
de triangulog):

Casol.

1.26 Si dos triangulos tienen dos angulos de -
una respectivamente iguales a dos angulos
del otro v un lado de uno igual a un lado del
otro, a saber, el lado adyacente alos
angulos iguales, o el lado opuesto a los
angulos iguales, entonces los dos triangulos
son congruentes. (ALA). A D

Demostracion.

Caso 1. Clic parawer su demostracion.

Hipdtesis: Sean ABC v DEF dos triangulos c F
tales gue

L (ABCH= <« (DEFY
¥ < BCA) = < (EFD) respectivamente,

y supohgamos gque BC = EF (los lados —
respectivamente iguales, son adyacentes a
log dngulos iguales).

|| Tesis: || ~

Cuando en uno de los resultados se presentan distintos casos como es el de esta Proposicién 1.26, dando
clic en cada uno de ellos, a la derecha se presenta el applet correspondiente. Aqui el Caso 1.
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.26 Si dos triangulos tienen dos angulos iguales a dos angulos respectivamente, y
un lado igual a un lado, a saber, el lado adyacente a los angulos iguales o aquel que

< <

subtiende uno de los angulos iguales, entonces también tendran los lados restantes

iguales a los lados restantes y el angulo restante igual al angulo restante. (ALA).

Caso 2. Clic para ver su demostracian.

Hipatesis: Supongarmos gue
< (ABCH= «(DEM
y £ (BCA) = < (EFDY,
pero, gue el lado respectivamente igual, es

npuesto 3 los dngulos que soniguales,
digamos AB = DE.

Tesis:
Los lados restantes AC=DF y
BC = EF respectivamente, y
L (BACH = (EDF).

P1.
Sabemoas que

L (ABC) = «(DEF)
*(BCA) = x(EFD)
v que AB = DE.

Si BC no fuera igual 2 EF, entonces uno de
ellos es mayor que el otro.

A

L

Proposiciones 1.1 3 .26 Libro | de Euclides Inicio

Caso 2.

Cuando en uno de los resultados se presentan distintos casos como es el de esta Proposicién 1.26, dando
clic en cada uno de ellos, a la derecha se presenta el applet correspondiente. Aqui el Caso 2.

Libro | de los Elementos de Euclides

Proposiciones .27 a 1.32

Proposicidn .27 Si una rectas =l cmer sobre
dos rectas hace angulos slternos internos
iguales entre =i, entonces tales rectas seran
paralelzs ertre =i,

Froposicidn .28 Si una recta al caer sobre
dos rectas hace el angulo externo igual al
dngulo interno v opuesto del mismo lado, o
los dos angulos internos del mismo lado
suman dos #ngulos rectos, ertonces las
rectas seran paralelas entre si.

Proposicién 128 Una recta sl caer sobre dos
rectas paralelas hace los dngulos alternos
internos iguales ertre si, el 3ngulo externo
igual al Angulo irterno w opuesta del mismo
lade, ¥ la suma de los dos angulos internos
del mismo lada igual a dos angulos rectos.

Proposicidn |30 Dos rectas paralelas 3 una
misma rects, son paralelas entre =i,

Froposicidn .31 Dibujar una recta que pasa
por un punto dado paralela 3 una recta dada.

Proposicién .32 En cualquier tridgngulo, si
uno de sus |ados es prolong=ado, entonces el
angulo externo es igual ala suma de los dos
- 1 puy imd

B

Geometris moderna Hotas histéricas Inicia

Proposiciones 27 a 32

Las proposiciones que presentamos en este apartado establecen
la teoria de las paralelas y demuestran que la suma de los ingulos
interiores de un triangulo es igual a dos angulos rectos.

Con respecto de la Proposicion 1.29, es importante mencionar que
es la primera que no se cumple en la geometria hiperbélica. En la
demostracion de esta proposicion por primera vez aplicamos el
Postulado 5 de la geometria euclidiana. Es decir, las 28
proposiciones anteriores son independientes del postulado de
las paralelas y, por lo tanto, se verifican tanto en la geometria
euclidiana como en la geometria lobachevsquiana, también
llamada geometria hiperbolica.

Otra proposcion interesante, es la 1.32, que afirma: "En cualgquier
triangulo, la suma de sus angulos internos suman 130°,

Las Proposiciones 27 a 32, estan relacionadas fundamentalmente con propiedades de las paralelas y de
la suma de los angulos interiores de un triangulo. En particular la Proposicion 1.29 es la primera que no
se cumple en la Geometria hiperbdlica.
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.27 Siunarecta, al caer sobre dos rectas hace angulos alternos internos
iguales entre si, entonces tales rectas seran paralelas entre si.

BB

Proposiciones |27 a 132 Libro | de Fuclides |nicio

—

Reescribiendo la proposicidn L27 en lenduaje
actual:

.27 Siuna transversal a dos rectas forma
con éstas angulos alternos internos iguales
entre si, entonces las rectas son paralelas.

Hipdtesis: Sea EF la transversal 3 |as rectas A »B
AB v CD tal que forma los angulos alternos
internos < CARER ) y <0 (EFD Y jguales entre

i c D
si. v o

Tesis:
Demostrar que las rectas AB y CD
san paralelas.

Demostracion.

La demostracion la harermos por Reduccion
al ahsurda.

ang(AEF) = 67.06°
ang(EFD) = 67.06°

Afirrmamos que la recta AB es paralelaala
recta CD.

Como en las paginas Web anteriores, se muestra la proposicion con un lenguaje actual y se destaca la
tesis a demostrar. También se cuenta con la demostracién paso a paso.

.29 Unarecta al caer sobre dos rectas paralelas hace los angulos alternos
internos iguales entre si, el angulo externo igual al angulo interno y opuesto del
mismo lado, y Ia suma de los dos angulos internos del mismo lado igual a dos

< & 2 2

Proposiciones |. 27 = .32 Libro | de Euclides Inicio

angulos rectos.
& SUpONQgamos que
S (AGHY > <« (GHDN

La afirmacion de esta proposicion incluye tres
partes, el inverso de ks Proposicidn 127, v los dos
inversos de la Proposician |.28.

En la demostracion de esta proposicion, por primers
vez aplicamos el Postulado 5, todas las veintiocho
proposiciones anteriores son independientes de &l

Reescribiendo la proposicidan L29 en lenguaje

actual:

1.29 Una transversal a dos rectas paralelas

forma con éstas angulos alternos internos L c
iguales entre si, un angulo externo igual al
interno no adyacente del mismo lado, y los
dos angulos internos del mismo lado suman
180°.

Hipdtesis: Sea EF la transversal a las rectas
paralelas ABy CD .

Tesis:
Demostrar gue los angulos alternos
< (AGH ) y < (GHDY) son iguales,

que el angulo externo <C(EGE) eg v

Ademas del applet interactivo que permite acompafiar paso a paso a la demostracion, en el marco
izquierdo, se pueden accesar las proposiciones anteriores que se utilizan en la demostracion., mediante

los hipervinculos que se muestran en el marco derecho.
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.32  En cualquier triangulo, si uno de los lados es prolongado, entonces el <2 <
angulo externo es igual a la suma de los dos angulos internos y opuestos, yvla

suma de los tres angulos internos del triangulo es igual a dos rectos. Froposiciones |. 27 3 132 Libro | de Euclides Inicio

Tesis: _ 2 E
{(ACE) Eemnstrar qu:.{(ACD) i
ime‘n“Di'SJ?&%ES&?&?L‘SE'?SW,
esto es,
A ACEY + 4 (BAC + =1&0°
Demostracion. 5 <
P1. i

Prolongarnos el lado BC hasta el punto D,
coh lo cual tenemos el dngulo externo

< (ACD).

P2

Porla Proposicidn 121, podemos dibujar la
recta CE gue pasa por € paralela a AB.

P3;
Por la Proposicidn 1.29 , como AB y CE son

paralelas, y AC es unatransversal a ellas,
tenemas gue

W

Después de desplegar el applet interactivo que acompafia paso a paso a la demostracion y de poder
acceder a proposiciones anteriores que se utilizan en la demostracién, se puede dar clic en el boton
Limpiar para poder reiniciar el proceso.

Libro | de los Elementos de Euclides

Proposiciones 1.33 a 1.48

Froposicion |33 Lineas rectas gue unen los
extremos de rectas iguales yvparzlelas enla
misma direccion, son también iguales y
parzlelzs.

Froposicidn |.34 En reas paralelogramicas
los lados ylos angulos opuestas son
iguales, y el diametro biseca las areas.

Froposicidn 135 Los paralelogramos que
estin sobre la misma base v contenidos en
las mizmas paralelas, son iguales entre =i,

Froposicion 128 Los paralelogramos que
estdn  sobre bases iguales ¥ estan
cortenidos en las mismas paralelas, son
iguales ertre =i,

Froposicion .37 Los triangulos que estan
sobre |a misma base y estan contenidos en
las mismas paralelas, son iguales entre si.

Froposicidn .38 Los tridngulos que estin
sobre bases iguales y estidn cortenidos en
las mizmas paralelas, son iguales entre =i,

Froposicion 138 Triangulos iguales que

AL e I i e b s e biem ] e ——

Geometria moderna Notas histdricas Inicio

W

Proposiciones 33 a 48

Las proposiciones que presentamos en este apartado tratan de
las propiedades de los paralelogramos, triangulos y cuadrados,
haciendo referencia especial a las relaciones de area.

En la Proposicion L34, Euclides usa el término "area
paralelogramica™ en lugar de la palabra "paralelogramo™, ésta por
primera vez aparece en la Proposicion 1.35.

Proclus indicd que la palabra "paralelogramo™ fue creada por
Euclides.

Con la Proposicion 1.34 se inicia el estudio de areas de figuras
rectangulares.

En varios de los enunciados de las proposiciones, se habla de
"igualdad de paralelogramos™, o "igualdad de triangulos™, o "un
paralelogramo igual a un trianguloe”, etc. El concepto de igualdad al
que se hace referencia, esta dado en términos de las areas de las
figuras rectilineas que se mencionan.

Es importante mencionar que la Proposicion 1.47 es el Teorema de
Pitagoras v la Proposicion 1.48 es el reciproco del Teorema de
Pitagoras.

Aqui las proposiciones de la 1.33 a la 1.48 del Libro | de Euclides, relacionadas con las propiedades de
paralelogramos, tridngulos y cuadrados, pero referidas a sus areas.
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.34 En areas paralelogramicas los lados y los angulos opuestos son

iguales entre si, y el diametro biseca las areas.

€€ ¢ 3 B3

Proposiciones |. 22 a2 |42 Libro | de Euclides Inicic

Demostracion. ~

PY1.
Como AB es paralela a CD, v la recta BC es

trangversal 2 ellas, por la Proposicion .29,
terermos gue los angulos alternos

A(ABT Yy £(BCD) soniguales entre si.
Es decir, £(ABCY = £(BCDNY.

[ }

a1 | o
m| | &

3 (=[] [3 =
oJ —

P2.

Muevamente, como AC es paralela a BD, y
BC estransversal a ellas, por la Proposicidn
1.2, tenemos gque los angulos alternos

A(ACE) y £ (CBLY gon iguales entre si.
Es decir, £{ACTE)Y = £{CELD

P3.
Porlo tanto, a(A5C) v (DT gon dos
triangulos gue tienen los dos angulos

ATABCY v £CACEY igual a los dos
angulos £ (ECIN y Z(CEBDY

?

respectivamente, v el lado BC colinda con los
angulos iguales y es comudn a ambos,

Prrla Pranncicidn 1 768 ca civna fno lae

b

Al igual que en paginas Web anteriores, se tienen las proposiciones anteriores, requeridas en la
demostracién y se cuenta con un applet interactivo que acompafia la demostracion paso a paso.

.36 Los paralelogramos que estan sobre bases iguales y estan
contenidos en las mismas paralelas, son iguales entre si.

€ < 3 33

Proposiciones | 323 1.48 Libro | de BEuclides Inicio

2

Reescribiendo la proposicion L36 en
lenguaje actual:

1.36 Los paralelogramos que tienen bases
iguales y estan contenidos en las mismas

paralelas, tienen areas iguales. A,

Hipitesis: Sean ABCD v EFGH
paralelogramos cuyas bases BC yFG son
iguales v estan contenidas en las mismas
paralelas AHvBG.

Tesis:
Demaostrar que:
lag areas de log paralelogramos
ABCD vEFGH soniguales.

Demostracion.

P71

Por el Postulado 1, podemos construir log

?

segmentos BEy CH.

b
Al igual que en las paginas Web anteriores, se destaca la tesis a demostrar y se tienen accesibles las
proposiciones anteriores, requeridas en la demostracién. También se tiene la demostracion formal paso a

paso.

26




H i . " 3 €2 £ > =
I.38 Los triangulos que estan sobre bases iguales y estan contenidos s

en las mismas paralelas, son iguales entre si.

Proposiciones .22 = 148 Libro | de Euclides |nicio

N
F1
Tesis: -
Demaostrar que:

gl area del trianoulo ABC es
igual al area del triangulo DEF.

G A D
)
Demostracién. /
P1.
Por el Postulado 2, podemos prolongar AD
en ambas direcciones hasta Gy H.
P2. B c

Por la Proposicidn 131, podemos dibujar BG
por el punto B paralela a CA y dibujar FH por
el punto F paralela a DE.

P3.
Entonces cada una de las figuras GBCAYy
DEFH es un paralelogramo, v porla

Proposicidn .26, el area del paralelograrmo Limpiar
GBCA esigual al area del paralelogramo -

DEFH, pues tienen bases iguales, BC = EF,

¥ estan contenidos en las mismas paralelas
[ =] PN N |

Al igual que en paginas Web anteriores, se destaca la tesis a demostrar y se tienen accesibles las
proposiciones anteriores, requeridas en la demostracion. También se tiene la demostracion formal paso a
paso y se puede limpiar para reiniciar el proceso.

.41 Siun paralelogramo tiene la misma base que un triangulo y 2L £ = 2>

estan contenidos en las mismas paralelas, entonces el paralelogramo

es el doble del triangulo. Proposicionss 1. 33 5 148 Libro | de Euclides Inicio
by bt b e Rt B e i e el B LBt e e fo

EBC un trisngulo que tienen la misma base ™
BC,y estan contenidos en las mismas
paralelas BC v AE.

Tesis:

Demastrar que: :

gl area del paralelogramo ABCD es
el dohle del area del tridngulo EBC.

Demostracion.

A

Por el Postulado 1, podemos unir A
construyendo |3 diagonal AC.

-2 Proposicidn I.37 - Microsoft Int... E”E|g|

P2. Proposicion .37

Entonces, par la Proposicidn 137, el 4 Los triangulos que tienen la misma base y estan
triangulo ABC es igual al drea triang contenidos en las mismas paralelas, tienen areas

EBC pues tiene Ia misma base BC || 19uales.
en las mismas paralelas BC v AE.

P

Pero el area del paralelogramo ABCD, porla
Aqui se puede apreciar el despliegue de una de las proposiciones requeridas para la demostracion en una
ventana flotante. No es necesario abandonar la pagina Web de lectura para recurrir a resultados
anteriores.
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1.43 En cualquier paralelogramo los complementos de los

paralelogramos situados en torno al diametro son iguales entre si.

Hipdtesis: Sean ABCD un paralelogramon, v
AC su diagonal, EHy FG paralelogramos
alrededor de AC, v sus complementos BK v
KD.

Tesis:
Demostrar gque:
el area del complemento BK es igual
al area del complemento KD,

Demostracion.

P1.

Como ABCD es un paralelogramo, v AC es
su diagonal, por la Proposicidn |34, tenemos
fue el area del triangulo ABC es igual al
area del triangulo ACD.

P2.

Sabemos que EH es un paralelogramo y AK
es su diagonal, yque FG es un
paralelogramoy KC es su diagonal.

—

£ £ 2 »»

Proposiciones 1. 22 3 142 Libro Ide Euclides Inicio

I.34 - Microsoft |

Proposicion 1.34

En todo paralelogramo los lados y los angulos
opuestos son iguales, v la diagonal divide el area
en dos partes iguales.

vl

Igualmente se puede apreciar el despliegue de una de las proposiciones requeridas para la demostracion
en una ventana flotante. Se tiene una demostracién paso a paso y un applet interactivo que la acompafa.

1.47 En los triangulos rectangulos el cuadrado sobre el lado opuesto al angulo
recto es igual a la suma de los cuadrados sobre los lados que comprenden el

angulo recto.

P1.

For la Proposicidn .46, podemos construir un
cuadrado BDEC sobre BC, v los cuadrados
GB vy HC sohre BAy AC, respectivamente.

P2.

Paor la Proposicidn .31, podemos dibujar
paralela a BD o CE por el punto A

Pa.
Por el Postulada 1, dibujamos AD y FC.

P4.

Sabemos que cada uno de los angulos
A(BACY v £(FAG) es racto, por la
Definicidn .22,

Luegno, tenemaos gue la linea recta BAy en un
punto A de ella, 1as dos rectas AC vy AG no
estan del mismo lado y farman angulos
adyacentes iguales a dos angulos rectos.

P5.

Porla Proposicidn 114, concluimos que CA
esta en linga recta con AG.

<

£ E e

FProposiciones 1.33 3 |42 Libro | de Euclides Inicio

ang{BAC) = 90.0°

2l Proposicicn I.14 - Microsoft Int... |

Proposicion .14

Dado un segmento y uno de sus puntos, si dos
segmentos levantados a partir del punto no estan
del mismo lado del segmento y forman angulos
adyacentes iguales a dos rectos, entonces ambos
segmentos estan alineados.

vl

No podia faltar el Teorema de Pitagoras, para cuya demostracion se requieren una buena cantidad de
proposiciones y definiciones anteriores, que se tienen disponibles, sin tener que abandonar la pagina

Web de estudio.
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1.48  Sien un triangulo el cuadrado sobre uno de los lados es igual a la suma < =
de los cuadrados sobre los dos lados restantes del triangulo, entonces el

angulo comprendido por los dos lados restantes del triangulo es recto. Proposiciones |. 33 2 1.48 Libro | de Euclides |nicia
A Sahemos que: D

Tesis: . e ft .
e drea(nfch = drea(nBA) + drealn AC

el dngulo £ (BAC es recta.

Demostracion.

P1.

Por la Proposicidn 111, podermos dibujar o
desde el punto A, la recta AY en angulo recto
alarecta AC.

e

¥ porla Proposicidn 1.3, construi
igual 2 BA.

i | Proposicion I.11 - Microsoft Int...

Proposicion 1.11
Dado un segmento ¥ un punto en &l levantar a partir
del punto un segmento perpendicular al dado.

P3.

Por el Postulado 1, unimos D co
farmando la recta DC.

oo |

Como DA = AB, entonces el area del
cuadrado sobre DA es igual al area del v

Tampoco podia faltar el reciproco del Teorema de Pitagoras, para cuya demostracion igualmente se
requieren una buena cantidad de proposiciones y definiciones anteriores, que se tienen disponibles, sin
tener que abandonar la pagina Web de estudio.

29



Libro | de los Elementos de Euclides

Bibliografia

Introduccidn.
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Se proporciona bibliografia y referencias de Internet, todas ellas de gran utilidad para la elaboracion de
este trabajo y muy importantes para cualquiera que desee consultar las fuentes del tema.
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9.2 Imagen de la pagina Web Geometria Moderna

En el marco del titulo se presenta la pagina Web con el titulo de este tema y a su
derecha una navegacion estandar (hipervinculos), que permite saltar a las paginas
Web de los otros temas principales o ir a la pagina Web de Inicio. EI marco izquierdo
de esta pagina Web contiene su menua principal. En el marco derecho se da una
breve presentacion del contenido de la pagina Web Geometria Moderna. También se
muestra el applet correspondiente a la construccion geométrica de la Circunferencia
de los nueve puntos. Y se da una Nota aclaratoria. En su menu principal se enlistan
los hipervinculos de los temas que aqui se desarrollan:

e |I.1 Introduccién.

1.2 Congruencia de triangulos.

11.3 Area de triangulos

11.4 Teorema de Thales

1.5 Semejanza de triangulos

1.6 Puntos y rectas notables del triangulo

1.7 Geometria del triangulo

11.8 Cuadrilateros ciclicos y angulos en la circunferencia

11.9 Algunas propiedades de las circunferencias

11.10 Teoremas selectos.

1I.11 Bibliografia.

Geometria Moderna

Libro | de Buclides Hotas histéricas  |nicio

Geometria moderna

11 Introduccicn. En este apartado podris consultar las demostraciones de algunos de
los teoremas mas relevantes de un primer curso de geometria

1.2 Congruencia de trigngulos. maoderna. El enunciado de cada tecrema va acompanada por un applet
vy por su demostracion. Cada applet es interactivo v va mostrando por

I3 Ares de untrigngulo. pasos el desarrollo de la demostracion. Cada uno de estos pasos es

il explicado v argumentaclo.

1.4 Teorema de Thales. N3 = 43.714 H eselorocentro de a AR

; ) TC= 2N = &7.420 I es el circuncentro del
1.5 Semejanza de triangulas. triénguln medial 137
1.5 Purtos yrectas notables del trigngula.

|.7 Geometriz del trigngulo.

IL8 Cuadrildteros ciclicos y angulos en la
circurferenciz.

1.3 Alguna propiedades de |las circurferencias.

s

Teoremas selectos.

.11 EBibliografia.

Nota aclaratoria

Actualmente, en la ensenanza de la geometria elemental se da por
supuesto que los alumnos estan familiarizados con los conceptos
basicos de punto, recta, plano, espacio, asi como con las relaciones
elementales entre ellos. Por ejemplo, se asume que por dos puntos
pasa cualquier nimero de lineas. Pero, Unicamente una linea recta
pasa por llos.

En la barra de navegacidn, que esta en el marco titulo, se puede ir a los otros temas principales o bien regresar a la pagina
Web de Inicio.
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Geometria Moderna 2 ==

1.1 Introduceion Libro | de Euclides Notas histéricas Inicio
2 A Introduccion.
ILiz Recta Considerando que es dificil establecer los conocimientos previos a
Ve o partir de los cuales podamos tener éxito al estudiar Geometria
18 =egmenta Moderna, presentamos una lista de los que pensamos son necesarios
Iic Raye para trabajar el material de este apartaldu.
I1.d Angulo

1.1 Angulos adyacentes

1.1f Bisectriz de un angulo
1.1.9 Angulos opuestos por el vértice

I.1h Rectas perpendiculares y angulos

L ﬁngulos agudo y obtuso

1.1.§ Angulos complementarios y
suplementarios

1.1k Angulos interiores, exderiores, —
slternos, correspondientes

.1 Rectas paralelas

l.1.m Rectas paralelas y angulas
correspondientes iguales

1.1 Purt li | I
In] Urtos Colineales "':“' o .

1o Tridngulos: rectangulos, acutangulos, * || Detalle del fresco de la Escuela de Atenas de Raphael.
En esta introduccion se proporcionan los conceptos que se considerar necesarios para iniciar un curso de

Geometria Moderna.

Geometria Moderna €€ € 2 2>
1.1 Introduccion. Bisectriz de un angulo. Libra | de Fuclides Notas histéricas  Inicio
.S
IL1.a Recta Il.1.f Bisectriz de un angulo.
I1b Segmerto Sidos éngulus adyacentes son iguales, decimos que e[ rayo OB
hiseca al angulo COA y a OB lo llamamos bisectriz del angulao.
1.1z Raywa
IL1d  Angula

1.1 Angulos adyacentes
I.1f Bisectriz de un angulo
1.1.9 ﬁ'\ngulos opuestos por el vértice

1Lk Rectas perpendiculares v dngulos

L1. ﬂ'-ngulos agudo y obtusa

1.1, ﬁngulos complementarios v 2
suplermentarios ang(AOB) = 28.03°

ang{BOC) = 28.03°

= 2

ang{AOC) = 56.06°

1.1k Angulos interiores, exteriores,
alternos, correspondientes

111 Rectaz parzlelas

I.1.rn  Rectas parzlelzs v dngulos
correspondientes igusles

IL1.n Puntos colineales

I1.a Tridgngulos: rectdngulos, scutdngulos,
obtusdnaulos ™

Aqui por ejemplo se ha seleccionado los conocimientos referentes a la bisectriz de un angulo, el cuél
cuenta con un applet para elegir distintos angulos.
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Geometria Moderna

1.1 Introduccion.
obtusangulos.

I1h  Rectas perpendiculares y angulos
ectos

=

1.1 ﬁxngulos aguda y obtuso

11§ Angulos complermeantarios w
suplementarios

1.1k Angulos irtericres, exteriores,
alterncos, correspondientes

I.11 Rectas paralelas

I.1.m Rectas paralelas y angulos
correspondientes iguales

IL1.n Purtos colineales

1.2 Triangulos: rectangulos, acutangulas,
obtusangulos

IL1p Triangulos: equildteros, escalenos,
isdsceles

.13 Segmertos dirigidos

Ilir Razdn de particidn de un segmerto por
un purtao

IL1.= Distancia entre dos purtos.
Distancia de un purto @ una rects

L1t Circurferencia

Geometria Moderna

1.2 Congruencia de triangulos

W

Triangulos: rectangulos, acutangulos,

== £ = >>

Libra | de Euclides Hotas histdricas  |nicia

II.1.0 Triangulos: rectangulos, acutangulos, obtusangulos.

Los poligonos de tres lados v tres vértices son los triangulos. Estos se
clasifican dependiendo del tipo de sus angulos o bien de la
comparacidn de sus lados. En términos de sus angulos os

clasificamos en:

Ang(ABC) = 57.578°
Ang(BCA) = 55.896°
Ang(CAB) = 66.526° A

triangulo rectangulo
|E_ iar (] 1 |

|triéngulu acutangulo |

trigngulo rectangulo, el gque tiene un angulo recto;
Aqui por ejemplo se ha seleccionado los conocimientos referentes a los distintos tipos de tridngulos
segun sus angulos, el cual cuenta con un applet para poderlos observar con mayor claridad.

Libro | de Euclides Hotas historicas Inicio

23 Sea ABC un tridngulo. Si sobre los
lados AB y AC se construyen dos triangulos
equildteros ABC' v CAE', entonces BE'=CC'.

IL26 La diagonal AC del paralelogramo
ABCOD 1o diwvide en  dos tridgngulos
congruertes.

2.2 Sea ABC un tridngulo isdsceles. Si
AB=AC v A es el purto medio de BC,
entonces los triangulos ABA' w ACA' son
congruertes.

I.2.d Sea ABC un tridgngulo isdsceles tal

que AE=AC entonces £ARC = £4ACE .

1.2 Congruencia de triangulos.

Dios triangulos son congruentes sitienen sus lados y sus angulos

carrespondientes iguales.

AB = 118.296
DE = 118.296

BC = 112.178
EF = 112.178

&ng(BAC) = 56.704° ang(ABC) = 61.481° Ang(ACB) = 61.815°
ng(EDF) = 56.704° ang(DEF) = 61.481° an{DFE) = 61.815°

CA=117.924
FD = 117.924

Primer criterio de congruencia de triangulos. Proposicion 1.4
Dios triangulos gue tienen dos lados y el angulo comprendio entre ellos

iguales, son congruentes.

A este criterio de congruencia se le llama lado-angulo-lado, ¥ 1o denotamos

Entrando al tema de congruencia de triangulos se encuentran cuatro resultados al respecto y no falta en
cada caso un applet interactivo que permite explorar distintas situaciones.
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IL.2.c Sea ABC un triagngulo isésceles. Si AB = ACy A'es el punto s

¢ ¢ > »»

medio de BC, entonces los triangulos ABA" v ACA” son congruentes.

Hipdtesis: Sea ABC un tridngulo isdsceles
tal que AB = AC v A" es el punto medio de
BC.

Tesis:
Demostrar gue

AABA =0 ACA

Demostracion.

P1.

Construimos AR Por lo tanto, AR es un
lado comin de los triangulos , 4847 v

A ACA

23 Proposicidn I.B - Microsoft ... |Z o _

P2.
Far hipdtesis, tanemas qu
AB= ACyBA =CA"

congruentes.
P3.
Por la Proposicidn 1.8, criter]

9 Proposicion 1.8 Criterio de congruencia LLL.
Dos triangulos con tres lados iguales, son

Congruencis Geometria Moderna  Inicio

BC=219.511
AB =243.0
AC =243.0

LLL, los tridngulos , 47 4

g L

Por ejémﬁﬁ'lro el resultado 11.2.c. Como requiere de una proposicién anterior, se tiene disponible para
desplegarla en una ventana flotante, sin tener que abandonar la pagina Web de lectura.

Geometria Moderna

1.3 Area de un triangulo

Libro | de Euclides Hotas historicas |nicio

2.2 El drea de un tridngulo rectingulo es 1z
mitad del producto de sus catetos.

12 El drea de cualquier tridngulo es 12
mitad del producto de cuzslguiera de sus bases
por la altura correspondiente sobre |a base
considerada.

L3¢ Si dos triangulos tienen una misma
altura ertonces |a razdn entre sus dreas es
igual = |2 razdn de las bases donde se levanta
|3 altura comdn.

IL2.d S dos triangulos tienen una base igual
ertonces |2 razdn de sus dreas ez igual a3
razon entre |as alturas que se levantan sobre
la base.

1.3 Area de un triangulo.

En esta parte introducimos algunos resultados relacionados
con el area de un triangulo. Para definir el area de un triangulo
necesitamos definir su altura.

La altura de un trigngulo ABC desde el vértice A es la

En esta seccidn 11.3 se encuentran cuatro resultados relacionados con el area de un tridngulo. Como en
todos los casos se cuentan con applets interactivos que acompafian paso a paso la demostracion.
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2 b

I.3.a Elarea de untriangulo rectangulo es la mitad del producto de

sus catetos. i . £
Ares de un trianoulo Geometriz Moderna Inicio

s
Hipdtesis: Sea el triangulo rectangulo
A AEC de catetos ABy BC. -
P2

Tesis:
Demostrar gque

ABx BT
(Agc)z__ii__

Demostracion.

P1. § &
A partir del triangulo rectangulo ABC
construimos el rectangulo ABCD, al trazar |a ABx BT
DC paralela a AB y DA paralela BC (ABC):—

Limpiar

Entonces los triangulos A 0004 v
2 AEC son congruentes,

P2.

El area del rectdngulo es el producto de sus
lados AE x BC .
Por lo tanto, el area del triangulo rectangulo

ABx BT b
- LA )
El primer resultado de esta seccién referente al area de un triangulo rectangulo. Tiene su demostracion
paso a paso y un applet interactivo para acompafiarla.

I.3.d Si dos triangulos tienen una base igual entonces la razon de T
sus areas es igual a la razon entre las alturas que se levantan sobre la
base igual. Area de un tridngule  Geometris Moderna  nicio

L
Hipatesis: Sean ABC v XYZ dos triangulos
conlamismahbase BCyaltura g v 3
a X

respectivamente .

Tesis:
Demuostrar que

(4BC) _h,
(XBC) &,

Demostracion.

P1.
El area del triangulo ABC, por el Tearerma
BCh,

IL3h, esta dadapor ¢ AR =

|Haga clic para activa

P2

El &rea del tridngulo XYZ, por el Tearema

L.3.h, estd dada par (XBC) = BC h, :

2

s

b
El cuarto resultado de esta seccion referente al area de dos triangulos que comparten la base. Se tienen a
la mano teoremas anteriores que son necesarios para la demostracion.
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Geometria Moderna

.4 Teorema de Thales Libro | de Euclides Hotas histdricas  Inicio

1.4 Teorema de Thales.
Ild= Primer Teorema de Thales.

Dado el triangulo ABC, sean D y E dos puntos .
de AB y AC respectivamerte, tales qus OE &= Los resultados que presentamos en esta parte son conocidos como

AB _AC Tearema de Thales.

paralela 3 BC, entonces ——

AR La primera dermostracion en neometria se atribuye tradicionalmente a

IL4.b Reciproco del Frimer Teorema de Thales. Thales, hacia el afio GO0 &.C.
Si en el tridngulo ABC los purtos D w E estdn
=sobre las lados AB y AC respectivamentes, tales B

AR AC En muchos libros de texto sohbre historia de las matematicas, se le
que —— = —— | entonces DE es paralela a atribuyen cinco teoremas de geometria elemental:

AD AR
BLC.

ILd.c Segunda Teorema de Thales.
Sean |as rectas AD, BE y CF paralelas y dos

e Uncirculo es hisecado por cualguier didmetro.
e L0sangulos en la hase de un tridngulo isdsceles son iguales.

rectas transversales a éstas, e Losangulos entre dos lineas rectas que se intersectan san
AR DR iguales.
ertonces — = —— . e Dostridgngulos son congruentes sitienen dos angulos y un lado
B ER igual
igual.
Il.4.d Reciproco del Segundo Teorema de e Un angulo inscrito en una semicircunferencia es recta.
Thales.
AE _DE Pero, en realidad, se sahe muy paca sabre la vida de Thales
85i — = —— ydos de las tres rectas AD, BE g e i .
EC EF

o CF zon paralelas, ertonces |as tres rectas
son paralelas.

El Teorema de Thales, que en realidad son dos y sus reciprocos. Es muy importante resaltar que a
Thales de Mileto se le atribuye la primera demostracion en Geometria.

Il.4.a Primer Teorema de Thales. oy
En el triangulo ABC, sean Dy E puntos de AB y AC respectivamente, At
tales que DE es paralela a BC, entonces AB;’AD=AC[AE. Teorema de Thales Geometria Moderna  Inicio

M
Hipatesis: Sea ABC el triangulo y DE una
recta paralela a la base BC. -
2

Tesis:

Demaostrar gque

ang(DKE) = 90.0°

AR = AT

A AR
Demostracion.
P1. T
Dibujamos EE. <l Teorema II.3.c - Microsoft Inter... E”EIE|
P2. Teoremalll.3.c

Entonces los triangulos »A55 v § Si dos triangulos tienen una misma altura
tienen la misma altura desde el vérj| entonces la razon entre sus areas es igual a la
segln el Teorema |1.2.¢, 1a razdn def| razon de las bases donde se levanta la altura
bases esigual a la razdn de sus arf| comun.

AB  (A4BE)

e e 1 - -im iar
AD  (ADE) i e
(=1} ¥

El primer teorema de Thales, incluye su demostracion paso a paso, acompafiada de un applet interactivo
en donde se van observando los pasos de la demostracidn. Se pueden desplegar referencias necesarias.
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Il.4.b Reciproco del Primer Teorema de Thales.
Si en el triangulo ABC, los puntos D y E estan sobre los lados AB y AC

respectivamente, tales que ABfAD=ACfAE , entonces DE es paralela a BC.

£ 4 5B

Teorema de Thales Geometria boderna  nicio

.
Hipdtesis: Sean ABC el tridngulo dada, los =
puntos Dy E sobre los lados AB v AC

4B _ AT
AD AR

respectivarmente, tales que =7~

Tesis:
Demaostrar gque
DE es paralela a BC |

Demostracion.

<2} Proposician I.31 - Microsoft Int.. r_|| &|

La derostracidn la ha

al Absurdo
Proposicion .31

P1 Dibujar una recta que pasa por un punto dado

paralela a una recta dada.
Supongamos que DE

P2.

Porla Proposicidn 1.31, sea BC' la recta gue
pasa por B paralela a DE v supongarmos que

B c

BC'intersecta a AC en C".

b
Aqui el reciproco del primer teorema de Thales, incluye su demostracion paso a paso, acompafiada de
un applet interactivo en donde se van observando los pasos de la demostracion.

ILd.c Segundo Teorema de Thales.
Sean las rectas AD, BE y CF paralelas y dos rectas transversales a éstas,

entonces A5/BC = DE/EF.

< 2 > 2

Teorema de Thales Geometria hoderna  nicio

-

Hipdtesis: Sean AD, BE v CF las rectas
paralelas v dos rectas transversales a éstas.

Tesis: P3 We——
Demostrar que - BC GF
AB DE
B EF

AB AG AG ED
GF FE

Demostracion.

P1.

[ [,
£ X

Sea AF ofra transversal a las tres rectas
dadas. ¥ sea G el punto de interseccidn de
AF con BE.

P2.
Tenemos dos triangulos . ACF ¥ ., FAT .

P3.

Y el Teorema ll.4.a, primer Teorema de

Thales, afirma que

AB AGYFG FE

27 giysdlosi w

Aqui el segundo teorema de Thales, incluye su demostracion paso a paso, acompafiada de un applet
interactivo en donde se van observando los pasos de la demostracidn.
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I.4.d Reciproco del Segundo Teorema de Thales. << <
Si AE/EC = DEfEF y dos de las tres rectas AD, BE o CF son paralelas,

entonces las tres rectas son para'e'as_ Teorems de Thales Geometria Moderna Inicic
~
Hipdtesis; Supongamos que las rectas BE v AR _ DE
CF son paralelaquueﬁ % LE : B EF
EHETRE
Tesis:
Demostrar que
las tres rectas AD, BEy CF
s0n paralelas .
A D
Demostracidn. /\ \
B E
P1.
Supongamos gque BEy CF son paralelas y
fue la ofra recta AD satisface que
AR DE c E
B0 EF
P2.
geEa G el punto de interseccion de AF con
P3. bt

Aqui el reciproco del segundo teorema de Thales, incluye su demostracion paso a paso, acompafiada de
un applet interactivo en donde se van observando los pasos de la demostracion.

Geometria Moderna

Libro | de Euclides Motas histdricas  Inicio

115 Semejanza de triangulos

.5 Semejanza de triangulos.

62 Teorema de semejanza AAA. Definicion. Diremos gue dos triangulos 5 A5 ¥

Si dos tridgngulos tisnen sus 3ngulos e 7 5 . :
il et el e e & A B o son semejantes, si sus angulos respectivos son
correspondientes son proporcionales ylos iguales y sus ladas homdlagos san proparcionales.

trigngulos son semejantes.

LS50 Tecrems de semejznza LAL. A
Si dos tridngulos tienen dos lados

correspondientes proporcionales v el Sngulo
comprendido entre éstos es igual, entonces los c'
triangulos son semejantes.

1.5 Teorems de semejanza LLL.
£i dos tridngulos tienen sus lados
correspondientes proporcionales, ertonces los C '
tridngulos son semejartes.

ang(ABC) = 73.575°  ang(BCA) = 55.306° AB/A'B' = 2.0
ang(A'B'C") = 73.575° ang(B'C'A") = 55.306° BCB'C' =20
ang{CAB) =51.119°  ang{C'A'B") =51.119° ACIA'C'=2.0

Es decir, dos tridngulos » 4507 ¥ a4 F ¢ 500 semejantes siy

El tema I1.5 cuyos resultados tienen que ver con semejanza de triangulos. Todos cuentas con
demostraciones paso a paso y applets interactivos para seguir los pasos de cada una de ellas.
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IL5.a Teorema de semejanza AAA.
Si dos triangulos tienen sus angulos correspondientes iguales, entonces sus
lados correspondientes son proporcionales y los triangulos son semejantes.

2 22

Semejsnza Geometria Moderna  Inicio

et
Hipatesis: Sean ABC y DEF dos triangulos
tales gue sus angulos correspondientes son

iguales.
Tesis:
Demostrar que
A8 AT FC
DE DF EF

Demostracion.

Demostraremos que Ad = AC .De
DE  DF

manera similar & demueastra la otra

igualdad.

P1.

Sean E"yF “dos puntos sobre AB v AC
respectivamente, tales que
AB'=DF v AF'=DF.

.

P2.
Porla Proposician |4, criterio de congruencia &

El resultado 11.5a, por ejemplo, aclara en un recuadro llamado tesis, o que se pretende demostrar y se
tienen disponibles resultados previos necesarios para la demostracion.

I.5.b Teorema de semejanza LAL.
Si dos triangulos tienen dos lados correspondientes proporcionales y el angulo
comprendido entre ellos es igual, entonces los triangulos son semejantes.

£ e B

Semejanza Geometria Moderna  Inicio

ey
Hipdtesis: Sean ABC y DEF dos triangulos

tales que A D
AR AT ‘
—=—VYgBAC = EDF . &
DE  DF ] i |
Tesis: oE . +F
Demostrar gue
LABC y nDEF .
: ang({BAC) = 44.55°
soh semejantes.
Ang(EDF) = 44.55°
Demostracion. @ 4C
ABDE = 2.0
P1. ACDF=2.0

Sean E"y F puntos sobre AB v AC
respectivamente, tales gue
ABR'=DF v AF'=DF.

P2.
Par la Proposicidn L4, criterio de congruencia

LAL, los triangulos x AF'F* v o DEF son

congruentes.

P3 b

El resultado 11.5b, por ejemplo, aclara en un recuadro llamado tesis, lo que se pretende demostrar y se
tienen disponibles resultados previos necesarios para la demostracién.
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IL5.c Teorema de semejanza LLL.

o %

Si dos triangulos tienen sus lados correspondientes proporcionales,

entonces los triangulos son semejantes.

Hipdtesis: Sean ABC v DEF dos triangulos
fue satisfacen:

4B _BC _AC

e
DE EF DF

Tesis:
Demaostrar que

AABC v o DER
son semejantes.

Demostracion.

P1.

Sean EvFlos puntos en AB v AC
respectivamente, tales gque
AB'=DEy AR'=DF . (2).

P2.

Sustituyendo en (1), DE y DF par AE™y AF”

respectivamente, tenemos A8 = AC .
AE AR

¥

Semejanzs Geometria Moderna Inicio

BE .F
ABIDE = 2.0

BCEF =20

ACDF =20

|Haga clic para activar v usar eske control|

El resultado 11.5¢, por ejemplo, se refiere a un tercer caso de semejanza de tridngulos. Aclara en un
recuadro llamado tesis, lo que se pretende demostrar y se tienen disponibles resultados previos.

Geometria Moderna

1.6 Puntos y rectas notables del triangulo

Libro | de Euclides Haotas histdricas  Inicio

ILE.1 Intraduccidn.

ILE.= Lema.

El segmernto que une los puntos medios de
dos lados de un tridngulo es paralelo 3l tercer
lado v de longitud igual = 13 mitad de tal 1ado.

ILE.b Teocrema.
Las mediznzas de un tridngulo son
concurrentes,

ILE.c Lema.

Un purito P estd en la bizectriz interna de un
angulo =i y sdlo =i P equidista de los lados del
Angula.

ILE.d Teorema.
Las bisectrices internas de un tridngulo son
concurrentes.

ILE.e Lema.

Un punto P esta en la mediatriz de un
segmenta AE si ysdlo sila distanciade F a
cada extremao A B es |3 misma.

ILEf Teorema.
Las mediztrices de los ladas de un tridngulo

=on concurrentes.

ILE.g Teocrems.
La= alturas de un tridngulo son concurrentes.

ILE.H Teocrema.

E

B

1.6 Puntos y rectas notables del triangulo

En este apartado presentamos los teorema que muestran las
relaciones que existen entre los puntos y las rectas notables del
triangulo.

bisectrices

o_bisectrices

medianas
o_medianas

mediatrices

Y

o_mediatrices

En este apartado se muestran una buena cantidad de resultados referentes a los puntos y rectas notables
del triangulo. Como en todos los casos se tienen demostraciones formales paso a paso.
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IL6.b Teorema.

Las medianas de un triangulo son concurrentes.
Furtos yrectas Geometria Moderna  Inicio

~
Hipdtesis: Sean el triangulo ABC v los
puntos medios A™, By € de los lados BC,
AC v AB respectivamente.

Tesis:
Demostrar que
AA" BB v CC
s0n concurrentes.

Demostracion.

1.

Construimos dos de las tres medianas, BB”
y CC’ gue se intersectan en el punto G.

P2.
Sean Ly M los puntos medios de GBy GC.

P3.
Porel Lema [L.6.3, tenemos que C°B™ v LM

son paralelos a BC,

YC'3'=B_2C T

W

Este resultado 11.6.b por ejemplo, sobre las medianas de un triangulo, al igual que en todos los casos,
tiene un applet interactivo para seguir la demostracion paso a paso. Asi también se tienen disponibles
resultados previos necesarios.

I6.d Teorema. 5 8 B CE

Las bisectrices internas de un triangulo son concurrentes.
FPurtos y rectas Geometriz Moderna Inicio

.9
Hipdtesis: Sean el triangulo ABC vy las
hisectrices internas b by vh de log A
angulos en A B v C respectivarmente.
Tesis:
Demostrar que

bfubb ¥ bc
son concurrentes.

Demostracion.

P1.

Seal el punto de interseccidn de las L
bisectrices j, y 5 . Y
(3

P2.

Sean X, Y vZ los pies de las
perpendiculares de | sobre los lados BC, Cc
CA, v AB respectivarmente.

P3.

Porel Lema lL6.c, al estar | en la hisectriz b;'

Este resultado 11.6.d por ejemplo, sobre las bisectrices internas de un triangulo, al igual que en todos los
casos, tiene un botdn de limpiar para poder seguir nuevamente el proceso de la demostracion. Siempre
se destaca la tesis a demostrar.
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I.6.g Teorema. 5L 8 ¥ 55

Las alturas de un triangulo son concurrentes.

Funtos yrectss Geometria Moderna  |nicio

Hipdtesis: Sean el tridngulo ABC vy de los
lados BC, CAvy BA respectivamente.

Tesis:
Dermostrar que
las alturas del , 4 5

s0on concurrentes.

Demostracion.

P1.

Trazamos por cada vértice A, B, € del
triangulo ABGC, |4 recta paralela al lado
opuesto de tal vértice.

P2.
Estas rectas paralelas forman un triangulo
A'B'C

P3.
Tamhién tenemas farmado el paralelograma
pd - = - - -
Este resultado 11.6.g por ejemplo, sobre las alturas de un triangulo, al igual que en todos los casos, tiene
una demostracion paso a paso que se puede acompafiar por un applet interactivo, para entender mejor
cada uno de los pasos dados.
ILé.h Lema. <€ <
Sea ABC un triangulo. Sean H su ortocentro, O su circuncentroy A~ el
punto medio del lado BC, entonces AH =240, Purtos yrectas Geometris Moderna Inicic
M~
Hipdtesis: Sean el tridngulo ABC , H su
ortocentrn, O su circuncentroy A el punta
rmedio del lado BC.
Tesis:
Demaostrar gque
A =240
Demostracion.
P1.
Trazamos las alturas AD v BE.
For el Teorema |16 o, sabhemos gque se
intersectan en el artocentro H.
P2.
Trazamos las mediatrices OAy OB
Forel Teorema [LE.f, sabemos gue se
intersectan en el circuncentro O,
-
Y unimos A'con B, Por lo tanto, tenemos los
triangulos AEHy A'B O, v

Este resultado 11.6.h por ejemplo, con relaciones numéricas interesantes en un tridngulo, al igual que en
todos los casos, tiene una demostracion paso a paso que se puede acompafiar por un applet interactivo,
para entender mejor cada uno de los pasos dados. Ademas tiene disponibles referencias necesarias.

42



Seometria Moderna

Libro | de Euclides Hotas histdricas  Inicio

I.7 Geometria del triangulo

A1l 1.7 Geometria del triangulo
171 Introduccidn, En este apartado conoceras varias de las sorprendentes relaciones
que existen en los triangulos. Algunos de los teoremas y sus
.73 Recta de Euler. demostraciones (que presentamos aqui son: la recta de Euler, la
El ortocentro, el centroide y el cireuncentro de circunferencia de los nueve puntos, teorema de Ceva, teorema de
Lt anguicison golinecl o= Menelao, teorema de la bisectriz, teorema de Pappus, teorema de

Ademas, el centroide divide |a distancia del

artocertro al circuncentro en la razdn 2:1. Desargues, entre otros.

IL7b Teorema. OB = 40811

El trigngulo medial A°B°C"y el tridngulo ABC OC = 2(0'BY=81.822
son semejantes, en razdn 2:1.

En particular, el circunradio del tridngulo
rmedizl &= |3 mitad del circunradio del
tridngulo ABC.

I.7.¢ Lacircunferencia de los nuewe puntos.
Loz pies de las tres alturas de un trigangulo
AEBC, los purtos medios de los tres |ados ywlos
purtos medios de los segmentos que wvan de
las wérices al ortocentro, estidn en una
circunferencia de radio [1/2)R, donde R es el
circunradio del tridngulo ABC.

1L.7.d Teorema de Cewva.

Si en un tridgngulo AEC setoman purtos D, E v O' es el circuncentrd
F =obre los lados BC, AC y AR, e . o
respectivaments, tales que |a= rectas AD, BE "Iangl‘lln mEdlal 2A4'5 C
y CF son concurrentes, 0 es el circuncentro deltriangulo 2 A5C 5
ED CE AF
ertonces — ' — — =
. EA FE

117 & Rerinrnrn del Tenrema de Dews &
Este apartado sobre la Geometria del tridngulo, contiene varias relaciones que se pueden tipificar como
sorprendentes y en todos los casos se cuentan con applets interactivos para acompafiar a las

demostraciones formales paso a paso.

Geometria del triangulo Ll

I.7.1 Introduccion Libro | de Euclides Motas histéricas  Inicio

I.7.1 Introduccion.

IL.7.42 Tridngulo medial En este apartado presentamos las definiciones del triangulo medial v
del triangulo drtico. Los teoremas que estudiaremos en esta seccion

L7 Tridngule érti
01D  Inangulo orios hacen uso de ellas.

2 A" BT eseltrianguln medialdel & A5C,
A DAF ws el trigngulo drtico del & A5C

En esta introduccion se establecen las definiciones de los objetos con los que se va a trabajar de manera
importante: el triangulo medial y el triangulo ortico. Se ilustran ademas con un applet interactivo, cuyo
objetivo es poder explorar distintas situaciones para poder obtener una mejor comprension.
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Il.7.a Recta de Euler.

El ortocentro, el centroide y el circuncetro son colineales.

Ademas, el centroide divide la distancia del ortocentro al circuncentro

en la razon 2:1.

Hipdtesis: Sea eltriangulo ABC.

Tesis:
Cemastrar que
el ortocentra, el centroide v el
circuncentra son calineales.

La recta donde se encuentran estos puntos
e conoce coma la Recta de Euler.

Demostracion.

P1.
Por el Tearema L6 b, tracermos las medianas
ALy BB para localizar el centroide G

P2.

Far el Teorema IL6.q, tracemos las alturas
AD v BE para localizar el ortocentro H.

P3.

FPar el Teorema [LE.f, tracemos las
mediatrices A0y B O, para localizar el

B

b

Geomtridngule  Geometris Moderna  Inicio

P1
P2
P3
P4

[

ke

~ Un resultado bastante importante llamado la Recta de Euler se demuestra de manera formal paso a paso
y se acompafia de un applet interactivo para ir comprendiendo de mejor manera todos y cada uno de los
pasos. Se pueden desplegar resultados anteriores, necesarios en esta demostracion.

I.7.c Lacircunferencia de los nueve puntos.

Los pies de las tres alturas de un triangulo ABC, los puntos medios de sus tres lados
y los puntos medios de los segmentos que van de los vértices al ortocentro, estan
en una circunferencia de radio (1/2)R, donde R es el circunradio del triangulo ABC.

Hipdtesis: Sean el triangulo ABC |, su
ortocentro Hy su circuncentro O,

Sean los puntos D, E, F los pies de sus
alturas, los puntos A7, B™, € los puntos
rmedios de sus lados ;v los puntos K, L, M
|05 puntas medios de los segmentos gque van
de los vértices al ortocentro H.

Y gean el triangulo medial A B°C, su
circuncentro N,y su ortocentro O,

Tesis:
Diemostrar gue
los puntos D, E,F. A", B, C" K, LvM
estan en una circunferencia.

Demostracion.

i B
Los puntos K, Ly M son los puntos medios
delos segmentos AH, BHy CH .

P2

Fa)

Porel Lema lL6.a, los segmentos C B v LM F

man maralalaes Al lada B oda lanaiboed

LR

Geomtridnoula Geometris Moderna Inicio

22

Otro Teorema importante llamado la Circunferencia de los nueve puntos, se destaca la tesis a demostrar
como en todos los demas resultados en este trabajo y se demuestra de manera formal paso a paso. En
este y otros, se puede apreciar mejor la importancia del applet interactivo que acompafia a la

demostracion.
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I.7.d Teorema de Ceva.
Si en un triangulo ABC se toman los puntos D, Ey F sobre los lados BC, ACy AB

4o B
respectivamente, tales que las rectas AD, BE v CF son concurrentes, entonces G T
E, E AF =1 Geomtridgnguleo Geometris Moderna  Inicio
DC FA FB

N
Hipdtesis: Sean el tidngulo ABC | los puntos
D, E vy F sobre los lados BC, AC v AB,
respectivamente ytales que las rectas AD,
BE v CF concurren en el punto O.

Tesis:
Demostrar que
Lt
DT EA FE
Demostracion.
P1.

Trazamos la recta K que pasa por A paralela
aBC. Sean Ry S los puntos de interseccidn
de CF v BE con k, respectivamente.

P2.
Par el Critetio de semejanza A& los -Limpiar
trigngulos FAR y FBC son semejantes. - B

Forlo tanto, AF —ﬁ_ i1}

Otro resultado importante llam

b
ado el Teorema de Ceva, que establece una relacion numérica muy

importante, también se va demostrando de manera formal paso a paso y como en todos los demas
resultados se tiene un applet interactivo que acomparia a la demostracion.

IL.7f Teorema de Menelao.
Siunarecta intersecta los lados BC, CA v AB (o sus prolongaciones) de un

I T
triangulo ABC en los puntos L, My N respectivamente, entonces WAk s,
AN i E M = Geomdtrignqulo Geometriz Modernz  Inicio
NE LC MA

)
Hipdtesis: Sea el triangulo ABC v los puntos
L, My N son las intersecciones de una recta
con los lados BG, CAvy AB, respectivamente.

Tesis:
Cemaostrar que

AN BL CM _

NB LC MA

Demostracion.

il

Sean AP, BQ v CR las perpendiculares
desde A, By C, respectivamente, ala recta
donde se encuentran L, My N

P2.
For el Criterio de semejanza A&, l0s
trianoulos rectangulos APN v BQN son

semejantes.

7
_ ... AN AP bt
?
Otro resultado bastante importante llamado el Teorema de Menelao, que establece otra relacion
numérica muy importante, también se va demostrando de manera formal paso a paso. Entre mas

compleja resulta una demostracion, mas se aprecia la importancia del applet interactivo que la
acomparia.

£
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IL.7.i Teorema de Pappus.

Si A, C, E son tres puntos en una recta, B, D, F son tres puntos en otra rectay si
las rectas AB, CD, EF intersectan a las rectas DE, FA y BC respectivamente,
entonces los tres puntos de interseccion L, My N son colineales.

£ i B eE

Geomdtrisngulo Geometria bModerna Inicio

Hipdtesis: Sean A, €, E tres puntos enuna =
recta. Sean B, D, F tres puntos en otra recta.
Y sean L, My N los puntos de interseccian
de las rectas AB con DE, CD con FA, v EF
con BC, respectivarmente.

Tesis:
Demostrar que
L, My N son colineales

Demostracion.

Gl

La manera en que se ha dispuesto los tres
puntos sobre una recta v los otros tres sobre
la otra recta es totalmente aleatorio. Lo dnico B E D
fque debemos cuidar es como formar con
estos seis puntos un hexagono.

R
N L

< »
Otro resultado bastante importante llamado el Teorema de Pappus, que establece otra relacion de
colinealidad, al igual que en todo este trabajo, se demuestra de manera formal paso a paso y también se
hace acompafiar de un applet interactivo para ir entendiendo mejor cada uno de los pasos a seguir. Se
cuenta ademas con un botén de Limpiar para poder repetir el proceso cuantas veces se requiera.

I.7.j Teorema de Desargues.

Si dos trigngulos estan en perspectiva desde un punto v si sus pares de lados bl R
correspondientes se intersectan, entonces los tres puntos de interseccidn son
colineales. Es decir, los triéngulns estan en perspectiva desde la recta que Geomdrigngulo Geometriz Moderna  Inicio

contiene los puntos de interseccion.

Hipdtesis: Los trigngulos POR y P'Q'R’
estan en perspectiva desde el punto O, y sus
pares de lados correspondientes se
intersectan en D, E, v F, respectivamente.

Tesis:
Demostrar que
D,EvF soncolineales .

Demostracion.

P1.

Los tridngulos POR v P'Q'R" estan en
perspectiva desde el punto O, v el par de
lados QR y @' R" se intersectan en el punto
D, el parde lados RP vy R'P" se intersectan
en E v el parde lados QP v Q'P' e
intersectan en F.

P2.

Los puntos D, R'y @' estan sobre una recta
fue corta los lados del tridngulo = w

Otro resultado bastante importante llamado el Teorema de Desargues, que establece otra relacion de
colinealidad, al igual que en todo este trabajo, se demuestra de manera formal paso a paso y también se
hace acompafiar de un applet interactivo para ir entendiendo mejor cada uno de los pasos a seguir. Se
cuenta ademas con conceptos previos, necesarios en la demostracion.
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I.7.k Reciproco del Teorema de Desargues.

Si dos triangulos estan en perspectiva desde una recta, entonces las rectas que
unen dos pares de vértices correspondientes son concurrentes. Es decir, los
triangulos estan en perspectiva desde el punto de interseccion de estas rectas.

Hipdtesis: Los triangulos POR v P'QR'
estdn en perspectiva desde una recta, es
decir, sus pares de lados correspondientes
se intersectan en tres puntos que son
colineales.

Sea D el punto de interseccidn de las rectas
QRyQR',

E el punto de interseccion de las rectas RP y
RP'

y F el punto de interseccidn de las rectas PO
yP'Q".

Tesis:
Demastrar que
los triangulos POR v P'Q'R’ estan
en perspectiva desde un punto O,

Demostracion.

P1.

Sabemos gue los triangulos POR y P'Q'R"
estan en perspectiva desde una recta, v los
puntos D, Ev F son colineales.

E

N

< 2 > 3

Geomdtridngulo Geometria Moderna  Inicio

123 \E

El teorema reciproco del Teorema de Desargues, que establece la perspectiva de triangulos a partir de la
colinealidad de ciertos puntos, al igual que en todo este trabajo, se demuestra de manera formal paso a
paso y también se hace acompafiar de un applet interactivo para ir entendiendo mejor cada uno de los

pasos.

Geaometria Moderna

1.8 Cuadrilateros ciclicos y angulos en la circunferencia

Libro | de Euclides Motas histéricas  Inicio

.81  Introduceidn.

I.2.a Proposicidn L1
Encortrar el certro de un circula dado.

1.8t Froposicidn HL20

Si un Angula inscrito y un Angulo central
subtienden el misme arco, entonces el 3ngulo
central es el doble del dngulo inscrita.

I.2.c Propaosicidn 111241
La= angulos inscritos que subtienden &l
mi=mo arco son iguales.

1.82.d Teorema.

Si Ay € son dos puntos fijos sobre una
circunferencia. Para cualesquiera dos puntos
E v B' de |a circunferancia se tiene que los

angulos LAFC ¥ AR zoniguales o

son suplementarios.

1.2.2 Teorema.

Sean Ay C dos puntos fijos. El conjuntos de
puntos B que cumple que dngule AR C es
constante, consta de dos arcos de
circunferencia del mismo radio.

1L.2f Teorema.

Sean Ay C dos puntos fijos. El conjuntos de
puntos B que cumple que dngule AR C es
recto, es una circurferencia de dismetro AC.

P

»

1.8 Cuadrilateros ciclicos y angulos en la circunferencia

En este apartado conoceris varias de los resultados mias importantes
acerca de cuadriliteros ciclicos v angulos en la circunferencia.
Algunes de los teoremas y sus demeostraciones que presentamos
aqui son: el teorema de Ptolomeo, la linea de Simson y algunas
proposiciones del Libro Il de Euclides, entre otros.

La recta de Simson

Este apartado cuenta con una serie de resultados sobre cuadrilateros llamados ciclicos y sobre angulos
en la circunferencia. Aqui se presentan teoremas bastante importantes en la Geometria Moderna, como
el Teorema de Ptolomeo, el Teorema de la linea de Simson y algunas proposiciones del libro 111 de
Euclides. Como en todo el trabajo se realizan las demostraciones formales paso a paso.

47



Cuadrilaterns ciclicos v angulos en la circunferencia

11.8.1 Introduccion

I.8.13 Cuadrilitero ciclico
IL2.1b  Angule central

[T l=} ﬁ'\ngulo inzorito

1.8.1d Angulo =emi-inscrita

1Le.1e Angulo ex-inscrito

Paor tre=s puntos no colineales siempre
pasa una circunferencia

> b

Libro | de Euclides Haotas histéricas  Inicio

IL.8.1 Introduceidn.

En este apartado presentamos las definiciones de cuadrilatero ciclico
y de los distintos angulos que se trabajan en la circunferencia. Los
teoremas qque presentamos en esta seccién hacen uso de ellas.

AngiLHK) = 36 054°
4ngiLOM) = 2ng(LHK) =73 909°

En esta seccidn 11.8.1 se establecen las definiciones necesarias para el desarrollo de todos los teoremas o
resultados en este apartado. Se incluyen ademas applets interactivos para poder explorar distintas

situaciones y asi propiciar una mejor comprension de ellas.

I.8.b  Proposicion .20

Si un angulo inscrito y un angulo central subtienden el mismo arco, entonces el

angulo central es el doble del angulo inscrito.

Este teorema es la Proposicion IL20 del
Libro ll de Buchides.

Hipdtesis: Sean ABC un circulo, el dngulo
central {((BEC:], el angulo inscrito

< (BACY, v ambos angulos subtienden el

mismo arco de circunferencia 7.5
A

Tesis:
Dermostrar gque
G (BECY = 24 (BAC)

Demostracion.

Supongamos que el centro E del circulo esta
en el interior del angulo inscrito {(BAC).

P1.

Unimos A con E, v prolongarmos este
segmento hasta el punto F.

[ =Ls]

B

€< € 3 3>

Cuadrildteros Geometria boderna Inicio

?

Aqui la proposicion I11. 20 del Libro 11l de los Elementos de Euclides, que relaciona al angulo inscrito
con el angulo central. Se tiene como en los demas resultados la demostracion paso a paso, un applet
interactivo que la acompafia y un botén de limpiar para repetir el proceso cuantas veces se requiera.
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I.8.e Teorema. < £ > ¥
Sean Ay C dos puntos fijos. El conjunto de puntos B que cumple que el angulo
+ABC es constante, consta de dos arcos de circunferencia del mismo radio.

Cuadrildteros Geometria Moderna  Inicio

o
Hipdtesis: Sean Ay C dos puntos fijos. ¥ sea

B un punto del conjunta, es decir, el dngulo -
: ; =

< A5C es constante. :
PG

Tesis:
Demostar que
el conjunta de puntos B gue
satisfacen gque el angulo o4 5o es

constante consta de dos arcos de
circunferencia del mismo radio.

Demostracion.

La demostracian la haremos por Reduccian
al ahsurdo, pero primero construimos el D

L]

conjunto de puntos B que satisface la
condicidn: dngulo o 4 57 es constante.
Supongamos que B es un punta en el
conjunto.
P1 e

" Limpiar
Construimos el circuncirculo del triangulo
ABC.

Los puntos Ay C dividen a la circunferencia ™
Aqui un teorema sobre circunferencias a partir de dos puntos fijos. Se destaca la tesis a demostrar y se
establece el método de reduccidn al absurdo para realizar la demostracion. Como en todos los casos se
hace la demostracion formal paso a paso.

I.8.k Teorema de Ptolomeo. et 2 B B
Si un cuadrilatero convexo es ciclico, entonces el producto de las diagonales

es igual a la suma de los productos de los lados opuestos. Cusdrildteros Geometris Moderna  Inicio

ey
Hipdtesis: Sea ABCD un cuadrilatern inscrito
eh una circunferencia, vy sean ACy BD sus
diagonales.

Tesis:
Demaostrar que B
AD-BC+ AB-CD = AC-ED

Demostracion.

P1.
Dibujamos la linea AE, formando el dngulo

L (DAR) tal que «(DAE) = «(CAB) .

P2.

La linea AE se intersecta con BD en el punto

E.

P3.
Los los triangulos a(DAEY ¥ af{CAE) son 2

semejantes, pues por construccian

< (DARY =<« (CAB) v porel Teorema -
Aqui el teorema de Ptolomeo que relaciona las diagonales con sus lados opuestos en un cuadrilatero
convexo ciclico. Se destaca la tesis a demostrar, se demuestra formalmente paso a paso y se acompafia

de un applet interactivo para ir visualizando cada paso de la demostracién. Con la tecla R, se regresa a la
situacion original.
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I.8.m Teorema de Simson. - el TR
Si un punto se encuentra sobre el circuncirculo de un triangulo, entonces las
proyecciones del punto sobre los lados del triangulo son colineales. Cuzdrildteros Geometria Moderna  Inicia

)
Hipdtesis: Sea ABC un triangulo, sea P el

punto dado sobre el circuncirculo de ABC, y =5
sean A" B"y C' las provecciones de P sobre -
los lados BC, CA v AB, respectivamente. -
' ' P3

Tesis:

Demoastrar gue
log puntos A, B"y " son
colineales.

Demostracion.

Supongamos que P estd sobre el arco CA, el
arco CA gue no contiene a B.

Para concluir que A", B"y €' son colineales,
hastara demostrar gue B'C'y B"A' forman
con AC dngulos iguales.

Es decir, demastraremas que
R = B

[ivwir]

P,

Las provecciones de P sobre [0g lados BE,

C4vAaR ann 4' R'w ' re=nartivameanta bt i i i
Aqui el Teorema de Simson que establece la colinealidad de las proyecciones de un punto sobre el
circuncirculo de un triangulo en los lados del mismo. Teoremas como este resultan de una gran
importancia y por ello es més apreciable el applet interactivo que acompafia a la demostracion.

I.8.n  Reciproco del Teorema de Simson. << £ > 2>

Silas proyecciones de un punto sobre los lados de un triangulo son colineales,

entonces el punto se encuentra sobre el circuncircule del triangulo. Cuadrilfteras Geometris Moderna  Inicio

s
Hipdtesis: Sea ABC un triangulo. Sean A", B”
y C" colineales.

Los puntos A' B'y € son las proyecciones
de P sobre los lados BC, CAvAB,
respectivamente.

Tesis:
Dernostrar que
el punto P esta en el
circuncirculo del triangulo ABG.

Demostracion.

iz
SiA', B'y C'son colineales, entonces
AEtE = B

por ser angulos opuestos por el vérice.

P2.
Por el Teorerma I8 h, el cuadrilatero AB'PC'

es ciclico, pues
HPC'A + LAB'P=130°yson

Fsis S m R EE

W

Aqui el Teorema reciproco del Teorema de Simson que establece la existencia de un punto sobre el
circuncirculo de un tridngulo, a partir de la colinealidad de sus proyecciones en los lados del triangulo.
Teoremas como este hacen apreciar de mejor manera el poder tener un applet interactivo para
acompafiar a la demostracion.
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I.8.p Teorema

- T

Todo angulo semi-inscrito es igual a la mitad del angulo central que abarca el

MisImo arco.

Hipdtesis: Sea ABC un angulo seminscrito
gue subtiende el mismo arco que el angulo
central AOB.

Tesis:
Demostrar que
AADE
ZABT = :
Demostracion.
P1.

Porel Teorema lL.8.0, sabemos que la
tangente a |3 circunferencia en B es
perpendicular al radio OB.

P2.

Prolongamos el radio OB para formar un

diametro BM. For lo tanto, 2680 = 90°.

Por otro lado, por el Teorema L8], el dngulo
<hiA B es recto. Porlo tanto,

AMAR =907

W

Cuzdrildteros Geometria Moderna  Inicio

ang(OBC) = 50.0°

Aqui un teorema que establece una relacién entre un angulo semi-inscrito y el angulo central que abarca
el mismo arco. Se tienen a la mano resultados previos necesarios en la demostracion, sin tener que
abandonar la pagina Web de lectura. Los puntos rojos en cada applet se pueden mover con el ratdn y asi
se pueden explorar distintas situaciones del resultado, sin alterar la demostracion.

Seometria Moderna

11.9 Algunas propiedades de las circunferencias

Libro | de Euclides Hotas histdricas  Inicio

181 Introducscidn.

192 Proposicion [11.35
Si dos cuerdas AB w CO de una circunferencia
=& intersectan en un punto P,

ertorces FA - FE = FC - FD.

196 Proposicidn [11.36

Si A, By C son puntos sobre una
circunferencia y si la tangente en C| intersecta
en un purto P =3 |3 prolongacion de |= cuerda

AR, entonces Pcz = F4-FE.

I19.c Teorems.
L= potencia de P con respecto a la

circurferencia de radio F es dz - Rzl

donde d es |a distancia de P al centro. La
potencia sera positiva, cero o negativa
dependiendo si P se encuentra fuera, sobre o
dertro de |3 circurferencia.

1.8.d Teorema [Eje radical ).

El lugar geomtétrico de las purtos P que
tienen = misma potencia con respecto = dos
circunferencias es una perpendicular = la
linea de los certros.

9.2 Teorerma [Férmula de Euler].
Sean O e I el circuncentro v el incertro,

racnartivrarmanta da o tridnoolea s

W

1.9 Algunas propiedades de las circunferencias.

En este apartado estudiamos uno de los conceptos mas interesantes
de la geometria moderna: la potencia de un punto con respecto 2 una
circunferencia. Algunos resultados sorprendentes que hacen uso de
este concepto, son: el tearama de la Farmula de Euler, tearerma de
Fascal v el tearema de Brianchaon.

La recta de Pascal

En este apartado se encuentran diversos resultados sobre las circunferencias, varios de ellos
relacionados con uno de los conceptos mas interesantes de la Geometria Moderna que es el de Potencia
de un punto con respecto a una circunferencia. Se tienen varios teoremas reconocidos, como el de la
férmula de Euler, el de Pascal y el de Brianchon.
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Algunas propiedades de las circunferencias > B>

11.9.1 Introduccion Libra | de Euclides Hotas histéricas  Inicio

11.9.1 Introduccidn.

I.9.1a Segmertos dirigidos En este apartado volvemos a recordar el concepto de segmento
dirigide y presentamos, entre otras definiciones, la de potencia de un
punto. Los teoremas que trabajamos en esta seccion proporcionan
muy interesantes propiedades y aplicaciones de este concepto.

11916 Potencia de un punto

11.8.1e &i desde Ptrazames . ..

1.9.1d Eje radical Potencia de P

I8 1e Circunferencias coaxiales PA*PB = 22025.0

Aqui se establecen las definiciones necesarias para todo este apartado. Se recuerdan conceptos como el
de segmentos dirigidos, se define la potencia de un punto, el de eje radical y el de circunferencias
coaxiales. Como en todo el trabajo, se encontraran demostraciones formales acompafiadas de applets
interactivos.

I.9.c Teorema e s
La potencia de un punto P con respecto a una circunferencia de radio Fes —= =

dz - R2 ,donde 4 es la distacia de P al centro. La potencia sera positiva, cero o
negativa dependiendo si P se encuentra fuera, sobre o dentro de la circunferencia.

Alqunas propiedsdes de ... Geometriz Moderna Inicio

Hipadtesis: Sean P un puntoy una - PA"PB = 17549.0
circunferencia con centro O yradio B di- R = pCPD = PO? - OD° = 17549.0
Y 5ea 4 ladistanciade P a 0.
Tesis:
Dermostrar gue
PA-PB=4°-R%

Demostracion.

P1.

Sabemos por el Teorema [1.9.a, que |a
potencia de P respecto a una circunferencia
es 4. PR ygue este valor es constante.

P2.

Construimaos un didmetro CD que pasa por
Limpiar
& PA=78.32 PC = 65979 d=P0=165.979

P3.

Si P esta fuera de la circunferencia , por el v
Aqui en este teorema se establece el valor de la potencia de un punto en relacion con una circunferencia
de radio R. Se tienen presentes resultados previos sin tener que abandonar la pagina Web y poder asi,
seguir la demostracion con mayor atencion.
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I.9.d Teorema (Eje radical).

El lugar geométrico de los puntos P que tienen la misma potencia con respecto

a dos circunferencias es una perpendicular ala linea de los centros.

Hipdtesis: Primero, consideramos dos
circunferencias no concéntricas cuyos
centros son Oy O'y cuvos radios son 2 v

R
Y sea P un punto gue tiene la misma

potencia con respecto g estas
circunferencias.

Tesis:
Dernostrar que
P esta en una recta perpendicular a
la linea de los centros 00",

Demostracion.

P1.
Sabemos gue P tiene la misma potencia con
respecto a estas circunferencias, esto es

EdoEd = P PR
ypor el Tearema 1L9.c, la ecuacion anterior
podemoas escribirla coma

PO* - R =(POY -(RY (1)

s

< 2 2 >

Algunss propiedades de ... Geometris Moderna  Inicio

PO - R? = 32198.054
(PO - (R = 32198.054

?

Aqui este teorema que establece el lugar geométrico de los puntos P con la misma potencia respecto a
dos circunferencias. Se destaca la tesis a demostrar, se demuestra el teorema paso a paso de manera
formal y se tiene un applet interactivo que acompafia los pasos de la demostracion. Se tienen a la mano

resultados previos necesarios.

IL9.e Teorema (Formula de Euler).

Sean &' e I el circuncentro e incentro, respectivamente, de un triangulo con

circunradio R e inradio *; sea 4 la distancia 07, entonces ,52 = R2 - 2R

Hipdtesis: Sea un tridngulo ABG.

Sean el circuncirculo del triangulo ABC con
centro & yradio & velincirculo con centra
£ yradio 7.

Sead ladistancia OF .

Tesis:
Diemostrar que

dt=R*-2R.

Demostracion.

P1.

Construimos la bisectiz interna del angulo
£ BAcC ¥laprolongamos hasta intersectar

el circuncirculo en el punto L.

Sea o= #£BAC ;
3
P2.
Construimos la hisectriz interna del angulo

£CBA

Pat-F =T . .

L

w

i

Alguras propiedades de ... Geometris Moderna  [nicio

ang(IYA) = 90.0°

Aqui el teorema conocido como la Férmula de Euler que relaciona el Circunradio y el Inradio de un
triangulo, con la distancia entre ellos. Resultado realmente sorprendente, dificil de imaginar, pero que
con la demostracién formal acompafada del applet interactivo, lo hacen més comprensible.
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IL9F Teorema de Pascal. g i N
Silos vértices de un hexagono estan sobre una circunferencia y los tres pares T
de lados opuestos se intersectan, entonces los tres puntos de interseccion
estan alineados.

Algunas propiedades de ... Geometriz Moderna  Inicio

La construccidn muestra una de las muchas
forrnas en las gque un hexdgono ABCDEF,
inscrito en una circunferencia, puede ser
arreglado.

Hipdtesis: Supongamos gue los puntos L, M
v M, son puntos de interseccion de los lados
opuestos AB con ED, CD con FA, y BC con
EF, respectivamente.

Tesis:
Demostrar que
los puntos L, My N
son colingales |

Demostracion.

Cemostrarermos que los tres puntos de
interseccion L, My N son colineales.

P1.

Sean Vy W las intersecciones de los lados

AB con EF, v AB con CD, respectivamente.

Prolonguermaos los lados EF v CD, de tal 3
Aqui el teorema de Pascal que establece la colinealidad de los puntos de interseccion de los lados
opuestos de un hexagono, cuyos vértices se encuentran en una circunferencia. Resultado igualmente
sorprendente, dificil de imaginar, pero que con la demostracién formal acompafiada del applet
interactivo, lo hacen mas comprensible.

.9 Teorema de Brianchon. K
Silos seis lados de un hexagono son tangentes a una circunferencia, entonces
sus tres diagonales son concurrentes (o posiblemente paralelas). Algunas propiedades de ... Geometria Moderna  Inicio
L L}
Hipdtesis: Sean R, @, T, S, P, Ulos puntos Ry

de contacto de las seis tangentes AB, BC, =]
CD, DE, EF, FA como se muestra en la -

construccian,

Tesis:
Cemostrar que
las diagonales AD BE, CF
s0n concurrentes.

Demostracién.

P1.

Supongamos por simplicidad que el
hexdnono es convexo, asi gque las tres
diagonales AD, BE, CF son secantes de la
circunferencia inscrita {y que la posibilidad de
paralelismo no existe).

P2.
Sobre las lineas EF, CB, AB, ED, CD, AF
{prolongadas) tormemaos los puntos P Q" R",

S' T U'tales gue

Feleli et Sl s s
Aqui el teorema de Brianchon que establece la concurrencia de las tres diagonales de un hexagono,
cuyos seis lados son tangentes a una circunferencia. Resultado igualmente sorprendente, dificil de
imaginar, pero que con la demostracion formal acompafiada del applet interactivo, lo hacen mas
comprensible.
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Geometria Moderna

Libro | de Euclides Motas histéricas  Inicio

11110 Teoremas selactos

#I| .10 Teoremas selectos.

BAD Y Ierodacsion. En este apartado presentamaos algunaos tearemas gue par su
aplicacidn en tfigonometria son de gran utilidad para realizar algunos
calculos. Porejemplo, podemos aplicar el teorema de Steweart para
encontrar las longitudes de las medianas, las simedianas y las
hisectrices de los dngulos de un triangulo.

L1032 Leyde los cosenos

Sean ﬂ,b,C los |ados de un tridngulo ABC ¥

ﬁ el angulo opuesto =l lada & | Ertonces

B=a? 45 - Z2accos B Ay AL sonlineasisogonales
con respecto al angulo en A angiéaL) = 12.845°

AngraAT)= 6.4720
IL10.E Leyde los senos

Sea ABC un  tridngule  inscrito en una anglTAL) = 5.472°
circurferencia de radic &, & @,8,¢ son los

lados del tridngulo opuestos a3 los vértices A,
E, C respecti vamente, entonces

b
.a = — _C e
sind anB and

ang(BAC) = 48.381°
Ang(BAT) = 24.191°

ang(TAC)= 24.191°

1102 Teorema de Stewart.
Sean ABC un tridngulo de lados a.b.c W OAK §C O esel circuncentro y
es el ortocentro

del a ABC

una ceviana de longitud r , que divide al
segmenta BC en dos segmentos
=k = Moy HCD = L Ertonces

al(p?+mm) =bm+cln.

11.10.d Corolario. b

Este apartado de Teoremas Selectos aborda diversos teoremas que resultan de gran aplicacion en la
trigonometria y por consecuencia son de mucha utilidad para la realizacion de calculos diversos. Por
ejemplo el Teorema de Stewart se puede usar para encontrar las longitudes de las medianas, de las
simedianas y de las bisectrices de un triangulo.

I.10.a Leyde los cosenos

Sean 2.5, |os lados de un triangulo ABC y ﬁ el angulo opuesto al lado %.
2

> >

Entonces b2 = +,;-2 - 2accos ﬁ Teoremas Geometris Moderma  Inicic

e
Hipstesis: Sean ABC un trianguloy &,&,¢ sus Caso 1
lados.

Sea ﬁel 4ngulo opuesto al lado & .

Tesis:
Demoastrar que

Sy e
=g +e” —2accos 8

Demostracion.

Caso 1. Clic para ver su demostracion.

P1.

Trazamos |a altura desde el vértice Ay
llarmarmos D al pie de la altura. Existen dos
posibilidades para el pie de altura D: que D
esté dentro del segmento BC o que D esté en la
prolongaciaon de BC.

Fritnero, supongamos que D estd dentro de BC =

=

Pe

b
Por ejemplo, aqui encontramos la Ley de los cosenos y cuya demostracion se realiza por casos. Para
cada uno de estos casos, el programa dispone un applet interactivo para seguir su demostracion.
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IL10.c Teorema de Stewart
Sean ABC un tridngulo de lados .5, < y AX una ceviana de longitud #, que
divide al segmento BC en dos segmentos BX = 7 y XC = 7. Entonces

alp? + o) = B+ c2a,

4 e u

Tearemas Geometria Moderna  Inicio

o
Hipotesis: Sea ABC un tridangulo de lados

a,b,c_

Sea AX una ceviana de lonoitud p, gue divide al
segmento BC=9 en dos segmentos BX=7"
yXC=#4

Tesis:

Cemostrar gue

alp® +mn) = EBm+oin

Demostracion.

P1. B =p? + 0t - Zpncos(d)

Sean angulp & = TAXT
=< (AXB) =180°-8
splicando el Teorerma [110.3, 13 ley de los

COSEN0S, 4 los angulos suplementarios ﬁ W ‘9,
tenemos:

e = pt + - Dpmcos(130°-8)

B =pt+at - 2pucosidh (1)

NG

Por ejemplo, aqui encontramos el Teorema de Stewart de gran aplicacién en la trigonometria. Se aclara
la tesis a demostrar, se demuestra formalmente paso a paso y se acompafia de un applet interactivo. Se
tienen a la mano resultados previos necesarios en la demostracion.

I.110.d  Corolario

Dado un triangulo equilatero ABC de lados !, cualquiera de sus medianas tiene

N

< <

longitud -~/ Teoremas  Geometris Moderna Inicio
i
ey o .. 24 A

Hipdtesis: Sea ABC un triangulo equilatero de

lados .

Sea AX una mediana del triangulo de longitud

B

alp?+mn) = m+cin
Tesis: ; »
Demostrar que
3
-3,
2
o X =C
Demostracion. ] i
6] B

P1.

Parel Teorerma I1.10.¢, tearama de Stewart,

gabemos que toda ceviana de longitud P de un a=b=c=}

i b 2 s a : ) ] f 2 ! \E
tiangulo de lados @ .2, ¢ satisface la relacidn ] ! = Hprt—)=F—+—- g

2 i 2 mM=—, n=— 2 Z 2 2

alp +m) =bm+cn (1), o 5

donde # y # =onlas longitudes de los

?

segmentos en que es dividido el lado por el que
cruza la ceviana.
La mediana AX es tambign una ceviana.

b

Un corolario, resultado del Teorema de Stewart en donde se obtiene la longitud de las medianas de un

triangulo.

56




Geaometria moderna

Libro | de Euclides Notas historicas  Inicio
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Los Elementos de Euclides:
hitp://alephi.clarku.edu/~djoyce/ javaielements/elements.html

Software
The Geometer ‘s Sketchpad.
hittp:iiwww . keypress.comisketchpad/

Se proporciona bibliografia y referencias de Internet, todas ellas de gran utilidad para la elaboracién de
este trabajo y muy importantes para cualquiera que desee consultar las fuentes del tema.
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9.3 Imagen de la pagina Web Notas historicas

En el marco del titulo se presenta la pagina Web con el titulo de este tema y a su
derecha una navegacion estandar (hipervinculos), que permite saltar a las paginas
Web de los otros temas principales o ir a la pagina Web de Inicio.

El marco izquierdo de esta pagina Web contiene su menu principal.

El marco derecho muestra una imagen del detalle del fresco La Escuela de Atenas
de Rafael. En su menu principal, que estd en el marco izquierdo, se enlistan los
hipervinculos correspondientes a las notas histéricas que aqui se desarrollan:

Ill.a Thales de Mileto (624-547 a.C)

Ill.b Euclides de Alejandria (325-265 a.C)

lll.c Menelao de Alejandria (70-130)

Ill.d Claudio Ptolomeo (85-165)

Ill.e Pappus de Alejandria (290-350)

IIl.f Girard Desargues (1591-1661)

Ill.g Blaise Pascal (1623-1662)

IIl.h Giovanni Ceva (1647-1734)

IIl.i Leonhard Euler (1707-1783)

[11.] William Wallace (1768-1843)

Ill.k Charles Brianchon (1783-1864)

IIl.I Criticas a la Teoria euclidea y sus consecuencias.
IIl.m Criticas al Quinto Postulado y sus consecuencias.
Ill.n Postulados de Hilbert para la Geometria Euclidiana Plana.

Notas histéricas Libro | de Euclides Geometriz moderna  Inicio

[

Thales da Mileto [E24-547 2.C)

o

Euclides de Alejzandria [325-265 a.C)

Menelao de Alejandriz (70-130]

[}

[=§

Claudio Ptolomeo [25-1685]

v

Pappus de Alejandriz [290-350]

=

Girard Desargues [1591-1661)

Elzise Pascal [1623-16EZ)

E

=

Giowanni Cewa [1847-1724)

Leonhard Euler [1707-1723)

Willizamn Wallace [1768-1243)

E

=

Charles Brianchon [1783-1264]

| Criticas 3 |a Teoris euclidea y sus
onsecusncias.

Bl

lll.m Criticas al Quirtoe Postulado v sus
consecusncias,

llLn Postulados de Hilbert para |a Geometria

Euclidiana Flana.

Imagen tornada del sitio:
[hittp :fhwenes-group s des st-and ac uki~histongPictDisplayEuclid. hirml

En este apartado se presentan notas histdricas sobre personajes relacionados con el desarrollo de la
Geometria. En cada una de ellas se mencionan resultados importantes que se tratan en este trabajo y
desde estas paginas Web se puede saltar al resultado deseado.
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[}

=

0

o

i}

=

E

-

E

1Lk

Thales de Mileta [E24-547 a.C)
Euclides de Alejandria [325-265 a.C)
Menelao de Alejandriza [70-130]
Claudio Ptolomeas [25-165]

Fappus de Alejandria [230-350)
Girard Desargues [1591-16E81)

Elzize Pascal [1623-16E62)

Giowanni Cewa [(1647-1734)
Leonhard Euler [1707-1723)

william Wallace [17628-1243]

Charles Brianchon [1783-1864)

Criticas 3 |a Teoria euclidea vy sus

CoOnSecUsncias.

lll.rn Criticas al Quirto Postulado W SUS
COnSecUSncias.

L

Postulades de Hilbert para la Geometria

Euclidizna Flana.

ll.a Thales de Mileto
Nacid: cerca de 624 a.C. en Mileto, Asia Menor, (hoy Turquia)
Murié: alrededor de 547 a.C. en Mileto, Asia menor, (hoy Turquia)

Parece ser gue fue el primer fildsofo, cientifico y maternatico griego
conocido, aungue su ocupacidn era de un ingeniero. Minguno de sus
escritos sobrevivid, esta es una gran dificultad para poder determinar
cuales fueron, verdaderamente, sus descubrimientos matematicos.

i

Aqui se podréan encontrar los datos mas importantes sobre Thales de Mileto, quien al parecer fue el
primer filésofo, cientifico y matematico griego conocido, en particular las referencias a cuatro
resultados que llevan su nombre, dos teoremas y sus reciprocos correspondientes.
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Ill.a Thales de Mileto
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Libro | de Euclides Geometria moderna Inicio

Thales de Mileto [E24-547 2.C)
Euclides de Alejandria [325-265 a.C)
Menelao de Alejandria (70-120]
Claudio Flolomeo (35-185)

Fappus de Alejandria [290-350]
Girard Desargues [1531-1661)

Elzise Pascal [1623-1862)

Gicwanni Cewa [1647-1734)
Leornhard Euler [1707-1783])

William Wallace [(1762-1243)

Charles Brianchon [1723-1864)

1 Criticas ala Teoria euclidea ¥ sus

CORSesUencias.

o
[=]

lll.n Postulados de Hilbert para |a Geometria

ll.m Criticas al Quinta Fostulado vy sus

MSecUencias.

Euclidizna Flana.

fundarmentales. Fue la mas racional de todas las ciencias y aungue
hay una peguefia duda de que los mercaderes griegos llegaran a
familiarizarse con la matermatica ariental a o largo de sus rutas de
comercio, ellos pronto descubrieron gue log orfientales habian dejado
la mavyor parte de la racionalizacian sin hacer. JPor qué el triangulo
isdscelestiene dos dngulos iguales? 4Por gue el area de un
triangulo es igual a la mitad de la de un rectangulo de base v altura
iguales? Estas preguntas, desde luego, llegaron hasta hombres que
planteban preguntas sermejantes concernientes a la cosmologia, la
hiologia vy la fisica.

Yer Primer Teorerma de Thales. La demostracidn de la parte directa
delteorerma |a puedes ver en |14 .2, v 1a del reciproco en L4 b

Wer Sequndo Teorema de Thales. La demostracion de la pare directa
delteorerma |a puedes ver en [L4.c v 1a del reciproco en [L4.d.

Dirk .J. Struik.
Historia Concisa de las Matematicas.
LP.N. 1990. pp. 53.

E.TBell
Historia de las matematicas.
Fondo de Cultura Econdmica. 2003, pp.65, 80.

Imagen tomada del sitio:
hitp fwiee- groups des. st-and. ac ukd-historwBiographiesThales htrnl

Aqui se pueden ver las referencias a los teoremas de Thales de Mileto y sus reciprocos, a los cuales se
puede acceder dando un clic en la liga correspondiente. También se pueden apreciar parte de las
referencias a las fuentes de las que fueron tomadas estas notas.
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lll.e Menelao de Alejandria
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Libro | de Euclides Geometria moderna  Inizcio

[

Thales de Mileto (524-547 a.C)

o

Euclides de Alejandriz [325-265 =.C)

(s}

Menelao de Alejandriz (T0-130]

o

Claudio Ptolomeo [85-185]

i

Fappus de Alejandria (290-350)

B

Girard Desargues [1531-1661)

Blaise Pascal (1623-1662]

E

-3

Giowanni Cewa (1847-1724)

Leonhard Euler [1707-1783)

William Wallace [1782-12432)

E

Il.k Charles Brianchon [1783-1364)

| Criticas a la Teoria euclidea y sus
ONSecUencias.

g

Il.mi Criticas a3l Quinto Postulado y sus

CONSECUSNC s,

I.Ln Postulades de Hilbert para la Geometria
Euclidiana Flana.

Aqui se podran encontrar los datos

liLe Menelao de Alejandria
Nacid: alrededor del 70 d.C. posiblemente en Alejandria, Egipto
Murid: alrededor del 130 d.C.

Menelao de Alejandria (ho confundirlo con Menelao de Esparta) fue
un astranomo griego gue vivid en el primer siglo de nuestra era.
Aungue sus obras en griego ariginal no han llegado a nasaotros,
sabemos de algunas de ellas por las observaciones gue han hecha
comentadores posteriores y su tratado de tres libros Sphoetica se ha
conserado hasta nuestra época en arabe. Este trabajo arroja
considerable luz sobre el desarrollo griego de la trigonometria.

Ellibro | de su obra, se dedica a establecer para tridngulos esféricos
muchas de las proposiciones de los Elementos de Euclides gue se
verifican en los tridngulos planos, tales como los conocidos
teoremas de congruencia, los teoremas acerca de los tridngulos
izdsceles, ¥ asi sucesivamente. Ademas, Menelao establece la
congruencia de dos tiangulos esféricos engue los dngulos de uno
son iguales a los del otro {para la cual no hay analogia en el plano) ¥
el hecho de que la suma de [os dngulos de un tridngulo esférico es
rriayar que dos rectos.

Ellibro Il contiene problemas de interés en astronomia.

En el libro ll se desarralla |a tigonometria esférica, deducida en su
rrayar parte del analogo esférico de la proposicidn en el plano
rnancida cnmiinmente ahnra cnmn fenkema de Wanaian Realmente

mas importantes sobre Menelao de Alejandria, quien fue un

astronomo griego que vivid en el primer siglo ya de nuestra era y al que se le deben diversos resultados
sobre triangulos y sus congruencias. Su tratado Sphoerica deja ver el desarrollo que los griegos habian

alcanzado en la trigonometria.
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lll.c Menelao de Alejandria
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Iz Thales de Milsto [E24-547 =.C)

[=d

Euclide=s de Alejandria [325-265 a.C)

(o]

Menelaa de Alejandria [70-130)

(a§

Claudio Ptalomea [25-165)

Od

FPappus de Alejandria (290-350]

=

Girard Desargues (1591-1661)

Elzise Pascal [1823-1862)

=

T

Gicwanni Cewa [1847-1734)

Leonhard Euler [(1707-1783)

Willizrn Wisllace [1768-1243)

E

.k Charles Brianchon [1783-1884)

Il Criticas = |a Teoria euclides y sus
CONSecUsnc 2.

Il.rn Criticas al Quinta Postulada y sus

CONSecUSncias.

llLn Postulados de Hilbert para la Geormetria

Euclidizna Flana.

rmayor parte del analogo esférico de la proposicion en el plano
conocida comdnmente ahora como teorema de Menelao, Realmernte,
el caso en el plano supone Menelao que es hien conocido y 1o utiliza
para establecer el caso esférico, Gran parte de la trigonormetria
esférica puede deducirge de la versidn esférica de dicho tearema
tomando tridngulos especiales y transversales especiales.

Menalao de Alejandria fue uno de los ditimos gedmetras griegos gue
aplicd 1a geometria esférica a la astronomia.

Sutrabajo mas conocido es el Tearema de Menelao, que puede
enunciarse caomo sigue: "Siuna linea intersecta los lados de un
triangulo, entonces el producto de las razones en que los lados son
divididos es igual a-1". Puedes ver su demastracidn en [L.7 Ty en

Howard Eves.
Estudio de las Geometrias. Vol. L.
UTEHA. 1967. pp. 74-75.

Jean-Paul Collette,
Historia de las matemsticas ..
Siglo XX editores. 2002. pp. 150-152.

Datos tomados del sitio:

hitp-heeeen-groups.des st
and.ac.uki~historyBiographiesidenelaus. himl

Aqui se pueden ver la referencia a uno de sus resultados mas importantes, conocido con el nombre de
Teorema de Menelao sobre tridngulos, al cual se puede acceder dando un clic en la liga correspondiente.
También se pueden apreciar las referencias a las fuentes de las que fueron tomadas estas notas.
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lll.d Claudio Ptolomeo Libro | de Euclides Geometria moderna  Inicio
iz Thales de Mileto (E24-547 2.C) lid  Claudio Ptolomeo )
Macio; alrededor del 85 d.C. en Egipto
lLb  Euclides de Alejandria (325-265 2.0 Murid: alrededor de 165 d.C. en Alejandria, Egipto

[z}

Menel=o de Alejandria [T0-130] : ' :
Ptalomeo fue una de los mas influventes astronomos v gedgrafos
Claudia Ptolamea [85-165) griegos de sutiempo. Propuso la teoria geocéntrica que prevalecid
por 1400 afios.

o

i

Pappus de Alejandria [290-350)

=

Girard Desargues [1591-1661]

Elzize Pascal [1623-16E62)

E

=

Giowanni Cewva [1647-1734)

Leonhard Euler [1707-17832)

William Wallace [(1788-1843]

E

1Lk Charles Brianchon [1783-1864]

1l Criticas = |3 Teoria euclides v sus
ONERCUENCi =,

O|—

lll.m Criticas al Quinto Postulado v sus
COnSecUencizs.

.o Paostulados de Hilbert para |z Geometriz

Euclidiana Plana.

Aqui se podran encontrar los datos mas importantes sobre Claudio Ptolomeo, quien fue uno de los méas
influyentes astronomos y gedgrafos de su tiempo. Es a Ptolomeo a quien se le debe la teoria geocéntrica
que prevaleci6 por mas de 1400 afios. Es el autor de una obra de trece libros, que recibe generalmente el
nombre de Almagesto.
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Il.d Claudio Ptolomeo Libro | de Euclides Geometris moderna  Inicio
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una ohra de trece libras, gue recibe generalmente el nombre de

llLa Thales de Mileto (624-547 =.C) Alragestoy ha desempefiado en la astronomia el mismo papel gue
’ Los Elemenitos de Euclides en matematicas. Esta Sinfesis
E - Golideside Al Sianan 2i(325-255 12 6) maternatica influyd en a tigonormetria de toda la antigledad, ytodas
llle Manelao de Alsjandria [70-120] las tablas astrondmicas aparecidas hasta el siglo ¥l se basaq
fundamentalmente en el Aimagesio. Los fundamentos matematicos
ll.d  Claudia Ptalomea [85-165) se encuentran en el Libro |y su contenido trigonomeétrico fue

mejorado hasta finales de |a Edad Media.

i

Pappus de Alejandriz (290-250)

i

Girard Desargues (1551-1861) El Almagesto de Ptolomen soportd los estragos del iermpo y se
conseran no sdlo las tablas trigonométricas, sing también las
explicaciones de los métodos utilizados para suU construccidn.
Giowanni Cewva [1647-1734) Para el calculo de cuerdas, Ptolomeo utilizaba entre otras una
proposicion de naturaleza geomeétrica a la que se da el nombre de
Teorema de Piolomeo; "La suma de |os productos de los lados

Elzize Pascal [1623-1662)

P

Leonhard Euler [1707-1723)

LD willizmn Wl ace (1768-1243) Dpuestos de un cuadrilatero ciclico es igual al producto de las
diagaonales".

Lk Charles Brianchon [(1783-12884)

Il Eriticas = 13 Teoria euclides y sus La demostracidn de este teorema puedes verla en [L8.kyen [LE.L

onTecUenci s,

8l

lll.Lm Criticas al Quinto Postulado y sus J?ﬂl]-l?ﬂlll Collette. ..
consecusnciss. Historia de las matematicas L.

Siglo XXI editores. 2002, pp. 152.

L.n Postulados de Hilbert para la Geametria

Euclidiznz Flanz. e
Datos tomados del sitio:

httpitwewai-groups. des stand ac uki~historgBiographiesiPtolermy html

Aqui se pueden ver la referencia a uno de sus resultados mas importantes, conocido con el nombre de
Teorema de Ptolomeo sobre cuadrilateros ciclicos, al cual se puede acceder dando un clic en la liga
correspondiente. También se pueden apreciar las referencias a las fuentes de las que fueron tomadas
estas notas.
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lIl.I Leonhard Euler Libro | de Euclides Geometria moderna  Inicio
lils Thales de Milsto [E24-547 =.C) liLi Leonhard Euler . .
Nacio: 15 de Abril de 1707 en Basilea, Suiza.
lilb  Euclides de Alejandria (325-265 3.C) Murid: 18 de Septiembre de 1783 en San Petersburgo, Rusia.

o]

Menzlao de Alejandriz (70-130)

El nomhbre Euler aparece muy frecuentemente en muchas ramas de
Claudio Plolamen [25-165) las matematicas.

o

[l

Fappus de Alejandria (290-350)

=

Girard Desargues [(1591-1661)

Elzise Pascal [1823-1862)

=

-

Gicwanni Cewa [1847-1734]

Leonhard Euler [(1707-1783)

Willizrn YWallace [1768-15843)

£

=

Charles Brianchon [1783-1884])

| Criticas = |= Teoria euclides y sus
OnSecUencias.

g

\l.rn Criticas al Quintos Postulado v sus

GORSEGUSncias.

ILn Postulados de Hilbert para |2 Geometria
Euclidiana Flana.

. . o
Aqui se podran encontrar los datos mas importantes sobre Leonhard Euler quien fue durante mucho
tiempo, el matematico mas importante de Europa y quien es, todavia ahora, el autor mas prolifico de
toda la historia de las matematicas. Laplace, se expresé de Euler como el maestro de todos los
matematicos a partir de la segunda mitad del siglo XVIII.
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Ill.i Leonhard Euler Libro | de Euclides Geometria moderna  Inicio

Euler fue un trabajador incansable, sus actividades enriquecieron
cada campo de las matematicas. Podemos ver que hay un teorema
Euclides de Alejandria [325-265 2.C) de la recta de Euler, una firmula de Euler o un método de Euler, et
Eszcribio 473 mematias gue fueron publicadas durante su vida, otras
200 poco tiempo después y otras G0 gque han tenido gque esperar.
Todo esto Io hizo bajo condiciones dificiles, perdid la vista en un ojo
en 1734,y en el otro en 1766, Tenia un poder de calculo

Pappus de Alejandriz [290-350) impresionante, ¥ una enorme cormprensian intuitiva de las
matematicas. Mos encontrarermos su hombre Una vez, otra vez y otra
vez en nuestro trahajo.

il

Thales de Mileto (B24-547 a.C)

(=g

(s

Menelao de Alejandriz (70-130)

o

Claudio Plolomen [85-165]

i

=

Girard Desargues [(1531-1661)

Elaise Pascal [1623-1662)

E

De Euler dijo Laplace que hahia sido el maestro de todos los
maternaticos a partir de la segunda mitad del siglo ¥V

g

Gicwanni Cews [(1647-1734]

Leonhard Euler [(1707-1783)
Entre otras cosas, se deben a Euler las siguientes notaciones:

HL Willizm Wallace (1763-1843)
Lk Charles Erianchon (1783-1264) * F(x), como simbolo de funcidn,
Il Criticas 3 la Teoria euclidea v sus #» 2 como base de los logaritmos naturales.

nsecuencias,

4

* & ¢ paraindicarlos lados de untidngulo , 4 50

Il.mn Criticas al Guirto Postulado v sus e T, oMo simbalo de suma
=0yt 5 !

Secusncias.
& ; pararepresentar la unidad imaginaria ||'_1

o]

lllLn Postulados de Hilbert para |z Geometriz
Euclidiana Flana.

Tambien se le dehe la famosa farmula em‘ e descubierta en

1742, Lafarmula muestra la relacidn entre los cinco ndmeros mas

Aqui se pueden ver la referencia a dos de sus resultados més importantes en lo que a Geometria se
refiere, la Recta de Euler y la Férmula de Euler, a las cuales se puede acceder dando un clic en la liga
correspondiente.
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Menelzo de Alejandria [70-130]
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Claudio Ptolomeo [25-16845]
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Fappus de Alejandria [290-350]

oy

Girard Desargues [(1591-1661)

Elaize Pascal [(1623-1662)
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Gicwanni Cewa [1647-1734)

Leonhard Euler [1707-1733]

ILi  willizm YWallace [1765-1543)

E

L.k Charles Brianchon [1722-1264)

Ll Criticzas = |2 Teoria euclides y sus
consecuencias,

Il.m Criticas al Quinto Fostulado y sus

CoOnSecUSncias,

.o Postulados de Hilbert para |z Geometriz

Euclidizna Plana.

llj William Wallace
Nacid: 23 de Septiembre de 1768 en Dysart, Escocia
Murid: 28 de Abril de 1843 en Edimburgo, Escocia

William Wallace trabajd sobre geometria v descubrid la (asi lamada)
recta de Simson de un tridngulo.

Aqui se podran encontrar los datos mas importantes sobre William Wallace a quien al parecer, se le
debe en realidad el teorema de la llamada Linea de Simson, referente a la recta que contiene los pies de
las perpendiculares de un punto sobre los lados de un triangulo.
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Thales de Mileto [E24-547 2.C)
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Euclides de Alejandria [325-265 3.0

]

tenelao de Alejandria (T0-130]
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Claudic Ftolomeo [25-165)
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Pappus de Alejandriz [290-250)
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Girard Desargues [15391-1661)

Elzize Pascal [1623-16EZ)
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Giowanni Cewa [1647-1734]

li Leanhard Euler (1707-1783)

William Wallace [1768-1243)

E

Charles Brianchon [1783-1264)

| Criticas a |a Teoria euclidea y sus
OMSecUencias.

g

Il.rn Criticas al Quinto Postulado WSUs

consecuencias,

l.n Postulados de Hilbert para la Geometriz

Euclidizna Flana.

Lk Charles Julien Brianchon
Nacio: 19 de Diciembre de 1783 en Sévres, Francia
Murid: 29 de Abril de 1864 en Versalles, Francia

Descubrid un interesante teorerma (relacionado de una manera muy
sutil con el teorerna de Pascal) involucrando un hexdgono
cifcunscrto a una canica. La demostracidn de Brianchon emplea la
"dualidad" de puntos v lingas, o cual pertenece ala geormetria
proyectiva. Sin embargo, en el caso en gue la canica es un circulo, la
investigacidn para una dermostracidn euclidiana se convierta en un
verdadero desafio. Este desafio fue exitosaments respondido por A,
5. Smogorzhevskii.

La demostracion gue agui se presents del tearema de Brianchon es
dehida a Smogorzhevskii, v la puedes consultar en |L4.0.

H. 5. M. Coxeter & S. L. Greitzer.
Geometry Revisited.
Random House. 1967. pp. 77.

Datos tomados del sitio:
htt i droup s des. st
and.ac.ukf~historyBiographiesBrianchan.html

Aqui se podrén encontrar los datos mas importantes sobre Charles Julien Brianchon relacionado con el
Teorema de Pascal. Se puede acceder a la demostracion de este teorema y al applet interactivo que la
acompafia, dando clic en la liga correspondiente.
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lll.l Criticas a la teoria euclidea y sus consecuencias. Libro | de Euclides  Geometria moderna  |nicio

.z Thales de Mileto [B24-547 2.

[=d

Euclides de Alejandriza [325-265 3.C)

[+]

Menelzo de Alejandriz [70-130)

=

Claudio Ptolomeo [85-185)

it

Fappus de Alejandria [290-350)

=

Girard Desargues [1531-1661)

Elzize Pascal [(1623-1662)

=

Giowvanni Cewva [1647-17324)

Leonbard Euler [1707-1783)

Willizrm Wallace [1782-1242)

E

=

Charles Brianchon [1783-1864]

Criticas = |a Teoria euclides y sus
onsecuencias,

g

Il.m Criticas al Quinto Postulado y sus

consecuencias.

Il.Ln Pastuladas de Hilbert para la Geormetria

Euclidizna Plana.

Il Criticas a la teoria euclidea y sus consecuencias.

Es interesante releer las definiciones de Euclides de los objetos gue trata
fque san puntos, rectas acotadas, 0 583, segmentos, circulos, angulos
rectos, superficies v figuras. Actualmente los matematicos consideran que
lag definiciones son la parte mas debil de la teoria euclidiana, pues algunas
de ellas son bastante oscuras. Por gjemplo, la Definicion 1. Un punto es
aquello que no tiene partes .

Ohsenamaos tamhbién, que todos [0s objetos con los gue Euclides trata son
acotados en el espacio, linea siempre significaba linea recta acotada, es
decir, un segmenta. El concepto de linea infinita no existia, 1a recta se tenfa
que prolongar cada vez que fuese necesario.

Par otro lado, el conjunto de postulados sobre los cuales basd su sistema,
ha resultado insuficiente para la justificacion de todas las proposiciones
gque demuestra.

Hasta el siglo XX los planteamientos que se hacian no e algjaban mucho
de o gque habia propuesto veinte siglos antes Euclides. En ese siglo
comenzd a vislumbrarse una nueva base axiomatica de la geometria mas
acorde con las exigencias del rigor matematico.

El sisterna de postulados mas difundido v aceptado fue el gue propuso

-

Aqui se podran encontrar las criticas mas importantes a la teoria euclidiana y de ahi consecuencias muy
interesantes para el desarrollo de la geometria.
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[

Thales de Mileto [E24-547 23.C)

o

Euclides de Alejandria [325-265 a.C]

(v

Menelzo de Alejandriz [70-130]

(=

Claudio Ftolomeo [25-1685)

i

Pappus de Alejandria (230-350)

an

Girard Desargues [15991-1661]

E

Elaize Paszcal [1623-16EZ)

=

Giowanni Cewa [1647-1734)

Leonhard Euler [1707-1783]

Williarm Wallace [17ES-1243)

E

Charles Brimnchon [(1783-1264)

Criticas a la Teoria euclidea y sus
ONSecUensias.

B

lll.m Criticas 3l Quints Postulado v sus
consecusncias.

|.n Fostulados de Hilbert para la Geometria

Euclidizna Plana.

Tamhién puedes consultar su libro:
Hilbert, D.

Foundations on Geometry

Open Court Publishing Co., 1962,

El sisterna de Postulados de Hilhert que se muesira en el apartado lll.n, es
el

Apéndice 2: Postulados de Hilbert para la Geometria Euclidiana Plana, del
libra

Eves, Howard.

Estudio de las Gemoetrias. Vol. I

UTEHA.

A pesar de las criticas a la axiomatica de Los Elementos no deja de ser
admirable gue 2200 afinos antes de gue Hilhert presentara su propuesta,
Euclides planteara una axiomatizacion tan completa de la geometria.
Ademas, aungue no tenga suficiente rigor esta propuesta de los Elementos
permite desarrollar una geometria intuitive, mas facil de "ver® gue la de
Hilbert. Una huena parte de lo que expone Euclides en su obra se sigue
explicando en los manuales de geormetria gue se utilizan en la ensefanza
hasica.

Bibliografia

Michael Barot

Un paseo a Hiperbolia

Serie: Matematicas Aplicadas y su Ensefianza

Sociedad Matematica Mexicana (SMM) y Centro de Inwestigacion en
Matematicas. A C(CIMATL 2005.

Se incluyen bibliografia y sitios de Internet que contienen referencias importantes a la teoria euclidiana
y sobre las consecuencias que ello acarred en el desarrollo de la geometria.
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[

Thales de Milato [B24-547 =.C)
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Euclides de &lejandris [325-265 a.C)

Menelzo de Alejandria [70-130)
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Claudic Ptolomeo [85-165)

i

Fappus de Alejandria [290-350)

=

Girard Desargues [(15391-16861)

Elaize Pascal [16823-1862)

E

Giowanni Cewva [1647-1734]

Leonhard Euler [(1707-1783)

Willizrn Wallace [1768-1243)

E

Charles Brianchon [1733-1864)

Il Criticas a la Teoria euclidea y sus
ONSEcUEnHas,

g

ll.rn Criticas al Quinto Pastulado y sus

CORSecUSncias,

liLn Postulzdos de Hilbert para |z Geometria

Euclidizna Plana.

llLm Criticas al Quinto Postulado y sus consecuencias.

El Guinto postulado de Euclides es largo y complicado, es el menos
intuitivo, podermos llegar a pensSar que guiza no sea un axioma, pues no es
muy evidente,

Postulado 5.

Si una recta que corta a otras dos, forma con @5tas angulos internos del
mistmo lado, gue sumados sean menores que dos angulos rectos, las dos
rectas si se prolongan indefinidamente, se cortaran del lado en gque dicha
suma de dngulos sea menor que dos rectos.

at 842 angulos rectos

Aqui se podran encontrar las criticas mas importantes al quinto postulado de la geometria de Euclides y
de ahi consecuencias muy interesantes para el desarrollo de la geometria.
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!

Thales de Mileto [E24-547 2.0

o

Euclides de Alejandria [325-265 a.C)

]

Merelao de Alejandriz [T0-130)

(=

Claudio Ptolomeo [25-165)

i

Pappus de Alejandria [230-350)

B

Girard Desargues [1531-1661)

Blaize Pascal [1623-1662)

e

Giowanni Cewa [1647-1734]

Lecorhard Euler [(1707-1783)

Willizm Wallace [1762-1243)

E

.k Charles Brianchon [1723-1864)

Criticas a |3 Teoriz euclides y sus
OnSecUencias.

B

ll.rn Criticas 2l Quirto Postulada v sus

COnSecUSncias,

l.n Fostulados de Hilbert para la Geometria

Euclidiana Flana.

Hikolai lvanovich Lobachevsky (1732-1856)
muchos matematicos opinaban gque el Quinto postulado podia demostrarse
¥ ue ho debia ser planteado como postulado.

Se propusieron demostraciones al también llamado Axioma de las
Paralelas. Al proponerse demostraciones del Quinto postulado, también
hubo criticas muy acertadas a esas "demostraciones. En general, se
mostrd que detrds de las mejores pruehas se escondia la aceptacion de
alguna forma del Guinto postulado,

Ahora se sahe gue eso no es posible v que se pueden aceptar ofros
postulados en lugar de éste para desarrollar Geometrias Ho Euclidianas.

Sideseas estudiar con mayor profundidad sohbre el surgimiento de estas
georetrias puedes consultar los siguientes likros:

Barot, Michael

Un paseo a Hiperbolia

Serie: Matematicas Aplicadas y su Ensefianza

Sociedad Matemitica Mexicana (SMM) y Centro de Investigacion en
Matematicas, A.C. (CIMAT), 2005.

Ramirez Galarza Ana Irene y Sienra Lorea Guillermo

Se incluyen referencias a obras de matematicos muy renombrados como Gauss, Bolyai, Lobachevsky,
etc. También se proporciona bibliografia y sitios de Internet al respecto.
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lll.m Criticas al Quinto Postulado y sus consecuencias. Libro | de Euclides  Geometria moderna  Inicio

lll.za Thales de Mileto (§24-547 =.C)
llLE Euclides de Alejandria [325-265 2.0
ll.e Menelao de Alejandria [70-130)
lll.d Claudio Ptolomeo [25-185)

lll.e Pappus de Alejandriz [(230-350)
lllf Girard Desargues [1531-1661)
lll.g Blzize Pascal [1623-16E62)

lLh Gicwanni Cewa [1647-1724]

llli Leonhard Buler (1707-17583)

HLQ william Wallace [1763-1843)
Charles Brianchon [(1783-1264)

|1 Criticas ala Teoria euclidea y sus
ConSecUsncias.

Il.rn Criticas 3l Quinto Postulado y sus

ConSecUsncias.

Il.n Postulados de Hilbert para la Geometria

Euclidiana Flana.

Actualmente existen formas mias sencillas equivalentes al Quinto
postulado;

Equivalencia 1. Postulado de Playfair. For un punto exterior a una recta es
posible trazar unay sdlo una paralela a la recta dada.
Este axioma =e |e atribuye a

John Playfair {1748-1819).

Es la forma en gue suele ensefiarse el Quinto postulado en las escuelas
de nivel basico.

Consulta en el apartado lln, |3 relacidn de este postulado con el sistema
de postulados de Hilbert.

Equivalencia 2. Suma de los angulos interiores de un triangulo euclidiano
(Saccheri). La suma de los angulos interiores de cualguier triangulo es
igual a dos rectos (180%).

Equivalencia 3. Triangulos semejantes no congruentes (Wallis). Es
posible construir un triangulo con los mismo angulos v lados distintos a los

Aqui se podran encontrar una lista de fo'rmulla'cion'esleduivalentes al quinto postulado de la geometria de
Euclides y referencias dentro del propio software.
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Thales de Mileto [B24-547 3.0
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Euclides de Alejandria [325-265 a.C)
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Menelao de Alejandria [70-130]

[=§

Claudio Ptolomeso [85-165)

0

Pappus de Alejandri= [290-350)

=

Girard Desargues [(1591-16E61)

Elzize Pascal [1623-1662)

e

Giowanni Ceva [1647-1734]

Leonhard Euler [(1707-1783)

Willizr Wallace [1762-1243]

E

Charles Brianchon [(1783-1864)

1 Criticas = |a Teoris euclides v sus
ONSecUSnci3s,

g

Il.mn Criticas al Quinte Postulado ¥ sus

consecuencias,

llLn Postulados de Hilbert para la Geametria
Euclidizna Plana.

Sideseas estudiar detalladamente las demostraciones de estas
eguivalencias al Quinto postulado, puedes consultar el Apéndice A del libro:
Ramirez Galarza Ana Irene

Sienra Lorea Guillermo

Iivitacion a las geometrias no euclidianas.

Coordinacion de Servicios Editoriales,

Facultad de Ciencias, UNAM.

1a. edicidn, 2000.

Mas informacion sobre el Quinto Postulado |2 puedes encontrar en el sitio:
httpeifalephi.clarky. eduwi~djiovealfjavafelementsihookifbosts. hirml

Sobre la relacidn entre Los Elementos v los fundamentos de las
matematicas puedes consultarla en la conferencia de L. J. Hernandez
Paricio, 2000, "Sohre los principios fundamentales de la Geometria® en
hittpihaniiv. unirioja. esicuiluhernanDiva FC VG O1.Atm|

Mas sobre |3 historia de las geametrias no euclidianas en
hitpfeuler. mat.uson.mxedeptofpublicacionesiapunte sipdil-2-1-
geametria.pdf

OpenCourseyare. Universidad Politécnica de Madrid.
Introduccion & la geometria no euclidiana

httpifges gate . upm.esigeametria-v-topologia/gecmetria-de-ayver-y-
howeontenidos/unidad4runidad41.btm

Las referencias bibliograficas y de sitios de Internet son abundantes y cuentan con una explicacion de lo

gue en ellos se pueden encontrar.
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Euclides de Alejandria [325-265 a.C)
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Claudio Ptolomeo [B25-185)
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FPappus de Alejandria [290-350]
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Girard Desargues [1531-1661)

Elzize Pascal [1623-1682)
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Giowanni Cewa [16847-1734)

Leanhard Euler (1707-1783)

Williarm Wallace [17T82-1243)

E

Il.k:  Charles Brianchon (1783-1864)

| Criticas 3 |a Teoria euclides vy sus
OnEecUencias,

g

ll.rn Criticas al Quirto Postulado y sus
consecuUsncias.

ll.Ln Postulados de Hilbert para la Geometria

Euclidizna Flana.

Aqui se podran encontrar los postulados de Hilbert para la Geometria Euclidiana, organizada en

.Ln Postulados de Hilbert para la geometria euclidiana plana.

Términos primitivos
punto, recta, enire, congruente

Grupo I: Postulados de conexidn.

I-1. Hay una yp sdlo una recta que pasa por dos puntos distintos dados
I-2. Toda vecta contineg al wmenos dos puntos distintos, y respecto o
i yecta hay al yenos un punto gue no astd en ella.

Grupo II: Postulados de orden.

II-1. 5% el punto C estd entre los puntos A v B, entonces A, By C
astdm todos sobve la misma vecty y Cestd entre By A 7 B no estd
gre Cp Ay Anoestdentra Cy B

I1-2. Respecto @ dos puntos distintos cualesquieya, Ay B hay siewmpre
un punto C gue estd entre A y B, y un punto D gue es 1ol gue B esid
entre Ay D.

II-3. 5i A, B p C son fres pumtos distintos sobve lg wisma recta,
gntonces uno de esas puntos esia entre los ofros dos.

Definiciones. Por el segmento AB se indican los puntos A y B v
todos los que estan entre A ¥ B. Los puntos A ¥ B se llaman puntos
axtremos del segmento. Un punto € se dice que estd solve el
segrnento AB sies A o B o algin punto entre A v B

Definicion. Doz rectas, una recta ¥ un segmento, o dos segmentos,
a2r dice mie 2p covteam <i haw tn mntn nie eatd enoamhbins

diversos grupos, de acuerdo con sus contenidos tematicos.
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Euclides de Alejandriz [325-265 a.C)
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Menelao de Alejandria (T0-130)
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Claudio Flolomeo [25-1685)
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Fappus de Alejandria [290-350)

=

Girard Desargues [1531-1661)

Elzize Pazcal [1623-1662)

e

Giowanni Cewsa [(1647-1734)

Li Leonhzrd Edler [(1707-1733)

William Wallace [1762-1243]

E

Lk Charles Erianchon [1733-1364)

Criticas a la Teoria euclides y sus
ONSecUSncias.

|

L. Criticas =l Quirto Postulado v sus
ConSecUSnciss.

lILn Postulzdos de Hilbert para la Geometriz

uclidiana Flana.

Grupo lil: Postulados de congruencia.

ITI-1. 5 A v B son puntos distintos p 5i A'es un punio gue estd sobre
una recta 1m, entonces hay dos y solo dos puntos distintos, B*p B,
sobre m tales que el par de puntos A°, B es congruente of par A, By
el par de puntor A, B es congruente ol par A B, ademds A'estad
entre By B

ITI-2. 5% dos pares de puntos son congruentes al mismo par de
puntos, entonces son congruentes entre si

I1I-3. 5 af punto C estd entre lso puntos Ay By el C'astdentra Ay
B, ysi el par de puntos A, C es congruente of par A°, O, y &l par de
pumtos C, B es congruente ol pay C', B, entonces el par de puntos A,
B es congruente ol par A", B

Definicion. Dios segrmentos se dice que son congruentes si los puntos
extremos de los segmentos son pares congruentes de puntos.
Definiciones. Por el rgpo AB se indica & conjunto de todos los
puntos que consisten en aguellos que estan entre A ¥ B, el mismo
punto B ¥ todog los puntos C tales que B esté entre A v C. El rayo
AB ze dice que exmame del punto A

Teorema. 58 B a5 un mumto de! rapo AB, entonces los vayos AB” p
AB son idénticos.

Definiciones. For dngulo se indica un punto (lamado wértice del
anguley v dos rayos (lamados los Jados del angulo) que emanan del
punta. En wirtud del teorema anterior, st el wertice del angula es el
punto A ¥ 51 B v C son dos puntos cualesgquiera distintos de A que
petan anhre Ins dng tadns del Anendn ondemns sin ambimiedad hahlar

Se incluyen referencias bibliograficas y de sitios de Internet de manera abundante, acompafiadas de una
breve explicacion de lo que en ellos se pueden encontrar.
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10. Apéndice 1.
Ficha técnicay construccion de Geometria Interactiva.

10.1 Ficha técnica del software.
Geometria Interactiva es un software que corre en cualquier computadora personal
con Windows XP ServicePack2 y que tenga instalada la maquina virtual de Java.

Se encuentra en Internet en la direccion:
http://132.248.17.238/geometria/

Se ejecuta en cualquier navegador, particularmente en Internet Explorer 6.0 o
superior, Netscape Comunicator 7.0 o superior, o FireFox.

También se tiene en disco compacto y se puede correr ejecutando con doble clic el
archivo index.html. Se abre en el navegador que tenga declarado por omision el
usuario y el menud que se presenta contiene las opciones:

Libro | de Euclides, Geometria Moderna Notas histoéricas
Mapa del sitio Documento de tesis

Es importante sefialar que en cualquier pagina Web, todo texto subrayado es un
hipervinculo que puede abrir una pagina Web o una ventana flotante con el
enunciado de algun teorema o con alguna referencia importante.

En cada applet, todo recuadro con alguna imagen es un botén, que al darle clic
produce una accion, como abrir otro botdn y/o mostrar una construccion o alguna
situacion particular en una construccién interactiva.

Los puntos rojos en las construcciones interactivas se pueden arrastrar con el raton
y asi se pueden visualizar distintas situaciones de un teorema o resultado en
particular.

La navegacion en el sitio es muy estandar:
<< < > >>

Al inicio de la serie, al anterior, al que sigue, al final de la serie.
También se utiliza como hipervinculo, el nombre del tema o subtema en cuestion.

10.2 Construccion del software.

Para construir el programa Geometria Interactiva se utilizaron varias herramientas de
cémputo: una de software matematico, una de edicion de férmulas matematicas, una
de edicién de imagenes, una de edicion de texto, una de edicion de paginas Web vy,
algunos conocimientos de los lenguajes HTML y JavaScript, asi como de la
gramatica del JavaSketchpad, ademas para probar las construcciones interactivas,
tres navegadores (Microsoft Internet Explorer 6.0, Mozilla FireFox 1 y Netscape 8.0)

69



Para aquellos interesados, a continuacion se describiran las herramientas utilizadas
y un poco de la mecanica seguida para la construccion de Geometria Interactiva.

10.2.1 Herramienta de software matematico

Todas las construcciones interactivas de este trabajo se realizaron con The
Geometer's Sketchpad (GSP) y con su componente JavaSketchpad, que permite
exportar las construcciones GSP a un formato de html.

GSP es una herramienta de construccion y exploracién dinamica originalmente
creada para hacer geometria plana y desde su aparicion en 1990, su desarrollo y
aceptacion ha sido impresionante. Actualmente se usa también para explorar temas
de algebra, geometria analitica y calculo, entre otras materias.

GSP permite trabajar con puntos, rectas, segmentos de recta, rayos, circulos,
angulos, poligonos, curvas conicas, funciones, etcétera y cuenta con diversas
herramientas, entre ellas, las de seleccion, rotacion, traslacion, dilatacion, reflexion y
medicion.

Con GSP se pueden producir dibujos interactivos y lecciones grabadas para ser
reproducidas en cualquier momento. Por sus capacidades de animacion, es posible
construir simulaciones para aplicarlas a distancia o directamente en el salon de
clase.

En Internet, es posible encontrar muchos sitios con aplicaciones educativas:
articulos, ejemplos interactivos, referencias bibliograficas y audiovisuales, por
mencionar algunos.

El sitio oficial de esta herramienta es:

http://lwww.keypress.com/sketchpad/

The Geometer's Sketchpad ha tenido varias versiones, pero se puede decir que las
mas estables han sido la 3.1 y la 4.05. Este se ha realizado con la version GSP 3.1,
pero con la componente de Java de la version 4.05.

Todas las construcciones interactivas se realizaron en GSP version 3.x, se
exportaron al formato html con el convertidor propio de la versién 3.x y ya en el
cbdigo, se utilizan las clases y la graméatica del JavaSketchpad 4.x.

Es decir, una vez que se tiene una construccion en html, se usa el Bloc de notas o
cualquier editor de texto para editar mediante la gramatica de JavaSketchpad el
cédigo de dicho archivo, y asi darle una mejor apariencia y sobre todo funcionalidad.

Por tanto, en el cédigo se tuvo que sustituir ARCHIVE="jsp4.jar" CODEBASE="../jsp"
por ARCHIVE="JSPDR3.JAR" CODEBASE="JSP" (esto ultimo siempre lo escribe el
convertidor de la versién 3.x en el codigo html), donde jsp se refiere a la carpeta
donde se encuentran las clases de java de la version 4.x. Por cierto, la carpeta jsp
tiene que sustituir a la carpeta JSP que contiene las clases de la version 3.x.
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10.2.2 Herramienta de edicion de formulas matematicas

MathType es un editor de férmulas matematicas y cientificas con un extenso
conjunto de simbolos y plantillas para la composicion de complejas expresiones
matematicas mediante pulsaciones con el raton sobre botones y paletas.

Se uso0 para construir todas las imagenes de las expresiones matematicas existentes
en Geometria Interactiva. Este programa tiene la posibilidad de escribir una
amplisima gama de simbolos matematicos y fuentes de texto, puede proporcionarles
diversos atributos de color, espacios entre fuentes y entre renglones, proporcionarles
fondo transparente y exportarlos en formatos graficos muy comunes en las paginas
Web o a codigo TeX, LaTeX y MathML. Tiene entre otras caracteristicas, una
interfase sencilla de usar, bastante intuitiva, de tal manera que se puede usar en
breve tiempo.

De hecho MathType consiste en la versidn profesional del familiar Editor de
Ecuaciones incluido en Microsoft Word, Corel WordPerfect, AppleWorks y otros
productos similares. Este editor fue desarrollado por la empresa Design Science Inc.,
fundada en 1986 y con sede en Long Beach (California) y de su pagina Web, se
pueden bajar versiones gratuitas temporales.

El sitio oficial de esta herramienta es:

http://www.dessci.com/en/products/mathtype/

10.2.3 Herramienta de edicion de imagenes

Para realizar las imagenes incorporadas a este documento, se capturan desde la
pantalla, y después se debe procesarlas para que queden de buen tamafio y buena
resolucion, para ello se utilizo el programa de computadora Corel PhotoPaint.

Corel PhotoPaint es un programa de edicién de imagenes de mapa de bits que
permite retocar fotografias existentes o crear gréaficos originales.

Por sus amplias posibilidades para la edicion de imagenes es un programa muy
utilizado por profesionales del ramo, pero en el caso de esta tesis tan solo fue
utilizado para abrir imagenes, producto de capturas de pantalla, recortarlas, si acaso
darles un nuevo muestreo o un pequefio retoque y exportar las imagenes resultantes
a un formato grafico jpg o gif., para posteriormente insertarla en este documento
creado en Word.

10.2.4 Herramienta de edicion de texto

Un editor de texto fue muy importante para poder editar los applets contenidos en el
cédigo html de una construccion creada en GSP, y transformada mediante su
componente JavaSketchpad a un archivo en formato html

En este trabajo de tesis se utilizé el Bloc de notas de Windows. Se puede utilizar
cualquier otro editor de texto, ya que se trata simplemente de corregir, quitar o
aumentar instrucciones en el codigo de texto, siguiendo la gramatica del
JavaSketchpad.
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10.2.5 Herramientas de edicion de paginas Web

Eventualmente fue muy importante introducir o corregir hipervinculo, modificar la
posicion de imagenes, editar tablas, entre otros elementos de las paginas Web en
formato html. Para esta tarea se us6é Dreamweaver un editor de paginas Web.

Las tareas realizadas con Dreamweaver, en realidad hubiesen podido realizar con
cualquiera editor de texto. Sin embargo, un editor como Dreamweaver facilita el
trabajo, dada su interfase grafica sumamente intuitiva.

Dreamweaver es de los editores de paginas Web mas populares en el medio, es
parte de una suite de la comparfia Macromedia, que se ha convertido en uno de los
estandares en lo que a produccién de multimedios se refiere.

El sitio oficial de esta herramienta es:

http://www.macromedia.com/

10.2.6 Algunos conocimientos de HTML y JavaScript

Para armar adecuadamente este software Geometria Interactiva los conocimientos
de html y JavaScript fueron basicos, pues de otra manera hubiera sido muy
complicado construir desde una pagina Web hasta una estructura de paginas Web
ligadas entre si.

No obstante los conocimientos no son tan profundos, que puedan desanimar a
cualgquiera que desee iniciar un trabajo como éste. No es necesario previamente
agotar sendos cursos de html y JavaScript, mas bien, seria necesario entender
algunos cuantos procesos y de ahi ir consultando lo que se fuera necesitando.

Con esto, desde luego, no se quiere decir que uno deba negarse a conocer de
manera profunda estos lenguajes, es evidente que a mayores conocimientos, menos
tropiezos y mejores productos.

JavaScript se utilizd en particular para establecer una rutina que permitiera que las
ventanas flotantes que pudiera abrir el usuario de Geometria Interactiva, se cerraran
de manera automatica, al dar clic en cualquier otro lugar de la pantalla. El trabajo de
estructuracion se realizé con html.

10.2.7 Navegadores para Internet

Una parte fundamental, es poder probar que las paginas Web se visualicen
adecuadamente en los diversos navegadores para Internet y, en este caso, se
hicieron pruebas en tres de ellos, de los mas comunes entre los usuarios de
Windows: Microsoft Internet Explorer 6.0, Netscape 8.0 y Mozilla FireFox.

Los sitios oficiales respectivamente de estos tres navegadores son los siguientes:

http://www.microsoft.com/spain/windows/ie/default. mspx
http://browser.netscape.com/
http://lwww.software-gratis.org/firefox-es.html
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10.2.7 Algunas dificultades técnicas

Al iniciar el proyecto de construccion del software Geometria Interactiva, se contaba
con una amplia experiencia en el programa de computadora The Geometer's
Sketchpad (GSP), se conocian los tipos de construcciones geométricas que se
podian exportar a html y cuales no.

También se tenia alguna experiencia en html, pues se sabia la forma de estructurar
paginas Web, la forma de ligar unas con otras y la manera de construir una
navegacion adecuada en todo el programa. Es decir, se conocia la forma de lograr la
estructuracion total del software, asi como su navegacion.

Las dificultades técnicas mas bien se presentaron al momento de:

e Lograr una buena apariencia y funcionalidad en las demostraciones y las
construcciones interactivas que las acompafarian,

e Conseguir un elemento importante de funcionalidad de la pagina Web
correspondiente a una demostracion: acceder sin abandonar la pagina Web
de estudio, a los teoremas o referencias necesarios, para seguir
adecuadamente la demostracion.

La solucién no fue facil, pero se resolvié con paciencia, y estudiando un poco mas de
JavaScript y html.
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GEOMETRIA INTERACTIVA Y LA DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS
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11. Apéndice 2.
Geometria Interactiva y la Didactica de las matemaéticas
Se hace énfasis en que este programa de computadora pudiese servir de base para
un estudio sobre el impacto en el proceso enseflanza - aprendizaje de la materia
Geometria Moderna. Seria atil conocer el alcance que pudiera tener este software
como material de apoyo para estudiantes de dicha asignatura.

Los profesionales de la Didactica de las matematicas, y en particular de aquellos que
se apoyan en las nuevas tecnologias, cuentan con metodologias especificas para
hacer un estudio de esta naturaleza.

Este tipo de estudios quedan fuera de la intencidn de esta tesis.

Desde hace tiempo, se viene manejando en ese campo el concepto de secuencia
didactica, que inclusive puede ser aplicado usando software. Hay evidencias de este
tipo de trabajos en Internet.

11.1 Acerca del concepto secuencia didactica.

Una secuencia didactica es la planeacion y disefio del trabajo en el aula. Es la
estructuracion sistematica del trabajo en el aula en la relacion estudiante, profesor,
saber y entorno (relacién didactica). Las secuencias didacticas se caracterizan por
tener tres momentos basicos referidos a actividades de apertura, de desarrollo y de
cierre. En una secuencia didactica se explicitan aquellos aspectos del sistema
didactico fundamentales a toda accion de ensefianza y aprendizaje: ¢qué sabe?,
¢qué conocimientos va a aprender?, ¢qué va a aprender a hacer?, ¢como lo va a
hacer?

En varios documentos de la Secretaria de Educacion Publica (SEP), se recomienda
a los profesores, en particular de matematicas, aplicar este concepto en sus clases.
Véase la pagina Web:

http://iwww.sep.gob.mx/work/resources/LocalContent/39526/1/matematicas.pdf
Matematicas y Secuencias didacticas. la. Edicion 2004.
Subsecretaria de Educacion e Investigacion Tecnol6gicas. SEP

En el afio de 2006, se llevdo a cabo el Taller breve para Docentes No.1 sobre
secuencias didacticas y desarrollo de competencias matematicas, como se puede
apreciar en la siguiente pagina Web:

http:/mvww.secolima.gob.mx/estruc/dde/Talleres%20Breves/PENSAMIENTO%20CR%CDTICO.pdf
Secretaria de Educacién de Colima. Direccion de Desarrollo Educativo.

Fortalecimiento del Pensamiento Critico y Desarrollo de Competencias Matematicas.
Secuencias Didacticas. Taller breve para Docentes No.1

3a. Etapa. Colima, Col. Septiembre. 2006.

Ver el Capitulo 7. Ejemplificacion de Secuencias didacticas. Pagina 33.

11.2 Ejemplo de secuencia didactica usando Geometria Interactiva.
Un ejemplo de como usar el software Geometria Interactiva en una secuencia
didactica se puede consultar en la pagina Web:

http://132.248.17.238/geometria/secdidac m.html
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Més péginas Web sobre el concepto de secuencia didactica.

Una version corta de secuencia didactica.
Secuencia de actividades para el estudio del calculo.
http://geocities.com/apcastane/demo.htm

Secuencia didactica con enfoque constructivista: El caso de la funcién valor absoluto.
http://www.uady.mx/~matemati/dme/docs/Resumen_RELMEXX.pdf

Una secuencia didactica: Sistema de ecuaciones lineales.
http://redalyc.uaemex.mx/redalyc/src/inicio/ArtPdfRed.jsp?iCve=33570103&iCveNum=1967

La practica docente y la teoria de las situaciones didacticas.
http://www.cientec.or.cr/matematica/pdf/P-Fernando-Gerrero.pdf

Manual de secuencias didacticas.
http://iwww.dgeti.sep.gob.mx/AreasDeptos/ReformaCurricular/secuendi.html
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12. Bibliografia y Referencias de Internet

12.1 Bibliografia.

[He] Heath, Sir Thomas Little (1861-1940)
Euclid
The thirteen books of THE ELEMENTS. Vol 1 (Books | and II).
Traducido y comentado por Sir Thomas L. Heath.
DOVER, PUBLICATIONS, INC. Second Edition

[Eu] Euclides.
Elementos de Geometria. Tomos | - Il.
Introduccion, versiéon y notas de
Juan David Garcia Bacca
Universidad Nacional Auténoma de México. 1992.

[Co] Coxeter, H.S.M..
Geometry Revisited.
RANDOM HOUSE. 1967.

[Sh] Shively Levy, S.
Introduccién a la Geometria Moderna.
Compaifiia Editorial Continental. 1957.

[Bu] Bulajich Manfrino, Rudmila.
GoOmez Ortega, José Antonio.
GEOMETRIA.
Cuadernos de Olimpiadas de Matemaéticas.
Instituto de Mateméaticas. UNAM. 2003.

[Hi] Hilbert, David.
The Foundations of Geometry.
La Salle. The open Court. 1950.

[Ev] Eves, Howard.
Estudio de las Geometrias. Vol. |
UTEHA. 1969.

[Ba] Barot, Michael.

Un paseo a Hiperbolia

Serie: Matematicas Aplicadas y su Ensefianza

Sociedad Matematica Mexicana (SMM) y Centro de Investigacién en Matematicas, A.C.
(CIMAT). 2005.

[Ra] Ramirez Galarza, Ana Irene.
Sienra Lorea, Guillermo.
Invitacion a las geometrias no euclidianas.
Coordinacién de Servicios Editoriales,
Facultad de Ciencias, UNAM.
la. edicion, 2000.

[Ca] Cardenas Rubio, Silvestre.
Dos o Tres Trazos.
Temas de Matematicas para el Bachillerato.
Instituto de Mateméticas. UNAM. 2003.

78



[Mi] Millan Gasca, Ana.
Euclides. La fuerza del razonamiento matematico.
NIVOLA libros y ediciones, S. L. 2004. pp. 51-53.

[Co] Collette, Jean-Paul.
Historia de las matematicas I.
Siglo XXl editores. 2002. pp. 150-152.

[Pe] Perero, Mariano.
Historia e historias de matematicas.
Grupo Editorial Iberoamérica, S.A. de C.V. 1994. pp. 34-35.

[St] Struik, Dirk J.
Historia Concisa de las Matematicas.
[.P.N. 1990. pp. 53.

[Be] Bell, E.T.
Historia de las matemaéticas.
Fondo de Cultura Econdmica. 2003. pp.65, 80.

[Bel] Bell, E.T.
MEN OF MATHEMATICS
A Fireside Book Publishing by SIMON AND SCHUSTER. New Cork

[Mo] Morris, Kline
El pensamiento matematico de la antigliedad a nuestros dias.
Alianza Editorial , 1972.
Tomo lll. Capitulo 36. La geometria no euclidea

12.2 Sitios de Internet.
Los Elementos de Euclides.
http://alephO.clarku.edu/~djoyce/java/elements/elements.html

The Geometer’s Sketchpad.
http://iwww .keypress.com/sketchpad/

Proyecto Descartes.
http://descartes.cnice.mecd.es/

Mas referencias sobre los Elementos y sus criticas.
http://www.divulgamat.net/weborriak/TestuakOnLine/02-03/PG02-03-navarro.pdf

Sobre geometria hiperbdélica.
http://alephO0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookl/propl29.html#hyperbolic

Sobre geometria eliptica.
http://alephO0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookl/propll6.htmi#elliptic

En linea el libro de E.T. Bell: Los grandes matematicos.
http://www.geocities.com/grandesmatematicos/index.html

Mas informacién sobre el Quinto Postulado.
http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookl/post5.html

Sobre la relacion entre Los Elementos y los fundamentos de las matematicas.
Conferenciade L. J. Hernandez Paricio, 2000. “Sobre los principios fundamentales de la Geometria.”
http://www.unirioja.es/cu/luhernan/Divul/CI/COl.html
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http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookI/propI29.html#hyperbolic
http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookI/propI16.html#elliptic
http://www.geocities.com/grandesmatematicos/index.html
http://aleph0.clarku.edu/%7Edjoyce/java/elements/bookI/post5.html
http://www.unirioja.es/cu/luhernan/Divul/CI/COI.html

Mas sobre la historia de las geometrias no euclidianas.
http://euler.mat.uson.mx/depto/publicaciones/apuntes/pdf/1-2-1-geometria.pdf

Todas las imagenes que aparecen en este texto y en el software Geometria Interactiva,
fueron tomadas del sitio:

The MacTutor History of Mathematics archive.
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/BiogIndex.html
School of Mathematics and Statistics University of St Andrews, Scotland.

Si quieres saber mas sobre:

Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Gauss.html

Janos Bolyai (1802-1860)
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Bolyai.html

Nikolai Ivanovich Lobachevsky (1792-1856)
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Lobachevsky.html

Moritz Pasch(1843-1930)
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Pasch.html

John Playfair (1748-1819)
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Playfair.html

Giovanni Girolamo Saccheri (1667-1733)
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Saccheri.html

John Wallis (1616-1703)
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Wallis.html

David Hilbert (1862-1943)
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Hilbert.html

Mas informacion sobre el sistema de postulados de Hilbert.
http://divulgamat.ehu.es/weborriak/cultura/Literatura/OrigLib.asp

Son muchas las teorias matematicas y los hechos histéricos que contribuyeron ...
http://www.matematicas.unal.edu.co/boletin/Archivos/2004-I/Doc7.pdf

Biografia de David Hilbert (1862-1943)
http://divulgamat.ehu.es/weborriak/Historia/MateOspetsuak/Hilbert.asp

Otra sitio para saber mas del trabajo de David Hilbert.
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Hilbert.html

Biografias en linea de grandes cientificos.
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/
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