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GEOMETRÍA INTERACTIVA 

Maestría en Ciencias (Matemáticas) 
Tesista: María Juana Linares Altamirano 

Director de tesis: Dr. Carlos Hernández Garciadiego 
 

 
1. Antecedentes 

La computadora es una herramienta que en la etapa actual del desarrollo 
tecnológico, no deja lugar a dudas de su utilidad en casi todos los ámbitos de la 
actividad humana. La convergencia de medios a través de la computadora y las 
telecomunicaciones potencian su gran versatilidad y campo de acción. 
 
En diversas partes del mundo la computadora ya se aplica de manera muy variada, 
en los procesos de enseñanza y aprendizaje, tanto de manera presencial como a 
distancia, y sin lugar a dudas, se vislumbra un enorme potencial, sobre todo con el 
desarrollo tan impresionante de Internet y de diversas tecnologías accesorias en 
permanente desarrollo, como los son las tabletas y los pizarrones electrónicos. 
 
Un hecho fundamental es que en el campo de las matemáticas ya se cuenta con 
software diverso, que posibilita un mejor aprovechamiento de la creatividad, 
sensibilidad, experiencia, madurez y conocimiento matemático de quien lo usa y que 
además, entre otras cosas, facilita construir material interactivo para poder inducir el 
descubrimiento y ayudar a visualizar de muchas maneras resultados que se antojan 
complicados, dejando así más tiempo para el análisis y la profundización de los 
conceptos. 
 
Muy especialmente para la Geometría, el uso del software proporciona amplías 
posibilidades para visualizar, explorar, analizar y conjeturar resultados. Existe 
software que le proporciona al usuario la posibilidad de colocar las construcciones 
geométricas en diversas situaciones, a diferencia de los dibujos estáticos y casi 
únicos de un libro, o lo que se puede hacer con gises de colores en un pizarrón 
tradicional. Al usar software para realizar construcciones geométricas, otro elemento 
de gran apoyo, aunque parezca simple, es el  hecho de poder borrar y trazar cuantas 
veces sea necesario y hacerlo con extrema limpieza.  
 
Existe una amplia gama de programas computacionales, cada uno con sus propias 
características y posibilidades de desarrollo de construcciones geométricas 
dinámicas e interactivas, que permiten de alguna manera apoyar la enseñanza y el 
aprendizaje de la Geometría. Algunos de ellos son: The Geometer´s Sketchpad, 
GeoLab, Descartes, Geogebra, Cabri y Cinderella, entre otros.  
 
1.a El Proyecto Descartes 
Como un antecedente de gran relevancia, en materiales en Internet que pueden 
apoyar al estudiante en sus materias de matemáticas, se destaca el Proyecto 
Descartes promovido y financiado por el Ministerio de Educación y Ciencia de 
España el sitio Web de tal proyecto es el siguiente: 
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http://descartes.cnice.mecd.es/

 
“Los materiales de este proyecto han sido desarrollados mediante Descartes que es un 
applet (programa en lenguaje Java) configurable, diseñado para presentar interacciones 
educativas con números, funciones y gráficas. Descartes puede ser utilizado por los 
autores de páginas Web educativas para enriquecer sus materiales con una amplia 
variedad de modelos matemáticos interactivos 
El Proyecto Descartes ha sido promovido y financiado por el Ministerio de Educación y 
Ciencia de España, con la finalidad de aprovechar las ventajas del ordenador y de 
Internet para ofrecer a los profesores y a los alumnos una nueva forma de enseñar y 
aprender Matemáticas 
Durante los últimos veinte años el Ministerio de Educación y Ciencia ha puesto en marcha 
numerosos proyectos para promover la utilización de las Tecnologías de la Información y 
de la Comunicación  (TICs) como recurso didáctico, uno de ésos es: 
“El proyecto Descartes tiene como principal finalidad promover nuevas formas de 
enseñanza y aprendizaje de las Matemáticas integrando las TICs en el aula como 
herramienta didáctica. Aparece en el año 1999 con la intención de romper esa tendencia 
tradicional aprovechando las circunstancias que se dan en este nuevo siglo, tanto desde 
el punto de vista económico y tecnológico, como es el abaratamiento de los equipos, la 
aparición de las líneas de alta velocidad para la transmisión de datos, la utilización 
generalizada de Internet a bajo coste, etc.; como social, la utilización generalizada del 
ordenador y de Internet en nuestra sociedad y, en particular, el interés de muchos 
profesores de matemáticas por las TICs.”  
Los informes de la OCDE muestran mucho retraso en la utilización de las TICs como 
medio didáctico, en general, en los países más avanzados. 
 
Esta información se obtuvo del sitio Web: 
http://descartes.cnice.mecd.es/presentacion/presentacion_web.html
 
Se puede observar que aunque existen en la Web, diversos sitios sobre Geometría 
Euclidiana y casi nada sobre Geometría Moderna, frecuentemente son páginas Web 
con textos que contienen imágenes fijas, o bien construcciones interactivas aisladas 
sobre algunos tópicos particulares: El software Geometría Interactiva intenta ser un 
grano de arena en el sentido de ofrecer a los usuarios un software con 
características que lo distingan de los existentes, como lo haremos ver en el 
apartado 5.b. 
 
 

2. El software Geometría Interactiva 
Así, con base en las posibilidades del software The Geometer´s Sketchpad, y de 
JavaSketchpad su traductor a Java se construyó el software titulado Geometría 
Interactiva, que puede apoyar a los alumnos en el estudio de varios teoremas 
importantes de un primer curso de Geometría Moderna. 
 
Antes que todo, se desea aclarar que Geometría Interactiva no es un libro, ni 
pretende reemplazar a ningún libro y mucho menos al maestro en la enseñanza de 
la Geometría Moderna, tampoco pretende reemplazar el trabajo que debe realizar el 
estudiante para comprender alguna demostración de geometría. Simplemente, se 
pretende sea una herramienta de apoyo al estudio de tan importante materia. 
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2.a Objetivo de Geometría Interactiva 
El propósito inicial del software Geometría Interactiva, únicamente era crear un 
material de consulta para los estudiantes que presentara la estructura del trabajo 
que se realiza en matemáticas, mediante demostraciones de los teoremas que se 
estudian en un primer curso de Geometría Moderna. Los teoremas y sus 
demostraciones irían acompañados de construcciones geométricas (applets) 
realizadas en páginas Web. Pero al ir avanzando en la demostración de algunos 
ellos se vio la necesidad de incorporar como antecedentes, de la manera de trabajar 
en matemáticas, a la Geometría Euclidiana. De otra manera no sólo quedaría fuera 
de contexto este software, sino más aún, quedaría incompleto puesto que la forma 
de trabajar en matemáticas, en particular en Geometría Moderna, depende en gran 
medida de lo construido por los antiguos griegos, en particular por Euclides. 
 
La página Web de Inicio del programa de Geometría Interactiva es la siguiente: 
 

 
Imagen de la página Web que contiene el menú principal del software Geometría Interactiva. 

 
Los hipervínculos que Geometría Interactiva tiene en su menú principal, 
corresponden a los temas que trata este software: 
 

• Libro I de Euclides 
• Geometría Moderna 
• Notas históricas 
• Mapa del Sitio 
• Documento de tesis 

 
2.b Características de las páginas Web de Geometría Interactiva 
Se decidió presentar cada uno de los teoremas de la siguiente forma: 
Cada teorema es presentado en una página Web, con su enunciado, su 
demostración formal, y un applet correspondiente a la construcción geométrica 
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interactiva. Esta página Web consta de tres marcos: el marco título, el marco 
izquierdo y el marco derecho. El marco título contiene la página Web 
correspondiente al enunciado del teorema, en el marco izquierdo está la página Web 
con la demostración del teorema, y en el marco derecho está la página Web que 
contiene el applet de la construcción geométrica interactiva. En él, se desarrolla paso 
a paso, la construcción geométrica conforme se van dando los argumentos de la 
demostración. 

 
Imagen de la página Web que contiene la Proposición I.16  del Libro I de los Elementos de Euclides. 

 
3. Los temas de Geometría Interactiva 

A continuación se enlistan los temas desarrollados en este software. 
3.a Tema Libro I de Euclides, página Web que presenta el Libro I de los Elementos 
de Euclides. Este tema se introdujo con la idea de hacer ver el gran rigor matemático 
con el que los antiguos griegos trabajaban las matemáticas. En cada paso de la 
demostración de una proposición se hace referencia a la definición, el postulado, la 
noción común o alguna otra proposición ya demostrada que lo justifique. La página 
Web del tema I, Libro I de Euclides, contiene una Introducción con las 23 
definiciones, los 5 postulados y las 5 nociones comunes de este libro; así como las 
48 proposiciones de que consta . Los hipervínculos que presenta esta página Web 
son los siguientes:  
 

• Introducción. 
• Proposiciones 1 a 26. 
• Proposiciones 27 a 32. 
• Proposiciones 33 a 48. 
• Bibliografía 
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Más adelante, se describe con más detalle el contenido de este tema (ver 4.a). 
 
Es adecuado resaltar que los objetos con los que trabaja Euclides son puntos, líneas 
rectas acotadas, círculos, los que actualmente llamamos segmentos, 
circunferencias, figuras, etc. Y a pesar de que Euclides definió cada uno de los 
objetos con los que trabaja, algunas de sus definiciones no son afortunadas, más 
bien son muy oscuras. 
 
A diferencia de los antiguos griegos, actualmente en la enseñanza de la geometría 
elemental, se da por supuesto que los alumnos están familiarizados con los 
conceptos básicos de punto, recta, plano, espacio, así como con las relaciones 
elementales entre ellos. “Pensamos diferente respecto a definiciones de objetos 
matemáticos hoy en día: no es necesario definir los objetos, lo que importa es 
únicamente la interrelación entre ellos. Esta interrelación se tiene que asentar por 
completo en los axiomas. Lo que nos imaginemos bajo el nombre de "punto" no 
importa mientras procuremos que el objeto imaginado satisfaga las relaciones 
exigidas en los axiomas” [Ba]. 
 
Cabe mencionar que los enunciados originales de las proposiciones del Libro I de los 
Elementos de Euclides se han respetado, pero se ha intentado enunciarlas en 
lenguaje actual, por ejemplo: 
 
El enunciado de la Proposición I.4, es: 
 

I.4 Si dos triángulos tienen dos lados iguales a dos lados respectivamente, y 
tienen iguales los ángulos contenidos por los lados iguales, entonces 
también tiene la base igual a la base, el triángulo igual al triángulo y los 
ángulos restantes iguales a los ángulos restantes respectivamente, a saber 
aquellos opuestos a los lados iguales. 

 
Versión actualizada 

I.4 Si dos lados de un triángulo y el ángulo comprendido son 
respectivamente iguales a dos lados y el ángulo comprendido de otro 
triángulo, entonces los dos triángulos son congruentes (LAL). 

 
Varios estudiosos de la ciencia concuerdan en que el estudio de la Geometría 
Euclidiana ayuda fuertemente a desarrollar el pensamiento matemático pues su 
método axiomático o método euclidiano es considerado la mejor introducción al 
razonamiento deductivo formal. Es decir, su método teórico deductivo es tan válido 
no sólo en el estudio de la Geometría sino de las matemáticas en general. 
 
Cada una de las proposiciones del Libro I de Euclides, es presentada en una página 
Web, con las características que ya se han descrito (ver 2.b.).  
 
3.b Tema Geometría Moderna, página Web que comprende nueve apartados con 
los teoremas más relevantes de un primer curso de Geometría Moderna así como 
sus correspondientes demostraciones. En la Introducción se proporcionan algunos 
conocimientos previos necesarios para estudiar adecuadamente el material que 
sigue. Además, la página Geometría Moderna contiene 67 teoremas distribuidos en 
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los 9 apartados restantes, y se proporciona la Bibliografía usada en esta parte. Los 
hipervínculos que presenta son los siguientes 

• II.1 Introducción. 

• II.2 Congruencia de triángulos. 

• II.3 Área de triángulos. 

• II.4 Teorema de Thales. 

• II.5 Semejanza de triángulos. 

• II.6 Puntos y rectas notables del triángulo. 

• II.7 Geometría del triángulo. 

• II.8 Cuadriláteros cíclicos y ángulos en la circunferencia. 

• II.9 Algunas propiedades de las circunferencias. 

• II.10 Teoremas selectos. 

• II.11 Bibliografía. 
 
Más adelante, se verá con más detalle el contenido de este tema (ver 4.b). 
 
Cada teorema es presentado en una página Web, con las características que ya se 
han descrito (ver 2.b).  
 
La siguiente es la imagen de la página Web correspondiente al Teorema II.7.c. Se 
trata del Teorema. La circunferencia de los nueves puntos. 
 

 
Imagen de la página Web contiene el Teorema II.7.c La circunferencia de los nueve puntos. 
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II.l .c La circunferencia de los nueve puntos. 
Los pies de las tres anuras de un triángulo ABC, los puntos medios de sus tres lados 
y los puntos medios de los segmentos que van de los vértices al ortocentro, están 
en una circunferencia de radio (1f2)R, donde R es el circunradio del triángulo ABC. 

Hipótesis: Sean el triángulo ABe . su 
ortocentro H y su circuncentro O . 
Sean los puntos D, E, F los pies de sus 
alturas, los puntos A ' , S ' , e' los puntos 
medios de sus lados, y los puntos K, L , M 
los puntos medios de los segmentos que van 
de los vértices al ortocentro H 
y sean el triángulo medial A"B"C' , su 
circuncentro N, y su ortocentro O 

Tesis: 
Demostrar que 

los puntos D, E, F , A ", S ' , C' . K , L y M 
están en una circunferencia. 

Demost ración. 

P1 . 
Los puntos K, L Y M son los puntos medios 
de los segmentos AH, BH Y CH . 

P2. 
Por el Lemal! 6 a, los segmentos C"B" y LM v 

. L 

D 

Geom·trij,naulo Geometría Moderna l!::!lQlQ 

A 

. K 

o E 

B' 
o H o 

oN 0° 

A' . M 



Reforzando lo escrito por [Ba], también puede verse en [Hi], como David Hilbert da 
una base para el análisis de nuestra intuición del espacio, y comienza su discusión, 
así:  
“Consideremos tres sistemas distintos de cosas. Las cosas que componen el primer 
sistema las llamaremos puntos y los designaremos por las letras A, B, C, …; las que 
componen el segundo que llamaremos líneas rectas y las designaremos por las 
letras a, b, c, …; y aquellas del tercer sistema, que llamaremos planos y las 
designaremos por las letras griegas α, β, γ,  …. Los puntos son llamados los 
elementos de la geometría lineal; los puntos y las líneas rectas, los elementos de la 
geometría plana; y los puntos, las líneas rectas, y los planos, los elementos de la 
geometría del espacio o los elementos del espacio. Imaginamos a estos puntos, 
líneas rectas, y planos como teniendo ciertas relaciones mutuas, que indicaremos 
por medio de palabras tales como “están situados”, “entre”, “paralelas”, 
“congruentes”, “continuas”, etc. La descripción completa y exacta de estas relaciones 
se sigue como una consecuencia de los axiomas de la geometría. Estos axiomas 
pueden ser arreglados en cinco grupos. Cada uno de estos grupos expresa, por sí 
mismo, ciertos hechos fundamentales relativos a nuestra intuición. Llamaremos a 
estos grupos como sigue: 
 

I. Axiomas de conexión. 
II. Axiomas de orden. 
III. Axiomas de las paralelas (axioma de Euclides). 
IV. Axiomas de congruencia. 
V. Axioma de continuidad (axioma de Arquímedes).” 

 
En este tema de Geometría Moderna, se proporcionan algunos datos referentes a 
las aportaciones que se hicieron durante el siglo XIX a lo realizado por Euclides, por 
ejemplo, el empleo de segmentos dirigidos, la razón en la que un punto sobre una 
recta divide a un segmento de ésta, sentido al área de un triángulo, puntos al infinito, 
la recta al infinito, el plano al infinito. Es decir, en este tema II se muestra una de las 
formas en que los matemáticos de la era moderna han extendido la geometría más 
allá de la heredada por los griegos mediante el descubrimiento de muchas nuevas 
proposiciones relacionadas con las circunferencias y las figuras rectilíneas, 
deducidas de las enumeradas en los Elementos de Euclides. 
 
Como puede leerse en [Ca], “A la geometría deductiva desarrollada después de 
Euclides, y anterior a las llamadas geometrías no euclidianas, denominada por 
algunos autores Geometría Moderna, se le sitúa históricamente entre los siglos III 
A.C. y XIX D.C.”. 
 
3.c Tema Notas Históricas, página Web que contiene un conjunto de notas 
biográficas sucintas de matemáticos relacionados con el desarrollo de la Geometría. 
Los hipervínculos que presenta son los siguientes: 

• III.a Thales de Mileto (624-547 a.C) 

• III.b Euclides de Alejandría (325-265 a.C) 

• III.c Menelao de Alejandría (70-130) 
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• III.d Claudio Ptolomeo (85-165) 

• III.e Pappus de Alejandría (290-350) 

• III.f Girard Desargues (1591-1661) 

• III.g Blaise Pascal (1623-1662) 

• III.h Giovanni Ceva (1647-1734) 

• III.i Leonhard Euler (1707-1783) 

• III.j William Wallace (1768-1843) 

• III.k Charles Brianchon (1783-1864) 

• III.l Críticas a la Teoría euclídea y sus consecuencias. 

• III.m Críticas al Quinto Postulado y sus consecuencias. 

• III.n Postulados de Hilbert para la Geometría Euclidiana Plana. 
 
Más adelante, se describe con más detalle el contenido de este tema (ver 4.c). 
 
Las páginas Web de estas notas biográficas contienen hipervínculos, que permiten 
acceder a la demostración de algún teorema perteneciente a alguno de estos 
personajes. 
 

 
Imagen de la página Web correspondiente al tema III, Notas históricas 

 
Como temas complementarios de esta tesis, aparecen en el menú principal (página 
Web de Inicio) de Geometría Interactiva, los siguientes hipervínculos: 
 

 8

I N,ota,s históricas 

!!LJ. Thales de Mleto (S24-547 'IO.C) 

!!Lb. Euclides de AJej~íll (325-285 a.e) 

!ll& Menelao de AJejandríil (70-130) 

.!!.!..4 Clauao Ptolomeo (85-185) 

.!J.!& Pappus de Alejandría (290-350) 

!!!1 Girard Oesargues(1591·1SS1) 

.!!L.Il Sillín Pascal (1823-1882) 

!!L!l. Giovilrni CevlI (1847-1734) 

!!Li. Leonhard ELier [1707·1783) 

lli Charles Bl"ianchoo (17S3·186.4) 

!!L!. C,íticu iI la Teoría euclídea.,. ..... 1' 

consec<HInc;:,as 

!!L..m Crili ciI$ a l Quinto Postulado y 5l,1S 
ConSecuellCl105 . 

.!!L!l. Postulados de Hilboert para la Geometría 
Euclidi~lI PI"",,. 



3.d Tema Mapa del Sitio, página Web que presenta todos los tópicos de Geometría 
Interactiva, la manera en que están estructurados, y desde aquí se accede 
fácilmente a la página Web de cualquier teorema desarrollado en este software. 
 
3.e Tema Documento de la tesis, página Web que contiene el documento de esta 
tesis en formato PDF.  
 
 

4. Páginas Web: Libro I de Euclides, Geometría Moderna, Notas históricas 
A continuación, se describe con más detalle el contenido de los temas principales. 
Geometría Interactiva contiene dos temas fundamentales de gran apoyo para un 
estudiante de un curso de Geometría Moderna, de cualquier licenciatura de 
matemáticas o áreas afines: Libro I de Euclides y Geometría Moderna. Un tercer 
tema Notas Históricas, que contiene notas biográficas de matemáticos relacionadas 
con los resultados o teoremas de Geometría trabajados por ellos. También se 
incluyen notas biográficas de los matemáticos que hicieron críticas a la teoría 
euclidiana y en particular al Quinto Postulado, y de aquellos que hicieron 
aportaciones, sobre todo en el siglo XIX, a lo realizado por Euclides.  
 
4.a Página Web Libro I de Euclides de los Elementos de Euclides, contiene en el 
marco derecho una breve descripción del contenido de esta página Web, y en el 
marco izquierdo se presentan cinco hipervínculos con las definiciones, los 
postulados, las nociones comunes y las cuarenta y ocho proposiciones del Libro I de 
los Elementos de Euclides, y la Bibliografía que se usó en el desarrollo de este tema. 
 
Introducción, hipervínculo que lleva a la página Web que contiene las veintitrés 
definiciones, los cinco postulados y las cinco nociones comunes del Libro I de los 
Elementos de Euclides. 
 
Proposiciones 1 a 26, hipervínculo que lleva a la página Web donde se tratan 
fundamentalmente las propiedades de los triángulos. Aquí se encuentran las 
Proposiciones I.4, I.8 y I.26 que constituyen los criterios de congruencia de triángulos 
y la Proposición I.16, de la cual es interesante señalar que es la primera proposición 
que no se cumple en la geometría elíptica. Es decir, las 15 proposiciones anteriores 
se verifican tanto en la geometría euclidiana como en la geometría elíptica.  
 
Proposiciones 27 a 32, hipervínculo que lleva a la página Web donde se establece 
la teoría de las paralelas y se demuestra que la suma de los ángulos interiores de un 
triángulo es igual a dos ángulos rectos. De la Proposición I.29, es importante 
mencionar que es la primera que no se cumple en la geometría hiperbólica y que 
para su demostración se aplica por primera vez el Quinto Postulado de la geometría 
euclidiana. 
Es decir, las 28 proposiciones anteriores son independientes del postulado de las 
paralelas y, por lo tanto, se verifican tanto en la geometría euclidiana como en la 
geometría de Lobachevsky, también llamada geometría hiperbólica. Otra proposición 
interesante, es la Proposición I.32, que afirma: "En cualquier triángulo, la suma de 
sus ángulos internos suman 180º. 
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Proposiciones 33 a 48, hipervínculo que lleva a la página Web donde se establecen 
las propiedades de los paralelogramos, triángulos y cuadrados. Se hace referencia 
especial a las relaciones de área, y se destaca lo siguiente: 
 
En la Proposición I.34, Euclides usa el término "área paralelográmica" en lugar de la 
palabra "paralelogramo", ésta última aparece por primera vez en la Proposición I.35. 
Proclus indicó que la palabra "paralelogramo" fue creada por Euclides.  
 
Con la Proposición I.34 se inicia el estudio de áreas de figuras rectangulares. En 
varios de los enunciados de las proposiciones, se habla de "igualdad de 
paralelogramos", o "igualdad de triángulos", o "un paralelogramo igual a un 
triángulo", etc. El concepto de igualdad al que se hace referencia, está dado en 
términos de las áreas de las figuras rectilíneas que se mencionan. También es 
importante mencionar que la Proposición I.47 es el Teorema de Pitágoras y la 
Proposición I.48 es el recíproco del Teorema de Pitágoras. 
 
Bibliografía, hipervínculo que lleva a la página Web donde se enlistan los libros 
utilizados en esta parte del software, y dos sitios de Internet de mucho apoyo para 
este trabajo. 
 
4.b Página Web Geometría Moderna, contiene en el marco izquierdo los 
hipervínculos correspondientes a los temas del material de un primer curso de 
Geometría Moderna, y en el marco derecho se presenta una breve descripción del 
contenido de esta página Web, así como una Nota Aclaratoria, en la cual se hace 
notar la manera tan distinta en que actualmente se conciben los objetos matemáticos 
con respecto de cómo lo hacía los antiguos griegos. 
 
II.1 Introducción, hipervínculo que lleva a la página Web que contiene algunos 
conocimientos previos, necesarios para estudiar adecuadamente el resto del 
material. 
 
II.2 Congruencia de triángulos, hipervínculo que lleva a la página Web donde se 
establecen los diferentes criterios de congruencia y se realizan cuatro 
demostraciones interactivas. 
 
II.3 Área de triángulos, hipervínculo que lleva a la página Web donde se precisa el 
concepto de altura y se demuestran cuatro proposiciones referentes al concepto de 
área de triángulos. 
 
II.4 Teorema de Thales, hipervínculo que lleva a la página Web  donde se realizan 
las demostraciones de dos teoremas y sus recíprocos, conocidos como Teorema de 
Thales y además se proporcionan algunas anotaciones históricas. 
 
II.5 Semejanza de triángulos, hipervínculo que lleva a la página Web donde se 
demuestran tres resultados respecto a los tipos de semejanza de los triángulos y se 
presenta un resumen para comprobar la semejanza de triángulos. 
 
II.6 Puntos y rectas notables del triángulo, hipervínculo que lleva a la página Web 
donde se demuestran resultados sobre la concurrencia de Medianas, Bisectrices, 
Mediatrices y Alturas. 
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II.7 Geometría del triángulo, hipervínculo que lleva a la página Web  donde se 
presentan demostraciones interactivas de varios teoremas, entre los que podemos 
encontrar, el de la Recta de Euler, del Triángulo Medial, la Circunferencia de los 
nueve puntos, el teorema de Ceva y su recíproco, el teorema de Menelao, el 
teorema de la Bisectriz, el teorema de Pappus y el teorema de Desargues. 
 
II.8 Cuadriláteros cíclicos y ángulos en la circunferencia, hipervínculo que lleva a 
la página Web donde se presentan algunos teoremas importantes acerca de 
cuadriláteros cíclicos y ángulos en la circunferencia, el teorema Ptolomeo, la línea de 
Simson y su recíproco, además de algunas proposiciones del Libro III de Euclides, 
entre otros. 
 
II.9 Algunas propiedades de las circunferencias, hipervínculo que lleva a la 
página Web donde se presenta uno de los conceptos más interesantes de la 
geometría moderna: la potencia de un punto con respecto a una circunferencia. 
Además algunos resultados sorprendentes que hacen uso de este concepto, como 
son el teorema de la Fórmula de Euler, el teorema de Pascal y el teorema de 
Brianchon. 
 
II.10 Teoremas selectos, hipervínculo que lleva a la página Web donde se 
demuestran algunos teoremas que por su aplicación en trigonometría son de gran 
utilidad para realizar algunos cálculos. Por ejemplo, se puede aplicar el teorema de 
Stewart para encontrar las longitudes de las medianas, las simedianas y las 
bisectrices de los ángulos de un triángulo. 
 
II.11 Bibliografía, hipervínculo que lleva a la página Web donde se enlistan los libros 
utilizados en esta parte del software, así como los hipervínculos de dos sitios Web 
que fueron de gran utilidad en este trabajo. 
 
4.c Página Web Notas históricas, contiene notas biográficas sucintas de 
personajes que tuvieron relevancia en el desarrollo de la Geometría. 
 
En el marco izquierdo de esta página Web se muestran los siguientes hipervínculos: 
 
III.a Thales de Mileto (624-547 a.C) 
III.b Euclides de Alejandría (325-265 a.C) 
III.c Menelao de Alejandría (70-130) 
III.d Claudio Ptolomeo (85-165) 
III.e Pappus de Alejandría (290-350) 
III.f Girard Desargues (1591-1661) 
III.g Blaise Pascal (1623-1662) 
III.h Giovanni Ceva (1647-1734) 
III.i Leonhard Euler (1707-1783) 
III.j William Wallace (1768-1843) 
III.k Charles Brianchon (1783-1864) 
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III.l Críticas a la Teoría euclídea y sus consecuencias. 
III.m Críticas al Quinto Postulado y sus consecuencias. 
III.n Postulados de Hilbert para la Geometría Euclidiana Plana 
 
Una vez seleccionado algún hipervínculo de la página Web del marco izquierdo, en 
el marco derecho se presenta el contenido de la pagina Web correspondiente al 
hipervínculo elegido. El contenido de ésta puede corresponder a algunos de los 
siguientes tópicos: 

• La Nota biográfica del personaje relevante en la Historia de la Geometría, 
cuyo nombre o apellido fue tomado para titular su trabajo: los Elementos de 
Euclides, la Recta de Euler, la Línea de Simson, el Teorema de Thales, el 
Teorema de Ceva, el Teorema de Menealo, el Teorema de Desargues, el 
Teorema de Stewart, el Teorema de Pappus, etc. 

• Algunas de las principales Críticas a la teoría euclidiana que hicieron los 
matemáticos durante más de 2000 años, y sus consecuencias en el sistema 
de postulados más difundido y aceptado que propuso David Hilbert en su 
obra Grundlagen der Geometrie en 1899. 

• Algunas de las Críticas al Quinto Postulado de Euclides y las consecuencias 
de éstas, como son el surgimiento de las Geometrías no euclidianas en los 
trabajos de Gauss, Bolay y Lobachevsky. 

• El Sistema de Postulados para la Geometría Euclidiana Plana de Hilbert, que 
tuvo una gran aceptación a finales del siglo XIX. 

 
Cada página Web mostrada en el marco derecho también contiene la Bibliografía y 
sitios de interés en Internet para tener más información al respecto del hipervínculo 
seleccionado. 
 
 

5. Geometría Interactiva está dirigido principalmente a estudiantes 
El software Geometría Interactiva es un material de consulta dirigido principalmente 
a estudiantes y en particular, para aquellos inscritos en el primer año de una 
licenciatura en ciencias o en áreas afines y también para aquellos que aspiran a 
cursar una licenciatura en estas áreas. 
 
Lo anterior es posible, por un lado, porque es un material bien organizado, 
interactivo, formal, con demostraciones apoyadas en construcciones geométricas 
interactivas que permite a los estudiantes analizar diversas situaciones para los 
teoremas, y por otro lado, porque pueden acceder fácilmente al tema específico de 
su interés y a sus temas relacionados. Algunas de las características de Geometría 
Interactiva son las siguientes: 

• Geometría Interactiva es un software, cuyos temas pueden ser abordados por 
el estudiante de manera secuencial o en el orden que desee o que requiera. 
En cualquier caso, las formas de navegación son estándar y muy intuitivas. 
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• Todas las páginas Web de presentación de cada tema, cuentan con una 
explicación sucinta.  

• El alumno al estudiar la página Web de algún teorema en este software, 
siempre tiene visible en la pantalla del monitor el enunciado del mismo, la 
página Web que contiene la demostración del teorema, y una construcción 
geométrica interactiva que muestra paso a paso el desarrollo de la 
demostración (ver 2.b). 

• La página Web de la demostración del teorema contiene hipervínculos a 
resultados anteriores o a algunos conceptos necesarios, éstos se muestran 
en la pantalla del monitor sin tener que abandonar la página Web de estudio. 

• En todas las páginas Web que contienen demostraciones, al estudiante se le 
hace énfasis en cuáles son las hipótesis del teorema y cuál es la tesis a 
demostrar, así como el método de demostración a usar. 

• En las demostraciones por casos, el estudiante los puede analizar dentro de 
la misma página Web de estudio.  

 
Geometría Interactiva podría servir de material de consulta a estudiantes de 
Geometría Moderna de la Facultad de Ciencias de la UNAM o en áreas  afines, pero 
en algunas de sus partes, la utilidad podría extenderse a estudiantes de otros niveles 
educativos, tanto para aquellos que sólo desean conocer los resultados, como para 
los que deseen saber de sus demostraciones. 
 
5.a Geometría Interactiva y la Didáctica de las matemáticas 
La materia de Geometría Moderna es una de las materias con alto índice de 
reprobación en la Facultad de Ciencias de la UNAM.  
Sería deseable que el software Geometría Interactiva pudiera ser estudiado desde el 
punto de vista de la Didáctica de las matemáticas. A los investigadores de esa área 
podría servirles de base para hacer un estudio del impacto que este tipo de software 
tiene en el proceso enseñanza - aprendizaje de las matemáticas.  
 
Este tipo de estudios queda fuera de la intención de esta tesis  
 
Desde hace tiempo existe el concepto de Secuencia didáctica (ver Apéndice 2), 
acuñado en el campo de la Didáctica. Actualmente existen secuencias didácticas en 
Internet, que incorporan el uso de algún software. En ellas, se hacen sugerencias de 
cómo utilizar un software en Internet en el aprendizaje de algún tema. Por ejemplo, 
la secuencia didáctica de actividades para el estudio del cálculo, se presenta en la 
página Web: 
 

http://geocities.com/apcastane/demo.htm
 
Definitivamente el software Geometría Interactiva, podría ser objeto de estudio en 
este sentido de los abocados a la investigación en Matemática Educativa. 
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6. La tesis: Geometría Interactiva 
Geometría Interactiva es un software original, que intenta apoyar al alumno en su 
estudio de los teoremas que comprende un primer curso de la asignatura “Geometría 
Moderna” de una licenciatura en ciencias o en áreas afines.  
También, puede servir de material de consulta para aquellos estudiantes que deseen 
conocer los trabajos de los antiguos geómetras griegos, la página Web Libro I de 
Euclides tiene esa intención.  
 
Geometría Interactiva es innovador, por los temas que aborda, su formalidad 
matemática, sus demostraciones paso a paso, sus construcciones interactivas y por 
sus características, que ya se han mencionado (ver 5.). 
 
El software Geometría Interactiva puede ser distribuido en disco compacto, o bien 
accediendo a la página Web: 
 

http://132.248.17.238/geometria/ 
 
Geometría Interactiva puede servir de modelo para la construcción de cursos 
completos interactivos en línea, que requieran demostraciones formales o 
explicaciones paso a paso, así como construcciones dinámicas interactivas que 
permitan manipular y representar diversas situaciones de teoremas o resultados. 
 
 

7. Conclusiones 
• 7.1. La intención primera del software Geometría Interactiva es aportar al estudiante, un 

material de consulta o de apoyo, creado mediante una nueva herramienta tecnológica (el 
uso de applets). Este material de consulta muestra la estructura del trabajo que se 
realiza al estudiar matemáticas: pues en la demostración de cada teorema, se hace 
énfasis de cuáles son las hipótesis, de cuál es la tesis, de qué método de demostración 
se va a seguir. Además, en cada paso de la demostración, es decir en cada implicación, 
se hace referencia a los argumentos que permiten dar el siguiente paso, y así hasta 
culminar la demostración de la tesis. 

 
• 7.2 Geometría Interactiva es un software pertinente, útil y necesario como material de 

consulta para los estudiantes de Geometría Moderna. Contiene: 
a) Las demostraciones paso a paso y de manera interactiva, de los principales 

resultados y teoremas de un primer curso de dicha asignatura. 
b)  Los trabajos de los primeros geómetras griegos, varios de ellos se manifiestan en 

las demostraciones de las cuarenta y ocho proposiciones del Libro I de los 
Elementos de Euclides, y algunas proposiciones del Libro III de esta obra, 

c) Notas históricas de matemáticos relevantes en el desarrollo de la Geometría. 
También se hace referencia a las críticas que se han hecho a la geometría 
euclidiana y sus consecuencias. Igualmente, se tratan algunas de las críticas al 
Quinto Postulado y sus consecuencias.  

d) Por último, se presentan los Postulados de David Hilbert para la Geometría Plana. 
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• 7.3 Geometría Interactiva constituye una aproximación a un curso en línea. Actualmente, 
no se pueden excluir las nuevas tecnologías (pizarrones, electrónicos, computadoras, 
videos, Internet, entre otras) como apoyo para los alumnos en su estudio de 
matemáticas. La Internet está en auge, existe en todos lados, incluso en Primaria y 
Secundaria los alumnos tienen acceso a la red. Es claro, que a las instituciones 
educativas debería interesarles apoyar, promover, fomentar e impulsar la construcción 
de este tipo de materiales. 

 
• 7.4 Las personas que están llamadas a realizar este tipo de trabajos son aquellas del 

medio académico de la Facultad de Ciencias, o sea sus profesores. Pues son los que 
tienen el conocimiento matemático y la experiencia docente para usar las nuevas 
tecnologías y crear materiales de apoyo para sus alumnos. Las editoriales no se 
arriesgan en invertir en este tipo de trabajos, pues son muy conservadoras. Deben estar 
seguras de recuperar siempre su inversión  Entonces, el compromiso de las instituciones 
y sus profesores hacia los estudiantes, en este sentido, debería ser muy grande 

 
• 7.5 Una de las ventajas que tiene el software Geometría Interactiva sobre un libro de 

geometría, es que el estudiante puede ir avanzando a su ritmo, además cualquier 
postulado, definición o teorema que el alumno necesite para seguir y comprender la 
demostración, lo encontrará en la misma página Web que esté estudiando en ese 
momento. Si quiere volver a empezar la demostración, en el applet que la acompaña, 
hay un botón para Limpiar los trazos, o bien presionando la tecla R devuelve el applet a 
su estado original.  

 
• 7.6 Geometría Interactiva es un aplicación original, pues aunque existen diversos sitios 

de Geometría Euclidiana y Geometría Moderna en Internet, éstos usualmente son 
páginas Web con textos e imágenes fijas. En general, los textos son los enunciados de 
los teoremas, o bien sus demostraciones, en algunos casos en lugar de imágenes fijas 
son acompañados por una animación o un applet. Sin embargo, la manera en que 
“Geometría Interactiva” propone el uso de los applets para apoyar la comprensión de la 
demostración de algún teorema, es original. Este tipo de desarrollos son escasos en la 
red. 

 
 
8 Propuesta 

Sería muy interesante continuar con este proyecto, creando las correspondientes 
páginas Web de las catorce proposiciones del Libro II de los Elementos de Euclides, 
con las mismas características de las de Geometría Interactiva. El contenido del 
Libro II es comúnmente llamado “álgebra geométrica”.  
Apoyándose en el uso de las nuevas tecnologías, se podría crear un software 
interactivo que serviría de apoyo para visualizar esas proposiciones que son un 
puente entre el Álgebra y la Geometría. 
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9. Descripción del software mediante imágenes de sus páginas Web 
A continuación se muestran imágenes de las páginas Web de algunos tópicos en 
cada uno de los temas de este software, incluyendo una breve explicación de su uso 
y sobre todo haciendo énfasis en los recursos de interactividad. 
 
9.0 Imagen de la página Web de Inicio 
En esta página de Inicio del software, el usuario encontrará lo siguiente: 

• Un menú con hipervínculos de los temas: Libro I de Euclides, Geometría 
Moderna, Notas Históricas, Mapa del Sitio y Documento de tesis. 

• Observaciones generales del uso de Geometría Interactiva.  

• Un pequeño applet que sirve para que el usuario pueda verificar si en su 
equipo tiene instalada la máquina virtual de Java, necesaria para el 
funcionamiento de todo el programa.  

• Si no estuviera instalada la máquina virtual de Java, se proporciona un 
hipervínculo para bajarla del portal de Sun Microsystems en Internet. 

• Un mensaje importante señalando que todos los applets fueron diseñados con 
el software The Geometer´s Sketchpad y su componente JavaSketchpad, 
perteneciente a la compañía KeyCurriculum Press, Inc. 

 

 
Imagen de la página Web de Inicio del software Geometría Interactiva 
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Algunas imágenes de los temas que contiene Geometría Interactiva: 
 
 
 
 

 

 

 
 

 
 
 
 
 Applet de Inicio 

 
Teoremas de Geometría Moderna (67), con 
sus demostraciones formales paso a paso y  
sus applets interactivos correspondientes.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Notas biográficas (14) de 
personajes relacionados con el 
desarrollo de la Geometría, 
destacando sus resultados más 
importantes. Referencias 
bibliográficas y de Internet. 

Proposiciones (48 ) del Libro I de 
Euclides, con sus demostraciones 
formales paso a paso y sus applets 
interactivos correspondientes. 
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Tesis: Geometría Interactiva 
Maestria en Ciencias (Matemáticas) 

Pt~ IC Ip"'" teoremas para 'N' prime, ".00 ___ • 
e'" so ti. Geomet, i~ Moderna 

m . ... ... ... 1.Oot..o T &sl$la: Mar 1,1 .)r ',lO ',l L~,ar es ARar ni ar ,o 

Di &elor de lesls: DI . Car lOS trer""mlez Gar eia'liego 

Geometda Moderna 
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I'! da"", XI '!!I 

11!i1ll12ll1fí1 " ............ .-... ...... ~ r ....... 
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•• 

_ _ -o 
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.,~ " ............ .... ., ~ .... _ .. ... _~ .. .............. _~ . ~ .. -... __ ... _-

" .:: " .. -_. , ---,- -... .. -.. . -

" 

< "." ~.,." ,It- . ') . ............. ....... ,,.:.,.,, 
' .U 'H" ,"" ..... ) ., ....... " .. , ... '". , 
•••• _ •• o ,. ""'.'"'' 
n .•• ,. •• ",.. . .... , 

..." ..... -.-



9.1 Imagen de la página Web Libro I de los Elementos de Euclides 
En el marco del título se presenta la página Web con el título de este tema y a su 
derecha una navegación estándar (hipervínculos), que permite saltar a las páginas 
Web de los otros temas principales o ir a la página Web de Inicio. 
El marco izquierdo de esta página Web contiene su menú principal. 
En el marco derecho se da una breve presentación del contenido de la página Web 
Libro I de los Elementos de Euclides. También se muestra el applet correspondiente 
a la construcción geométrica del Teorema de Pitágoras. 
En su menú principal se ven los hipervínculos de los temas que aquí se desarrollan: 

• Introducción.  
• Proposiciones 1 a 26 (que tratan fundamentalmente de los teoremas de 

congruencia). 
• Proposiciones 27 a 32 (que establecen la teoría de las paralelas y demuestran 

que la suma de los ángulos interiores de un triángulo, suman dos ángulos 
rectos). 

• Proposiciones 33 a 48 (que tratan de las áreas de paralelogramos, triángulos 
y cuadrados, además del famoso teorema de Pitágoras y su recíproco). 

• Bibliografía. 
 

 
Imagen de la página Web de la presentación del tema I. Libro I de los Elementos de Euclides 

 
En las páginas Web que dependen de ésta, en el marco de título se muestra el título 
de la página Web en cuestión, y a su derecha una barra de navegación que permite 
saltar a las páginas Web de los otros temas principales o ir a la página Web de 
Inicio, o bien saltar al tópico siguiente o anterior. 
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Libro I de 105 Elementos de Euclides 

InIrMw§n· 

fropo.;ciOQtI 1 '2ft 

PropoJici9Q!' 27.32 

Propo,jciootl 33 I 48 

Libro I de los Elementos de Euclides 

La estl \leIU' ación ¡Iel Lilll o I es la siguiente: 
Eudides al Ilrinciplo p i opOfclooa lIoa lista Ile velntltres deflnidones, en 
don de dese. ibe los objetos con los que u a tI ¡bajóu. 
A continuació n da cinco polltlAlldos y cinco n ociones com unes. 
El lib, o I consta de cuarenta y ocho proposiciones. cad .. una con una 
<Iemostración Ilaso a Ilaso. usan<lo las Ilefiniciones. 108 Ilostul ;uIO$ y 111 
nociones conl\lnes. 

,----------; 

Las 43 prot1osk: ioncs se dividen en ti es Ollll>Os: 

De ' " 1 a la lfi. tratan p,ineillalmente (le ¡¡S IIIoI,Iell.1lle8 de los 
ti ¡¡muulos e incluyen ti es t eor emas de congm en cia bien 
conocidos . 
De la 21 a la 12. establecen la teoria de las I)óuale las y demuestl óm 



 
Habiendo dado clic en la opción con la leyenda Proposiciones 1 a 26, se pasa a esta página Web en 
donde se podrán encontrar 26 proposiciones relacionadas fundamentalmente con propiedades de 
triángulos y en particular la Proposición I.16 que no se cumple en la Geometría elíptica. 

 

 
Por ejemplo dando clic en la Proposición I.1, se pasa a esta página Web en donde se podrán encontrar la 
formulación actual, su demostración formal y un applet interactivo que acompaña la demostración paso 
a paso. 
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Libro I de los Elementos de Euc lides 

Proposiciones 1.1 a 1.26 

P' .... lioiOO 1 1 """ .. , .. , <X> t,' ........ o 
~I ót ... o ._. ~. ,oct. """. dad. 

Pr .... "'iOO 12 """ " "" un. lino. ,oct. ,,,,,,, 
• "'ro ,oct. dad. con ~ . xlromo"" un porto ,-
Pr ...... oiOO I J Oad .. do. ,oct .. d .. ' '''' .... 
tom ... do ,. m."", un. ,oct. ,,,,,,, .1. ~ 
Pr ...... '*' l.. '" do. t,' ........ o. ti ......., do. 
lodo. ,"" ..... do. Iodo. ro.-" v.,.--t. , y 
ti ......., ,"" .... 10 ......... 00 oont ..... """ por loo 
lodo. ,"" .... , .... """"'. t. m<"'o ti ....., ,. 
b ... ,,,,,,, • l . b ... , .. t ri ........ o ,,,,,,, .. 
tri ........ o , y lo ......... 0. ro ...... a. ,"" ..... 
loo ........ 00 ro ........ ro.-"vo,.--t. , • 
• _ "",,", lo • .,.... .. 0 •• lo. Iodo. ,"" .... 
(lAl) 

P' .... lioiOO ( ~ Eo ,ri ........ o. ,.6000< .. lo • 
........ 00 do ,. b .... on ,"" ........ ro si , y, " 
1 .. ,oct .. ,"" ...... "'''ongon , 10 ......... 00 
_.j o do l . b ....... ón ,"" ..... "'ro si 

Pr ...... <ión 1.6 '" "" un tri ........ o do • 
........ 0 •• on ,"" ........ ro si , lo. Iodo. """ 
.ubt,,,,-, 100 , ........ 0. ,"" .... t.mbOo., .... ón 

Ar-~~~------------------~ 
Proposieione. l1 • l H 

v 

los plopos i<k>nes que PI esen .... ,o. e n .,fle .. ' .... do " .... , 
ft.,d.me n •• lemen'e de I.s PI opied.des de lo" "i"'{/l~os. 
E. impo" .. "e h""el n"' .. que I.s Plopos i<iones l 4, I I Y l H 
oons.~uyen los <r ~erios de 001"" uenei. de" i"'{/l~o • . 

Con I e s peeto o l. PI opos ición l1 1i. e • • "el e s ame s en>!" que es l. 
1" imel. 1" opos i<ion que no s e <l",~,le e n l. aO!TKÚil rlíp!jc .. Es 
deoir. I.s 15 Plopos i<ione . .. "eriole. s e .el~io .. , ',,"Q e n l. 
yeometri. eu<~(~ .. ,. oomo e n l. ueometri. e~ l"io •. 

l 1 Construir un lrliYlgulo equilirle. O SObr e una recta llnila dada. 

Reest ri blendo li proposición L 1 en lenguaje 
actual 

1.1 COIISlrU. '."1 iárllJl~o ""tli!.'lII'" o SolM " ,., 
S6jJII11e1lllO de ! K M c~ldo. 

Hipótesis Sea .1.9 el segmento dado. 

Pl . 

P2. 

TeS iS' 
Cons!fuir sobre et segmento .1.9 un 

lri ángulo eqU il átero ABC 

con centro en A y radio AB , 

Nuevamenle pore l PosMado 3 con centro en 
e yra dlo eA destrlblmos el drculo ACe , 

P . 

Prgpsajggnlll"I26 l ibrol<lllEue! islp b92 

AS · 128.0 

e 

..... __ --jB 

v 



 

Otro ejemplo, dando clic en la Proposición I.4, se pasa a esta página Web en donde se podrán encontrar la 
formulación actual, su demostración formal y un interactivo que acompaña la demostración paso a paso. 
Además una barra de navegación para regresar a las Proposiciones 1 a 26 o continuar más adelante. 

 

Además de lo ya dicho, se tiene una barra de navegación que puede llevar al Inicio, al conjunto de 
Proposiciones 1 a 26 o a un nivel anterior, al Libro I de los Elementos de Euclides.  
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" Si dos tr iángulos t ienen dos lados iguales a dos lados respectivamente. y t ienen iguales los « , , » 
ángulos contenidos por los lados iguales. enlanees t ambién tienen la base igual a la base. el 
tr iángulo igual al tr iángulo, y los ángulos restantes iguales a los ángulos restames rupectivamente. E'OIIOIi"ODI. l ll l ¡;¡¡ ~ 
a saber aquellos opuestos a los lados iguales. (LAL). ~.ti..<io. 

A I!:!l Ree scribiendo en l" nQuaj" actua l la 
Propos ición L( ( Primer criterio de con~ru",",i. 
do trionuulos) 

1 .4 Si dos 'allos ~e ' "," ¡"" lIlIlo y e l ""111110 
COI '"" "",fido s or, I espeC1iv""",, ~e ;uo rales 3 A , 
dos lados y el áI 'UI~O CO" 1fI1 elidido de 011 (1 

"i""!II~o. e l ~o"en los dos "i""!II~os 5011 -COII\ll llelttes. (LAL ¡. 

Hipótesi s 

Los Iri iÍnQu los .. (ABe) ., 1>. (DEF ) " " tales Que , AB · DE, AC · DF ., 

i ~(BAC) . --r.. (EDF ) , , 
Tes is 

Demo strar qu e BC - EF, 
.. (ABe) - 1>. (DEF ). , 
..;;:(ABC) - -r..(DEF) , 

IlImpiar I ..;;:(ACB) - --r..(DFE) o 

emostració v 

, .. Si <Io~ tr iánlJl~u ti~""n do. lado~ igu alu a do~ ladu r np~ct ....... ", •• y ' _ n igualn Io~ •• , , » 
ángulos contenidos por ",s lados iguales. eríonces t ambién tienen l. ba5e iguall la base. el 
tr iángulo igual al tr iángulo. y ",s ángulos restantes igual.s a ",s ángulos restantes respectivamente. El""",';";""". I ll l ¡;¡¡ ~ 
a sabel aqueHos opuestos a "'s lados igual. s. (LAL). -""<1lIu. .ti..<io. 

A I!:!l Ree scribiendo en ", nQuaje actl all a 
Propo, ici ón L( ( Primer crrteno jo con~ruon,i. 
do triOnQulo s) 

1 .4 Si <105 la''''5 de ' "," i "((I/I~) Y el ;í¡ '1/I1Io 
COI np,e(((W<Io SOl ' respectill""Je'K. il/(("'.' 3 A 

;/ ' dos lados y el ;í¡ ,uulo comp ' e((~do de o" o 
"i"'''''IIo. e,Ko((ce. Io~ .ro~ " iirrll/lllo~ ~OI ' -CO((!IIOO,Kes. (LAL ¡. 

Hipót, si s 

Lo s triánQu los ... (ABe) ., ... (DEF ) " " ¡ ~ tales Que . AB · D E. A C · D F \' 
~ (BAC) . ~ (EDF) , , 

Tes is 
Demo st", qu e B C - EF , 

... (ABC) - ... (DEF). , 
~(ABC') - ~(DEF) , 

lu rO" i "" I ~(ACB) - ~(DFE) o 

I Demostració v 



 

 
En cada una de las proposiciones se cuenta además de lo anterior, con la idea de la demostración y el 
método a utilizar, como es el caso de esta Proposición I.16.  

 

En todo applet, como es el caso de esta Proposición I.21, los puntos rojos se pueden mover con el ratón 
y así tener distintas posiciones en la construcción, sin afectar el resultado.  
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l 16 En todo tr iángulo. si uno de los lados es prolongado, el ángulo 
« , , » 

exterior es mayor que cualquiera de los ángulos interiores y opuestos. 
E,~,;"",," l ll l i:!i Utl:o I <lo ~1IO! ; <Io1 .t:i<i.l> 

A ¡¡:!] Ree scribiend o la proposición l 16, en lenQuaje 
actua l 

~ 
1.16 En l odo triauUI~o. si lUlO de sus I,ldos ts §] p,ololluado. el ""III~O eKle,"o es mayo' q" e 
cada '.'0 de los ""ilirios i~e,"os y op'""STOS 
a el. 

a 
Hipótesi s Sea ABe un tri iÍnQu lo., sea B e el 

.~o 
lado prolonQad o al punto O 
Sea "t (AeD) un iÍnQu lo exte ri or 

Te si s 
Demostrar que el iÍnQu lo exterior 

"t (AeD) 
es ma.,or que cada uno de los iÍnQu los 

interio res ., opue stos a él, es de cir, 

"t (AeD ) > ..,r:(BAC) 
y"t (AeD) > "t (CBA) 

Demostración. llimpiar I 
o 

m Si s ..... e uno de los lados de .., tr iángulo, desde sus extremos. se constr ......... dos « , , 
" ' KlH que .. encue""., rIenIro cItI trlanguio, la. rKlas MÍ cOlllTruldal ... in 

me_es que loS dos lados restanles rIeI lt lánguto. pefO conlendrin .., rktguIo mayor . ".,.,.,s;",,,,,,,. I 1 I I 2!l ,; """ I <11 EIt;j; <la .til>!<t 

~"~ ~~. ' ''~'''"~ -- , - ~ ~~ ~"."~"""" 
denlro dellriangulo ,,(ABCj O ~ 

P2. ~ 

.~ 
Prolongamos el ladO BO nastl el punto E_ §] 

P3. 
Po, I~ PrQPOsj, ión I 20 sabem os Que en 
cualqule , trlángulo la suma de dOS de Sus e 
lad os es maro ' Que el restante , por lo tanto , "" el trlinQ ulo 8AE, te nemos que, 

BA + AE > BE ... (1) _ 

P' . 
Sumamos E e en cada lad O de (1), 

BA + AE + EC, > BE + EC .. . (2) 

~ 

P'. 
Po, lo tanto, BA + AC > BE + EC .. . (3 ) 1'·-1 " 
P6. 



 
En todo applet, como es el caso de esta Proposición I.25, después de desplegar la demostración paso a paso, 
tiene un botón de Limpiar , para poder reiniciar el proceso, o presionando la tecla R vuelve a su estado original  

 

 
Cuando en uno de los resultados se presentan distintos casos como es el de esta Proposición I.26, dando 
clic en cada uno de ellos, a la derecha se presenta el applet correspondiente. Aquí el Caso 1. 
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'" Si dos tr iángulos tienen los dos lados iguales a dos lados respectivamente. « , , » 
pero tienen la base mayor que la ba5e. entonces l ambién t endrán uno de los ángulos 
contenido por las rectas iguales mayor que el otro. E):""",; o; """. l ll ' i:!i , 11;!0 I <á ~\.,M ... ~ 

A !!'TI Ree scribiendo la propos ición l 25 , en '"nQuaj" 
"ctua l 

1.25 Si dos " i ;í"UI~OS lie ll" " dos !le los lados 0" 
"" ' MIO I especl",a",el ~e iguales a dos de los 
lados del 011 o, pe, o I~ base de ' "'O es "'ayo! 

'lile la del 011 o, el ~o"cn el á"!/I~o 
CO" IIII " " ,!ido pOI los lados igllales en '" 'O es 
"'''Y'>' que e l del 011 o. "-

Hipótesi s: Sean ABe ., DEF los dos tri <lnQu los o 
que ti enen los lad os AB, A C respee!",am" n!" 

~, 
¡Qua l", a los lado s DE , DF, esloes AB - DE ., 
AC - DF; 
pe ro Be > FE 

Tes is 
El iÍ nQu lo ~(BAC) es ma)'o r que el 

iÍnQu lo «EDF) 

Demostración. ILimpiar l E 

P1. v 

l 26 Si dos tr iángulos tienen dos ingulos iguales a dos ángulos respectilramente. y 
un I.do iQual a un lodo. a saber. el loodo arlvacente • los áraulos iIlJales o 8QUel ""e 
subtiende uno de los ángulos iguales. entonces t ambién t endrán los lados restantes 

iguales a los lados restantes y el ángulo rostant: igU;:.~.~";"'~~'~'~.~~:~'~. ~"~'~'~I.~~ __ :":-::'~':~::'~'~'~'~'~.~~':; t<:.~, ~.~,:~:,"; ds':'-'_""-, 
Roo scribioodo . en lenQua;' actua l la lf:.!J 
propo si ció1 l 26 ~",. r "lleno do ,o n ~ ruo1< i . 
dOIri;ngul )<) 

1.26 Si doo 11 i;ír 'lIlIlo s tien" n dos .ir 'I/I~OS de 
," " , e~pe<tivo>l , ,.,r~e iIIl ' '''''~ ~ ,Io~ .;.""",,~ 
de! 011 o y '" lado de '" 'O i, lI3I 3 IIn lado del 
Oli O. 3 s aoo, . e lla ·jo 3t1y""e, ~e 3 los 
';":Jl""~ iyo ,<>Ie~. Q ell~dQ OP''''~to ~ Io~ 

ár 'Jl~QS igr. ',lIes . erKoneeo los doo 11 i;ír 'l/Ijos 
So>l' eo>l ' \II .e, ~es. IALA). 

Demostración. 

Cao 1. Cli e Díl l i )'a l iiU demQiiltí! ejón 

Ili póteo io: Ceon ADC y DEF do, trión~u l o, 

talos que 

.,¡;: (ABC) - .,¡;: (DEF ) 

y ...:(BC.AJ - .,¡;:(EFD) re s pe ct~ame nt, . 

y suponQamos qu, B C - EF (l os lados 
r e , ~e ,li." rrl e flle i,u" le> . 'U fl "Uyoce flle>; 
lo, iÍnQu lo, iQua les) 

Te si s 

Caso l 

v 



Cuando en uno de los resultados se presentan distintos casos como es el de esta Proposición I.26, dando 
clic en cada uno de ellos, a la derecha se presenta el applet correspondiente. Aquí el Caso 2. 

 

Las Proposiciones 27 a 32, están relacionadas fundamentalmente con propiedades de las paralelas  y de 
la suma de los ángulos interiores de un triángulo. En particular la Proposición I.29 es la primera que no 
se cumple en la Geometría hiperbólica. 
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". Si dos tr iángulos tienen dos ángulos iguales a dos ángulos respectivamente. y 
un lado igual a un lado. a ~aber . errado adyaceme a lo~ á"gulo~ iguale~ o aquel que 

« , 
subtiende uno de los áng ulos iguales, entonces t ambién t endrán los lados restantes 

E'O<.'Ol ioi""". l ll ' i:!i , i ~o 1511 ~\&I ; <>II -iguales a los lados restantes y el ángulo restante igual al ángulo rest"nte. (ALA). 

Caso 2 . Clie para 'ft [ su demostraci Ón 

Hipótesi s: SuponQamos que 

..;;: (ABC) " --r.. (DEF ) 

)' -«BCA) " -<t.(EFD) , 

pe ro, que " li ado respecti)'amente ¡Qua l, " opue sto a los iÍnQu los que so n ¡Qua l" s, 
diQa mos AB " DE 

Te si s 
Los lado s restantes AC " DF ., 

BC " EF res pe e!",a m" n!e," 
~(BAC) " --r..(EDF) 

P1. 
Sabemos que 
~ (ABC) . -«. (DEF ) 

'!(BCA) " .i!(EFD) , 
.,que AO" DE 

Si B C no fue ra ¡Qua l a EF, entonce s uno de 
ell os es m")'o r que el otro 

Ubro I de los Elementos de Euclides 

Proposiciones 1.27 a 1.32 

P'r""""o±Ó!l 127 S< un. , oci ... c _ ._. 
d,,. ,oci .. hooo ......... 0 ... t ... n,,. InI ... """ 
10" ........ , . " , .... 01>00. t .... ,oci ...... ón 
p ............. , ... 

P'r""""oiÓ!l I ;¡¡ S< .... ,oci ... c _ ._. 
_ ,oci .. hooo ........... 0 . xt ... "" lO"" .. 
......... 0 InI ... "" ,,,,,,,,," o <lo< "'.roo lodo , o 
lo. do . ......... "" InI«nO' <lo< " .. roo lodo 
.u m .... do . ......... "" ,ocio" .... 01>00. , .. 

, oci ...... ón p ............. , ... 

P'r""""o±Ó!l l ;;' co,. , oci ... c _ ._._ 

,oci .. p ......... hooo lo . ......... "" .. t ... """ 
InI ... "". 10" ........ , • • i, " ......... 0 . xt ... "" 
lO"" ........... 0 InI ... "" , """,,"o <lo< "'.roo 
lodo , , l • .um. <lo lo. do . ......... "" InI ... "". 
<lo< ,,;'roo lodo 10"'" do . ......... "" ,ocio. 

Pr"""ljoiÓ!l 1 Jll Oo. ,oci .. p .......... ~. 
"' .m. , oci' , .on p ............. , ... 

P'r""""o±Ó!l U1 "buj ... ~. , oci. """ P'" 
por un p<rio dodo p ......... ~. ,oci. dod. 

Prw;¡ljoiÓ!l 1 a. En ", .. "", ... t ri ......... o , .. 
...., <lo "'" lodo ••• ",,, ,,,,,odo , .... 01>00 ... 

......... 0 . xt ... "" •• lO"" . 1 • • um. <lo ,,,,, do. 

~ I':D Caso 2 

- , , 

llimpiar l ro 

A r -:-__ " __ c::-::-_____ ~~:~:~rí~.~-:::.~~':':.:.~'~:'~"~':':II~.~"::.-------~ 
Proposiciones Zl . lZ 

l as pr "Pos i<lonn que pr ese n'MllOS e n es' e op ..... lo n • .obIeeen 
l • • eorí. de I. s p .. >lel. s y demue~" >1, QU<" l. s un,. de los órlOl~os 
in'er Ior e s de ,., "i;",g,,1o e~ igu., • dos órllJl~OS r e"'o~. 

Con, e s pe"'o de ,. p, opos i<;';n Lzt. e s import.,,,e me ne lon .. que 
n ,. p' ime, a que no ~e <l",,,,le e n l. ACometrÍll hiperb6k" En l. 
demost, ae;';n de esta p' "Pos i<;';n po, p' ime, a .ez opli<amos e l 
Postulodo S de l. yeometría eue~(~."a. E. de, •• I. s 21 
p' opos i<lones .merlo, e~ s on . ,dependie ,"e s del po~"~.do de 
I. s P" >lel. s y. po, lo ' ''''0. s e .e, ~i< .. " .,,,o e n ,. geometría 
eue~di."a eomo e n ,. geometría loba<he.~q"i.na. ' . mbién 
MMl,ad. yeomet' ía hipe, boli<a. 

Ot, a 1" opo~e;.;n in' e , es .. " e. n l. Ll 2. que al. mo: '"En eu>l(~lÍe , 
"i"'gt~o. l. s ,. " a de s us ór,gt~Q~ ."e, nos S,"" .. , 111'. 



 

Como en las páginas Web anteriores, se muestra la proposición con un lenguaje actual y se destaca la 
tesis a demostrar. También se cuenta con la demostración paso a paso. 

 

 
Además del applet interactivo que permite acompañar paso a paso a la demostración, en el marco 
izquierdo, se pueden accesar las proposiciones anteriores que se utilizan en la demostración., mediante 
los hipervínculos que se muestran en el marco derecho. 
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L21 Si una recta. al caer sobre dos rectas hace ángulos afternos internos 
iguales entre s i. entonces tales rectas s erán paralelas entre s i. 

Ree scribiendo la propos ició n l Zl en l"nQuaj" 
actua l 

i"'------------'"~=~·~~'~~~·~' :"~·:':':'-,'~":'~' ~.~'~W=; ""~'~"""''_ __ , 
I':D 

1.27 Si ,",a " "" """" sal a d"s I ~cMs 101 lila 
COII ~SMS á"!/I~oS aKe, IIOS iI ~el IIOS illllilles 
" mI e s i. elttollcn las I ectas SQ" pao alelas . 

Hipótesi s: Sea EF la transve rs al " las rectas 
A B ., CD tal Que form a los iÍnQu los alternos 

internos -i!(AEFh ~(EFD) ¡Qua l" s entre "'-

" 

~------~~-------' 

.«------------!'l"--------~'o 

/'"'~" -".~. 
ing(EFD) _ 67.060 

Te si s 
Demostrar que las recta s AB ., ce 

son pa ralelas 

Demostración. 

La demo strac ión la ha rem os por Reducc ión 
al ab surdo 

M rm amos que la recta AB es pa ralela a la 
recta ce 

1.1!I IIn~ r .d~ .. ~ .... r ~""r~ do~ r.M~. p,... .. ~I~. h"". "'~ ~noulo~ ",,~rno~ 
internos iguales entre sí, el ángulo extemo igual al ángulo interno y opuesto del 
mis,"" lacio, y la s""",, de los dos ángulos internos del miSlllO la~o igIJ'" a <los 
ángulos rectos, 

A I':D l o of01Mcién ele ' '"' r:fOPO>ición nctr,oe tres supon gam os lue 
pMe., ~ ' 1'10<>0 ele lo P¡opqjclln I .7 Y ,,. :lo> 

IT1l «.faH) > .r..(CHD:, 
nvo<". ele lo Pr""",dón L;6 
En lo -.,'¡roc>:'n ele , ,"o ¡yor><»ición , pe< prrne<' 
~ez "*'~ ~ """, ""º 5 todo, lo. ·tefi~_ IT1l ~oporicione, oriefiof ... or ~e, <le .. , "'-

Reesc ri bi. ndo la p ro pos ~ i 6 n L29 En lero;¡ uaj. . A 
octu al 

1.29 U" a , ,," '''''''' sal a dos , ectas P'" alelas , 
1"" "'. COlO i",,"~ ÓI ',,~O' oIIemos io~e",,,s • 
U""'tS elf' e s~ IN' . " !JI'O elltel ''0 "J"'" al 
Inelllo " 0 a<ly""el ~e del " Ms" 1O 1"'10, y lOs 
~OS iI ' !JI~oS ionel " OS del ",is" 1O 1",10 S""'''' , 
t 80' . 

Hipótesi s Sea EF l. transvers al a las ,"etas 
pa rale las AS ., eD 

Te si , 

« , , » 

E"" ,,,Ii".,,,,1 .Z I ~. "t<. 1<11 ~l&I i<ll, 

/ 
~ .' .. 

7 • O 

j 

-

Demostrar que los OOQUIO S al1ern o, Ilkn¡JW 1 .Jt.(ACfH: v «GliD) , on ieua le, . 

lue.1 iÍniu lo ,xlerro <:EGB) es v 

, 



 
Después de desplegar el applet interactivo que  acompaña paso a paso a la demostración y de poder 
acceder a proposiciones anteriores que se utilizan en la demostración, se puede dar clic en el botón 
Limpiar para poder reiniciar el proceso. 

 

Aquí las proposiciones de la I.33 a la I.48 del Libro I de Euclides, relacionadas con las propiedades de 
paralelogramos, triángulos y cuadrados, pero referidas a sus áreas.  
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LJ2 En cualquier tr iángulo. si uno de los lados es prolongado. emanees el 
ángulo externo es igual 11 la suma de los dos ángulos internos y opuestos. y la 

·~co·o~~o.o·o'o'o·o·o'"~","o·,·on~,o,ooo~'oOO~'O'0"O'"~"', :S igu;:';P:'·~OO".", •• <ct:.:.:.:...~~~~~~-",,~=::,~,~~::.:':':':.~':3;¡,-~.~"~.~I <Io'::~EW:':; do':.-"~~:'-~, 
11 Te si s . 1..!.....!.J 

Demo stra r que 
~(ACE) + --r..(ECD) - ..;;: (A CD) [fI] 

., que la suma de los iÍnQu los r,:;-;-] 

interno s de l Iri iÍnQu lo suman 180", ~ 
esto es , [§] 

-4: (A CB ) + -4:(BAC) + --t(AE) _ 180 ' 

Demostración. 

P1 . • 
ProlonQa mos " liado B e ha sta el pu nto O, 
con lo cua l tenemos el ánQu lo exte rn o 

-4:(ACD) 

P2. 
Por la PlOOllsi>illo I 31 podemo s dibujar la 
recta CE que pa sa po r e pa ralela a AB 

P, . 
Po r la Pro Dos IC,ón 129 co mo AB ., CE son 
pa ralelas, ,, AC es una transve rs al a ell as , 
tenemos que 

Ubro I ele lOS ElemfOlQ, de EuClide5 

v 

§] 
§] 
®J 

_o 

Proposlc lonn 1.33 ;¡ 1.48 r7-::-::"""-:"c:~_~ __ ~'"''::-:'~.~-:'':M:.~''':.:.:'~.:'''~_:~b~.::O~ ____ ~ __ 
... ,. __ k_n •• 

l'r<Ic:ooIj<jón laJ u"" .. ,_ .. _ ..-.,"" 
..... ""'" do ..-• • ,""" .. ,_ ......... , • 
... "", ",_<In, ",., .. _ .... ,"""" , _ ...... 
f>rqpo.lsjén ' 3f EtI ..... _ .... ogr ... .,.. 

, ... ,-.,'-~""-""" ' ....... ,' .... '-.0"'...,.' ....... 

.... da, 'M 'oo _ .... 09".""'" _ 
_.., __ o , ..... "'" ___ ,oonIonI_ on , ..... ..-_ ...... ,."" ' .......... , ... 
f'rs!pptjsj/¡p ' óIi ' OO _ .. 09" • ....,. _ 
•• .., __ o b.... '¡,.ooI.. Y _.., 
oonI"'_ on , .. "". __ ....... __ 

' ............. ... 
I'ro<:o!isj<ln '37 'O' .. ;~ ... _ ...... 
..,.,.. l ....... b ... , _ oonIonI_ on 
'" .... ..- _ ...... , _'¡,.ooI .......... 
f'r«,Qf¡'"én ' iliI e"" Iri~ __ -'" 

..,.,.. b .... ' ....... y ...... oonI ... _ ... , ............ _ ...... ,-' .......... , ... 
" d/¡P'3! Tri~oo., ....... _ _ .... __ A'~ ... __ ~. ___ "N ... __ v 

L o. ¡>I "p_I<I" .. e . '1". ¡>I eoeo,,"" .... en este op"Udo ti .... , de 
... ¡>I opte_o <le "' . ... _11''''''''' """'11'_ Y <u><l1_ • 
~;"ndo ' d .... "cI •• _ .... , • • '_i ...... do .. . ... 

r" l. p, op<>ei<iOn LJ4. E,,<li6u u • •• 1 .e.n>1I1O H.iru 
p .... eiOgr.ímk . -en 11_ de,. p .. "",~,. .... eiOgr ...... -••• t. pOo 

'" ime, ••• " ..... <ce en .. ... <>pO. i<;;;" LJl. 
... oc"'. _ .. que ,. p ....... ,. .. oIe .... ..,1O 'fue <. e .o<l. por 
E .. clid • • . 

e ..... l. P'op<>ei<lón LJ4 .. In .. '" . 1 ... _ de ...... delig< . ... 
. oct.ng"l .. u. 
En ... "'. de lo. e n.on<iodo. <le , • • ",<>pOoie i.,..,,, .. .., hol>'. <le 
,.. .. d .... <le ... ole ........... H. o ''\;I<NIdod <le tr~.H. o ...... 
pOI .. eiogr ...... lgu ... UIl II ilonguIoH ... c. El <"""."' .. delguoldod .. 
_ • • ~ • • ef ... n . ...... ¡ d."" .n.e.mlrlO. d" "' . ..... d. "'. 
ligur • • , . ........ q ... . . " \etICIon.on. 

Es impor'_e m e nc ion.orr _ ,. P,opooielOt' l 41 ." d Teo, e .... de 
....>go, ... y ..... <>pooi<;;;" L4I • • • , , ..... oco de, Teo< e.". de 

"óvor·.· 



 
Al igual que en páginas Web anteriores, se tienen las proposiciones anteriores, requeridas en la 
demostración y se cuenta con un applet interactivo que acompaña la demostración paso a paso.  

 

Al igual que en las páginas Web anteriores, se destaca la tesis a demostrar y se tienen accesibles las 
proposiciones anteriores, requeridas en la demostración. También se tiene la demostración formal paso a 
paso. 
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lJ4 En áreas paralelográmicas los lados y los ángulos opuestos son 
iguales entre sí, y el diámetro biseca las áreas, 

Demostración, A 

P1. 
Como AB es paralela a CO, " la recta BC es 
transversal a ellas, por la ProposiciÓn I 29 
tenem os que los iÍnQulos altemos 
¡{(ABC) ., ¡{(BCD) son iQuales entre sí 

Es decir, ¡{(ABC) - ¡{(BCD) 

P2. 
Nuevamente, como AC es paralela a BO, " 
BC es transversal a ellas, por la Proposición 
!.l!.\. tenem os que los iÍnQulos alternos 
¡{(ACB) ., ¡{(CBD) son iQuales entre sí 

Es decir, ¡{(ACB) - ¡{(CBD) 

P3. 
Por lo tanto, ", (ABe) ., ", (OCB) son dos 

triiÍnQul os que tienen los dos iÍnQulos 
¡{(ABC) ., ¡{(ACB) iQual.los dos 

iÍnQulos ¡{(B CD ) ., ¡{(CBD) , 
respeet",amente, " ellado BC colinda con los 
iÍnQulos iQuales ., es común. ambos 
Po> 1, P'n"" .... ''''' I O. 000 ;""0 ""O Ino 

v 

l36 Los paralelogramos que están sobre bases iguales y están 
contenidos en las mismas paralelas. son iguales entre sí 

,------rt' 

Re escribiendo la propo siciÓn l36 en 
lenQuaje actual 

"~Op01,-________________ -=e,~ .. ~.:.: .. ~:.:, :,:,~.:' :':'_'~"~':' ~'~'"~'~':'-=":.:''-____ -, 

1.36 Los P'" alelogr ",''os que lie"e" bas es 
iuuales y eSI"" cOltte"itlos e" las mis mas 
pm·alelas, lie"e" ár ea,. iguales . 

Hipótesis: Sean ABCO ., EFGH 
paraleloQramos cU"j"as bases BC ., F G son 
iQuales ., estiÍn contenidas en las mismas 
paralelas AH ., BG "'-

Tesis 
Demostrar que 

las áreas de los paraleloQramos 
ABCO ., EFGH son iQuales 

Demostración. 

P1 . 
Por el Postulado 1 podemos cons1ruir los 
se~men1os BE ., CH 

v 

A 



 
Al igual que en páginas Web anteriores, se destaca la tesis a demostrar y se tienen accesibles las 
proposiciones anteriores, requeridas en la demostración. También se tiene la demostración formal paso a 
paso y se puede limpiar para reiniciar el proceso. 
 

Aquí se puede apreciar el despliegue de una de las proposiciones requeridas para la demostración en una 
ventana flotante. No es necesario abandonar la página Web de lectura para recurrir a resultados 
anteriores. 
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LJ8 Los triángulos que están sobre bases iguales y están contenidos 
en las mismas paralelas. son iguales enU! si. 

Tesis 
Demostrar que 

el área del triánQulo ABC es 
iQual al área del triánQulo DEF 

Demostración. 

P1 . 
Por el Postu lado 2 podemos prolonQar AD 
en ~mbas direcciones hasta G., H 

P2. 
Por la Prooost\;jón 131 podemos dibujar B G 
por el punto B paralela a CA ., dibujar FH por 
el punto F paralela a DE 

P3. 
Entonces cada una de las fiQuras GB CA ., 
DEFH es un paraleloQramo . ., por la 
Propos ición I 36 el área del paraleloQramo 
GB CA es iQual al área del paraleloQramo 
DEFH. pues tienen bases iQuales. B C · EF . 
., están contenidos en las mismas paralelas 

"''' " ""U 

G 

v 

!A l SI ... pa-llelOgramolle",e la misma base que ... t riángulO, 
eslin cont~ en las mismas pa-_s. monees el paralelogramo 

G " 

'"-- --'" 

~ .. :v~~,~.~vU.~~ V" ~ . , _ , v.v~.v .... , .. "' _________ ~-::.~":-::=':n~.~'~.~._'~m::'~.::~:"~.:.~..,,~::... __ , 
ES C un bl'ngulo queUenen la misma base 
B C.y eSI~n contenidOS en las mismas 
parale la s B C yAE 

Tesis 
Demostrar que 

el área del paral elogram o AB CO es 
el doble del área deltriánQulo EBC 

Demostración. 

P1 . 
Pore l PQW'Qg 1 POdemOS uni r A 
construyendo la diag onal AC 

P2. 

, 
en las mismas para lelas B C y AE 

P3. 

" 

Pero el área del para lelogramo AB CO. por la 

'Iellet' 1.1 11 



 
Igualmente se puede apreciar el despliegue de una de las proposiciones requeridas para la demostración 
en una ventana flotante. Se tiene una demostración paso a paso y un applet interactivo que la acompaña. 

 

 
No podía faltar el Teorema de Pitágoras, para cuya demostración se requieren una buena cantidad de 
proposiciones y definiciones anteriores, que se tienen disponibles, sin tener que abandonar la página 
Web de estudio. 
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L4J En cualquier paralelogramo los complementos de los 
paralelogramos s~uados en torno al diámetro son iguales enlre sí. 

·~:;~~~ ____________ "=:"~'~.~"~'~' :33~':" :'~'~"~O~I ~~':"~;~~.~,""~~~ ____ -; 
Hipótesis: Sean AB CO un paraleloQramo," 
AC su diagonal, EH ., FG paralel og ram os 
alrededor de AC," sus complementos BK ., 

" 
Tesis 

Demostrar que 
el <Írea del complemento BK es igual 

al <Írea del complemento KD 

Demostración. 

P1 . 
Como AB CO es un paralelogramo,., AC es 
su diagonal, por la ProPQiijcjón I 3(, tenemos 
que el <Írea del triiÍngulo ABe es igual al 
<Írea del IriiÍnQulo ACD 

P2. 
Sabemos que EH es un paralelogramo., AK 
es su diaQonal," que FG es un 
paraleloQramo., KC es su diagonal 

v 

c~ 

~ PropoSIcIón I 34 MIcrosoft In! ~ '" ~ 

Proposición l J4 
EII l odo pao alelolJl amo los lados y los ""I/I~OS 
O~lIeSl0S 5011 iUtrilles, y la diauonal ,lMde el '" ea 
en dos panes iI/Ilales, 

LH En los 1Iiángulos lectángulos el cuadrado sable el lado opuesto al ángulo 
lecto es igual a la suma de los cuadrados sabl e los lados que complenden el 
ángulo l ecto, 

P1. 
Por la Prooo si<: iÓD I (6 podemos construir un 
cuadrado BOEC sob re BC," los cuadrados 
GB ~ HC sobre BA ., AC, respectr.a mente 

P2. 
Por la ProposiciÓn 1.31 podemos dibujar AL 
paralela a BO o CE por el punto A 

P3. 
Por el Postu lado 1 dibujamos AO ., FC 

P4. 
Sabemos que cada uno de los ánQulos 
¡{(BAC) ., ¡{(BAO) es recto, porla 

DeDniJ;jlÍtl l 22 
Lueoo, tenem os que la línea recta BA y en un 
punto A de ella, las dos recias AC ., AG no 
está n del mismo lado ., forman ánQulos 
ad','aeentes iQuales a dos ánQulos rectos 

P5. 
Por la ProoosiJ;jón 11( concluimos que CA 

"~'P,,'------'áng(B'fCF9Iür;'~"'~IXl'~H~'~"~':'~,~,~.:, =":.',~"~.:I do~'~"~; do~. __ ,,,"'--, 

~ 
~ G 

'3Ii ProposIcIón 114 MIcrosoft In! ~ - ~ 

Proposici6n L 1( 
D",1o 'MI se\ll'''''~o Y 'MIO ti<> sus p,uos, si dos 
segmel~os Iwa'Ka,!os a pan" del pnmo no esl"" 
del mismo lado del se\ll nento y fol n"", an!/l~os 

K 

adyacelttes iI/Ilales a dos I eClos, elKonces ambos I Limpiar I 

I~·;·:·:":·:":·:·:·:·:':·:' :~:':":·:":::·:· ________________ J--------------~==~~' 
está en línea recta con AG v 



 
Tampoco podía faltar el recíproco del Teorema de Pitágoras, para cuya demostración igualmente se 
requieren una buena cantidad de proposiciones y definiciones anteriores, que se tienen disponibles, sin 
tener que abandonar la página Web de estudio. 
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l 48 Si en un tr iániJUlo el cuadrado sobre uno de los lados es igual a la suma 
de los cuadrados sobre los dos lados restantes del tr iángulo, entonces el 

ángulo comprendido por los dos lados restante: del;:"p;'~;', ;"'''·· o;''· o;'':ct;''~= ___ --'':'~=:'~; o!~~~'~' :33:'~":''..:'~":':'~'~~~~; do':' '-"'~-, 
l.!.....!.J ,,"u"mos que 

Tesis 
Demostrar Que 

el iÍnQulo .{(BAC) es recto 

Demostración. 

P1. 
Po r la ProOilsjcjÓn 111 podemos dibujar 
desde el punto A , a recta AY en iÍnQulo recto 
a la recta AC 

área(oBC) = área(oBA) +área(oAC ) 

P2. 
y por la Prooos;e; ' " I 3 constru; 
¡Qual a BA 

l PropoSIcIón I 11 MIcrosoft In! ~ , ~ 

P, . 
Por el Postulado 1 unimos D e 
formando la recta DC 

P4. 

Proposición L11 
Dado '"' seumeltto y '"' pIno "" ¡'II""",~", a p",lil 
del plno ,a, sell",el~o pe, pe"(~CI~'" al dado. 

Como DA · AB , Entonces el <Írea del 
cuadrado sob re DA es ¡Qual al <Írea del v 

, 



Se proporciona bibliografía y referencias de Internet, todas ellas de gran utilidad para la elaboración de 
este trabajo y muy importantes para cualquiera que desee consultar las fuentes del tema. 
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http://aleph ' .e l .. ~ u.edurdjoyce~IYI!elemen!,!elemen!,.hIm! 

Softw .. e 
The Geo",ete r ', Sketehp.d. 
http://www,keyprell.oom" kelohplcll 



9.2 Imagen de la página Web Geometría Moderna 
En el marco del título se presenta la página Web con el título de este tema y a su 
derecha una navegación estándar (hipervínculos), que permite saltar a las páginas 
Web de los otros temas principales o ir a la página Web de Inicio. El marco izquierdo 
de esta página Web contiene su menú principal. En el marco derecho se da una 
breve presentación del contenido de la página Web Geometría Moderna. También se 
muestra el applet correspondiente a la construcción geométrica de la Circunferencia 
de los nueve puntos. Y se da una Nota aclaratoria. En su menú principal se enlistan 
los hipervínculos de los temas que aquí se desarrollan: 
• II.1 Introducción. 
• II.2 Congruencia de triángulos. 
• II.3 Área de triángulos 
• II.4 Teorema de Thales 
• II.5 Semejanza de triángulos 
• II.6 Puntos y rectas notables del triángulo 
• II.7 Geometría del triángulo 
• II.8 Cuadriláteros cíclicos y ángulos en la circunferencia 
• II.9 Algunas propiedades de las circunferencias 
• II.10 Teoremas selectos. 
• II.11 Bibliografía. 
 

En la barra de navegación, que está en el marco título, se puede ir a los otros temas principales o bien regresar a la página 
Web de Inicio. 
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Geometría Moderna 

!L.1 Introducción. 

!!.2. Congruenoia de tri ángulos . 

.lL1 Afea de un triángulo . 

!!..! Teocema de Thales . 

.!.lá Semejanza de triángulos . 

.!L2. Puntos y rectas notables del triángulo . 

!LI Geometría dellriángulo . 

M Cuadriláteros: cíclicos y ángulos en l a 
circunferencia. 

M Alguna propiedades de las circunferencias . 

!L.1Q. Teoremas selectos . 

!L.ll Bibliografía . 

Libro I de Euclides Notas históricas Inicio 

Geometría moderna 

En este al>artado l)odnlS consultar las dem ostraciones de algunos de 
los teoremas más relev.mtes de un ,nimar curso de geom etria 
moderna. El enunciado de cada teorema va aCOnll>anada por un al>I>let 
y I)er su dem ostración. Cada apl>let es interactivo y va most rando Ilor 
pasos el desarro llo de la demostración. Cadól lino de est os I>asos es 
explicado y argumentado. 

N3" 43 .714 

Te = 2(H3)::: 87.428 

Nota aclaratoria 

H es el ortocentro de c.ABC 
N es el circuncentro del 
triáng'Jlo medial 4137 

, 

Actualmente, en 1" enseíianza de la geometrí" e lem ental se da I)Or 
SUI)Uesto (IUe los alumnos están f amiliarizados con los COnCel)tos 
básicos de punto, recta, 1)lano, espacio, así com o con las relolciones 
elem entales entre ellos. Por ejemplo, se asume <Iue por dos In Jlltos 
I)asa cual<luier número de lineas. Pero, únicam ente una linea recta 
I)as a I)or e llos. v 



 

En esta introducción se proporcionan los conceptos que se considerar necesarios para iniciar un curso de 
Geometría Moderna.  

 

 
Aquí por ejemplo se ha seleccionado los conocimientos referentes a la bisectriz de un ángulo, el cuál 
cuenta con un applet para elegir distintos ángulos.  
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GeomelÓa Moderna 

11.1 Introducción 

lL.1.I. "ocI. 

lI...1.>i. ".,., 

lI...1.lI ;.,..po 

lL.1.I. ;.,..po. od~ •• 

l!..U ".ocIri, "" un ........... o 

lI...1.>i. ;.,..po. """,,"o. pe<" v ó<!¡co 

l1J..b. "ocI .. po<po<dOCO ..... , ........... o. 
,ocio. 

l!..1.i. ;.,..po. _,obt""o 

lI...1.i. ;.,..p"" oo~.,.--torio., 
"'4<.,.--t ... ¡"" 

l1J..I;. ;.,..p"" ¡ni";", •• • • xI";", .. . 
.. ,..,." • . o"" .. pondO ...... 

lI...1...ol "ocI .. p ......... , ........... "" 
oorr •• pondO ...... ¡"" .. .. 

lI...1.!l. Punlo.oo¡"" .... 

GeomelÓa Moceroa 

1 .1 _odu<,ión. 

son neen .. ios 

« <> >> 

11.1 Introducc ión. BisectrÍldl! unQJlo A r __________ :'~i t<~':' ~.~'~~:":i ""~.,~':'.~.~'~~'~"'~~ .. ~~_~~~ _________ _ 

ll..1.I. "oct. 
lL.1.I> 8o<;,.--to 

lL.1.I> ".", 

JI.1..iI "",,", o 

lIJ..I. "",,",o. od~ •• 

lL1! " .. elri, "" un ......... o 

lL.1.I> "",,", o. """,,"o. pe<" vó<!¡oo 

ll...1.tt "oct .. po<po<dcc< ..... ,¡".,.,uo. ,_o 

llJ...i. ,;...,,~ O. oo~orr ....... ¡ .. , .,",",. ,,_ ... , ~ 

1.1..1.1< ~o. ¡rt ... ¡", •• • • xI. ·¡ ", • • • 
" ' .. nos . ,"',..pondO ...... 

llJ..o:t "oct •• p ......... ' ......... 0. 
o~,_pon~ ...... ' ..... . . 

lL.1.I> r' ¡ ......... """ ocI ......... "".ooct ......... o • . 
obt"""",,,,, v 

l 1J Bisectriz de LIn áncIuIo. 
Si dos iÍnQu os adia,e n.,s S01 iQu ales . decimos que , 1 ra)"o 08 
hi,." , 1 " r<) llln coa )" , n A 11 1I ,m;¡mn< h i< . ,~¡'- ~. I :ln~ l '" 

ing(lOO) _ 29.0)' 

áng(EIOC) • 28.0] ' 

1 



 
Aquí por ejemplo se ha seleccionado los conocimientos referentes a los distintos tipos de triángulos 
según sus ángulos, el cuál cuenta con un applet para poderlos observar con mayor claridad. 

 

 
Entrando al tema de congruencia de triángulos se encuentran cuatro resultados al respecto y no falta en 
cada caso un applet interactivo que permite explorar distintas situaciones.  
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Geometóa Moderna 

11.1 Introducción. 
obtusMlgulos. 

Triángulos: rectángulos. acutángulos. Libro 1 dio E\lQM", Hct .. ';'1000" i:i..oi<> 

A~-~~~~-------;;-
llJ..b. "oct • • _ .,......oc< ..... , .......... 
,octo. 

lI...1.i. ;.,..po._,obtu.o 
lI...1.i. ;.,..po. co~.,.--t"';o., 
P.4<. ,.--t ... lo. 

lL.1.I;. ;.,..po. InI";", •• • • xI";",,,, . 

"'«nO'. co,.,..pondi .... '" 

lI...1.i. "oct .. p ..... .... 

l1J....t¡¡ "oct .. p ..... .... , .......... 

COff"'pondi .... '" 1"" .. ", 

.I!..1.n Punto. 00 1"" .... 

!LLo. Tri ;..,po. ,oct;..,po • • ooct;..,p o • • 
obtu.;..,po. 

!1J...o. Tri ........ o. oquO loit ..... . .. c"""" • • 
1.""00<,,, 

!.JL "ozoo dio p .... "oo dio <1> .. o,.--to poo" 
~_o 

.!!J..,J. O,,""" . .... ,. do. punto. O,,""". dio <1> punto . <1>. ,oct. 

GeometÓa Moderna 

11.2 Congruencia de t ri ángulos 

JU..,J. s .. ABe <1> tri ........ o. e< .-. lo. 
1-. AB , AC •• ooo",u"",, do. "I .......... 
...... Ioit ... o. ABC" , eA" , .... «>DO. B""," eC" 

!U.J> l . di """, .. Ae ""' p ..... .. oo,."'" 
AOCO lo dI,",dIo "" do. ' ri ;..,p .. 
~ .. 
!U.,s;. S .. ABe ,,", "1 ........ 0 1.6.00< •• . '" 
A3-Ae , A' .. .. punto modto dio Be , 
.... onoo. lo. , ri ........ .. ABA' , ACA' oon 

0«>7-'" 

!l.l.JI s .. ABe <1> ' , I;..,po 106.00<", , .. 

""" AB_AC .... «>DO. "ABe _ "ACB 

L 1.0 Trjjngu!os: rec1ángulos. acutingutos. obtusángulos. 

Los políQonos de tres lados ., tres vértic es son los tri anuu los Estos se 
clasifican depend iendo del tip o de sus ánQu los o bien de la 
co mpa raci ón de su s lados En términ os de sus iÍnQulos los 
clasificamos en 

A 

v triiÍngulo rectiÍnQulo . el que ti ene un iÍnQulo recto; 

L2 Congruenciol de tr iángulos. 

Dos tri ánQul os son conQruent.s si ti ooen sus lados., sus iÍnQulos 
correspondientes iQuales 

A o 

�A_----.' 

áng(BAC) - 5/1.704' áng(ABC) - 61.481 ' áng(AC8) - 61.815' 

áng(EDF) _ 5/1.704' áng(DEF) - 61.481 ' áng(DFE) - 61 .015' 

AIl - 118.296 

DE - 118.296 

8C - 112.178 

Ef - 112.178 

CA - 117.924 

fD - 117.924 

Primer cr ~erio de congr uencia de tr ióngutos . Proposición 1.( 

Dos triiÍnQul os que ti enen dos lados \' el iÍnQulo co mprend io entre ell os 
iQuales, son congru ente s 
A este criterio de co nQru encia se le lI,ma l .d~. n~ul~ l .do , ., lo denotamos 

v 

v 



 
Por ejemplo el resultado II.2.c. Como requiere de una proposición anterior, se tiene disponible para 
desplegarla en una ventana flotante, sin tener que abandonar la página Web de lectura.   

 

 
En esta sección II.3 se encuentran cuatro resultados relacionados con el área de un triángulo. Como en 
todos los casos se cuentan con applets interactivos que acompañan paso a paso la demostración. 
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L2.c Sea ABC un t' iángt.lo isósceles. Si AB - AC y A "es el punto 
medio de BC, ernonces los tr iángulos ABA ' y ACA' son congruentes. 

,~~::::::::_------~-~~~~'~~~~~~~'~':-:'::~'~--":~~-----, 
;~ Hipótesi s: Sea AB e un IniÍnQu lo isó sc eles 

tal que AB · AC ., A" es , 1 punto med io de 

" 
Te si s 

Demos!r" ' que 

"ABA' _ "ACA' 

Demo5lración. 

P1. 
Cu" , lr u;,,, u> AA Pu r lu 1" "lu, AAe> UfI 
lado común de los tri iÍ nQu los "ABA' ., 

.... ACA· 

) PropoSIcIón I 8 MIc rosoft I ~ ;;. ~ 

A 

8C - 219.51 1 

A8 - 243.0 

Ae - 243.0 

P2. 
Po r hipótesi s, tenemos qu 
AB - AC ., BA" · CA" 

~------------~, 

P3. 
Po r la PrQPQsitjón I 8 crit" 

Pr opos ición L8 CrMerio de congruencia l l l. 
Dos 1I¡"" lIlIlos COI '" es lados i9l''''''' . SOll 
COI 'IJI " elttes. 

LLL, los tri iÍnQu los "ABAI"~M~-----'----------' 
v 

GeQmetría Moderna 

11.3 Área de un t ri ángulo 

!U.J. El ..... "" .., "1 ........ 0 ,oct ........ o •• 1. LJ Área de oo t, iángu!o. 
rri ' od ""' p<odicto "" sus e .... os 

, 11>!:0 I <11 ~II<! ; "'" tl«u t:illÓ!ioll 

EII . sta palie i tt' olloci llos aI\/IHIOS , n lll1ados , . Ia<iollados 
~ E' ..... "" "' .. ""' ... tri ...... ' •• ,. COI' el áI ea de ,. ,,, i""\/Ido. PaI a defilli el áI ea d. '"," iáll!/l~O 
".;, .., "'" po"OÓJcio "" "' .. ""' .... '" . u. b .... IIeces ial llOS delill" Sil ,,11'. a. po< , ... b . c~,.opond<ont •• 0>.. ,. b ... 

000"_"" 

!Us. '" "". 'ri ...... o." ...-, un. " . m. 51 .. 1<1 ..... >neo. I. , ,,oo .... ,..us ........ 
lO"" . 1""00 "" , • • b .... _ •• I. v onl. A 
, ... 1<1. oomún ¡;.;j 
~ '" "".tri ...... o. " ...-, un. b ... lO"" 

~, 
.... """". 1. , ,,00 "" "'" .... . ... "", ... ,. 
, ,,00 ont,. , . . .. 1<1 . ........ ' .v"",~ .0>.. 
I. b ... 

~ 

lump;,.. 1 
o 

La . ~u r. de un Iri iÍ nQu lo AB e de s de el vértice A es la - -

-
I 

i i 

¡ 

v 



 
El primer resultado de esta sección referente al área de un triángulo rectángulo. Tiene su demostración 
paso a paso y un applet interactivo para acompañarla. 

 

 
El cuarto resultado de esta sección referente al área de dos triángulos que comparten la base. Se tienen a 
la mano teoremas anteriores que son necesarios para la demostración. 
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LJ.B El área de un tr iángulo rectángula es la mitad del producto de 
sus catetos. 

Hipótesis: Sea el triánQulo rectánQulo 
.,.ABC de catetos AB ., B C 

Tesis 
Demostrar que 

( ABC) = ~A~B~X~B~C 
2 

Demostración. 

P1 . 
A partir del triánQulo rectánQulo ABC 
construimos el rectánQulo AB CD. al trazar la 
DC paralela a AB ., DA paralela BC 

Entonces los triánQul os .,.CDA ., 
.,.ABe son conQ ruente s 

P2. 
El área del rectánQul o es el produ cto de sus 
lad os AB x BC 
Po r lo tanto. el área del triánQul o rectánQul o 

, . -~, AB x BC v 

LJ.d Si dos triángulos tienen una base igual entonces la razón de 
sus áreas es igual a la razón enrre las aft .. as que se levantan sobre la 
base igual. 

Hipótesis Sean ABC ., XYZ dos triánQulos 
con la misma base BC., altura ha " h, . 

respectr.-a mente 

Demostración. 

P1. 

Tesis 
Demostrar que 
(ABC) _ h. 

(XBC) h, 

El área del triánQul o ABC. por el Ill..il!:i.tlli 

JU.n. está dada por (ABC) _ BC · h. 
2 

P2. 
El área del triánQul o XYl. por el il.ll.wla 

!U.l!. está dada por (XBC) _ BC · h, 
2 

no v 

~ ______ -,'O 

1"-------4 " 

( ABC) = ~A~B~X~B.cC 
2 

A 

, 



El Teorema de Thales, que en realidad son dos y sus recíprocos. Es muy importante resaltar que a 
Thales de Mileto se le atribuye la primera demostración en Geometría. 

 

 
El primer teorema de Thales, incluye su demostración paso a paso, acompañada de un applet interactivo 
en donde se van observando los pasos de la demostración. Se pueden desplegar referencias necesarias.  
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GeomelÓa Moderna 

11.4 Teorem a de Tha les 

!L!J. Pri _ Tooo-. m. "".", .... 
Oodo .. "' ......... 0 ABC . .. "" O . E do. p<ri .. 
"" AB . AC , • • ~v.m«t • • , .... """ OE • • 

AB AC 
p ......... Be . orlo,." .. _ =_ 

~ 8 

!L!J> "ocipo"ooo ,,", "" _ Tooo-. m. "".", .... 
S< ",," , ri ......... o ABC , .. p<rio. O . E ,,'ón 
._. 'o. 'odo. AB . AC , • • pK<lv . m«t • • , .... 

AB A C 
""" . orl"""".OE • • p ......... 

" Jl.U;. ~o Tooo-. m. "" .", .. . . 
So"" , .. ,oct • • AO . BE . CF p .......... _ 

,oct • • "'n.v ......... . ó"" . 

orl"""". _ =_ 
BC EP 

!L!JI "ocipo"ooo ""' Sogundo TOOO".m. "" 
.", .... 

& DE 
S< _ = __ . _ "" , .. " • • , oct • • AO . BE 

BC EJi" 
o CF .on p ..... .... . orl"""". , .. " •• ,oct • • 
• onp ....... .. 

L4.. Pr imer Teor ema de Thales. 

1.( Teorema de Thales. 

Los resultad os que presentamos en esta parte son conoc ido s co mo 
Teorema de Thales 

La primera demo&riK:i6n en Qeometría se atriblJ'j"e tradici ona lmente a 
Thales. hacia el año 600 a. C 

En muchos libros de texto sobre historia de las matemiÍtieas, se le 
atriblJ'j"en cinc o teo remas de Qeometría elemental 

• Un círculo es bisecado por cua lqui er diámetro 
• Los iÍnQulos en la base de un triiÍnQul o is ósce les son i ~ua l es 
• Los ánQu lo s entre dos lín ea s rectas que se interseetan son 

iQuales 
• Dos tri ánQu los son conQruentes sí ti enen dos iÍnQu los., un lado 

iQual 
• Un iÍnQu lo inscrito en una semi circunferenc ia es recto 

Pe ro, en realidad, Se sabe m I!!" poco sob re la '!i da de Thales 

En el tr iángulo ABC. sean D y E puntos de AB Y AC respectivamente. 

t ales que DE es par alela a BC, enlonees ABi~-A;:.,;::~;, .~ _________ ~':':':":'~''::Th:'~,:,-,m,::~,:"~':"_'::O:'~_~~~ ____ , 
fi pótesis: Sea AB C el triiÍnQ lJ o., DE una I.!.....!.J 
"eta pa ral ela a la base BC ~ 

Demostración. 

P1 . 
c.bujam os BE 

P2. 

Tesis 
Demostrar qu e 

AB AC 

AD AE 

E1tonee s lo s tri ;nQu los ... ABE ., 
ti ,nen la misma altura desde , I , é 
seQún el Teorena 113.e la ralón d 

AB 

AD 

( ABE) 

( ADE ) 
.. . ( 1) 

~ 

) Teorema 11 3 c Mrcrosoft Inter ~ ¡; ~ 

Teorema L3.c 
Si dos tri" "U"los lie"." "'la misma aK,. a 
el~OlK:tS la l azó" ell1l e s" s át eas t S igual a la 
I az';', de las bases d",de se ""'ill tt" la aKI. a 

v 

áng(DKE) - 91.0' 

A 



 
Aquí el recíproco del primer teorema de Thales, incluye su demostración paso a paso, acompañada de 
un applet interactivo en donde se van observando los pasos de la demostración.  

 

 
Aquí el segundo teorema de Thales, incluye su demostración paso a paso, acompañada de un applet 
interactivo en donde se van observando los pasos de la demostración.  

 

 37

L4.b Reciproco del Primer Teorema de Thales. <c e >>> 
Si en el tri ángulo ABe, los puntos D y E están sobre los lados AB y AC 

respectivamente, talesque AB/AD_ACIAE .~nto;:;p;:;.:~:.:.~ •. :.:.:,,:.:,:,:. ____ ,:_:':":':'~Th:.:.:.~~:~::ril~_::'~~:::. __ ~ 
Hipótesis: Sean ABe el IriiÍnQulo dado, los l.!.....!.J 
puntos O ., E sob re los lados AB ., AC 

respectr.ame nte, tales que AB = A C 
AD AE 

Tesis 
Demostrar que 

DE es paralela a BC 

Demostración. 

La demostración la ha 
al Absurdo 

:lIi PropoSIcIón I 31 MIcrosoft Int ~~ ~ 

Pr oposición LJ 1 

P1 . 
Dibl~'" ,",a I ~cM qU" pasa pOI 'u, p,ntto d~do 
pao alela a ,o,a I eCla dada. 

SuponQamos que DE 

P2. 
Por l. ProooSl"ón 131 sea BC' la recta que 
pasa por B paralela a DE., suponQamos que 
BC' inters",!" a AC en C' 

L4.c Segundo Teorema de Thales. 

v 

Sean las rectas AD. BE Y CF paralelas y dos rectas tr ansversales a éstas, 

emanees AB/ Be _ DE/ EF, 

Hipólesis: Sean AD, BE ., CF las recias 
paralelas., dos recias Iran"ersales a éslas 

AB AG AG 
~- y - ~ 

A 

, 

IS-------l.' 

ED 
Tesis 

Demoslrar que BC GF GF FE 

Demostración, 

P1 . 

AB DE 

BC EF 

Sea AF olra Iran"ersal a las Ires recias 
dadas. Y sea G el punlo de inlersecci ón de 
AF con BE 

P2. 
Tenemos dos IriiÍnQulos "A CF ., "FAD 

P3. 
y el TeQ remíl ll . ji primer Teorema de 
Thales, afirma que 

AB = AG ., FG = FE si.,sólosi 

'-"""""" 
• 

v 



 
Aquí el recíproco del segundo teorema de Thales, incluye su demostración paso a paso, acompañada de 
un applet interactivo en donde se van observando los pasos de la demostración.  

 

 
El tema II.5 cuyos resultados tienen que ver con semejanza de triángulos. Todos cuentas con 
demostraciones paso a paso y applets interactivos para seguir los pasos de cada una de ellas. 
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L4.d Reciproco del Segundo Teorema de Thales. 

Si AB/ B e _ DE/ EF y dos de las t res rectas AD. BE o CF son paralelas. 

emonces las tr es rectas son paralelas. A "='P"" ____________ ~-::·:":·~·'::~~~·:·_'m'::~':"~.:"-::.::.~-'"~ __ , 
Hipótesis: SuponQamos que las rectas BE ., I.!.....!.J AB DE 

CF son paralelas ., que AB = DE ~ Be EF 
Be EF §] 

Tesis 
Demostrar que 

las tres rectas AD, BE ., CF 
son paralelas 

Demostración. 

P1. 
SuponQamos que BE ., CF son paralelas., 
que la otra recta AD satisface que 

AB DE 

Be EF 

P2. 
Sea G el punto de intersecci ón de AF con 

" 
P3. 

GeQmetría Moderna 

11.5 Semejanza de t ri ángulos 

~ Toc<o m. "" .. mojonn AAA 
,. """ t, ¡ ........ "" ti ",,*, sus ........ "" 
~'".~orl .. '(lO ''''', ""~ • .,~ , ....... 
oo'n...,.... ....... on "'''<''''''0''''.' , loo 
t ri ......... "".on .. moj ...... 

~ TOOO"om. "" .. mojonn CAl 

'" _ t'I ........ "" 'I .....,"". lodos 
oo'n...,.... ...... ",op«cio,,., •• ,,, ......... 0 

oo"V"""Oo .... ,. ó .. " ••• ¡OU" , """"''0 .. 1",, 
t ' l ......... o. oon .. moj ...... 

Ms. Toe<o m. "" .. moj onn III 
S< _ ,ri ........ o. ,l ...-."" lodo. 
oo'n.pondi ...... "'''<''''''''''''.', .... onoo. lo. 
"' ........ o. oon •• ""'j ...... 

¡ 

LS Semejanza de tr iángulos. 

Defmición. Diremos que dos triánQul os ",AB C ., 

", A' B' e son semojontes , si sus ánQulos respeet",os son 

iQuales ., sus lados hom61oQos son proporcionales 

A 

;;J" 
ing(ABC) - 73.575· áng(BC"') - 55.300· ABI"'"B· - 2.0 

ing("'"B·C1 - 73.575· áng(B·C ... ·) - 55.JOti· BC,e·C - 2.0 

"'o(C.I.8) - 51.119" áng(C"'"B") - 51.119" ... CI ... ·C - 2.0 

Es decir, dos triánQulos ",ABC ., ",A' B' e son semejantes si., 

I 

-

v 



 
El resultado II.5a, por ejemplo, aclara en un recuadro llamado tesis, lo que se pretende demostrar y se 
tienen disponibles resultados previos necesarios para la demostración. 

 

 
El resultado II.5b, por ejemplo, aclara en un recuadro llamado tesis, lo que se pretende demostrar y se 
tienen disponibles resultados previos necesarios para la demostración. 
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L5.. Teorema de semejanza AAA. 
Si dos tr iángulos tienen sus ángulos cor rupondienles iguales. enlonees sus 

lados cor respondientes son proporcionales y lo: tl ian;."",;,,,;, ;'"'C,"oo:.,:.:m:':j:~::':'~. ______ .':'~:i .,.:'~~':~~~ri~':-'::':nl::._-~:'__ __ , 
Hipótesis: Sean ABe ., DEF dos IriiÍnQulos I.!.....!.J 
tales que sus ánQulos correspondientes son 
iouales 

Tesis 
Demostrar que 

AS AC Be 

DE DF EF 

Demostración. 

Demostraremos que AS _ AC De 

DE DF 
manera similar se demuestra la otra 
iQualdad 

P1. 
Sean E"., F· dos puntos sobre AB ., AC 
respectr.ame nte, tales que 
AE'- DE Y AF'- DF 

P2. 
Por l. ProDQsK;iOOI. criterio de conQruencia v 

• . 5.b Teorema de nmej<>nze LAL. 
Si dos tr iángulos tienen dos lados cor lupondientes proporcionales y el ángulo 

A o 

.... -----.. " 
, 

comprendido . ntre ellos es igual. entonces los :ián:::
p

:,;' ",oo"" •• :m:.:j~:':':. ______ ~'':'~:i ''':'~~':~~~ri~,:-~:,~-::~ ___ , 
Hipótesis: Se.n ABC ., DEF dos triiÍnQul os l.!.....!.J 
tales que 

AB AC " 
- - - ~BA C _ ~EDF 
DE DF 

Tesis 
Demostrar que 

"ABC y "DEF 
son semejantes 

Demostracióll. 

P1 . 
Sean E· ., F · puntos sobre AB ., AC 
respectr.ame nte, tales que 
.A,E' - DO Y AF'- DF 

P2. 
Po r l. Pro oos ¡¡ón 1" criterio de conQruencia 

LAL, los trián¡ulos " AE F' Y "DEF son 

conQruentes 

p, 

A 

""------.... ' 

o 

;lng(EDF) - 44.55· 

ABOE - 2.0 

ACOF - 2.0 



 
El resultado II.5c, por ejemplo, se refiere a un tercer caso de semejanza de triángulos. Aclara en un 
recuadro llamado tesis, lo que se pretende demostrar y se tienen disponibles resultados previos.  

 

 
En este apartado se muestran una buena cantidad de resultados referentes a los puntos y rectas notables 
del triángulo. Como en todos los casos se tienen demostraciones formales paso a paso.  
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LS.c Teorema de semejanza LLl. 
Si dos tr iángulos tienen sus lados cor res , ondientes propor cionales. 

entonces los tr iángulos son semejantes. c~~ ____________ :':~:~i "",,:.:,,:~:~:~,:.~_::::::'::.:_:::. _____ -" 

A ¡g 
Hipótesis: Sean A B C ., DEF dos triiÍnQul)s 
Que satisfacen 

AB BC AC 

DE EF DF 

Tesis 
Demostrar Que 

"ABC y "DEF 
son semejantes 

D~,, ",~II ""iú" . 

P1 . 

(1) 

Sean E' y F ' los puntos en AB ., AC 
respeet,,"amente. tales Que 
AE'- DE y AF'- DF (2) 

P2. 
SustitlJ)"endo en (1) . DE ., DF por AE "., AF " 

respeet,,"amente. tenemos AB AC 
AE AF' 

GeometÓa Modern a 

, 
lo 

v 

11.6 Puntos y rectas notables del tri ángulo 

lI.Ji.I. l . m. 
El 'OOm«io """ <nO lo. pudo."'-oo "" 
"". 1_. "" ..." ri ......... o •• p ....... o .. ' ... eo< 

,_ ''''' loeQ' ud 1"" ... 1 ..... ' od "" ' " ,_ 

llJi.¡¡ l . m. 
eo, pudo P .... on l. "'-all , InI ... n. """" 
......... 0.; ,roo'; P .quü" , . "" 10. 1_. "'" 
.... 0 

llJI Toe<. m. 
l .. ",.oc!ri oo. InI ... n .. "" ..., lri ......... o . on 

l!Ji.I. l . m. 
eo, pudo P .... ..., l • ...-,,", "" "" 
'OOm«io AB '; ,roo'; ,. ~ .. """". "" P . 
o odo OA''"~ '' o •• 1. ";' TI' 

lLM Toe<. m. 
l .. "'-"ri oo. "" 10. 1_. "" ..." ri ......... o 
oon=, ...... 
llJi.¡¡ Toe<. m. 
l .... "" .. "" ..." ri ......... o'"""=, ...... 

!ll.b. Toe<. m. 

-

A 

ABOE - 2.0 

"'------~" 
BC'u - 2.0 

ACOF - 2.0 

li bro I do E,,", I<I .. Hct .. 1" '00011 .t:i.<io. 

•. 6 Puntos y rectas notables del triángollo 
En n te "" .. t."" p' nent .. ".,s ""s te.".m ........ mue . tI .. , l • • 
, e l.o<i<>n.,. que existen .,ntl ., lo. p,.lto. Y l • • , ea • • ,""""'le. del 
ti ¡"'l/ulo. 

bisectr ices 

o bisectrices 



 
Este resultado II.6.b por ejemplo, sobre las medianas de un triángulo, al igual que en todos los casos, 
tiene un applet interactivo para seguir la demostración paso a paso. Así también se tienen disponibles 
resultados previos necesarios. 

 

 
Este resultado II.6.d por ejemplo, sobre las bisectrices internas de un triángulo, al igual que en todos los 
casos, tiene un botón de limpiar para poder seguir nuevamente el proceso de la demostración. Siempre 
se destaca la tesis a demostrar. 
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1.6b Teorema. 
l as medianas de un tr iángulo son concurr entes. 

Hipótesis: Sean el triiÍnQulo ABC \·Ios 
puntos medios A· . B ·)" C· de los I,dos BC. 
AC )" AB respectr.-ame nte 

Tesis 
Demostrar que 

AA· . BB· . )" CC· 
son concurrentes 

Demostración. 

P1. 
Construim os dos de las tres medi,nas. BB· 
)" CC· que se intersectan en el purto G 

P2. 
Sean l )" M los puntos medios de GB )" GC 

P3. 
Por el Lem a H . 6 . ~ tenem os que C B · )" LM 
son paralelos a BC, 

)" C' B,_ BC y LM _ BC 

2 2 

L6.d Teorema. 

v 

A 

" 

M 

, 

l as I8eclrices internas de un tr iángulo son concur ;":·: ·; ·:· ________ ,-='~w~':.~'~'~N~II~m':~~~'~.:_~:.~-':~~ ___ , 
A !fII Hip c'tesis: Sean el triiÍnQulo ABC )" las 

bise,triees internas b • . b, y b, de los 

iÍnQulos en A, B )" C respeetr.-a rnente 

T.,;, 
Demostrar que 

b • . b, y b, 
son concurrentes 

Demostración. 

P1. 
Sea I el punto de intersecci ón de las 
bise,trices b, y b, 

P2. 
Sean X, Y)"Z los pies de las 
perpendiculares de I sobre los lados BC, 
CA, I AB respeetr.-arnente 

P3. 
Po r ,1 Lema H c al estar I en la bisectriz b, ' v 

I!'!l 
~ 
~ 

, 

A 

, 



 
Este resultado II.6.g por ejemplo, sobre las alturas de un triángulo, al igual que en todos los casos, tiene 
una demostración paso a paso que se puede acompañar por un applet interactivo, para entender mejor 
cada uno de los pasos dados. 

 

 
Este resultado II.6.h por ejemplo, con relaciones numéricas interesantes en un triángulo, al igual que en 
todos los casos, tiene una demostración paso a paso que se puede acompañar por un applet interactivo, 
para entender mejor cada uno de los pasos dados. Además tiene disponibles referencias necesarias. 
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1.6.g Teorema. 
Las aft .. as de un tr iángulo son conc .. rentes. 

Hipótesis: Sean el triánQulo AB C ., de los 
lados B C. CA ., BA respectr.-amente 

Tesis 
Demostrar que 

las alturas del .. ABe 

son concurrentes 

Demostración. 

P1. 
Trazam os por cada vértice A. B. C del 
triiÍnQulo AB C. la recta paralela aliado 
opuesto de tal vértice 

P2. 
Estas rectas paralelas forman un triiÍnQulo 
A ' B ' C' 

P3. 
También tenemos formado el paraleloQramo 
ABCB . 

p, 

.... h Lema. 

v 

Sn ABe ... triMgulo. su.. H Su ortoc .... ro. O SU dreuncenlro J A' . 1 

! 

punto _ delladCI oc.entonces AH = 211." O . ~~~ ___ ______ -=_:,:~.~,~~~.:':_~:~~ri~.:~~~~~_~~~ ___ ~ 
A ~ Hipótesis Sean el lrliingulo ABC , H su 

orto centro. O su clrcuncentro y A ' el punto 
mediO del ladO B C 

P1 . 

Tnll 
Demostrar Que 
AH _ 2 A·O · 

T,"z~mO$I~ $ . Ituras AD y BE 
Por al T,ruma l16 g nbemos Que $1 

Intersectan en el Moc.ntro H. 

P2. 
Trazamos In medi~lrIces OA y OB 
Por al TeO/om, l1 &1 sabemos ~ue se 
Intersectan en el clrcuncentl"o O 

P3. 
y unimos A 'con B ' Por lo tanto. tenemos los 
trlán gulOI ABH y A BO 

~ 
~ 
1P4 [ AS - 2A'B' 

§] 

, 

v 



 
Este apartado sobre la Geometría del triángulo, contiene varias relaciones que se pueden tipificar como 
sorprendentes y en todos los casos se cuentan con applets interactivos para acompañar a las 
demostraciones formales paso a paso.  

 

 
En esta introducción se establecen las definiciones de los objetos con los que se va a trabajar de manera 
importante: el triángulo medial y el triángulo órtico. Se ilustran además con un applet interactivo, cuyo 
objetivo es poder explorar distintas situaciones para poder obtener una mejor comprensión. 
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GeometÓa Modema 

11.7 Geo metría de l t riáng ulo , 11>!:0 1 <lo ~1I<! 1 <Io1 tl«u tillÓ!ioll -
A L1 Geometría del triángulo 

lLI.1 rt,_oo En e s t e .., .. t ado <on.,<er';s o., ias de las s o, p' e ndentes , e la<ione s 
que existen e n los tri'ngt~os. "'Igt.'os de los t eo, e mas y s ns 

~ "oct. "" E" _ demost, acione s que p' e s e ntamos .qu¡ s on: la , ecta de ElIIe, . la 
El «Iooorl,o . o< oorl,,""" ,o< ",~" "" cir <,.lIe, e ne ia de lo. nueoe p,."os . t eo, e ma de Ceoa. t eo, e ma de 
<I> ,ri ......... o 000 00 1"" .... Me ne lao. t eQ' e ma de la bis ectriz. t e o, e ma de Pappus . t eo, e ma de 
Momó • • o< oorl,""" "'vi"" l. "'.tanci . "'" Des .. {/Ues . e ," , e "', os . «Iooorl,," ",~,o"" l. ,",00 2" 

l!.I.I> Tooo-.m. "' .. • .. 0.011 
Eltri ......... o~ .. A'B'e' ,o< " ' ......... 0 ABe - oe _2("''') ' 01 ,022 
.on •• ""'j ont •• • on ,",00 2" 
En p.rn"' ... . o< "'e<r<odto "'" "' ......... 0 ." ~ .... 1. mO'''' "'" "'e<r<odt o "'" 
"' ......... 0 ABe 

/ ~' lI..I.<i. l . ",,,,,,, .. <Oci. "" ,,,,, noov . punto. 

l"" "' •• "" 1 .. ".. "!<l •• "" <1> , ri ......... o < ' .4\/ e 
ABe . ,,,,, punto. ~"" "" 10.".. 1""'. , 1"" 
punto. ","",o. "" ,,,,, '00",",",,0. """ van "" 
lo. v Ó<tloo." «Iooorl,o . • .tan on <1>. 

I~ ",,,,,,, .. <Oci. "" ,odto 1112 ,. . _" •• o< 
"'c<.r<odt o "'" ,ri ......... o ABe 

lLL<I Tooo-. m. "" c . v . 
S< "" <1> ,ri ......... o ABe •• 'oman punto. O. " O' es el e r C\Jnee nt ~~ - ~ ~ 
,._. 1"" ,''''', Be. AC , AB . triángu lo med lal .. A 'B 'C' ,..o-ct'v.",","" • • , .... """ 1 .. ,oct •• AO . " O es el eireuneent ro de ltri ánQu lo .. ABCF ' e'ooo=' ...... . 

m " n 
~~. -- - _= t 

De u n . ,. ".,-;~~ ""' T~_~ "" c_v • " 

Geometría del tdáoaulo 

11.7 .1 Introducc ión , i tol:~ I ili t:I.I!;j iili;¡¡ !!;3;¡:¡¡ ti lilw ~;¡:¡¡ "'" 
LT.1 1ntr-.eelón. 

~ Tri ......... o~ .. En est e .., .. t ado p' n e nt..",os las definicion.,. del tri';'lglrlo m.,di.ol y 

~ Tri ......... o M ico 
del tri';'lgl~o " ltico. l os t eor e mas que estudi., e mos e n esta s e«;';", 
ha<.,n us o de das . 

e 
e 

V r;J( 
V 

"A' B 'C+ es e l tri ángu ll med ia l de l .. ABC 
"DEF e" ~ e l triángu lo órheo de l .. ABC, ro 



 
Un resultado bastante importante llamado la Recta de Euler se demuestra de manera formal paso a paso 
y se acompaña de un applet interactivo para ir comprendiendo de mejor manera todos y cada uno de los 
pasos. Se pueden desplegar resultados anteriores, necesarios en esta demostración. 

 

 
Otro Teorema importante llamado la Circunferencia de los nueve puntos, se destaca la tesis a demostrar 
como en todos los demás resultados en este trabajo y se demuestra de manera formal paso a paso. En 
este y otros, se puede apreciar mejor la importancia del applet interactivo que acompaña a la 
demostración. 
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Ll .• Recia de Euler . 
El ortocerRr o. el cerRr oide y el c ir cuncetro son colineales. 
Además, el cenlroide <INicie la distancia del ortocentro al cir cuncenlr O 

en la ,azón 2:1. A """"P",-___________ ~~':~~":r;~'"":':o_~~;~':~ri:.~-":':':":.~-":~~----, 
Hipótes is: Sea el Iri iÍnQu lo AB e I.!.....!.J 

Tes is 
Demo strar que 

el ortoc"n!ro , el ,"ntroide ., el 
circunc entro so n ,o li nea les 

La recta donde se en cu entran estos pu ntos 
se conoce como la Recta de Eu ler 

Demostración. 

P1 . 
Po r el Teo rema 11 6 ~ tracemos las med iana s 
AA' ., BB ' pa ra loca liza r el c"ntroide G 

P2. 
Po r el Teorem a 11 6 a tracemos las alturas 
AD ., BE pa ra loca liza r el ortoc"n!ro H 

P3. 
Por el Teo rema 11 6 f tracemos las 
med ial ,ic " s A ' O ., B ' O, pa ra loca liza r el 

L7.c La cir cunferencia de los nueve pUIIIOS. 

v 

~ 
~ 
IT'3J 

l os pies de las tres "" .. as de un tr iángulo ABC, los puntos medios de sus tr es lados 
y los puntos medios de los segmentos que van de los "";r1ices al ortocentro, están 
en una cir cunterencia de radio (112)R. donde R es el cir cunrarlio riel triángulo ABe, 

Hipótesi s: Sean el tri ánQu lo A B C , su 
orto,e ntro H ., su eircunc entro O 
Sean los pu ntos O, E, F los pies de sus 
alturas, los pu ntos A' , B ' , C ' los pu ntos 

med ios de sus lados , ,, los pu ntos K , L, M 
los pu ntos med ios de los seQmentos que .,an 
de los .,értic es al omee ntro H 
y sean el tri ánQu lo med ial A ' B "C , su 

eircunce ntro N, " su ortoee ntro O 

Te si s 
De rr ostrar que 

los pu ntos O, E,F, A ' , B ' , C , K , L .,M 
están en una circu nfe renei. 

Demostración. 

P1 . 
Los pu ntos K , L ., M so n los pu ntos med ios 
de los seQ mento, AH , BH ., CH 

P2. 
Po r 011 em¡¡ U 6 ¡¡ , In< ,0Qmonto< C "B " ., LM v 
O"" "''' '" '"0' ' ,,"" " ,. ,, "" ,""o",, " 

.' 

o 

•• 

• 

.' 
• , 

" ." . .' . 0 

O 

.' . M 

, 



 
Otro resultado importante llamado el Teorema de Ceva, que establece una relación numérica muy 
importante, también se va demostrando de manera formal paso a paso y como en todos los demás 
resultados se tiene un applet interactivo que acompaña a la demostración. 

 

 
Otro resultado bastante importante llamado el Teorema de Menelao, que establece otra relación 
numérica muy importante, también se va demostrando de manera formal paso a paso. Entre más 
compleja resulta una demostración, más se aprecia la importancia del applet interactivo que la 
acompaña. 
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L7.d Teorema de Ceva. 
Si en un tr iángulo ABC se toman los puntos D. E Y F sobre los lados BC, AC y AB 
respectivamente. t ales que las rectas AD. BE Y CF son conc .. rentes. entonces 

BDCEAF = I 

DC EA FB 

Hipótesis: Sean el triiÍnQulo AB C . los puntos 
D. E ., F sobre los lados B C. A C ., AB . 
respeetr.-a mente vtales que las rectas AD. 
BE ., CF concurren en el punto O 

Tesis 
Demostrar que 

BD CEAF _
1 

DC EA FB 

Demostración. 

P1 . 
Trazamos la recta k que pasa por A paralela 
a B C. Sean R., S los puntos de intersecci ón 
de CF ., B E con k , respeetr.-a mente 

P2. 
Por el Crttedo de seme jí!DZa M los 
triiÍnQulos FAR V FBC son semejantes 

Por lo tanto, AF AR (1) 

1.7.1 Teorema de Menelao. 

v 

Si una recta intersecta los lados BC. CA y AB (o sus prolongaciones) de un 
tr iángulo ABC en los puntos l , M Y N respectivamenle. entonces 

ANBLCM = _I . 

NB LC M4 

Hipótesis: Sea el triiÍnQul o AB C ., los puntos 
L, M V N son las intersecciones de una recta 
con los lados B C, CA ., AB , respeetr.-amente 

Tesis 
Demostrar que 

ANBL , CM - - 1 
NB LC MA 

Demostración. 

P1 . 
Sean AP , BO ., CR las perpendiculares 
desde A, B ., C, respeetr.-ame nte, a la recta 
donde se encuentran l, M ., N 

P2. 
Por el Craeno de seme j ~nza M los 
triiÍnQulos reetánQul os APN., BON son 
semejantes 

AN AP v 

/ 
M 



 
Otro resultado bastante importante llamado el Teorema de Pappus, que establece otra relación de 
colinealidad, al igual que en todo este trabajo, se demuestra de manera formal paso a paso y también se 
hace acompañar de un applet interactivo para ir entendiendo mejor cada uno de los pasos a seguir. Se 
cuenta además con un botón de Limpiar para poder repetir el proceso cuantas veces se requiera. 

 

 
Otro resultado bastante importante llamado el Teorema de Desargues, que establece otra relación de 
colinealidad, al igual que en todo este trabajo, se demuestra de manera formal paso a paso y también se 
hace acompañar de un applet interactivo para ir entendiendo mejor cada uno de los pasos a seguir. Se 
cuenta además con conceptos previos, necesarios en la demostración. 
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L7J Teorema de Pappus. 
Si A. C. E son tr es puntos en .. ,a recta. B. D. F son tr es puntos en otra recta y si 
las rectas AB. CD. EF intersectan a las rectas DE, FA Y BC respectivamente. 
entonces los tr es puntos de intersección L. M Y N son colineales. 

Hipótesis: Sean A . C. E tres puntos en una 
recta. Sean B , D, F tres puntos en otra recta 
y sean L, M ., N los puntos de intersección 
de las rectas AB con DE, CD con FA, " EF 
con B C, respeetr.-a mente 

Tesis 
Demostrar Que 

L, M ., N son colineales 

Demostración. 

P1. 
La manera en Que se ha dispuesto los tres 
puntos sobre una recta ., los otros tres sobre 
la otra recta es totalmente aleatorio. Lo único 
Que debemos cuidar es cómo formar con 
estos seis puntos un heXiÍQono 

_A-".:-"B r Ji" , 

L7~ Teorema de Desargues. 

, 

v 

> 

Si dos tr iángulos están en perspectiva desde un punto y si sus pares de lados 
cor respondientes se intersectan. entonces los tr es puntos de intersección son 
colineales. Es decir , los tr iángulos están en per spectiva desde la recta que 
contiene los pwllos de intersección. 

Hipótesis: Los triánQulos POR ., P'O'R' 
están en persp eetr.-a desde el punto O, ., sus 
pares de lados correspondientes se 
inters ectan en D, E, " F, respeetr.-a mente 

Tesis 
Demostrar Que 

D, E ., F son eolineales 

Demostración. 

P1 . 
Los triánQulos POR ., P'O'R' están en 
pe rspeclto desde el punto O,., el par de 
I~dos OR ., O' R ' se intersect~n en el punto 
D, el par de lados RP ., R'P ' se interseetan 
en E ., el par de lados OP ., Q'P ' se 
interseetan en F 

P2. 
Los puntos D, R· ., O· están sobre una recta 
Que corta los lados del triánQul o OOR. v 

P1 

. 0 

E p 

, 

O' 

. 0 

R 

o 



 
El teorema recíproco del Teorema de Desargues, que establece la perspectiva de triángulos a partir de la 
colinealidad de ciertos puntos, al igual que en todo este trabajo, se demuestra de manera formal paso a 
paso y también se hace acompañar de un applet interactivo para ir entendiendo mejor cada uno de los 
pasos. 

 

 
Este apartado cuenta con una serie de resultados sobre cuadriláteros llamados cíclicos y sobre ángulos 
en la circunferencia. Aquí se presentan teoremas bastante importantes en la Geometría Moderna, como 
el Teorema de Ptolomeo, el Teorema de la línea de Simson y algunas proposiciones del libro III de 
Euclides. Como en todo el trabajo se realizan las demostraciones formales paso a paso. 
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L7.k Reciproco del Teorema de Desargues. 
Si dos tr iángulos están en perspectiva desde una recta. entonces las rectas que 
unen dos pares de "";nices corr esponrliemes son conc .. remes. Es decir . los 
tr iángulos están en perspectiva desde el pUnlO de intersección de estas rectas. 

Hipótesi s: Los triánQulos POR ., P'O'R ' 
están en perspeetr.-a desde una recta. es 
decir. sus pares de lados corresp ondientes 
se interseetan en tres puntos que son 
colineales 
Sea D el punto de intersección de las rectas 
OR ., O'R'. 
E el punto de intersección de las rectas RP ., ,. 
., F el punto de intersección de las rectas PO 
., P'O' 

Tesi s 
Dem ostrar que 

los triánQul os POR ., P'O'R' están 
en perspeetr.-a desde un punto O 

Demostración. 

P1 . 
Sabem os que los triánQulos POR ., P'O'R' 
están en pe rspeclto desde una reela ., los 
puntos D. E ., F son eolineales 

GeQmetÓa MQderna 

P1 

~ 

Q 

~~-'::"''!c----7'' 

v 

11.8 Cuadrilateros c íc licos y angulos en la c ircunferenc ia 
libro I "" Ey<MII ...... t"lslrio" b.<i.lI. 

.I!&J. P'<>pOsici"" 111. 1 
E~, ..... oorl. o "" .., ci,ooo dado 

J1.iJ> P'oposlci"" 111.10 
S< .., ......... 0 In.c,110 y,.., ......... 0 oorl," 
...,..,,,,-, .. "''''''' "'00 . orlone ............. o 
oorl' ...... 00«. do< ......... o In.eril0 

"''''''' ... 00.'''' ''''' .... 
lI.Ji.oI TOOO". m. 
S< A Y e ."" do. p.rio. 'j .. ocho un. 
ci,ccrl ... O<ri • . P .... cu .. . . ,... .... do. porto. 
" y B" "" ,. ci",rl ... O<ri • •• " ..... """ ,,,,, 

......... 0 • ..:ABe y..:AB ' e ."" ''''' .... o 
oon.up.",","".,.; .. 

~ TOOO". m. 
So,," A Y e do. porto. llj .. El conj""o. "" 

porto." """ "".-~. """ ......... 0 ..:ABe •• 
con" ..... , con". "" do . ... ooo "" 
ci,ccrl ... O<ri. do< "' '''''' , odio 

ll.iJ. TOOO". m. 
So,," Ay e do. p.rio.llj o. El conj ""o. "" 

porto." """ "".-~. """ ......... 0 ..:ABe •• 
, octo , .' un. ci"" ....... O<ri. "" ""mot,o Ae 

-

v 

1.8 Cuarlrláteros cíclicos, ángulos en la circunferencia 

En este .. , .. 'ado eo·noee,:Os ... ¡as de los rn "Kados m:Os in",,,,,, .. ,,n 
oeer e~ de euarlr ~"er os eiclieo. y 'n!/l~os en la elr «.lfe, ene ja . 
AI!/l"'O>s de lo. ' e o, emos y s us demo s" ""Ione . que p' e s e ,"amos 
oq"i s on: el 'eo, emo de Ptolomeo. la lineo de Sin.~on y "!/l.'o~ 
p' opo s iclonn del Lib, o IH de Eu, ~des. e,", e ot, o • . 

r~ 
~v 

Lo re cto d. Simson 



 
En esta sección II.8.1 se establecen las definiciones necesarias para el desarrollo de todos los teoremas o 
resultados en este apartado. Se incluyen además applets interactivos para poder explorar distintas 
situaciones y así propiciar una mejor comprensión de ellas.  

 

 
Aquí la proposición III. 20 del Libro III de los Elementos de Euclides, que relaciona al ángulo inscrito 
con el ángulo central. Se tiene como en los demás resultados la demostración paso a paso, un applet 
interactivo que la acompaña y un botón de limpiar para repetir el proceso cuantas veces se requiera.   
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CuaddláterQs cíclicos y ánaulos en la circunferencia 

11.8 .1 Introducción 

M.J1 P"' " ......... ""'""'OO;"" ....... "V. 
P'" '-<'o ci ,,,,,, ... ooci. 

1.8.b Pr oposición 11.20 

1.1.11ntr-.eeión. 
En n t e .., .. t.do 1>1 e s e nt..." os I~s defini<iones de eu.do ~"er o <Í<~eo 
y de los dis tintos ór'!Il~OS que s e tr >b'¡ .. , e n l. eir «.lfe r e ne i •. Los 
t e or em.s que pr e s e nt..." os e n es<. s e«i';'n h""en us o de el.s . 

¡,,(u .... ) . "" .<>&>· 

¡ , ¡¡(lO " ) ' ",, ¡¡(LN " ) ' 73.000 · 

Si un ángulo inscr~o y un ángulo central subtienden el mismo arco. entonces el 
ángulo central es el doble del ángulo inscr~o. 

Este teo rema es la Pr oposic¡¿'" 111.20 del 
Lib, o 111 de E"d des 

Hip ótesi s: Sean A B e un círcu lo, el iÍ nQul o 
ce ntral ..;;: (BEC) , el iÍ nQul o inscrito 

~ (BAC) , ., amb os iÍ nQul os subti enden el 

mism o arc o de circunferenci a Be 

Te si s 
Demostrar Que 

..;;: (BEC) = 2~ (BAC) 

Demostración. 

Sup onQa mos qu e el ce ntro E del círcul o estiÍ 
en el interi or de l iÍn Qul o inscrito ..;;: (BAC) 

P1. 
Unimos A con E, " pro lonQ amos este 
seQm ento hasta el punto F 

D O v 



 
Aquí un teorema sobre circunferencias a partir de dos puntos fijos. Se destaca la tesis a demostrar y se 
establece el método de reducción al absurdo para realizar la demostración. Como en todos los casos se 
hace la demostración formal paso a paso.   

 

 
Aquí el teorema de Ptolomeo que relaciona las diagonales con sus lados opuestos en un cuadrilátero 
convexo cíclico. Se destaca la tesis a demostrar, se demuestra formalmente paso a paso y se acompaña 
de un applet interactivo para ir visualizando cada paso de la demostración. Con la tecla R, se regresa a la 
situación original. 
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u.. T_ema. 
s.an 'w e dos ..... o5 ~ El c ....... O ........... 8 _ cum¡ple _ el iIngooto 

..... BcHconsn •• e.c_ .... dos.C" ... CilCunl:.:_~· .. ~:~:·:::.:_:·~ _ ___ ~_":':"'~_':~:_:_::~.~_:':::.~~:::... __ , 

• ~ ¡;i~ótesis : Sean A 1 C dOS pu~tos njos y sea 
B un punto ~e l conjunto . es ~et lr. el ángulo l!'3J <ABe es co nstante 

TeS iS 
~ 

Demostar que 
el conjunto de puntos B Que 

l<Ilisl~,en que el ángulo <ABe ti 
,onstante const~ de dos arCOS de 

.-------/í~~ 
circunlere ncia del mismo ridlo 

• 
0Mn0sI. ""ión. 

U demostración l. haremos por Reductlón 
~I absumo. pero pfimero co~s!ruimos el 
conjunto d. puntos B que satisfatt la 
ton~ i c i 6n: ánuulo <ABe es to nstante 

Supo nga mo s que B es un punto en el 
conjunto 

P1 . 
Construimos el firwn<ÍrculO Oellri~ngulo 

AB' 
Los puntos A y e dividen a la clrcunlere~cla • 

• lB ¡;iQótesi$: Sea AOCO un cuadrilátero Instlllo 
en u n ~ ,ircunle.encia. yuan AC y BO sus 
djagonalts 

Tesis 
Oemoslrar_ B 

AD · Be . AB · CD - AC- BD 

--
P1 . 
Dibujamos 1111n" AE. form.ndO ti '~gu~ 
«(DA&) IlIl Que « DAE) _ «CAE) 

P2. 
u linea AE seln!tfn,la con .D .~ el punto , 
P3. 1"'-1 
LolloniingtAo$ ... (DAE) , ... (CAD) 1011 

, 
IImljlntes. pues po, tonsMtlón 
«(DAE) = « (CAD) . YIMI' tl lImIm1 • 



 
Aquí el Teorema de Simson que establece la colinealidad de las proyecciones de un punto sobre el 
circuncírculo de un triángulo en los lados del mismo. Teoremas como este resultan de una gran 
importancia y por ello es más apreciable el applet interactivo que acompaña a la demostración.  

 

 
Aquí el Teorema recíproco del Teorema de Simson que establece la existencia de un punto sobre el 
circuncírculo de un triángulo, a partir de la colinealidad de sus proyecciones en los lados del triángulo. 
Teoremas como este hacen apreciar de mejor manera el poder tener un applet interactivo para 
acompañar a la demostración.  
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1.8m Teor ema de Simson. 
Si un punto se encuenlra sobre el cir cUIICÍ" culo de un tr iángulo. enlonces las 

proyecciones del punto sobre los lados del tr iángulo :.;.;"; '; •• "'" •• ".:.:.~. ____ r ____ ~'~":N~':IIi~.:QI:._:~:~:~":.~-:::nl:._~-~'"-__ , 
, 

I':D Hipótesi s: Sea AB C un tri ánQu lo. sea P el 
pu nto dado sob re el eircun círou lo de AB C . ., lt!J sean A'. B'., C· las pr(»lecc iones de P sob re 
los lado s BC. CA ., AB . respeetr.-a mente 

~ 
Te si s 

Demostrar que 
los puntos A'. B'., C· son r eo linoa los 

Demostración. 

SuponQamos que P está sob re el arc o CA. " arc o CA que no conti ene a B 
Pa ra conc luir que A'. B'., C· son eo li nea les . 
ba stará demostrar que B·C·., B'A' fo rm an 
con AC ánQu los iQua les 

Es dec ir. demostraremos que 
4C'B'A _ 4A'B'C 

P1. 
La s proyeCCIone s Oe P soO re los laOos BC. 
r. .. v " R <no 4' R ' v r.' '.<n.' .... 'm.nt. , 

L8.n Recíproco del Teorema de Simson. 
Si las proyecciones de un punto sobre los lados de un triángulo son colineales. 

enlonce5 el punto se encuenlra sobre el Cir C~Í"Culo;~:p;~;"""~'. " .. ::.~. ____ T _____ -:~:' Ii~.:.:.~m::~:":.~-::.::.~-~:"_ ___ , 
Hipótesi s: Sea ABC un tri ánQu lo Sean A'. B' 
., C· coli nea les IT.3.l 

Los pu ntos A'. B· .,C· son las pro.,ecc ione s 
de P sob re los laoo s BC. CA ., AB. 
respeetr.-a mente 

Tes is 
Demo strar que 

el purto P está en el 
, i" " nd " "ln rl 

Demostración. 

P1 . 
Si A'. B' ., C· son (o linea les . entonces 

ÁC'B'A = 4A B'C (1) . 
po r ser ánQu los orue stos po r el vé rtico 

P2. 
Po r el Teore ma n ¡ h el cuad ril átero AB 'PC' 
es cíc li co . pues 
4PC 'A + 4AB 'P _ 180'pon 

lt!J 

Limpi .... 

, 



 
Aquí un teorema que establece una relación entre un ángulo semi-inscrito y el ángulo central que abarca 
el mismo arco. Se tienen a la mano resultados previos necesarios en la demostración, sin tener que 
abandonar la página Web de lectura. Los puntos rojos en cada applet se pueden mover con el ratón y así 
se pueden explorar distintas situaciones del resultado, sin alterar la demostración. 

 

 
En este apartado se encuentran diversos resultados sobre las circunferencias, varios de ellos 
relacionados con uno de los conceptos más interesantes de la Geometría Moderna que es el de Potencia 
de un punto con respecto a una circunferencia. Se tienen varios teoremas reconocidos, como el de la 
fórmula de Euler, el de Pascal y el de Brianchon. 

 51

LI.p Teorema 
Todo ángulo semi·inscr~o es igual a la m~ad del ángulo cemral que abar ca el 
mismo ar co. 

Hipóle,is: Sea AB C un iÍnQulo semins"ilo 
que sliJliende el mismo arco que el ánQulo 
eenlral A OB . 

Tesis 
Demoslrar que 

Á AOB 
,4ABC = - -

2 

Demostración. 

P1. 
Por el Teo rema 11 8 o sabemos que la 
lanQerie a la circunferencia en 8 es 
perperdicular al radi o 08 

P2. 
Prolon¡amas el radio 08 para formar un 
diiÍmer o B M . Por lo lanlo, ÁMBC = 900 
Por alD lado, por el Teorema n 8 j el iÍnQulo 
4MAE es recio Po r lo lanlo, 

ÁMAB =90° 

Geonetría Moderna 

i n g(OBC) · 9O.0 · 

, 

v 

11.9 Algunas propiedades de las circunferencias L.jt<o I do E\I .. MII !!>III ''''60011 b.<i.o. 

!L!J. ",opo.;"ón 11'"'0 
S< _ OOA<d .. A" , eo do un. "",xl ... """. 
•• I" .... oc!on on .., porto " , 
.... """". PA · PE=PC PD 

JI.l.I< "'opo,,"ón 111.36 
S< A. " , e oon porto •• _. uno 
",oo.rI ... """. ,,, ,. t....,..... on e , InI ..... d . 
on un porto" . ,. ","«»oción do ,. c<A<d. 

A" , .... """". PC" =PA PE 

lWUi. '_.m. 
l . ""'''''''. do" 00<> , •• pocto . ,. 

",oo.rI ... """. do , "",o R •• d" _ R" , 
_ d •• ,. dO""""'. do"" 00fiI, 0 . l. 
""'_ . ..... "".ltlv., 00<0 ° _"'v. 
~-dondc., " •• ~'" '_' , ._ • • 

-..'" do ,. ",oo.rI ... """. 
!L1JI T_.m. IEj. ,"",e" , 
El ' ,,"," _ ""ótrioo do 'o. porto." """ 
' ono, ,. "".m. ""'''''''. 00<> , •• pocto . do. ",oo.rI ... """ .... un. po<po<doo" . ,. 
1i" .. do '""OOfiI,o. 

lU.I. T_.m' I""''''''' ' do E" ... , 
Soon O • J .. ",OU">OO<t,o ,,, Ic.oo<t,o , 

L9 Algunas propie_s de las circoolerencias. 

En este apartado estudiamos uno de los conceptos miÍs " teresantes 
de la Qeometría mode rna: la potencio de"" punto con resoeeto a una 
circunferencia. AlQuno, resultados sorprendentes que ha , en uso de 
este concepto, son: el :eo rema de la Fórmula de Euler, tecrema de 
Pascal., el teorema de 8rianchon 

• 

La recta de Pascal 

, 



 
Aquí se establecen las definiciones necesarias para todo este apartado. Se recuerdan conceptos como el 
de segmentos dirigidos, se define la potencia de un punto, el de eje radical y el de circunferencias 
coaxiales. Como en todo el trabajo, se encontrarán demostraciones formales acompañadas de applets 
interactivos. 

 

 
Aquí en este teorema se establece el valor de la potencia de un punto en relación con una circunferencia 
de radio R. Se tienen presentes resultados previos sin tener que abandonar la página Web y poder así, 
seguir la demostración con mayor atención.  
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Alaunas IlroRiedades de las circunferencias 

11.9 .1 Introdu cció n 

•. 9.c Teorema 

li tro I do EOOid .. llqtll rü!ó<ioll .t:W.l> 

1.I.1Introdu<clón. 
En este .. , .. tado .oNemo s a , e co,d .. e l con c e pto de . egmento 
dirigido y p' n e ntamos . e n" e "" as defini<i.,nes . la de poteneia de l.' 
pl."O. Los t eol e mas que" abajamos en esta s e « ;';n 1'1 0POl <ion .. , 
muy." ... . . .. " • • 1M <>pied.odf.. Y ap!i<aei<>t,.,. de • • t . <o>neepto. 

Polencia dq P 

PA ' PO - 22025.0 

IM""",P en A I 

l ...... e' ~ enD I 

Ip dent, o I 
IPfue ... 1 

PA - 91.125 

PO - 241.702 

La potencia de un ,unto P con respecto a una circunferencia de radio Res 
d 2 _ F? donde d es la distacia de P al centro. La palencia será podiva. cero o 

negativa dependiendo s i P se encuentra fuera. :br ;,fOil;·p~',;·;.""' ··""·'-""~'~':'~~",,·~':·'~~";· .. ;-;;'~~;";';";W:':M:'~.~:,-~::_::.:'~_::"'~-:'~, 
Hip ótes is: Sean P un punto., una t.:....!J PA"PB· 17~49 .0 
circunferenc ia con centro O ., radi o R [f2I d' - R' • PC"PO • PO' _ 00' • 1 7~49 .0 

y sea d la distancia de P a O 

Te si s 
Demostrar que 

PA ' PB - d' - R' 

Demostración. 

P1. 
Sabemos por el TlQ rema 11 9 ji que la 
potencia de P respe cto a una circunferencia 
es PA. · PB ." qu, esteva lo," s con stante 

P2. 
Construimos un d ámetro CO que pasa por , 
P3. 
Si P está fuera de la circunferenc ia. por el .., 

~ 
~ 

o 

PA · 78.32 PC-6!5.979 d · PO · 16!5.979 



 
Aquí este teorema que establece el lugar geométrico de los puntos P con la misma potencia respecto a 
dos circunferencias. Se destaca la tesis a demostrar, se demuestra el teorema paso a paso de manera 
formal y se tiene un applet interactivo que acompaña los pasos de la demostración.  Se tienen a la mano 
resultados previos necesarios. 

 

 
Aquí el teorema conocido como la Fórmula de Euler que relaciona el Circunradio y el Inradio de un 
triángulo, con la distancia entre ellos. Resultado realmente sorprendente, difícil de imaginar, pero que 
con la demostración formal acompañada del applet interactivo, lo hacen más comprensible. 
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L9.d Teorema (Eje radical). 
El lugar geométrico de los puntos P que tienen la misma potencia con respecto 

a dos circunferencias es una perpendicular a la línea~.;.;.".",".".",:.:.~. --,::---,c:-c:-c:''':~:;'''~":W~''M;:'~':::,,:~':~'':'~ril=_~~"~'':'_''~, 
Hipótesis: Primero, consideramos dos A ~ PO' _ R' . 321 98 .054 
circunferencias no concéntric.s ClJ'j'OS r¡:i2l (P01' - (R1' · 32198.054 
,entros son O., O'" miOS radi os son R ., l.!....:..J 

R' 
y sea P un punto que tiene la misma 
potencia con respecto a estas 
circunferencias 

Tesis 
Demostrar que 

P está en una recta perpendicular a 
la línea de los centros 00' 

Demo51lación. 

P1 . 
Sabemos que P tiene la misma potencia con 
respecto a estas ei reunferenci"s, esto es 

PA ' PA ' - PB'PB' 
., por el Teo remi! 11 9 e, la ecuación anterior 
podemos "s"ibina como 

Pd' - R' - (PO')' -(R' )' (1) 

L V.. Teorema (Fórmula de Euler). 

§] 

A' 

v 

Sean O e J el circuncenlro e incenlro. re5pectivamenle. de un tr iángulo con 

circunradio R e inradio , ; sea d la distancia O~. enl:",";;;~; ••• ,,""'_o:.:r~_~,:,~,~. ____ ,~~~.~.~"=w~'~M~~.~.:::..:~~_=,~'=_~~'~ '_"~, 
Hipótesis: Sea un triiÍnQulo ABC I.!.....!.J 
Sean el eireuncíreulo del triiÍnQulo ABC con fP21 
centro O y radio R y el incírculo con centro I.!....:..J 
1 y radio r 'fi31 
Sea d la distancia 01 t.:..:.J 

Tesis 
Demostrar que 

d 2 _ R 2 _2rR 

Demostración. 

P1. 
Con struimos la bisectriz interna del iÍnQulo 
4BAC y la prolonQamos hasta intersectar 

el circuncíreulo en el punto L 
Oeo a _ ¿BAC 

2 

P2. 
Construimos la bisectriz interna del iÍnQulo 

/,., ,,, Sea ,, _ ¿CBA v 

áng(IYA) · 90 .0 · 



 
Aquí el teorema de Pascal que establece la colinealidad de los puntos de intersección de los lados 
opuestos de un hexágono, cuyos vértices se encuentran en una circunferencia. Resultado igualmente 
sorprendente, difícil de imaginar, pero que con la demostración formal acompañada del applet 
interactivo, lo hacen más comprensible. 

 

 
Aquí el teorema de Brianchon que establece la concurrencia de las tres diagonales de un hexágono, 
cuyos seis lados son tangentes a una circunferencia. Resultado igualmente sorprendente, difícil de 
imaginar, pero que con la demostración formal acompañada del applet interactivo, lo hacen más 
comprensible. 
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L9J Teorema de Pasc .... 
Si los vértices de un hexágono están sobre una circunferencia y los tr es pares 

de lados opuestos se inlersectan. entonces los tres;.;_~;.: ••• :.:::rn:::.:,,:.:,:,:.:':" ____ ."'::~:,:~~,:::~~~"::,,:~::..'~~, están alineados. i'j <U)1I ",OO tdoojll do 8«0""'". """árn. b..oio. 

A PI La construcción muestra una de las muchas 
formas en las que un heXiÍQono ABCDEF. 
inscrito en una circunferencia. puede ser 
arreQlado 

Hipótesis SuponQamos que los puntos L. M 
., N. son puntos de intersección de los lados 
opuestos AB con ED. CD con FA . ., BC con 
EF. respeetr.-a mente 

Tesis 
Demostrar que 

los puntos L. M., N 
son colineales 

Demostración. 

Demostraremos que los tres puntos de 
intersecci ón L. M., N son eolineales 

P1 . 
Sean V.,W las intersecc iones de los lados 
AB con EF . ., AB con CD. respeetr.-a mente 
Pro lonQuemos los lados EF ., CD. de tal 

L9j Teorema de Brianchon. 
Si los seis lados de un hexágono son tangerxes a una circunferencia. emonces 

sus tres diagonales son concur r entes (o POsibl:me;:.,;p.;,;.;.' •. '" •. ' •.•• ,~. ________ '::~:'.:'~"~W~'~M~'::"~:~~~~;~"~'~_=':~.':.'_"~, 

Hipótesis: Sean R. O. l. S. p. U los puntos l!....!.J U' 
de contacto de las seis tanQentes AB . BC. rpj1 
CD. DE. EF. FA como se muestra en la I!...:..J 
construcción ~ 

Tesis 
Demostrar que 

las diaQonales AD.BE. CF 
son concurrentes 

Demostración. 

P1 . 
SuponQamos por simplicidad que el 
heXiÍQono es convexo. así que las tres 
diaQonales AD . BE. CF son secantes de la 
circunferencia inscrita ti que la posibilidad de 
paralelismo no existe) 

P2. 
Sobre las líneas EF. CB. AB . ED. CD. AF 
(prolonQada s) tomem os los puntos p .. O·. R·. 
S·. 1". U·tales que 

PP' - QQ ' - P.R ' - SS ' - TI' - UU ' 

Q' 

" 



 
Este apartado de Teoremas Selectos aborda diversos teoremas que resultan de gran aplicación en la 
trigonometría y por consecuencia son de mucha utilidad para la realización de cálculos diversos. Por 
ejemplo el Teorema de Stewart se puede usar para encontrar las longitudes de las medianas, de las 
simedianas y de las bisectrices de un triángulo. 

 

Por ejemplo, aquí encontramos la Ley de los cosenos y cuya demostración se realiza por casos. Para 
cada uno de estos casos, el programa dispone un applet interactivo para seguir su demostración.  

 

 55

GeQmetría MQderna 

11.1 0 Teoremas selectos ut<. I <11 ~"""<III t!«11 tillÓ!:ioll -
A L 10 Teoremas selectos. 

~ ""_00 En este apartado presentamos alQunos teo remas que po r su 
ap lic ac ión en triQo nometría son de Qran utili dad pa ra rea liza r alQunos 

~ ' o, "" '00 000«>00 
cá lcu los . Po r ejemp lo, podemos ap licar el teo rema de Stewart pa ra 

S .. n a.b .c ''''' ' odoo "" un t,' ......... o AB e , 
enc ontrar las lonQ itudes de las med iana s, las simed ianas ., las 
bisectri ces de los ánQu los de un tri ánQu lo 

fJ ........... o"<""'''o .. 'odo b Entone .. 

b' - a'+c' - 2aceosfi AO ., AL son ¡ ""as iso""nales 
con respecto al ánQ Ll o en A ' , ¡¡(GAl) _ 12 ._ · 

JI...l.2J< ' 0, "" ' ''''0....,0 

/ 
' , ¡¡(GAT) _ O.472 · 

-. '"' ~ t, ' ......... o ' noofito - ~. ' , ¡¡(TAl) _ O.472 · 

ci'curl ... ..-.ci. "" , odi o R ,. a.b.coon' .o 
' odoo "'" t, ' ......... o "<",,,"00 • '00 v Ó<!' oooo A. l ,o(IiAC) _ ... . :>iI,· , , ,00pK<'v.,.--to , ~~. 

" b , , 1,¡¡(" A T) _ 24.'." -- _ __ _ __ _ bR 

" sin A sin E ,;nC 
, lo ¡¡(T AC) _ 24.'." , 

C 

!!.Jll.J> Toe<o m. "" stowo.rt 

Il~ S .. n ABe un tri ......... o "" 'odoo " b.c yAX e O es el e' cunc""tro ., 

p ~ ,,"v,'''' .. 
~ " 7 

H es .. ortocentro 
~. cov'",. "" ,,,,,,,tud 
"o,.--to Be"" d,,. "o,.--too de l ~ABC 

" . m, " . " Entone .. o 

a(p' + mn) - b'm + c'n 

lI.1ll4 """"-;0 V 

Ll0.a l ey de los cosenos 

Sean a.b.e los tados dela"'iángulo ABC J {J et ánguIoopueSlO al ~ b. 

Entonces b' - a' +e' - 2ac e o s fi . 

Hipmesis: Sean ABC un1ri 'n ~u l o ~ ".b.e su s 
la dos. 

Sea {J et án ~ulo opuesto at tado b 

Tesis: 
Demostrarque 

b' - a' +e' - 2aceo, fi 

Demoslfadón. 

Caso 1. CIjo; Oata n ! su demostración 

P1 . 
Trazamos t •• Itura desde et w rtice A ~ 

llamamos O al pie de ta attu ... Existen dos 
pos ibitidades para et pie de J ltur~ O: que O 
esté dentro del s e~mento Be o que [) esté en la 
prolongación de BC 
Primero. supo nQamos que O está dentro de BC 

- " 
P2. 

Cas o 1 



Por ejemplo, aquí encontramos el Teorema de Stewart de gran aplicación en la trigonometría. Se aclara 
la tesis a demostrar, se demuestra formalmente paso a paso y se acompaña de un applet interactivo. Se 
tienen a la mano resultados previos necesarios en la demostración. 

 

Un corolario, resultado del Teorema de Stewart en donde se obtiene la longitud de las medianas de un 
triángulo.  
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L 10.c Teorema de stewart 
Sean ABC un tr iángulo de lados a .b.c yAX una ceYiana de Iongttud P, que 

diYide al segmento BC en dos segmentos BX - m y XC - n. Entonces 

a(p' + mn) - b'm + c'n. 

Hipótesi s: Sea AB C un triiÍnQulo de lados 
a.b .c A 

Sea Al( una ce"; ana de lonQitud p . que dr.; de al 
seQmento B C_ a en dos seQmentos B X_ m 
)" XC_ n 

fi - --r..BXA e _ ~AXC 

Tesi s 
Demostrar que 

a (p ' + mn) - b' m + c' n 

Demostración. 

P1 . 
Sean iÍnQulo e - ~AXC )" 
fi - --r.. (AXB) - 181)"-8 

Aplicand o el Teorema 111 Q íI . la le)" de los 

cosen os. a los iÍnQulos suplementari os fi )" e. 
tenem os 

b' - p '+ n'-2p n cos(8 ) (1) 

L 10.d Corolario 

, , 

b' - p ' +n' -2 p n cos(8 ) 

c' - p ' +m' - 2p m cos(181)"-8 ) 

v 

Dado un tr iiingulo equiliitero ABC de lados 1, cualquiera de sus medianas tiene 

Iongttud ,fi l . , 
Hipótesi s: Sea A B C un triiÍnQulo equiliÍtero de 
lados 1 
Sea Al( una mediana del triiÍnQulo de lonQitud 
p 

Demostración. 

P1 . 

Tesis 
Demostrar que 

p_J3 1 
2 

Por el Teorema 1110 e teorema de Stewart. 
sabemos que toda ce"; ana de 10nQitud P de un 

triiÍnQul o de lados a.b .c satisfac e la relaci ón 

a (p'+mn) - b'm+ c'n (1) . 
donde m )" n son las lonQitudes de los 
seQmentos en que es dr.; dido ellado por el que 
cruza la ce"; ana 
La mediana Al( es también una ce"; ana 

v 

a - b - c - I 

1 
m- "2 . n- "2 

2 

) ~ 

A 

a (p ' + mn) - b' m + c' n 
p 

2 

1( ,1.1 ) _ 1,11,1 p +-- -+-
2 2 2 2 

.,jj 
~p - -I 

2 



 
Se proporciona bibliografía y referencias de Internet, todas ellas de gran utilidad para la elaboración de 
este trabajo y muy importantes para cualquiera que desee consultar las fuentes del tema. 
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9.3 Imagen de la página Web Notas históricas 
En el marco del título se presenta la página Web con el título de este tema y a su 
derecha una navegación estándar (hipervínculos), que permite saltar a las páginas 
Web de los otros temas principales o ir a la página Web de Inicio. 
El marco izquierdo de esta página Web contiene su menú principal. 
El marco derecho muestra una imagen del detalle del fresco La Escuela de Atenas 
de Rafael. En su menú principal, que está en el marco izquierdo, se enlistan los 
hipervínculos correspondientes a las notas históricas que aquí se desarrollan: 

• III.a Thales de Mileto (624-547 a.C) 
• III.b Euclides de Alejandría (325-265 a.C) 
• III.c Menelao de Alejandría (70-130) 
• III.d Claudio Ptolomeo (85-165) 
• III.e Pappus de Alejandría (290-350) 
• III.f Girard Desargues (1591-1661) 
• III.g Blaise Pascal (1623-1662) 
• III.h Giovanni Ceva (1647-1734) 
• III.i Leonhard Euler (1707-1783) 
• III.j William Wallace (1768-1843) 
• III.k Charles Brianchon (1783-1864) 
• III.l Críticas a la Teoría euclídea y sus consecuencias. 
• III.m Críticas al Quinto Postulado y sus consecuencias. 
• III.n Postulados de Hilbert para la Geometría Euclidiana Plana. 
 

En este apartado se presentan notas históricas sobre personajes relacionados con el desarrollo de la 
Geometría. En cada una de ellas se mencionan resultados importantes que se tratan en este trabajo y 
desde estas páginas Web se puede saltar al resultado deseado. 
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!!L.! lhales de Mileto (624-547 a.C) 

!!.LQ Euclides de Alejandría (325-285 a,e) 

!!.L.2. Menelao de Alejandría {70·130) 

J.!L2 CI:audio Ptolomeo (85-16:5) 

!!.!& Pappus de Alejandría (290-350) 

!!1! Girard Desargues (1591-1661) 

!J1.g Blaise Pascal (1623-1662) 

!!.1!l. Giovanni Ceva (1647-1734) 

!!.1i Leomard Euler [1707-1783) 

!lli Wllliam 'orVallace (1768-1843) 

!!!.J;. Charles Brianohon [1783-1864) 

!!!! Crític:as a la Teoría euclíde:a y sus 
consecuencIas. 

!!.1.m Crít icas al Quinto Postulado y sus 
consecuencias. 

!!.1!J. Postulados de Hilbert para la Geometría 
Euclidiana Plana 

Libro t de ELlClides Geometría moderna Inicio 



 
Aquí se podrán encontrar los datos más importantes sobre Thales de Mileto, quien al parecer fue el 
primer filósofo, científico y matemático griego conocido, en particular las referencias a cuatro 
resultados que llevan su nombre, dos teoremas y sus recíprocos correspondientes.  

 

 
Aquí se pueden ver las referencias a los teoremas de Thales de Mileto y sus recíprocos, a los cuales se 
puede acceder dando un clic en la liga correspondiente. También se pueden apreciar parte de las 
referencias a las fuentes de las que fueron tomadas estas notas. 
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IIl.a Thales de M ilet o 
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IIl.a Thales de Milet o 

!!LJ. "' .... "" ... ,oto (S2..o.<7 • . e) 

!!LI> Eoo ,,,,,. "" ",.j """,". (320_260 • . e) 

!lliI a_o ""00-.00 (BO_1S0 ) 
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!!!l l oonh ... d Eeh .. (1 70-'_1783 ) 

!!!l "' '''.m _ '000 (1788_18") 

llI.I;. """" •• E1rionohon ( 1783_100') 
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IIl.a l hales de Mileto 
Nació: cerca de 624 a.C. en Mileto. Asia Menor . (hoy l urquía) 
Murió: ..... ededor de 541 a.C. en Mileto. Asia menor, (hoy l urquía) 

Parec e ser que fue el primer fil ósofo, científico ., matemático QrieQo 
conocido, aunque su ocupaci ón era de un inQeniero. NinQuno de sus 
escritos sobre...r.;ó , esta es una Qran dificultad para poder determinar 
cuáles fueron, verdaderamente, sus descubrimientos matemáticos 

fundamentales Fue la más raci onal de todas las ciencias ., aunque 
ha., una pequeña duda de que los mercaderes QrieQos lIeQaran a 
familiarizarse con l. matemática oriental a lo larQo de sus rutas de 
comerci o, ell os pronto descubrie ron que los orientales habían dejado 
la ma.,o r parte de la racionalización sin hacer. ¿Por qué el triánQulo 
isósceles tiene dos ánQulos iQuales? ¿P or qué el área de un 
triánQul o es iQual a la mitad de la de un rectánQul o de base ., altura 
iQuales? Estas preQuntas, desde lueQo, lIeQaron hasta hombres que 
planteban preQuntas semejantes concernientes a la cosmoloQía, la 
biol oQía ., la rtsica 

Ve r Pnm.rT.orem. do Th.l.s La demostración de la parte directa 
del teorema la puedes ver en !li&. ., la del recíproco en !L!J¡ 

Ve r SeQuQdo Teorem a de Ibal.s. La demostración de la parte directa 
del teorema la puedes ver en lLll ., la del recíproc o en !liJl 

Di k J. Sil lIik. 
HiSlor i~ CorKisa "" I~~ M"'em<Í1ica~. 
I.P.N. 1990. pp. 5l. 

E.l.BeN 
HiSlor ia de I~s m"'e"'<Í1ica~. 
For,do de ClI~'" a Ecor lÓrnica. 2ool . pp.65. 80. 

~na~e" lomada del s~io: 

htl!J ·~aroup, . dcs . s\- ~ nd . a e . uK'flsto!)llliogr.pmesfIJJ~les . html 



 
Aquí se podrán encontrar los datos más importantes sobre Menelao de Alejandría, quien fue un 
astrónomo griego que vivió en el primer siglo ya de nuestra era y al que se le deben diversos resultados 
sobre triángulos y sus congruencias. Su tratado Sphoerica deja ver el desarrollo que los griegos habían 
alcanzado en la trigonometría. 

 

 
Aquí se pueden ver la referencia a uno de sus resultados más importantes, conocido con el nombre de 
Teorema de Menelao sobre triángulos, al cual se puede acceder dando un clic en la liga correspondiente. 
También se pueden apreciar las referencias a las fuentes de las que fueron tomadas estas notas. 
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IIl.c Menelao de Alejandría 
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IIl.e Menelao de Alejandría 
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~ P......,. """,.j ..-.dri. (200-3W ) 

!!!1 GO, ... d 00 . ... """. (' ~"'_'88.) 

!!Lg ...... P .. e " (1S23_1 882 ) 
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II.c Menelao de Alejandría 
Nació: alrededor del 10 d.C. posiblemente en Alejandr ía, Egipto 
M .. ió: alrededor del 130 d.C. 

Me nela o de Alejandría (n o confundino con Mene la o de Esparta) fue 
un astrónomo QrieQo que ...r.;ó en el primer s iQl o de nuestra era 
Aunque sus ob ras en QrieQo oriQinal no han lI eQado a nosotros, 
sab emo s de alQunas de ell as por las ob serva ci ones que han hecho 
comentadores po steriores ., su trata do de tres libros Spl">o8rk:a se ha 
con servado hasta nu estra época en iÍrabe. Este trabaj o arroja 
co nsi de rabl e luz sob re el desarrollo QrieQo de la triQon ometría 

El libro I de su ob ra, se dedica a establ ecer para triiÍnQulos esféricos 
muchas de las proposiciones de los E!emenlo, de Euc lid es que se 
ve rifican en los triiÍnQul os planos, tal es como los co noc id os 
teo rema s de conQ ru enc ia, los teo rema s acerca de los triiÍnQul os 
is ósc eles , ., así suce s r.-amente. AdemiÍs , Me nela o establ ece la 
conQ ru enc ia de dos tri <l nQul os esféricos en que los iÍnQulos de uno 
son iQual es a los de l otro (para la cual no ha., analoQía en el plan o) ., 
el hecho de que la suma de los iÍnQulos de un triiÍnQul o esférico es 
ma.,o r que dos recto s 

El libro 11 conti ene prob lema s de interés en astronomía 

En el libro 111 se de sarrolla la triQ onometría esféri ca , deducida en su 
ma.,or parte del aniÍloQo esféric o de la proposición en el plano 
,ono, irl, ,nml'lnm ont. ,hor> ,om o IP0rpm~ rJp u.,""¡!<0 Ro, lm onto 

ma.,o r parte del aniÍloQo esfé ric o de la proposici ón en el plano 
conoc ida comúnmente aho ra como teorema de !Jeoo!&O. Rea lm ente , 
el caso en el plan o sup one Mene la o que es bien conocido ., lo utiliza 
para establecer el caso esférico. Gran parte de la trioonometria 
esféri ca puede deducirse de la ve rsi ón esféri ca de dich o teo rema 
toma ndo tri <l nQul os esp ec ial es ., tran sve rsal es e sp ec ial es 

Me nel~ o de Alejandría fue un o de los últimos Qeómetras QrieQ os que 
aplicó la Qe ometría esférica a la astron omía 

8u trabaj o miÍs cono ci do es el Teo rem a de ~ene l a o que puede 
enunc iars e co m o s iQu e: "Si una lín ea inters ecta los lad os de un 
triiÍnQu lo, entonc es el producto de las ralones e n que los lados son 
dr.id id os es iQua l a -1 " Puedes ve r su dem ostraci ón en W ., en 

W> 

HoWilIoJEw5. 
ESIl~1io (le las Geornell ias. Vol. L 
UTEHA. 1967. t>P. 74_75. 

Jea"_P,,,~ Colene. 
Histor ia "" las matemáticas l. 
S;'Jlo XXI edttol es. 2002. pp. 150_1 52. 

DalOS t omados det sttio: 
hItll..,.,..,.,.,.,.-a roups de, ,1-
and ~ c uf;icfJ isloffiBill arallhi esfMene laushlml 

v 

v 



 
Aquí se podrán encontrar los datos más importantes sobre Claudio Ptolomeo, quien fue uno de los más 
influyentes astrónomos y geógrafos de su tiempo. Es a Ptolomeo a quien se le debe la teoría geocéntrica 
que prevaleció por más de 1400 años. Es el autor de una obra de trece libros, que recibe generalmente el 
nombre de Almagesto. 

 

 
Aquí se pueden ver la referencia a uno de sus resultados más importantes, conocido con el nombre de 
Teorema de Ptolomeo sobre cuadriláteros cíclicos, al cual se puede acceder dando un clic en la liga 
correspondiente. También se pueden apreciar las referencias a las fuentes de las que fueron tomadas 
estas notas. 
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IIl.d Claud io Pto lomeo 
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IIl.d Claudio Ptolomeo 
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lII.d CIaudio PloIomeo 
Nació: .... ededor del 85 d.C. en Egipto 
M .. ió: .... ededor de 165 d.C. en Alejandría. Egipto 

Ptolomeo fue uno de los más infilJ'j"entes astrónomos '1 QeóQrafos 
QrieQos de su tiempo Propuso la teoría Qeocéntrica que prevaleció 
por 1 (00 años 

una obra de trece ibros, que recibe Qeneralme nle el nombre de 
Alm"f¡ew 'l ha desempeñado en la astronomía el mismo papel que 
Lo, E!emenlo, de Euclides en matemáticas. Esea Sí",e", 
matem&tica infilIj"Ó en la triQ ono metría de toda 1, antiQüedad, 'I todas 
las tablas astronó"icas aparecidas hasta el si ¡¡l o XII se basan 
fundamentalment, en el Aim&lJf1&o. Los fundamentos matemáticos 
se encuentran en ,1 Libro 1'1 su contenido triQ ono métrico fue 
meiorado hasta finales de la Edad Med ia 

El Al maQesto de Plolomeo soportó los estraQos del tiempo '1 se 
conservan no sólo las tablas triQon ométricas, Si10 también las 
explicaciones de los métodos utilizados para su construcción 
Para el cálculo de cuerdas, Ptolomeo utililaba e,tre otras una 
proposición de na:uralela Qeométrica a la que se dá el nombre de 
Teo rem a de Plo lomeo : · La suma de los productos de los lad os 
opuestos de un Cladrilátero cíclico es iQual al producto de las 
diaQonales· 

La demostración de este te orema puedes verla ,n lLeJ; 'I en W 

Jea"_P,,,~ Coleno. 
Hislor i~ "" las ",,,;e,,,áti<:as l. 
Si!JIo XXI edttol es. 2002. IIP. 152. 

Datos l o",aolos 0101 s.io: 
httll....,.,.,.,.,..aroups des sl-;w~ jie uK!cfJjsl omEjoe rjw hieSlPlo lemv hlml 

v 

v 



 
Aquí se podrán encontrar los datos más importantes sobre Leonhard Euler quien fue durante mucho 
tiempo, el matemático más importante de Europa y quien es, todavía ahora, el autor más prolífico de 
toda la historia de las matemáticas. Laplace, se expresó de Euler como el maestro de todos los 
matemáticos a partir de la segunda mitad del siglo XVIII. 

 

 
Aquí se pueden ver la referencia a dos de sus resultados más importantes en lo que a Geometría se 
refiere, la Recta de Euler y la Fórmula de Euler, a las cuales se puede acceder dando un clic en la liga 
correspondiente.  
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IlI.i Leonhard Euler 
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IlI.i Leonhard Euler 
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• . i l eonhar d EuIer 
Nació: 15 de Abrl de 1101 en Basilea, Suiza. 
M .. ió: 18 de Septiembre de 1183 en San Pelersb .. go, Rusia. 

El nombre Euler aparece mU'j"frecuentemente en muchas ramas de 
las matemáticas 

Euler fue un trabaiad or incansable, sus actr.idades enriquecieron 
cada campo de las matemáticas. Podemos ve r que ha)" un teorema 
de li recli! ~e Eu ler una fó rm uli ~e Euler o un método de Euler, etc 
Escribió (73 memorias que fueron publicadas durante su >ida , otras 
200 poco tiemp o después)" otras 60 que han tenido que esperar 
Todo esto lo hizo baio condiciones dirtciles, perdió la >i sta en un oio 
en 1735,)" en el otro en 1766. Tenía un poder de cálculo 
impresionante, )" una enorme comprensión intuit,,"a de las 
matemáticas. Nos encontraremos su nombre una vez. otra vez)" otra 
vez en nuestro trabaj o 

De Euler dijo Laplace que había sido el maestro de todos los 
matemáticos a partir de la seounda mitad del siOlo XVIII 

Entre otras cosas, se deben a Euler las siQuientes notaciones 

j (x ) , como símbolo de funció n 

~ ,c omo base de los 10Qaritmos naturales 

a.b.c para indicar los lados de un triánQul o "A Be 

I , como símbolo de suma 

j , para representar la unidad imaQinaria R 

También se le debe la famosa fórmula ¿, + 1 = O, descubierta en 

170. la fórmula muestra la relaci ón entre los cinco números más 



 
Aquí se podrán encontrar los datos más importantes sobre William Wallace a quien al parecer, se le 
debe en realidad el teorema de la llamada Línea de Simson, referente a la recta que contiene los pies de 
las perpendiculares de un punto sobre los lados de un triángulo.  

 

 
Aquí se podrán encontrar los datos más importantes sobre Charles Julien Brianchon relacionado con el 
Teorema de Pascal. Se puede acceder a la demostración de este teorema y al applet interactivo que la 
acompaña, dando clic en la liga correspondiente.  
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IIl.k c narles Brlancnon 
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lll.!l """".oo. do .. , _ p .... lo _motó . 
Euclld' "". ">n. 

IRJ William Wallace 
Nació: 23 de Septiembre de 1168 en Dysart, Escocia 
M .. ió: 28 de Abr l de 1843 en Erlimburgo, Escocia 

William Wa llac e Irabaió sobre Qeomelría '/ descubrió la (así llama da) 
recia de Simson de un IriiÍnQulo 

lII.k Charles Julien Br ianchon 
Nació: 19 de Diciembre de 1183 en SiNres. Francia 
M .. ió: 29 de Abr l de 1864 en VersaDes. Francia 

Descubrió un interesante ~ (relaci onado de una mane" mllj' 
sutil co n el te orema de Pa sca~ involucrand o un heXiÍQono 
circunscrito a una cónie • . La demostración de 8rianch on emp lea la 
· dua lida d'" de puntos '/ lín ea s, lo cual pertenece a la Qeometría 
pro,/ectr.a. Sin embarQ o, e1 el caso en qu e la cón ica es un círculo, la 
inve stiqaci ón par. una demostración euc li diana se eOrMerte"" un 
ve rdad ero desarto. Este d,sarto fue exitosam ente resp ond id o ,or A 
S. SmoQotzhe'lSkii 

La demostración que aquí se presenta del teo rema de 8rianchon es 
debida a SmoQotzhe'lSkii, '11a puedes con sultar en !L9J 

H. S. M. Coxel e l &- S. lo Gr •• zel. 
G<:ollle1l y R"";s . ed. 
R.:lr1~01ll HOlIse. 1967. pp. 77. 

D"'05 101lla~05 del s.io: 
hltll..,.,.,.,.,.,.-grougs des .1 
and . ~c uf;icfJisloffiBioaraoo;esiBrian{hoD hlml 



Aquí se podrán encontrar las críticas más importantes a la teoría euclidiana y de ahí consecuencias muy 
interesantes para el desarrollo de la geometría.  

 

Se incluyen bibliografía y sitios de Internet que contienen referencias importantes a la teoría euclidiana 
y sobre las consecuencias que ello acarreó en el desarrollo de la geometría.  
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Notas tlj stÓdcas 

111.1 Críticas a la teoría euclídea y sus consecuencias. 

!!lJ. "' .... "" ... ,oto (S2..o.<7 • . C) 

W. Eoo i"". "" ~ .j "";';. I32~_2\l~ • .e l 

~ ......... oc "" ~.j ..-d" i. (7l).1"' ) 

!!!JI. a",",o ""'omoo (80_1S0 ) 

~ Powu' "" ~.j ..-.dri. (200-3"" ) 

W GO, ... o Oo . ... """. (1091 _1881) 

~ ...... P .. c " (1S23_1882) 

llLIl GOov"'-; C. v . (1S"_17") 

!!W. l oonh ... o Eeh .. (1707_1783) 

!!W. C';"e ... ,. ToOO' oucI i"". Y .u. 
con.~ • • 

!!L'l! Cri'e .... Qo..;nlo Po",e" Oo y .u. 
con~ • • 

ill1l Po"," -' "" .. ,_ p .... ,. "-omot';. 

Eud ''''"". ,,"". 

Notas tl jstórkas 

11.1 c . licas _ la t eoría euc_a y sus consecuenciu. 

Es interesante relee r las definiciones de Euc lides de los objeto s que trata 
que son P,""o. , , ea • • o<OI.o<I.s , o sea , segme,ltOs. eir eu!os , "'{/l~OS 
, eaos , s"pe,lie;". )" Ii{/l" os . Actua Imente los matemáticos con s ide ran que 
las definici ones son la parte más déb il de la te oría eu cli diana, pues alQunas 
de ellas son bastante oscu ras Por ejemp lo, la Deli";"i';',, 1. U" pUlltO es 
0"".,110 que no ,;." .., p .. ' es 

Obs ervamos tambi én , que todos los objetos con los que Euc li des trata son 
acot~dos en el espaci o, lín ea siempre siQnificaba lín ea recta acotada, es 
decir, un seQmento. El concepto de lín ea infinita no existía, la recta se ten ía 
que prol onQa r cada )"ez que fuese necesario 

Por otro lado, el conjunto de postul ados sobre los cua les basó s u sistema, 
ha re sultado itls,~i<;","e pa ra la ju stificaci ón de todas las proposiciones 
que demuestra 

Hasta el siQl o XIX los planteamientos que se hacían no se alejaban mucho 
de lo que había propuesto )"e inte sigl os antes Euc lides . En ese siQl o 
comenzó a >i slumbrarse una nue)"a base axiomática de la Qeometría miÍS 
acorde con las exiQenc ias del riQ or matemático 
El sistema de postulados miÍS difundido)" aceptado fue el que propuso 

111.1 Críticas a la teoría euclídea y sus consecuenci as . 

ll!.I;t EucI '''''. "" ",.j ..-d"i. (320_2\l 0 • . C) 

!!!JI. a",",o ""'omoo (80_1S0 ) 

Jll.! GO, ... o 00 . ... """. (1091 _1881) 

ll(.¡¡ ...... P .. c " (1S23 _1882) 

llLtt GOov"'-; C. v . (1 ""'7_17") 

!lli l oonh ... o E"« (1 7<)7_1783) 

!lll "' ''' . m _ '000 (1783_18<3) 

!!!J¡ eh ...... B<ioroohon (1723 _100< ) 

!!!l Criti c .. , 1, Toorí, oo..d í<lo, 1""" 
con.~ .. 

!lL!!! "fI'e .... Qo..inlo Po","_ y...,. 
oono~ • • = Po","_. "" .. ,_ p .... ,. "-omot';. 

Eud ''''"". PI"". 

Tamb ién puedes consu ltar su lib ro 
Hilb .. ". D. 
FOlllldilliolls 0 11 Geollle1l y 
Opell COlO ' P'obWshillU Co .• 1962. 

El sistema de Postulad os de Hilbert que se muestra en el apartado kn, es 

" Ape, Itli<:e 2: POS1l~ados de Hilbe,' pilO a la Geollle1lia Elld,Waua PlilOoa, del 
libro 
BIes. HOWilO d. 
ES1I"Wo de las Gellloe1l ias. Vol. l 
UTEHA. 

A pesar de las críticas a la axiomática de Los Elementos no deja de ser 
admirable que 2200 años antes de que Hilbert presentara su propuesta, 
Euc lides planteara una axiomatización tan completa de la Qeometría 
Además , aunque no tenQa sufi cie nte riQ or esta propuesta de lo s Elementos 
permite desarrollar una Qeometria intuit,,"a , más fácil de ""'e( que la de 
Hilbert. Una buena parte de lo que expone Eu clid es en su ob ra se siQue 
exp li cando en los manuales de ~eom etría que se utili:l:an en la enseñanza 
biÍSic. 

Bibliograr", 
Michael BilO 01 
UII paseo a Hipe, boW~ 
Se,;": MilIelllMicas Aplicad~s y Sil EllsefoilOoza 
Soc iedad MilIelll<itica Mexic,,"~ (SMM) y Ce'tt' o de ~,.,..,s'iuacióll ell 
M.""IIl."ic_~~_ A_LlCIMHl. 1 0M_ 

v 

v 



Aquí se podrán encontrar las críticas más importantes al quinto postulado de la geometría de Euclides  y 
de ahí consecuencias muy interesantes para el desarrollo de la geometría.  

 

Se incluyen referencias a obras de matemáticos muy renombrados como Gauss, Bolyai, Lobachevsky, 
etc. También se proporciona bibliografía y sitios de Internet al respecto.  
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Notas tJ istÓricas 

lI i.m Criticu al Quinto Postulado y sus consecuenciu . 

!.!!JI "",",o ""'o","" 180·1S0 ) 

ill.t (lO, ... d "" . ... """. 11091 ·1SS1) 

!.!Lo. .. .... P .. c" 11S23·1 882 ) 

!lli l oonh ... d Ee .... 11707· 1783 ) 

!J.!l "' ''1 " " _ '000 1'783·'8" ) 

!J.LI;. (:t,"" .... lonohon I1783·1_) 

!lli en" e ... ,. Toori. oucl i"". ' ''''' 
con.oour.« • • 

!l.I...o:! en1Ie .... Qo..i nlo P,,"elodo , .u. 
con.oour.« .. 

llLn P" • ., .. _. "" "' ,_ p .... ,. Goomot'" 
EucM' "". ,,"". 

Not as históriCas 

• . m Cr~icn al Quinto Postulado y sus consecuencias. 

El Quinto postulado de Euclides es larQo" complicado. es el men os 
intuitM> . podemos lIeQar a pensar que quiIií no sea un axioma. pues no es 
mllj" e>idente 

PostuladoS. 
Si una recta que corta a otras dos. forma con éstas iÍnQulos intemos del 
mismo lado. que sumad os sean menores que dos iÍnQulos rectos. las dos 
rectas si se prolonQan indefinidamente. se cortariÍn dellado en que dicha 
suma de iÍnQulos sea men or que dos rectos 

él: fi < 2 ángulos rectos 

! 

lIi.m Criticlts al Quinto Postul ltdo y sus eonsecueneilts. 

!!!..J. "!h .... "" ... ,oto IS2..,.' 7 • . e ) 

~ Eoo I"". "" "'.j~i. (320-260 • . e ) 

!!L& .......... '" "" "'·j """"· 170-1", ) 

!!!.lI a ",",o ""'omoo 180_1S0 ) 

!!!..J. p ........ "" "'.j~i· 12SO-300 ) 

~ (lO, ... d "" . ... """. 11091 _1881) 

~ ...... P .. e" 11S23_1882) 

!!!.L l oonh ... d E" ... 11 707_178 3 ) 

!l!..t eh ... , •• B<ionohon 11783_1_) 

!!!.L e"'le ... ,. T.o'" oucl id •• , .u. 
00fi'~" 

!l.I...o:! e"tl e .... Qo..inlo Po"" _ ,"u, 
00fi'~" 

l!1.n Po"" _. "" "' ,_ p .... ,. Goomot'" 
EucM' "". ,,"". 

m u c h o s m ate m iÍ:"':':O.:":o:o:":':";';o~:o: :,~;,: :,:,,:,,;,:',;o;,,:"::; : :;,~; :',:: ,", d e m ostra rs e 
., que no debía ser planteado como postulado 

Se prop usieron demostraciones al también llamado A,iom. de I.s 
P .. "el.s . Al proponerse demostraciones del Quinto postulado, también 
hubo críticas mllj" acertadas a esas "demostraciones. En Qeneral, se 
mostró que detriÍs de las mej ore s pruebas se escondía la aceptación de 
alQuna forma del Quinto postulado 

Aho ra se sabe que eso no es posible ., que se pueden aceptar otros 
postulados en IUQ ar de éste para desarroll ar Geomet, ¡.s 110 Eu<~(~ .. ,.s 

Si deseas estudiar con ma)"O r profundidad sob re el surQimiento de estas 
Qeometrías puedes co nsultar los siQuientes libros 

B3IOI.Michael 
UII paseo 3 Hipe, ho~a 
Se, ie: Matellláticas AI,~c3das y Sil ElIse"allla 
Sociedad Matellli\tica Mexicalla (SMM) y Ce'tt' o de ~ """SliU3Cióll ell 
Matelll<i1icas, A.e. (CIMA T), 2005. 

R""IÍI el Gai3lla Alla ~ elle y Sie,. 3 LOI ea Gllille'lIlO 

• 

I 



Aquí se podrán encontrar una lista de formulaciones equivalentes al quinto postulado de la geometría de 
Euclides y referencias  dentro del propio software.  

 

Las referencias bibliográficas y de sitios de Internet son abundantes y cuentan con una explicación de lo 
que en ellos se pueden encontrar.  
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Notas bistÓdcas 

lIi.m Críticas al Quinto Postulado y sus consecuenciu. 

!!LJ. "' .... "" ""010 (S2..o.<7 • . C) 

"" Euc¡; "". "" .... j ..,.;,;. (32~_2S~ • . C) 

!!!J> ... ...... '" "" .... j ....... i. ¡-roO,,,,, ) 

1M. a _ o ""'0"'" (80_'SO) 

!!!.J. P....,..,. "" .... j ..,.;,;. (200-300 ) 

!!!1 GO . ... d Oo . ... """. (109' _' 88' ) 

~ ...... P .. e " ('S23_' 882 ) 

l!l.b. GOov ...... c. v. (' ""'7_17") 

!W. l .onh ... d ""'« ('707_1783 ) 

!I.Li. c.,oo1 •• B<i..-.ct.on (1733 _'00<) 

!W. c<!t;e ... ,. roori •• "eH"". , .... 
con .. c -.c< • • 

!!Lta eme .... "'-'nlo Po"" .. do ,.U. 
con .. c-.c< • • 

llLn Po"',"de. "" ><,_ p .... ,. __ " . 

E"", ' ,"",. " ... ,. 

Notas histÓriCas 

Actualmente existe n l or m • • mis . e ne • • • equioiOlente . .. ~o 

postulodo 

Equivalencia 1. Po5lulado de Playlair. Po r un punto exlerior a una recta es 
posible trazar una., sólo una paralela a la recta dada 
Este axioma se le atribllj"e a 

J<>hn PI.oyf.oir 11 H I _l l nl 

Es la forma en que suele en sena rs e el Qu into postulado en las escu elas 
de n"'e l biÍsico 
Consu lta en el apartado 1I.n, la relaci ón de este postulado co n el sistema 
de postulados de Hilb ert 

Equivalencia 2. Suma de los ángulos inter iores de un triángulo eudrliano 
(Saccheri). La suma de los iÍnQulos interi ores de cua lquier triiÍnQul o es 
iQual a do s recto s (1 80') 

Equivalencia J . Triángulos semejantes no congr uentes (Wallis). Es 
posible co nstruir un triiÍnQul o con los mismo iÍnQulos., lad os distintos a los 

lIi.m Críticas al Quinto Postulado y sus consecuenciu. 

!!LJ. "' .... "" ""010 (S2..o.<7 • . e ) 

1M. a _ o ""'0"'" (80_'SO) 

!!!1 GO, ... d 00 . ... """. (109' _'88') 

!!Lo. ...... P .. c" ('S23 _'882) 

l!l.b. GOov ...... Cov . ('"",7_"") 

!lli l oonh ... d E"« (1707_1733) 

!!U V. IH . m WoI looo ("M_'8'3) 

!I.Li. eh ... , .. B<i..-.ct.on (1783 _'00.<) 

!W. e"1Ie ... ,. r.e'" ."cH"". , .u. 
con.~ • • 

!I.L.rJ¡ e,~'e .. " "'-'nlo Po"," _ , .U. 
oon.~ •• 

llLn Po"," ' ''''' "" ><,_ p .... ,. __ " . 

E"", ' ,""". """. 

Si deseas estu diar detalladamente las demostraciones de estas 
equ"'a lenc ias al Quinto po stulad o, puedes co nsultar el Apim'lke A del libro 
Ram. ez GaI'" za Alla ~ elle 
Sie,. a l o, ea Guille, mo 
~Mlacióll a las yeomen ¡as 110 eucW,ti""as. 
(00< ,Iillació" de Servicios Edito, iales. 
Facu~a~ de (¡"IIc ias. UNAM. 
la. edicióll. 2000. 

MiÍ s informaci ón sobre el Quinto Po stulad o la puede s encontrar en el sitio 
hltllilalephO ¡la[);;u.ed \i:::(jiO'!l,níl'!'Welemenls¡J¡oQkl'post~.htm! 

Sobre la relaci ón entre Los Elem entos ., lo s fundamentos de las 
matemiÍticas puedes consulta~a en la confe renc ia de L. J. HerniÍndez 
Pa rid o, 2000, ' Sobre los prin cipi os fundamentales de la Geometría' en 
h1lll....,.,.,.,.,. u"ilioia esl¡~uherni~MJ~C~CQI hlml 

MiÍ s sob re la historia de las Qeometrías no euc lidianas en 
hltllljeuler mal uSQnmydeptoioubticactonesli!punleslpdY1 2-1-
aeometria pd( 

Qp en Cou rs eWare Un"'e rsidad Po litécn ica de Mad ri d 
Introducc ión a la Qeometría no euclidiana 
h1lllilaei! gote upm eslgeomilltiít't-lopoloaiíWaeometrii-de-íI'!'lll-'t­
hcro'conlenidosiUnid~d.!unid~d.' hlm 

I 

v 

I 



Aquí se podrán encontrar los postulados de Hilbert para la Geometría Euclidiana, organizada en 
diversos grupos, de acuerdo con sus contenidos temáticos.  

 

Se incluyen referencias bibliográficas y de sitios de Internet de manera abundante, acompañadas de una 
breve explicación de lo que en ellos se pueden encontrar.  
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Notas tJjstÓ ocas 

ilion Postu lados de Hilbert para 101 Geometría Euclid iana plana . 

!J.l.I. "' .... "" ... ,oto (S2..o.<7 • . C) 

J1l.I> Eud ' ''''. "" "' . j .....,;. (320_280 • . C) 

!ll.lI a_o ""0..-..0 (80_1S0 ) 

Jll.I. p......,. "" "' . j .....,;. (200-300 ) 

lllJ. GO, ... d 0 ..... .," .. (1091 _1881) 

Jll.¡¡ ...... P .. e " (1S23_1882) 

!ill. l oonh ... d Ech .. (1707_17.3) 

!lli "" ", . ", _ '000 (1788_18<3) 

!!Lt "''''' .... ' ..-.chon (1783_100.) 

!ill. Cri1lc ... ,. roori •• ucH"". , ."" 
~.~ .. 
!!Lo:! Cri1le .... ~nlo Po"" ado ,.", 
~.~ .. 
!!iD. Po""ado. "" .. ,_ p .... ,. __ " . 
Eud ',"". " .,,. 

Notas tJistÓricas 

• . n Pastul_. de Hilbert para la geometría euclkl_ plana. 

Términos prirnttiws 
punto , recta, enlre, congruente 

Grupa t. Postuladas de conexión. 
1-1. Hay Wlay ",lo una rocta Cf'X pcrsapor 00' punto, di,tinto, dadJ, 
1-2. Toda rocta conti"" al "",no, 00' punto, di,tinto" y rO'}Neto a 
Wla roeta 1'0' al "",no5 un punto Cf'X no o,tá on olla 

Grupo.: Postularlos de orden. 
I1-1. Si 01 punto e 05tá onlro lo, punto, A y B, onto",o, A, B Y e 
o,tán todJ, wbro la mi,ma roeta, y e o,tá onlro B y A y B no o,tá 
onlro e y A, Y A no o,tá onlro e y B 
I1-2. Ro'p"eto a 00' punto, di,tinto, eualo"l"iora, Ay B 1'0' 5iompro 
un punto e Cf'X o,tá onlro A y B, Y un punto D Cf'X o, tal Cf'X B o,tá 
onlro A yD 
I1-l . Si A, B Y e wn Iro, punto, di,tinto, wbro la mi,ma roeta, 
onto",o, uno J.¡ ow, ¡mnto, o,tá onlro lo, airo, 00' 
Denniciones . Por e! segmento AB se indican los puntos A y B Y 
todo, los que están enlre A y B. Los puntos A y B se Ilamanpunto, 
oxtroma, de! segment o Un punto e se dice que está wbro e! 
segmento AB si es A o B o algún punto enlre A y B 
Deímir:ión . Dos rectas, UIla recta y un segmento , o dos segmentos, 
'" ~;c. m" '" enrl"" , ; h,v n" en"t n m"....,ti '"" , mhn , 

ilion Postulados de Hilbert para la Geometría Euclidiana plana. 

!J.l.I. "' .... "" ... ,oto (S2..o.<7 • . C) 

!ll.lI a_o ""0"--' (80_1S0 ) 

!!C!. POf'PU' "" "'.j .....,;. ¡200-300 j 

Jll.¡¡ ...... P .. e " (1S23 _1 882 ) 

!!Lb. GOov ..-.nl c.v . (' ""'7_17") 

!ill. l oonh ... d E"« (1m7_1783 ) 

!lli "" ", . ", _ '000 (1788_18<3) 

!!Lt eh"" .. B<i..-.chon (1783_1_) 

!!!J. e"1Ie ... ,. roori • • ucH"". ,.u. 
~'OCOAOC< " 

!!Lo:! e,,¡,e .... ~nlo Po"" ado , .U. 

~'OCOAOC<" 

!!iD. Po"" __ "" .. , _ p .... ,. __ " . 

Eud ' '''"". """. 

Grupo 111: Postulados de congruencia. 
I11-1. Si A Y B wn punto, di,tinto, y ,i A· o, w, punto Cf'X o,tá wbm 
Wla r~eta m, onto",o, 1'0' OO'y ",lo OO'puntoo di,tinto" B · y B 
wbro m talo, Cf'X 01 par J.¡ punto, A ·, B · o, cOllgruonto al par A, By 
01 par J.¡ punto, A·, B ·· ~, congruonto al par A, B; aJ.¡Y!lá; A ·o,tá 
onlro B j B 
I1I-l . Si 00' paro, J.¡ punto, son congru<lnto, al mi,ma par J.¡ 
punt05, onto",o, wn congruonto, onlro Ú 

I11-l . Si 01 punto e o,tá ."lro Iw punto, Ay By 01 e o,tá onlro Ay 
B , Y 5i 01 par J.¡ punto, A e o, congruonto al par A ·, C ·, y 01 par de 
punt05 e, B o, congruonto al par e , B ·, onto",~, 01 par J.¡ punto, A 
B o, congruonto al par A·, B 
Deímir:ión. Dos segmentos se dice que son congruentes si los punto s 
extremos de los segmentos ,on pares congruentes de punto s 
Deflnir:ione • . Por e! rayo AB se indica e! conjunto de todos los 
puntos que consisten en aquello s que están enlre A y B, e! mismo 
punto B y todos los punto s e tales que B esté enlre A y C. El rayo 
AB se dice que 0= de! punto A 
Teon!InII.. Si B · o, unpullto J.¡I rayo AB, onto",o, lo, rayo, AB · y 
AB wn i<kntico, 
Deflnir:ione • . Por ángulo se indica un punto (llama.do vOYtieo del 
ángulo) y do, rayos (llamados los laJo, de! ángulo) que..-namn del 
punto. En virtud de! teorema. antmor, si e! vértice de! ángulo es el 
punto A Y si B Y e son do s puntos eualesqui= distintos de A que 
"h" ,nhe. 1n < ~n, ¡'~n, ~,; :\"o"ln nn~""n, <in ,mhioü,.,-l,~ h>h¡'y v 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

APÉNDICE 1 
Ficha técnica y construcción de Geometría Interactiva. 
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10. Apéndice 1. 
Ficha técnica y construcción de Geometría Interactiva. 
 
10.1 Ficha técnica del software. 
Geometría Interactiva es un software que corre en cualquier computadora personal 
con Windows XP ServicePack2 y que tenga instalada la máquina virtual de Java. 
 
Se encuentra en Internet en la dirección: 
 

http://132.248.17.238/geometria/ 
 
Se ejecuta en cualquier navegador, particularmente en Internet Explorer 6.0 o 
superior, Netscape Comunicator 7.0 o superior, o FireFox. 
 
También se tiene en disco compacto y se puede correr ejecutando con doble clic el 
archivo index.html. Se abre en el navegador que tenga declarado por omisión el 
usuario y el menú que se presenta contiene las opciones:  
 
Libro I de Euclides,            Geometría Moderna               Notas históricas 

Mapa del sitio                                       Documento de tesis 
 
Es importante señalar que en cualquier página Web, todo texto subrayado es un 
hipervínculo que puede abrir una página Web o una ventana flotante con el 
enunciado de algún teorema o con alguna referencia importante. 
 
En cada applet, todo recuadro con alguna imagen es un botón, que al darle clic 
produce una acción, como abrir otro botón y/o mostrar una construcción o alguna 
situación particular en una construcción interactiva.  
 
Los puntos rojos en las construcciones interactivas se pueden arrastrar con el ratón 
y así se pueden visualizar distintas situaciones de un teorema o resultado en 
particular. 
 
La navegación en el sitio es muy estándar:  
 

<<                          <                 >                         >> 
 

Al inicio de la serie, al anterior, al que sigue, al final de la serie. 
 

También se utiliza como hipervínculo, el nombre del tema o subtema en cuestión. 
 
10.2 Construcción del software. 
Para construir el programa Geometría Interactiva se utilizaron varias herramientas de 
cómputo: una de software matemático, una de edición de fórmulas matemáticas, una 
de edición de imágenes, una de edición de texto, una de edición de páginas Web y, 
algunos conocimientos de los lenguajes HTML y JavaScript, así como de la 
gramática del JavaSketchpad, además para probar las construcciones interactivas, 
tres navegadores (Microsoft Internet Explorer 6.0, Mozilla FireFox 1 y Netscape 8.0) 
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Para aquellos interesados, a continuación se describirán las herramientas utilizadas 
y un poco de la mecánica seguida para la construcción de Geometría Interactiva. 
 
10.2.1 Herramienta de software matemático 
Todas las construcciones interactivas de este trabajo se realizaron con The 
Geometer`s Sketchpad (GSP) y con su componente JavaSketchpad, que permite 
exportar las construcciones GSP a un formato de html.  
 
GSP es una herramienta de construcción y exploración dinámica originalmente 
creada para hacer geometría plana y desde su aparición en 1990, su desarrollo y 
aceptación ha sido impresionante. Actualmente se usa también para explorar temas 
de álgebra, geometría analítica y cálculo, entre otras materias. 
 
GSP permite trabajar con puntos, rectas, segmentos de recta, rayos, círculos, 
ángulos, polígonos, curvas cónicas, funciones, etcétera y cuenta con diversas 
herramientas, entre ellas, las de selección, rotación, traslación, dilatación, reflexión y 
medición. 
 
Con GSP se pueden producir dibujos interactivos y lecciones grabadas para ser 
reproducidas en cualquier momento. Por sus capacidades de animación, es posible 
construir simulaciones para aplicarlas a distancia o directamente en el salón de 
clase. 
 
En Internet, es posible encontrar muchos sitios con aplicaciones educativas: 
artículos, ejemplos interactivos, referencias bibliográficas y audiovisuales, por 
mencionar algunos. 
El sitio oficial de esta herramienta es: 
 

http://www.keypress.com/sketchpad/ 
 
The Geometer's Sketchpad ha tenido varias versiones, pero se puede decir que las 
más estables han sido la 3.1 y la 4.05. Este se ha realizado con la versión GSP 3.1, 
pero con la componente de Java de la versión 4.05.  
 
Todas las construcciones interactivas se realizaron en GSP versión 3.x, se 
exportaron al formato html con el convertidor propio de la versión 3.x y ya en el 
código, se utilizan las clases y la gramática del JavaSketchpad 4.x.  
 
Es decir, una vez que se tiene una construcción en html, se usa el Bloc de notas o 
cualquier editor de texto para editar mediante la gramática de JavaSketchpad el 
código de dicho archivo, y así darle una mejor apariencia y sobre todo funcionalidad.  
 
Por tanto, en el código se tuvo que sustituir ARCHIVE="jsp4.jar" CODEBASE="../jsp" 
por ARCHIVE="JSPDR3.JAR" CODEBASE="JSP" (esto último siempre lo escribe el 
convertidor de la versión 3.x en el código html), donde jsp se refiere a la carpeta 
donde se encuentran las clases de java de la versión 4.x. Por cierto, la carpeta jsp 
tiene que sustituir a la carpeta JSP que contiene las clases de la versión 3.x. 
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10.2.2 Herramienta de edición de fórmulas matemáticas 
MathType es un editor de fórmulas matemáticas y científicas con un extenso 
conjunto de símbolos y plantillas para la composición de complejas expresiones 
matemáticas mediante pulsaciones con el ratón sobre botones y paletas.  
Se usó para construir todas las imágenes de las expresiones matemáticas existentes 
en Geometría Interactiva. Este programa tiene la posibilidad de escribir una 
amplísima gama de símbolos matemáticos y fuentes de texto, puede proporcionarles 
diversos atributos de color, espacios entre fuentes y entre renglones, proporcionarles 
fondo transparente y exportarlos en formatos gráficos muy comunes en las páginas 
Web o a código TeX, LaTeX y MathML. Tiene entre otras características, una 
interfase sencilla de usar, bastante intuitiva, de tal manera que se puede usar en 
breve tiempo. 
 
De hecho MathType consiste en la versión profesional del familiar Editor de 
Ecuaciones incluido en Microsoft Word, Corel WordPerfect, AppleWorks y otros 
productos similares. Este editor fue desarrollado por la empresa Design Science Inc., 
fundada en 1986 y con sede en Long Beach (California) y de su página Web, se 
pueden bajar versiones gratuitas temporales. 
 
El sitio oficial de esta herramienta es: 
 

http://www.dessci.com/en/products/mathtype/ 
 
10.2.3 Herramienta de edición de imágenes 
Para realizar las imágenes incorporadas a este documento, se capturan desde la 
pantalla, y después se debe procesarlas para que queden de buen tamaño y buena 
resolución, para ello se utilizó el programa de computadora Corel PhotoPaint. 
 
Corel PhotoPaint es un programa de edición de imágenes de mapa de bits que 
permite retocar fotografías existentes o crear gráficos originales. 
 
Por sus amplias posibilidades para la edición de imágenes es un programa muy 
utilizado por profesionales del ramo, pero en el caso de esta tesis tan sólo fue 
utilizado para abrir imágenes, producto de capturas de pantalla, recortarlas, si acaso 
darles un nuevo muestreo o un pequeño retoque y exportar las imágenes resultantes 
a un formato gráfico jpg o gif., para posteriormente insertarla en este documento 
creado en Word.  
 
10.2.4 Herramienta de edición de texto 
Un editor de texto fue muy importante para poder editar los applets contenidos en el 
código html de una construcción creada en GSP, y transformada mediante su 
componente JavaSketchpad a un archivo en formato html  
 
En este trabajo de tesis se utilizó el Bloc de notas de Windows. Se puede utilizar 
cualquier otro editor de texto, ya que se trata simplemente de corregir, quitar o 
aumentar instrucciones en el código de texto, siguiendo la gramática del 
JavaSketchpad.  
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10.2.5 Herramientas de edición de páginas Web 
Eventualmente fue muy importante introducir o corregir hipervínculo, modificar la 
posición de imágenes, editar tablas, entre otros elementos de las páginas Web en 
formato html. Para esta tarea se usó Dreamweaver un editor de páginas Web. 
Las tareas realizadas con Dreamweaver, en realidad hubiesen podído realizar con 
cualquiera editor de texto. Sin embargo, un editor como Dreamweaver facilita el 
trabajo, dada su interfase gráfica sumamente intuitiva. 
Dreamweaver es de los editores de páginas Web más populares en el medio, es 
parte de una suite de la compañía Macromedia, que se ha convertido en uno de los 
estándares en lo que a producción de multimedios se refiere. 
 
El sitio oficial de esta herramienta es: 
 

http://www.macromedia.com/ 
 
10.2.6 Algunos conocimientos de HTML y JavaScript 
Para armar adecuadamente este software Geometría Interactiva los conocimientos 
de html y JavaScript fueron básicos, pues de otra manera hubiera sido muy 
complicado construir desde una página Web hasta una estructura de páginas Web 
ligadas entre sí.  
 
No obstante los conocimientos no son tan profundos, que puedan desanimar a 
cualquiera que desee iniciar un trabajo como éste. No es necesario previamente 
agotar sendos cursos de html y JavaScript, más bien, sería necesario entender 
algunos cuantos procesos y de ahí ir consultando lo que se fuera necesitando. 
 
Con esto, desde luego, no se quiere decir que uno deba negarse a conocer de 
manera profunda estos lenguajes, es evidente que a mayores conocimientos, menos 
tropiezos y mejores productos. 
 
JavaScript se utilizó en particular para establecer una rutina que permitiera que las 
ventanas flotantes que pudiera abrir el usuario de Geometría Interactiva, se cerraran 
de manera automática, al dar clic en cualquier otro lugar de la pantalla. El trabajo de 
estructuración  se realizó con html. 
 
10.2.7 Navegadores para Internet 
Una parte fundamental, es poder probar que las páginas Web se visualicen 
adecuadamente en los diversos navegadores para Internet y, en este caso, se 
hicieron pruebas en tres de ellos, de los más comunes entre los usuarios de 
Windows: Microsoft Internet Explorer 6.0, Netscape 8.0 y Mozilla FireFox. 
 
Los sitios oficiales respectivamente de estos tres navegadores son los siguientes: 
 

http://www.microsoft.com/spain/windows/ie/default.mspx 
http://browser.netscape.com/ 

http://www.software-gratis.org/firefox-es.html 
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10.2.7 Algunas dificultades técnicas 
Al iniciar el proyecto de construcción del software Geometría Interactiva, se contaba 
con una amplia experiencia en el programa de computadora The Geometer´s 
Sketchpad (GSP), se conocían los  tipos de construcciones geométricas que se 
podían exportar a html y cuáles no.  
También se tenía alguna experiencia en html, pues se sabía la forma de estructurar 
páginas Web, la forma de ligar unas con otras y la manera de construir una 
navegación adecuada en todo el programa. Es decir, se conocía la forma de lograr la 
estructuración total del software, así como su navegación. 
 
Las dificultades técnicas más bien se presentaron al momento de: 
 

• Lograr una buena apariencia y funcionalidad en las demostraciones y las 
construcciones interactivas que las acompañarían, 

• Conseguir un elemento importante de funcionalidad de la página Web 
correspondiente a una demostración: acceder sin abandonar la página Web 
de estudio, a los teoremas o referencias necesarios, para seguir 
adecuadamente la demostración.  

 
La solución no fue fácil, pero se resolvió con paciencia, y estudiando un poco más de 
JavaScript y html. 
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11. Apéndice 2. 
Geometría Interactiva y la Didáctica de las matemáticas 
Se hace énfasis en que este programa de computadora pudiese servir de base para 
un estudio sobre el impacto en el proceso enseñanza - aprendizaje de la materia 
Geometría Moderna. Sería útil conocer el alcance que pudiera tener este software 
como material de apoyo para estudiantes de dicha asignatura. 
 
Los profesionales de la Didáctica de las matemáticas, y en particular de aquellos que 
se apoyan en las nuevas tecnologías, cuentan con metodologías específicas para 
hacer un estudio de esta naturaleza. 
 
Este tipo de estudios quedan fuera de la intención de esta tesis. 
 
Desde hace tiempo, se viene manejando en ese campo el concepto de secuencia 
didáctica, que inclusive puede ser aplicado usando software. Hay evidencias de este 
tipo de trabajos en Internet. 
 
11.1 Acerca del concepto secuencia didáctica. 
Una secuencia didáctica es la planeación y diseño del trabajo en el aula. Es la 
estructuración sistemática del trabajo en el aula en la relación estudiante, profesor, 
saber y entorno (relación didáctica). Las secuencias didácticas se caracterizan por 
tener tres momentos básicos referidos a actividades de apertura, de desarrollo y de 
cierre. En una secuencia didáctica se explicitan aquellos aspectos del sistema 
didáctico fundamentales a toda acción de enseñanza y aprendizaje: ¿qué sabe?, 
¿qué conocimientos va a aprender?, ¿qué va a aprender a hacer?, ¿cómo lo va a 
hacer? 
 
En varios documentos de la Secretaría de Educación Pública (SEP), se recomienda 
a los profesores, en particular de matemáticas, aplicar este concepto en sus clases.  
Véase la página Web: 
 
http://www.sep.gob.mx/work/resources/LocalContent/39526/1/matematicas.pdf 
Matemáticas y Secuencias didácticas. 1a. Edición 2004. 
Subsecretaría de Educación e Investigación Tecnológicas. SEP 
 
En el año de 2006, se llevó a cabo el Taller breve para Docentes No.1 sobre 
secuencias didácticas y desarrollo de competencias matemáticas, como se puede 
apreciar en la siguiente página Web: 
 
http://www.secolima.gob.mx/estruc/dde/Talleres%20Breves/PENSAMIENTO%20CR%CDTICO.pdf
Secretaría de Educación de Colima. Dirección de Desarrollo Educativo. 
Fortalecimiento del Pensamiento Crítico y Desarrollo de Competencias Matemáticas. 
Secuencias Didácticas. Taller breve para Docentes No.1  
3a. Etapa. Colima, Col. Septiembre. 2006.  
Ver el Capítulo 7. Ejemplificación de Secuencias didácticas. Página 33. 
 
11.2 Ejemplo de secuencia didáctica usando Geometría Interactiva. 
Un ejemplo de cómo usar el software Geometría Interactiva en una secuencia 
didáctica se puede consultar en la página Web: 
 

http://132.248.17.238/geometria/secdidac_m.html
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Más páginas Web sobre el concepto de secuencia didáctica. 
Una versión corta de secuencia didáctica. 
Secuencia de actividades para el estudio del cálculo. 
http://geocities.com/apcastane/demo.htm
 
Secuencia didáctica con enfoque constructivista: El caso de la función valor absoluto. 
http://www.uady.mx/~matemati/dme/docs/Resumen_RELMEXX.pdf  
 
Una secuencia didáctica: Sistema de ecuaciones lineales. 
http://redalyc.uaemex.mx/redalyc/src/inicio/ArtPdfRed.jsp?iCve=33570103&iCveNum=1967 
 
La práctica docente y la teoría de las situaciones didácticas. 
http://www.cientec.or.cr/matematica/pdf/P-Fernando-Gerrero.pdf
 
Manual de secuencias didácticas.  
http://www.dgeti.sep.gob.mx/AreasDeptos/ReformaCurricular/secuendi.html 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 76



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

BIBLIOGRAFÍA Y REFERENCIAS DE INTERNET 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 77



12. Bibliografía y Referencias de Internet 
 

12.1 Bibliografía. 
[He] Heath, Sir Thomas Little (1861-1940)  

Euclid  
The thirteen books of THE ELEMENTS. Vol 1 (Books I and II).  
Traducido y comentado por Sir Thomas L. Heath.  
DOVER, PUBLICATIONS, INC. Second Edition  
 

[Eu] Euclides.  
Elementos de Geometría. Tomos I - II.  
Introducción, versión y notas de  
Juan David García Bacca  
Universidad Nacional Autónoma de México. 1992.  
 

[Co] Coxeter, H.S.M..  
Geometry Revisited.  
RANDOM HOUSE. 1967.  
 

[Sh] Shively Levy, S.  
Introducción a la Geometría Moderna.  
Compañía Editorial Continental. 1957.  
 

[Bu] Bulajich Manfrino, Rudmila.  
Gómez Ortega, José Antonio.  
GEOMETRÍA.  
Cuadernos de Olimpiadas de Matemáticas.  
Instituto de Matemáticas. UNAM. 2003.  
 

[Hi] Hilbert, David.  
The Foundations of Geometry.  
La Salle. The open Court. 1950.  
 

[Ev] Eves, Howard.  
Estudio de las Geometrías.  Vol. I 
UTEHA. 1969. 
 

[Ba] Barot, Michael. 
Un paseo a Hiperbolia 
Serie: Matemáticas Aplicadas y su Enseñanza 
Sociedad Matemática Mexicana (SMM) y Centro de Investigación en Matemáticas, A.C. 
(CIMAT). 2005.
 

[Ra] Ramírez Galarza, Ana Irene. 
Sienra Lorea, Guillermo. 
Invitación a las geometrías no euclidianas. 
Coordinación de Servicios Editoriales, 
Facultad de Ciencias, UNAM. 
1a. edición, 2000. 
 

[Ca] Cárdenas Rubio, Silvestre.  
Dos o Tres Trazos.  
Temas de Matemáticas para el Bachillerato.  
Instituto de Matemáticas. UNAM. 2003.  

 78



[Mi] Millán Gasca, Ana.  
Euclides. La fuerza del razonamiento matemático.  
NIVOLA libros y ediciones, S. L. 2004. pp. 51-53.  
 

[Co] Collette, Jean-Paul.  
Historia de las matemáticas I.  
Siglo XXI editores. 2002. pp. 150-152.  
 

[Pe] Perero, Mariano.  
Historia e historias de matemáticas.  
Grupo Editorial Iberoamérica, S.A. de C.V. 1994. pp. 34-35. 
 

[St] Struik, Dirk J.  
Historia Concisa de las Matemáticas.  
I.P.N. 1990. pp. 53.  
 

[Be] Bell, E.T.  
Historia de las matemáticas.  
Fondo de Cultura Económica. 2003. pp.65, 80.  
 

[Be1] Bell, E.T.  
MEN OF MATHEMATICS 
A Fireside Book Publishing by SIMON AND SCHUSTER. New Cork 
 

[Mo] Morris, Kline 
El pensamiento matemático de la antigüedad a nuestros días. 
Alianza Editorial , 1972. 
Tomo III. Capítulo 36. La geometría no euclídea 
 

 
12.2 Sitios de Internet. 

Los Elementos de Euclides. 
http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/elements.html  

The Geometer´s Sketchpad. 
http://www.keypress.com/sketchpad/  

Proyecto Descartes. 
http://descartes.cnice.mecd.es/ 

Más referencias sobre los Elementos y sus críticas. 
http://www.divulgamat.net/weborriak/TestuakOnLine/02-03/PG02-03-navarro.pdf

Sobre geometría hiperbólica. 
http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookI/propI29.html#hyperbolic

Sobre geometría elíptica. 
http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookI/propI16.html#elliptic

En línea el libro de E.T. Bell: Los grandes matemáticos. 
http://www.geocities.com/grandesmatematicos/index.html

Más información sobre el Quinto Postulado. 
http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookI/post5.html

Sobre la relación entre Los Elementos y los fundamentos de las matemáticas. 
Conferencia de L. J. Hernández Paricio, 2000. “Sobre los principios fundamentales de la Geometría.” 

  http://www.unirioja.es/cu/luhernan/Divul/CI/COI.html
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Más sobre la historia de las geometrías no euclidianas. 
  http://euler.mat.uson.mx/depto/publicaciones/apuntes/pdf/1-2-1-geometria.pdf

Todas las imágenes que aparecen en este texto y en el software Geometría Interactiva, 
fueron tomadas del sitio:  
The MacTutor History of Mathematics archive. 

 
School of Mathematics and Statistics University of St Andrews, Scotland. 
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/BiogIndex.html

 
Si quieres saber más sobre: 
Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) 
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Gauss.html

János Bolyai (1802-1860) 
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Bolyai.html

Nikolai Ivanovich Lobachevsky (1792-1856) 
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Lobachevsky.html

Moritz Pasch(1843-1930) 
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Pasch.html

John Playfair (1748-1819) 
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Playfair.html

Giovanni Girolamo Saccheri (1667-1733) 
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Saccheri.html

John Wallis (1616-1703) 
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Wallis.html

David Hilbert (1862-1943) 
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Hilbert.html

Más información sobre el sistema de postulados de Hilbert. 
http://divulgamat.ehu.es/weborriak/cultura/Literatura/OrigLib.asp

Son muchas las teorías matemáticas y los hechos históricos que contribuyeron … 
  http://www.matematicas.unal.edu.co/boletin/Archivos/2004-I/Doc7.pdf

Biografía de David Hilbert (1862-1943) 
  http://divulgamat.ehu.es/weborriak/Historia/MateOspetsuak/Hilbert.asp

Otra sitio para saber más del trabajo de David Hilbert. 
  http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Hilbert.html

Biografías en línea de grandes científicos. 
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/
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