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1. Introduccion.

Uno de los retos que frecuentemente aparece en diversos problemas de fisica consiste en encontrar soluciones
exactas a diferentes tipos de ecuaciones diferenciales, tanto ordinarias como parciales. Aunque este campo ha sido
ampliamente estudiado y son conocidas un buen nimero de herramientas para encontrar dichas soluciones, algunos
casos, que frecuentemente son del tipo no lineal, sobrepasan los alcances de dichas herramientas y para ellos se
conocen solamente algunas soluciones bajo condiciones especiales o se desconocen por completo las soluciones.
Los métodos numéricos constituyen una alternativa en estos casos. A grandes razgos éstos son modelos algebraicos,
relacionados de alguna manera con la ecuacién diferencial que modelan, y que ofrecen una solucién numérica que
aproxima la solucion exacta de la ecuacion diferencial original. Dado el caracter algebraico particular de los métodos
numéricos siempre es posible encontrar su solucién y es esta la ventaja que ofrecen, particularmente en los casos

mencionados donde la solucion exacta de la ecuacion diferencial es desconocida.

Si bien los métodos numéricos son una herramienta aplicable para diferentes fines, también constituyen un
campo de estudio en si mismos. Esto se debe en primer lugar a que para su aplicacion es necesario conocer la calidad
de la aproximacién de la solucién numérica con respecto a la solucién exacta de la ecuacién diferencial, y saber si
existen parametros de los cuales dependa dicha calidad. En en segundo lugar se debe a que existe una gran variedad
de métodos numéricos cuya calidad de aproximacion es diferente. Para el estudio de las propiedades y limitaciones de
los diferentes métodos numéricos una estrategia comun es utilizarlos con ecuaciones diferenciales cuyas soluciones
exactas son conocidas, de manera que se puedan comparar los resultados numéricos con las soluciones exactas y
asi hacer una valoracién de la calidad de los resultados numéricos; es de esta manera como se ha procedido en el

presente texto.

En particular dentro del drea de actstica aparecen multiples ecuaciones diferenciales cuya solucion es relevante
para diversas aplicaciones. Con el fin de focalizar el estudio en el presente texto se ha escogido el fenémeno de pro-
pagacidén de perturbaciones en medios homogéneos. A dichos casos corresponden ecuaciones diferenciales parciales
del tipo hiperbdlico, de las cuales se han escogido para su estudio dos casos sencillos: la ecuacion de adveccion y la
ecuacién de Burgers no viscosa. La primera de estas ecuaciones es una version monodireccional de la bien conocida
ecuacion de onda lineal y la segunda tal vez constituye el caso mds sencillo de propagacién no lineal. Dentro del
presente trabajo se implementan y estudian siete esquemas numéricos del tipo de diferencias finitas correspondientes
a estas dos ecuaciones, cuatro esquemas para la ecuacién de adveccion y tres para la ecuacién de Burgers no viscosa.
Dichos esquemas han sido escogidos buscando que sean representativos de diferentes tipos de esquemas, los cuales

seran caracerizados mas adelante.

A partir de los afios cincuentas ha habido importantes contribuciones tedricas con respecto a los métodos numéri-
cos, que han permitido extender ampliamente el espectro de aplicaciones y también su campo de estudio. El desa-
rrollo de esta disciplina ha ido de la mano junto con el desarrollo y la disponibilidad de los equipos de computo que
actualmente constituyen una herramienta de fundamental importancia para la implementacién de dichos métodos.
Como también el desarrollo de los equipos de computo ha sido acelerado e ininterrumpido desde 1950, a partir de
ese momento y hasta ahora se han ido ampliando las posibilidades de implementacién y con ellas las de estudio y

aplicacién, incluso en aspectos muy basicos de la disciplina como es el caso del presente trabajo.

El estudio de ecuaciones difierenciales mediante técnicas numéricas es una herramienta que en los dtimos afios

ha venido cobrando importancia en el ambito académico, tanto en el area de matematicas, como dentro de multiples
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ramas de fisica e ingenieria a modo de herramienta de investigacion. Pero ademads, actualmente los métodos numéri-
cos ofrecen también aplicaciones en multiples dreas industriales como son: suministro de energia elécrica, industrias
aeroespacial, automotriz, petroquimica, modelado de explosiones, modelado de inyeccion de diferentes tipos de ma-
teriales licuados como plasticos o aluminio, y fabricacion de fibras dpticas, entre muchas otras. Mds recientemente
pueden encontrarse paquetes de software derivados de este tipo de investigaciones en sitios de internet tales como

numeritek.com, century-dynamics.com y muchos otros.

Una de las aplicaciones posibles de este tipo de andlisis, y en cierta medida la motivacién original del presente
trabajo, es el estudio del cambio espectral (corrimiento hacia frecuencias altas) que se presenta en el ruido intenso
de banda ancha, al propagarse a lo largo de distancias grandes. Este fendmeno se observa en el ruido que generan
las turbinas de un avién jet y su estudio tiene relevancia para no sobrepasar niveles aceptables de ruido ambiental.
Sin embargo, el tratamiento de dicho problema requiere, ademas de una descripcién de la propagaciéon del ruido a
través de la atmdsfera, un estudio de la interaccion entre ondas de choque (la llamada turbulencia de Burgers), lo
cual rebasa el &mbito del presente trabajo, y es por eso que se discuten Unicamente algunos aspectos muy basicos de

este tipo de problema.



2. Ondas.

La propagacién de ondas es un fenémeno que puede observarse en diferentes dreas de la fisica. La teoria de
ondas estudia estos fendmenos independientemente del sistema fisico dentro del cual se produzcan. Precisamente
por la diversidad de sistemas fisicos que presentan fendmenos ondulatorios es muy dificil precisar lo que es una
onda, dar una definicién de onda que abarque todas las posibilidades sin caer en vaguedades. Tal parece que siempre
que queremos reconocer alguna propiedad que hemos observado como una caracteristica general de las ondas,
la naturaleza nos brinda algin caso que rompe esta regla, y que sin embargo tiene propiedades que también se
identifican con movimiento ondulatorio. En el texto “Linear and Nonlinear Waves” de G. B. Whitham [36] el autor

discute este problema:

“There appears to be no single precise definition of what exactly constitutes a wave. Various restrictive definitions
can be given, but to cover the whole range of wave phenomena it seems preferable to be guided by the intuitive view
that a wave is any recognizable signal that is transferred from one part of the medium to another with a recognizable
velocity of propagation. The signal may be any feature of the disturbance, such as a maximum or an abrupt change

in some quantity, provided that it can be clearly recognizable and its location at any time can be determined.”

“Tal parece que no hay una definicion tinica y precisa de lo que constituye exactamente a una onda. Se pueden
dar varias definiciones restrictivas, pero para cubrir todo el rango de fenomenos ondulatorios parece preferible
guiarse por la idea intuitiva de que una onda es cualquier sefial reconocible que es transferida desde una parte del
medio a otra con una velocidad de propagacion reconocible. La sefial puede ser cualquier aspecto de la perturba-
cion, tal como un mdximo o un cambio abrupto en alguna cantidad, siempre que pueda reconocerse claramente y

su posicion pueda ser determinada en todo momento.”

Ademads del aspecto principal que destaca Whitham, que es la existencia de una velocidad de propagacion,
pueden reconocerse en su aseveracion otros conceptos necesarios para identificar una onda: un medio, una propiedad
del medio, y una perturbacion de ésta, lo cual a su vez implica un estado de equilibrio del medio y una perturbacién

identificable con respecto a este estado de equilibrio (la sefial).

Existen dos casos que no serdn discutidos en el presente texto y que, sin embargo, vale la pena mencionar
con el fin de ampliar la definicién de onda. El primero se refiere a las ondas electromagnéticas, que se propagan
en el vacio, en aparente contradiccién a la idea citada de Whitham. En este caso, sin embargo, se trata de ondas
electromagnéticas asociadas a las ecuaciones de Maxwell y no de ondas mecénicas, cuya existencia requiere de
la presencia de un medio. El vacio juega el papel de un medio que no es un agente propagador de la onda, sino
solamente el espacio donde se lleva a cabo el proceso. El segundo caso, quizd ain mds enigmético, son las ondas
que algunos llaman ondas de materia (Feynman [15]), que son soluciones de la ecuacién de Schrodinger y describen
(bajo una de interpretacion) la probabilidad de que una particula se encuentre en una determinada posicién. Aunque
no resulta muy clara la relacién fisica que dichas ondas guardan con fendmenos oscilatorios observables, ciertamente
su formulacién matemadtica en esta teoria, la mecdnica cuantica, tiene notables similitudes con la correspondiente al

resto de los fendmenos ondulatorios.

Por otro lado, una de las razones de que la teoria de ondas pueda aplicarse a una diversidad tan grande de sistemas

fisicos, es que cuando se consideran solamente las perturbaciones de mayor magnitud (de primer orden) a menudo
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el problema se reduce a una ecuaciéon modelo bien conocida llamada ecuacion de onda lineal, en la cual se enfoca

el resto de la presente seccidn.

2.1. Derivacion de la ecuacion de onda lineal.

Ahora vamos a limitarnos al estudio de las ondas mecénicas en fluidos newtonianos compresibles y sin pérdidas,
en reposo, y deduciremos en términos formales una ecuacién de onda a partir de las propiedades de estos sistemas.
El tipo de medio que queremos describir se puede caracterizar usando tres pardmetros definidos como funcién
de la posicidn en el medio. Estos pardmetros son la velocidad u (velocidad promedio de las moléculas a escala

mesoscopica), la presion p y la densidad p.

Para deducir la ecuacion de onda lineal necesitaremos tinicamente tres ecuaciones, que posteriormente vamos a
linealizar. Dos de las ecuaciones que necesitaremos corresponden a leyes de conservacion:
dp

n +V.-(ou) =0, Conservacion de masa, (D)

a_u +m-Vyu= —le + QVzu . Conservacion de momento. 2)
ot p P
La segunda ecuacioén se conoce como ecuacion de Navier-Stokes para un fluido incompresible [19], e incluye un
término correspondiente a las pérdidas viscosas, donde el coeficiente i se denomina viscosidad dindmica y aunque
puede depender de p y p con frecuencias es considerado constante. Sin embargo como ya hemos sefialado, al con-
siderar un medio sin pérdidas despreciaremos dicho término y nos quedaremos con la version no disipativa que se
conoce como ecuacion de Euler,
@+(u'V)u=—le. 3)
ot Je
La tercera ecuacidn necesaria es una relacion entre p y p. Estas dos variables estdn relacionadas por medio de
la ecuacioén de estado del fluido que se haya escogido y para determinar univocamente una relacién funcional entre
ellos es necesario especificar el tipo de proceso. En este caso, siguiendo el texto de Rabinovich [29], consideraremos

que se trata de un proceso adiabdtico y por lo tanto isentrépico. Entonces,

p=p) .

El siguiente paso es expresar las variables como pequeiias perturbaciones a partir de sus correspondientes valores

en estado de equilibrio. Cuando el sistema estd en equilibrio sus variables tienen los siguientes valores:

P = Do,

Y po =p(po) »

ug = 0 (EI fluido esta originalmente en reposo).

Podemos ahora escribir la relacién que guardan las pequefias perturbaciones pp, o1, u; con respecto a los valores de
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equilibro del siguiente modo:

pXx, 1) = po+pi(X1),
px,1) = po+p1(x10), 4
ux,n = u x,7).

La idea de definir estas nuevas variables es aprovechar el hecho de que son pequefas con respecto a los valores de

referencia

o1l < po,
pil < po,
o] <« 1. (5)

Linealizando los términos que aparecen en (1) y (3), es decir, sustituyendo (4) y eliminando factores de orden 2 o

mds en las variables arriba descritas (pues son de orden de magnitud mds pequefos) se obtiene:

o _ 9o
ot o’
V-(pu) =~ V-(poll)ZpoV'll,

ou ou
— .V ~ —
6t+(u Ju o’

11

P Po

Sustituyendo de nuevo, ahora en las ecuaciones de conservacién (1) y (3) tenemos

dpy

—_— A\ = 0, 6

5 Trov-u (6)
du _ _¥pm 7
ot oo

que son las formas linealizadas de las ecuaciones de conservacién de masa y momento lineal, respectivamente.

Derivando la ecuacién (6) parcialmente con respecto a f, siempre y cuando u € C? de modo que se pueda

intercambiar el orden de derivacidn, se tiene

62/)1 ou
it V.-— =0,
or? o ot

por lo que sustituyendo ahora en esta ecuacion la ecuacion (7) para eliminar el factor que contiene a u, se obtiene

0%p1 Vpi
oL v (=22 - o,
oz P ( Po
8*p1 2
— -V = 0. 8

Finalmente recurrimos a la ecuacién de estado isentrépica que relaciona p y p, p = p (p). Esta relacion se puede
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expresar por medio de una serie de Taylor de primer orden en torno a las variables antes definidas,

dp
po+p1=p(po) + (—) “(p1)
dp)s
donde se entiende que la derivada de p con respecto a p estd evaluada precisamente en pg. Ademads, p (pg) es

precisamente pg, por lo que

_(4e) .
pl—( dp)s P ©)

Si ahora sustituimos este resultado en la ecuacion (8), se obtiene la ecuacion de onda lineal,

Zar =0

donde la constante ¢ estd definida por

y se identificard mds tarde con la velocidad de propagacion de la perturbacién de presion.

Un aspecto que se puede observar en este momento es que la relacion entre p y p (determinada por las propie-
dades del medio) estd directamente relacionada con la velocidad de propagacién, de modo que se puede hacer una
comparacion entre el valor que resulte de medir ¢ experimentalmente a partir de cantidades termodinamicas, y el

valor que se obtenga midiendo la velocidad de propagacién.

Para simplificar la notacidn a partir de este punto, a menos de que se indique lo contrario, las variables p, p y
u siempre representan perturbaciones respecto al estado de equilibrio y se escriben sin subindices. Entonces, en el

caso de la presion la ecuacién de onda lineal es

1 8%p
Vip-—=—=0. 10
c2 o (19)

Es posible mostrar que otras magnitudes que describen al fluido obedecen la misma ecuacién. De entrada, bajo

la suposicién que se ha planteado en la ecuacién (9) de que p y p guardan una relacion lineal, puede observarse

directamente sustituyendo en la ecuacién (10) que la densidad efectivamente satisface la ecuacién de onda:

2
V2 — la_p =
c? or?
Para el caso de u observamos que se trata de un vector y que la ecuacién de onda se ha obtenido previamente
como una ecuacion escalar; sin embargo, podemos mostrar que las componentes de u, que son escalares, satisfacen
la ecuacién de onda. Primero sustituimos la ecuacion (9) en la ecuacién (7) y tenemos

du _ *Vp

E_ Lo

Posteriormente, derivamos con respecto a ¢ y reordenamos los términos para encontrar

o*u [ po ap
or? ( c2) ot (n
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por otro lado tomamos el gradiente en ambos lados de la ecuacién (6),
0
va—’; +poV(V-u) =0,

y sustituimos la ecuacién (11) en el resultado anterior para obtener

o*u

W(—%)erovw-u):o.

Utilizando una conocida identidad, V (V - A) = V2A + V x (V x A), se obtiene

—18?
—28—:+V2u+Vx(qu):0.
(6

Tomando en cuenta que el término V>u es precisamente un vector cuyas componentes son los laplacianos de las
componentes de u,
Viu = (Vzux, Vzuy, Vzuz) ,

practicamente hemos escrito la ecuacion de onda para cada una de las componentes de u, pero queda un término que
involucra al rotacional de u. Eliminaremos este término bajo la argumentacion de que nuestro flujo es irrotacional, y

no presenta vortices. Para un flujo irrotacional, V X u = 0, y entonces

0, lo que es lo mismo, cada una de las componentes de u satisface la ecuacién de onda:

1 6%u
2 X
Vi-gzgr = O
1 8%u,

2 y
Vg <O
1 6%u
Vi, - ——=% =

T2

Para los desarrollos posteriores, a menos de que se especifique lo contrario, trabajaremos en una sola dimensién

y en este caso la magnitud de u es igual a su tinica componente, u, por lo que satisface la ecuacién de onda

Pu 1 0u 3

gu__2u_ 12
0x2 2 or? (12)

Sin embargo, es importante notar que no hemos demostrado que la magnitud del vector u satisfaga la ecuacioén de

onda para el caso tridimensional, y de hecho no la satisface.

Para ciertos desarrollos resulta mas comodo tener las ecuaciones en términos de # y como en la mayoria de los
casos aqui tratados serd suficiente trabajar en una dimension espacial podremos usar esta variable u sin problemas;

cuando por alguna razén p o p resulten mas convenientes, asi se hara notar.



14 2 ONDAS.

2.2. Caso unidimensional: ecuacion de adveccion y soluciéon de D’Alembert.

Con el fin de describir algunas propiedades de la solucién general de la ecuacién de onda expondremos un
desarrollo por medio del cual se deduce la solucion del caso unidimensional en un dominio infinito. La ecuacién de

onda en este caso (12) se expresa de este modo:

Pu 1 0%u B
0x2 2 or?
Se hace un cambio de variables:
= x-—ct,
= Xx+ct,

por lo que
& u 5 (0%u Fu  u
— c|l—=-2—+—,
or? &2 oéon  on?
d%u o%u Pu 0 u
— — 4+ 22—+ —.
0x2 02 0&on  on?
Al sustituir estas expresiones en la ecuacién (12) tenemos
ou 3
moé

que se puede resolver por integracion directa. Primero integramos con respecto a £ y tenemos

ou

M _F ,
an )

donde F; es cualquier funcién de 7. Luego integramos con respecto a 1 para tener

7
uzf Fi(z) dz+ (&),

donde f, también es una funcidn arbitraria de &. Sin pérdida de generalidad y sélo con el fin de aligerar la notacién

definimos otra funcién f; mediante

7
f1(77)=f F1(2) dz,

y entonces la solucidn general es

u=fim+ &,

que, expresada en las variables originales tiene la siguiente forma

ulx,t)=filx—ctH) + fr(x+ct) .

Para interpretar cualitativamente esta solucidon supongamos que la funcidon f, es idénticamente cero, de modo
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que

ulx,t)=fi(x—ct) .

Para ¢t = 0 la solucién u es precisamente f7:

u(x,0)=fi(x) .

Para cualquier tiempo posterior ¢ la solucidn u serd la misma funcién f; pero desplazada hacia la derecha un intervalo
igual a ct, de modo que decimos que u describe una onda que viaja sin deformarse hacia la derecha con una velocidad
constante c. Del mismo modo, en el caso de que f; sea nula, u describe una onda que viaja hacia la izquierda sin
deformarse con una velocidad de la misma magnitud c. El caso general lo podemos entender como la suma de dos

ondas que viajan en direcciones opuestas con la misma rapidez c.

2.2.1. Otra manera de expresar la ecuacion de onda: ecuacion de adveccion.

Otra manera de observar este cardcter de ondas que viajan en direcciones opuestas se logra al escribir la ecuacién

de onda (12) en las siguientes formas:

0 - 82u_162u
T ox2 2o
0 (0u 10u 10 (ou 10u
- a(a*za)‘za(ata)’ (1
0 (0u 10u 10 (0u 10u
- 255w E-E) o

Estas formas son equivalentes siempre que la funcién u sea suficientemente suave (de clase C?) como para que

2 2 . ., L. . ., ., ..

g—g = 24 Mediante esta expresién es facil notar que si una funcién es solucién de alguna de las siguientes

xOt dtox

ecuaciones
ou 10u
—+-—= = 0, 15
ox ¢ ot (15
ou 10u
ou 10w _ (16)
ox ¢ ot

entonces también serd solucion de la ecuacion de onda unidimensional. Ademads, es posible demostrar que si se tiene
una funcién u; (x, ) solucién de la ecuacion (15), y una funcion u; (x, f) solucién de la ecuacion (16), la suma de
ambas

u=u+u,

también sera solucion de la ecuacién de onda unidimensional. Desde luego las soluciones generales de las ecuaciones

(15) y (16) son precisamente las ondas que viajan en ambas direcciones, es decir,

up(x,0) = fi(x—ct) ,

uy (x,1) = o (x+ct) ,

donde f; y f> son funciones de R en R.

La importancia de reconocer que la ecuacién de onda unidimensional se puede expresar usando las ecuaciones
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(15) y (16) radica en que mediante la solucién general de cualquiera de estas tltimas (que es mds facil de encontrar),
por simetria, se puede encontrar la solucién general de la otra y luego a su vez la solucién general de la ecuacién de
onda. Las ecuaciones (15) y (16) son la misma ecuacién salvo un signo que se refiere a direccién de la propagacion;
a esta ecuacidn se le conoce como ecuacion de adveccion y sin pérdida de generalidad usaremos en adelante la

version cuyas soluciones, cuando ¢ > 0, se propagan hacia la derecha

ou  Ou
—+c=—=0. 17
ot ox (17
La idea detrds de este procedimiento es la siguiente: la ecuacién de onda (lineal o no-lineal) debe describir
la propagacién de una onda en cualquier direccion, pero como el medio que estamos modelando es isotrdpico las
caracteristicas de la propagacién no deben depender de la direccién de propagacion, por lo que podemos usar una
ecuacion que describa la propagacion en una sola direccidn, y después la generalizacion de los resultados no debe

presentar problemas.

Una manera abreviada de escribir las expresiones (13) y (14) es

0 10\(0 10

0 —(artﬁﬂﬁﬂ+zaﬁ’ (18)
0 10\(0 190

= (a*za)(a‘za)”’ (19)

donde es importante hacer notar que los paréntesis no denotan producto sino composicién. En caso de que se quisiera

escribir un producto de este tipo, la ecuacién correspondiente seria

ou 10u\{ou 10u
0 = (a‘za)(ata) 0)

2 2

ou 1 (Ou

ox c2\ot) °
cuyas soluciones ciertamente son soluciones de la ecuacién (15) o de la ecuacién (16) pero si tenemos una funcién
que es la suma de una solucién de cada una de estas dos ecuaciones, esta funcién no necesariamente sera solucién
de la ecuacioén (20). Es decir, si

u=fix—cH)+ fr(x+ct),

entonces

ou 10u\(ou 10u

(a - EE)(& + ZE) = 4f1'(x—ct)f2' (X+Cl) S

lo cual no necesariamente es cero.

2.2.2. Condiciones iniciales.

El siguiente paso es precisar cudles funciones f| y f> deben usarse para describir una situacion especifica. Como
existen infinitas maneras de lograr una condicién inicial de ¥ mediante la suma de dos funciones arbitrarias, ademas

de especificar u (x, 0) serd necesario especificar, para el mismo ¢ = 0, el valor de su derivada parcial con respecto al
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tiempo. Supongamos entonces que se dan, inicialmente,

ux,0 = gk,
ou
5 -0 = G (X) .

Buscaremos entonces expresar la solucién general u (x, ) en términos de gy G.

Por un lado debemos tener, debido a la primera condicién,

Si()+ (%) =g 1) @D

y por otro lado, debido a la segunda condicion,

c(-fW+f0)=Gw) . (22)

Por lo tanto, integrando la ecuacién (22) con respecto a una variable muda z desde un punto arbitrario xg hasta x

tenemos

1 X
(=f1 () + f1 (x0)) + (2 (x) = f2(x0)) = - f G(z) dz.

X0
Entonces se tiene

1 X
fix) = _Ef G (2) dz + fi (x0) + f2(x) = f2(x0) .

X0

Sustituyendo la ecuacién (21) en el resultado anterior

fi ()

1 X
—;f G () et fi (x0) + 8 () — fi (¥) — f3 (x0)

X0

1 1 1 1
- G( dz+ = = - = ,
e fxo (z) dz + 2fl (xo0) + 78 (x) 2f2 (x0)
y usando nuevamente la ecuacién (21),

1 X 1 1 1
L) = g+ 2_cf G(2) dz - Ef (x0) — 38 (x) + Efz (x0)

X0

1 X 1 1 1
2—61;0 G(z) dz - Efl (x0) + Eg(x)+ Efz (x0) .

Ahora evaluamos en los argumentos que les corresponden dentro de la solucion general,

1 X—Cl 1 1 1
filx—ct) = -5 ; G(2) dz + Ef] (x0) + 58 (x—ct) - Efz (x0) ,
1 X+ct 1 1 1
hlx+e) = 2% ) G(z) dz— Efl (xo0) + 58 (x+ct) + §f2 (xo0)
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y finalmente podemos expresar u en términos de sus condiciones iniciales

x—ct 1 1 1
u(x,1) (——C f G(z) dz + Efl (x0) + Eg(x —ct) - §f2 (xo))

X+Ct
. (z f 6 de- G0+ 38 (et e+ 3 <xo>)

1 X+ct 1 1
—f G(z) dz+=g(x—ct)+=g(x+ct) . (23)
2¢ Jius 2 2

Esta tltima expresién se conoce como solucién de D’ Alembert [5].

2.2.3. Curvas caracteristicas.

El método de caracteristicas, formulado por Lagrange, es un método ampliamente usado para encontrar solucio-
nes a ecuaciones diferenciales parciales. Para una ecuacion cuasilineal de primer orden, como las que trabajeremos

en el presente texto, escrita en su forma més general,
a(x,t,)u; +b(x,t,u)u, =0, (24)

con una condicion inicial dada,
u(x,0)=g(x), (25)

este método consiste en encontrar aquellas trayectorias, x (z), f (), sobre las cuales se cumple

@ a(x,t,u) , (26)
dz
d b(x,t,u) . 27
dz

A estas trayectorias se les conoce con el nombre de curvas caracteristicas o simplemente caracteristicas. Una

descripcidon mds general puede encontrarse por ejemplo en el texto de Debnath [12].

La ventaja que ofrecen las curvas caracteristicas puede observarse al tomar la derivada de una funcién u sobre

alguna de ellas mismas:
du dt dx

Up— + Uy— .

d_Z: dz dt

Si ahora se sustituyen en esta expresion las ecuaciones (26), (27) y (24) observamos que

du

—=0.

dz
En otras palabras, para estos casos u es una constante sobre las caracteristicas, de modo que la solucién de (24)
deberia poder encontrarse resolviendo las ecuaciones (26) y (27) para encontrar las curvas caracteristicas, y luego
determinando el valor de u que corresponde a cada una de éstas por medio de su interseccion con la condicién inicial
g (x). Es decir, si la caracteristica intersecta al eje x en el punto x = xg, ¢ = 0, el valor de u que le corresponde debe

ser precisamente g (xp).

En los casos estudiados en el presente texto, nos serd posible parametrizar con respecto a la misma ¢ de modo
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que las caracteristicas estaran descritas mediante
x=X(1),

sobre las cuales

u(X @, =g(xp) paratodat.

Cuando tenemos una ecuacion diferencial parcial del tipo de la ecuacién de onda lineal, que expresa la propa-
gacion de una perturbacion con todas sus propiedades, pero en una sola direccidn, como la que se ha obtenido en la
seccion 2.2.1, las curvas caracteristicas son una buena manera de visualizar estas propiedades: si las caracteristicas
se aproximan unas a otras tenemos pulsos que se hacen estrechos, y por el contrario, si se alejan entre si tenemos
pulsos que se ensanchan. Un aumento en la pendiente X’ (¢) corresponde a un aumento en la velocidad de propaga-
cion y viceversa. Una pendiente positiva corresponde a una propagacion hacia la derecha y una pendiente negativa
corresponde al sentido contrario. Un poco menos intuitivos son los casos donde las caracteristicas se intersectan,
dichos casos dan lugar a perfiles multivaluados y requieren un tratamiento especial, que serd abordado en la seccién
3.

En este momento s6lo analizaremos las caracteristicas que corresponden a la ecuacién de adveccién (17)
ur+cuy =0.

Escribiendo las ecuaciones (26) y (27) en este caso obtenemos

dx

= _ , 28
dz ¢ (28)
dt

- =1, 29
dz @9

por lo que las caracteristicas en este caso, parametrizadas con respecto a ¢, tienen la forma
x=X{@®=ct+xp.

Ya que para esta ecuacion diferencial se ha calculado previamente (en la seccion 2.2.1) la solucién analitica u (x, 1) =
f (x — ct), puede verificarse la consistencia de estos dos resultados observando que sobre las caracteristicas obtenidas

u efectivamente sea constante,

uX(@,n = fX@-cn
= f(xo+ct—ct)
= f(xo) -

Hemos encontrado pues que las curvas caracteristicas en este caso son rectas de pendiente ¢ positiva, tal y como
se esperaba. Estas mismas se muestran en la figura 1a. En la figura 1b se ha anadido un eje correspondiente a la

variable dependiente u y se puede observar como se propaga una condicién inicial sin deformarse.

La importancia del andlisis por caracteristicas serd evidente cuando se analicen casos donde las ondas se defor-

man mientras viajan, ya que debido a la deformacién misma no sera posible expresar las soluciones mediante una
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a) b)

Figura 1: Propagacién lineal de una onda, las lineas punteadas en ambos casos son las curvas caracteristicas. El inciso a es una vista
superior del inciso b.

funcién de la forma f (x + ct) para todo tiempo. No serd entonces posible describir la propagacion de la condicion
inicial como una funcién que simplemente se desplaza sin deformarse; en lugar de eso describimos la propagacién

de cada uno de los puntos de la condicién inicial por medio de una curva caracteristica.

2.3. Principio de superposicion.

El hecho de que la ecuacién de onda (10)

2
) 107 u _
Viu-=—==
c” Ot
sea lineal, formalmente quiere decir que dadas u; (x, ) y us (x, t) dos soluciones a la ecuacién, para cualesquiera a;
y ay escalares, la funcién

u=au +au,

que consiste sencillamente de una combinacién lineal de dos soluciones, también es una solucién. La demostracién

de dicha propiedad es sencilla:

1 &%u 19
2 = V2 —
Veu — ?W = (a1u1 Clzuz) C2 8l2 (Cllul + aZMZ)
1 521/!1 1 azuz)

2 2
= a1V uy +a2V w—lag=—t+ar———
cz o c2 o0

2 2
= ai (V2u1 — ia M1)+a2(V2u2 - ia uz)
C

2 o2
= 040

= 0.

Por un lado esta propiedad nos dice que las propiedades de la propagacion no dependen de la amplitud de la
onda. En otras palabras, una vez que hemos encontrado una solucién podemos amplificarla positiva o negativamente

multiplicdndola por cualquier escalar y el resultado serd igualmente una solucién de la ecuacion. Por otra parte nos



2.4 Dispersion y difusion. 21

dice que las interacciones entre las ondas son lineales; es decir, el proceso de propagacién es independiente de que

haya otro proceso de propagacién ocurriendo en el mismo tiempo en el mismo lugar.

Existe también una relacion entre este principio de superposicion y el hecho de que todas las ondas se propaguen
a la misma velocidad. Primero hagamos una observacién: si la condicién inicial de una onda que viaja sin deformarse
a una determinada velocidad se puede expresar como la suma de dos funciones, entonces las perturbaciones corres-
pondientes a estas funciones deben viajar a la misma velocidad que la primera. Ahora, si suponemos que existen
dos perturbaciones que viajan sin deformarse a velocidades diferentes encontramos rdpidamente una contradiccion:
al expresar la condicion inicial de la primera como la suma de la condicién inicial de la segunda y otra funcién
(la diferencia entre ambas) y apoyados en el hecho de que los procesos de propagacién son independientes, habria
una parte de la perturbacidn viajando a la velocidad correspondiente a la segunda, y no a la velocidad que se habia

supuesto en un principio.

El principio de superposicion nos permite analizar la solucién general de la ecuacion en el sentido literal de la
palabra, entenderla como un nimero finito de partes independientes que se estudian por separado y luego encontrar

los resultados generales sumando los resultados de todas las partes.

2.4. Dispersion y difusion.

Cuando se observa que en un mismo medio diferentes ondas se propagan con diferentes velocidades de fase,
se dice que el medio es dispersivo. Una definicion formal del concepto de dispersién es dificil porque depende del
concepto de onda que, como se ha visto al principio de esta seccion 2, presenta problemas. Whitham [36] menciona

una definicidn que resulta ttil y consiste en llamar dispersivos a los casos donde la ecuacién diferencial
Flu] =0

admite soluciones u (x, t) de la forma

u(x,t) = acos(kx — wt+¢) , (30)

que cumplen con las siguientes condiciones:

e w es una funcidn real de k; esto es w = w (x) (esta funcidn se conoce como relacion de dispersion),

e el valor de la velocidad de fase ¢ = ¢ no es independiente del valor de «.

Luego se puede extender la definicion a los casos que han sido excluidos siempre y cuando cualitativamente sus
respectivas propagaciones sean andlogas a los casos que caben dentro de la definicién mencionada. Para el caso de
la ecuacién de adveccién es posible aplicar la definicion estricta sugerida por Whitham, dado que se satisfacen las

condiciones por ella impuestas.

Por otro lado, desde el punto de vista fisico el término difusion, o disipacion [21], se refiere a los procesos en
los cuales la energia tiende a distribuirse uniformemente en todo el sistema. Entonces en los sistemas difusivos las
perturbaciones al propagarse pierden amplitud gradualmente hasta desaparecer, debido a que dichas perturbaciones
llevan consigo una cierta cantidad finita de energia. Por lo tanto, las soluciones de una ecuacién diferencial que
modele un sistema difusivo deben, a medida que aumenta el tiempo, tender a los estados de equilibrio del sistema.

Tipicamente estas soluciones involucran decaimiento exponencial porque cominmente, bajo alguna manipulacion,
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dichas ecuaciones pueden reducirse, al menos en parte, a la ecuacion de difusion
uy = Kutyy

cuyas soluciones son de la forma
u(x,t) = e Placos (kx + @) , 31)

y decrecen exponencialmente con respecto a la variable temporal.

Es notable que las soluciones expresadas en las ecuaciones (30) y (31) pueden ser entendidas como la parte real

de una exponencial compleja
a eL(Kx—a)t+¢) ,

donde a la forma expresada en la ecuacion (30) corresponde una relacion de dispersion w (k) puramente real y para
la forma expresada en la ecuacion (31) la funcién w (k) debe ser puramente imaginaria, en este tltimo caso se tendria
w (k) = iB (k). Esto nos lleva a notar que bien puede suceder que w (x) tenga, tanto parte real como parte imaginaria
distintas de cero, y eso significa que pueden existir propagaciones que manifiesten difusién y dispersién al mismo

tiempo.

En ocasiones es dificil distinguir entre dispersion y difusién porque el perfil de una onda al propagarse puede
ser deformado y cambiar su amplitud por ambas razones. Por eso es importante precisar la definicién que se usa
al hablar de dispersion, por ejemplo la definicién rigurosa de Whitham, que estd basada en soluciones del tipo
senoidal, permite, siempre y cuando se cumpla el principio de superposicién en el medio, hacer una descomposicion
del perfil, en este caso por medio de una serie de Fourier, y determinar si hay difusién presente observando si decrece

la amplitud de las componentes senoidales.
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3. Ondas de choque.

Desde el punto de vista de la fisica las ondas de choque son regiones estrechas que se propagan, en las cuales
cambia abruptamente (pero de modo continuo) alguna (o algunas) de las propiedades fisicas del medio. Estas regio-
nes pueden ser tan estrechas como el orden de magnitud del camino libre medio de las moléculas, esto es 10~/ m en
la tierra; un tratamiento detallado puede encontrarse en los textos de Toro [33], Whitham [36] y Landau y Lifshitz
[19]. Comtinmente la primera aproximacion que se usa para modelar matematicamente dichas ondas de choque es

una descripcién por medio de funciones discontinuas; es asi como lo haremos en el presente texto.

3.1. Ecuacion de Burgers no viscosa.

Tal vez el ejemplo mas sencillo de ecuaciones diferenciales parciales cuyas soluciones presentan discontinuida-
des correspondientes a ondas de choque es la ecuacién de Burgers, en particular su version no viscosa. Una manera
de obtener esta ecuacion es planteando una ley de conservacion, por ejemplo, conservacion de masa. Supéngase
que en un determinado medio unidimensional la densidad de masa es p, denotando con g su correspondiente flujo;

entonces tanto p como g pueden ser consideradas como funciones de las variables espacial x y temporal ¢,

p = px1),
= q(x0).
Estas variables se relacionan entre si por medio de
d (™
— | pdx=q0(x2,0-q(x,0, (32)

dr J.,

lo que significa que en cualquier intervalo delimitado por dos puntos x, X2, el cambio en la masa contenida en dicho
intervalo es igual a la diferencia entre los flujos de masa en los extremos del mismo intervalo, donde se han tomado
como positivos los flujos de izquierda a derecha. A la expresidn de (32) se le conoce como ley de conservacién de

masa en forma integral. Si ahora hacemos tender x; — x; obtenemos su forma diferencial

Pr+q:=0. (33)

Como ésta es una sola ecuacion diferencial que involucra las dos variables p y g, se necesita otra relacién entre
estos mismos parametros para determinar el problema y poder buscar una soluciéon. Una solucién de este problema,

primero planteada por Whitham [36], es considerar g como funcién de p, g = g (p), lo cual implica que

qx =4 () px , (34)

y por lo tanto, al sustituir en (33),
prtq (P)px =0, (35)

donde, si bien siguen apareciendo las dos variables mencionadas, podemos evitar las apariciones de g aproximandola

por polinomios en p (lo cual equivale a tomar la serie de Taylor truncada de una funcién g (p) general). Si ¢ es un
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polinomio de primer orden de p se tiene
q()=A+Bp,

donde A y B son constantes, entonces ¢’ (0) = By la ecuacién (35) adquiere la forma p; + Bo, = 0, que es

precisamente la ecuacion de adveccion que se ha descrito en la seccién 2.2.1.

Si vamos un poco mds adelante y usamos un polinomio de segundo orden tenemos

q(p) = A+Bp+Cp?, (36)
q () = B+2Cp,
con lo que la ecuacion (35) queda
pr+(B+2Cp)py=0. (37

Para simplificar esta ecuacion definimos una nueva variable ¢ linealmente relacionada con p:

¢=B+2Cp. (38)

Luego, como esto implica que las derivadas parciales de ¢ son:

‘10x = 2Cp)€ D)
(pl = 2Cpl s
entonces la nueva variable ¢ debe satisfacer
@i+ 9o = 0. (39)

A esta ecuacion se le conoce como ecuacion de Burgers no viscosa. Procediendo ahora en sentido opuesto, es posible
observar que la variable ¢ satisface a su vez una ecuacién del tipo (32), correspondiente a la conservacion de ¢ en
su forma integral. Sustituyendo (36) y (38) en (32), después de un poco de 4lgebra se obtiene

d (™

4 d
a ), 7

@0 = (@ (x1,0)%, o)

= GO, 0)—g(x1,1) ,
donde se observa que el flujo § correspondiente a la variable ¢ puede expresarse como g (x, t) = % (¢ (x, ).

Entonces, la ecuacién de Burgers no viscosa puede obtenerse al plantear una ley de conservacién, de una de-
terminada magnitud en un medio, aproximando el flujo a segundo orden como una funcién de p. Una ecuacién de

Burgers unidimensional mas completa que incluya un término viscoso se escribe
Qr T PPx = VPxx »
y puede obtenerse considerando ¢ como una funcién no solamente de p sino también de py, [36].

Para obtener la solucién analitica de la ecuacién de Burgers no viscosa (39) sujeta a una condicién inicial

¢ (x,0) = g(x), se procede por medio de curvas caracteristicas, que han sido brevemente descritas en la seccién
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2.2.3. Buscamos trayectorias x (), # (z) sobre las cuales

dx

_ 41
e @, (41)
dt
— = 1, 42
dz (42)

de modo que las caracteristicas son rectas de pendiente ¢ que podemos parametrizar con respecto a la variable ¢
como

X () =t +x0,

donde x es el valor de x correspondiente a la interseccion de la caracteristica con el eje x. Sobre estas curvas, como

se hecho notar en la seccién 2.2.3, el valor de ¢ es una constante,

@ (X (0),1) = ¢(x0,0) = g (x0) paratoda 7, (43)

de modo que podemos reescribirlas como
X)) =g(xp) t+xp. (44)

La diferencia del caso de la ecuacién de Burgers no viscosa con respecto al de la ecuacién de adveccion es que la
pendiente de las caracteristicas ahora depende del valor de la condicién inicial g (x) en el punto donde se intersecta
con la caracteristica, por lo que, salvo en el caso de una condicién inicial constante, las caracteristicas serdan no
paralelas y esto significa que existirdn puntos por donde pudiera pasar més de una caracteristica y puntos por donde
no pase ninguna de ellas. Como serd mostrado en la siguiente seccion, el primero de estos casos (zonas donde las

caracteristicas se intersectan) da lugar a soluciones de tipo discontinuo.

La exposicién anterior con respecto a la ecuacién de Burgers no viscosa para p pretende mostrar algo de la
naturaleza de la ecuacién y el tipo de situaciones donde puede surgir. Sin embargo, en las secciones posteriores

consideraremos dicha ecuacién en la variable u por lo cual es necesario hacer las siguientes observaciones.
Como la relacién que guardan el flujo, la densidad y la velocidad es
q=pu,
entonces al sutituir dicha expresion en la ecuacién (36) tenemos
pu=A+Bp+ sz (45)

ahora, con el fin de obtener una ecuacion diferencial para la variable u deberia despejarse p de la ecuacion (45) y
luego sustituir el resultado en la expresion (37), si al realizar dicho procedimiento se consideran las tres constantes
A, By C distintas de cero, se obtiene una ecuacién diferencial relativamente complicada, sin embargo, si por el

contrario se asume que A = 0 el resultado es
ur+QRu—-Bu, =0,

que como se ha visto antes puede reducirse a la ecuacién de Burgers no viscosa por medio de un cambio de variable
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sencillo, que en este caso seria
p=2u—-~B.

Dicho cambio de variable equivale simplemente a medir la velocidad de desde un sistema de referencia distinto (y
ademds con un cambio de escala), es decir, en este caso ¢ es una representacion de la velocidad promedio de las

particulas a escala mesoscépica, tan buena como u.

Entonces una manera de obtener la ecuacién de Burgers para la variable u consiste en pedir que la variable p
cumpla una ley de conservacion, como en la ecuacion (32), e imponer dos restricciones: que el flujo g guarde una
relacién cuadrética con p, y que dicha relacién carezca de término a orden cero, A = 0, lo cual puede ser interpretado

como limitarse a los casos donde el flujo se anula cuando la densidad se aproxima a cero.

3.2. Condiciones de Rankine-Hugoniot.

Como se ha mencionado, cada punto xo de la condicién inicial define una caracteristica, que en el caso que
hemos tratado es una recta con pendiente igual a g (xp). Por ejemplo, si tenemos una condicién inicial g como la que
se muestra en la figura 2a, las caracteristicas correspondientes son las rectas mostradas en la figura 3a, donde puede
observarse que tienen una mayor pendiente las caracteristicas correspondientes a los puntos donde el valor de g (x)
es mas alto. Estas caracteristicas describen como el perfil viaja y se deforma. Por ejemplo en la figura 2b se muestra
el perfil para un tiempo mayor que cero (pero cercano a cero), donde puede observarse que se ha desplazado hacia

la derecha y también se ha sesgado hacia el mismo lado.

a) x b) x

Figura 2: a) Condici6n inicial y b) perfil de la solucién de la ecuacién de Burgers no viscosa, para un tiempo mayor que, pero cercano a,
cero.

En el espacio (x, ¢, u) cada caracteristica define una nueva curva del tipo (X ().t g (xo)), y el conjunto de todos
los puntos sobre estas curvas forman una superficie bien definida. Sin embargo, esta superficie no es propiamente la
representacién de u como funcién de x y ¢ porque, dado el modo como se ha construido, la superficie puede pasar por
arriba de si misma. Dicho de otro modo, como antes se ha hecho notar hay puntos en el plano (x, f) sobre los cuales
pasa més de una caracteristica. Por lo tanto, para un tiempo ¢ suficientemente grande, la interseccion de la superficie
mencionada con un plano ¢ = cte. serd un perfil como el que se muestra en la figura 4a. Este perfil multivaluado no
es admisible fisicamente como solucién para u (x, t), pero si se introduce una discontinuidad en un punto x = s (¢)
apropiadamente escogido, puede obtenerse un perfil como el que se muestra en la figura 4b que como mostraremos

a continuacion, es una solucion valida.

Buscaremos el punto s (#) donde se encuentra la discontinuidad al tiempo ¢ por medio de la ley de conservaciéon
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a) b)

Figura 3: a) Curvas caracteristicas y b) superficie formada por puntos de la forma (X(¢), 1, g (xo)).

) x by s x S

Figura 4: a) Perfil multivaluado, b) perfil con una discontinuidad en s (7) y ¢) esquematizacion de la regla de las dreas iguales.

en su forma integral, evaluada en un intervalo [x1, x»] que contenga a la discontinuidad, x; < s(#) < x,. Entonces la

ecuacion (40) toma la forma

d s(1) d X2

= pdx+ — pdx=q(x,1)—q(x1,1)
dt x dt s(0)

y por lo tanto

s(1) X2
g, - qx,0) = f sotdx+s'(r>so<sL,z>+f o dx — 5" (1) @ (sg. 1)
X1 s()

s(1) X2
s () (@ (51,0 — ¢ (s, 1)) + f @ dx + f ¢rdx,
X1 s(t)

donde ¢ (s1,t) y ¢ (sg, t) son los limites de ¢ (x, ¢) cuando x tiende a s (¢) por la izquierda y por la derecha respecti-
vamente. Ahora, si hacemos tender x;, x, — s(#) entonces las integrales del lado derecho tienden a cero y se tiene
la igualdad

G(xp, 1) = G (xg, 1) = " (1) (@ (s, 1) = ¢ (sr, 1))

donde nuevamente g (xz,1) y g (xg, t) son los limites de g (x, #) cuando x tiende a s (¢) por la izquierda y por la derecha
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respectivamente. A esta ultima ecuacién se le conoce como condicion de Rankine-Hugoniot o condicion de choque
[36], cominmente expresada mediante
Ag =5 ()Ap. (46)

Debido al modo como se ha construido, esta condicidén expresa fisicamente la ley de conservacién a través de la
discontinuidad y es importante porque, como se ha dicho, permite encontrar la trayectoria s () sobre la cual se
propaga la discontinuidad, o bien, la onda de choque en el plano (x, ). Normalmente se habla en plural de las
condiciones de Rankine-Hugoniot porque en su conjunto expresan varias leyes de conservacion en un medio, a
través de una discontinuidad. Por ejemplo, en el caso de mecdnica de fluidos, cuando expresa la conservacién de

masa, momento y energia a través de una superficie de discontinuidad se obtiene [2]

masa: pL(s" () —ur) = pr(s’ (1) —ug) =m,
momento: m(up —ugr) = PL— PR
energia: m(er, + %u% —€R— %Mlzg) = PLUL — PRUR .

De este modo, las condiciones de Rankine-Hugoniot son expresiones discretas de las leyes de conservacion y
permiten proponer soluciones discontinuas, que deben satisfacer la expresion diferencial de la ley de conservacion
en las regiones continuas y las condiciones de Rankine-Hugoniot en las regiones discontinuas. En el caso de la

ecuacién de Burgers no viscosa, como § = %(,02 tenemos

Lo (. ) = (@ (xr, 1)*

s = o (xL, 1) — @ (xR, 1)
1
= (e + o)
de modo que
1
s() = 5 (pGer.0) + @ (. 0) 1+ 34, (47)

donde x; es una constante de integracion. Entonces la solucién de la ecuacién de Burgers no viscosa consta de dos
partes: por un lado, para las regiones continuas, la solucién por caracteristicas expresada en las ecuaciones (43) y

(44), y por otro lado la condicién de Rankine-Hugoniot, ecuacion (47), sobre el choque.

Una manera alternativa de encontrar la posicion del choque es la regla de las dreas iguales de Whitham [36],
que surge de la observacion de que tanto el perfil multivaluado como el discontinuo, de los cuales pueden observarse
ejemplos en las figuras 4a y 4b respectivamente, satisfacen la ley de conservaciéon' [36] y por lo tanto una linea
vertical que represente la discontinuidad debe cortar el perfil multivaluado de modo que los l6bulos resultantes

tengan areas iguales, como lo muestra la figura 4c.

3.3. Problema de Riemann.

Finalmente, aplicaremos la solucién obtenida a una condicién inicial sencilla que nos permita observar algunos

aspectos tipicos de una propagacién no lineal. El problema de Riemann para la ecuacion de Burgers no viscosa, tal

! Abusando ligeramente de la notacién (en el caso multivaluado) nos referimos a la eciacién (32).
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como lo sefiala Toro [33], es:

0 =g =] £

er si x>0,
donde ¢; y ¢r son constantes, ¢; # @g. La condicidn inicial en este caso tiene una discontinuidad en x = 0, y
es constante en las regiones que le quedan a izquierda y derecha. En las regiones donde la condicién inicial es
constante las caracteristicas son rectas paralelas, pero hay que tomar en cuenta que la pendiente de las caracteristicas
a la izquierda de la discontinuidad no es igual a la pendiente de las que quedan a la derecha. Como se muestra en la

figura 5, hay dos casos que serdn tratados por separado y nos llevarédn a resultados cualitativamente distintos.

¢‘\ q,ﬂ

= ¥

= Y

a) b)

Figura 5: Condiciones iniciales correspondientes al problema de Riemann para la ecuacién de Burgers no viscosa cuando a) ¢, > @x y
b) g1 < ¢r.

. |

=

a) b)

Figura 6: Caracteristicas correspondientes al problema de Riemann para la ecuacién de Burgers no viscosa cuando a) ¢;, > ¢x y b) ¢ < ¢g.

En el caso de que ¢, > ¢ la pendiente de las caracteristicas a la izquierda de la discontinuidad es la mayor y por
lo tanto, como lo muestra la figura 6a, hay toda una regiéon donde las caracteristicas intersectan. Como se ha visto

en la seccidn anterior, esto significa que existe una onda de choque y para encontrar su trayectoria s () usaremos la
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condicién de Rankine-Hugoniot, que en este caso es especialmente sencilla porque los limites se calculan facilmente:

p(xr,1) L,

@ (xg, 1) @R -

Al sustituir estos valores en la ecuacion (47) se tiene
1
s (1) = E(SDL + QR+ X4 -
Ademds, sabemos que al tiempo ¢ = 0 la discontinuidad se encuentra en s = 0, de modo que x; =0y
1
s(t)=Z(eL+ep)t.

Entonces la onda de choque viaja sobre una trayectoria que es recta, parte del origen y tiene una pendiente igual al
promedio de las pendientes de las caracteristicas que estdn a sus lados izquierdo y derecho. Esta solucién se muestra

en la figura 7.

rk s‘(t) o4 P4

b) 5 (1) X o s(r) X

=y

a)

Figura 7: Solucién del problema de Riemann para la ecuacién de Burgers no viscosa, del caso ¢;, > ¢: a) caracteristicas en el plano (x, 1),
b) perfil de la onda de choque en el plano (x, ¢) para un tiempo #; > 0, y ¢) perfil de la onda de choque en el plano (x, ¢) para un tiempo
t, > t;. En todos los casos s (f) denota la onda de choque.

Por otro lado, si ¢; < ¢g, como se muestra en la figura 6b, hay una region donde aparentemente no pasa
ninguna caracteristica y no tenemos informacién que nos indique el valor de ¢. Sin embargo, el hecho de que las
caracteristicas sean lineas rectas sobre las cuales ¢ es constante y es igual a la pendiente de dicha recta, deriva
directamente de la forma de ecuacién de Burgers no viscosa, por lo que las caracteristicas en esta zona también
deben cumplir estas propiedades. Un juego de rectas que cumple todas estas propiedades, y la solucién en este caso
[33], es

X(1) = o1,

donde ¢ varia desde ¢ hasta ¢g, este tipo de solucién se llama onda de rarefaccion y se encuentra esquematizada

en la figura 8.



3.3 Problema de Riemann. 31

-~

a) X b) X c) X

Figura 8: Solucién del problema de Riemann para la ecuacién de Burgers no viscosa, del caso ¢, < gg: a) caracteristicas en el plano (x, 1),
la onda de rarefaccion es el abanico que surge del origen; b) perfil de la onda de rarefaccion en el plano (x, ) para un tiempo #; > 0;y ¢)
perfil de la onda de rarefaccion en el plano (x, ¢) para un tiempo #, > t;.
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4. Conceptos basicos de los esquemas numéricos de diferencias finitas.

Si tenemos el problema de una ecuacion diferencial, para una dimensién espacial, con valores iniciales sobre un

dominio no acotado,

Flul]=0 (48)
ulx,t=0=g(x), xe€R 49)

una manera de encontrar una solucién aproximada es mediante la discretizacion del dominio, efectuando un cédlculo

numérico.

Aunque de manera mds general las ondas se modelan usando cuatro dimensiones (tres espaciales y una temporal),
en este texto consideramos Unicamente propagacion a lo largo de una dimensién espacial, y usaremos como base

dos ecuaciones diferenciales: la primera es la ecuacion de adveccion (17)
us +cuy =0,

donde
Flu] = u; + cuy, , (50)

como se ha descrito en la seccién 2.2.1, esta ecuacion es equivalente a la ecuacion de onda lineal unidimensional

pero con propagacion en una sola direccion; y la segunda es la ecuacion de Burgers no viscosa (39)
Uy +uu, =0,

para la cual
Flu]l = u; + uu, . (51

Ambas ecuaciones describen perturbaciones que se mueven de izquierda a derecha.

Ademéds, estas ecuaciones describen los casos generales siempre que el espacio sea isotropo y cada una corres-
ponde a ciertas aproximaciones al respecto de la naturaleza de la propagacion, la primera se refiere a un caso lineal
y la segunda a un caso no lineal muy sencillo. Se pueden encontrar los detalles de las hipdtesis que se asumen en

cada caso, asi como una descripcion de sus soluciones en las secciones 2.2 y 3.1 respectivamente.

Un esquema numérico de diferencias finitas de cualquiera de estas ecuaciones diferenciales es una expresion
algebraica discreta que representa a la ecuacidn diferencial, y donde se busca que satisfaga ciertos conceptos de con-
vergencia, consistencia y estabilidad que serdn expuestos mds adelante. La ventaja que ofrece el esquema numérico
es que por su caracter algebraico en la mayor parte de los casos podremos obtener una solucién explicita, lo cual no
necesariamente sucede con las ecuaciones diferenciales. La idea bdsica para obtener una solucion numérica a partir
de un esquema de este tipo es utilizar la expresion algebraica de modo que se conozcan todos los pardmetros excepto
uno (el valor de la solucién numérica en un determinado punto), luego despejar dicho pardmetro y obtener su valor;
este procedimiento se puede realizar de entrada en los primeros vecinos de la condicién inicial, y luego (usando los

valores calculados) se puede realizar sobre el siguiente grupo de vecinos y asi sucesivamente.

En las secciones siguientes se expondran los conceptos que nos serviran para evaluar las cualidades y deficiencias
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de los diferentes esquemas numéricos y la ilustracion de dichos conceptos se da en la realizacion de los distintos

esquemas, presentada en los capitulos Sy 7.

4.1. Aproximaciones a las derivadas.

Partimos de la serie de Taylor de una funcién cualquiera alrededor de un punto x; sea f : R — R una funcién
con derivadas continuas hasta orden 4, entonces:
df (x) 1d*f (x) ; 1d8f )

fx+Ax) = f(x)+ (Ax) T + (Ax)? = ——— + (Ax)

2N dx2 3 do +0(aw') (52)

donde todas las derivadas estdn evaluadas en el punto x, y O ((Ax)4) indica que el residuo es de orden (Ax)4, con Ax

pequeiio.
La expresion (52) es valida de igual manera para Ax tanto positivas como negativas pero aqui consideraremos
Ax siempre positiva y escribiremos entonces, para un decremento,

df ) o 1df)

3
fx—Ax) = f(x)—(Ax)T + (Ax) (Ax)? 1df(x)

4
2 dx 3 dxo +0((%) . (53)

donde nuevamente las derivadas se evaliian en el punto x.

Ahora despejamos la derivada de f con respecto a x de la ecuacion (52), truncando el desarrollo después del

segundo término

df ) fa+A)—f)+0(v?)
dx Ax
flr+An) - f()

= Ay + O (Ax) , (54)

y del mismo modo despejamos en la ecuacion (53)

df ) fa=A)-f+0(Av?)

dx —Ax

f )= f(x-Ax
Ax

+0(Ax) . (55)

De este modo se obtienen dos aproximaciones distintas, ambas de primer orden, para la primera derivada de una

funcién f.

Por otro lado, si restamos la ecuacién (53) de la (52) y volvemos a despejar la derivada de f con respecto a x se

obtiene: J
f(x+Ax) - f(x—Ax) = 2Ax JACIN 0((Aax?) |
dx
y por lo tanto
df(x)_f(x+Ax)—f(x—Ax) 2
dx 2Ax +0((a7)

lo cual da lugar a una tercera aproximacién de la primera derivada de f, pero ésta de segundo orden.

Entonces usando una serie de Taylor, vali€éndonos de la funcién evaluada alrededor de un punto x a una distancia
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Ax, ya sea antes o después de x, tenemos tres maneras de aproximar la primera derivada de f, que se muestran en el
cuadro 1. M4s adelante se mostrard que podemos usar otras herramientas para ampliar el rango de alternativas. Por

ejemplo, en los esquemas numéricos de Lax-Friedrichs y Wendroff se utiliza el promedio entre valores vecinos.

dw - [JtA)f) Hacia el frente
dx Ax
afw ., [ f-AY) Hacia atras
dx Ax
df(x) - fx+Ax)—f(x—Ax)
I ~ —5Ar Central

Cuadro 1: Aproximaciones a la primera derivada de una funcién f evaluada en el punto x, obtenidas
directamente de su serie de Taylor.

La aproximacion central es diferente debido a que en su caso se han despreciado términos de segundo orden y
superiores, mientras que en los dos primeros casos se desprecid a partir de los términos de primer orden. Decimos
que las aproximaciones hacia el frente y hacia atrds son de primer orden y la aproximacién central es de segundo

orden, y por lo tanto da lugar a una mejor aproximacion.

De la misma manera es posible hacer una aproximacion a la segunda derivada parcial de f, para ello sumamos

la ecuacidn (52) ala (53), y se obtiene

2
f(x+Ax)+f(x—Ax):2f(x)+(Ax)2-&gx)+0((Ax)4),
dx
de donde df(x)  fx+Ax)—2f () + f(x—Ax)
x)  fx+Ax)— x)+ f(x—Ax )
ke e +0((Ax) )
yentonces

=~

de(x) N fx+Ax)-2f(x)+ f(x—Ax)
dx? (Ax)? '

Para los casos que serdn expuestos mds adelante, se haré referencia a una funcién u = u (x, t), donde las apro-
ximaciones a las derivadas parciales con respecto a x y con respecto a ¢ siguen directamente de las expresiones del

cuadro 1.

4.2. Discretizacion.

Discretizar un dominio significa definir un conjunto discreto de puntos aislados dentro de un dominio. El dominio
que en este caso se requiere discretizar es un semiplano, x € Ry ¢ > 0. Dicho dominio, en principio, es no acotado
tanto espacial como temporalmente. Por lo tanto la discretizacion facilmente podria contar con un nimero infinito de
puntos? lo cual en términos tedricos no presenta ningiin problema, pero en términos de implementacién es importante
recordar que son finitas tanto la cantidad de memoria como la cantidad de operaciones (sumas o multiplicaciones)

que realizard efectivamente la computadora. Por lo tanto, debemos de alguna manera restringirnos a un dominio

Incluso para dominios acotados, siempre y cuando existan puntos de acumulacién, podria tenerse una discretizacién que conste de
infinitos puntos.
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acotado con una discretizacion finita, o bien, ahorrar con argumentacion tedrica, suficientes calculos como para que

la memoria y las operaciones necesarias sean finitas.

Una primera restriccidn en este sentido se impone sobre el valor de la variable temporal ¢, ya que estudiaremos
solamente los casos donde se encuentra dentro de un intervalo [0, 7] con T € R cuyo valor en cada caso serd es-
pecificado. Esto no es suficiente para decir que el dominio es acotado porque podria no serlo respecto a la variable
espacial x. Trataremos este problema de dos maneras diferentes, que se refieren a la condicidn inicial g (x) de la
ecuacion diferencial. La primera de ellas consiste en tomar una condicién inicial periddica, y la segunda en tomar
una condicioén inicial con soporte compacto, es decir, que fuera de un cierto intervalo compacto (cerrado y acotado

de longitud A;) sea idénticamente cero.

Para los casos correspondientes a las ecuaciones que usaremos (ecuacidon de adveccidon y ecuacién de Burgers
no viscosa), una condicion inicial peridédica resuelve el problema porque la simetria de estas ecuaciones nos permite
afirmar que el comportamiento de su solucion debe ser el mismo en intervalos de longitud igual al periodo 4, de la

condicién inicial g (x), es decir, podemos restringir el dominio?

a un intervalo de longitud A = 4,,. Y una condicién
inicial de soporte compacto nos permite afirmar que, suficientemente lejos del soporte de g (x), la solucién debe ser
cero para todo tiempo en [0, T'], por lo tanto, nuevamente podemos restringir el dominio a un intervalo de una cierta

longitud A (en general mayor que A). En la seccion 4.12 se aborda este tema con mayor detalle.

Entonces el conjunto M que usaremos como discretizacion del dominio es un conjunto finito de puntos (x, f) que
estaran dentro de un rectangulo [xz, xg) X [0, T], donde A = xg — xz, los valores especificos de x; y xz (izquierda
y derecha) por el momento no son importantes y serd necesario determinarlos solamente al momento de hacer la
implementacién. Lo tinico que hace falta especificar es que escogeremos los puntos a intervalos regulares®, separados

uno de otro por distancias Ax en el eje espacial y At en el eje temporal. Entonces
M = {(x,t) €[xL, xp) X [0, T] | x=x,+(@-1DAx, t=(G-1DAt, ije Z+} , (56)
donde se ha restado 1 a los indices para que comiencen a contar desde 1 y no desde O (esto resulta muy conveniente

porque la arquitectura del software usado para la implementacién, Matlab 7, no acepta arreglos cuyo indice incluya

el cero). Este conjunto se muestra esquematicamente en la figura 9 y a menudo nos referiremos a €l como malla.

- - - - L ] L ] L] - - - ] L] L] L]
- - - - - - - - - ] - ] - -
1 — T >
X Ax X% *
N, -
_—
A

Figura 9: Discretizacién de un dominio rectangular a intervalos regulares.

3Tomando algunas precauciones que serdn explicadas cuando sea oportuno.
4Se pueden desarrollar esquemas numéricos sobre discretizaciones a intervalos no regulares, lo cual resulta conveniente por ejemplo en
los casos de dominios no rectangulares; sin embargo en nuestro caso no serd necesario.
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Para diferenciar entre u (x, t) la solucién exacta de la ecuacién diferencial y la aproximacion calculada numéri-
camente (la cual solamente estd definida sobre los puntos de la malla M) usaremos una mayudscula para esta tltima,
es decir, la solucidn numérica serd denotada U (x, t), y en general serd mds conveniente referirse a la funcién U por

medio de los valores i, j que correspondan al punto en cuestién, de modo que en lugar de escribir
U(xp+ G- DAx, (j— DAY

se escribird simplemente U IJ .

En algunos casos nos referiremos a subconjuntos especificos de M como nivel temporal t;. Estos subconjuntos
constan de aquellos puntos (x, f) que tienen una misma ¢t = (j — 1)At, en la figura 9 pueden verse como los puntos
sobre una misma horizontal. Del mismo modo, es conveniente definir el vector U/ que forman los valores de U

correspondientes a los puntos del nivel temporal 7;.

4.3. Esbozo de esquemas numéricos de diferencias finitas.

Una manera de formar un esquema numérico es sustituir las derivadas parciales dentro de la ecuacion diferencial
por aproximaciones como las que han sido descritas en la seccién 4.1. Esta sustitucion tiene multiples posibilidades,
las cuales nos conducirdn a diferentes esquemas numéricos con diferentes caracteristicas que seran estudiadas me-
diante los criterios que se describirdn en las siguientes secciones. En este texto hemos escogido los siete esquemas
que se describen en los cuadros 2 y 3 buscando que sean representativos de los diferentes tipos de esquemas. A
continuacién se presenta un esbozo de estos esquemas, los detalles de cada uno de ellos pueden encontrarse en las

secciones 5y 7.

Nombre Expresion algebraica Diagrama
. vit-ul - ui-ul
Contracorriente L SR o Mt R )| I
At Ax
Lax-Friedrich vt (Ul +Ul) vl -l 0
ax-Friedrichs = + ot =

"
(i Ul Ve L (2P (Uh, - 2vi vl ) | et
18

JAl _ g 1
Lax-Wendroft | U™ = U; - 35 (Ujy, 2 UAx i+1
Jj+l1 J Jj+1 J Jj+1 Jj+l1 J J
1 Ui Ui Ui -u; 1 Uin 7Y Ui Ui ) _
Wendroff 3 ( e vl IS rvamiiey vl Bl

Cuadro 2: Diferentes esquemas numéricos para la ecuacién de adveccion.

s Esquemas relativos a la ecuacion de adveccion
1. Contracorriente: frecuentemente llamado upwind este es un esquema sencillo, obedece a un criterio de
causalidad y puede obtenerse sustituyendo todas las derivadas por aproximaciones de primer orden.

2. Lax-Friedrichs: en este caso se usa una aproximacion a segundo orden para sustituir una de las derivadas

y ademas se usa el recurso de promediar entre puntos vecinos para evitar el problema de la inestabilidad.
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Nombre | Expresion algebraica Diagrama
primero | U/ = 0/ - 4452 (Ul -ul)+ %(Uj ) (Ul -2uf+U])) Lo
Segundo ( - 2 ) ot ( + L) o 0!
Tecro |07 = 0] @it s o (gt 2 0 it | o

Cuadro 3: Diferentes esquemas numéricos para la ecuacién de Burgers no viscosa.

La estabilidad de un esquema numérico se describe en la seccién 4.11

. Lax-Wendroff: este esquema es una mejor aproximacion a la ecuacién de adveccién que los dos es-
quemas anteriores en el sentido de que es un esquema numérico de segundo orden mientras que los dos
anteriores son esquemas numéricos de primer orden. El orden de las aproximaciones que se usan al sus-
tituir las derivadas y el orden de un esquema numérico estan relacionados, sin embargo estos son dos

conceptos diferentes que se pueden ver en las secciones 4.1 y 4.10 respectivamente.

. Wendroff: este también es un esquema numérico de segundo orden y se diferencia de los tres anteriores
en dos aspectos: primero porque es un esquema del tipo implicito mientras que los tres primeros son de

tipo explicito, y segundo porque la estabilidad de este tltimo no estd sujeta a ninguna condicién.

= Esquemas relativos a la ecuacion de Burgers no viscosa

1. Primero: este esquema resulta de sustituir, en el esquema de Lax-Wendroff para la ecuacién de advec-

cidn, el valor de la velocidad ¢ por el valor Ul.j .

. Segundo: de modo similar al caso anterior, este esquema resulta de sustituir, en el esquema de Wendroft

para la ecuacion de adveccidn, el valor de la velocidad ¢ por el valor U ;.’ .

. Tercero: este es un esquema numérico de segundo orden con respecto a la ecuacién de Burgers no visco-
sa (a diferencia de los dos anteriores que son de primer orden), construido por medio de un procedimiento

similar al usado para construir el esquema de Lax-Wendroff.

Como se ha mencionado, los esquemas numéricos permiten encontrar una aproximacion a la solucién de una

ecuacion diferencial resolviendo sistemas de ecuaciones algebraicas. Desde luego para poder conocer el valor de U

en un cierto punto mediante cualquiera de los esquemas numéricos anteriormente descritos, es necesario conocer el

valor de la misma U en los puntos contiguos. En primera instancia esto lo obtendremos de las condiciones iniciales,

y posteriormente se irdn usando los nuevos valores de U que se vayan calculando.

4.4. Esquemas explicitos e implicitos.

Una primera diferencia que puede encontrarse en los esquemas expuestos en los cuadros 2 y 3 es que en algunos

de ellos nos es posible expresar el valor de U en algin punto del nivel temporal #;,1 como una funcién de los valores

de la misma U en puntos de niveles temporales anteriores. Es decir, estos esquemas involucran solamente un punto



38 4 CONCEPTOS BASICOS DE LOS ESQUEMAS NUMERICOS DE DIFERENCIAS FINITAS.

del nivel temporal 7,1, y esto en los diagramas (que se reproducen en la figura 10) puede observarse como un solo

punto en el mayor nivel. A este tipo de esquemas numéricos los llamamos esquemas explicitos y a los casos donde
a) b) c)

Figura 10: Diagramas para los esquemas: a) contracorriente, b) Lax-Friedrichs y ¢) Lax-Wendroff, primero y tercero.

estén involucrados dos o mds puntos del nivel temporal 7,1, como en el caso mostrado en la figura 11, los llamamos

esquemas implicitos.

0

Figura 11: Diagrama para el esquema de Wendroff y esquema segundo.

Entre los esquemas presentados anteriormente contracorriente, Lax-Friedrichs, Lax-Wendroft, el primero y el

tercero son explicitos, mientras que Wendroff y el segundo son implicitos.

Implementar un esquema explicito es mds sencillo porque para calcular el valor de U en un determinado punto,
solamente se requiere conocer el valor de U en los puntos del nivel temporal inferior, es decir, para empezar se
utilizan los puntos de la condicién inicial y se obtienen todos los puntos del siguiente nivel temporal, luego con los
valores obtenidos se calcula otro nivel temporal mds arriba y asi sucesivamente. En el caso de un esquema implicito
se complica el procedimiento, porque serd necesario de antemano conocer el valor de U al menos en uno de los
puntos contiguos al punto cuyo valor se estd calculando, es decir, en el mismo nivel temporal. La solucién de este

problema se explica para cada uno de los esquemas implicitos en las secciones 5.5.3 'y 7.4.2.

Es notable que los esquemas implicitos nos llevan, en general, a mejores resultados que los explicitos, y ello es
consistente con la idea de que los esquemas explicitos utilizan solamente la informacién de la relacién que el valor
de U en un cierto punto debe guardar con el estado previo del sistema, mientras que los esquemas implicitos utilizan
ademds la informacién de la relaciéon que deben guardar los valores de U de diferentes puntos a un mismo tiempo.

En la seccidn 4.7 se muestra como a cada esquema implicito le corresponde un esquema explicito que es equivalente.

4.5. Numero CFL.

Una manera de simplificar la notacién de los esquemas ya presentados en torno a la ecuacién de adveccion es

agrupar ¢, Ax y At en un solo niimero que resulta ser adimensional:

c At
C=——19] 57
Ax 7
donde a C se le conoce como niimero de Courant o también como nimero CFL por Courant, Friedrichs y Lewy
[33]. Su caricter adimensional resulta del hecho de que es un cociente de velocidades, ¢ sobre %, la primera es

la velocidad con la cual se propaga la soluciéon de D’ Alembert, y la segunda es una velocidad caracteristica de la
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discretizacién del problema, dicha es la velocidad con la cual se propaga la informacién en los esquemas numéricos,

puede encontrarse mds informacién sobre este punto en la seccién 4.13.

Mas adelante se mostrard que la exactitud con que U aproxima a u dependerd tinicamente del valor de C, y
no de los valores independientes de ¢, Ax y At. Muy particularmente, para los esquemas explicitos el valor de C

determinard si el esquema es estable o no lo es (vea seccién 4.11).

4.6. Notacion polinomial.

Otra manera de escribir los diferentes esquemas numéricos que resultara util en las secciones posteriores utiliza

los operadores de traslacion (shift operators) S, y S _ definidos por las siguientes relaciones:

s.Ul = Ul (58)
s.ul = Ul (59)

Es decir, cuando se aplican sobre el valor U de un determinado punto devuelven el valor U del punto espacialmente

anterior o posterior, dependiendo de si se hausado S_ o S..

De este modo es posible expresar ciertos esquemas numéricos por medio de polinomios de estos mismos opera-
dores aplicados sobre la soluciéon numérica en diferentes niveles temporales. De manera general, para un esquema
de dos niveles temporales:

WS-, SHUM =v(s_,s)U!.

Por ejemplo, para un esquema numérico> definido por
L _ g ' J
vl =ul-c(ul-ul)),

donde C es el nimero CFL, los polinomios correspondientes V' y W son:

W (A, B)
V(A, B)

1,
(1-C)+CB =1-C(1-B) .

Esto se debe a que, al aplicarlos a los operadores de traslaciéon

WS-8 1,
V-8 = 1-C(A-S50),

y luego aplicarlos a los valores de U sobre los puntos de la malla

WS, Soult = vt
vis-soul = uvl-c(vl-ul),

1

I
<

SEste es el esquema numérico contracorriente, vea seccién 5.1
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se recupera la ecuacion que define al esquema numérico:

WS SoUut =vsoul = vl =vl-c(Ul-ul)) .

La notacién polinomial ciertamente es util para describir una amplia gama de esquema numéricos; sin embargo,
para un término (U l] )2 no existe representacién alguna del tipo V (S_, S ;). De hecho no existe para ningin término
que involucre productos entre factores U. Por lo tanto, esta notacion no podré aplicarse para esquemas numéricos
que tengan este tipo de términos y muy particularmente para esquemas correspondientes a ecuaciones no lineales. Es
posible entonces usar notacion polinomial para describir esquemas que representen la ecuacién de adveccion, pero

no la ecuacién de Burgers no viscosa.

Bajo esta notacidn la condicién para que un esquema sea explicito es que cumpla con

W=1.

4.7. Notacion matricial.

En algunos casos también podemos utilizar una notacién matricial para expresar los esquemas numéricos. Pri-
mero consideraremos a los valores de U correspondientes a los puntos de un mismo nivel temporal #; como un vector
columna U’. Los esquemas relativos a la ecuacién de adveccién se pueden siempre expresar mediante ecuaciones
donde de un lado aparece una combinacién lineal de los elementos de U/*! y del otro lado aparece una combinacién

lineal de los elementos de U/.

Entonces simplemente se expresan las combinaciones lineales por medio de las matrices A y B, que resultan ser

cuadradas i, X i) (y practicamente tridiagonales), es decir,

AU/t = BUY .

La similitud de las matrices A y B con matrices tridiagonales deriva de que las expresiones algebraicas que
definen a los esquemas numéricos que se han expuesto involucran solamente tres diferentes niveles espaciales, es
decir, aparecen como indices inferiores de U solamente i — 1, i e i + 1. Luego, el hecho de que A y B no sean en
todos los casos estrictamente tridiagonales por un lado se debe a que, dependiendo del esquema numérico, podrian
aparecer ceros sobre alguna de las tres diagonales centrales; y por otro lado, en el caso de condiciones iniciales
periddicas, como se usan los valores que corresponden a puntos de extremos opuestos de la malla, podrian aparecer

valores diferentes de cero en las esquinas superior derecha o inferior izquierda.

Si el esquema es explicito debe observarse que la matriz A es precisamente la matriz identidad. En el caso
contrario el esquema es implicito. Sin embargo, esta notacién permite ademds observar que debe existir un esquema
numérico explicito que le sea equivalente. Para construirlo simplemente es necesario calcular la inversa de la matriz

del lado izquierdo A y multiplicarla del mismo lado izquierdo a toda la ecuacién:

ATTAUM = ATIBUY,
U/t = AT'BUY.
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Este esquema explicito equivalente es necesariamente diferente, porque para calcular U en cada punto a un cierto
nivel temporal se requiere informacién al respecto de todos los puntos del nivel temporal anterior, mientras que los
esquemas implicitos que serdn expuestos y estudiados mas adelante requieren solamente los valores de algunos
puntos vecinos. Esto se debe a que la matriz A~'B bien puede tener, y no conocemos ninguna restricciéon que lo

impida, todas sus entradas distintas de cero.

4.8. Monotonicidad.

Los esquemas explicitos se pueden, en general, expresar de la siguiente forma

J+l_ J J
vl =H(UL,.....UL,)
donde iy e ig son enteros no negativos (las letras L y R se refieren a izquierda y derecha). Para ecuaciones lineales la
funcién H es de la forma .

iR

J+l J

ultt = 3 Ui, (60)
k=i,

donde los coeficientes by son reales.

De acuerdo a lo anterior podemos identificar como monétonos a los esquemas cuyos coeficientes by son no
negativos, es decir,
by 20, Vk. (61)

De manera equivalente, esta condicidén puede también ser expresada mediante la funcién H, de la siguiente manera:

OH
— >0, Vk.

U/

4.9. Expresiones derivadas de las ecuaciones diferenciales.

En las secciones posteriores, ademds de calcular series de Taylor en diferentes ocasiones, serd necesario recurrir
a la forma de las ecuaciones diferenciales mismas para poder simplificar un poco. Por ejemplo, si u« es solucidn de
la ecuacién de adveccion podemos intercambiar las apariciones de u; por (—cu,) y derivar la ecuacién parcialmente
con respecto a una y otra variable, para luego hacer sustituciones recursivamente®, y de este modo obtener algunas
identidades. Del mismo modo, en el caso de la ecuacién de Burgers no viscosa, siguiendo el mismo procedimiento
encontramos que es valido otro grupo de identidades. A continuacién se muestra una lista de las que se cumplen, en

ambos casos:

= Si u satisface la ecuacién de adveccion (17)

us+ cu, =0

SPara ello se asume que la funcién es suficientemente suave como para que se pueda intercambiar el orden de las derivadas parciales.
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entonces
Uy = —Cly
Uty = Ugx = —ClUxx
_ 2
Uy = CUxx (62)
Utxx =  Uxxt = —ClUxxx
_ _ 2
Uty = Uyt = C Uxxx
_ 3
Uy = —C Uxxx
= Si u satisface la ecuacién de Burgers no viscosa (39)
u; + uuy, =0
entonces
Uy = —Uly
2
Uy = —Uy — Ulxy (63)
Uy = 2uu§ + 1Puy,

4.10. Error de truncamiento local, consistencia y orden de un esquema numérico.

El error de truncamiento local y el orden son dos pardmetros asociados con cada uno de los esquemas numéricos
que nos permiten evaluar, en un sentido muy concreto, la calidad de la aproximacién con respecto a la ecuacién
diferencial que les corresponde. Intuitivamente esperamos que cuando se refine la malla los esquemas numéricos
aproximen mejor a la ecuacion diferencial. Los pardmetros arriba mencionados permiten establecer cudles esquemas

funcionan mejor en este sentido.

Para calcular el error de truncamiento partimos de la ecuacién en diferencias finitas, y sustituimos las apariciones

de U por una funcion cualquiera f evaluada en el punto que le corresponda, es decir, por ejemplo,

ul = flen
U{H = f(x+Ax0)
Uit = far+An
etc.

Luego desarrollamos la funcién f en su serie de Taylor alrededor de (x, ) y debemos obtener una expresién de la

forma

F[f1+FL[f]=0 (64)

donde F es un operador diferencial que corresponde a la ecuacion diferencial que aproxima el esquema numérico
(vea el inicio de esta seccion 4) y el operador Fy, es un operador diferencial que consiste de derivadas parciales de

ordenes superiores y factores Ax y At.

En las secciones posteriores, al calcular el error de truncamiento local para cada uno de los esquemas numéricos,

omitiremos algunos pasos; sin embargo, debe tenerse en mente la expresion (64) porque como el esquema numérico
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es una ecuacién algebraica, hay varias maneras equivalentes de expresarlo, pero no cualquiera nos llevard a una

expresion de la forma (64). Por ejemplo, el esquema numérico

+1 ' J J
Uij _Uz‘j+CUi+1_Ui—1 -0
At 2(Ax)

algebraicamente equivale a la expresion

1 c(An)
T 2(Ax)

i+1

(Ul -ul)+Ul,
pero esta Ultima no seria ttil porque al hacer los desarrollos de Taylor se obtiene algo de la forma

(fitcfo)At+...=0,

: = _ 0 a
que no funciona porque aparece un factor Ar acompanando al operador F = & + 7.

La expresion (64) define una nueva ecuacion diferencial por medio del operador F + F cuya solucién f en

general serd diferente de u, la solucién de la ecuacién diferencial original
Flu]=0. (65)

Por lo tanto, si sustituimos f por u en la ecuacién (64), ésta se cumplird s6lo de modo aproximado; en otras palabras,
del lado derecho no tendremos precisamente un cero sino un nimero pequefio, al cual denotaremos por L, y lo

llamaremos error de truncamiento local. Tenemos pues
Flul +Fr[ul =L, (66)
y como u satisface la ecuacién (65), también
L=Fp[u]. (67)

El valor de L depende del punto en que estén evaluadas las derivadas parciales; es por esta razén que se le llama

error de truncamiento local, ya que L es una funcién de x y de t.

Abhora, si bajo alguna condicién es posible acotar el valor de Fi [ f] entonces dicha cota nos sefialara la calidad
de la aproximacion del esquema numérico, porque cuando F [ f] es muy pequeno la ecuacién diferencial obtenida

del esquema numérico

Flf1+FL[f]=0 (68)

se reduce practicamente a la ecuacidn diferencial original

F[f]=0. (69)

Para poder encontrar esta cota, lo importante es observar las potencias con las cuales aparecen Ax y At dentro del
operador Fr, en primer lugar porque eso es independiente del hecho de que Fy, esté aplicadoau o a f, y en segundo

lugar porque el refinamiento de la malla se refiere precisamente al cambio en los valores Ax y At.

Dicho refinamiento se puede hacer de diferentes maneras, correspondientes a la relacién que exista entre Ax y
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At,
Ax = h(Ar) h:R->R,

y esto se refleja en el valor de L. Incluso puede darse el caso de que L tienda a infinito cuando se refine la malla, al L
contener términos del tipo % cuando At tiende a cero con Ax constante. Este es el caso, por ejemplo, del esquema
de Lax-Friedrichs. Hechas estas precisiones podemos enunciar el concepto de consistencia, cuya definicion [14]
simplemente pide que L tienda a cero cuando se refina la malla, y las observaciones arriba hechas sefialan que
algunos esquemas numéricos son consistentes con sus respectivas ecuaciones diferenciales bajo la condicion de que

Ax y At guarden cierto tipo de relacion.

De la misma manera se define [30] el orden de un esquema numérico, u orden de precision (en inglés accuracy

order), como el valor Q € Z més grande que cumple con
ILII=0(An?) (70)

donde los dobles barras verticales se refieren a la norma de Hilbert

X 1/2
L= (f |L|2dx) :
X1

Es importante no perder de vista que el valor de Q dependera de la funcién % que se haya escogido. En nuestro caso,
del mismo modo que se ha planteado en el texto de Le Veque [35], para estos fines supondremos que Ax guarda
una relacién proporcional con Ar de modo que 4 es simplemente una multiplicacién por una constante. Por el modo

como esta definido C en la ecuacion (57)
c At

Ax

esta suposicion equivale a tomar C como una constante al momento de refinar la malla.

C =

Por otro lado, en nuestro caso, no serd necesario evaluar la integral correspondiente a la norma de Hilbert debido

a que serd posible acotar directamente |L| mediante notacién asintética
LI =0(n?)  Vx,

y por lo tanto, siempre que L esté acotado para algin valor de ¢, se cumple la relacién (70). Eso significa que al
refinar la malla bajo la restriccién mencionada, el error de truncamiento L tiende a cero tan rdpido como (An?, y
como se ha dicho, del mismo modo esto implica que Fy [f] tiende a cero al mismo ritmo. Por lo tanto, Q es una
medida de la calidad de la aproximacion del esquema numérico con respecto a la ecuacién diferencial; un esquema

numérico representa una mejor aproximacion cuando su orden Q es mayor.

4.11. Convergencia y estabilidad.

En la seccidn anterior se han establecido pardmetros de calidad en torno a la manera en que un esquema numérico
aproxima a una ecuacién diferencial. Sin embargo, no se ha tratado la relacién que guardan la soluciones de una y
de otra, y esto es precisamente lo mas importante. Cuando se trabaja con esquemas numéricos lo que se busca es
aproximarse a la solucién u de la ecuacién diferencial por medio de la solucién numérica U. Llamamos convergente

a un esquema numérico si al refinar la malla la solucién numérica U tiende en todos sus puntos a la solucién exacta
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Sin embargo, no es una tarea facil determinar a partir de su forma si un esquema es convergente o no lo es.
Para poder hacerlo usaremos un teorema que relaciona la convergencia con el concepto de estabilidad. Un esquema
numérico es estable si existe una cota superior para la magnitud de la solucién numérica, que sea independiente del

numero de pasos temporales que se hayan dado [30]. En otras palabras el esquema es estable siempre que se cumpla

LeR tlque |Uf<z Vi

El hecho de que un esquema numérico sea estable significa que los valores Ul.] no crecen indefinidamente a
medida que se incrementa j, sino que estdn siempre dentro de algin rango. Pedir que un esquema sea estable es
mucho menos que pedir que sea convergente; ademads, es més sencillo evaluar estabilidad que convergencia, por lo

que resulta muy til el teorema de equivalencia de Lax que, como se habia mencionado, relaciona ambos conceptos.

TEOREMA DE EQUIVALENCIA DE LLAX

Dado un problema de condiciones iniciales bien planteado y un esquema numérico de diferen-
cias finitas que sea consistente con él, la estabilidad es condicion necesaria y suficiente para la
convergencia.

La definicién de un problema de condiciones iniciales bien planteado asi como la demostracion de este teorema
puede encontrarse en el texto de Richtmyer [30] y dada su formulacién en términos de espacios de Banach (fuera
de los alcances de este texto) aqui solamente se menciona que las ecuaciones de adveccién y de Burgers no viscosa
bajo condiciones iniciales continuas que sean periddicas o de soporte compacto, cumplen con los requisitos de un
problema bien planteado, es decir, el teorema de equivalencia de Lax es aplicable a los casos que en este texto son

expuestos.

Para evaluar la estabilidad de un esquema numérico utilizaremos la condicién de estabilidad de Von Neumann.
El espiritu de esta prueba es entender al vector U/ como una suma de funciones senoidales (componentes); es decir,
por medio de su transformada discreta de Fourier establecer que ninguna de las amplitudes de estas componentes
se haga arbitrariamente grande a medida que se van dando pasos temporales. La ventaja de tomar la transformada
discreta de Fourier es que, como se mostrara a continuacién, la amplificacién de las componentes’ no depende de la

amplitud que tengan originalmente dichas componentes.

Para enunciar formalmente la condicién de estabilidad de Von Neumann primero escribimos la transformada
discreta de Fourier &/ del vector U/, cuya definicién puede consultarse por ejemplo en [3], y expresada bajo la

notacion del presente texto queda en la siguiente forma:
ip .
. . + 2mi
j_ J
U; = E Ene o
m=1

Se usa i para denotar la unidad imaginaria puesto que i ya se ha empleado como indice sobre el eje espacial. Ahora

sustituimos en la ecuacion correspondiente al esquema numérico usando la notacion polinomial expuesta en la

7Con amplificacién nos referimos al factor por el cual cambia la amplitud de las componentes, en otras palabras, dicha amplificacién es
numéricamente igual al cociente: amplitud de una componente en un determinado nivel temporal, sobre la amplitud de la misma componente
en el nivel temporal anteror.
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seccion 4.6

2mmi 27rmz

W(s_,s+>Z§,’;‘e‘t f/—V(S_,S+>Z§,’ne v

observamos que, en este caso, aplicar los operadores de traslaciéon S_ y S ; equivale a una hacer una multiplicacién

_i2mm : 2mm

pore » ye » respectivamente, por lo que podemos intercambiar estas operaciones para obtener

271111 27rm + 2mmi 2mn 27rm 2mmi
J+l —L— _ —L—
w(e )zg (e, )Z e

Reordenando los términos se tiene

2 -z j2mm j+1, —i 2 - j2mm\ g j2rmi
EWe’b, 2 P b +Vle b,e b |Epe b [=0,

m=1

y entonces
_i2mm Zﬂm _ 27r_m 2mn 27rmz
2 (W[ T e e v E L F)a ] ) <0,

_i2mmi

. X . . . L ., . .
Ahora, como las funciones e ~ » son linealmente independientes entre si y la expresion anterior debe cumplirse

para todas las i, entonces cada uno de los coeficientes debe ser cero:
: 2mm : 2nm : 2mm .
—i== +1 ==
W(e ’b,e’b),]n +V( ,etb)g,fnzo.

Finalmente, despejamos el cociente de las amplitudes,

_j2zm  2mm
j+1 Vie " ,e

m

j o iz )’
Em W(e e )

y observamos que la amplificacién de los modos de Fourier se da solamente cuando el valor absoluto del cociente es
mayor que 1. Por lo tanto la condicién de estabilidad de Von Neumann puede expresarse formalmente del siguiente

modo:
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PRUEBA DE ESTABILIDAD DE VON NEUMANN

Sean W(S_,S,)y V(S5_,S.) polinomios sobre los operadores de traslacion S_y S ., tales que
describan un esquema numérico por medio de

WS-, S)UM =v(s_,s)Ul

donde i = 1,2,...,i, es un indice correspondiente al eje espacial y j es otro entero correspon-
diente al nivel temporal. Entonces, para que el esquema sea estable, es necesario que para toda
m entera, 1 < m < iy, se cumpla

b o,e b

(e

—i 2nm i 2mm )

: 2mm : 2mm

W(e_L bo,e b )

Aunque en esta dltima expresion no aparezca explicitamente C, el niimero CFL, la condicién de Von Neumann
es una condicidn precisamente para C, lo que se muestra cuando se escriben explicitamente los polinomios V'y W

que deben contener el factor C en algunos de sus términos.

4.12. Condiciones iniciales.

Para implementar los esquemas numéricos se pueden usar dos tipos de condiciones iniciales: periédicas o de
soporte compacto, es decir, limitadas a un intervalo finito. Las funciones que quedan fuera de estas dos posibilidades
son aquellas no periddicas y de dominios no acotados; sin embargo, no es posible tomarlas como base de una
propagacién numérica ya que, como implicarian un nimero infito de puntos espaciales en cada nivel temporal, se

requeriria un nimero infinito de operaciones en cada paso temporal.

4.12.1. Condiciones iniciales periédicas.

Cuando la condicidn inicial es una funcién periédica que se extiende por todo el eje x es posible hacer una
simplificacién muy importante al respecto de la implementacién. Se puede hacer todo el anélisis numérico dentro de
un intervalo que tenga una longitud A igual al periodo 4, de la condicién inicial g (x). Esto se debe a que el valor que
se obtenga para U en cada uno de los puntos de la malla depende unicamente de los valores de sus puntos vecinos.
Entonces, si para dos puntos diferentes los valores de U que le corresponden a los dos juegos de vecinos respectivos
son precisamente los mismos, el valor calculado de U debe ser el mismo en ambos puntos. Esto sucederd siempre

que los dos puntos mencionados estén separados por una longitud igual a 4,,.

En otras palabras, la simetria de las ecuaciones que serdn trabajadas, que no muestran ninguna dependencia al
respecto de valores especificos de x, para condiciones iniciales peridédicas implica que los resultados obtenidos de las
operaciones algebraicas en cada uno de los periodos deben ser exactamente las mismas siempre y cuando el periodo

sea un multiplo de Ax. Por lo tanto podemos restringirnos al andlisis de un solo periodo.

Esta estrategia de entrada presenta un problema en los extremos del intervalo de estudio: al descartar uno de sus
puntos vecinos nos hace falta un dato para hacer el cdlculo del siguiente nivel temporal. El problema se resuelve al

usar el valor que corresponde al otro extremo, este procedimiento sera explicado con detalle en la seccién 5.5.2.
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Para nuestro estudio las funciones peridédicas que se han escogido son senoidales porque permiten aislar la
propagacién de cada uno de los términos de la serie de Fourier de una condicién inicial méds compleja. Ademds de
que algunas ecuaciones de onda modificadas, como aquellas que se proponen en la seccion 6, estan resueltas a partir
de una serie de términos senoidales, una condicidn inicial de este tipo nos facilitard la comparacién entre la solucién
analitica de una ecuacién modificada y los resultados numéricos. Ademads se ha escogido [0, 1) como intervalo de

estudio, de modo que 4, = 1y

Ax= 4 (71)

Ip

U A

x -
Figura 12: Condicién inicial periddica.
La expresién formal de nuestra condicién inicial U! del tipo periédico es:
2n
1 . . . .
U; =s1n(i—(z—1) para i =1,2,...,i,. (72)
p

puede observarse un diagrama en la figura 12, para un caso i, impar.

Por consistencia con el otro tipo de condiciones iniciales es necesario especificar que en el caso periédico se
cumple
ip =iy
donde i, es el nimero de puntos espaciales involucrados en el cdlculo numérico y es relevante al respecto de la

estimacion de la cantidad de operaciones necesarias para implementar los esquemas.

4.12.2. Condiciones iniciales de soporte compacto.

El soporte de una funcién g (x) es un subconjunto de su dominio, formado por la cerradura del conjunto de

puntos x tales que g (x) # 0, es decir,
{x]gm=0},

luego, dentro de R un conjunto compacto es simplemente un intervalo cerrado y acotado, esta definiciones y una

discusién mas amplia de estos conceptos puede encontrarse por ejemplo en el texto de Lang [20]. Por lo tanto, una
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funcién de soporte compacto es aquella que es idénticamente cero excepto en un determinado intervalo cerrado y

acotado, dentro del cual puede anularse solamente en puntos aislados.

Este es el otro tipo de funcién que se usard como condicién inicial g (x) y adicionalmente le pediremos que
sea de clase C* sobre todo su dominio R. La ventaja de este tipo de condicion inicial es que al calcular el valor
de U en un determinado punto por medio de algiin esquema numérico, de los cuadros 2 o 3, solamente se hacen
sumas de productos que involucran el valor de U en los puntos vecinos, por lo tanto, si U vale cero para todos
los puntos vecinos involucrados el valor calculado por medio del esquema numérico debe ser precisamente cero.
Entonces, el valor de U en todos los puntos que estdn suficientemente lejos del soporte de la condicién inicial debe

ser precisamente cero.

Como veremos en la seccion 4.13 no podemos restringirnos a realizar el cdlculo numérico y las observaciones
solamente en el intervalo espacial que conforma al soporte de la condicién inicial, sin embargo, es posible definir un

intervalo mas grande al cual si podremos restringirnos sin ninguna pérdida de generalidad.

A este tipo de funciones definidas sobre un soporte compacto se las conoce como pulsos. En este texto se propone

el siguiente pulso, construido a partir de un coseno, y tal que cumple con todas las condiciones antes mencionadas:

0 si 1<i<i,

U= H1-cos(ZG-i)|) si iz<i<ip+i
i = 2 i a a = p a
0 si iy +ig<i<ip

Se ha elegido esta funcién primero porque ésta es una funcién suave tanto dentro del soporte como en sus extremos,
es decir, ni la funcidn ni sus derivadas presentan discontinuidades incluso en los extremos del soporte; y segundo

porque el soporte resulta ser [0, 1] de modo que, al igual que en el caso de condiciones iniciales periddicas

Ax=—. (73)

En la figura 13 puede observarse (para un caso donde i), es impar) la condicion inicial y los puntos de la malla del
primer nivel temporal, aquellos puntos que se encuentran dentro del soporte de la condicién inicial se han marcado

con un circulo negro @ y los que quedan fuera se han marcado con un cuadro negro m.

i, puntos

Figura 13: Condicién inicial de soporte compacto.
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4.12.3. Equivalencia entre ambos tipos de condiciones iniciales.

La notacién matricial, descrita en la seccién 4.7, nos permite observar que cada uno de los valores de U/*! es
una combinacién lineal de las componentes de U/, por lo que, si expresamos la condicién inicial U' (vector de i,

componentes) como una combinacion lineal

donde U' y U! también son vectores de i, componentes y los valores a;, a, son escalares, entonces la solucién

numérica U l’ correspondiente a U! es la suma de las soluciones numéricas de correspondientes a U' y U!, es decir:

Ul =a\0) + a0 Vi j. (74)

De este modo, podemos expresar las condiciones iniciales de soporte compacto como una suma finita de funcio-
nes senoidales, es decir, condiciones iniciales periddicas. Esta descomposicion se logra por medio de una transfor-
mada discreta de Fourier [3] sobre U!

ip .

1 |-
Ul = Z e (75)

m=1

donde los coeficientes &1, son valores complejos, y el cardcter finito de la suma deriva del hecho de que U' tiene
un ndmero finito de entradas. Si se considera a U! como un vector de i, entradas complejas, entonces la expresion
(75) equivale a un sistema lineal de 2ij, ecuaciones con 2i, variables reales, y tendrd una solucién bien definida inde-
pendientemente de los valores que tenga la parte imaginaria de U'. Es decir, podemos escoger a voluntad esta parte
imaginaria y obtendremos una solucién igualmente vélida siempre que al interpretar el resultado sea considerada

solamente la parte real, y viceverza.

En este caso es conveniente tomar la parte real desde un principio

b 2mmi
1 _ 1 o 1
Ui - Z |§m| Sll’l( i + ¢m) ’
m=1 b
donde ¢!, es un pardmetro real cuyo valor en este momento no serd importante. La ecuacién anterior se puede

expresar en forma vectorial de la siguiente manera:

ip
U= s
m=1

donde

sin(zf—b’"l + ¢,£1)
sin (zj’—h’"Z + ¢,1n)
sl = sin(zj.r—bmfi +¢,1n)

s [ 27m ; 1
sin (sz + ¢m)

Los vectores |§,§1| s!, que seran llamados modos de Fourier de U', son discretizaciones de funciones senoidales cuya
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frecuencia depende del valor de m.

Se ha insistido en conservar el superindice 1 en todas las variables porque la expresion (74) nos indica que si
definimos el valor complejo &), y el vector s;, como aquellos tales que |§,ﬁ1| s;, sea la solucién numérica, para el nivel

temporal ¢;, obtenida al tomar |§,1n| s!, como condicién inicial, entonces debe cumplirse
ip
i — A :
W=Dl i
m=1

Desde luego, el modo de conocer los valores especificos de |§,j,,’ s), es implementar el esquema numérico usando la
condicién inicial |§,H s\, y esta condicién inicial tiene la misma forma que las descritas en la seccién 4.12.1. En este
caso i, (la cantidad de puntos del eje espacial dentro de una oscilacién completa) estd determinada por el valor de m

y el valor ij, correspondiente a la condicién inicial de soporte compacto original.

Por lo tanto, propagar una condicién inicial de soporte compacto es equivalente a propagar por separado sus
modos de Fourier, de la misma manera que se propagan las condiciones iniciales descritas en la seccién 4.12.1, y

luego sumar los resultados obtenidos.

4.13. Causalidad numérica.

Por el modo como se calculan los valores de U existe una relacion causal numérica entre los puntos de la
malla. A este tipo de relacion causal la llamamos numérica para diferenciarla de aquella relacionada con la sefial que
describe la solucién analitica de la ecuacion diferencial. A excepcion de los puntos correspondientes a la condicién
inicial, se calcula el valor de U en cada punto de la malla a partir del valor correspondiente de U en algunos de sus

puntos vecinos.

Por ejemplo para un determinado esquema numérico tenemos que U ?*1 guarda una relacién funcional con sus
vecinos del siguiente tipo:
+1
Ut = H (UL, UL UL (76)

i+1

la cual podemos expresar graficamente como lo muestra la figura 14.

SN

Figura 14: Relacién causal numérica entre puntos vecinos determinada por un esquema numérico.

Dicha relacidén causal se refiere a todos los puntos de la malla, incluidos los que aparecen en la parte inferior de
la figura 14. Por lo tanto los puntos que intervienen en el cédlculo de un determinado U} conforman una pirdmide

que se hace mds ancha a medida que consideran niveles temporales més bajos.

Del mismo modo, habiendo escogido un determinado punto, podemos dibujar una pirdmide hacia arriba con

todos los puntos cuyo valor de U depende del valor del punto que hayamos escogido. Tomando como base el
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ejemplo descrito en la ecuacion (76), en la figura 15 se han construido estas dos pirdmides usando en el primer caso
una circunferencia @ para denotar los puntos cuyo valor depende del valor de un determinado punto de la condicién
inicial marcado con un circulo negro @; y usando en el segundo caso una cruz delgada X para sefialar todos los

puntos de cuyos valores depende el valor de un determinado punto marcado con una cruz gruesa &.

0000
000

o L]
o
00O
o
o

00000
00000
XXXXXX
XXXXX
XX XX
XXX

XXXXX
X X
X

X

X X
XXX
XX XX

a) b)

Figura 15: Diagramas de causalidad numérica: a) puntos cuyo valor de U depende valor de U en un punto en un nivel temporal anterior y
b) puntos de cuyos valores de U depende el valor de U de un punto en un nivel temporal posterior.

Estas dos pirdmides determinan el dominio con el cual le es posible interactuar a un determinado punto; no es
posible que su valor dependa de algo que esta fuera de su pirdmide de cruces X ni tampoco es posible que influya

en el valor de un punto que estd fuera de la pirdmide de circunferencias @ que le corresponderia.

Para el caso de condiciones iniciales de soporte compacto son importantes estos diagramas porque nos permiten

ahorrar una gran cantidad de célculos.

Esto se debe por un lado al hecho de que, como se ha mencionado en la seccion 4.12.2, para todos los esquemas
numéricos expuestos en este texto si los valores de los cuales depende un punto son todos ceros, entonces el valor de
U para dicho punto debe ser también cero. Por lo tanto, para condiciones iniciales de soporte compacto hay regiones
grandes donde U vale cero en todos los puntos. Para identificar estas regiones en los diagramas se indicard con
un cuadro negro m a los puntos de la condicién inicial fuera del soporte, es decir, aquellos cuyo valor de U sea
necesariamente cero y se indicard con un cuadro blanco @ a los puntos cuya pirdmide inferior esté formada por
cuadros negros u otros cuadros blancos. Lo importante en este caso es que el valor de U en todos los puntos marcados
con cuadros blancos debe ser precisamente cero y no es necesario pedir a la computadora que lo calcule. Nuevamente
hemos tomado como base el ejemplo descrito en la ecuacién (76) para realizar el diagrama®

16.

mostrado en la figura

oo0Q0O00000 00000000000000000000D0DDDOD
ooo0O00O00O0 0000000000 0C0000000 DO DDDDOD
o oooQ0QO0000 0000000000000 00C0O0OO0DDDDDDDODDOD
ooooo000000O00C00000000000000ODDDODDDODODOGD
o ooo0oo00DO00POO0CO000000COOO0O0O0O0O DD DD DDODODOD
o oooooodo Q000000 OCCOOO0OOO D D DD D D D OO DODN
Ooooooooo® 0000000 QCQOCOCOOO U D D DD DD D OODODO

Figura 16: Primer diagrama de causalidad numérica para la relacién dada por la ecuacién (76).

Es posible reducir atin mas la regién donde han de efectuarse los cdlculos. En la figura 16 se puede observar que

8Tanto en esta figura como en las figuras 17 y 18 se han usado valores convenientes de i,, T y C de modo que se tengan pocos puntos y
puedan realizarse facilmente los diagramas. Como es sefialado mas adelante, T es el tiempo maximo que se considera en la propagacion.
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la regién de circunferencias @ se ensancha a medida que avanza el tiempo. Aunque para cada esquema numérico
tendremos diagramas diferentes en general sucederd que esta region resulta demasiado ancha en el sentido de que si
se hace una gréfica sobre todas las circunferencias @ de un determinado nivel temporal observaremos que la sefial
ocupa solamente una pequefia parte. Por lo tanto se escoge una region sobre la cual realizar las graficas bajo el
criterio de que es en esta region donde la sefial se manifiesta. En este caso el intervalo escogido estd acotado en la
izquierda por x = 0 debido a que sabemos que la sefial se propaga hacia la derecha, y por el lado derecho se escoge
una cota que sea un poco mayor que x = c¢T, donde T es el tiempo médximo que se considera en la propagacién. En
la figura 17 se ha usado el ejemplo de la ecuacién (76) para construir un diagrama donde se han marcado con cruces
gruesas los puntos dentro del intervalo mencionado y con cruces delgadas los puntos cuyos valores son necesarios

para calcular el valor de los primeros.

Figura 17: Segundo diagrama de causalidad numérica para el ejemplo expuesto en la ecuacién (76).

El siguiente diagrama restringe la region de cédlculo a los puntos donde intersectan las circunferencias @ con
las cruces (X o bien &) porque los valores correspondientes al resto de las circunferencias @ nunca son usados ni
en una gréfica, ni en el calculo de un punto que vaya a ser graficado. Es notable que esta optimizacién no significa
perdida de precision del resultado porque no se han hecho aproximaciones.
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o oo oo x 8080 WK 80 )R 380 D80 JC 30C 386 DB X80 D00 W 3¢ 06 ) ) (X (X X oD o o oo
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Figura 18: Superposicién de primer y segundo diagrama de causalidad numérica para el ejemplo expuesto en la ecuacién (76).

En la siguiente seccién, en las figuras 20, 22, 24 y 26 se muestran los diagramas andlogos para los esquemas

numéricos particulares que hemos usado.

Para condiciones iniciales periédicas no es necesario hacer este tipo de diagramas porque no nos llevan a ninguna
reduccién de la region de calculo. Como no existen puntos a los cuales corresponda un cuadro negro en la condicién
inicial, entonces tampoco existen cuadros blancos. Por otro lado las graficas seran realizadas sobre el mismo periodo

de la condicidn inicial, por lo que, la interseccion entre cruces y circunferencias es toda la malla.
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4.14. Dispersion numérica y difusion numérica.

En las propagaciones numéricas pueden observarse dos comportamientos que no estin asociados directamente a
la solucién de la ecuacion diferencial y por lo tanto es importante tenerlos en cuenta para procurar evitarlos. Estos
son la dispersion numérica y la difusion numérica. Como su nombre lo indica estos comportamientos son andlogos
a la dispersion y difusion (determinadas por las propiedades fisicas del medio, expuestos en la seccién 2.4) pero en

este caso su origen no es fisico sino numérico.

Siguiendo la definicién de dispersién expuesta en la seccién 2.4 diremos que se observa dispersion numérica
cuando por efecto de la aproximacion numérica las soluciones numéricas del tipo senoidal se propaguen a velocida-
des distintas, y diremos que se observa difusion numérica cuando por la misma causa decrezca la amplitud de dichas

perturbaciones.

En el caso de los esquemas numéricos correspondientes a la ecuacién de adveccidn es sencillo determinar el
origen de dichos comportamientos observados en la solucién numérica U porque su solucién exacta, la solucion de
D’ Alembert, no presenta difusién ni dispersion y es entonces posible hacer una comparacion, los detalles al respecto
de estas observaciones se encuentran en la seccién 5.6. Por otro lado, en el caso de la ecuacién de Burgers no viscosa
aunque es posible obtener la solucién exacta por medio de curvas caracteristicas el caso requiere mayor atencion.
Como se ha mostrado en la seccion 3, el perfil de las propagaciones (de la solucién exacta) sufre una deformacion que
dificulta la determinacién de difusion o dispersion fisica, y esto a su vez la determinacién de difusién y dispersién

numérica.

En el caso de condiciones iniciales de soporte compacto, para esquemas numéricos relativos a la ecuacion de
adveccion, serd necesario aprovechar la discusion expuesta en la seccion 4.12.3, es decir, pensar a los perfiles de las
propagaciones como sumas de componentes senoidales y observar el cambio en sus propiedades para determinar la

presencia de difusion numérica y/o dispersion numérica.

De cierto modo estos comportamientos describen el modo en que falla U al aproximar «, y de esta manera nos
ayudan a saber qué tipo de errores esperar cuando se usa un esquema numérico para resolver una ecuacion diferencial
cuya solucién exacta no se conoce. En el caso de la ecuacién de adveccién se puede justificar tedricamente la
presencia de dispersiéon numérica y difusién numérica mediante de las ecuaciones modificadas que son expuestas en

la seccion 6.
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5. Esquemas numéricos relativos a la ecuacion de adveccion.

5.1. Esquema contracorriente.

Un criterio para escoger el tipo de aproximaciones que usardn en el esquema numérico es la causalidad®. Sa-
bemos que cualquier solucién de la ecuacién de adveccién lineal se propaga sin cambiar su perfil con velocidad
constante ¢ (solucién de D’ Alembert expuesta en la seccidon 2.2). Supongamos que ¢ es positiva y por lo tanto la
sefal se propaga de izquierda a derecha. Esto implica que a un determinado punto lo que le afecta es lo que haya
sucedido de su lado izquierdo en los tiempo anteriores. Por lo tanto escogemos una aproximacién hacia atras (hacia

la izquierda) en el espacio y hacia el frente en el tiempo

Jj+1 J J J
Ui -0 Ui — Uiy

+ =0 77
AT Ax 77
o bien, despejando U lJ * para su implementacion
- . . .
v/" =ul-c(v/-ul) (78)

donde C = c% es el nimero CFL.

Este esquema numérico se debe a Courant, Isaacson y Rees [33], y en ocasiones puede encontrarse como esque-
ma CIR, aunque normalmente se denomina upwind o upstream que en inglés significa en contra del viento o en
contra de la corriente y en espafiol lo podemos llamar esquema contracorriente. Como se ha mostrado antes, este
esquema obtiene la informacién para calcular U en un determinado punto a partir de otros puntos que se encuentran

en la direccidn opuesta a la direccién en que se propaga la sefial, y de ahi su nombre.

La expresion (78) determina la relacion causal numérica entre puntos vecinos correspondiente a este esquema, y
esta misma relacion se encuentra expresada graficamente en la figura 19. Podemos entonces construir los diagramas
que nos servirdn para determinar la regién donde deben hacerse los calculos en el caso de condiciones iniciales de

soporte compacto; estos diagramas se encuentran en la figura 20.

Figura 19: Relacién causal numérica entre puntos vecinos para el esquema numérico contracorriente.

Por otro lado, para calcular el error de truncamiento local de este esquema numérico partimos de la expresion
(77), en la cual sustituimos la solucién de la ecuacién de adveccion u (x, 1) y el resultado no serd cero sino el error

de truncamiento

_u(xt+ A —u(x, 1) +Cu(x,t)—u(x—Ax,t)

= 7
At Ax 79)

°La causalidad que en este punto se describe es diferente a la causalidad numérica descrita en la seccién 4.13, a la cual se hard también
alusién un poco mds adelante.
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Figura 20: Diagramas de causalidad numérica para el esquema contracorriente: a) primero y b) segundo. Para la definicién de esta notacién
vea la seccion 4.13.

Ahora desarrollamos a u en serie de Taylor alrededor de (x, ?):

w+ (AN uy + (AD? Suy + 0 ((AD*) - u

At
u—u+ (Ax) uy — (Ax)? %uxx + 0 ((Ax)3)
+cC Ax
1 c
= ey + Mgy — Avsity + 0 ((At)2) +0 ((Ax)z) , (80)

y como u satisface

0=u +cu,,

entonces 1
C
L= Atzuy = Axzty + 0 ((At)2) +0 ((Ax)z) .

Obervamos que el esquema numérico es consistente con la ecuacién de adveccién porque el error de trunca-
miento local efectivamente tiende a cero cuando tanto Ax como At tienden a cero. Luego, con el fin de poder aplicar
la definicién previamente hecha para orden de un esquema numérico se considera que C es una constante de modo

que podemos dejar la expresién en términos de At sustituyendo Ax = At y tenemos

1 c? 1
L o= (A)suy+ O((n?) - = (80 Su + o(n?)
1 c? 1 5
= (A1) gt = = (AD St + o(r?)

O(Ay) ,

por lo que el esquema contracorriente es de primer orden.
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Luego, en notacién polinomial el esquema numérico contracorriente tiene la forma
WS-, S)UM =vs_,s)Ul
donde

w =1
Vv 1-Cc(1-5-).

Por lo tanto la condicion de estabilidad de Von Neumann toma la forma

s 2mm
1—c(1 —e_LT)

<1, 81
1 < 81)
y entonces
—iZzm
1 > ‘I—C(l—e w)
2 2
1 > ’1—C+Ccos(ﬂ)—t€sin(ﬂ)’
ip ip
2am\\? 2m\\?
. J(l_mm(ﬂ)) +(cm(Z2)
ip ip
2
1 > (1-C)%2(1—C)Ccos(ﬂ)+c2
lp
2rm
0 > —2C(1-C)+2C(1 - C)cos|Z2
ip
2rm
0 > C(l—C)(—1+cos(_—)).
17)

Como el tercer factor es siempre negativo, entonces C y (1 — C) deben tener signos iguales, por lo que la condicién

de Von Neumann sera satisfecha solamente en el caso

0<C<1.

En otras palabras el esquema contracorriente es estable, y consecuentemente convergente, cuando 0 < C < 1.

Este resultado es consistente con el hecho de que la velocidad con la cual se propaga la informacién en la solucién

numérica % no puede ser mayor que la velocidad ¢ con la cual viaja la informacién en la solucién de D’ Alembert.

Es decir, la causalidad numérica no puede contradecir a la causalidad fisica.

Otra manera de expresar este esquema es mediante una suma del tipo expresado en la ecuacién (60) donde los
coeficientes resultan ser
b.1=C, by=1-C, by =0

y debido a que este esquema es estable solamente cuando 0 < C < 1, se tiene que todos los coeficientes by son no

negativos, y entonces el esquema contracorriente es monotono.
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Se obtienen resultados completamente andlogos cuando de antemano se asume ¢ < 0 y se usa una aproximacion
hacia el frente (es decir, hacia la derecha) para la derivada espacial. Esto es consistente con la argumentacion causal
que se ha expuesto porque se cambia la direccién en que viaja la sefial y se cambia del mismo modo el lado de donde
se recoge la informacion para calcular U. Por el contrario, si se recoge informacion de los puntos que estan al mismo
lado que se desplaza la sefial (ya sea que ¢ > 0 o que ¢ < 0) se obtiene un esquema denominado downwind (en
espafiol seria a favor de la corriente), que bajo una prueba de estabilidad de Von Neumann resulta ser incondicional-
mente inestable; es decir, no representa un esquema mediante el cual se pueda resolver numéricamente la ecuacién

de adveccion.

Finalmente cabe resaltar que el caso C = 1 ofrece algunos resultados especiales. Primero, en la ecuacion (78)
nos permite observar que cuando C = 1 el esquema se reduce sencillamente a recorrer los valores de los puntos
hacia la derecha, es decir,

JHL_ g
uj" =U_,. (82)

Para este caso, la solucién de D’ Alembert u debe tener el mismo valor para el punto de la malla que corresponde al

punto i — 1, j y para el punto que corresponde a i, j + 1, porque como

At
1=C=c—,
CAx
entonces A
X
— =c, 83
ik (83)

y por lo tanto el punto i — 1, j y el punto i, j + 1 se encuentran sobre una misma curva caracteristica X (¢) debido a
que, como se ha sefialado en la seccién 2.2.3, para la ecuacion de adveccion estas curvas solamente estin sujetas a
la restriccion

X ®=c.

Entonces, para el caso C = 1 la solucién numérica es, en efecto, idéntica a la solucién exacta:
Ul'=u( + G- DA, (- DAY , (84)

donde se ha usado la expresion (56) para recuperar los valores x y ¢ a los cuales corresponde el punto i, j.

Ademads, si uno sustituye la ecuacién (83) en la expresion (79), correspondiente al error de truncamiento local,
se tiene: .
L= E(u(x,t+At)—u(x—cAt,t)) , (85)

y, al desarrollar en serie de Taylor

(o8]

IRYERE! ‘ 1
L= ;H(—cm ug = ) 7y A0 ug |

donde se puede demostrar por induccién que uyx = (=) U, y por lo tanto, como podia esperarse, cuando C = 1 se
tiene L = 0.
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5.2. Esquema de Lax-Friedrichs.

Al sustituir las derivadas parciales en la ecuacién de adveccion tenemos que la aproximacidn central es de orden
mayor que las aproximaciones hacia el frente y hacia atrds como ya se vio en el capitulo 4.1, por lo que deberia
brindar mejores resultados. Siguiendo este razonamiento podemos escoger aproximaciones centrales para generar un
esquema numérico. Sin embargo, esta eleccién (llamada esquema numérico leapfrog '), presenta un inconveniente:
se involucra informacién de tres distintos niveles temporales, y eso significa que como condicién inicial para poder

propagar la solucién numérica se necesitarian conocer dos niveles temporales completos.

Para remediar este problema cambiamos la aproximacién central al respecto del tiempo por una aproximacion ha-
cia el frente. Este nuevo esquema tiene también un problema: si aplicamos una prueba de Von Neumann observamos
que resulta ser inestable. Sin embargo, podemos hacer otra correccidén que nos permite conservar la aproximacién a
segundo orden de la derivada espacial y efectivamente resuelve el problema. Esta correccién consiste en cambiar U l’
por un promedio al respecto de los puntos que estdn a sus lados derecho e izquierdo
Ui]—l + Uij+1

T~
U; = >

Entonces nuestro esquema numérico tiene la siguiente forma

At 200

. . j+1 . .,
o bien, despejando U lJ para su implementacién

il 1 . . 1 . .
vt = 5 (Ui]—l + Ui]+1) +C3 (Uij+1 - Uij—l)
; 1 ; 1
= U ,(1+0 3+ Ul ,(1-0) 3 (87)

Este esquema numérico se conoce con el nombre de Lax-Friedrichs. Es de sefialarse que la aproximacién que

se usa para la derivada temporal no se deduce directamente de la serie de Taylor.

La expresion (87) determina la relacién causal numérica entre puntos vecinos, misma que se ha expresado gréfi-
camente en la figura 21. Entonces, para este esquema numérico, los diagramas que se han expuesto en la seccién
4.13 resultan ser los que se muestran en la figura 22. Como se ha mencionado antes, a través de estos diagramas

discriminamos los puntos de la malla donde no es necesario hacer calculo numérico.

Figura 21: Relacién causal numérica entre puntos vecinos para el esquema de Lax-Friedrichs.

10Cuya traduccién al espaiiol es literalmente salto de rana, pero comunmente esta palabra se refiere al hecho de que se ha saltado pasando
sobre algo, en el caso del esquema leapfrog sobre un punto que es omitido.
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Figura 22: Diagramas de causalidad numérica para el esquema de Lax-Friedrichs: a) primero y b) segundo. Para la definicién de esta
notacion vea la seccién 4.13.

Ahora, para calcular el error de truncamiento partimos de la expresion (86)

JL 1 (i J J J
0o U; 2 (Ui—l + Ui+1) N Ui~ Uiy

c
At 2 (Ax)
Luego, cambiamos U por la solucién de la ecuacion de adveccidn y esta nueva expresion no serd exactamente igual
a cero, sino al error de truncamiento L:
u,t+AD) =5 —Ax D +u(x+Ax, 1) w(x+Ax, 1) —u(x— Ax, 1)

L= v +c ) . (88)

nuevamente desarrollamos por medio de su serie de Taylor los casos que no estdn evaluados en (x, ¢)

u+ (AD u + 3 (A uy + O ((AD?)
At
2= A0 ue+ § (A0 g + O ((AX) + u + (Ax) uy + § (Ax) gy + O ((Ax)?))
At
u+ (Ax)uy, + %uxx +0 ((Ax)3) —u+ (Ax)u, — %uxx +0 ((Ax)3)
2(Ax)

= u+ %(At) Uy + O ((At)z) - ﬁ ((Ax)2 Uy + 0((Ax)3)) +e (ux + 0((Ax)2))
(Ax)*

2(An

+c

= u +cu, + %(At) Uy — + O((At)z) + iO((AxP) + 0((Ax)2) , (89)

como u es solucion de la ecuacion de adveccion los dos primeros términos se cancelan y se obtiene

(Ax)?

1
L = 5 (AD) uy — muu

+0 ((At)z) +0 ((Ax)Q) + éo ((Ax)3) .
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Observamos que pedir que Ax y At tiendan a cero no es suficiente para garantizar que el error de truncamiento
(Ax)?

tienda a cero. Para que esto suceda es necesario ademds que el cociente =~ tienda a cero. Por lo tanto este esquema
. .. .. . .y ) Ax)? -
es consistente con la ecuacién de adveccién bajo la condicion de que la funcién Ax = h (Af) sea tal que ¢ sz) tienda

a cero cuando At tiende a cero.

Luego, para conocer el orden del esquema suponemos, como antes, que C es una constante y de este modo

podemos dejar la expresion en términos de Az sustituyendo Ax por Atg

L = % (A1) uy — %um +0((Aar?) + 0((an?) + 0((an?)
2
_ %(At) y (Azgzc iz + O ((AD?)

y vemos entonces que el esquema de Lax-Friedrichs es de primer orden.

De la ecuacion (87) observamos que los polinomios correspondientes a este esquema numérico son

w =1
1% S (1+C)1+S (l—C)1
- 2 7 2

por lo tanto la condicién de estabilidad de Von Neumann toma la forma

_i2mm

== 1 {2z 1
e (1+C)§+€”7 (1—C)§
1

<1, (90)

y entonces

: 2mm 1

1 e_LT(1+C)—+eL2;rTm(1—C)l‘
2 2

1 2 2 1 2 2
1 > [=(1+C)|cos _7rm —isin —ﬂm +=(1-C)[cos —ﬂm + isin —7_Tm

2 lp lp 2 lp lp
1 > |cos (—2ﬂm) —iCsin (_27rm)‘

ip ip
\/cos2 (%—m) + C2?sin® (Zﬂ—m)
lp lp
2 2

cos? (ﬂ) +C? (1 - cos? (ﬂ))

lp lp

(c*-1) (1 — cos? (2”—’")) .

Iy

\

—
\%

—
\%

)
v

Como el segundo factor siempre es positivo entonces (C2 - 1) debe ser negativo, y por lo tanto el sistema serd estable

segtin la condicién de Von Neumann solamente cuando

0<ICl<1.
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Al igual que en el esquema anterior, para el esquema de Lax-Friedrichs los casos que son sefialados como inestables,
son precisamente aquellos donde la velocidad con la cual se propaga la informacién en el esquema numérico supera
a la velocidad con la cual se propaga la solucién de D’ Alembert, es decir, aquellos donde la causalidad numérica

contradice a la causalidad fisica.

Por otro lado, al expresar este esquema como una suma del tipo expuesto en la ecuacién (60) los coeficientes
resultan ser . .
b_1 = 5(1+C), by=0, by = E(I_C) .

Luego, como este esquema puede ser usado solamente cuando 0 < |C| < 1, puesto que en cualquier otro caso es ines-
table, y dado que para dicha restriccion los coeficientes by son no negativos, entonces el esquema es efectivamente

mondtono.

Finalmente, de la expresion (87) observamos que cuando C = 1, al igual que el esquema anterior, el esquema de

Lax-Friedrichs adopta una forma particularmente sencilla

vt =u! 91)

i-1°

es decir, al avanzar un nivel temporal los valores de los puntos simplemente se recorren un lugar hacia la derecha.
Como se ha argumentado en la seccion anterior, esto implica que para este caso la solucion numérica U es idéntica a

la solucién exacta u, ecuacion (84). Y del mismo modo bajo la resticcién C = 1 la expresion (88) adquiere la forma
1
L= E(u(x,t+At)— u(x—cAtt)) ,

que implica L = 0, como se ha mostrado también en la seccién anterior. Es decir, cuando C = 1, como podia

espaerarse, el error de truncamiento local de este esquema numérico es nulo.

5.3. Esquema de Lax-Wendroff.

El esquema de Lax-Wendroff se construye de una manera diferente a la expuesta para los dos esquemas an-
teriores. Se parte de dos premisas: se busca formar un esquema numérico que sea de segundo orden y se quiere
que el esquema numérico sea explicito. Entonces, como queremos que nuestro esquema sea explicito, es necesario
conocer el valor de u (x, t + At) en términos de algo que esté evaluado en el nivel temporal anterior, #,. Para lograrlo

desarrollamos u (x,  + At) en su serie de Taylor alrededor de (x, t),
2 1 3
(ot AL = 1 (A + (A Sty + o(wry’), (92)

luego incorporamos la informacién correspondiente a la ecuacion que pretende aproximar nuestro esquema numéri-

co, mediante, en este caso, la ecuacién de adveccion,
Uy = —Clly , 93)
observando que ademds deben cumplirse las relaciones (62). Al sustituir (62) y (93) en la ecuacion (92) se obtiene

u(x,t+ A = u—c (A uy + c2 (Ar)? %um +0 ((At)3) .
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Ahora construimos este esquema numérico intercambiando las derivadas parciales con respecto a x por apro-
ximaciones centrales y despreciando términos de tercer orden. Como veremos mds adelante, esta eleccién implica

efectivamente que este esquema resulta ser de segundo orden:

: . vl -u’ Ul —2Ul + U
U!+1 - U.j _ C(Al‘) i+1 i—1 + c2 (AZ)2 i+1 i i—1
! ! 2(Ax) 2 (Ax)?
- uv-Swio—u CZUJ 207 + U/ 94
- i_E( i+1 i—1)+7( i+1 it i—l)‘ (94)

Esta tltima expresién determina la relacidon causal que guardan los puntos vecinos dentro de este esquema; la
figura 23 muestra graficamente dicha relacién. En la figura 24 se encuentran los diagramas, del tipo expuesto en la
seccion 4.13, para el esquema de Lax-Wendroff, mediante las cuales podemos discriminar los puntos de la malla

donde no es necesario hacer calculos numéricos.

SN

Figura 23: Relacién causal numérica entre puntos vecinos para el esquema de Lax-Wendroff.
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Figura 24: Diagramas de causalidad numérica para el esquema de Lax-Wendroff: a) primero y b) segundo. Para la definicién de esta
notacién vea la seccién 4.13.

Para calcular el error de truncamiento local L reordenamos la expresion (94) para tener

0= Uin - Uij N CUij+1 - Uij—l (A Uij+1 -2U] + Uij—l

At 2 (Ax) 2 (Ax)?
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Sustituimos entonces U por u al modo que se ha descrito en la seccién 4.10,

ulx,t+At)—u(x,t +Cu(x+ Ax,t) —u(x—Ax,1) B
At 2 (Ax)
(A u(x+Ax,t) —2u(x,0) +u(x—Ax,1)
2 (Ax)?

L =

; (95)

y ahora hacemos el desarrollo de Taylor para cada uno de los términos:

u(x,t+At)—u(x,t)
At
u(x+Ax,t) —u(x—Ax,t)
2 (Ax)
ux+Ax,t) —2u(x,t)+u(x—Ax,1)

(Ax)?

1 1
u; + Atzu[t + (At)z —M”t +0 ((A[)3) ,

Uy + (Ax) uxxx + 0 ((Ax) )

Uy + 0((Ax)2) .

Por lo tanto,

~
|

1 1
ty + At + (AD? ity + O ((an?)

e (ux + (Ax)? um +0 ((Ax)3))

c2 (A
2

(xx + O ((Ax?))

At 5 1
= u;+cuy+ Atzuﬂ < (2 )uxx + (At) um + C(Ax) 614)00c

+O((At)3) + 0((Ax) )+ (A?) 0((Ax)2) . (96)

Debido a que u es solucién de la ecuacién de adveccion es posible usar las relaciones (62) para eliminar cuatro

términos y finalmente obtener

c? (At)

L = 0(An)+co(ax?)- O ((Ax)?)

= 0((At)2) + 0((Ax)2) - (At)O((Ax)z) .

Observamos nuevamente que cuando Ax y At tienden a cero L también tiende a cero, por lo que este esquema
numérico es consistente con la ecuacién de adveccién Por otro lado también se observa que el esquema es de

segundo orden debido a que al considerar C = c L como una constante y sustituir Ax en términos de Ar se obtiene

L

10) ((At)2) +0 ((At)z) —(AHO ((At)z)
0((Az)2) .

Puede observarse, a partir de la expresion (94) que la notacién polinomial correspondiente a este esquema es:

w =1,
C Cc?
1—5(S+—S_)+7(S+—2+S_) ,
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de modo que la condicién de estabilidad de Von Neumann se puede expresar como

i 2zm _j2zm 2 [ (Zzm _j2zm
1—%(6“’17 —et"b)—i-%(et"b -2+e l"b)

1

<1. o7

Entonces, desarrollando, se obtiene

2 2
1 > ‘1 - LCsin(ﬂ) +C? (Cos(ﬂ) - 1) s
ip ip
2 2 2
s \/(ch(cos(ﬂ)_l)) e
Ip lp
2 2 2 2
1 > 1+2C*cos (ﬁ) —2C? + C* cos? (ﬂ) —2C*cos (ﬂ) +C*+ C? (1 - cos? (ﬂ)) R
lp lp lp lp
2 2
0o > - (C2 - C4) +2 (C2 - C4) cos (ﬂ) — (C2 - C4) cos’ (ﬂ) ,
ip ip
2 2nm 2
0 < (1-C)|cos[—]-1] .
Ip

Ahora, como el segundo factor en la dltima desigualdad es siempre no negativo entonces el primer factor (1 - C2)

debe ser también no negativo y eso significa que la condicién de Von Neumann en este caso se reduce nuevamente a
0<ICl<1.

Dicha restriccién determina entonces los casos en los cuales este esquema numérico es estable, y por lo tanto con-
vergente. Del mismo modo que en los esquemas anteriores, la restriccién impuesta por la prueba de Von Neumann
coincide con la restriccion de que la causalidad numérica no contradiga a la causalidad fisica, es decir, que la velo-
cidad con la cual se propaga la informacién en el esquema numérico no supere a la velocidad con la cual se propaga

la solucion de D’ Alembert.

Adicionalmente, como el método es explicito podemos también expresarlo mediante una suma del tipo expuesto

en la ecuacién (60) y los coeficientes resultan ser:

C
boy = Z(C+1),

2

by = 1-C?,
C

by = 5(C—1).

Como la tnica restriccion para implementar este sistema es 0 < |C| < 1, entonces los coeficientes b; pueden ser

negativos y por lo tanto el esquema no es monétono.

Por tltimo, observamos en la expresion (94) que el esquema de Lax-Wendroff se reduce a
J+L_ gy
v, =U;_, (98)

en el caso de que C = 1. Esto significa que los valores de los puntos simplemente se recorren un lugar hacia la
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izquierda con cada paso temporal y, como se ha visto en la seccién 5.1, implica también que en este caso la solucién
numérica U es idéntica a la solucién exacta u, ecuacion (84). Ademds, del mismo modo que los esquemas anteriores,

la ecuacidn (95) correspondiente al error de truncamiento local del al esquema de Lax-Wendroff se reduce a
1
L= E(u(x,t+At) —u(x—cAt, 1))

cuando C = 1,y como se ha expuesto también en la seccion 5.1 esto implica que L = 0, como podia esperarse.

5.4. Esquema de Wendroff.

Este esquema numérico es un poco mas complicado que los esquemas anteriores debido a que no es explicito
sino implicito. También tiene, sin embargo, una ventaja sobre los esquemas anteriores, y es que, como serd mostrado
al final de esta seccidn, su implementacidn no estd sujeta a condicién alguna sobre C. Para construir este esquema
nuevamente recurrimos a la construccién de promedios; en este caso tomamos el promedio de la aproximacién a
la derivada espacial en dos diferentes niveles temporales, y el promedio de la derivada temporal en dos diferentes

puntos espaciales. De este modo, al sustituir las aproximaciones en la ecuacion de adveccion (17),

u; +cuy =0,
se obtiene - . . _ - - . .
J J J J J J J J
l Uit — Ui + Ui -0 + Cl Uil - U; + Ui - Ui ~0 (99)
2 At At Ax Ax ’
o equivalentemente,
a+oulfl+a-ouvt=a-ou +a+oul. (100)

En este caso estdn involucrados en la expresion dos puntos del nivel temporal ;1 por lo que para implementar

j+1

. . i+1 . . . .
el esquema podriamos despejar Ul.’ o U/, . Como hemos dicho en la seccién 5.1, podemos usar un criterio de

i+1
causalidad, tomando en cuenta que sabemos de antemano que la informacion de la sefial viaja de izquierda a derecha;
es decir, despejamos U {:11 :
o 1 j j 1
vltl = m((1 —OUlL, +1+OU -1 -0 U
1-C i A, gy
= (Ul -ul) Ul (101)

Por causalidad en este caso nos referimos a la sefial que describe la solucién analitica de la ecuacion de adveccion

y no a la causalidad numérica que serd mencionada abajo.

Esta expresion determina la relacion causal entre puntos vecinos que graficamente puede observarse en la figura
25. Asi mismo en la figura 26 se encuentran los diagramas que nos permiten discriminar los puntos de la malla sobre

los cuales no es necesario hacer calculos.

Podemos observar en la figura 25 dos puntos en el nivel temporal 7;,1, lo cual implica que en este esquema
numérico la condicién inicial no es suficiente para calcular el valor de U en puntos de los niveles temporales su-

periores, por esta razén en los diagramas de la figura 26 se han colocado cuadros negros (ceros) en el extremo
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izquierdo, una discusidn al respecto de este punto puede encontrarse en la seccién 5.5.3.

Oo—0

!

Figura 25: Relacién causal numérica entre puntos vecinos para el esquema numérico de Wendroff.

t
XXX XKK XXX KA IIHIIIINICNRK - - « - o o - o
XXXXHK XXX KKK H XXX KXXXKKXKXN « o v v v v e e
R S e R T,
XXX X IR K XHKKXKXHXHXHXXKXKHKKKKKK + o v v o v oo
XX XXX KX KK KX KX XKXXKKXKKK + o v v o v e
R R R R R N,
R 4 8 0 R R

D) XXXXXXXXXEXKXXKXKXKXXXKKXKKK v 0o v e e

t
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oo oooDooGO00000000000000000000000O0
EO0OO0O0DOOODOGD 0000000000000 000000000000
"ooooonoodO0000000000000000000000000
EOOooDDDNNQOO00000000000000000000000
a) EDoooDoDOoOoan 0000000000 000000000000000

Figura 26: Diagramas de causalidad numérica para el esquema de Wendroff: a) primero y b) segundo. Para la definicién de esta notacién
vea la seccién 4.13 y la seccion 5.5.3.

Para calcular el error de truncamiento local correspondiente a este esquema partimos de su expresion algebraica,

que es

j+l j j+l j j+l j+l j j
0= 1 Ui — Uiy N U; - Uj + Cl Ui —U; + Uiy — Uj
2 At At 2 Ax Ax '

Luego, como ya hemos visto antes, sustituimos la solucién de la ecuacién de adveccién evaluada en los puntos

correspondientes,

L = 1 u(x+Ax,t+At)—u(x+Ax,t)+u(x,t+At)—u(x,t)
2 At At
1(u(x+Ax,t+At)—u(x,t+At) u(x+Ax,t)—u(x,t))

- CE Ax * Ax

(102)



68 5 ESQUEMAS NUMERICOS RELATIVOS A LA ECUACION DE ADVECCION.

Como se trata de una expresiéon muy larga, expandimos por separado cada uno de los términos en su serie de Taylor:

1 + Ax, t+ Ar) — + Ax, t 1 1 1
_(u(x X )—u(x+ Ax )) _ —ut+§(Ax)uxt+Z(At)u,t

2 At 2
+ % (3 (AX)? tgxr + 3 (AX) (A1) iy + (AD)? um)
+0((Ax) +(Ar) | (103)
L (uet+AD —ulx, 11 1
. (u(x t+ Ati u(x t)) = Ut Z(At) U + E(At)z gy + 0((At)3) , (104)

c c
" —uy + 7 (Ax) uyy + 3 (A) uy

1(u(x+Ax,t+At)—u(x,t+At)) c
C—
2

+ % ((AX) tgr + 3 (AX) (A1) thyy + 3 (AD* 111y
+0((Ax) + (Ar?) (105)

cl (u(x +Ax, 1) —u(x, t))
2

_ ¢ ¢ < 2 3
= = et 7 AUy + 7 (AY) uxxx+0((Ax) ) . (106)

2

El siguiente paso es aprovechar el hecho de que u satisface la ecuacién de adveccion y por lo tanto debe satisfacer
cada una de las relaciones (62). Esto nos permite expresar las ecuaciones (103), (104), (105) y (106) en términos

unicamente de derivadas parciales con respecto a x:

2

C C C
_Eux - 5 (AX) Uy + Z (AL

1{u(x+Ax,t+At) —u(x+ Ax,1)
2 At

+ % (—36 (AX)? thyx + 3¢ (AX) (AD) Uy + € (AD)? uxxx)
+o((a’ + @)

1 fulx,t+A)—u(x, 1) c c? A ’ 3
5( m = 5ttt 7 (A0t = = (A1 ug + O (A1)
1 fu(x+Ax,t+At) —u(x,t+ At) c c 2
c= ( Ax = Eux + Z (AX) Uy — ? (A1)

1
t = (€ (AX)? 1t + 367 (Ax) (A1) Uy + 3¢ (ALY )

+ 0((Ax)3 + (At)3) :

Cl(u(x+Ax,t)—u(x,t))
2

C C C
> St + 7 (At + = (A0 thy + O ((axy’) .

2

Finalmente, sumando las cuatro expresiones anteriores se cancelan varios términos y obtenemos el error de
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truncamiento local en la siguiente forma:

3
L = . (11—2 (—3c (Ax)% + 3¢ (Ax) (Af) - 3 (At)z) - 16_2 (At)?

+ % (c (Ax)% = 3¢ (Ax) (AD) + 3¢° (At)2) + 1C_2 (Ax)2)
+ O((Ax)3 + (At)3) ,

donde observamos que este esquema es consistente con la ecuacién de adveccion puesto que cuando Ax y Az tienden

a cero L también tiende a cero.

Para conocer el orden de este esquema numérico expresamos L en términos de Af bajo el supuesto de que el

cociente % es una constante. Agrupando términos queda:
L=0(@Ar).
Por lo tanto, al igual que el esquema de Lax-Wendroff, el esquema de Wendroff es de segundo orden.

A partir de la expresion (100) se observa que los polinomios que describen este esquema numérico son:

w
Vv

1+0)8S,+0-0),
1-0)S,+(0+0C).

O sea que (100) se escribe como
WS- S)UM =vs_,sa)Ul.

La condicién de estabilidad de Von Neumann en este caso adquiere la forma

- 2mm
(1-C)e' s +(1+C) B

o L. (107)
1+C)e +(1-0C)

Para simplificar el célculo recordamos tres propiedades de los nimeros complejos: primero que la norma de
un producto es el producto de las normas; segundo, que la norma de cualquier nimero es igual a la norma de su

conjugado; y tercero, que la norma de un nimero que pueda escribirse como ¢, § € R es uno.

Entonces, desarrollando,

(1-0)e +(1 +C)‘ - ((1 — 0T +(1 +C))e“2f"_hm’ (108)
= la-o+a+0H (109)
- Ja-0+a+0 T (110)

y por lo tanto
: 2mm
(1-0)e +(1+0C)

2 2mm :1’
(1+C) +(1-0C)




70 5 ESQUEMAS NUMERICOS RELATIVOS A LA ECUACION DE ADVECCION.

independientemente del valor de C. Es decir, a diferencia de los tres esquemas anteriores, para el esquema de Wen-
droff la condicién de Von Neumann se satisface incondicionalmente y por lo tanto este esquema es incondicional-

mente estable.

Del mismo modo, para este esquema numérico el valor de C no determina si la causalidad numérica contradice
a la causalidad fisica. Eso se debe a que su cardcter implicito, como serd mostrado en la seccién 5.5.3, implica que
para obener el valor de U en un determinado punto se emplea el valor de muchos otros puntos del nivel temporal

anterior (vea también la seccién 4.7).

Al igual que los esquemas anteriores el esquema de Wendroft se simplifica bastante en el caso C = 1, para el
cual la ecuacién (101) toma la forma
J*l_ i
U, =U;j; (111)
es decir, cuando se avanza un nivel temporal los valores de los puntos se recorren un lugar hacia la derecha, y de la
misma manera que se ha expuesto en la seccién 5.1, esto implica que para el caso C = 1 la solucién numérica de
este esquema es precisamente la solucidn exacta u, ecuacion (84). Para este caso también es posible demostrar que

se tiene L = 0, para ello se impone C = 1 en la ecuacién (102), y después de una traslacion de la variable ¢ se tiene
1
L= E(u(x,t+At)— u(x—cAtt)) ,

que como se ha mostrado en la seccién 5.1 implica precisamente L = 0.

5.5. Implementacion.

Ademads de las precisiones que se han hecho al respecto de los esquemas numéricos en las secciones anteriores,
al momento de escribir un cédigo, para que una computadora pueda hacer la propagacién numérica es necesario
tomar algunas decisiones que serdn detalladas a lo largo de esta seccion.

5.5.1. Parametros de control, fijos y de evaluacion.

La solucion exacta u de la ecuacion de adveccidn es una funcion de las variables x, . Del mismo modo, U como
aproximacion de u es una funcién de las mismas variables, pero de modo equivalente, tal como se ha manejado en

las secciones anteriores, es posible expresarlo por medio de una notacion de super y subindices i, j
en lugar de escribir la dependencia explicita, como

U +G@-1Ax,(j-1)Ar
porque existe una relacién directa (y lineal) entre x e i y entre ¢ y j:

x = xp+G-1)Ax

t = (-1)Ar
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cuya descripcion puede encontrarse en la seccién 4.2.

Para los esquemas numéricos relativos a la ecuacién de adveccién uno de los aspectos que resulta conveniente
cuando se expresa U como funcién de los indices i, j es que después de haber calculado Ui] para un esquema

numérico usando ciertos valores especificos Ax, At, ¢, digamos

Ax = AXO .
At = Ar,
c = 0o

puede conocerse el valor de U lJ que se obtendria a partir de valores diferentes Ax;, At{, c; siempre que la variable

C= CA—AX’ tenga el mismo valor, en otras palabras, siempre que:

c1An _ coAty
Ax;  Axp

y esto se debe a que, en los esquemas numéricos que se han descrito en secciones anteriores, el valor de U l] depende
solamente de C y de los valores de U en los puntos vecinos, como puede observarse en las ecuaciones (78), (87),
(94) y (101). Sin embargo, es importante notar que en el espacio (x, f) el punto al cual corresponde un determinado
valor U l’ efectivamente depende de los valores especificos de Ax y At, por ejemplo en el primer caso dicho punto

corresponderia a

x = xp+0-1Axg,

t = (j-DAr,
y en el segundo caso corresponderia a

x = xp+@G—-1)Axy,

t = (- DA .

Lo importante de estas observaciones es que permiten restringir el campo de estudio, es decir, para poder ob-
servar los diferntes resultados que se obtienen de la implementacién de los esquemas numéricos, no hace falta usar
diferentes valores de Ax, Aty c, sino simplemente diferentes valores de C y tomar en cuenta que para recuperar la

dependencia al respecto de las variables originales x, ¢ harfa falta especificar los valores de Ax, Aty c.

Otra observacion que nos permite restringir el campo de estudio en este caso, es que debido al cardcter lineal de
los esquemas numéricos relativos a la ecuacién de adveccion, expuesto en la seccién 4.12.3 mediante la ecuacion
(74), no es relevante la amplitud de la condicién inicial y por esta razén no se incluye este valor como pardmetro de

control.

Por otro lado podemos esperar que mientras mds puntos hayamos usado para describir la condicién inicial los
resultados obtenidos serdn mejores. Variaremos entonces el valor de i, que para condiciones iniciales periddicas se
define como el nimero de puntos espaciales que hay en un periodo (ver figura 12), y para condiciones iniciales de
soporte compacto es el niimero de puntos espaciales que hay a lo largo del soporte (ver figura 13). Estas definiciones

nos permiten comparar los resultados obtenidos para los dos tipos de condiciones iniciales.
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Del mismo modo podemos verificar que para ambos tipos de condiciones iniciales se cumple

Ax=—,
Ip

por lo que la eleccién de un determinado valor de i), determina también el valor de Ax.

Ademés, debido a que
At
C=c—,
¢ Ax
al escoger un valor para C queda igualmente determinado el valor de Af puesto que hemos dispuesto, por simplicidad,

que c tenga el valor de 1 en todos los casos.

Entonces nuestros pardmetros de control son dos, i, y C. En el caso de i), se han escogido 6 valores en una escala
logaritmica entre i, = 10y i, = 1000, que son: 10, 25, 63, 158, 400, 1000 (cada niimero es aproximadamente 2.5

veces el anterior).

En el caso de C se han empleado dos criterios: primero, buscando valores en una escala logaritmica entre C =
0.01 y C = 5; y segundo, buscando valores cerca de C = 1, que como hemos visto, implica comportamientos
especiales para los diferentes esquemas numéricos. Los valores que se han escogido son: 0.01, 0.1, 0.5, 1, 1.1, 5, por

lo que tendremos 36 combinaciones posibles de valores de C e i), para cada tipo de condicién inicial.

Las cantidades que nos permitiran comparar los resultados numéricos entre si, a las cuales en adelante llamare-

mos pardmetros de evaluacion, son las siguientes:

Amplitud relativa: Se mide como la diferencia entre el mdximo y el minimo de la solucién numérica U en un

determinado nivel temporal ¢, sobre la amplitud de la condicion inicial.

. méx{U{’j: jo}—mfn{U{’jz jo)

Amplitud de la condicién inicial

Desplazamiento: Es el corrimiento del maximo de la solucion numérica U con respecto al corrimiento del maximo

de la solucién analitica u, para un determinado nivel temporal:

D = ingxAX — Xpnax
donde ip4x €s el valor de i que corresponde al médximo de U y xp4x €s el valor de x que corresponde al mdximo
de u en dicho nivel temporal.

Norma: Se define como la maxima diferencia entre la solucién numérica U y la solucién exacta u, para un deter-

minado nivel temporal:

o i . .
N = max{’Ul. u (iAx, ]At)| ‘] = ]0} .
Finalmente sefialamos los pardmetros fijos que tienen el mismo valor para todas las propagaciones numéricas:

Constante ¢ : Es la constante que aparece en la ecuacion de adveccion (17), esta constante determina la velocidad
de propagacién de la solucién exacta u. El valor que se le ha dado es ¢ = 1, escogido por simplicidad y sin

perdida de generalidad por la discusién mencionada con respecto al parametro C.
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Pasos temporales calculados: Es la cantidad de pasos temporales que efectivamente se han obtenido mediante
célculo numérico, es decir, el mdximo valor de j. Este valor se ha escogido en 2500, porque un niimero
mucho mayor hubiera sido muy dificil de manejar en términos computacionales, y un nimero mucho menor
hubiera disminuido significativamente la posibilidad de observar diferencias en los resultados de los diferentes

esquemas numéricos.

Se ha mantenido fijo también el ancho de la condicion inicial; es decir, para el caso de condiciones iniciales
periddicas la longitud del periodo, y para el caso de condiciones iniciales de soporte compacto la longitud del
soporte mismo. Como puede observarse en las figuras 12 y 13 este parametro en ambos casos ha sido tomado igual

al.

5.5.2. Implementacion de los esquemas explicitos: contracorriente, Lax-Friedrichs y Lax-Wendroff.

Para calcular el valor de U en un dominio de propagacion a partir de la condicion inicial segin los esquemas

contracorriente, Lax-Friedrichs y Lax-Wendroff se usan las expresiones (78), (87) y (94) respectivamente.

Contracorriente: Ul.jJrl = Ul-j - C(Uij - U,-j_l)

: : 1 1
Lax-Friedrichs: U™ = UL, (1+0) 3+ U], 1-0)5

. c?, .
-UL)+ = (v

i+1

U’

i+1

: . C . .
Lax-Wendroff:  U/™' = U/ - —( -2U/ + U/ )

i i 2 i i-1
Se toman los valores de la condicidn inicial en primera instancia para calcular los correspondientes al segundo nivel
temporal, luego se aplica el mismo procedimiento sobre estos valores que se han calculado para obtener el tercer

nivel temporal y asi sucesivamente.

Aunque el procedimiento es sencillo, es necesario tener cuidado al llegar a los puntos que se encuentran en
los extremos. Como se ha mencionado, el tratamiento de estos puntos depende del tipo de condicion inicial que se

esté usando.

Si la condicidn inicial es periddica se usa el valor del extremo opuesto; por ejemplo, en el caso de Lax-Friedrichs,

para calcular el valor de U{Jrl se usan los valores de U i’;} y Ué como se muestra en la siguiente expresion:
vt =i+ o tvuia-ol
1 - ip ( + ) 5 + 2 ( - ) 5 .
Para calcular el valor de U ij:l se usan los valores de U IJ LyU { de la siguiente forma:
74
UM U 1+ 04Ul -0) 2
ip  — Tip—l 2 1 2
Por otro lado si la condicién inicial es de soporte compacto es necesario tomar en cuenta que solamente se calcu-
laran los valores de U correspondientes a la regién donde intersectan las cruces (X o bien 3) y las circunferencias
© de de los diagramas de causalidad (figuras 20, 22 y 24). Algunos de los puntos que se encuentran en la orilla de

esta regién dependen de los valores de puntos que estdn fuera de la misma pero, por el modo como hemos cons-

truido los diagramas, el valor de U correspondiente a estos puntos externos serd siempre cero, de modo que, para
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hacer los célculos de los puntos al extremo simplemente, cuando sea necesario, se colocan ceros en el lugar que les

corresponde.

5.5.3. Implementacion del esquema implicito: Wendroff.

Para implementar el esquema de Wendroff usamos la ecuacién (101)

U/

i+1

j+l _ 1-C
Uiet = 1+C(

- .
-ul+ v,
donde se parte también de una condicion inicial, pero en este caso eso no es suficiente porque del lado derecho de
o - +1
la ecuacion siempre hard falta el valor de U lJ "', Aunque este es un problema que se presenta en todos los puntos del
. . . j+1 . j+1 P
nivel temporal 7,1, seria suficiente conocer U { porque con este valor podria obtenerse Ué y luego asi el resto de
. j+1
los puntos del nivel 7;, ;. Entonces el problema se reduce a encontrar el valor de U {+ , lo obtendremos de maneras

diferentes dependiendo del tipo de condiciones iniciales que se tengan.

Para el caso de condiciones iniciales de soporte compacto obtendremos U{H suponiendo que muy lejos del
pulso (soporte de la condicion inicial), U vale cero para todos los niveles temporales. De cierta forma, ésta es una
condicién de frontera al infinito. Esta suposicién resulta util porque significa que podemos colocar una columna
de puntos tales que U = 0, suficientemente lejos, en particular en el extremo izquierdo de la malla. Abusando

ligeramente de la notacién hemos usado en la figura 26 también cuadros negros m para denotar estos puntos.

Si ahora usamos la expresion (101) sobre los puntos del segundo nivel temporal a partir de los cuadros negros
recién colocados obtendremos ceros hasta llegar a x = 0, y se repite el procedimiento para el resto de los niveles
temporales, por lo que se han designado en la figura 26 con cuadros blancos o todos estos puntos. Por lo tanto se
puede obtener el valor de U { +l simplemente considerando nulos los valores correspondientes a los puntos que estdn
a la izquierda, es decir

o _1=Coi
Ul —1+C(U1 0)+0. (112)
Para condiciones iniciales periddicas como se ha hecho con los esquemas numéricos anteriores se usan los puntos

de los extremos opuestos, que en este caso solamente se necesita para el punto del extremo izquierdo,

. 1-C/ . . .
j+1 j Jj+1 Jj
Uj 1+C(U1—Ul.p )+Ul.p

_ 1=Cli, i _L=C
1+C ! b 1+C W7

. . j+1 . .,
y para resolver el problema arriba mencionado, en este caso al respecto de Ul.] , se usa la misma expresioén (101)
14
. j+1 P j+1
para dejar U{" en términos de U;"
14
a1 1-C

. l-Cc{1-C.. . 1-C, .
-0 j_ J i j+l
I e A el Vel 1+cUip—1)

Si se realiza de manera iterativa una sustitucién de este tipo, eventualmente se tendrd una expresion donde del

j+1 il .
lado derecho aparece nuevamente U ‘1’+ . Llegado este momento, U '1’+ sera el unico valor de U correspondiente al
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nivel temporal ;1 dentro de la ecuacion, y por lo tanto podemos despejarlo para obtener

ip—1 i+1 i
(F6) U{+U1'JP+Z(_1) ((1+c) Uijp+1—i+(1+c) ng_i]
i=1

L+ (-1t (8"

J+l
Uy =

(113)

. . .. e . . i+1 .
Como se ha mencionado, para ambos tipos de condiciones iniciales, una vez obtenido U { es posible calcular

el resto de los valores y asi implementar este esquema numérico.

A continuacién se presentan otros dos procedimientos de implementacidon que tedricamente son correctos, y
desde un punto de vista prictico resultan de menor o igual rendimiento que el procedimiento arriba descrito. Una

breve descripcién de ambos se incluye para hacer mas completa la discusién de métodos numéricos implicitos.

Primero, para el caso de condiciones iniciales periédicas se hace una sustitucion recursiva en orden descendente,
ip,ip—1,ip—2,i, =3, ..., 1. Ahora, bien podriamos haberlo hecho en orden ascendente en lugar de descendente.

Lo que resulta inconveniente del caso ascendente es que la expresion final para U ]] o andloga a la expresion (113),

L+C\"
1-c) -

que, ademds de presentar problemas cuando C = 1, en la mayoria de los casos resultan ser demasiado grandes porque

involucra factores del tipo

¢ > 0 implica que
1+C

1-C

e i, llega incluso a valer 103. De este modo ficilmente puede alcanzarse el limite superior para el valor de una

>1,

variable numérica (cerca de 103% en el caso de MATLAB 7). Por lo tanto no es conveniente implementar el esquema

numérico de esta manera.

Por otro lado, esta observacion nos lleva a optimizar la implementacién de la ecuacién (113) debido a que
también existe un limite inferior para el valor absoluto de las variables numéricas cuyo valor es distinto de cero. En

otras palabras, para MATLAB 7 no es posible diferenciar entre cero y 107339,

por lo tanto, en la suma que aparece
dentro de la ecuacién (113) es posible despreciar los términos que sean suficientemente pequeiios, la cantidad de

términos despreciados depende del valor de C.

La segunda alternativa se refiere al procedimiento que se ha descrito en la seccidn 4.7. Consistiria en expresar el
esquema de Wendroff en notacién matricial
1 .
AU/T" =BU/,

para luego obtener un esquema explicito equivalente por medio del cdlculo de la inversa de A. Lo inconveniente
en este caso es que su implementacion requiere muchas més operaciones que el procedimiento descrito al principio
de esta seccion. Primero, la inversion de la matriz A por medio del método de LU descrito en el texto de Press
[28] requiere aproximadamente (i»)* operaciones, al decir operacién nos referimos una suma y un producto, donde
alguno de los factores puede estar elevado a una potencia, esta definicién no es muy precisa pero funciona muy bien
para hacer las estimaciones. La variable i}, es el niimero de puntos en el eje espacial y eso significa que las matrices
A y B son i, X ip. Luego, se requieren 3 (ip)? operaciones para efectuar el producto A~!B, considerando que B es

practicamente tridiagonal (discutido en la seccién 4.7), y finalmente se requieren (i)’ operaciones para calcular el
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producto de la matriz resultante con U/. Entonces, se requieren del orden de (i)® operaciones para iniciar el proceso

y luego (i»)* operaciones para cada paso temporal.

En el mismo texto de Press [28] seccién 2.4 se sugiere un algoritmo, para el caso de que tanto A como B sean
tridiagonales, que usa aproximadamente 7i, operaciones para obtener U/*! sin obtener explicitamente A~!. Para
implementar este algoritmo, ademds de que se debe hacer un pequeio tratamiento para que las matrices involucradas
sean estrictamente tridiagonales, se requiere cierto cuidado al respecto de la relacion entre los valores de la diagonal,

de otro modo el algoritmo falla.

Por otro lado, en la primera implementacion descrita de este esquema numérico se requieren en cada paso
temporal cuando mucho 2ij, operaciones para encontrar U { por medio de la expresidn (113) (si se tienen condiciones
iniciales de soporte compacto se requiere una sola operacion para obtener U f de acuerdo a la ecuacién (112)) y luego

3i;, operaciones para calcular los valores del resto de los puntos por medio de la ecuacién (101).

Lo que marca la diferencia real, con respecto al tiempo de computo cuando se efectda la implementacion, es el
orden de magnitud de la cantidad de operaciones necesarias para cada paso temporal. Cuando se procede por medio
de inversién de matrices por el método LU, cada paso temporal requiere del orden de (i»)> operaciones; mientras
que con el procedimiento que efectivamente se ha usado, o en el algoritmo sugerido en el texto de Press, solamente
se requieren del orden de i, operaciones (no debe olvidarse que i, alcanza el valor de 10°). Por lo tanto, se requeriria

mucho mds tiempo para hacer la implementacién por medio de inversion directa de matrices.

5.6. Resultados.

Una vez implementados cada uno de los esquemas descritos, se obtienen conjuntos de valores para U asociados
a puntos en una malla discreta, y estos los podemos graficar para niveles temporales dados junto a la solucién de
D’ Alembert, que es una solucién analitica exacta, como ya se ha visto, para evaluar su exactitud de acuerdo a la
proximidad con esta solucion exacta. Este tipo de graficas se encuentran en la seccion 5.6.1 y nos permiten comparar

cualitativamente los resultados numéricos.

Para hacer un andlisis detallado de los resultados es necesario usar los parametros de evaluacién descritos en la
seccién 5.5.1: la amplitud relativa A, el desplazamiento D, y la norma N. Dos de estos pardmetros estdn relacionados
a los conceptos de difusién y dispersidon expuestos en la seccion 2.4, y son la amplitud relativa A y el desplazamiento
D, respectivamente. Como se ha visto en la seccion 4.14 en este caso la presencia de dispersion y difusion en U
necesariamente debe ser de origen numérico, es decir, dispersién numérica y difusién numérica, y su efecto puede
estudiarse sobre propagaciones del tipo senoidal. Por otro lado, en la seccién 4.12.3 se ha mostrado que las pro-
pagaciones basadas en condiciones iniciales de soporte compacto equivalen a sumas de propagaciones senoidales.
Las propagaciones basadas en condiciones iniciales periddicas descritas en la seccion 4.12.1 tienen precisamente
esta forma senoidal, por lo que determinaremos la presencia de dispersion numérica y difusién numérica observan-
do sus valores de amplitud relativa A y desplazamiento D. Luego, con esta informacién, buscaremos explicar las

observaciones hechas en las propagaciones donde se tienen condiciones iniciales de soporte compacto.

En las graficas presentadas de la seccidon 5.6.2 a la seccién 5.6.5 usaremos como variable dependiente cada
uno de los pardmetros de evaluacién A, N y D. Para el eje de las abscisas resultard mas 1til usar j como variable

independiente, aunque podrian usarse también C 0 i),.

Si se toma j como variable independiente (eje de las abscisas) para cada esquema numérico y cada paraimetro
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Figura 27: Amplitud relativa como funcién de j, para condiciones iniciales periédicas bajo el esquema contracorriente, con C = 0.5y
diferentes valores de i,.

de evaluacion tenemos 36 combinaciones de i, y C para los casos de condiciones iniciales periddicas (y otras 36
para los casos de soporte compacto aunque por las razones expuestas antes observaremos primero los casos de
condiciones iniciales periddicas). Si escogemos un esquema numérico y un valor para C nos quedan inicamente 6
gréficas posibles correspondientes a los 6 valores disponibles de i,; estas seis graficas las podemos poner en una
sola para obtener lo que se muestra en la figura 27. Lo que observaremos en las figuras de este tipo es el orden en el
que aparecen las gréficas correspondientes a los diferentes valores de i), con respecto al comportamiento ideal; son
mejores los resultados que sean mds proximos a dicho comportamiento. El comportamiento ideal es aquel que se
observaria de haber tomado las medidas sobre la solucién de D’ Alembert; en el caso de la amplitud relativa A este
seria un valor constante 1, y tanto en el caso del desplazamiento D como en el de la norma N el comportamiento
ideal seria un valor constante igual a 0. Entonces, por ejemplo en la figura 27, se encuentra el mejor resultado en la

gréfica correspondiente a i, = 1000, en segundo lugar la correspondiente a i, = 400, etc.

El valor de C que nos conduce a resultados mds sencillos es C = 1. Para este caso se obtienen solamente gréficas
que son lineas horizontales, donde ni la amplitud relativa, ni el desplazamiento, ni la norma cambian a medida que
avanza j (se observa precisamente el comportamiento ideal), lo cual es consistente con las ecuaciones (82), (91),
(98) y (111) que nos muestran que este valor de C reduce los esquemas numéricos a un corrimiento horizontal de

los valores de U entre los puntos de la malla, donde ademds U = u.

Por otro lado, para los esquemas contracorriente, Lax-Friedrichs y Lax-Wendroff, los casos C = 1.1y C =5
tienen una interpretacion sencilla: dichos esquemas en estas condiciones efectivamente son inestables, es decir, la
amplitud de la sefal crece rdpidamente y sin cota superior. En la figura 28 puede observarse un ejemplo correspon-
diente a C = 1.1, i, = 158. El hecho de que la amplitud crezca indefinidamente implica directamente que la norma
N crece del mismo modo. De hecho, una vez que la amplitud de la sefial comienza a crecer, la sefial se deforma
completamente, y por lo tanto tampoco tienen sentido las mediciones al respecto del desplazamiento D, por lo que
en todos los andlisis posteriores, a menos de que se indique lo contrario, cuando se hable de estos tres esquemas se
elegird C < 1. Es notable que incluso en estos casos inestables existe una regiéon donde los resultados numéricos
aproximan muy bien a la solucién de D’ Alembert. Dicha region estd acotada por un valor de j (en cada caso dife-

rente), después del cual se observa un crecimiento aproximadamente exponencial; es decir, se observan lineas rectas
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cuando se usa un eje logaritmico para A.
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Figura 28: Amplitud relativa como funcién de j para un caso inestable con C = 1.1, donde i, = 158.

La figura 28 no es del mismo tipo que la figura 27: en esta figura 28 se han fijado los valores de i, y C para

empalmar las graficas correspondientes a los diferentes esquemas numéricos. Este segundo tipo de figura también

serd empleado en las secciones posteriores.
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Figura 29: Amplitud relativa como funcién de j, para condiciones iniciales periédicas bajo el esquema contracorriente, con i, = 63 y

diferentes valores de C.

Entonces, nos quedan tres valores de C, que son 0.01, 0.1 y 0.5. Llevaremos a cabo figuras andlogas a 27 para

cada uno de estos valores de C y para cada uno de los distintos esquemas numéricos. Una tercera manera de elaborar

las figuras es escoger un valor de i, y empalmar las graficas correspondientes a los tres valores de C que nos

quedan, como se muestra en la figura 29. Nuevamente la idea es observar el orden en que aparecen las gréficas para

determinar qué valor de C nos lleva a mejores resultados, es decir, resultados mas préximos al comportamiento ideal.

En la mencionada figura 29 la grifica mds alejada es la correspondiente a C = 0.5, la correspondiente a C = 0.1

es mejor, ain mejor es el caso C = 0.01 y, como se ha mencionado antes, el C = 1 es precisamente el caso ideal.

La falta de monotonia que se presenta entre el orden de aparicion de las gréficas y el valor de C serd discutida més
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adelante.

Adicionalmente a las graficas expuestas en esta seccion se proporciona material digital interactivo en un CD
incluido con el presente texto que permite comparar una gama mdas amplia de resultados. Para una descripcién de

este material revise el apéndice A.

5.6.1. Graficas de propagacion.

Todas las graficas presentadas en esta seccidn muestran en el eje de las abscisas la variable espacial x y en el eje
de las ordenadas a los resultados numéricos U. Este tipo de graficas permiten comparar directamente la solucién de
D’ Alembert con los resultados numéricos para los diferentes esquemas numéricos con diferentes juegos de valores
7, C,ip.

La figuras que se presentan estdn organizadas en tres series de tres figuras cada una, en cada una de estas series
estdn fijos dos de los pardmetros mencionados (j, C, i) y varia el valor del tercero como se detalla a continuacion. En
las figuras 30, 31 y 32 se observan los perfiles de propagacion obtenidos usando C = 0.5 e i, = 63, para tres valores
de j: 241, 721 y 2389. En esta primera serie se observa como a medida que transcurre el tiempo (a medida que
aumenta el valor de j) se van separando cada vez més los resultados numéricos de la solucién de D’ Alembert. Para
los esquemas contracorriente y Lax-Friedrichs es muy pronunciado el decrecimiento de la amplitud incluso desde el
caso j = 241, mientras que para los otros dos esquemas dicho decrecimiento apenas es apreciable. Las figuras 33,
34y 35 constituyen una segunda serie; en estos tres casos son constantes los valores de i, = 63y j = 721, pero cada
uno corresponde a un valor diferente de C: 0.5, 0.1, 0.01. En esta serie se observa, exceptuando el caso del esquema
de Lax-Friedrichs, que la proximidad mejora para valores de C mds pequefios. Del mismo modo, las figuras 36, 37
y 38 constituyen la tercera serie; en todos estos casos se han usado los valores C = 0.5y j = 721, variando en este
caso i, sobre los valores: 10, 63 y 400. Como podia esperarse, la proximidad es mejor en todos los casos para valores

mayores de i,.
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Figura 30: Grificas de propagacién para los diferentes esquemas numéricos, usando C = 0.5, i, = 63, j = 241 respectivas a condiciones
iniciales: a) periddicas, y b) de soporte compacto.
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Figura 31: Gréficas de propagacién para los diferentes esquemas numéricos, usando C = 0.5, i,
iniciales: a) periddicas, y b) de soporte compacto.
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Figura 32: Griéficas de propagacién para los diferentes esquemas numéricos, usando C = 0.5, i, = 63, j = 2389 respectivas a condiciones

iniciales: a) periddicas, y b) de soporte compacto.
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Figura 33: Grificas de propagacién para los diferentes esquemas numéricos, usando C = 0.5, i, = 63, j = 721 respectivas a condiciones
iniciales: a) periddicas, y b) de soporte compacto.
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Figura 34: Gréficas de propagacién para los diferentes esquemas numéricos, usando C = 0.1, i, = 63, j = 721 respectivas a condiciones
iniciales: a) periddicas, y b) de soporte compacto.
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Figura 35: Griéficas de propagacién para los diferentes esquemas numéricos, usando C = 0.01, i » = 63, j = 721 respectivas a condiciones
iniciales: a) periddicas, y b) de soporte compacto.
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Figura 36: Gréficas de propagacién para los diferentes esquemas numéricos, usando C = 0.5, i, = 400, j = 721 respectivas a condiciones
iniciales: a) periddicas, y b) de soporte compacto.
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Figura 37: Gréficas de propagacién para los diferentes esquemas numéricos, usando C = 0.5, i, = 63, j = 721 respectivas a condiciones
iniciales: a) periddicas, y b) de soporte compacto.
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Figura 38: Grificas de propagacion para los diferentes esquemas numéricos, usando C = 0.5, i, = 10, j = 721 respectivas a condiciones
iniciales: a) periddicas, y b) de soporte compacto.
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Figura 39: Amplitud relativa como funcién de j para condiciones iniciales periédicas donde C = 0.5, i, = 10, y usando para A una escala
a) lineal y b) logaritmica.

5.6.2. Amplitud relativa con condiciones iniciales periédicas.

Al graficar la amplitud relativa A contra j se observa difusién numérica en tres de los esquemas que hemos
usado, que son precisamente los esquemas explicitos: contracorriente, Lax-Friedrichs y Lax-Wendroff. Para todas las
combinaciones posibles de i, y C que permiten apreciar difusiéon numérica se verifica que el esquema mds difusivo
es el de Lax-Friedrichs, en segundo lugar contracorriente y en tercer lugar Lax-Wendroff. En cuanto al esquema de
Wendroff no es posible en ningtin caso observar un decrecimiento de A, lo cual no es en si argumento suficiente para
decir que no exista difusién numérica; su total ausencia serd justificada mediante otro tipo de argumentos. Cuando

se usa un eje logaritmico para A, como en la figura 39b, puede apreciarse que en todos los casos su decrecimiento es
una funcién exponencial con respecto a j; es decir, se observan lineas rectas.

El hecho de que en ningin caso sea posible observar que decrezca la amplitud correspondiente al esquema de
Wendroff, y de que para los otros esquemas decrezca exponencialmente es consistente con lo que se ha obtenido
previamente al hacer la prueba de Von Neumann para cada uno de estos esquemas. En los primeros tres casos,

contracorriente, Lax-Friedrichs, y Lax-Wendroff, se ha concluido que con cada paso temporal decrece la amplitud
de los modos de Fourier correspondientes,
j+1

m

&

<1,

donde ‘f,@’ es la amplitud del m-ésimo modo correspondiente al nivel temporal #/. Asi mismo, en el caso del esquema
de Wendroff este cociente siempre resulté ser igual a 1; es decir, no decrece la amplitud de sus modos de Fourier. En

el presente caso de condiciones iniciales periddicas, como el perfil es senoidal, la propagacién tiene solamente un
modo de Fourier.

El pardametro i, tiene una relacion directa con A: en los esquemas explicitos y para los tres valores aplicables

de C se observa que mientras mas alto sea el valor de iy, el decrecimiento de la amplitud es menor, y viceversa. Un
ejemplo de las graficas para Lax-Friedrichs con C = 0.5 se muestra en la figura 40.
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Figura 40: Amplitud relativa como funcién de j para Lax-Friedrichs con C = 0.5.

Con respecto a C la historia es parecida, pero no igual: independientemente del valor de i), para los esquemas
contracorriente y Lax-Wendroff, C = 0.5 implica un decrecimiento de A mds rapido que el que implica C = 0.1,y
éste a su vez uno mds rapido que el correspondiente a C = 0.01. Un ejemplo se muestra en la figura 41a. Sin embargo,
para el esquema de Lax-Friedrichs se observa completamente lo opuesto; el caso i, = 158 puede encontrarse en la
figura 41b.
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Figura 41: Amplitud relativa como funcién de j donde i, = 158 para los esquemas a) contracorriente y b) Lax-Friedrichs.

5.6.3. Desplazamiento con condiciones iniciales periédicas.

Con respecto al desplazamiento D, observamos que los cuatro esquemas presentan dispersion numérica, sélo que
es mds facil apreciarla para Lax-Wendroff y Wendroff que para los otros dos esquemas; s6lo algunas combinaciones

de i, y C nos permiten apreciar dispersion para los esquemas contracorriente y de Lax-Friedrichs. Esto se debe
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a que en estos esquemas las combinaciones que presentan mayor dispersién numérica también presentan mayor
difusién numérica y por lo tanto rapidamente se pierde la resolucién necesaria para medir D, como puede observarse
por ejemplo en las figuras 32a y 38a. En las graficas de la figura 43 las series correspondientes a Lax-Friedrichs
estin truncadas por esta razon. En todos los casos se observa aproximadamente una relacion lineal entre jy D, lo
cual indica que si bien las soluciones numéricas viajan a diferentes velocidades con diferentes pardmetros, estas

velocidades son constantes.

La magnitud del desplazamiento en todos los casos que se ha podido observar es mayor para valores pequefios
de i, y viceversa. Los casos que no se han podido observar son precisamente los valores mas altos de i, (porque
serian necesarios muchos mas pasos temporales para determinar que D # 0), en la mayoria de los caso a partir de

ip = 63. Un ejemplo se muestra en la figura 42.
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Figura 42: Desplazamiento como funcién de j para el esquema de Lax-Wendroff con C = 0.1.

Con respecto a C no es tan directa la relacion, ya que los esquemas de Lax-Friedrichs y Lax-Wendroff son
numéricamente menos dispersivos para C = 0.1 que para C = 0.5 y lo son atin menos para C = 0.01. El esquema
contracorriente parece no tener un comportamiento mondétono: por un lado es numéricamente mas dispersivo para
C = 0.1 que para C = 0.01 pero para C = 0.5 aparenta ser completamente no dispersivo. El caso del esquema de
Wendroftf muestra un comportamiento similar al de los dos primeros en el rango C < 1, pero por otra parte presenta
mayor dispersién numérica para C = 5 que para C = 1.1. Estos datos indican que la relacién entre C y D no es en
todos los casos mondtona y para poder apreciarla con detalle seria necesario efectuar calculos utilizando una gama

mds amplia de valores de C.

Se observa en todos los casos tales que C < 1 que el esquema de Lax-Friedrichs es el que presenta una mayor
dispersién numérica, en segundo lugar Lax-Wendroff, y tanto Wendroff como contracorriente son menos dispersivos
que los dos anteriores —en algunos casos contracorriente es mas dispersivo que Wendroff, y en otros casos se observa

lo contrario, como se puede observar en la figura 43.

Otro aspecto que se puede apreciar en estas graficas es que los desplazamientos se dan hacia ambos lados. Los
esquemas contracorriente y Lax-Wendroff se retrasan respecto a la solucién de D’ Alembert, mientras que el esquema
de Lax-Friedrichs se adelanta. El desplazamiento del esquema de Wendroff depende de 1la magnitud de C, para C < 1

se adelanta y para C > 1 se atrasa.
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Figura 43: Desplazamiento como funcién de j para: a) i, = 25,C = 0.1 yb) i, = 25,C = 0.5.

5.6.4. Norma con condiciones iniciales periodicas.

Lanorma N es un pardmetro que de alguna manera combina a los dos pardmetros anteriores; si una propagacion
numérica presenta difusién numérica esperamos que su norma llegue eventualmente al valor 1 y se mantenga ahi,
porque este serfa el resultado obtenido cuando la amplitud relativa llega precisamente a cero. Por otro lado, si la
propagacion solamente presenta dispersion numérica esperamos que la norma oscile entre O y 2 porque al viajar a
velocidades distintas la solucion de D’ Alembert y la solucién numérica, alternaran entre estados donde se encuentren
en fase y fuera de ella. El periodo de la oscilacién nos dird entonces que tan grande es la diferencia de velocidades;

es decir, qué tan dispersivo es el esquema.

Siguiendo este razonamiento, lo que deberiamos observar en el caso de los esquemas explicitos es una com-
binacién de ambas cosas: una oscilaciéon cuya amplitud decrece y tiende hacia N = 1. Sin embargo, en los casos
contracorriente y Lax-Friedrichs la amplitud decrece tan rdpido que no es posible observar dicha oscilacién. Por
otra parte, el esquema implicito de Wendroff describe solamente oscilaciones, de modo que reafirma lo que se habia
mencionado: con los datos disponibles no se observa difusién numérica en este caso. Dichos resultados pueden

observarse en la figura 44.

Por la presencia de las oscilaciones no podemos establecer directamente cudles combinaciones de pardmetros
son mejores que otros en términos de la magnitud de sus normas. Adn asi, tomando en cuenta las oscilaciones
y la tendencia asint6tica de N, en todos los casos que permiten observarlo (sobre todo para los valores bajos de
i, donde se cuenta con suficientes puntos para ver oscilaciones completas y/o tendencias asintéticas) se verifican
las observaciones al respecto de dispersion numérica y difusién numérica mencionadas en las secciones anteriores.

Algunos ejemplos se muestran en la figura 45.
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Figura 44: N como funcién de j para los diferentes esquemas numéricos con i, = 10, C = 0.5.
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Figura 46: A como funcién de j para: a) i, = 10, C = 0.5yb) i, = 63, C = 0.5. Comportamiento aparentemente anémalo para los esquemas
de Lax-Wendroft y Wendroff.

5.6.5. Condiciones iniciales de soporte compacto.

Las observaciones a partir de los casos donde se ha tomado como condicién inicial una funcién de soporte
compacto son basicamente las mismas que para el caso periddico, es decir, se observan las mismas tendencias de
los pardmetros de evaluacion A, D, N en relacion a j, i, y C. Sin embargo, hay algunas anomalias aparentes que a
continuacién se describen e interpretan a partir de las observaciones ya antes hechas sobre el caso de condiciones
iniciales periddicas. La idea bdésica, tal como se ha mencionado en la seccion 4.12.3 es que toda condicién inicial
de soporte compacto puede ser expresada mediante su transformada discreta de Fourier que es una sumatoria de
funciones senoidales, para las cuales son validas todas las observaciones que se han hecho en las secciones anteriores;

es decir, la propagacién de un pulso equivale a la suma de propagaciones de funciones senoidales.

La primera observacion aparentemente anomala es el hecho de que para algunas combinaciones de C e i, es evi-
dente que decrece la amplitud del resultado obtenido por medio del esquema de Wendroff, como puede observarse
en la figura 46a y, antes, en la figura 38b. Esto, en primera instancia, nos puede llevar a pensar en difusién numéri-
ca; sin embargo, esto entraria en contradiccién con lo discutido al respecto de difusién numérica en las secciones
anteriores, y por lo tanto concluimos que este efecto es debido a dispersiéon numérica. Las componentes senoidales
(modos) del pulso, al ser propagadas mediante el esquema de Wendroff, presentan dispersién numérica: es decir, de-
ben propagarse a velocidades diferentes, lo que ocasiona un desfase entre ellas, y esto necesariamente traerd consigo
alguna deformacion de la sefial, que bien puede representar un aumento o disminucién de la amplitud. El aumento
de la amplitud es otro comportamiento aparentemente andmalo, que se muestra de modo atiin més claro en la figura
46b para el esquema de Wendroff e incluso para el esquema de Lax-Wendroff. En los esquemas de Lax-Friedrichs
y contracorriente, que también son numéricamente dispersivos, no podemos observar un aumento de su amplitud

porque para estos esquemas la difusiéon numérica es mas pronunciada.

Existe también una manifestaciéon anémala para los esquemas de contracorriente y Lax-Friedrichs: en la figura

47 se ha usado un eje logaritmico para A pero, a diferencia de lo que podia observarse en el caso periddico, no
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Figura 47: A como funcién de j para i, = 63, C = 0.5. Comportamiento aparentemente anémalo de los esquemas contracorriente y
Lax-Friedrichs.

son lineas rectas las que describen el cambio en la magnitud de A; es decir, esta curva no es exponencial. Este
comportamiento puede explicarse de nuevo pensando en la condicién inicial de soporte compacto como una suma
de funciones senoidales, cuya amplitud decrece exponencialmente, pero para unos modos mas rapido que para otros,

y por lo tanto el decrecimiento la amplitud de la suma no tiene por qué ser exponencial.

010
N [ Wendroff

02 %

Sol. D'Alembert

Desplazamiento
’I'

-0.5¢ ‘e

-0.6f Y-a

0 500 1000 1500 2000 2500

Figura 48: Desplazamiento como funcién de j para C = 5, ip = 65. Comportamiento aparentemente anémalo del esquema de Wendroff.

Con respecto al desplazamiento D, observamos como, en la figura 48, para el esquema de Wendroff parece
no haber una relacion lineal entre D y j. Esta anomalia aparente también se explica por medio de la dispersion
numérica asociada con este esquema. Cada modo efectivamente se propaga a una velocidad constante, pero diferente,
deformando asi el perfil de la sefial, por lo que su mdximo (que es el punto usado para medir el desplazamiento D) no
necesariamente debe desplazarse a una velocidad constante. Para los otros esquemas se pueden hacer observaciones

similares, donde D no guarda una relacidn lineal con j, pero donde graficamente son menos evidentes estos efectos.
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5.6.6. Resumen de observaciones.

En primer lugar observamos que los esquemas de segundo orden, Lax-Wendroff y Wendroff representan en todas
las circunstancias notablemente una mejor aproximacion a la solucién de D’ Alembert que los esquemas de primer

orden, contracorriente y Lax-Friedrichs.

En términos generales la mejor aproximacidn la brinda el esquema de Wendroff, en segundo lugar el de Lax-
Wendroff, luego contracorriente y por tltimo el de Lax-Friedrichs. Las excepciones dependen del pardmetro que se
use para comparar la proximidad, por ejemplo en términos de desplazamiento D la figura 43 nos muestra que el
esquema contracorriente es mejor que el esquema Lax-Wendroff, y en un caso, mejor que el esquema de Wendroff.
Se ha verificado también, tanto tedrica como numéricamente, que el esquema de Wendroft no presenta difusion

numérica, y esta es una ventaja sobre los otros tres esquemas.

En cuanto a los pardmetros i, y C, entre ellos existe una diferencia esencial. Todos los esquemas obtienen mejores
resultados siempre que el valor de i, es mayor. Sin embargo, en cuanto al valor del pardmetro C, en términos de
amplitud relativa A, en la mayoria de los casos se obtiene un mejor resultado cuando C es mas pequefio, pero en el
caso de Lax-Friedrichs es precisamente lo contrario. Por otro lado, en términos del desplazamiento D, el valor de C
siempre brinda mejores resultados cuando es igual a 0.01 (comparado con los otros dos valores disponibles) pero en
el caso del esquema contracorriente (y también en caso de Wendroft si se consideran los casos C > 1) no exhibe una

relacién mondtona con respecto a D.

Adicionalmente concluimos que es mas conveniente hacer la caracterizacion de los esquemas numéricos a partir
de observaciones hechas sobre propagaciones del tipo senoidal, las cuales nos permiten posteriormente interpretar

la propagacion numérica de perfiles mas complicados.

Como una ilustracién de los resultados expuestos se muestra una dltima serie de graficas donde se han usado los
valores optimos de C e i), para cada uno de los esquemas, descartando el caso C = 1 para el cual se ha mostrado en
las secciones 5.1, 5.2, 5.3 y 5.4 que los resultados numéricos corresponden precisamente a la solucién exacta de la
ecuacion de adveccion, es decir, se han usado los valores i, = 1000 y C = 0.01 para los esquemas contracorriente,

de Lax-Wendroff, y de Wendroff; y los valores i, = 1000y C = 0.5 para el esquema de Lax-Friedrichs.
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Figura 49: Resultados numéricos para el esquema contracorriente con j = 2389, i, = 1000, C = 0.01. El caso a) corresponde a condi-
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Figura 50: Resultados numéricos para el esquema de Lax-Friedrichs con j = 2389, i, = 1000, C = 0.5. El caso a) corresponde a

condiciones iniciales periddicas y el caso ¢) a condiciones iniciales de soporte compacto, los casos b) y d) son detalles de los casos anteriores,
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Figura 51: Resultados numéricos para el esquema de Lax-Wendroff con j = 2389, i, = 1000, C = 0.01. El caso a) corresponde a
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Figura 52: Resultados numéricos para el esquema de Wendroff con j = 2389, i, = 1000, C = 0.01. El caso a) corresponde a condi-

ciones iniciales periddicas y el caso ¢) a condiciones iniciales de soporte compacto, los casos b) y d) son detalles de los casos anteriores,
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6. Ecuaciones modificadas para esquemas numéricos de la ecuacion de adveccion.

Una de las facilidades que presenta la ecuacion de adveccion es que conocemos su solucién explicitamente y
podemos compararla en todo momento con las soluciones numéricas. Como hemos visto a lo largo de la seccién 5.6,
cuando calculamos por medio de alguno de los esquemas una solucién numérica U, obtenemos una aproximacion a
u que en algunos casos presenta algunas cualidades que no pueden observarse en la misma u, ya que el perfil de la
solucién numérica U se deforma mientras viaja. Desde luego atribuimos este fendémeno al hecho de que U esté cons-
truida sobre un dominio discreto, es decir, a su cardcter numérico, pero ;podemos predecir cual serd la deformacion
que corresponde a cada un de los métodos?. En cierta medida si podemos hacerlo, y para ello encontraremos una

segunda funcién it que se asemeja mucho a la solucién numérica U.

Si observamos el modo como hemos calculado la magnitud del error de truncamiento, en las ecuaciones (80),
(89), (96) y (103)-(106) se han sustraido algunos términos gracias a que u satisface la ecuacién de adveccién. Pero,
(qué pasaria si u fuera solucion de una ecuacion diferencial diferente?. En este caso seria posible que pudiéramos
sustraer menos términos, o mas. Lo interesante es precisamente esto tltimo: para cada uno de los esquemas es posi-
ble encontrar varias ecuaciones diferenciales cuyas soluciones, al ser sustituidas en las ecuaciones (80), (89), (96) y
(103)-(106) eliminan un mayor nimero de términos. Esto significa dos cosas: por un lado que el esquema numérico
tendria también que ser consistente con esas ecuaciones, y en segundo lugar que el error de truncamiento del es-
quema numérico con respecto a estas nuevas ecuaciones seria menor que el respectivo a la ecuacién de adveccion.
En otras palabras, cada esquema numérico seria de orden mayor con respecto a estas ecuaciones que con respecto
a la ecuacién de adveccion. Para cada esquema escogeremos una de estas nuevas ecuaciones, cuya solucién it po-
damos conocer explicitamente, y la llamaremos ecuacion modificada, en inglés modified equation [33] o en algunas

ocasiones también llamada model equation [35].

Para los esquemas numéricos de la ecuacion de adveccidén que se han expuesto siempre serd posible escoger la

ecuacion modificada en alguna de las siguientes formas:

iy +city = Qilyy, (114)

i +city = My - (115)

La primera de estas ecuaciones se llama ecuacion adveccion-difusion y la segunda es una ecuacion dispersiva, a la
cual en adelante llamaremos ecuacion de adveccion con dispersion. En las secciones 6.1 y 6.2, respectivamente, se

muestran desarrollos para obtener sus soluciones exactas.

Para cada una de las dos alternativas de ecuaciones modificadas que se han presentado hay un parametro que de-
termina la magnitud de la deformacién de la onda. Como se mostrard en las secciones siguientes, dichos pardmetros
a 'y u son siempre funciones de Ax, At, y su forma explicita dependera del esquema numérico que se esté usando.
Esto significa que podemos caracterizar los esquemas numéricos mediante el nivel y el tipo de deformacién que
implican ya sea @ o i, y ademads el nivel de deformacion del perfil de U dependerd del nivel de refinamiento de la

malla.
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6.1. Solucion de la ecuacion de adveccion-difusion

Seguimos el procedimiento expuesto por Le Veque [35]. La ecuacién de adveccién-difusion (114) es

iy + Cily = QUlyy .

Ahora definimos una funcién v que tenga la siguiente propiedad

v(n,t) =u(n+ct,t),

donde i = x — ct, por lo que

i(x,t) = v,

iy = vy,
ftyy = Vim »
iy = (=c)vy+v;.

Entonces v debe cumplir con la ecuacién
(=) vy + v +cvy = vy, .

Es decir,

vV = av,m .

que es precisamente la ecuacion de calor. Una solucién de esta ecuacion es
v (1) = exp (-aw’t) - (Asin (wn) + Bcos (w)) ,

donde w es cualquier nimero real. Como esta ecuacion es homogénea la solucién general se puede expresar para
intervalos infinitos como una integral sobre w donde los coeficientes A y B se convierten en funciones de w, o bien,

para intervalos finitos o condiciones iniciales periédicas como una serie,
) 2
2ntk 21tk 2mtk
v(n,t) = ; exp (—a (%) t) (Ak sin (%n) + By cos (%n)) ,

donde A, es la longitud de onda o la longitud del intervalo y k es un entero.

Cuando ¢ = 0O se tiene v = ii, y la serie es precisamente una serie de Fourier por lo que los coeficientes Ay y By

quedan univocamente determinados al satisfacer la condicién inicial.

Entonces la solucién buscada de la ecuacién de adveccion-difusién, para condiciones iniciales periddicas o

intervalos finitos, es:

) 2
i(x,t) = Z exp (—a (%) t] (Ak sin (% (x— ct)) + By cos (%f (x - ct))) .

k=0
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Ahora tomemos uno solo de los términos de esta suma

2
exp (—a (@) t] (Ak sin (@ (x— ct)) + By cos (@ (x - ct))) ,

y aprovechamos las propiedades de las funciones trigonométricas para expresarlo del siguiente modo:
27k \* . (27k
exp|—a|— t|: Dgsin|—(x —ct) + ¢y ] .
Am Am

Esta es una funcién senoidal que se desplaza hacia la derecha con una velocidad ¢ y cuya amplitud decrece expo-

nencialmente. Notamos ademads que el factor de decrecimiento

2
Tk:a(—) (116)

estd relacionado a través de k con la longitud de onda, en el sentido de que si la longitud de onda es menor el
decrecimiento es mas rapido. Eso quiere decir que si la solucién correspondiente a nuestra condicion inicial consiste
de varios modos de propagacién, entonces observaremos una deformacién de la sefial mientras viaja y no solamente

una disminucién de la amplitud. Concretamente el perfil tenderd a hacerse menos puntiagudo y méas redondo.
Entonces, es posible expresar la solucién de la ecuacion de adveccion-difusién como:
) 2
21k 21k
i(n =Y exp|-a==| | Disin( == (x—en) + g . (117)
— Am Am

Este resultado es suficiente para nosotros en el sentido de que nos permitird implementar las ecuaciones modificadas

y compararlas con los resultados numéricos.

6.2. Solucion de la ecuacion de adveccion con dispersion.

La ecuacién modificada (115) correspondiente a los esquemas Wendroff y Lax-Wendroft es una ecuacién dis-
persiva del siguiente tipo:

Uy + Clly = [ilyxy (118)

a la cual llamaremos ecuacion de adveccion con dispersion. Como esta es una ecuaciéon homogénea entonces bus-

caremos su solucién en la forma de una exponencial compleja del tipo

Aexp (21 (yx + vt)) ,
y al sustituir en la ecuacion (118) y eliminar los factores que aparecen en todos los términos se obtiene
’y

v+cy=—uQn

de modo que
v =- (cy +u(2n)? y3) .
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Entonces la funcion
Aexp ('L27r (yx - (cy +u(2n)? yz) t))

es una solucién de la ecuacién (118). Para obtener la solucidn general en términos de la condicién inicial
i(x,0)=g(),

observamos que si consideramos A como una funcién de vy, cuando ¢ = 0, podemos integrar sobre y de —co a 0o y

resulta que A () es precisamente la transformada de Fourier de g (x), y entonces

= foo A (y)exp (L27r (yx - (cy +u (2n)? 73) t)) dy .

o0

Cuando g (x) es una funcién periddica o definida sobre un intervalo finito podemos expresar la solucién it como

_ < Qny 4 2 Qn)’
it = Z (Ak cos(—kx - (Eck JE Lk ) ] + By sin (Ekx - (Eck JE ——uk )t)) ,

k=0 M M

una serie,

donde k es un entero, 4, es la longitud de onda o la longitud del imtervalo y los coeficientes A, By son precisamente

los coeficientes de la serie de Fourier de g que se obtiene cuando ¢ = 0.

Nuevamente para establecer las propiedades de esta solucién tomamos uno de los términos de la serie y aprove-

chamos las propiedades de las funciones trigonométricas para expresarla como una sola funcion senoidal,

3
Dy, sm(;—kx - (—ck (i al uk3)t+ b )

M Am Y

Lo importante en este caso es que esta es una funcién senoidal que se desplaza sin deformarse hacia la derecha con
una velocidad igual al inverso aditivo del cociente de los factores que acompafian a x y a ¢
2n (27r) 3
Y ck + uk
21
Au k
(2n)*
2

= c+u K, (119)

M

donde dicha velocidad estd relacionada con la longitud de onda por medio de k; es decir, cada uno de los modos de

propagacion se desplazara a una velocidad diferente, y de este modo la onda se deforma mientras viaja.

Podemos expresar la solucién entonces como:

) 3
ZDk Sln(—kx—(T ck + (i’? )z+¢k] : (120)

M M

del mismo modo que en el caso anterior, este resultado nos permitird implementar las ecuaciones modificadas y

compararlas con los resultados numéricos.
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6.3. Expresiones derivadas de las ecuaciones diferenciales.

El hecho de que it satisfaga alguna de las ecuaciones (114) o (115) serd aprovechado en secciones posteriores
sustituyendo, por ejemplo en el caso del esquema contracorriente, las apariciones de i, por los términos aily, — cil,.
Sin embargo, bajo el supuesto de que iz es suficientemente suave como para que sea posible intercambiar el orden de
sus segundas y terceras derivadas, es posible derivar todos los términos de dichas ecuaciones diferenciales y obtener
de este modo otras identidades que nos permitiran hacer sustituciones semejantes. Algunas de dichas identidades se

encuentran listadas a continuacion:

m Si i1 satisface la ecuacion de adveccion-difusion (114)

iy + Clly = Qilyy ,

entonces
Uy = —Cily+ Qilyy ,
lyy = —Clyxx + Qllyxy , (121)
- 9. - -
Uy = CUxx — CQUxxy + QUyys -

» Si i1 satisface la ecuacidn de adveccion con dispersion (115)

Iy + Clty = Milyyy ,

entonces
ity = —cCliy + filyyy ,
fyy = —Cllyy + MUilyyyy
- 9. ~ -
Uy = ClUxyxt U (=Cliyxx + fxxxs)
~ - 5 (122)
Uixxy = —Clxxx + Ulxxxxx
- 9. - ~
fiy = gy + U (=Cllyxxxx + Hxrxxr) »
- _ 3~ 2~ - -
Up = —ClUxxx T U (C Usxxxx — Clxxxxr + uxxxtt) .

6.4. Valor de a para el esquema contracorriente
Para obtener la ecuacién modificada de este esquema contracorriente usamos la expresion (80)

1 c
L= ug+ cuy + Mgy = Axsity + 0 ((At)z) +0 ((Ax)z) ,

donde ya hemos observado que si u satisface la ecuacion de adveccidon podemos eliminar los términos de orden cero
y el error de truncamiento tiene inicamente términos de primer orden. Si sustituimos u por i solucién de la ecuacién
(114),

ly + Cily = Qilyy ,

entonces podremos eliminar mds términos y el error de truncamiento tendrd inicamente términos de segundo orden

y superiores. Para hacerlo notamos que la ecuacién (114) implica las relaciones (121) expuestas en la seccién 6.3.
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Hacemos efectivamente la sustitucién y obtenemos

- - 1. c._
L= f+ ity + Mgity = Axgite + O((Ary) + 0((Ax)?)
. . . | . . C.
=  —Clly + Qilyy + Cllyy + Ati (czuxx — CQUlyyy + a/uxxx) - szuxx +0 ((At)z) + O((Ax)2)

= @ A = AE) At + A + 0 (A7) + O (A2
= iyla + t? - xi - tjuxxx+ IEMMH- (( 1) )+ (( X) ) .
Como puede observarse en esta expresion, para que el esquema numérico contracorriente sea de segundo orden con

respecto a su ecuacion modificada, segtn la definicién expuesta en la seccion 4.10, @ debe cumplir

|
a= Ax% - Arz (123)

ya que de esta manera se anula el primer término, mientras que, bajo el supuesto de que al refinar la malla el
cociente % es constante, los términos posteriores se vuelven al menos de segundo orden con respecto a At. De modo

equivalente podemos utilizar las ecuaciones (57) y (71) (o bien (73)):

c At

C = —,
Ax

) 1

i, = —,

b Ax

para expresar « en términos de i, y C, y se obtiene
v=—(1-C).

2i,

Entonces la ecuacién modificada para este esquema numérico puede expresarse, por ejemplo, como:
o ¢ 15\
i; + cily, = (Axi - AIECZ) Uy s

que es precisamente la ecuacioén de adveccion-difusion, cuya solucién puede encontrarse en la seccién 6.1.

6.5. Valor de a para el esquema de Lax-Friedrichs.

Al calcular el error de truncamiento del esquema de Lax-Friedrichs hemos obtenido la ecuacién (89)

L=u +cu, + At%un - %um +0 ((At)z) + éo ((Ax)3) +0 ((Ax)2) ,
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y ahora, para obtener la ecuaciéon modificada se sustituye u por aquella i que satisface la ecuacién (114), y por

consiguiente las relaciones (121). Al hacer esta sustitucion se obtiene:

L = i+ cii, + At%ﬁ,, ;A(A)Z)uxx +0 ((At)z) Ato ((Ax)3) +0 ((Ax)z)
= —Cily + Qi + Cily + At% (czﬁxx — Qi + Qg ) — ;A(Z):) i+ O ((At)z) +0 ((Ax)z) + —0 ((Ax)3)

2 2
o c (Ax) ca a 2 2 3
= iy (a + A= (AZ)) = Aty + At5llyy + O ((an?) + 0((axy?) EO ((axy)
de donde se observa que, para que este esquema numérico sea de segundo orden con respecto a su respectiva ecuacién
modificada (bajo la definicién que se ha expuesto en la seccion 4.10), @ debe satisfacer

(Ax)? 1

_ _ 2
=30 5 (Ane, (124)

y por lo tanto dicha ecuacién modificada es la siguiente ecuacion de adveccion-difusion:

_ (a1 5\ -
ut+Cux—(m—§(At)C)uxx,

cuya solucién puede encontrarse en la seccioén 6.1.

Podemos ademas utilizar las expresiones (57) y (71) (o bien (73)):

c At
C = —,
Ax
) 1
i, = —,
b Ax

para expresar « en términos de C e i, al sustituir dichas ecuaciones en la expresion (124) se obtiene

c (1
=—\|==-C].
o5 (e

6.6. Valor de u para el esquema Lax-Wendroff.

Para obtener la ecuacién modificada del esquema de Lax-Wendroff partimos de la expresion (96)

c? (At)
2

1 1
L= u + cuy + At=uy — ey + (AD? Zttgy + ¢ (AX)? 2t + O ((AD*) + O ((Ax)) + A0 ((A%)?) |
2 6 6
y sustituimos u por i bajo el supuesto de que i satisface la ecuacién (115),

ity + Clly = [ilyyy ,
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y por lo tanto se cumplen las relaciones (122). Entonces, al efectuar dicha sustitucién se tiene

2

1
L 12[ + Cftx + Atzﬁtt - At Mxx + (At) unt + (Ax) Mxxx

+0((An)+ 0 ((Ax) ) + A0 ((Ax)Z)
2
—Cily + Milyyx + Clly + At; (C ly + p (=Cliyyxx + Mxxxt)) At%axx

2l 5 2 N 3 5 C
+ (A 8 (_C Uxxx + 1 (C Uxxxxx — CUxxxxt + uxxxtt)) + (Ax) guxxx

+0 ((At)3) +0 ((Ax)3) + AtO ((Ax)z)

- (u (Arf + (Ax)? )

2H (2. ~ ~
+At = (=Cllxxxxlixyy) + (AL) (C Uxxxxx = Clxxxxt + “xxxtt)

+0((At) )+ 0((Ax)) + AtO ((Ax)z) :

de modo que para que este esquema numérico sea de tercer orden con respecto a una ecuaciéon modificada del tipo

(115), siguiendo la definicién expuesta en la seccién 4.10, debe cumplirse
(At)2 —c (Ax)2 (125)

porque de este modo se anula el primer término y, siempre que al refinar la malla Ax sea proporcional a At, el resto
de los términos quedan al menos de orden 3 al respecto de Ar. Adicionalmente, si se sustituyen las expresiones (57)
y (71) (o bien (73)):

c At
C = —,
Ax
. 1
i, = —,
P Ax

en la ecuacion (125) se obtiene el valor de u en términos de C € ij:

u:%(ckl).

Entonces una manera de expresar la ecuaciéon modificada correspondiente a este esquema numérico es:
2 1
it; + ciiy = | (A7) —c - C(Ax) Myxx »

que es una ecuacion dispersiva y su solucién exacta se muestra en la seccién 6.2.

6.7. Valor de i para el esquema de Wendroff.

Por la cantidad de términos que implica el error de truncamiento de este esquema no es cdmodo escribirlo en
una sola ecuacién. En lugar de eso, veamos la ecuacién (102) y los desarrollos de sus términos en serie de Taylor

expresados en las ecuaciones (103), (104), (105) y (106). Ahora sustituimos u por i solucién de la ecuacién (115),
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lo cual implica que satisface las relaciones (122), y tenemos:

1{a(x+Ax,t+At)—a(x+ Ax,1)
2 At

1 . . 1 - -
= 5 (=cii, + ,uuxxx) + AXE (=Cityxx + /Juxxxx)
L/, N N
+AIZ (Czuxx + M (_Cuxxxx + uxxxt))
2 3 - -
+ (Ax) E (—Cliyxy + /Juxxxxx)

3/, N -
+(Ax) (AD) E (Czuxxx +u (=Clyyxxx + uxxxxt))

1 N N - N
+ (At)2 E (_C3uxxx + U (Czuxxxxx — Clxxxxt t uxxxtt))

+0((Ax)3 + (At)3) ,

l(ﬂ(x,t-i—At) - it(x,t))
2

1 . . | - -
A 5 (—ciiy + /Juxxx) + AIZ (Czuxx +u (—Cligxxx + uxxxt))

1 N N - N
+ (At)z E (_C3uxxx +u (Czuxxxxx — Clxxxxt T uxxxtt))

+0 ((Ax)3) :

1(ﬁ(x+Ax,t+At)—L7(x,t+At))
C—

c._ c. c . -
Ax =iy + szuxx + AZE (—Cllyy + Ulyyry)

2

C. 3c - -
+ (Ax)2 Euxxx + (Ax) (A1) E (=Cilxxx + ,uuxxx)

3¢ 5. - -
+ (A[)z E (Czuxxx +u (—Clyxxxx + uxxxxt)) +0 ((Ax)3 + (At)3) s

= S+ AxSi, + (A0)? S, + o(avy) .

2 4 12

1 {a(x+Ax,1) —it(x,t))
CE Ax

Al sumar las cuatro expresiones se obtiene
L = i (u + (Ax)? % + (An)? %) + 10 (At + Ax) + O (A1) + (An))

de donde se observa que, para que el esquema numérico de Wendroff sea de tercer orden con respecto a su ecuacién

modificada correspondiente (bajo la definicién descrita el la seccién 4.10), es necesario que

3
_ ¢ 2 _ ¢ 2
u= 7 (Ax) B (Ar)~ . (126)

Por lo tanto, la ecuacién modificada correspondiente al esquema de Wendroff es
- - c 2 c A
iy + citx = | 75 (Ax)” - T (A Jixx

y su solucién exacta se muestra en la seccién 6.2.

Adicionalmente, podemos obtener el valor de u en términos de C e i, mediante sustituir las expresiones (57) y
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(71) (o bien (73)):

c At
cC = —,
Ax
) 1
i, = —,
p Ax

en la ecuacion (126), el resultado es:

6.8. Implementacion y comparacion con resultados numéricos.

Las soluciones de las ecuaciones modificadas, como se ha visto en las secciones 6.1 y 6.2, son expresiones
analiticas y podria pensarse que estas no requieren cdlculo numérico para ofrecer datos comparables con los resul-
tados expuestos en la seccion 5.6. Sin embargo, como dichas soluciones estan expresadas como sumas de funciones
senoidales es necesario realizar esta suma para cada uno de los puntos que se quiera graficar y esto requiere la

discusion de ciertos detalles relacionados con la implementacion.

Para implementar esta suma consideraremos que la condicién inicial de las soluciones de las ecuaciones mo-
dificadas es periddica, con longitud de onda Ay, incluso en el caso de modelar resultados numéricos obtenidos a
partir de una condicién inicial de soporte compacto. En el caso de propagaciones numéricas de condiciones iniciales
periddicas, el modo en que se han definido este tipo de condiciones iniciales (en la seccion 4.12.1) permiten definir
Ay = 1; y la suma (de funciones senoidales) consta de un solo término porque el perfil de la onda es precisamente
senoidal. Por otro lado, al modelar mediante la solucién de ecuaciones modificadas los resultados numéricos obte-
nidos a partir de condiciones iniciales de soporte compacto, lo tinico que serd necesario es tomar un valor de Ay,
suficientemente grande como para que la sefial, contemplando su propagacion y su deformacion, es decir, los datos
que efectivamente seran graficados, estén dentro del intervalo [0, 1)/] y en este caso se ha usado un maximo de 256
modos, es decir, un miximo de 256 términos en la sumatoria, y se ha verificado que usando m4s términos no se gana

en detalle en cuanto a la resolucién de las graficas que se han usado.

Dado que la ecuacién modificada correspondiente a los esquemas contracorriente y de Lax-Friedrichs es una
ecuacion difusiva y no dispersiva, podemos esperar que su solucién modele la difusién numérica que se ha obser-
vado en estos esquemas pero no asi la dispersiéon numérica que también, suponemos, se ha observado. Del mismo
modo, para los esquemas de Lax-Wendroff y Wendroff la ecuacién modificada que les corresponde es una ecuacién
dispersiva y no difusiva, asi que esperamos que modele la dispersiéon numérica observada para estos esquemas pero

no la difusién numérica que si se ha observado para el esquema de Lax-Wendroff.

Los valores obtenidos de a o u para cada uno de los esquemas numéricos se encuentran en las ecuaciones (123),
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(124), (125), (126), y son respectivamente:

1
Contracorriente: a = Ax% - Atzc2 ,
Ax? 1
Lax-Friedrichs: a= ; (Z)t) ) (Ar) 2,
1 1
Lax-Wendroff: u = (Ar)? gc3 - ¢(Ax)? <
Wendroff < (Ax)? c (AD>
: = — (Ax)" - — .
=1 2
——— Lax-Wendroff Ec. mod. L-W  -==——-—- Wendroff Ec. mod. Wen. Sol. D'Alembert

0.8
0.5F 0.6
Uy Yoa
0.5 0.2
0
1
-0.2
15 L | | L ]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 75
a) X b)

Figura 53: Resultados numéricos y ecuaciones modificadas para los esquemas de Lax-Wendroff y Wendroff, con i, = 25, C = 0.1y
J = 2389, para condiciones iniciales: a) periédicas y b) de soporte compacto.

Mediante estas expresiones podemos construir graficas como las que se muestran en las figuras 53, 54, 55y 56
que nos permiten observar que ciertamente los resultados numéricos tienen una proximidad mucho mejor con sus
respectivas ecuaciones modificadas que con la solucién de D’ Alembert. Como se ha mencionado, para los primeros
dos casos (contracorriente y Lax-Friedrichs) la ecuacién modificada es puramente difusiva y para los esquemas de
Lax-Wendroff y Wendroff la ecuacion modificada que corresponde es puramente dispersiva; esta proximidad nos
sugiere que para los dos primeros esquemas es mds importante la difusién numérica y para los dos dltimos es més
importante la dispersién numérica. La correspondencia de las soluciones de las ecuaciones modificadas con los
resultados numéricos obtenidos a partir de condiciones iniciales de soporte compacto nos indica hasta qué grado la
deformacién del perfil es debida a difusién numérica en los dos primeros esquemas y hasta qué grado es debida a
dispersiéon numérica en los dos dltimos. En la mayoria de los casos esta correspondencia es bastante buena. Por otro
lado, en las figuras 55 y 56 se observa una diferencia entre los resultados numéricos y las soluciones de ecuaciones
modificadas. Una de las causas de esta diferencia es la presencia de dispersion numérica en los esquemas de Lax-
Friedrichs y contracorriente, asi como de difusién numérica en el esquema de Lax-Wendroff. Una discusiéon maés

detallada de esta divergencia se encuentra en la seccién 6.9.

Ahora buscamos comparar las propiedades de las ecuaciones modificadas con las tendencias de dispersién

numérica y difusién numérica de los esquemas de la ecuacién de adveccion, que se han sefialado en la seccidon
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——————— Contracorriente Ec. mod. contrac. = ———- Lax-Friedrichs Ec. mod. L-F Sol. D'Alembert
1.51
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0.8f Al
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Figura 54: Resultados numéricos y ecuaciones modificadas para los esquemas contracorriente y de Lax-Friedrichs, con i, = 158, C = 0.5

y j = 1429, para condiciones iniciales: a) periddicas y b) de soporte compacto.

5.6. Como el andlisis de dichos resultados numéricos se ha hecho tomando j como variable independiente y las

ecuaciones modificadas han sido resueltas en términos de x y ¢, es necesario expresar las soluciones de las ecuacio-
nes modificadas como funcidn de los indices i y j. Para ello usamos la definicion de la discretizacion, en la expresion

(56), que seiala
xp+(G{—-1)Ax,

(j—DAr.
Entonces al reescribir las soluciones de la ecuaciones modificadas obtenemos para el caso de la solucién (117) de la

ecuacion de adveccion-difusion (114):

> 2mk\? 2mk

=y lexp|-a[==| (i-DAr|- Desin|T= (o + G~ DAx=c(j= D AN + | .
ol Am Ay

y para el caso de la solucidn (120) de ecuacién de adveccién con dispersion (115):

o) 2 2 2 3
it = Z (Dk sin(ﬁk(n +(-1)Ax) - (ﬁck + (/17?2 ,uk3) (G-DAr+ qﬁk)) .

k=0
De este modo, en el primer caso la amplitud de los modos decae exponencialmente al respecto de las variables i, j,

de acuerdo a una constante T]'c = 13 At, donde, como indica la ecuacion (116),
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— —— Lax-Wendroff

Ec. mod. LW —————~ Wendroff Ec. mod. Wen. Sol. D'Alembert
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Figura 55: Resultados numéricos y ecuaciones modificadas para los esquemas de Lax-Wendroff y Wendroff, con i, = 25,C = 0.5y
J = 2389, para condiciones iniciales: a) periddicas y b) de soporte compacto.

En el segundo caso los modos se propagan con una velocidad

~/

(f—;ck + (2”) ,uk3)

¢, = 3
ﬁkAx
At ( (2n)? 2)
= —|ctu—75—k
Ax Ay
At _
= &,
Ax K
donde, como se ha expuesto en la ecuacién (119),
2 2
Ck —c+u( 7;) K.
Ay

Entonces resulta conveniente calcular el valor de 7, o &, segln sea conveniente, para cada uno de los esquemas
numéricos, aprovechando nuevamente las ecuaciones (123), (124), (125), (126) para obtener:

. , 2k \? c 1,
Contracorriente: T, = At| —| |Ax=z - Ar=c"],
Am 2 2
2 2
2mk\* [ (A 1
Lax-Friedrichs: T, = At(%) (; (Z)t) ) (AY) 62) ,
At 1 1\ 2n)*
Lax-Wendroff: &G =1 (c + ((At)2 €c3 —c(Ax)? g) %kz] :
At 2m)?
Wendroff: &= 1 (c + (% (Ax)? - (A) )(;) ) .

Luego, reescribimos estas ecuaciones en términos de los pardmetros C e i), que se han usado como base de la
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Figura 56: Resultados numéricos y ecuaciones modificadas a partir de condiciones iniciales peridicas para los esquemas: a) de Lax-
Friedrichs, con i, = 25, C = 0.5y j = 61; y b) contracorriente, con i, = 10, C = 0.01y j = 1597.

descripcion de los resultados numéricos en la seccién 5.6, y por medio de las identidades (71) (o bien (73)) y (57),

obtenemos:

Contracorriente:

Lax-Friedrichs:

Lax-Wendroff:

Wendroft:

Ax = T

127)

(128)

(129)

(130)

Luego notamos que si escribimos la solucién de D’ Alembert en las variables i, j (aprovechando nuevamente las

ecuaciones (56), (71), (73) y (57)) se obtiene:

u(x, 1

fx—cr)

FGL+G-1DAx—c(j—1)Af)

f(XL+(i—1)

1 C .
.——.—(]—1)),
Ip Ip

donde se observa que bajo estas variables el perfil correspondiente a la solucién de D’ Alembert se desplaza (hacia
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la derecha si C > 0) con una velocidad igual a

de modo que la parte de ¢, que nos indica la presencia de dispersion es precisamente el segundo término en las
expresiones (129) y (130).

1.4 T T

o
“ 12 e | e Contracorriente

Lax-Friedrichs

0.6 5

0.4F b

Figura 57: 7, como funcion de C para los esquemas contracorriente y de Lax-Friedrichs, con i, = 158.

Entonces graficamos, para un valor fijo de i, en la figura 57 los valores de 7; como funcién de C'y en la figura
58 los valores de ¢ — C como funcién de C. En ambas figuras se han indicado con circulos los valores de C para
los cuales se han presentado resultados numéricos en la seccién 5.6. No es necesario hacer las gréficas de estos

pardmetros como funcién de i, ya que de las expresiones (127), (128), (129), (130) se observa directamente que

todos estos parametros guardan una relacién inversamente proporcional con respecto a i%.
***** Lax-Wendroff Wendroff
x10° x10°
T 2 T T
O st . o
\‘« | Ofpe—o——=e—
10 ~%
l{
2r
0 Ar
\\ I/ 6
3 s
" P 8t
“\ // L
sl . , | -10
~ £
\\ // ,12_
T, P ’ 14k
1o S e | 16F
0 0.2 0.4 06 08 1 o ] 5 3 7 5
C C
a) b)

Figura 58: &, - C como funcién de C para los esquemas de Lax-Wendroff y Wendroff, con i, = 158. La figura a es un detalle de la figura b.

Estos resultados confirman las tendencias sefialadas en la seccion 5.6 para difusién numérica en los esquemas

contracorriente y de Lax-Friedrichs: de mayor magnitud para el esquema de Lax-Friedrichs; de menor magnitud en
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todos los casos para i, mayor; también de menor magnitud para C cercano a 1 en el esquema de Lax-Friedrichs; y
en cuanto al esquema contracorriente, de menor magnitud para C = 0.1 que para C = 0.5, y de magnitud ain menor
para C = 0.01. Del mismo modo confirman las tendencias sefaladas para dispersion numérica de los esquemas
Lax-Wendroft y Wendroff: de mayor magnitud y en sentido negativo para el esquema de Lax-Wendroff; en sentido
positivo para C < 1 y en sentido opuesto para C > 1 en el esquema de Wendroff; y de mayor magnitud, en el rango
C < 1, para el esquema de Lax-Wendroff. Finalmente las figuras 57 y 58 confirman que la magnitud de la dispersién
y difusién numérica no guarda una relacién mondtona con respecto a C; para conocer dicha relacion seria necesario

realizar propagaciones numéricas con mds valores para C, en particular dentro del intervalo (0.5, 1).

Como se ha dicho antes, por la naturaleza de la ecuaciones modificadas, no podemos esperar que éstas descri-
ban la dispersién numérica presente en los esquemas contracorriente y de Lax-Friedrichs, ni la difusién numérica

presente en el esquema de Lax-Wendroff.

6.9. Otras ecuaciones modificadas.

Como se ha mencionado en las secciones anteriores, para algunos casos es posible observar que existe una
discrepancia entre la ecuacién modificada de cada esquema y los resultados numéricos que le corresponden. Es
notable que esta discrepancia, en el caso de contracorriente y Lax-Friedrichs, incluye un corrimiento lateral, y en el

caso de Lax-Wendroff incluye un cambio en la amplitud.

Si miramos el modo como hemos construido las ecuaciones modificadas, se observa que siempre debe existir
una ecuacion diferencial cuya solucion i, al ser sustituida en la expresion que describe el error de truncamiento
local L de un determinado esquema numérico, elimina tantos términos como se quiera; es decir, siempre existe
una ecuacion diferencial con respecto a la cual el esquema numérico es de orden n, para cualquier n € Z*. Dicha
ecuacion diferencial se encuentra implicitamente en la expresion que define al error de truncamiento local de cada

esquema numérico.

Asi pues, como la aproximacién de los resultados numéricos a estas nuevas ecuaciones modificadas debe ser
mejor, puede esperarse que dichas ecuaciones modificadas sean dispersivas para los esquemas contracorriente y de
Lax-Friedrichs; y sean difusivas para el esquema de Lax-Wendroff. Sin embargo, tenemos una ventaja en cuanto a
las ecuaciones modificadas que se han descrito en secciones anteriores, y ésta es que podemos expresar la solucién
exacta de las ecuaciones modificadas explicitamente a partir de funciones elementales, mientras que para otras
ecuaciones modificadas no tenemos elementos que nos garanticen que también pudiéramos conocer su solucién

explicitamente.
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7. Esquemas numéricos relativos a la ecuacion de Burgers no viscosa.

Al hacer las propagaciones numéricas usando los esquemas respectivos a la ecuacion de adveccion, se han ad-
vertido algunos aspectos que indican cudles de ellos y bajo qué condiciones brindan mejores resultados. Aprovecha-
remos esta informacion para hacer propagaciones numéricas que aproximen la solucién de la ecuacién de Burgers

no viscosa del mejor modo que nos sea posible.

La ecuacién de Burgers no viscosa tiene una forma similar a la ecuacién de adveccion, en el sentido de que
simplemente cambia una constante ¢ por una aparicién de u. Esto nos sugiere que deberia ser sencillo adecuar los
esquemas numéricos que se han usado para aproximar la solucién de la ecuacién de adveccion para que aproximen la
solucién de la ecuacion de Burgers no viscosa. Una manera de hacer esta adecuacion es simplemente cambiar, en los
esquemas numéricos relativos a la ecuacién de adveccion, las apariciones de ¢ por U l] y lo haremos de esta manera
con los dos esquemas que mejores resultados han ofrecido (en el caso de la ecuacién de adveccidn), y que son el
esquema de Lax-Wendroff y el de Wendroft. Los esquemas numéricos que se han denominado primero y segundo,

respectivamente, son el resultado de hacer esta sustitucion.

Como sera mostrado en las secciones 7.1 y 7.2 el resultado de la sustitucion mencionada da como resultado dos
esquemas numeéricos relativos a la ecuacién de Burgers no viscosa que son de primer orden. Uno de los aspectos
que resalta de los resultados expuestos en la seccién 5.6 es que los esquemas de segundo orden brindan resultados
notablemente mejores que los de primer orden. Por lo tanto, se ha seguido un procedimiento andlogo al expuesto
en la seccién 5.3 para construir un esquema numérico de segundo orden con respecto a la ecuacién de Burgers no

viscosa; dicho esquema se ha denominado fercero y sus detalles se encuentran en la seccién 7.3.

Como se ha hecho notar en la seccién 4.6, para los esquemas numéricos relativos a la ecuacion de Burgers no
podemos utilizar notacién polinomial debido a su caracter no lineal. Esto implica que no podemos usar tampoco la
notacién matricial, y lo que es mds importante, no podemos hacer un andlisis de estabilidad mediante la condicién de
Von Neumann bajo el procedimiento que se ha usado para los esquemas relativos a la ecuaciéon de adveccién, de mo-
do que en el caso de la ecuacidn de Burgers no viscosa no nos serd til el teorema de equivalencia de Lax y tendremos

que hacer las propagaciones numéricas sin saber si los esquemas numéricos son efectivamente convergentes.

7.1. Esquema primero.

Construimos este esquema, que denominamos primero, a partir del esquema de Lax-Wendroft, descrito en la
seccion 5.3. Siguiendo el procedimiento descrito al principio de esta seccion 7, en la ecuacion (94)
vl - Ul Ul -2Ul + UL,

UM = U — e (Ar) =L L (2 (AP i
! ! 2(Ax) 2 (Ax)?

sustituimos las apariciones ¢ por U l] y se obtiene la ecuacidn que define a este esquema numérico primero:

. N . 2 LU —2U U
Ut = Ul - Ul (an =L (UfAr)
i i i Z(AX) ( i ) 2(A)C)2

(131)

Como puede observarse en la expresion (131), este es un esquema de tipo explicito.

Aunque, como se ha mencionado antes, no es posible hacer un andlisis de estabilidad bajo la prueba de Von Neu-
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mann para este esquema numérico, lo que si es posible y realizaremos a continuacioén es la evaluacién de consistencia
y orden. Para evaluar el error de truncamiento L reordenamos los términos de la ecuacién (131) en la forma
Jj+l J J J _oqy) J
0= v - U LUl iU ~ Ui _( )2 (Ar) ul, -2ul+ Ul
At L 2(Ax) 2 (Ax)? ’

y luego sustituimos U por u la solucién de la ecuacion de Burgers no viscosa, evaluada en el punto que le correspon-

da, del modo que se ha descrito en la seccién 4.10, para obtener

_ou(xt+ AN —u(x, 1) u(x+Ax,t) —u(x—Ax, 1)
L = i +u(x,t) XN
—(u(x t))2 (At) ulx+Ax,t) = 2u(x,t) + u(x — Ax, t)
2 (Ax)?

Posteriormente observamos el desarrollo de Taylor para cada uno de los términos:

ulx,t+At)—u(x,t

g + At%un +0(an?)

At
u(x+ AX,;)(;:)(X_ Ax)  _ Uy + 0((Ax)2) ,
(x+Ax,0) = 2u(x,0) + u(x = Ax, 1)
u(x+ Ax (MA;C)Z utxzarh Mxx+0((Ax)2) ,
por lo que
L= e e+ 0((807) (i + 0(00)) = 252 (s + 0 ((497)

u + At%ut, + o, — uzuxx( D, (A1) O ((Ax) ) +0 ((Ax)z) +0 ((At)z) .

Ahora, como u es solucién de la ecuacién de Burgers no viscosa, podemos aprovechar las identidades (63) descritas

en la seccidn 4.9, y se obtiene

L = —uu,+ Al‘% (u)zc + un® + Wxx) + iy — ”2”xx(A ) +(AD) 0((Ax)2) + 0((Ax)2) 4 0((At) )
= % (ui + uui + Ul — uzuxx) + (A O ((AX)Z) +0 ((Ax) ) +0 (( At)z)

= 0(An+(An0((Aax?)+0((Ax?) |

donde puede observarse que, dado que L tiende a cero cuando se refina la malla, este esquema es consistente con la
ecuacion de Burgers no viscosa. Para encontrar su orden consideramos a la razén A como una constante y de este

modo podemos reducir L a términos de At,

L

O (A1) + (A1) O ((At)z) +0 ((At)z)
0 (Ar) ,

por lo que este esquema primero es de primer orden con respecto a la ecuacioén de Burgers no viscosa.
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7.2. Esquema segundo.

De modo andlogo al esquema anterior, construiremos este esquema segundo para la ecuacién de Burgers no
viscosa sustituyendo las apariciones de ¢ por U lj , pero en este caso a partir del esquema de Wendroff, descrito en la

seccion 5.4. Entonces tenemos la ecuacion (99)

j+1 j j+1 j Jj+1 Jj+1 J J
Ui — Ui + ui - U +Cl Uil - U; + Ui - Ui -0
2 At At Ax Ax ’
donde al sustituir ¢ por U lJ se obtiene
]+1 ] j+1 j Jj+1 Jj+1 j J
2 At At t2 Ax Ax ’
o0 equivalentemente,
) 1 At
ultl = ¢U] (v, -ul+ Ul (133)

Como en estas expresiones aparecen tanto U l’ como U’* +1 ,

que el esquema de Wendroft que se ha usado como su base.

este esquema numérico segundo es implicito, al igual

El siguiente paso es verificar que este esquema segundo sea consistente con la ecuacién de Burgers no viscosa.
Para ello expresamos su correspondiente error de truncamiento local L, sustituyendo U por u, la solucion de la

ecuacién de Burgers no viscosa en la expresion (132), y obtenemos

At At
ulx+Ax,t+At) —u(x,t+Ar) u(x+Ax,t)—u(x,t)
Ax Ax '

L - 1(u(x+Ax,t+At)—u(x+Ax,t)+u(x,t+At)—u(x,t))
)

+u()(

Luego, calculamos por separado las series de Taylor correspondientes a cada uno de los términos:

I fu(x+Ax,t+At) —u(x+ Ax,1) 1 1 1 ) )
5( At ) Eut + 5 (Ax) Uyt + Z(At) Uyt + 0((Ax) + (At) ) s

(u(x L+ At) —uen) L % (A uy + 0 (A1)

1
2 2

1 1 1
= —uu,+ 7 (Ax) uny, + 3 (A uuy + O ((Ax)2 + (AI)Z) s

”(x’[)z( Ax 2

(u(x+Ax 1) —u(x,1)

u(x+Ax, t+ A —u(x, t+At))
u(x,1) = )

1 1
Euux + 7 (Ax) uuyy + O ((Ax)z) ,
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por lo que

L

11 1 11
St + 5 (A0 + 7 (A uy + O ((Ax)? +(Aan?) + St + 7 (B + 0 (an?)

1 1 1 1 1
oty + 7 (AX) uttyy + 5 (A utty, + O ((Ax)2 + (Az)2) + St + 7 (AX) uttyy + O ((Ax)z)

1 1 1 1
us + 3 (Ax) uy + 3 (A uy + uuy + 3 (AX) unyy + 7 (AY) uttyy
+0((Ax)?) + O((An?) + O((Ax)* + (A7) .

Ahora, gracias a que u satisface la ecuacién de Burgers no viscosa, aprovechamos las identidades (63), descritas
en la seccion 4.9, para sustituir las derivadas de u que involucren a ¢ por expresiones donde solamente aparezcan

derivadas con respecto a x, y se obtiene

2

1 1 1 1
L —un, + 3 (Ax) (—ui - uuxx) + 3 (Ar) (ui + uuy; + uuxx) + uu, + 3 (AX) unyy + 3 (AHu (—ui - uuxx)

+ 0((Ax)2) + 0((At)2) + O((Ax)2 +(Ar)?)

—% (Ax)u? + %(At) w + 0((Ax?)+ 0((Ar?) + O((Ax)? + (An?)
= 0(Ax)+ 0N+ O((Ax)* + (A1?) .

En esta dltima expresion se observa que al refinar la malla efectivamente el error de truncamiento tiende a cero; por
lo tanto, el esquema segundo es consistente con la ecuacién de Burgers no viscosa. Por otra parte, si el refinamiento

de la malla se hace de modo que ﬁ—; permanezca constante, entonces Ax es un miltiplo de Aty

L

O(AD + O(An)+ O((Ar?)
oD ,

por lo que este esquema es de primer orden.

7.3. Esquema tercero.

El esquema tercero se construye de manera diferente a los dos anteriores. Buscando que sea de segundo orden se
sigue un procedimiento andlogo al descrito en la seccién 5.3, en aquel caso con respecto a la ecuacion de adveccién

y en este caso con respecto a la ecuacion de Burgers no viscosa. Partimos de la serie de Taylor de u (x, t + A?),
2 1 3
(ot + A1) = (M) + (AP St + o(wry’) ,
para después utilizar las identidades (63) y obtener

u(x,t+ Ar)

u— (A uu, + (At)2 % (2uu§ + u2uxx) +0 ((At)3)
(At

u— (Af) uu, + (At)2 uui +

Wi, + O((At)3) .
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Truncando la serie a segundo orden, sustituimos las derivadas por aproximaciones también a segundo orden (como
se han expuesto en la seccion 4.1), y sustituimos el resto de las apariciones de u por U con los indices adecuados,

con lo que se obtiene

o Ul -Ul L (UL —UL Y e, UL Ut Ul
Ut = U - (A U E—L (A U | L+ (vf) = L

J 134
e (134

2Ax 2Ax 2

La ecuacidn (134) define al esquema numérico tercero, e indica que dicho esquema es de tipo explicito. Lo que
debemos hacer ahora es verificar que este esquema numérico sea consistente con la ecuacién de Burgers no viscosa,
para lo que reescribimos la ecuacién (134) en una forma que nos permita evaluar el error de truncamiento L:

2 UL 20l + UL

J i+1

l) (AX)2

0

U _ g j j j i YV
_U - LU Ui — Uiy (AD U Ui — Ui | (At)(
At i 2Ax i 2Ax 2

Luego, del modo habitual, sustituimos las apariciones de U por u la solucién de la ecuaciéon de Burgers no viscosa

evaluada en el punto que le corresponda, y se obtiene

u(x,t+At)—u(x,t)
At

+u(x,1)

L =

ulx+Ax,t) —u(x—Ax,1t)
2Ax
ulx+Ax,t) —u(x—Ax,t) 2
+ (At)u(x,t)( A )
_@ sfu(x+Ax, ) = 2u(x,t) +u(x— Ax,1)
2w n) ( - )

Posteriormente hacemos los desarrollos de Taylor para cada uno de los términos

u(x,t+At)—u(x,t)
At

s + % (At uy + O((Ar)?)
(At

—u, + T) (Zuui + uzuxx)

+O((At)2) , (135)
u(r, py L A% ’)2 ;;’ WZAGD Lt 0 (ax?) (136)

2
(At)u(x’t)(lxi(x+Ax,t)zg;l(x—Ax,t)) — (At)uu§+0((AX)2) , (137)

(Ar) ulx+Ax,t) = 2u(x,t) +u(x—Ax, 1) (AD)
—= (u(x,ny ( e ) = S wun+ 0 ((Aan?) (138)

donde en la expresion (135) se ha aprovechado el hecho de que u es solucidn de la ecuacién de Burgers no viscosa
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para usar las identidades (63). Al hacer la suma de las expresiones (135), (136), (137) y (138) se tiene

—uu, + (—;) (2uu +u uxx) + 0((Al‘)z) +uuy + O ((Ax)z)

+ (AN w + 0 ((Ax)?) + uuzum +0((Axy)

O((Ax?) +0((an?)

L

de modo que, dado que L tiende a cero siempre que se refine la malla, el esquema es efectivamente consistente con la
ecuacion de Burgers no viscosa y ademads es de segundo orden porque en el caso de que - sea constante, es posible

expresar

= 0((At)2) .

7.4. Implementacion

Con respecto a los pardmetros de control también se han escogido, para la implementacién de los esquemas
relativos a la ecuacion de Burgers no viscosa, solamente los que en el caso de la ecuacién de adveccidn han resultado
mads favorables. La razén de que no se haya hecho un andlisis mds detallado es que, como serd mostrado en la seccién
7.5, las propagaciones numéricas realizadas ya permiten observar las limitaciones del tipo de esquemas que se han

propuesto para la ecuacién de Burgers no viscosa.

En el caso de i, los resultados expuestos en la seccion 5.6 muestran que valores grandes deben traer mejores
resultados, por lo tanto se ha escogido i, = 1000, lo cual ademas permite hacer una comparacion con los resultados
obtenidos (para el mismo valor de i,) de los esquemas relativos a la ecuacion de adveccion. Por otra parte, dado que
la constante ¢ no aparece en los esquemas de la ecuacion de Burgers no viscosa, no es posible reducir las expresiones
algebraicas de dichos esquemas en términos del pardmetro C = c > pero es posible hacer una interpretacion de C
que resulta til: en el caso de los esquemas de la ecuacién de advecc1on el valor de ¢ siempre se ha tomado igual
a 1, de modo que el valor de C ha determinado directamente el valor del comente =, por lo que tomaremos para
los esquemas de la ecuacién de Burgers no viscosa el valor de dicho cociente que haya resultado mas favorable
para la ecuacién de adveccion. Este valor corresponde a C = 1 porque, como se ha sefialado en la seccién 5.6,
dicho valor implica que los resultados ofrecidos por los esquemas numéricos relativos a la ecuacién de adveccion
corresponden a la solucién exacta de dicha ecuacion. Sin embargo, es notable que en el caso de la ecuaciéon de
Burgers no viscosa, establecer 2L A = 1 no trae consigo una simplificacién de los esquemas numéricos (como ha
sucedido para los esquemas de la ecuacién de adveccién), ni se tienen elementos que sefialen que los resultados

numéricos de los esquemas de la ecuacion de Burgers no viscosa necesariamente correspondan a su solucién exacta.

Un aspecto que ha cambiado, con respecto al caso de la ecuacidén de adveccion, es que para las propagaciones
numéricas respectivas a la ecuacién de Burgers no viscosa fue necesario aumentar el nimero de pasos temporales
calculados de 2500 a 7500, porque de esta manera, para los valores escogidos de i), y ﬁ—;, pueden observarse la
formacién de discontinuidades y el comportamiento de los esquemas numéricos, que serdn descritos en la seccién
7.5.

Del mismo modo que se ha hecho con la ecuacién de adveccion, se han utilizado para los esquemas relativos
a la ecuacion de Burgers no viscosa dos tipos de condiciones iniciales: peridédicas y de soporte compacto, como se

han descrito en la seccién 4.12, salvo que en este caso se ha usado un nivel de equilibrio igual a 0.5 y una amplitud
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igual a 0.1. Nuevamente los detalles de la implementacién con respecto a los esquemas explicitos e implicito son
ligeramente distintos y se presentan en las siguientes secciones. La eleccion hecha para i), y % implicitamente fija
los valores de Ax y At, debido a que en la seccidn 4.12 se ha establecido para las condiciones iniciales que longitud

de onda, o bien la longitud del soporte, es igual a 1, entonces Ax = Ar = 0.001.

7.4.1. Esquemas explicitos: primero y tercero.

Las ecuaciones que se han usado para la implementacion de estos esquemas son (131) y (134)

. Syl oyl LUl 22U+ U
Pri . U.j+1 — Uj _ U] At i+1 i-1 + U]At i+1 i i—1
T1IMEero ; ; ; ( )—2 (A%) ( i ) 2( Ax)2
. . Ul -U! (U, -U! (A? , 2 UL, =20+ U/
. J+1 _ 777 Jj i+l i—1 277 i+1 i—1 J i+1 i i—1
Tercero: Ul™ = U] - (b U] ===+ () U { " ] +——(v)) oy

Como se ha sefialado en la seccidn 4, se usan las ecuaciones mencionadas sobre los valores de la condicidn inicial
para calcular el valor de U correspondiente a sus primeros vecinos, y luego con los valores obtenidos se calculan los
correspondientes al siguiente nivel temporal, y asi sucesivamente. Los Gnicos casos que requieren atencidn especial
son, bajo condiciones iniciales periddicas, los extremos del intervalo i = 1 y i = i,,. En estos casos, al igual que para
los esquemas explicitos de la ecuacién de adveccidn, se usan los puntos de extremos opuestos; por ejemplo, para

j+1 . j j

calcular el valor de U™, en el lugar que deberia usarse U’ ., se usa U’.
i in+1 1
14 14

7.4.2. Esquema implicito: segundo.

La ecuacién que se ha usado para implementar este esquema es la ecuacién (133)

Jj+1 l_ﬁ_; zj j j+1 j
ulfl = —2 L (vl -ult+ Ul
i+1 1+%Ul] i+1 i i

La dificultad adicional de esta implementacion, con respecto a las que se han expuesto en la seccién anterior, es que

j+1 . j+1 . .
para calcular el valor de Uij ., €s necesario conocer U lj , que se encuentra en el mismo nivel temporal.

Para el caso de condiciones iniciales de soporte compacto el problema no es grave, es posible seguir un proce-
dimiento totalmente analogo al caso expuesto en la seccién 5.5.3: la informacién en el esquema segundo fluye de
izquierda a derecha, en el sentido de que utiliza el valor de U en puntos a la izquierda para calcular el valor de U
de puntos a la derecha, entonces para calcular el valor de U {“ por medio de la ecuacién (133) se utiliza un cero
en el lugar de U l’ ! Este procedimiento no afiade ninguna hipétesis o aproximacién, porque suficientemente lejos
del soporte de la condicién inicial U vale cero para cualquier valor de j y al aplicar la ecuacion (133) sobre dichos

puntos, se tiene que todos los valores de U a la izquierda de U ]’ ! son precisamente cero para toda j.

También en el caso de condiciones iniciales periddicas puede hacerse un desarrollo andlogo al expuesto en
la seccién 5.5.3, esto es, una sustitucion recursiva de la ecuacion (133) en si misma (pero evaluada en un punto
que quede a un costado). Dicho proceso recursivo finaliza cuando se obtiene de vuelta el punto con el cual se ha

comenzado, y esto permite despejar dicho valor en términos de valores que estan todos en el nivel temporal anterior.
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Si se parte del punto correspondiente a i = 1, el resultado de dicho procedimiento es:

i—1

. X -1 . . . . . . . .
0t = (1 0 ) U] 0 0, (U] 0] ) Y 0B (V- U
s=1

(139)
donde,

i
Bi = l—[%‘p—s,

s=0

-l
vi = ———.
L+ UiA

De este modo, en cada nivel temporal, una vez conocido el valor de U f por medio de la ecuacién (139), puede
obtenerse el valor de Ué por medio de la ecuacién (133), luego por medio de la misma ecuacién el valor de U i y

asi sucesivamente hasta llegar a Ul.] .
P

7.5. Resultados

A continuacidn se presentan algunas grificas donde pueden observarse los resultados numéricos obtenidos usan-
do los tres esquemas que se han descrito en las secciones anteriores. Se ha graficado también una serie correspon-
diente a la solucién exacta de la ecuacién de Burgers no viscosa construida por caracteristicas resoviendo la onda de
choque por medio de la ley de areas iguales de Whitham [36], esta solucién se ha expuesto en la seccién 3.1. Una
gama mas amplia de resultados puede consultarse en el material digital interactivo cuyo uso se encuentra descrito en

el apéndice A.

En las gréficas 59 y 63, correspondientes a j = 830 (como en todos los casos At = 0.001, también correspondien-
tes a t = 0.829 porque la condicién inicial corresponde a ¢ = 0), puede observarse que mientras el perfil no presente
discontinuidades los esquemas se comportan de modo muy similar a lo que se ha observado para la ecuacion de ad-
veccion. Entre los esquemas de primer orden, el esquema implicito (esquema segundo) cuenta con mayor exactitud
que el esquema primero, y por otro lado, el esquema a segundo orden (esquema tercero) ofrece un resultado mejor
que los dos anteriores. Es notable que en estas condiciones los tres esquemas aproximan bastante bien a la solucién
de la ecuacion de Burgers no viscosa. De hecho, es necesario hacer un acercamiento muy pronunciado para apreciar

la diferencia entre las propagaciones numeéricas y la solucién analitica, como se ve en 59b y 63b.

A partir de la solucién analitica de la ecuacién de Burgers no viscosa es posible determinar que la discontinuidad
se forma, para el caso de condiciones iniciales periddicas precisamente en j = 1593 (¢ = 1.592), y para el caso de
condiciones iniciales de soporte compacto en j = 3181 (¢t = 3.180). Es posible observar en las figuras 60 y 64
que para un tiempo anterior, pero muy cercano a la formacién de choque (j = 1546, t = 1.545 para condiciones
iniciales periddicas y j = 3016, + = 3.015 para condiciones iniciales de soporte compacto, respectivamente), el
comportamiento de los tres esquemas numéricos difiere muy poco de la solucién exacta. Algunos pasos temporales
mds adelante, como lo muestran la figura 61 (para condiciones iniciales periddicas con j = 1697, t = 1.696) y
la figura 65 (para condiciones iniciales de soporte compacto con j = 3393, ¢ = 3.392), es posible distinguir que

los resultados numéricos describen un perfil que no corresponde a la solucién analitica. Los detalles de estas figuras
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(61b y 65b) muestran que en los resultados numéricos surgen, a partir de la zona donde se presenta la discontinuidad,
oscilaciones hacia la derecha en el caso de el esquema segundo y hacia la izquierda para los otros dos esquemas.
Luego, en las figuras 62 y 66 se observa que las oscilaciones surgidas a partir de la discontinuidad deterioran la
calidad de la aproximacion numérica de dos maneras diferentes: para los casos de los esquemas primero y tercero
el punto donde aparece la discontinuidad (de los esquemas numéricos) se va alejando del punto donde aparece la
discontinuidad de la solucién analitica; y para el caso del esquema segundo la oscilacion se propaga deformando

completamente el perfil.

A partir de lo anterior se concluye que para todos estos esquemas numéricos, a pesar de que se han usado los
parametros que en el caso de la ecuacion de adveccion han brindado mejores resultados, los resultados obtenidos no
son buenas aproximaciones a la solucién de la ecuacioén de Burgers no viscosa para tiempos posteriores a la forma-
cién de choques, en el sentido de que: en la zona donde se presenta la discontinuidad la calidad de la aproximacion
disminuye de modo muy sustancial'!. Atribuimos este hecho a la manera como hemos construido los esquemas
numéricos, aproximando las derivadas de u por medio de discretizaciones algebraicas. A grandes rasgos, las aproxi-
maciones que se hacen en los esquemas de diferencias finitas a los valores de las derivadas parciales, son pendientes
de rectas que pasan sobre puntos del tipo (x, t, Ul.j ) (donde los valores i, j deben ser tales que correspondan a los
valores apropiados de x, t). Dichas pendientes estan acotadas superiormente porque, para que el esquema aproxime
a la solucién analitica, su amplitud debe estar acotada (es decir, el esquema debe ser estable), y ademds la distancia
entre los puntos de la malla es pequefia pero finita. Ahora bien, una discontinuidad como la que se presenta en la
solucién de la ecuacién de Burgers no viscosa corresponde a un punto donde la pendiente es infinita. Por lo tanto,
resulta consistente el hecho de que un esquema construido aproximando derivadas por medio de diferencias finitas
falle precisamente en este punto. Concluimos, pues, que los métodos de diferencias finitas, en su conjunto, fallan a
partir del momento en que las pendientes, afectadas por la no linealidad de la ecuacidn, se vuelven lo suficientemente

pronunciadas como para que ya no se les pueda aproximar de manera discreta.

"Este hecho es importante porque en la mayor parte de los casos, aunque ciertamente no en todos, la zona donde se desea tener mayor
resolucidn es precisamente al rededor de la discontinuidad.
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Figura 59: Resultados de esquemas numéricos relativos a la ecuacién de Burgers no viscosa, para condiciones iniciales periédicas, j = 830,

la figura b) es un detalle de la figura a).
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Figura 60: Resultados de esquemas numéricos relativos a la ecuacion de Burgers no viscosa, para condiciones iniciales periédicas, j = 1546,

la figura b) es un detalle de la figura a).
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Figura 61: Resultados de esquemas numéricos relativos a la ecuacién de Burgers no viscosa, para condiciones iniciales periddicas, j = 1697,
la figura b) es un detalle de la figura a).
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Figura 62: Resultados de esquemas numéricos relativos a la ecuacién de Burgers no viscosa, para condiciones iniciales periddicas, a)
Jj=2413yb) j =6596.
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Figura 63: Resultados de esquemas numéricos relativos a la ecuacién de Burgers no viscosa, para condiciones iniciales de soporte compacto,
Jj =830, la figura b) es un detalle de la figura a).

Sol. caracteristicas
——— Esq. primero
ffffff Esqg. segundo
= = = = £5Q. tercero

Sol. caracteristicas
———Esq. primero
ffffff Esq. segundo

= = = = F5q. tercero

2.42 2.43 2.44

Figura 64: Resultados de esquemas numéricos relativos a la ecuacién de Burgers no viscosa, para condiciones iniciales de soporte compacto,
Jj = 3016, la figura b) es un detalle de la figura a).
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Figura 65: Resultados de esquemas numéricos relativos a la ecuacién de Burgers no viscosa, para condiciones iniciales de soporte compacto,

Jj = 3393, la figura b) es un detalle de la figura a).
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Figura 66: Resultados de esquemas numéricos relativos a la ecuacién de Burgers no viscosa, para condiciones iniciales de soporte compacto,

Jj = 7500, la figura b) es un detalle de la figura a).
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8. Conclusiones y propuestas para trabajos posteriores

A partir de los resultados obtenidos en las secciones 5.6 y 7.5 concluimos que los esquemas numéricos que se
han estudiado en el presente texto, siempre que se escojan adecuadamente sus parametros, ofrecen resultados que
aproximan bastante bien a la solucién de la ecuacién de adveccion e incluso la solucién de la ecuacién de Burgers
no viscosa para tiempos anteriores a la formacién de ondas de choque (discontinuidades). Sin embargo, de mane-
ra general presentan resultados no satisfactorios para los tiempos donde estdn presentes dichas discontinuidades:
muestran oscilaciones que deterioran progresivamente la calidad de la aproximacién de la solucién numérica con
respecto a la solucion exacta. Atribuimos este hecho al caracter no lineal de la ecuacion de Burgers no viscosa, ca-
racterizada en parte por la eventual aparicién de regiones donde crecen indefinidamente las pendientes hasta formar

las mencionadas discontinuidades.

Sobre los esquemas empleados en el caso de la ecuacién de adveccidn, hemos observado que para un esquema
numérico las propiedades que han resultado mds importantes en cuanto a la calidad de sus resultados son: el orden
del esquema numérico y el hecho de que sea explicito o implicito. Han ofrecido mejores resultados los esquemas de
orden mayor (segundo orden en nuestro caso) y en el mismo sentido ha mostrado ser mejor el cardcter implicito que
el explicito. Es notable que en el caso de la ecuacién de Burgers no viscosa, tales propiedades no han mostrado ser
una ventaja significativa en cuanto a los resultados numéricos cerca de la discontinuidad; de hecho el deterioro de la
aproximacion ha sido mucho mds pronunciado para el esquema implicito en comparacién con el esquema explicito
del mismo orden. Por otro lado, aunque el deterioro del esquema de segundo orden (esquema tercero) es menor
que el de los otros dos esquemas, dicho deterioro no es cualitativamente diferente. Adicionalmente cabe sefialar
que, como puede observarse en los desarrollos expuestos en las secciones 5.5.3 y 7.4.2, la implementacién de los

esquemas implicitos ofrece dificultades adicionales, en particular cuando se trata de condiciones iniciales periédicas.

La otra manera de afectar la calidad de los resultados numéricos, como se ha mostrado en la seccidn 5.6, es
mediante dos pardmetros: i,, correspondiente a la cantidad de puntos en cada nivel temporal de la malla, y C,
correspondiente, siempre que ¢ haya sido fijada (en nuestro fijada como ¢ = 1), a la proporcién que guardan Ax y
At, es decir, al cociente AA—;. En el caso de la ecuacién de adveccion se ha verificado que, como podia esperarse, un
valor mas alto de i), trae consigo mejores resultados numéricos. Para la misma ecuacion en el caso de C se han hecho
tres observaciones importantes: en primer lugar que el caso C = 1 reduce los esquemas numéricos a operaciones
muy sencillas donde todos los resultados numéricos corresponden precisamente a la solucién exacta (solucién de
D’ Alembert); en segundo lugar, que el resto de los valores de C guarda una relacién no mondtona con respecto a
la calidad de los resultados (lo cual es consistente con las observaciones hechas mediante ecuaciones modificadas
en la seccién 6.8 en los casos aplicables) y que para tener una idea més clara de dicha relacién deberian hacerse
propagaciones con diferentes valores de C, en particular dentro del intervalo (0.5,1); y en tercer lugar, que los
esquemas contracorriente, de Lax-Friedrichs y de Lax-Wendroff son inestables para C > 1. Nuevamente resalta el
hecho de que los resultados numéricos obtenidos para los esquemas de la ecuacion de Burgers no viscosa no han
sido satisfactorios, atiin cuando en dichas propagaciones se han usado los valores de i, y % que en el caso de la

At

ecuacion de adveccion han ofrecido mejores resultados, que son: i, = 1000y £- = 1.

También de los resultados expuestos en la seccién 5.6 se observa, de acuerdo a los conceptos descritos en la
seccion 4.14, que los esquemas numéricos relativos a la ecuacién de adveccidn presentan tanto difusion numérica
como dispersiéon numérica, exceptuando el caso del esquema de Wendroff que no presenta difusién numérica, lo cual

ademads deriva del andlisis tedrico expuesto en la seccién 5.4.
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Si bien no es posible abarcar la totalidad de los esquemas de diferencias finitas para poder determinar propiedades
generales de todos ellos, en este texto se han estudiado algunos esquemas que han sido escogidos buscando cubrir
un espectro amplio de esquemas, y los resultados obtenidos han mostrado notables similitudes. Esto nos indica que
podemos esperar que los resultados numéricos que pudieran obtenerse de otros esquemas numéricos de diferencias

finitas, resulten también similares a los resultados que se han expuesto en el presente texto.

Otro aspecto relevante de los esquemas numéricos que se han estudiado es la importancia de su caricter lineal.
Gracias a que los esquemas numéricos relativos a la ecuacion de adveccioén son lineales (debido a Ia linealidad
de la ecuacién de adveccién) fue posible aplicar una serie de herramientas tedricas sobre ellos para determinar
principalmente dos cosas: primero, que es posible aplicar sobre ellos la prueba de estabilidad de Von Neumann para
luego, usando el teorema de equivalencia de Lax, determinar la convergencia de dichos esquemas; y segundo, que
es posible analizar las propiedades de los resultados que se obtendrian de cualquier condicién inicial de soporte
compacto, analizando los resultados que se obtienen a partir de condiciones iniciales del tipo senoidal, sumando
posteriormente dichos resultados de modo apropiado, como se ha detallado en la seccién 4.12.3. Ninguna de estas
dos herramientas se ha podido aplicar en el caso de los esquemas relativos a la ecuacion de Burgers no viscosa, y
ello se debe a que dichos esquemas son no lineales, lo que a su vez deriva de que la ecuacién de Burgers no viscosa
es no lineal. En otras palabras, los esquemas relativos a la ecuacién de Burgers no viscosa han sido implementados
sin la certeza de que sean estables y en ninguno de estos casos podemos establecer analiticamente que los resultados
obtenidos sean la suma de los resultados que se obtendrian de propagaciones con condiciones iniciales periddicas o
de ningun otro tipo. En estos casos en general no es posible establecer estabilidad y convergencia de los esquemas
analiticamente, y lo que se procura entonces es sencillamente variar pardmetros como i, y C de manera que pueda
uno suponer razonablemente que si se cuenta con estabilidad y convergencia. En problemas particulares a menudo

se compara con resultados asintéticos para evaluar dichos esquemas.

Por otro lado, los resultados expuestos en la seccion 6.8 nos muestran que las ecuaciones modificadas, hablando
en términos generales, son una buena manera de describir los resultados numéricos que se obtendrian del esque-
ma numérico al cual corresponden. En lo especifico, dichos resultados establecen que los esquemas a los cuales
corresponde una ecuacién modificada del tipo adveccién-difusién presentan principalmente difusién numérica, y
los esquemas a los cuales corresponde una ecuacién modificada del tipo adveccidon con dispersién presentan prin-
cipalmente dispersién numérica. Otro aspecto importante con respecto a las ecuaciones modificadas, es que éstas
finalmente también son ecuaciones diferenciales que pueden surgir en diferentes problemas relevantes en términos
fisicos y cuya solucién puede querer aproximarse mediante esquemas numéricos de diferencias finitas. En dicho
caso se pueden usar los esquemas contracorriente y de Lax-Friedrichs para la ecuacién de adveccién-difusion, y los
esquemas de Lax-Wendroff y de Wendroff para la ecuacién de adveccién con dispersion. En ambos casos la apro-
ximacién es muy buena debido a que los dos primeros esquemas son de segundo orden con respecto a la ecuacién
de adveccion-difusion y los dos dltimos son de tercer orden con respecto a la ecuacién de adveccion con dispersion.
Existe una limitacién para el empleo de dichos esquemas debido al hecho de que, en las ecuaciones modificadas,
tanto & como yu son son funciones de Ax, Aty ¢, sin embargo, es posible salvarla en buena medida por medio de un
reescalamiento de las variables, es decir, del mismo modo que para los esquemas correspondientes a la ecuacion de
adveccién C juega un papel importante por que determina los casos que son equivalentes (que son aquellos donde el
valor de C es el mismo, vea seccién 4.5y 5.5), asi para el uso de dichos esquemas como aproximacion de la ecuacion
de adveccidn-difusién o de adveccion con dispersion, un cambio de variable del tipo x’ = kx, ¢’ = kpt (donde k; y

ky son constantes) permite establecer una equivalencia entre determinados juegos de valores Ax, At, ¢ y a (o bien ),
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y eso permite abarcar un rango amplio de casos.

Como se ha mencionado en la seccién 6.8 las soluciones analiticas no necesariamente son mas faciles de im-
plementar que los esquemas numéricos de diferencias finitas y esto se debe, por ejemplo, a que dichas soluciones
analiticas pueden estar expresadas como sumas de un gran nimero de términos. Sin embargo, para fines de esti-
macién de resultados por medio de las ecuaciones modificadas las soluciones analiticas de estas Ultimas tienen una
ventaja: si se desea estimar el resultado que se obtendria por medio de un determinado esquema numérico para un
valor de j = jo muy grande, puede implementarse la solucion analitica de su ecuacién modificada directamente en jo,
sin necesidad de hacer calculos para ninguno de los tiempos anteriores. Este no es el caso de los resultados obtenidos
numéricamente, donde para obtener los valores correspondientes a jj se deben calcular los valores correspondientes

a todos los tiempos anteriores.

La mayoria de las conclusiones sefialadas pueden encontrarse en libros de texto de nivel introductorio sobre el
tratamiento numérico de ecuaciones diferenciales. El autor considera que la aportacién del presente texto constaria
principalmente de dos partes: por un lado el uso que se le pueda dar al texto como introduccién para estudiante
de ciencias fisicas y matematicas a los aspectos basicos del area; y por otro lado la ilustracién que se hace de las
limitaciones en el uso de distintos esquemas de diferencias finitas para ecuaciones lineales y no lineales. De especial
interés resulta el caso de la ecuacidn de Burgers no viscosa debido a que, si bien ningtin texto recomienda el uso de
esquemas de diferencias finitas en casos no lineales, tampoco es facil encontrar en la literatura resultados numéricos

como los que se obtuvieron para el presente texto, que muestren las limitaciones de dichos esquemas.

Por dltimo mencionaremos dos ideas, que surgen como resultado del estudio realizado, y podrian tomarse en
cuenta para buscar esquemas numéricos que brindaran resultados significativamente mejores que los esquemas ex-

puestos:

= Un esquema numérico que supere las limitaciones que se han expuesto para los esquemas estudiados deberia
tener un comportamiento sustancialmente mejor en las zonas donde las solucién exacta presente discontinui-
dades, por lo tanto una manera de buscarlo, seria evaluar los resultados que ofrece cuando se le implementa
con condiciones iniciales discontinuas. Es decir, para evaluar la calidad de los resultados de cualquier otro
esquema numérico que fuera propuesto, podria usarse, ademas de los dos tipos de condiciones iniciales que se
han usado en el presente texto, una condicién inicial sencilla pero discontinua, como por ejemplo, la corres-

pondiente al problema de Riemann.

= De acuerdo al modo en que se ha construido la solucién analitica de la ecuacion no lineal estudiada en el
presente texto, la ecuacién de Burgers no viscosa, dicha solucion consta de dos partes: una primera parte
correspondiente a las regiones suaves, y una segunda asociada a la condicién de Rankine-Hugoniot que debe
satisfacerse en las discontinuidades. Este tipo de solucién sugiere una alternativa, en lo que respecta a es-
quemas numéricos, que no corresponde a ninguno de los esquemas expuestos: podrian construirse esquemas
numéricos que constaran también de dos partes, la primera parte para las regiones suaves, que podria estar
constituida por un esquema numérico sencillo de diferencias finitas (que como se ha visto funciona bien en
este tipo de regiones), y la segunda parte seria una restriccion numérica que correspondiera a las condiciones

de Rankine-Hugoniot que deben ser satisfechas precisamente en las discontinuidades.
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A. Material digital interactivo.

Con el fin de ampliar las posibilidades de acceso para el lector a los resultados obtenidos de las diferentes im-
plementaciones que se han expuesto, se anexa al texto un CD con una pequefia aplicacién grafica a la cual llamamos

material digital interactivo.

Instalacion.

Para poder usar este material, es necesario llevar a cabo un procedimiento de instalaciéon que depende de la

plataforma que se use:

Linux x86: Copie a una carpeta local el directorio /Linuxx86/ que se encuentra dentro del CD, llamaremos
<RutalMDILocal> a la ruta donde ha depositado la carpeta mencionada. Luego por medio de una terminal

ubiquese en el directorio <RutaMDILocal>, una manera de hacerlo es ejecutando el comando
cd <RutaMDILocal>

en dicho comando debe sustituirse <RutaMDILocal> por la ruta que corresponde. Luego para abrir la aplica-

cién ejecute el comando
./Menu.sh

Aungque el archivo Menu también es ejecutable no se recomienda usarlo porque muy probablemente serd ob-
tenido un error por falta de librerias. Un problema que puede presentarse es que cuando haga la copia men-
cionada a un directorio local, se pierdan los permisos de ejecucion, si encuentra este tipo de problema puede

resolverlo ejecutando, por ejemplo, el siguiente comando:
chmod -R a+x <RutaMDILocal>

donde, como antes, es necesario sustituir <RutaMDILocal> por la ruta correspondiente.

MS. Win: Copie a una carpeta local el directorio \W32\, que se encuentra dentro del CD, ejecute el instalador
MCRInstaller.exe (el de su copia local) que se encuentra dentro de la carpeta \InstaladorRuntime) y
siga las instrucciones que aparecen. Finalmente para acceder al material ejecute Menu.exe (también de su

copia local).

Uso del material digital interactivo.

Al acceder al material debe aparecer una ventana de Menu como la que se muestra en la figura 67. Esta ventana

contiene una breve descripcion del material y cuenta con tres botones.

Al oprimir el primer botén de la ventana Menu debe aparecer una nueva ventana como la que se muestra en a
figura 68, que permite tener acceso a las graficas de propagacion correspondientes a los esquemas numéricos de la
ecuacién de adveccidn, asi como a los resultados obtenidos al resolver sus respectivas ecuaciones modificadas. En

la ventana hay una serie de controles, numerados en la misma figura 68, que se describen a continuacion.
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a T [

Simulacion numerica de propagacion lineal y no lineal
de ondas acusticas

Este a2 &l material digital interactivo adicional al texto "Simulacion numerica de prop: on lingal y hio lineal de ondas
acusticas”, que presenta Roberto Welasco Segura para obtener el grado delicenciatura en fisica en la Facultad de Ciencias,
URAM, Mexico, La mayoria de las graficas gue se encuentran en el texto han sido obtenidas mediante este material, cuya
descripeion puede cansultarse el apendice A del mismo texta..

Paraver las graficas use alguno de los siguientes botones:

Corresponde a graficas de propagacion para a ecuacion de adveccion (similares alas que pueden encontrarse en a
secelon 5.6.1). Tambizn puedeh encontrarse agul, bajo |z misma madalidad, los resultades obtenidos para las ecuaciones
ificadas ¢ es5q de la ecuacion de adveccion (romo las presentadas en la seccion 6.8).

Corresponde a graficas para la ecuacion de adveccion, pero en este caso se grafican en el'eje ordenado los parametros de
evaluacion (graficas similares pueden encontrarse en a5 secciones S.62,5.6.3, 5 6.4y 5.6.5)

Correspande a graficas de propagacion para fa ecuacion de Burgers no viscosa (estas graficas son de tipo gue pusden
encontrarse en [ seceion 7.5),

Figura 67: Ventana Menu.

A.1 Selector de condiciones iniciales: permite seleccionar el tipo de condiciones iniciales que se han usado para
la propagacién numérica, ya sea condiciones iniciales periddicas, o bien condiciones iniciales de soporte

compacto.

A.2 Cuadros de seleccion de series graficadas: permiten seleccionar cuales series son graficadas. Se ha incluido este
control porque frecuentemente sucede que las series de datos se tapan unas a otras, de modo que con este

control puede desactivar momentinea o permanentemente una serie para poder observar las que estidn debajo.

A.3 Controles de ejes: estos controles permiten indicarle a la aplicacion los intervalos que deben mostrarse tanto en
el eje de las abscisas (inhabilitado para el caso periddico), como en el de las ordenadas. El caso inhabilitado
se debe a que para condiciones iniciales periddicas los resultados numéricos siempre estan en el intervalo
[0, 1]. También aparecen dos casillas de verificacion; si estdn palomeadas se usan los valores introducidos, en
caso contrario la aplicacién usa un intervalo donde aparezcan todos los datos disponibles (vea mds adelante

Resumen de datos).

A.4 Barra deslizable: permite indicar a qué valor de j (valor de 7) deben corresponder las graficas que se muestran.

En la parte inferior aparecen los valores de Ax y At que corresponden a los datos mostrados.

A.5 Selectores de los parametros i, y C: al oprimir sobre cualquiera de los valores disponibles se actualizard la
gréfica para mostrar los resultados numéricos correspondientes a dicho valor. Este control estd vinculado con el
cuadro de seleccidon A.6 que estd justamente arriba. La opcién por defecto es j de modo que al cambiar alguno
de los pardmetros se mostrardn nuevas gréificas correspondientes al valor actual de j; si se cambia la opcién
at, y se cambia por ejemplo el valor de C, la aplicacién buscard (y mostrard las graficas correspondientes) el
valor de j cuyo valor correspondiente de ¢ (para la nueva C) sea lo mds proximo posible (vea mas adelante
Resumen de datos) al valor de ¢ presente antes de cambiar el valor de C. Si el valor de j que corresponderia

sobrepasa j = 2500 se mostrard un mensaje de error.

A.6 Selector de parametro respetado al cambiar el valor de i), 0 C: vea el inciso anterior.

Al oprimir el segundo botén de la ventana Menu debe aparecer una nueva ventana, como la que se muestra en
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Figura 68: Ventana Propagacion, ecuacion de adveccion.

la figura 69, que permite observar graficas donde el eje de las ordenadas es ocupado por alguno de los pardmetros
de evaluacién (A amplitud, D desplazamiento o N norma). Este tipo de graficas son similares las que aparecen en
las secciones 5.6.2, 5.6.3, 5.6.4 y 5.6.5. En esta ventana hay controles que deben usarse antes de poder observar una

gréfica, los cuales se detallan a continuacion.

B.1 Selector de pardmetro para el eje ordenado: permite seleccionar el pardmetro de evaluacién que corresponderd al

eje ordenado en las graficas mostradas.

B.2 Selector de condiciones iniciales: permite seleccionar el tipo de condiciones iniciales que se han usado para las
propagaciones numéricas sobre los cuales se han medido los pardmetros de evaluacién que se muestran en las

gréficas.

B.3 Selectores para eje de las abscisas y series: hay cuatro pardmetros que puede usarse en las graficas para el eje de
las abscisas o las series: i), C, j, “esquemas numéricos y ecuaciones modificadas”. Se debe escoger solamente
uno de ellos para el eje de las abscisas y solamente uno para las series; cuando escoja el que corresponde a
las series verd como cambia la zona C.3. Se recomienda (por claridad de la grafica) que al empezar a usar la

aplicacion se use el pardmetro j para el eje de las abscisas.

B.4 Botén graficar: Una vez usados correctamente los tres controles anteriores oprima este botén y si todo estd en

orden el texto interior del botén debe decir “Cambiar pardmetros” y debe aparecer una grafica.

En la ventana Pardmetros de control y evaluacion, ecuacion de adveccion, una vez obtenida la grafica se desha-
bilitan algunos controles y se habilitan otros, como lo muestra la figura 70. Los controles habilitados se detallan a

continuacion.

C.1 Controles de ejes: permiten establecer los rangos para los ejes de abscisas y ordenadas que han de mostrarse
en las graficas. Cuentan con una opcidn para uso manual o automético; en el caso automético la aplicacion
muestra un intervalo tal que todos los datos graficados queden dentro. También cuentan con una opcién para

escala lineal o logaritmica, que resulta ttil para apreciar si un decaimiento es exponencial.
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Figura 69: Ventana Pardmetros de control y evaluacién, ecuacién de adveccién, primer estado.

C.2 Selectores de parametros: para aquellos pardmetros que no hayan sido escogidos para el eje del abscisas ni
para las series, aparece un control que permite determinar el valor (de dichos pardmetros) al cual deben
corresponder las graficas. En el caso de C, i, y “esquemas numéricos y ecuaciones modificadas” aparece
un menu desplegable y en el caso de j aparece un cuadro donde es posible escribir un valor. En este caso, al
oprimir ENTER, la aplicaciéon mostrara las graficas para el valor disponible de j que sea mds cercano (vea mas
adelante Resumen de datos).

C.3 Casilla de verificacion para series: permiten determinar cuales series deben aparecer en las gréificas. Este control
es ttil porque frecuentemente suceden dos cosas: o bien las gréificas se tapan unas a otras, o bien los datos
correspondientes a diferentes series se encuentran en 6rdenes de magnitud muy diferentes. En particular cuan-
do las series corresponden al pardmetro C, como algunos esquemas son inestables, los resultados numéricos
pueden contener valores muy altos, por lo que se recomienda deshabilitar las series correspondientes a C = 1.1

y C = 5, usando los ejes en modo automadtico (ver inciso C.1).

C.4 Botén para cambio de pardmetros: este botdn regresa la ventana a su estado inicial (sin grafica), vuelve a

habilitar los controles B y deshabilita los controles C.

Cuando se oprime el tercer botén de la ventana Menu aparece una nueva ventana, donde se pueden observar los
resultados numéricos obtenidos para los esquemas numéricos correspondientes a la ecuacién de Burgers no viscosa.

Los controles disponibles se describen a continuacion.

D.1 Selector de condiciones iniciales: permite seleccionar el tipo de condiciones iniciales (periédicas o de soporte

compacto) a las cuales corresponden los resultados numéricos que se muestran.

D.2 Casillas de seleccion de series graficadas: estas casillas permiten elegir los resultados numéricos a los cuales

corresponden las series graficadas. Son ttiles, por ejemplo, cuando las gréficas se tapan unas a otras.
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Figura 70: Ventana Pardmetros de control y evaluacion, ecuacion de adveccion, segundo estado.

D.3 Controles de ejes: permiten determinar los intervalos de los ejes sobre los cuales han de mostrarse las gréficas.
El control del eje de las abscisas estd deshabilitado para el caso peridédico porque los resultados numéricos

siempre estdn dentro del intervalo [0, 1].

D.4 Barra deslizante: permite determinar el valor de j (valor de f) al cual corresponden los resultados numéricos
que se muestran. En la parte inferior se muestran los valores de ¢, i,,, Ax y At que corresponden a la gréfica

mostrada.

Resumen de datos

Aln cuando en este material digital interactivo es posible observar una cantidad considerable de datos, no ha
sido posible presentar la totalidad de ellos (que ocupan un espacio aproximado de 13GB); se ha tenido que hacer
un resumen. En lugar de presentar los datos correspondientes a todos los valores de j se han escogido 200 valores
distribuidos entre su minimo (j = 1) y su maximo (j = 2500 para el caso de la ecuacién de adveccién y j = 7500

para el caso de de la ecuacién de Burgers no viscosa).

Del mismo modo, para la ecuacion de adveccion, en el caso periddico, cuando i, > 200 se han escogido 200
valores de i distribuidos uniformemente y son éstos los valores efectivamente graficados (para la escala que se maneja
en la aplicacién no se aprecia ninguna diferencia con respecto a las graficas que incluyen todos los valores de 7). En
el caso de condiciones iniciales de soporte compacto, para al misma ecuacién de adveccion, se grafican solamente
los puntos que estén dentro de un intervalo +2 (en unidades de x) escogido alrededor del médximo de U para cada
serie.

En el caso de los resultados numéricos correspondientes a la ecuacion de Burgers no viscosa, si se grafican todos

los valores existentes de i, es decir, el eje x contiene todos los valores numéricos que han sido calculados, y esto

se debe a que en la zona de discontinuidad es importante poder ver como cambia el valor de U con respecto a x,
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Figura 71: Ventana Propagacion, ecuacion de Burgers no viscosa.

de un punto a otro. Por la cantidad de datos en cada gréifica, es apreciable el hecho de que la aplicacién responde

notablemente mds rpido para las ventanas correspondientes a la ecuacién de adveccion.
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