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Resumen 

La difusión de polarización es un fenómeno que ocurre en polímeros que exhiben el modo 
de relajación dieléctrica normal (N) para bajas frecuencias y el modo alfa (α), o segmental, 
para  altas  frecuencias. Dicho  fenómeno  es  producido  por  el  acoplamiento  de  la  relajación 
viscoelástica en el medio, y la relajación del sistema de dipolos permanentes que interactúa 
con  un  campo  eléctrico  externo,  como  se  muestra  en  esta  tesis.  Este  campo  eléctrico 
externo  es  alternante  y  su  frecuencia  está  en  el  intervalo  (10 6 10 6 )  MHz.  Cuando  una 
perturbación eléctrica modifica el estado de equilibrio del dieléctrico, se induce un esfuerzo 
local debido al movimiento de dipolos en las moléculas poliméricas,  lo cual requiere de un 
reordenamiento  cooperativo  antes  de  establecer  la  relajación  viscoelástica. En  este  trabajo 
se muestra que  la difusión de polarización está presente en  la  relajación correspondiente a 
los  modos  de  relajación  normal  y  alfa,  para  los  sistemas  poliméricos  considerados.  Se 
propone un modelo para la susceptibilidad eléctrica en esta clase de sistemas, que presentan 
características tanto dieléctricas como viscoelásticas. Para formular el proceso de relajación 
dieléctrica,  se  propone  una  descripción  basada  en  un  sistema  de  ecuaciones  de  evolución 
acopladas para las variables de estado del sistema, es decir, para la polarización y el tensor 
total  de  los  esfuerzos,  con  el  fin  de  expresar  tanto  la  relajación  viscoelástica,  como  la 
relajación  dieléctrica;  el  acoplamiento  entre  ellas  resulta  al  considerar  las 
inhomogeneidades  espaciales  en  el  sistema,  debido  a  lo  cual  se  introduce una  jerarquía de 
ecuaciones  de  evolución  para  las  variables  internas.  El  esquema  de  ecuaciones  y 
acoplamientos mencionado  constituye  una  contribución  original  al  estudio  de  la  relajación 
dieléctrica  en  polímeros.  En  este modelo  se  introduce  el  coeficiente  complejo  de difusión 
de  polarización.  Este  coeficiente  y  la  relación  de  dispersión  del  sistema,  se  obtienen 
considerando  dos  parámetros,  los  cuales  se  evalúan  sobre  la  base  de  un modelo  difusivo 
para  los  modos  de  relajación  N  y α,  en  los  sistemas  poliméricos  estudiados.  Además,  se 
presenta  la evaluación de  la segunda memoria a partir de datos experimentales reportados, 
así  como  también  se  identifica  una  forma  de  relacionar  los  valores  de  tiempos 
característicos de relajación mecánica con tiempos característicos de relajación dieléctrica.



Abstract 

Polarization diffusion is a phenomenon that takes place in polymers that exhibit normal (N) 
relaxation  at  low  frequencies  and  segmental  or  alpha  relaxation  (α)  at  high  frequencies. 
Polarization  diffusion  is  locally  established when  the  viscoelastic  relaxation  couples  to  the 
relaxation  of  a  dipolar  system  induced  by  an  external  electrical  field,  as  is  stated  in  this 
work.  The  external  field  is  AC,  with  frequency  at  (10 6 10 6 )  MHz.  When  an  electric 
perturbation  modifies  equilibrium,  a  local  stress  is  induced  due  to  dipoles  movement  in 
polymeric  molecules,  which  needs  a  cooperative  rearrangement  before  viscoelastic 
relaxation  is  established.  In  this  work  the  fact  that  polarization  diffusion  is  present,  in  a 
frequency  range  which  corresponds  to  normal  and  alpha  relaxations,  is  showed  from 
experimental  data  for  several  polymeric  systems.  For  this  kind  of  systems  an  electric 
susceptibility model  is  proposed.  In  order  to  formulate  the  dielectric  relaxation  process,  a 
physical description based on a system of  two coupled equations to describe the evolution 
of  the  polarization  and  the  stress  tensor  was  proposed;  the  coupling  between  them  is 
introduced  by  considering  spatial  inhomogeneities.  This  introduces  an  evolution  equations 
hierarchy  for  internal  variables  in  the  theory.  The  set  of  evolution  equations  and  the 
couplings between them, are a contribution of  this work to the dielectric relaxation studies 
in  polymers.  In  this  description,  the  complex  polarizationdiffusion  coefficient  is 
introduced. This coefficient, and the wave number as a function of frequency, are obtained 
by considering two parameters, which were evaluated considering a diffusive model for the 
N  and  alpha  dielectric modes,  respectively,  for  several  polymeric  systems. An  evaluation 
of  the second memory  function  from experimental data is also presented, as well as a way 
to relate mechanical and dielectric experimental measurements.
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Capítulo 1

Introducción

La relajación dieléctrica es una propiedad física de los sistemas dieléctri-
cos, que está asociada con los procesos de relajación que se presentan en el
sistema y a través de los cuales éste llega al equilibrio tras sufrir una modi-
�cación a su estado inicial, por ejemplo, mediante interacciones eléctricas e
incluso mecánicas. Cuantitativamente, esta propiedad se describe mediante
la constante dieléctrica compleja o susceptibilidad eléctrica.
El estudio de la relajación dieléctrica ha tenido un desarrollo continuo

desde que Peter Debye, a principios del siglo XX, propuso el primer mode-
lo satisfactorio para su estudio. Dicho desarrollo comprende un espectro de
descripciones, que se han aplicado a diversos sistemas, desde algunos rela-
tivamente simples como el de un sistema de dipolos inmerso en un campo
eléctrico, hasta sistemas complejos, como lo son los materiales amorfos, los
polímeros, los coloides, las soluciones poliméricas e incluso los cristales líqui-
dos. Aunque se ha logrado una descripción cualitativamente correcta de este
fenómeno, actualmente en el campo de la investigación se desarrollan teorías
para llegar a resultados cuantitativamente precisos, por lo que el estudio de
la relajación dieléctrica y su descripción formal es un campo abierto y de
mucha actualidad.
Por otro lado, el estudio de las propiedades dieléctricas, en particular

de polímeros amorfos y materiales que forman vidrios, es de gran interés
práctico debido a sus aplicaciones como aislantes y como almacenadores y
conductores de carga eléctrica, o aun en Medicina [1, 2]. Sin embargo, a pe-
sar de la cantidad de diferentes técnicas experimentales en espectroscopía
dieléctrica disponibles hoy en día, todavía no se tiene una descripción com-
pleta de la dinámica de relajación de estos sistemas [3]. El entendimiento en
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términos físicos de los diferentes mecanismos moleculares relacionados con
los procesos de relajación y sus frecuencias características en las bandas de
susceptibilidad dieléctrica [4]-[8], es una tarea importante. Esta es la razón
para el desarrollo de estudios teóricos [9, 10], computacionales [11], y aun
nuevas interpretaciones de los datos experimentales [12] en años recientes.
Como se ha mencionado, para abordar la explicación de los resultados

experimentales obtenidos usando espectroscopía dieléctrica, la teoría de De-
bye de la relajación dieléctrica ha sido exitosa [5], [13]-[15]. Sin embargo, ésta
es limitada en su intento de describir el espectro de frecuencias total, como
ha sido puntualizado por varios autores como Williams, Co¤ey, Buchenau y
Ryabov [12], [16]-[18]. Por lo tanto, el problema es cómo modi�car esta teoría
para considerar la libración de los dipolos moleculares (es decir, la dinámica
que siguen los dipolos para llegar al equilibrio) tanto desde un formalismo
microscópico [9, 19], como desde uno macroscópico [20].
En este trabajo se ha considerado este último punto de vista, particular-

mente el acoplamiento entre la evolución de la polarización y la relajación
de esfuerzos locales, como fue realizado por Onsager et al., y Hubbard et al.
[21]-[23]. La hipótesis principal de esta aproximación consiste en la validez
de la superposición del tensor de Maxwell y el tensor de esfuerzos viscosos
en una localidad del material y, por lo tanto, la ecuación hidrodinámica de
balance de momento es modi�cada con el �n de incluir esta suma [24, 25].
Esto se re�eja en una ecuación de relajación generalizada de Debye, en donde
la relajación de la polarización es el resultado de dos fenómenos en serie. Uno
de ellos lo constituye la difusión rotacional, como es presentada por Debye
(es decir, la respuesta a un campo eléctrico de un conjunto ideal de dipolos),
y el otro es la difusión de polarización, la cual describe el transporte de po-
larización producido cuando las partículas dipolares se mueven de un punto
a otro. En esta línea, Hubbard, Keyser y Stiles [26] propusieron un modelo
de difusión de polarización que describe la dinámica de un �uido polar. De
manera similar, Van der Zwan y J. T. Hynes [27] han descrito la tasa de de-
caimiento de la relajación dieléctrica de un sistema de dipolos en movimiento.
Por otro lado, Hubbard y Stiles [28, 29] han mostrado que, tomando en cuen-
ta el efecto de difusión translacional de dipolos no localizados en la ecuación
de Debye, se obtienen dos resultados: la relajación dieléctrica es más rápida
[30] y se predice el efecto electroviscoso [31]. Además, la formulación del efec-
to electromecánico usando ecuaciones de campo eléctrico e hidrodinámicas
del sistema polar, fue reportada por Felderho¤ [24, 25].
Asimismo, en este trabajo el efecto de difusión de polarización se presenta
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en el modelo para la susceptibilidad eléctrica, como un acoplamiento entre
la relajación de esfuerzos y el decaimiento del exceso de polarización en una
localidad del sistema. Esta clase de efectos de acoplamiento han sido iden-
ti�cados en sistemas diferentes a los considerados en esta tesis, un ejemplo
de lo cual es la contribución �exoeléctrica reportada por de Gennes [32]. En
materia condensada, dicho efecto �exoeléctrico puede ser descrito al conside-
rar las inhomogeneidades en la polarización, las cuales son inducidas por la
acción del tensor total de los esfuerzos, dado por la superposición de esfuerzos
locales en el material y el tensor de esfuerzos de Maxwell. Con esto en mente,
a partir del marco de la Termodinámica Irreversible Extendida (TIE), se pro-
pone un conjunto de dos ecuaciones diferenciales parciales que representan la
evolución de la polarización y del tensor de los esfuerzos del sistema, siendo
la primera de ellas la ecuación de Debye, y la otra una ecuación de relajación
viscoelástica tipo Oldroyd, la cual está basada en una descripción hidrodi-
námica de un �uido viscoelástico a partir del modelo de mancuerna para
polímeros [33]. Ambas ecuaciones han sido modi�cadas con el �n de acoplar
una a la otra mediante la introducción de inhomogeneidades espaciales en la
polarización [34]. Como se ha comentado, esta clase de acoplamientos han
sido identi�cados en otros estudios [20, 35, 36]. Sin embargo el modelo para la
susceptibilidad eléctrica obtenido a partir de dichas ecuaciones no reproduce
la información experimental reportada en la literatura. Con el �n de mejorar
la formulación de los términos de acoplamiento, en esta tesis se propone una
jerarquía de ecuaciones acopladas para las variables internas, las cuales re-
presentan las diferentes contribuciones producidas por las inhomogeneidades
espaciales. De esta forma se obtiene un modelo que describe correctamente
los datos de relajación dieléctrica. Dicho modelo cuenta con dos paráme-
tros, los cuales son el coe�ciente de difusión de polarización y la longitud
característica de difusión de polarización.
La formulación citada se utiliza para el estudio de la relajación dieléctri-

ca en materiales poliméricos. La motivación de dicha aplicación viene de la
observación de que los polímeros son materiales que presentan una estruc-
tura dipolar, que exhibe una respuesta dieléctrica en diferentes regiones del
espectro de frecuencias. Por esta razón es de interés la relajación dieléctrica
de modo normal (relajación N) a bajas frecuencias, asociada a los polímeros
tipo A según la clasi�cación de Stockmayer [37], y la relajación de modo
alfa (relajación �) a frecuencias altas, asociada a los polímeros tipo B. En
este trabajo se determinan los valores de los parámetros que aparecen en el
modelo presentado (i.e. el coe�ciente de difusión de polarización y la longitud
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característica), para los modos de relajación dieléctrica N y �, en varias sus-
tancias poliméricas reportadas previamente por otros autores (véanse refs.
[38]-[41]).
También, mediante la aplicación del modelo a los sistemas poliméricos

referidos, se obtuvieron el tiempo característico de difusión de polarización
y la relación de dispersión k = k (!), para tales sistemas.
En el desarrollo del modelo y el cálculo de los parámetros asociados, se

utiliza una relación entre las medidas dieléctricas y mecánicas en los sistemas
poliméricos. Esta relación está motivada porque dichas medidas muestran las
siguientes características:
a) presentan espectros cuyos picos máximos se encuentran desplazados

respecto a la frecuencia, y
b) tienen parecido en su forma, existiendo pocas diferencias en el ancho

de los picos (diferencias en la dispersión).
Estas características nos llevan a concluir que ambas relajaciones deben

de contar con los mismos mecanismos moleculares.
En base a las consideraciones anteriores, los objetivos de este trabajo

quedan establecidos de la siguiente forma:
� El estudio de la Hidrodinámica Generalizada para la descripción de

sistemas dipolares mediante la generalización de la ecuación de Debye.

� La aplicación al fenómeno de la relajación dieléctrica a partir del
conjunto de ecuaciones acopladas resultante. Los sistemas a estudiar están
constituidos por polímeros amorfos y soluciones poliméricas, analizándose en
cada uno de ellos los modos de relajación normal y alfa o segmental.

� La determinación del sistema de ecuaciones de evolución para las
�uctuaciones y los modos hidrodinámicos en el sistema.

� La aplicación del formalismo de funciones de memoria al fenómeno
de relajación estudiado.

� La descripción del mecanismo molecular subyacente al fenómeno
observado de la relajación dieléctrica y su relación con la difusión de polari-
zación, a través de un modelo de Hidrodinámica Generalizada

� La de�nición de un modelo difusivo para la determinación del coe-
�ciente complejo de difusión de polarización D� = D0� iD00, en la relajación
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dieléctrica de modos normal y �, para polímeros fundidos y para polímeros
en solución.

� La determinación de la relación de dispersión k = k (!), asociada
a la onda mecánica presente en dicho fenómeno de relajación, mediante la
comparación con datos experimentales.

� La determinación del comportamiento tipo Fisher y el límite de altas
frecuencias de la relajación dieléctrica, así como la realización del análisis
numérico correspondiente.

� El análisis de las condiciones bajo las cuales se presenta la propa-
gación de la perturbación mecánica en el sistema.

De acuerdo a estos objetivos, la tesis queda estructurada de la siguiente
manera:
En el capítulo 2 se presenta la descripción de Hidrodinámica Generalizada

para sistemas que presentan polarización. Aquí se establecen las ecuaciones
generalizada de Debye y de evolución del tensor total de los esfuerzos. De
igual forma se identi�ca el problema de la determinación de la relación de
dispersión y se introduce la discusión de la función de correlación y el kernel
de memoria para estos sistemas.
En el capítulo 3 se establece la jerarquía de ecuaciones de evolución

acopladas y se presenta el modelo para la susceptibilidad dieléctrica. Se des-
cribe la introducción en dicho modelo del coe�ciente complejo de difusión de
polarización, además de presentarse la determinación de la segunda memo-
ria, de la relación de dispersión del sistema y la relación que muestran las
medidas dieléctricas con las medidas mecánicas. Esto se aplica al estudio de
la relajación dieléctrica en el cis-poliisopreno amorfo.
En el capítulo 4 el modelo se modi�ca para abordar el estudio de solu-

ciones poliméricas. Se presentan los resultados para distintos sistemas poli-
méricos.
Finalmente, se establecen las conclusiones alcanzadas en el presente traba-

jo, cuyos resultados parciales han sido publicados en el artículo Polarization-
di¤usion e¤ect on the dispersion of N- and �-dielectric relaxation modes, S.
I. Hernández, L. F. del Castillo, Physica A 377, 531 (2007).
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Capítulo 2

Hidrodinámica Generalizada
para Sistemas Dipolares

En este capítulo se estudian las propiedades dieléctricas de un sistema de
moléculas polares, considerado éste como una fase continua que responde a un
campo eléctrico. Esta respuesta dieléctrica está in�uida por las propiedades
viscosas del medio, tal como lo establece la teoría de Debye [42], en la cual
no hay interacciones entre moléculas del medio, representando el caso ideal.
De esta forma, la ecuación de Debye describe la relajación de polarización

orientacional por unidad de volumen
!
P , producida cuando un campo eléc-

trico externo
!
E es aplicado a la muestra. En esta teoría se considera que

el equilibrio mecánico prevalece, sin la presencia de ningún efecto de ace-
leración. De esta forma, la torca eléctrica producida por el campo eléctrico
sobre un dipolo es equilibrada por la fricción producida por el movimiento
rotacional del dipolo en las partículas que lo rodean (es decir, por la viscosi-
dad del medio). La evolución de la polarización no es instantánea, por lo que
la respuesta está caracterizada por un tiempo de relajación �D.
Por otro lado, en un sistema con interacciones entre sus partículas, se han

encontrado diferentes respuestas al campo
!
E, y desde el punto de vista de la

descripción física del sistema, este problema no ha quedado resuelto. Debido
a esto, la teoría de Debye debe ser modi�cada, pues no describe adecuada-
mente la información experimental de relajación dieléctrica. Para generalizar
el resultado de Debye (el cual describe la dinámica local de relajación me-
diante la difusión rotacional de los dipolos), se introduce la contribución
traslacional que es considerada un efecto no local. El primer trabajo sobre
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esta línea fue realizado por Onsager y Hubbard [22], quienes generalizaron
la ecuación de balance de momento con el �n de incluir la superposición
del tensor electromagnético de Maxwell y el tensor de esfuerzos locales. En
este sentido la fuerza neta que actúa sobre una partícula de �uido es debida a
dicha superposición, produciéndose un efecto de acoplamiento en la velocidad
resultante.
En las secciones 2.2 y 2.3 del capítulo se presenta una propuesta de ge-

neralización de la ecuación de Debye acoplada a un sistema de ecuaciones
hidrodinámicas que describen el comportamiento de las variables internas
del sistema. Dicha descripción se da en términos de un acoplamiento del
vector de polarización y del tensor total de los esfuerzos. En la sección 2.4
se determina un modelo para la susceptibilidad dieléctrica, basado en las
ecuaciones de la sección 2.3 y se aplica al cis-poliisopreno amorfo (PI). En la
sección 2.5 se discute la forma de obtención de la relación de dispersión y en
la sección 2.6 se determina dicha relación a partir del análisis de los modos
hidrodinámicos (dentro del marco de la Hidrodinámica Fluctuante), mientras
que en la sección 2.7 se presenta el estudio de la función de correlación y el
kernel de memoria, en el contexto de la Hidrodinámica Generalizada.

2.1. Evolución de la polarización en sistemas
dipolares

Las propuestas previas al estudio de la evolución de la polarización acoplan
la relajación de la polarización orientacional (relajación de Debye) con varios
movimientos hidrodinámicos del �uido. Estas teorías son no locales, pero en
un sentido limitado, pues una ecuación de relajación tipo Debye, la cual es lo-
cal, es modi�cada mediante la incorporación de un término (entre otros) que
incluye la derivada convectiva de la polarización. La dinámica local describe
la relajación originada por la difusión rotacional de los dipolos, mientras
la parte no local describe la relajación dieléctrica que tiene su origen en la
convección hidrodinámica.
Así, la respuesta dieléctrica de un medio estacionario es no local, pues la

constante dieléctrica exhibe dependencia tanto en la frecuencia como en el
vector de onda.
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2.2. El acoplamiento difusión-polarización y
la ecuación generalizada de Debye

En esta sección se presenta una derivación fenomenológica de la ecuación
que describe la relajación de la polarización, tanto por rotación de los dipolos
como por difusión traslacional [28].
En un �uido isotrópico en equilibrio, se puede de�nir una susceptibilidad

orientacional o de Debye como �0 = ("0 � "1) =4�, en donde "0 y "1 son las
constantes dieléctricas estática y de alta frecuencia, respectivamente. La po-
larización de Debye ~PD está relacionada con el campo eléctrico macroscópico
~E como

~PD = �0 ~E: (2.1)

En el caso más simple de evolución temporal, la respuesta de un dieléctrico
a un campo eléctrico está dada por

@ ~PD
@t

=
1

�D

�
�0 ~E � ~PD

�
; (2.2)

o bien
@ ~PD
@t

=
1

�D
~P �;

en donde ~P � = �0 ~E� ~PD, y �D es el tiempo de relajación dieléctrica transver-
sal del medio [42]. La ec. (2.2) representa la reacción del grupo de dipolos al
campo eléctrico aplicado. Dicha reacción está constituida por la rotación de
las moléculas dipolares.
Si la concentración de dipolos es grande, la ec. (2.2) no es válida, dado que

el mecanismo de decaimiento es más complejo, debido a las interacciones en-
tre los dipolos. Por otro lado, observaciones experimentales indican que dicha
ecuación constituye una excelente descripción de la relajación dieléctrica en
líquidos dipolares diluídos, si �D es considerado un parámetro fenomenológi-
co. Nótese que la ec. (2.2) es válida sólo para medios homogéneos. En un
líquido dipolar inhomogéneo la ecuación de Debye describe la relajación lo-
cal asociada con la rotación de moléculas dipolares.
Existe otro mecanismo de decaimiento, asociado con la difusión de pola-

rización traslacional bajo gradientes espaciales. Se considera que esta parte
de la corriente de polarización puede ser expresada como la divergencia de
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un tensor de �ujo de polarización J:

@ ~PD
@t

= �r � J; (2.3)

y en donde el tensor de �ujo puede ser expresado en tres partes: la parte
simétrica sin traza, la parte antisimétrica y la diagonal, es decir

J�� = Ds

�
dP ��
dx�

+
dP ��
dx�

�
+Da

�
dP ��
dx�

� dP
�
�

dx�

�
+
�
Dl � 2

3
Ds

��dP ��
dx�

�
���;

(2.4)
con �; � = 1, 2, 3 y Ds, Da, Dl coe�cientes de difusión fenomenológicos.
En el trabajo de Hubbard y Stiles, y Van der Swan [27, 31], estos ten-

sores representan el acoplamiento hidrodinámico, producido por la difusión
de polarización traslacional que afecta el movimiento dipolar.
En la relajación dieléctrica, cada uno de los términos en la ec. (2.4)

contribuyen independientemente al proceso total de difusión, representando
diferentes tipos de difusión de polarización de acuerdo a su carácter simétri-
co o antisimétrico. El primer término (Ds), corresponde a la difusión trasla-
cional, y se debe al acoplamiento de la parte simétrica del tensor de los
esfuerzos, la cual está relacionada con el modo de relajación normal presente
en polímeros tipo A, siguiendo la clasi�cación de Stockmayer [37]. El segundo
término (Da), corresponde al acoplamiento axial con la parte antisimétrica
del tensor de esfuerzos, el cual produce la propagación de la polarización
relacionada con el modo dieléctrico de relajación �, presente en polímeros
tipo B. El tercer término representa la difusión de carga de polarización, la
cual está relacionada con el modo longitudinal de polarizabilidad molecular,
cuya contribución está fuera del espectro de frecuencias en el que se registran
los experimentos de relajación dieléctrica, y por esta razón no es considerada
en esta tesis (es decir Dl = 0).
De esta forma, la corriente de polarización orientacional total puede es-

cribirse como,

@ ~PD
@t

=
@ ~PD
@t

�����
rot

+
@ ~PD
@t

�����
trans

=
1

�D
~P � �DLr

�
r � ~P �

�
+DTr�

�
r� ~P �

�
; (2.5)

en donde DL =
4
3
Ds y DT = Ds +Da.
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En general DL = DT = D [27], por lo que la ec. (2.5) toma la siguiente
forma:

@ ~PD
@t

=
1

�D
~P � �D r2 ~P �: (2.6)

Obsérvese que el primer término del lado derecho de la ec. (2.6) actúa
como una fuente o sumidero, mientras que el término difusivo conlleva gra-
dientes espaciales tanto del campo eléctrico macroscópico, como del campo
de polarización. Éste término está relacionado con la difusión de dipolos en
un campo eléctrico inhomogéneo.
La componente transversal de ~PD satisface la siguiente ecuación

@
�
r� ~PD

�
@t

= � 1

�D

�
r� ~PD

�
+D r2

�
r� ~PD

�
: (2.7)

En lo que sigue, se presentará una descripción en la cual la ec. (2.5)
permanece válida, de acuerdo a la formulación de Hubbard y Stiles, como se
ha establecido en el trabajo de Dávalos-Orozco y del Castillo [43].
Cabe hacer mención de que Onsager y Hubbard [22] en sus estudios de sis-

temas con polarización, proponen un modelo de acoplamiento hidrodinámico
entre el transporte de momento viscoso y la relajación dieléctrica, el cual es
convectivo (~u 6= 0). Dicho modelo no incorpora efectos difusivos, como el
de la difusión de la polarización. Por otro lado, Hubbard y Stiles [28] reali-
zan el estudio de estos sistemas mediante un modelo en el que introducen la
difusión de la polarización, pero sin considerar ningún efecto asociado a la
relajación de esfuerzos en el sistema. En este contexto Dávalos-Orozco y del
Castillo [43], proponen un modelo convectivo en el cual la relajación de es-
fuerzos viscosos se acopla con la relajación dieléctrica. En el presente trabajo
se realiza una particularización de este último modelo, en la que los gradien-
tes de la velocidad son muy pequeños, y el acoplamiento del tensor total de
los esfuerzos y el vector de polarización induce gradientes de polarización, los
cuales establecen la difusión de polarización en el sistema. Para el �ujo de
polarización (que se presenta en la relajación dieléctrica en sólidos o líquidos
en reposo), el acoplamiento entre la polarización local y los esfuerzos y defor-
maciones locales, ocurre de manera similar al efecto �exoeléctrico discutido
por de Gennes [32].
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2.3. Descripción hidrodinámica del sistema di-
polar

En esta sección se plantean las leyes de conservación para las variables
conservadas y las ecuaciones constitutivas correspondientes a un sistema de
dipolos inmersos en una fase continua.
La ley de conservación de la masa es

@�

@t
= �r � �~u; (2.8)

en donde � es la densidad total de masa y ~u la velocidad del centro de masa
o baricéntrica.
Por otro lado, la ecuación de balance de densidad de momento �~u se

expresa como
@�~u

@t
= �r � (�~u~u+P) + �F: (2.9)

Aquí �~u~u + P es el �ujo de momento con una parte convectiva (�~u~u), P es
el tensor de presiones y �F es una fuente de momento.
Ahora, el objetivo es establecer un conjunto completo de ecuaciones cons-

titutivas correspondientes a la evolución del vector de polarización, dada
por la generalización de la ecuación de Debye, y a la evolución del tensor
total de los esfuerzos (tanto de su parte simétrica como de la antisimétrica)
en la forma de Oldroyd [33], con un término de acoplamiento que expresa
el gradiente de polarización como un tensor sin traza [20]. La ecuación de
evolución para la polarización se obtiene bajo el formalismo de la Termo-
dinámica Irreversible Extendida (TIE), al considerar las expresiones para
la entropía generalizada, el �ujo de entropía generalizado y la producción de
entropía generalizada en el sistema. De la ecuación de balance para la entropía
extendida se obtienen las ecuaciones de evolución o ecuaciones constitutivas
generalizadas para las variables rápidas o �ujos del sistema, las cuales son Q
y ~J~P =

d~P
dt
(ver Apéndice A). De esta manera, la ecuación de evolución para

~P está dada por

�D
d~P

dt
= �~P � �0r�+ �0r �Q; (2.10)

en donde la derivada expresada es la convencional y además d
dt
= @

@t
, dado

que la velocidad hidrodinámica es cero, � (~r; t) es el potencial eléctrico local,
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~P es el vector de polarización y �0 es un parámetro de acoplamiento. Q es
el tensor total de los esfuerzos y representa la superposición del tensor de
esfuerzos viscosos � � y el tensor de esfuerzos electromagnéticos T, es decir

Q = � � �T; (2.11)

en donde T = 1
4�

�
~D ~E�1

2
~E � ~DI

�
, con I el tensor unidad y ~D el vector de

desplazamiento eléctrico [44].
Cuando un grupo de dipolos perturba al sistema por la acción de un

campo eléctrico externo, la perturbación no solo recae en la acción de rotación
de los dipolos, sino que se mani�esta como perturbación mecánica, debido
a la conectividad molecular. De esta forma se considera que la ecuación de
evolución para Q es de tipo Oldroyd [33], y está dada por (ver Apéndice A)�

1 + � 1
d

dt

�
Q = 1r~P ; (2.12)

donde 1 es un parámetro de acoplamiento y � 1 es un tiempo de relajación.
Las expresiones anteriores constituyen el sistema de ecuaciones que re-

presenta la evolución de las variables internas en el sistema bajo estudio.
A continuación se presentará la forma �uctuante de dichas ecuaciones y se
procederá a obtener una expresión para la susceptibilidad eléctrica a partir
de ellas.

2.4. Formulación del acoplamiento de difusión
de polarización en la ecuación de Debye
generalizada �uctuante

Con el �n de presentar una expresión para la susceptibilidad dieléctrica
del sistema bajo estudio, en esta sección se obtiene un conjunto completo de
ecuaciones linealizadas �uctuantes a partir de las ecuaciones hidrodinámi-
cas (ecs. (2.10) y (2.12)), obtenidas en la sección anterior. Estas ecuaciones
corresponden a la evolución de las �uctuaciones del vector de polarización,
dada por la ecuación de Debye generalizada �uctuante, y a la evolución de las
�uctuaciones del tensor de esfuerzos (en sus partes simétrica y antisimétri-
ca) en la forma de la ecuación viscoelástica de Oldroyd, con un término de
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acoplamiento que expresa el gradiente de polarización como un tensor sin
traza. Este acoplamiento representa un mecanismo similar al que se describe
en piezoelectricidad, en donde un campo eléctrico induce efectos elásticos.
En el caso actual dichos efectos son viscoelásticos. Esto ocurre puesto que las
perturbaciones eléctrica y mecánica no permiten que el sistema relaje como
lo describe Debye, sino que la relajación de esfuerzos (vía el mecanismo de
las �uctuaciones y la movilidad cooperativa de las moléculas), debe ocurrir
para que la relajación dipolar concluya.
Las �uctuaciones se de�nen respecto al valor de equilibrio, es decir, se

considera � = �0 + �� para el potencial eléctrico, ~P = ~P0 + � ~P para la
polarización y Q = Q0 + �Q para el tensor total de los esfuerzos. En es-
tas expresiones �0, ~P0 y Q0 son los valores de equilibrio respectivos. Las
�uctuaciones satisfacen las ecuaciones hidrodinámicas linealizadas, según el
principio de regresión de Onsager.
Es así como la ecuación de evolución para las �uctuaciones de la polari-

zación está dada por

�D
d� ~P

dt
= �� ~P � �0r��+ �0r � �Q; (2.13)

en donde �� (~r; t) es la �uctuación del potencial eléctrico local, � ~P es la
�uctuación del vector de polarización. �Q es la �uctuación del tensor total
de los esfuerzos y representa la superposición del tensor de esfuerzos viscosos
(�� �) y el tensor de esfuerzos electromagnéticos (�T) , es decir, la ec. (2.11)
se mantiene válida para las �uctuaciones.
El valor de �Q es una cantidad �uctuante durante el proceso de relajación.

Su ecuación de evolución está dada por�
1 + � 1

d

dt

�
�Q = 1r� ~P ; (2.14)

En la obtención de esta ecuación en el marco de la TIE (Apéndice A), la
velocidad se consideró igual a cero, por lo que el término � (r�~u) no aparece
aquí. En el caso de que la velocidad sea distinta de cero, dicho término es
importante cuando se establece una situación fuera del equilibrio mecánico.
Pero en la circunstancia aquí descrita, es decir, cuando la velocidad es cero,
se exhibe la interpretación de 1 como un parámetro de carácter friccional,
pues tiene un efecto análogo al término � (r�~u).
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De esta forma, en las ecs. (2.13) y (2.14) está representada la respuesta
del material a esfuerzos internos y externos.
Una vez con las ecuaciones de evolución en la forma presente, se procede a

determinar una expresión para la susceptibilidad dieléctrica, para los modos
de relajación N y �.

2.4.1. Contribución del efecto de difusión de polariza-
ción a la relajación dieléctrica normal

Se consideran la ecuaciones propuestas para el vector de polarización (ec.
(2.13)), y la ec. (2.14), particularizada para la parte simétrica del tensor de
los esfuerzos, es decir

�D
d� ~P

dt
= �� ~P � �0r��+ �s0r � �Qs; (2.15)�

1 + � s1
d

dt

�
�Qs = s1

�
r� ~P

�s
; (2.16)

en donde el superíndice s representa la parte simétrica del tensor.
Para el modo normal de relajación ~P es la componente de la polarización

alineada a lo largo de la cadena polimérica.
Considerando la transformada de Fourier-Laplace de las ecs. (2.15, 2.16)

se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas. De la ecuación algebraica
resultante para � ~Qs se despeja dicha cantidad y se reemplaza en la ecuación
algebraica resultante para ~P . En esta última expresión se sustituye la trans-
formada de Fourier-Laplace de la ecuación constitutiva [45]

� ~P = �� (~r; t)r��; (2.17)

con lo cual se puede resolver para � obteniéndose la siguiente expresión para
la susceptibilidad eléctrica

��
�
~k; !

�
=

�0

1 + i!�D +
�DA1k2

1+i!�s1

; (2.18)

en donde A1 = �s0
s
1=�D, es responsable de la contribución del efecto de

difusión de polarización. Cuando A1 = 0, la ec. (2.18) se reduce a la ecuación
de relajación de Debye.
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2.4.2. Contribución del efecto de difusión de polariza-
ción a la relajación dieléctrica �

Las ecuaciones constitutivas para la parte antisimétrica del tensor de los
esfuerzos y para el vector de polarización, están dadas por:

�D
d� ~P

dt
= �� ~P � �0r��+ �a0r � �Qa; (2.19)�

1 + �a1
d

dt

�
�Qa = a1

�
r� ~P

�a
; (2.20)

en donde el superíndice a representa la parte antisimétrica del tensor.
Considerando la transformada de Fourier-Laplace de las ecs. (2.19, 2.20,

y 2.17) se obtiene

�� (k; !) =
�0

1 + i!�D +
�DA2k2

1+i!�a1

; (2.21)

en donde A2 = �a0
a
1=�D, representa el parámetro de difusión de polarización.

2.4.3. Una expresión general para los modos de rela-
jación normal y �

La frecuencia del pico de pérdidas de la relajación � usualmente está
separada del pico de pérdidas de la relajación normal por dos o tres décadas
en la frecuencia [46]. Para describir este par de procesos de polarización en
una expresión única, se supone que el efecto de cada tensor de esfuerzos es
independiente del otro, y que el cambio en la polarización es producido por
la contribución de dos procesos con un tiempo característico dado por [35]

1

� e
=
1

� s1
+
1

�a1
:

De aquí, la ecuación constitutiva global para las �uctuaciones de la polariza-
ción es

� e
d� ~P

dt
= �� ~P � �0r��+ �s0r � �Qs + �a0r � �Qa: (2.22)

Ahora bien, considerando las ecuaciones para Qs y Qa, la expresión para la
susceptibilidad eléctrica queda como

�� (k; !) =
"� (k; !)� "1
"0 � "1

=
�0

1 + i!� e

�
1 + A2k2

i!(1+i!�a1)

�
+ �eA1k2

1+i!�s1

: (2.23)
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Aquí puede observarse que los coe�cientes A1 y A2 tienen unidades de
un coe�ciente de difusión, por lo que serán denotados como D = D

�
~k; !

�
.

Si en una primera aproximación los términos A1k2 y A2k2 son considerados
constantes, dado que hasta aquí no se conoce la forma de k2, entonces los
picos presentes en la grá�ca de la parte imaginaria de la ec. (2.23) son de-
masiado angostos respecto a los datos experimentales [47]. En la siguiente
sección se abordará el problema de la determinación de k y el problema del
ensanchamiento de las bandas presentes en la susceptibilidad eléctrica.

Figura 2.1: Parte imaginaria de la constante dieléctrica compleja vs. log(!).
Los datos experimentales son de Adachi y Kotaka [48]. La línea continua se
obtuvo con la ec. (2.23) junto con la relación de dispersión empírica ec. (2.24)
[35, 47].

2.5. Relación de dispersión empírica

De la discusión presentada en la sección anterior, se hace patente que debe
tenerse determinada la función k = k (!), es decir, la relación de dispersión
del sistema.
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Por una parte se tiene que los coe�cientes de difusión, los cuales forman
parte de las cantidades desconocidas en el modelo de la constante dieléctri-
ca, son funciones de dos variables D = D

�
~k; !

�
. El conocer la relación de

dispersión permite encontrar una relación entre ~k y !, de tal forma que el
coe�ciente de difusión resulta ser una función de una sola variable. Así es
como se obtiene la función D = D (!), y la descripción se simpli�ca.
Por otra parte, la relación de dispersión contiene información de los

movimientos colectivos en el sistema, con lo cual se puede conocer la dinámi-
ca que sigue dicho sistema al ser perturbado por el campo eléctrico y, además,
se pueden determinar propiedades del sistema tales como la velocidad de las
ondas del sonido en el medio, etc.
La respuesta o comportamiento que comprende la susceptibilidad eléctri-

ca, se puede estudiar en las variables " = " (~r; t), en donde ~r especi�ca la
posición de una localidad en el sistema (en los casos que se estudiarán será
una localidad de la cadena polimérica). En el presente tratamiento se trans-

forman las ecuaciones al espacio
�
~k; !

�
, es decir, " = "

�
~k; !

�
, mediante una

transformada de Fourier-Laplace. Esto simpli�ca el aspecto matemático del
problema, al transformar un sistema de ecuaciones diferenciales a un sistema
de ecuaciones algebraicas. De esta forma se puede aprovechar la informa-
ción de la relación de dispersión ~k = ~k (!) para expresar la susceptibilidad
eléctrica en términos de la variable !.
Este planteamiento sirve para comparar directamente el modelo con datos

experimentales para la susceptibilidad eléctrica, los cuales son obtenidos en
el laboratorio mediante la variación de la frecuencia ! del campo eléctrico
externo. En estos experimentos en vez de seguir la evolución del sistema
en condiciones dinámicas, se obtiene la susceptibilidad eléctrica al variar la
frecuencia para una situación estacionaria del sistema.
Ahora bien, se tienen dos caminos por los cuales llegar a una relación de

dispersión:

1.- A partir de los datos experimentales. Se realiza un ajuste (regresión
lineal) del modelo (ec. (2.23)) a datos experimentales en un sistema especí�co;
a partir de esto se obtienen valores del coe�ciente de difusión y se explora su
dependencia con la frecuencia. Al hacer esto se ha encontrado que la relación

k2 =

�
!

!0

�n
; (2.24)
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con n 2 (0; 1], ajusta muy bien los datos experimentales, excepto en la zonas
de frecuencias muy altas y de frecuencias muy bajas en el intervalo consi-
derado para la relajación dieléctrica.
La comparación de la ec. (2.23) con datos experimentales para el cis-

poliisopreno, se muestra en la �g. 2.1 [47]. En dicha comparación se considera
la relación de dispersión empírica dada por la ec. (2.24), para cada término
A1k

2 y A2k2. Los parámetros de la ecuación para la susceptibilidad están
dados en la tabla 2.1. Cabe hacer notar la falta de correspondencia del modelo
(dado por la ec. (2.23)), respecto a los datos experimentales, tanto en la parte
de bajas frecuencias de la grá�ca, en donde se presenta el modo normal de
relajación que depende del peso molecular Mw, como en la región de altas
frecuencias, en donde se presenta la relajación �, independiente del peso
molecular. En esta última región la desviación del modelo respecto a los datos
experimentales es evidente, es decir, el modelo no presenta una descripción
correcta de la susceptibilidad eléctrica del sistema para esos límites.

Polímero 10�3 Mw � s1 (s) A1 (cm
2=s) !01 (Hz) n1

PI-03 2.64 2.03 x 10�4 0.02 63.06 0.64
PI-05 4.84 1.50 x 10�3 0.04 20.14 0.59
PI-14 13.50 0.01 0.06 7.77 0.69
PI-32 31.6 0.30 0.09 0.76 0.70
PI-53 52.9 4.22 0.29 0.29 0.71

Cuadro 2.1: Parámetros del modelo (ec. (2.23)). Los datos experimentales
son de Adachi y Kotaka [48]. Aquí � e = 189.57 x 10�9 s, �a1 = 8.64 x 10

�9 s
, A2 = 16.95 x 106 cm2=s, !02 = 12.37 x 106 Hz y n2 = 0.63. La relación de
dispersión está dada por la ec. (2.24) [47].

2.- Mediante los modos hidrodinámicos. Planteando las ecuaciones de la
Hidrodinámica Generalizada para las cantidades conservadas en el sistema
se calculan los modos hidrodinámicos mediante el determinante del sistema
de ecuaciones. A partir de la solución al determinante, se puede llegar a
una expresión para la relación de dispersión. Este método se presenta en la
siguiente sección.
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2.6. Relación de dispersión a partir de modos
hidrodinámicos

Como se ha puntualizado, el cálculo de los modos hidrodinámicos es uno
de los métodos que llevan a determinar la relación de dispersión, en el marco
de la Hidrodinámica Fluctuante [49], en el cual se considera que las �uctua-
ciones alrededor del equilibrio de las variables dinámicas, satisfacen las ecua-
ciones hidrodinámicas linealizadas. Para realizar dicho cálculo, se retoman las
ecuaciones hidrodinámicas de balance de momento y las ecuaciones de evolu-
ción para ~P y Q, y además consideramos ~u 6= 0, para incluir la ecuación de
conservación de momento [50]-[52]

@ ~P

@t
= � 1

�D

�
~P � �0 ~E

�
+ �1r �Q;

Q+� 1
@Q

@t
= �� (r~u) + �2

�
r~P

�
;

�
@~u

@t
= �rp+r �Q;

en donde p es la presión hidrostática.
Se considera ahora el modo transversal de propagación, es decir, el modo

en el que el vector de onda es ortogonal al vector de velocidad de la onda que
se propaga, pues el modo longitudinal contribuye en intervalos de frecuencia
fuera de la región de relajación dieléctrica bajo estudio, como ya se ha men-
cionado. Se consideran también las �uctuaciones alrededor del equilibrio, es
decir:

� ~E = 0;

para el campo eléctrico, y dado que ~P = ~P0 + � ~P para la polarización,
entonces

~P0 � �0 ~E = 0:
Además

~u = �~u;

para la velocidad.
De esta forma el sistema de ecuaciones �uctuantes queda establecido co-

mo:
@� ~P

@t
= � 1

�D
� ~P + �1r � �Q; (2.25)
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para la evolución de la �uctuación de la polarización,

�Q+� 1
@�Q

@t
= �� (r�~u) + �2

�
r� ~P

�
; (2.26)

para la evolución de la �uctuación del tensor de los esfuerzos, de donde

) r � �Q+� 1
@

@t
r � �Q = ��

2
r2�~u+

�2
2
r2� ~P ;

y por último, considerando r�p = 0 dado que no hay modo longitudinal y
no se dan �uctuaciones en la presión, pues la densidad se considera constante
(� =cte),

�
@�~u

@t
= r � �Q; (2.27)

para las �uctuaciones del momento.
A partir de este sistema de ecuaciones se obtiene, luego de realizar la

trasformada de Fourier-Laplace, la forma matricial del sistema:

0@ �i! + 1
�D

� �1
2

0

�2k
2 1� i!� 1 �k2

0 �1 ��i!

1A
0B@ � ~P (t)�

~k � �Q
�

�~u

1CA =

0@ � ~P (0)
~k � �Q (0)
��~u (0)

1A ;
en donde el determinante del sistema está dado por������

�i! + 1
�D

� �1
2

0

�2k
2 1� i!� 1 �k2

0 �1 �i!�

������ = 0:
Ahora, de la solución al determinante se obtiene la relación de dispersión

del sistema bajo estudio:

k = �

q
�!2 � i�!3� 1 + i�!

�D
+ �!2�1

�Dq
�i�! � 1

2
i�!�1�2 +

�
�D

: (2.28)

Dado que se han planteado condiciones cercanas al equilibrio, se puede
realizar la siguiente aproximación, � (r�~u) � 0. De ahí que se obtenga la
siguiente expresión para la relación de dispersión linealizada

k2 =
� 1
D0

!2 � 1

�DD0

+ i
!

D0

�
1 +

� 1
�D

�
(2.29)
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en dondeD0 = �1�2=2. Aquí puede observarse que es posible de�nir el cuadra-
do de la velocidad de la onda como el cociente D0=� 1, y además que el
cuadrado de la relación de dispersión es una expresión compleja, con una
parte imaginaria.
Cuando la relación de dispersión (ec. (2.28) o ec. (2.29)) se sustituye en

la expresión para la susceptibilidad eléctrica (ec. (2.23)), se encuentra que no
hay concordancia con los datos experimentales. Esto sugiere que el sistema
de ecuaciones considerado en esta sección no es completo, en el sentido de
que dichas ecuaciones representan una aproximación inadecuada a la des-
cripción de la relajación dieléctrica experimental. Planteado así el problema,
en los siguientes capítulos se utilizará un método alternativo para obtener
la relación de dispersión, el cual introduce en la discusión el concepto de
difusión de polarización.

2.7. Función de memoria

En esta sección, la descripción del formalismo de Hidrodinámica Generali-
zada (HG) se establece mediante la determinación de la evolución temporal
de la función de correlación de una variable dinámica molecular, lo cual, jun-
to con el concepto de kernel o función de memoria, ha sido utilizado en el
formalismo de operadores de proyección de Zwanzig y Mori [50] y en la teoría
de respuesta lineal de Kubo [53]. De manera similar, la función de memoria
de segundo orden fue introducida por Mori en el esquema de fracciones con-
tinuas para funciones de correlación [54]. El punto central en la aplicación
del formalismo de funciones de correlación a la relajación dieléctrica, ha sido
entender la fricción dieléctrica en el mecanismo de libración. La aplicación
de dicho formalismo en el campo de la relajación dieléctrica la realizaron
Zwanzig y Nee [55], además de otros autores, los cuales tomaron como punto
de partida el promedio de las �uctuaciones de las torcas interactuantes que
actúan sobre las partículas dipolares [56].
Con el objeto de llegar a un entendimiento y representación de los movi-

mientos moleculares en polímeros amorfos y líquidos que forman vidrios, se
han propuesto funciones de memoria [57] relacionadas con funciones de co-
rrelación de variables dinámicas para describir dichos sistemas. La función de
memoria de primer orden (FOMF) para la evolución de la función de autoco-
rrelación del momento dipolar, se puede interpretar en términos moleculares
considerando la función de correlación de velocidad angular. La función de
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memoria de segundo orden (SOMF) considera la función de correlación de
la aceleración angular, y puede calcularse directamente utilizando los datos
experimentales de la susceptibilidad eléctrica y el algoritmo propuesto por
Díaz-Calleja et al. [58].

2.7.1. Funciones de correlación y de memoria

Se considera la función de autocorrelación normalizada del momento dipo-
lar, para un ensamble de dipolos equivalentes contenidos en un volumen es-
férico macroscópico [59],

� (t) =
h~� (t) � ~� (0)i
h~� (0) � ~� (0)i ; (2.30)

en donde ~� (t) es el momento dipolar dependiente del tiempo.
La función de correlación temporal para un sistema ergódico homogéneo

obedece un sistema de ecuaciones integro-diferenciales acopladas, que con-
tiene funciones de memoria de distinto orden, en donde [59]-[61]

d� (t)

dt
= �

tZ
0

K1 (t� t0)� (t0) dt0; (2.31)

corresponde a una ecuación integro-diferencial para describir la evolución de
la función de correlación. En esta ecuación la función de memoria de primer
orden K1 (t), o primera memoria, es el kernel de memoria del proceso de re-
lajación y contiene la dinámica completa de N-cuerpos como es determinado
por la ecuación de Liouville. También representa el efecto no-Markoviano de
la función de correlación [62], es decir, la dependencia de ésta con todos los
tiempos t0 anteriores al tiempo t.
De acuerdo con Mori [54], es posible representar la evolución temporal

de K1 (t) en términos de la función de memoria de segundo orden K2 (t), o
segunda memoria, por medio de la relación

dK1 (t)

dt
= �

tZ
0

K2 (t� t0)K1 (t
0) dt0; (2.32)

en donde K2 (t), da cuenta de los efectos de retraso producidos por mecanis-
mos internos, que �nalmente representan la dinámica de ensamble promedio
del sistema
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Para considerar la función de correlación en el espacio de frecuencias se
toma la transformada de Laplace de las ecuaciones (2.31) y (2.32), obtenién-
dose

�� (!) =
� (0)

K�
1 (!) + i!

; (2.33)

K�
1 (!) =

K1 (0)

K�
2 (!) + i!

; (2.34)

en donde � (0) y K1 (0) son la función de autocorrelación y la función de
correlación de primer orden al tiempo t = 0, respectivamente. � (0) = 1 por
la condición de normalización.

2.7.2. Relajación dieléctrica y función de autocorrela-
ción del momento dipolar

Se puede obtener la relación entre la función de autocorrelación norma-
lizada del momento dipolar � (t) y la susceptibilidad dieléctrica �(!;k)

�0
de la

siguiente forma.
A partir de la relación de Kubo [47, 53], la polarizabilidad � (!) está dada

por

� (!) =
V 2

3kBT

8<:
�2�� i!
1Z
0

h~� (t) � ~� (0)i e�i!tdt

9=; ; (2.35)

en donde V es el volumen del sistema, kB es la constante de Boltzmann, T
es la temperatura absoluta y h�2i = h~� (0) � ~� (0)i.

Considerando �0 � �1 = V 2

3kBT
h�2i, es posible obtener

� (!; k)� �1
�0 � �1

= �
1Z
0

d

dt

�
h~� (t) � ~� (0)i
h~� (0) � ~� (0)ie

�i!t
�
dt: (2.36)

Por otro lado, la polarizabilidad compleja y la susceptibilidad dieléctrica
en un gas o en una solución diluida de un dieléctrico líquido en un solvente
no-polar, están relacionadas por [63]

� (!; k)

�0
=
" (!; k)� "1
"0 � "1

=
� (!; k)� �1
�0 � �1

: (2.37)
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De esta forma la susceptibilidad dieléctrica está dada en términos de la fun-
ción de autocorrelación normalizada del momento dipolar � (t) como

� (!; k)

�0
= �

1Z
0

d

dt

�
� (t) e�i!t

	
dt;

por lo que
� (!; k)

�0
= 1� i!� (!) : (2.38)

2.7.3. Las funciones de memoria para la relajación die-
léctrica

La respuesta de un material a un campo eléctrico externo puede descri-
birse formalmente en términos de la función de memoria dieléctrica [50]. De
hecho, dentro del marco de la teoría de respuesta lineal, la susceptibilidad
dieléctrica está dada en términos de la función de memoria transformada
~K1 (!; k). Considerando las ecs. (2.33) y (2.38), se obtiene

� (!; k)

�0
=

1

1� i! ~K�1
1 (!; k)

: (2.39)

La memoria dieléctrica transformada tiende al valor de un tiempo de re-
lajación en el límite termodinámico (k ! 0; ! ! 0), lo cual se re�eja en la
teoría de dipolos brownianos de Debye. Este tiempo de relajación está vincu-
lado con la viscosidad rotacional a través de la relación de Stokes-Einstein.
De esta forma

~K1 (!; k) =
1

�D
; (k ! 0; ! ! 0) : (2.40)

Por otro lado, cuando está presente la memoria hidrodinámica, la memo-
ria dieléctrica transformada tiene contribuciones que dependen de k y !,
por las interdependencias que el formalismo ofrece. Tipos diferentes de tales
contribuciones son el efecto inercial, la fricción dieléctrica (contribución de
Nee-Zwanzing) y la difusión de polarización. Todas ellas pueden ser conside-
radas como términos separados en la aproximación lineal, para las distintas
contribuciones de la memoria, es decir [20]

1
~K1 (!; k)

= �D � i!� 1 �
1

~G1 (!)
� k2

i! ~G2
� 1
~G3 (!; k)

: (2.41)
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El primer término del lado derecho de la ecuación es el tiempo de relajación
de Debye, considerado constante, seguido por el término inercial [63]. El
tercer término ( ~G�11 ) representa la fricción dieléctrica determinada por Nee
y Zwanzig [55]. El cuarto término representa la contribución de la difusión
de polarización, correspondiendo ~G2 al inverso del coe�ciente de difusión de
polarización. El último término representa la memoria dieléctrica producida
por el acoplamiento de la relajación de esfuerzos antisimétrica y la difusión
de polarización. La contribución real de este último término a la memoria
dieléctrica, es equivalente a un proceso de difusión acoplado con la relajación
de esfuerzos, con un coe�ciente de difusión dado por el inverso de ~G3.

2.7.4. Cálculo de la función de segunda memoria a par-
tir de datos experimentales de relajación dieléc-
trica

La relación entre la SOMF y la susceptibilidad dieléctrica, está dada a
través de la función de correlación [57, 59, 64, 65], por lo que, sustituyendo
la ec. (2.34) en la ec. (2.33), y sustituyendo a su vez el resultado en la ec.
(2.39) se obtiene,

R� (!) � � (!; k)

�0
=

1

1 + i!
K�
2 (!)+i!

K1(0)

; (2.42)

y la SOMF queda expresada como [66],

K�
2 (!) = K

0
2 (!)� iK 00

2 (!) =
K1 (0) (1�R� (!))

i!R� (!)
� i!:

Las partes real e imaginaria de la SOMF están dadas por,

K 0
2 (!) =

K1 (0)

!

�
R00 (!)

(R0 (!))2 + (R00 (!))2

�
; (2.43)

K 00
2 (!) = �

K1 (0)

!

�
1� R0 (!)

(R0 (!))2 + (R00 (!))2

�
+ !: (2.44)
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2.7.5. Interpretación de la función de segunda memo-
ria

Se puede comparar la ec. (2.42) con la expresión dada por Nee y Zwanzig
para la susceptibilidad dieléctrica compleja, la cual incluye los términos iner-
cial y de fricción generalizada [60, 61, 67]

R� (!) =
1

1� i!2

2kBT
+ i!I

2kBT
�� (!)

;

de donde K1 (0) = 2kBT=I, con I el momento de inercia de una molécula,
por lo que se puede hacer la identi�cación:

K�
2 (!) = �

� (!) :

De esta forma se puede interpretar a la segunda memoria en términos del
mecanismo interno de fricción.
Con lo expuesto en este capítulo se ha precisado el problema de la re-

lajación dieléctrica en materiales poliméricos, y se ha puesto de mani�esto
que las soluciones dadas hasta ahora no explican el comportamiento de la
información experimental. También se ha mostrado la importancia de la de-
terminación de la relación de dispersión del sistema, así como la información
contenida en la SOMF para determinar la dinámica de la libración presente
en el fenómeno de relajación.
En los siguientes capítulos se propondrá un nuevo sistema de ecuaciones

de evolución, del cual se obtendrá un modelo para la susceptibilidad dieléctri-
ca que se aplicará al cis-poliisopreno amorfo y a diversas soluciones poliméri-
cas. También se evaluará la SOMF para dichos sistemas poliméricos.
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Capítulo 3

Estudio de las Bases de la
Relajación Dieléctrica en
Sólidos Amorfos

En este capítulo se propone una jerarquía de ecuaciones de evolución para
las variables internas del sistema, con el propósito de sustituir el conjunto de
dos ecuaciones de evolución establecido en el capítulo anterior, para obtener
un nuevo modelo de la susceptibilidad eléctrica. Dicha jerarquía de ecua-
ciones representa los efectos inducidos por las inhomogeneidades espaciales
en el sistema dipolar, y los incluye a través de términos tensoriales de alto
orden, correspondientes a variables internas en el sistema, como se verá más
adelante.
En la primera sección del capítulo se resuelve el sistema de ecuaciones

acopladas propuesto mediante la de�nición de la función Hn (k; !), la cual
representa la contribución de una fracción continua in�nita.
Al resolver el sistema de ecuaciones mencionado en el espacio transfor-

mado, aparece un término que generaliza la expresión para la susceptibilidad
eléctrica de Debye, el cual se identi�ca como el coe�ciente complejo de di-
fusión de polarización. La difusión de polarización se interpreta como un
mecanismo de relajación de esfuerzos en el material. Esto se trata en la sec-
ción 3.2 del presente capítulo.
El coe�ciente complejo de difusión de polarización está determinado por

tres parámetros, a saber: el coe�ciente de difusión de polarización D0, el
tiempo característico de la respuesta mecánica � 1 (el cual es un parámetro que
se obtiene de la relación entre tiempos de relajación mecánico y dieléctrico,

29



y se calcula a partir de información experimental, por lo que su valor está
determinado), y la distancia característica de difusión de polarización lc. De
esta forma, la expresión resultante para la susceptibilidad eléctrica constituye
un modelo de dos parámetros libres,D0 y lc. Dichos parámetros son evaluados
en la sección 3.3.
En la sección 3.4 se determina la relación de dispersión en el sistema

dipolar, lo cual, junto con los modelos para la susceptibilidad eléctrica y el
coe�ciente complejo de difusión de polarización, constituye el aporte medular
de este trabajo de tesis al estudio de la relajación dieléctrica en materiales
poliméricos.
Por otro lado, en la sección 3.5, se determina el coe�ciente complejo de

difusión de polarización para un sistema polimérico en particular, mientras
que en la sección 3.6 se presenta su segunda memoria. Por último, se realiza
una discusión de los resultados obtenidos.
En las secciones 3.4, 3.5 y 3.6, el modelo para la susceptibilidad eléctrica

se aplica al estudio de la relajación dieléctrica en cis-poliisopreno en su fase
sólida amorfa. La razón para la elección de materiales poliméricos en este es-
tudio es que presentan dos bandas de relajación muy bien de�nidas, además
de que la parte imaginaria de la constante dieléctrica en estas sustancias
presenta dos picos que exhiben una dispersión muy marcada, lo cual no ha
podido ser explicado teóricamente hasta ahora y en este trabajo esta carac-
terística es atribuida al efecto de la difusión de polarización, determinada por
D� = D� (!). Así, el modelo propuesto para la susceptibilidad eléctrica se
puede aplicar de manera conveniente a cada uno de los modos de relajación
que presentan dichos materiales.
En el siguiente capítulo el estudio será extendido para abordar el problema

de las soluciones poliméricas.

3.1. Modelo para la susceptibilidad

Con el propósito de generalizar el conjunto de ecuaciones acopladas ecs.
(2.13) y (2.14) presentadas en el capítulo anterior, se hace notar que la evolu-
ción de las �uctuaciones del tensor de los esfuerzos �Q, está gobernada por el
gradiente de la �uctuación de la polarización y las contribuciones de tensores
de alto orden, las cuales representan todos los efectos inducidos por inhomo-
geneidades espaciales. Estos tensores de alto orden son considerados, dado
que el tiempo de relajación que corresponde a cada uno de ellos no puede
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ser más pequeño que el tiempo de colisión para las partículas en el sistema.
De esta forma, cuando la frecuencia es lo su�cientemente alta como para ser
comparable al inverso del tiempo de relajación de � ~P y de �Q, los términos
de alto orden se comportan como variables independientes y deben de ser
incorporados en el formalismo, con el �n de describir procesos a frecuencias
altas, como los que comprende el intervalo considerado en este trabajo para la
relajación dieléctrica. La ecuación de evolución propuesta para �Q(n) de�ne
una jerarquía de ecuaciones de acuerdo a (ver [68] y Apéndice A)�

1 + �n
d

dt

�
�Q(n) = �nr � �Q(n+1) + nr�Q(n�1); (3.1)

n = 3; 4; : : :

Aquí �Q(n) es un tensor sin traza de orden n. Las componentes diago-
nales o longitudinales no se incluyen, pues éstas representan la difusión de
polarización producida por las cargas de polarización, las cuales contribuyen
al espectro de altas frecuencias, lejos del intervalo en donde se presentan los
modos de relajación alfa (�) y normal (N). Esta es la razón por la cual no
es considerado el modo de relajación longitudinal, de modo que sólo estudia-
remos la difusión en los modos de relajación transversales normal (N) y �.
Cabe mencionar que expresiones como la ec. (3.1), han sido utilizadas en el
contexto de problemas de propagación de ultrasonido en gases monoatómicos
y propagación de fonones en cristales dieléctricos a bajas temperaturas, por
T. Dedeurwaerdere et al. [69].
La colección de tensores �Q(n) (n = 3; 4; : : :) de�ne un conjunto de va-

riables consideradas como internas en el formalismo de la Termodinámica
Irreversible (incluyendo las teorías extendida y mesoscópica [69]-[71]), el cual
conviene introducir para tomar en cuenta efectos locales eléctricos que no
pueden ser formulados directamente con variables independientes [72]. Al-
gunos de los esquemas termodinámicos detrás de este formalismo, han sido
discutidos en términos de una jerarquía de variables internas en el trabajo
de Jou et al. [70] para el caso de un sistema en el que se presenta conducción
de calor, y también en términos de una jerarquía de ecuaciones hidrodinámi-
cas acopladas en Santamaría-Holek et al. [73]. Jou et al. encontraron que la
inclusión de derivadas temporales de alto orden es necesaria para describir
procesos a altas frecuencias, y la inclusión de derivadas espaciales, también
de alto orden, es necesaria para describir procesos en distancias cortas.
Ahora, tomando la transformada de Fourier-Laplace de las ecs. (2.13, 2.14
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y 3.1), se sustituye la ecuación resultante para el tensor �Q(n) en la corres-
pondiente a �Q(n�1), y así se procede hasta sustituir la ecuación para �Q(3)

en la ecuación para �Q y, por último, se sustituye la expresión resultante
en la ecuación para � ~P . De esta última ecuación y utilizando la siguiente
expresión para la transformada de la �uctuación del vector de polarización
(ec. (2.17))

� eP (k; !) = �ik� (k; !) �e� (k; !) ; (3.2)

en donde � (k; !) es el tensor susceptibilidad, se encuentra que

�� (k; !) =
�0

1 + i!�D +
�01k

2

1+i!�1+Hn(k;!)

: (3.3)

Aquí Hn (k; !) está de�nida de la siguiente manera

Hn (k; !) =
l21k

2

1 + i!� 2 +
l22k

2

1+i!�3+::

; (3.4)

en donde, l21 = �12, l
2
2 = �23, y la relación l

2
n = �nn+1 se utilizó para

n = 3; 4; : : :
Hacemos notar que la susceptibilidad eléctrica expresada por la ec. (3.3)

satisface el límite � (k; !) = �0 cuando ! y k ! 0:

Ahora se considera el siguiente esquema. Se de�ne Hn (k; !) =
�n(k;!)
�0

;

en donde �n (k; !) es una función de orden n, la cual aproxima a la función
� (k; !) en el límite asintótico. Así, se encuentra que

l��m
n!1

Hn(k; !) = H1 (k; !)

entonces, de las ecs. (3.3 y 3.4)

H1 (k; !) =
l2ck

2

1 + i!� 1 +H1 (k; !)
; (3.5)

en donde lc es interpretada como una distancia característica.
La solución para H1 (k; !) en la ec. (3.5), está dada por

H1(1;2) =
� (1 + i!� 1)�

q
(1 + i!� 1)

2 + 4 l2ck
2

2
; (3.6)
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en donde se considera el signo positivo frente a la raíz cuadrada, dado que
H1 (k; !) � 0 y H1 (k; !) = 0 debe de obtenerse si lc = 0.
De esta forma, el término r � �Q(n) representa las inhomogeneidades es-

paciales de �Q(n), las cuales son responsables de inducir inhomogeneidades
en la polarización. Cabe hacer notar que el número de onda k que aparece
en el sistema de ecuaciones acopladas (ec. (3.1)), no se re�ere al número de
onda correspondiente al campo eléctrico en el medio, sino al número de onda
de la onda mecánica caracterizada por k (!), que el campo eléctrico alter-
nante produce en el sistema dieléctrico. El considerar al número de onda k
(o, equivalentemente, al vector de onda ~k), como el correspondiente al campo
eléctrico, conduce a resultados físicos contradictorios en las propiedades del
sistema que se determinan en este trabajo.
En la siguiente sección se introduce el concepto de coe�ciente complejo de

difusión de polarización, en el contexto del modelo hasta aquí desarrollado.

Polímero 10�3 Mw �D (s) D0 (cm
2=s) lc (cm)

PI-02 1.56 3.10 x 10�6 3.63 x 10�8 3.36 x 10�7

PI-03 2.64 1.91 x 10�5 9.98 x 10�9 4.37 x 10�7

PI-05 4.84 1.83 x 10�4 1.92 x 10�9 5.92 x 10�7

PI-14 13.50 1.05 x 10�3 9.30 x 10�10 9.90 x 10�7

PI-32 31.6 2.15 x 10�2 1.07 x 10�10 1.51 x 10�6

PI-53 52.9 2.70 x 10�1 1.42 x 10�11 1.96 x 10�6

Cuadro 3.1: Parámetros del modelo para el modo de relajación normal en
cis-poliisopreno (PI) [38]. Aquí � 1 = �D.

3.2. El coe�ciente complejo de difusión de po-
larización

La identi�cación del coe�ciente complejo de difusión de polarización se
puede realizar de la siguiente manera. Se considera la ec. (2.14) y se sustituye
en la ec. (2.13). Además se supone d

dt
Q = 0, con el �n de obtener una ecuación

para ~P . Esto conduce a la ecuación de Debye con un operador Laplaciano y
su coe�ciente se identi�ca como D0 = �01�

�1
D (ver Apéndice C).

Por otro lado, la susceptibilidad eléctrica es un tensor con dos compo-
nentes independientes, la longitudinal y la transversal. Para el modo normal
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Polímero 10�3 Mw �D (s) D0 (cm
2=s)

PI-02 1.56 1.18 x 10�8 2.12 x 10�7

PI-03 2.64 1.87 x 10�8 1.34 x 10�7

PI-05 4.84 2.35 x 10�8 1.06 x 10�7

PI-14 13.50 3.03 x 10�8 8.24 x 10�8

PI-32 31.6 3.33 x 10�8 7.52 x 10�8

PI-53 52.9 2.64 x 10�8 9.46 x 10�8

Cuadro 3.2: Parámetros del modelo para el modo de relajación � en cis-
poliisopreno [38]. Aquí lc = 5.00 x 10�8 cm y � 1 = 1.8�D.

(simétrico), la contribución a la difusión de polarización aparece en las dos
componentes, y para el modo de relajación � (antisimétrico) dicha contribu-
ción aparece sólo en la componente transversal. Sin embargo, debido a la
forma en que usualmente se realizan los experimentos de relajación dieléc-
trica, sólo es necesario tomar en cuenta la componente transversal. Por lo
tanto, de la ec. (3.3)

��T

�
!;~k

�
�0

=
1

1 + i!�D + �DD�
�
!;~k

�
k2
; (3.7)

en donde, después de sustituir la ec. (3.6) en la ec. (3.3), el coe�ciente com-
plejo de difusión de polarización queda de�nido por

D�
�
!;~k

�
= D0 � iD00 =

2D0

1 + i!� 1 +
q
(1 + i!� 1)

2 + 4l2ck
2

: (3.8)

Con este resultado la selección ya hecha del signo positivo frente a la
raíz cuadrada es corroborada, puesto que un signo negativo llevaría a la
divergencia del coe�ciente de difusión para el límite k ! 0.
El signi�cado físico del coe�ciente complejo de difusión de polarización

es el siguiente. La parte real es el coe�ciente de difusión dependiente de la
frecuencia, relacionado con el transporte de polarización local en el mate-
rial. Suponemos que el origen de este proceso se debe a las �uctuaciones de
la densidad, las cuales producen inhomogeneidades espaciales locales en la
distribución de dipolos, lo que induce difusión de polarización. La regresión
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de las �uctuaciones se da mediante la difusión traslacional de las moléculas
dipolares para relajar las inhomogeneidades espaciales, y las inhomogenei-
dades del campo de polarización local [28]. La difusión de la polarización es
un mecanismo independiente de la relajación estructural en la relajación de
Debye, en donde los dipolos sólo sufren el efecto del campo externo y no las
interacciones con el material. Sin embargo, los dipolos realmente se acoplan a
la estructura del material y entonces ocurre que el mecanismo de relajación
es mecánico, ya que los dipolos por sí mismos no afectan la relajación es-
tructural (relajación que no es de tipo Debye) [74]. Esto se ha considerado
antes [75, 76], pero no de manera sistemática, y no se ha tomando en cuenta
el acoplamiento de efectos dipolares y mecánicos, para describir las bandas
de absorción, en la respuesta de la constante dieléctrica de un sistema a
un campo eléctrico externo. Por otro lado, la parte imaginaria representa la
disipación de energía relacionada al proceso de difusión de polarización.

Polímero �D (s) � difusivo (s) � disipativo (s)

PI-02 3.10 x 10�6 4.60 x 10�6 2.91 x 10�6

PI-03 1.91 x 10�5 2.43 x 10�4 1.40 x 10�5

PI-05 1.83 x 10�4 1.42 x 10�3 1.43 x 10�4

PI-14 1.05 x 10�3 1.19 x 10�2 8.69 x 10�3

PI-32 2.15 x 10�2 5.54 x 10�1 1.59 x 10�2

PI-53 2.70 x 10�1 2.77 2.18 x 10�1

Cuadro 3.3: Tiempos característicos para el modo de relajación normal en
cis-poliisopreno.

Desde un punto de vista matemático, la expresión teórica para el coe�-
ciente complejo de difusión es resultado del modelo propuesto para la suscep-
tibilidad dieléctrica. Dicha expresión depende de los parámetros D0, � 1 y lc,
en donde D0 de�ne la altura del máximo en la grá�ca de la parte imaginaria
del coe�ciente complejo, y para lc = 0, � 1 determina la posición del máximo.
Así, lc modi�ca la posición de dicho máximo.
Se procede ahora a la evaluación de los parámetros que aparecen en la

expresión para el coe�ciente complejo de difusión de polarización, ec. (3.8).
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Polímero 108�D (s) 108� difusivo (s) 108� disipativo (s)

PI-02 1.18 1.50 1.63
PI-03 1.87 2.48 2.34
PI-05 2.35 2.82 2.91
PI-14 3.03 3.51 3.85
PI-32 3.33 3.75 4.08
PI-53 2.64 3.94 2.98

Cuadro 3.4: Tiempos característicos para el modo de relajación � en cis-
poliisopreno.

3.3. Evaluación del coe�ciente de difusión de
polarización y de la distancia caracterís-
tica

Hasta este punto es necesario enfatizar que la descripción de la relajación
dieléctrica dada consiste en un modelo de dos parámetros libres, es decir D0

y lc, puesto que � 1 es un parámetro que se obtiene a partir del valor de �D,
como se indica más adelante, y �D es un tiempo de relajación que se obtiene
del experimento. A continuación realizaremos su identi�cación y evaluación.
Tal como han establecido Hubbard y Stiles, el coe�ciente de difusión de

polarización a ! = 0 puede considerarse igual al coe�ciente de autodifusión
[26, 29].
Para el modo normal de relajación, en el caso de polímeros lineales, el

coe�ciente de difusión es proporcional al cuadrado de la distancia extremo-
extremo (�0), e inversamente proporcional al tiempo de Rouse para solu-
ciones, o al tiempo de reptación para polímeros fundidos [77]-[80],

D0 =
�20
� 1
: (3.9)

Debe de hacerse notar que para el modo normal el tiempo característi-
co de la respuesta mecánica � 1 es igual a �D, debido a que en este modo
de relajación ambos tiempos están relacionados con la dinámica del vector
extremo-extremo de las moléculas poliméricas.
El coe�ciente de difusión D0 es una cantidad que depende del peso mole-

cular (Mw) de la siguiente forma [81]
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D0 = A (Mw)
�(m�1) ; (3.10)

en dondem es una potencia de escalamiento del peso molecular en la relación
entre D0 y el tiempo característico de difusión, y A es una constante de
proporcionalidad.

Figura 3.1: Logaritmo del valor absoluto de [D� (!) k2]exp vs. el logaritmo
del producto de la frecuencia y �D, a partir de datos experimentales, para
el modo normal de relajación en cis-poliisopreno. El código indica el peso
molecular promedio en kg mol�1.

Para el modo de relajación �, en el caso de sistemas que forman vidrios,
el coe�ciente de difusión es proporcional al cuadrado del valor medio de la
distancia de separación de las inhomogeneidades espaciales lc. Por otra parte,
D0 es inversamente proporcional al tiempo de relajación de Debye [82], con
lo que se tiene

D0 =
l2c
�D
: (3.11)
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Figura 3.2: Logaritmo del valor absoluto de [D� (!) k2]exp vs. el logaritmo
del producto de la frecuencia y �D, a partir de datos experimentales, para el
modo � de relajación en cis-poliisopreno. El código indica el peso molecular
promedio en kg mol�1.

La longitud característica, o valor medio de la distancia de separación
de las inhomogeneidades espaciales, se estima considerando la separación
mínima entre planos moleculares en el estado amorfo. Los datos obtenidos
mediante rayos X para la longitud característica en moléculas poliméricas,
dan un valor de lc � 5 �A [83].
Los valores de � 1 fueron calculados utilizando la relación � 1 = 1.8�D ,

en base a las consideraciones mencionadas a continuación. Se asumió que
la razón entre los tiempos de relajación mecánicos y dieléctricos permanece
constante para polímeros amorfos, dado que el pico de pérdida en la relajación
�, para el espectro del esfuerzo mecánico cortante, está recorrido hacia altas
frecuencia en menos de una década respecto del pico del espectro dieléctrico,
en una grá�ca log-log [84]-[86]. Esto se ha considerado con el �n de determinar
el valor del parámetro � 1. Por otro lado, la relación entre � 1 y �D proporciona
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Figura 3.3: Curva maestra para el logaritmo de la parte real de la relación
de dispersión (l2ck

2 vs. !�D), para el modo de relajación normal en cis-
poliisopreno. La curva fue obtenida mediante la evaluación numérica indi-
cada en la ec. (3.14). El promedio de las pendientes a frecuencias altas es
r = 0.93:

un número representativo con el �n de obtener resultados consistentes, como
se establece en la siguiente sección.
Los valores obtenidos de D0 y lc, para los modos de relajación N y � en

cis-poliisopreno [38], están dados en las tablas 3.1 y 3.2.

3.4. Cálculo de la relación de dispersión

De los datos experimentales para la constante dieléctrica compleja y usan-
do la ec. (3.7), se calculó el producto del coe�ciente de difusión complejo y el
vector de onda al cuadrado mediante el siguiente algoritmo, el cual constituye
una forma novedosa de presentar los datos de relajación dieléctrica, además
de que se utiliza para determinar la relación de dispersión, como se verá más

39

5 • PI-02 
D PI-03 

4 • PI-OS 
O PI-14 

3 • PI-32 
é:,. PI-53 

2 
--. 
~ 

" 1 
~ 
o::: 
Oí O 

-º 
-1 

-2 

-3 

-2 -1 O 2 3 

109((01:
0

) 



Figura 3.4: Curva maestra para el logaritmo de la parte real de la relación de
dispersión (l2ck

2 vs. !�D), para el modo de relajación � en cis-poliisopreno.
La curva fue obtenida mediante la evaluación numérica indicada en la ec.
(3.14). El promedio de las pendientes a frecuencias altas es r = 1:

adelante

�
D� (!) k2

�
exp
=
1

�D

R0�
(R0)2 + (R00)2

� � 1

�D
+ i

�
1

�D

R00

(R0)2 + (R00)2
� !

�
;

(3.12)
en donde

R� (!) = R0 (!)� iR00 (!) = "� (!)� "1
"� "1

=
��T (!)

�0
: (3.13)

El comportamiento de la cantidad [D� (!) k2]exp para el cis-poliisopreno se
muestra en las �gs. 3.1 y 3.2, para los modos de relajación N y �, respectiva-
mente. El inverso de dicha cantidad es el tiempo de difusión de polarización,
o tiempo difusivo. Por otra parte, el inverso de la frecuencia para la cual la
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Figura 3.5: Parte real del coe�ciente complejo de difusión de polarización
para el modo de relajación normal en cis-poliisopreno. La separación de
las curvas re�eja la variación del peso molecular de las distintas muestras.
Se comparan los puntos obtenidos del experimento mediante la ec. (3.12)
(símbolos) con el modelo teórico, ec. (3.8) (línea continua), y con el mismo
modelo considerando lc = 0 (línea punteada). El promedio de las pendientes
a frecuencias altas es r = �0.82:

pendiente de la curva cambia su valor, puede seleccionarse como un valor
característico de este tiempo difusivo y se denota como � difusivo. Es de hacer
notar que � difusivo es mayor que �D. Esto puede re�ejar el tiempo requeri-
do para la evolución en distancias largas, comparadas con lc, del proceso
de difusión de polarización (ver � difusivo en las tablas 3.3 y 3.4). Particular-
mente, para el modo de relajación N, el tiempo de difusión es de un orden
de magnitud mayor que el rotacional o tiempo de Debye.
La relación de dispersión k = k (!) como número complejo se obtiene

considerando la ec. (3.8) (�gs. 3.3 y 3.4). Para este �n, los valores dados por
[D� (!) k2]exp, mediante la ec. (3.12), y la expresión teórica correspondiente
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Figura 3.6: Parte real del coe�ciente complejo de difusión de polarización para
el modo de relajación � en cis-poliisopreno. Se comparan los puntos obtenidos
del experimento mediante la ec. (3.12) (símbolos) con el modelo teórico, ec.
(3.8) (línea continua), y con el mismo modelo considerando lc = 0 (línea
punteada). El promedio de las pendientes a frecuencias altas es r = �1.48:

se igualan, es decir

�
D� (!) k2 (!)

�
exp
=

2D0k
2 (!)

1 + i!� 1 +
q
(1 + i!� 1)

2 + 4l2ck
2 (!)

; (3.14)

en donde todas las cantidades son conocidas, excepto k = k (!), la cual
representa una expresión compleja implícita, como puede verse del hecho de
que k2 está tanto en el numerador como dentro de la raíz cuadrada en la ec.
(3.14). Así, se hace necesario proceder mediante la evaluación numérica para
cada frecuencia, para de esta forma obtener una representación numérica de
la función compleja k2 (!) = Refk2g+ i Imfk2g:
Ahora, considerando la parte real de la relación de dispersión, se puede
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Figura 3.7: Parte imaginaria del coe�ciente complejo de difusión de polariza-
ción para el modo de relajación normal en cis-poliisopreno. La separación de
las curvas re�eja la variación del peso molecular de las distintas muestras. Se
comparan los puntos obtenidos mediante la ec. (3.12) (símbolos) con el mo-
delo teórico, ec. (3.8) (línea continua), y con el mismo modelo considerando
lc = 0 (línea punteada). El promedio de las pendientes a frecuencias bajas es
r = 0.81, mientras que el de frecuencias altas es r = �0.66:

observar en las �gs. 3.3 y 3.4 que en la región de frecuencias altas la curva
puede representarse de la siguiente forma (comparar con la ec. (2.24))

Refk2 (!)g = A!2r; (3.15)

en donde A y r son cantidades obtenidas mediante ajuste de la expresión
Refkg = k(!) obtenida de la ec. (3.14). Generalmente el valor r = 1 está
relacionado con la propagación de ondas elásticas en el medio. Por otro lado,
desde el punto de vista teórico, el conjunto de las soluciones k = k (!) de
un sistema cerrado de ecuaciones diferenciales dado en el formalismo de la
hidrodinámica generalizada, incluye el valor r = 1 como un caso particular.
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Figura 3.8: Parte imaginaria del coe�ciente complejo de difusión de polari-
zación para el modo de relajación � en cis-poliisopreno. Se comparan los
puntos obtenidos mediante la ec. (3.12) (símbolos) con el modelo teórico,
ec. (3.8) (línea continua), y con el mismo modelo considerando lc = 0 (línea
punteada). El promedio de las pendientes a frecuencias bajas es r = 0.46,
mientras que el de frecuencias altas es r = �0.81:

Si r 6= 1 se presenta el caso sobreamortiguado, como se discute más adelante.
Antes de pasar a la discusión de los resultados encontrados, se hace notar

que k2 (!) = Refk2g+i Imfk2g y k (!) = Refkg+i Imfkg están relacionadas,
en cuanto a números complejos, por

Refk2g = (Refkg)2 � (Imfkg)2 (3.16)

y
Imfk2g = �2Refkg Imfkg: (3.17)

Esto resulta en la interpretación física de las partes real e imaginaria de la
relación de dispersión, como se puntualizará más adelante.
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Figura 3.9: Parte real de la segunda memoria (ec. (2.43)) en el modo nor-
mal de relajación para cis-poliisopreno. Datos tomados de D. Boese et al.
[87]. T=263.9, 272.5, 283.7, 297.7, 324.4, 341.7, 359.4, 376.6. T está dada en
Kelvin. La línea continua aparece sólo como guía.

3.5. Cálculo del coe�ciente complejo de di-
fusión de polarización

Hasta este punto se conocen la relación de dispersión k2 (!), el coe�ciente
de difusión D0 y la distancia característica lc: Así, la ec. (3.8) puede usarse
para obtener el coe�ciente complejo de difusión de polarización. Sus partes
real e imaginaria se muestran en las �gs. 3.5 y 3.7 para el modo de relajación
normal. De manera similar, las partes real e imaginaria de dicho coe�ciente
se muestran en las �gs. 3.6 y 3.8 para el modo de relajación �. Éstas grá�cas
muestran las características generales de las partes real e imaginaria de un
módulo eléctrico o viscoelástico. La parte real comienza con una meseta a
bajas frecuencias, y el cambio de pendiente en la curva coincide con el máximo
de la parte imaginaria. Esta propiedad se presenta tanto para el modo de
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relajación normal como para el modo �.
Particularmente, en las �gs. 3.5-3.8, los puntos obtenidos mediante la ec.

(3.12) y el modelo teórico están representados por medio de símbolos y líneas,
respectivamente. Los valores de [D0 (!)]exp y [D

00 (!)]exp fueron determinados
mediante el uso de las siguientes relaciones:�

D� (!) k2
�
exp
= [D� (!)]exp k

2;

[D� (!)]exp = [D
0 (!)]exp � i [D00 (!)]exp :

Los resultados teóricos fueron obtenidos usando la ec. (3.8), la cual cons-
tituye el modelo de dos parámetros.
En las tablas 3.3 y 3.4, se muestra el tiempo característico para la difusión

de polarización (� disipativo). Éste representa la posición del máximo de la parte
imaginaria del coe�ciente complejo de difusión de polarización, tanto para el
modo de relajación normal como para el modo �.

3.6. Determinación de la segunda memoria

En las �gs. 3.9 y 3.10, se presentan los resultados de la evaluación de la
función de segunda memoria en el espectro de relajación dieléctrica, asociada
al modo normal de polímeros tipo A en la clasi�cación de Stockmayer, para
el PI, a partir de las ecs. (2.43) y (2.44).

3.7. Resultados y discusión

En vista de los resultados reportados en las últimas secciones para el cis-
poliisopreno, se pueden discutir varios aspectos. En cuanto a la determinación
de la relación de dispersión, se encontró que la pendiente de dicha grá�ca en
la región de altas frecuencias, para el modo de relajación N en PI es r = 0.93
(ver ec. (3.15)). En cambio, para el modo de relajación �, r = 1.
Los resultados para la relación de dispersión, de acuerdo con la ec. (3.15)

se muestran en las �gs. 3.3 y 3.4. En ellas se representa el logaritmo de la
parte real del producto l2ck

2 contra el logaritmo de !�D. Es de hacer notar que
en cada �gura sólo existe una curva, la cual representa la superposición de
varios conjuntos de datos en una curva maestra. Esto signi�ca que el producto
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Figura 3.10: Parte imaginaria de la segunda memoria (ec. (2.44)) en el modo
normal de relajación para cis-poliisopreno. Datos tomados de D. Boese et al.
[87].T=263.9, 272.5, 283.7, 297.7, 324.4, 341.7, 359.4, 376.6. T está dada en
Kelvin. La línea continua aparece sólo como guía.

l2ck
2 es una constante para cualquier frecuencia, independientemente de las

características de la muestra.
Asimismo, en las �gs. 3.3 y 3.4, se de�ne una frecuencia de transición

como !D = ��1D , la cual separa la región de alta frecuencia (! > !D) de la
región de baja frecuencia (! < !D).
Para el modo � (�g. 3.4), en la región de alta frecuencia se tiene r = 1 (ca-

so de onda plana), lo que implica la propagación de la perturbación mecánica
en el material a la velocidad ~vs. La naturaleza de este fenómeno ondulatorio
puede analizarse considerando la ecuación de evolución para la autocorrela-
ción de esfuerzos. La ecuación de�ne la propagación de dicha correlación, de
acuerdo con la expresión de la velocidad dada en la ec. (B.4) del Apéndice B.
Dado que esta relación proviene de la ecuación de evolución de los esfuerzos,
la naturaleza de este efecto de propagación no tiene un origen electromag-
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nético, sino que su origen es mecánico. Este hecho es consistente con las
siguientes ideas consideradas en este trabajo:
a) Desde el punto de vista electromagnético no existen ondas en el mate-

rial, dado que no hay efecto de retardo en la propagación de la perturbación
electromagnética, pues la velocidad de la onda puede considerarse in�nita
dentro del material (límite electrostático).
b) El coe�ciente de difusión de polarización tal como se de�ne en la ec.

(3.8) considera una distancia característica asociada al reacomodo del medio,
el cual es inducido por el comportamiento de los esfuerzos locales. La propa-
gación de esas �uctuaciones es resultado de las propiedades elásticas del
medio.
Por lo tanto, considerando la propagación de las �uctuaciones como un

efecto mecánico, y el vector de onda k proporcional a la frecuencia angular, en
la relación de dispersión, entonces la velocidad v puede identi�carse como la
velocidad del sonido, y este fenómeno puede ser apropiadamente identi�cado
como un modo tipo Fisher [88, 89]. Así, este efecto puede ser considerado
electroacústico.
Por otra parte, en la región de baja frecuencia para el modo � (! < !D)

en la �g. 3.4, no se presenta dicho efecto dado que el valor de r comienza en
cero y, cerca de la frecuencia de transición !D, cambia rápidamente a uno.
Esta región se aprecia como una transición al modo Fisher.
Con respecto a la relajación normal en la región de baja frecuencia (�g.

3.3), ésta muestra un comportamiento idéntico a su contraparte en el modo �,
lo que implica que no se presenta propagación de las perturbaciones mecáni-
cas en esta región (caso sobreamortiguado), pues además de que la relación
de dispersión tiene un exponente fraccional para la frecuencia en esta región,
la parte imaginaria de dicha cantidad tiene una contribución importante, lo
que representa un atenuamiento en la amplitud de tales perturbaciones.
Para la región de alta frecuencia (! > !D) en la �g. 3.3 para el modo

de relajación normal, la relación de dispersión resultante tiene un exponente
fraccional y su interpretación no es tan directa como en el caso de la relajación
�. En consecuencia, la velocidad de propagación (es decir, la velocidad de
fase de las ondas) no está de�nida como la ordenada al origen en la grá�ca
mencionada. Este caso podría interpretarse como de �uctuaciones que no se
propagan, quizás relacionado al carácter sublineal de la difusión en el modo
normal, como puede verse en la ec. (3.10) considerando m� 1 � 3.
El valor de la velocidad del sonido en el modo � de relajación está de�nido

por el valor de A en la ec. (3.15) cuando r = 1. Al comparar dicho valor con
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el obtenido mediante la ec. (B.4) del Apéndice B, se obtiene una discrepancia
de casi 20%. Por otra parte, los valores referidos de la velocidad del sonido
obtenidos con el valor de A en la ec. (3.15), son consistentes con los valores
del número de onda dados por Sills et al. [90], quienes establecen que procesos
de largo alcance (los modos Fischer) pueden acoplarse con la relajación de
modo �, produciendo disipación de energía en dominios del orden de decenas
de nanómetros.
También, de la ec. (2.29), k2 es en general un número complejo, de ahí

que pueda presentarse una parte imaginaria de dicha cantidad. Sin embargo,
considerando la restricción de que los valores de � 1 estén dentro del intervalo
1.4 � �1

�D
� 2.2, se encuentra que la parte imaginaria sólo alcanza un valor

del 6% respecto al valor de la parte real. En el siguiente capítulo se presentan
casos en los que dicha contribución también es despreciable.
Por otra parte, en las �gs. 3.5-3.8 las líneas punteadas se incluyen para

representar el modelo para el caso lc = 0. La diferencia entre las líneas
punteadas y las continuas, hace patente que el efecto de dispersión observado
en la susceptibilidad eléctrica experimental es originado por el acoplamiento
viscoelástico, el cual determina la difusión de polarización.
La dependencia en el peso molecular de las partes real e imaginaria de

la difusión de polarización aparece en el modo de relajación normal, y actúa
como un parámetro que separa las curvas.
En el modo de relajación � no se observan dependencias con el peso

molecular, y la separación de las curvas es debida a la estructura química, la
cual in�uye en la difusión de polarización.
En lo que respecta al análisis de la segunda memoria, éste se aplicó a

la región de frecuencias correspondiente a la región normal de relajación
dieléctrica, y se determinó, la presencia de un máximo relativo o pico en la
parte imaginaria de la SOMF (�g. 3.10). También se observan los cambios
correspondientes de pendiente en la parte real de dicha SOMF (�g. 3.9).
Este pico se de�ne claramente para las curvas correspondientes a los mayores
pesos moleculares reportados.
Así como ocurre un cambio de pendiente de la viscosidad con el peso

molecular respecto a unMC (peso molecular crítico para que se tengan inter-
acciones de entrecruzamiento entre cadenas), donde para Mw < MC se satis-
face la dependencia prevista por el modelo de Rouse-Zimm y paraMw > MC

se sigue un comportamiento de potencia con valor mayor a 3 (ver [48]), tam-
bién se tiene un cambio de comportamiento en las propiedades de la segunda
memoria asociado a la transición entre las regiones de peso molecular alto
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y bajo. Estas propiedades, que se encuentran relacionadas con la segunda
memoria de la relajación normal, siguen dicho patrón, con un valor de po-
tencia del mismo orden del reportado entre la viscosidad y el peso molecular.
Estas características se resumen en los siguientes puntos:
1) se establece una relación de potencia entre el valor de la frecuencia del

máximo de la banda de libración !m�ax, con el peso molecularMw. Se encuen-
tra que dicha potencia es del orden de la correspondiente a la viscosidad, la
cual para estos polímeros es de n = 4, si Mw > MC , y
2) se reporta una relación de potencia entre el valor del máximo de la

banda de libración (es decir K 00
2m�ax (!)) y el peso molecular Mw, en la cual

n = 4, como en el inciso anterior. El valor del máximo de la banda de libración
está relacionado con la intensidad de las �uctuaciones de la torca producida
por interacciones dipolares.
Por último, en cuanto al análisis realizado a la región de frecuencias en las

que se presenta la relajación alfa, se observó que, tanto la parte imaginaria
como la parte real de la segunda memoria, exhiben un comportamiento lineal
en la grá�ca log-log, es decir, no se presenta un máximo o pico en la parte
imaginaria de la segunda memoria en dicha región de frecuencias, lo cual
coincide con la regla de visualización de la segunda memoria, reportada en
el trabajo de L. F. del Castillo et al. [62], en el que se determina que para
dicha visualización se requiere de un parámetro 1 � �, de la ecuación de
Havriliak-Negami, mayor ó igual a 0.8.
En el siguiente capítulo se tratarán los sistemas constituidos por solu-

ciones poliméricas.
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Capítulo 4

Estudio de las Bases de la
Relajación Dieléctrica en
Soluciones Poliméricas

En este capítulo se estudian los modos de relajación normal y alfa en solu-
ciones poliméricas. Las soluciones que se estudiarán en este capítulo están
constituidas por dos componentes: el solvente y las macromoléculas. Estas úl-
timas están formadas por moléculas poliméricas, las cuales están suspendidas
en el solvente y son consideradas otra fase.
Se aplicará el modelo presentado en el capítulo anterior, con algunas modi-

�caciones, para describir la relajación dieléctrica, considerándose el efecto de
la concentración en los parámetros del modelo. Las soluciones poliméricas ba-
jo estudio son las siguientes: poli(2,6-dicloro-1,4-fenileno óxido) en cloroben-
zeno, poli(2,6-dimetil-1,4-fenileno óxido) en benzeno, poli(propilen óxido) en
benzeno, y poli(etileno óxido) en benzeno.
En las primeras dos secciones se discutirán las modi�caciones al modelo,

con el �n de abordar el estudio de las soluciones poliméricas. En las secciones
4.3 y 4.4 se presentan los resultados obtenidos para las soluciones poliméricas
mencionadas, mientras que en las secciones 4.5 y 4.6 se analizan y discuten
dichos resultados.
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4.1. Efecto del solvente

Adoptamos un punto de vista macroscópico, en el cual consideramos
al solvente como una fase continua, en la que está disperso el polímero
que presenta la respuesta dieléctrica. El efecto del solvente es el de sepa-
rar las moléculas poliméricas, lo cual se re�eja en la respuesta dieléctrica del
polímero que ahora es afectada por la concentración de la solución, siendo
diferente dicha respuesta para cada modo de relajación. Es de tomarse en
cuenta que las inhomogeneidades espaciales son vistas como las interrup-
ciones que producen las macromoléculas en el solvente. Es decir, el medio
continuo establecido por el solvente se ve alterado o interrumpido por la pre-
sencia de las macromoléculas, las cuales están separadas por una distancia
que depende de su concentración en el medio.

4.2. Modi�cación de los parámetros del mo-
delo

Como consecuencia del efecto del solvente, es necesaria la modi�cación
de los parámetros que describen nuestro modelo de relajación dieléctrica.
También, es necesaria la introducción de la dependencia de dichos parámetros
con la concentración de la solución.

4.2.1. Distancias características lc y �x

A diferencia del caso presentado en el capítulo anterior, en donde el
polímero no se encontraba en solución, aquí se considera que la distancia
lc de�ne una longitud característica en las inhomogeneidades espaciales del
sistema. En base a este hecho es necesaria la introducción del parámetro �x,
el cual representa la distancia relevante recorrida por las moléculas dipo-
lares en el proceso de difusión. De esta forma, la modi�cación de la distancia
característica depende de la naturaleza de cada uno de los modos de difusión.
Se puede determinar la distancia característica lc, tomando en cuenta

que la concentración está determinada por la razón entre el volumen de una
sola macromolécula v0 y el volumen total distribuido por macromolécula V ,
mediante la relación [91]

C =
v0
V
: (4.1)
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Por otro lado, se considera V = (lc)
3. De esta forma

lc =
(lc)0
C1=3

; (4.2)

en donde C es la concentración en porcentaje de peso del polímero (soluto)
en la solución, y su valor está entre cero y uno. Además (lc)0 es el valor
de la distancia característica cuando la concentración tiene un valor de uno
(C = 1), el cual corresponde al volumen de una sola macromolécula v0. En lo
que sigue el subíndice 0 representa cantidades correspondientes al polímero
en fundido.
A continuación se determinarán los parámetros para el modo N y �:

Modo normal

Para el modo de relajación normal, el coe�ciente de difusión es propor-
cional a la densidad [92], la que a su vez es proporcional a la concentración,
es decir D0 � C.
Por otra parte, dado que el coe�ciente de difusión es proporcional al

cuadrado de la distancia característica �x, recorrida por las moléculas dipo-
lares en el proceso de difusión, se tiene que

�x = (�x)0
p
C; (4.3)

en donde (�x)0 es el valor de �x para el caso de C = 1.

Modo �

La relajación alfa es característica de materiales fundidos a temperatu-
ras cercanas a Tg, la temperatura de transición vítrea. Esta relajación está
relacionada con el hecho de que el material observa un comportamiento por
dominios característicos de unas cuantas moléculas que, por medio de la
cooperatividad molecular, relajan los esfuerzos. Las �uctuaciones realizan
cambios a estas zonas, denominadas regiones cooperativas.
Por otro lado, los contornos de los segmentos de cadenas representan las

inhomogeneidades espaciales, puesto que son las moléculas las que imponen
el control de la relajación de los esfuerzos, tal como lo describe la teoría de
Rouse [93].
De esta forma, las �uctuaciones en la relajación alfa realizan un doble

papel, dado que activan las regiones cooperativas y producen los movimientos
de los segmentos de cadenas, generando la difusión molecular.
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En este caso, al igual que el caso de polímeros fundidos

lc = �x; (4.4)

en donde lc está dada por la ec. (4.2) y con (lc)0 � 5�A [83]. Esta igualdad es
resultado del hecho de que no hay un efecto de separación de los elementos
que relajan debido a la disminución de la concentración, como es el caso para
la relajación normal.
En la siguiente sección se aplicará el modelo al estudio de sistemas poliméri-

cos particulares.

4.3. Aplicación al caso de soluciones poliméri-
cas

Para llevar a cabo la aplicación del modelo -constituido por las ecs. (3.7-
3.8)- al caso de soluciones poliméricas hacemos las siguientes consideraciones
para cada modo de relajación.

4.3.1. Parámetros del modelo

Los parámetros del modelo para cada modo de relajación, cambian según
se describe a continuación.

Modo normal

La distancia característica (lc)0 está dada por [48]

(lc)0 =
�
10�16.14 Mw

�1=2
; (4.5)

puesto que para C = 1 dicho valor es el correspondiente al polímero en
fundido.
Ahora bien, para el caso del polímero fundido (C = 1), se tiene el hecho

de que la distancia característica en las inhomogeneidades espaciales es igual
a la distancia relevante recorrida por las moléculas dipolares en el proceso de
difusión, es decir, (lc)0 = (�x)0, por lo cual

(�x)0 =
�
10�16.14 Mw

�1=2
: (4.6)
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El coe�ciente de difusión está dado por la expresión

D0 =
[(�x)0]

2

�D
; (4.7)

y, como se mencionó antes, en la relajación normal el tiempo característico
de la respuesta mecánica � 1 es igual a �D

� 1 = �D: (4.8)

Modo �

Para el modo de relajación alfa, al igual que para el caso de relajación
normal, los parámetros correspondientes al fundido están dados por las ex-
presiones mostradas en el capítulo anterior. Para la distancia característica
[83]

(lc)0 = (�x)0 = 5
�A: (4.9)

El coe�ciente de difusión sigue siendo dado por la ec. (4.7), mientras que el
tiempo característico de la respuesta mecánica � 1 se considera

� 1 = 1.8�D; (4.10)

lo cual proporciona un número representativo con el �n de obtener resultados
consistentes, al igual que se expresó en el capítulo anterior.

4.3.2. Sistemas poliméricos

El modelo fue aplicado al estudio de la relajación dieléctrica en los si-
guientes sistemas poliméricos, los cuales fueron escogidos por presentar las
relajaciones N y �, y por exhibir la característica de un pico muy ancho en
la parte imaginaria de la susceptibilidad eléctrica.

Poli(2,6-dicloro-1,4-fenileno óxido) (PDCPO) en clorobenzeno

Se estudia la relajación dieléctrica en soluciones de poli(2,6-dicloro-1,4-
fenileno óxido) en clorobenzeno (ClBz), a una temperatura T = 300K, para
tres muestras reportadas por K. Adachi y T. Kotaka [40]. El polímero no
es lineal y presenta un alto peso molecular de Mw = 380 x 103. Las tres
muestras estudiadas tienen concentraciones diferentes, las cuales son 10.1
wt%, 21.5 wt% y 31.2 wt%, lo que se expresa como C = 0.101; 0.215 y
0.312, respectivamente.
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Poli(2,6-dimetil-1,4-fenileno óxido) (PDMPO) en benzeno

Se estudia la relajación dieléctrica en una muestra de poli(2,6-dimetil-
1,4-fenileno óxido) en benzeno, a una temperatura T = 300K, reportada por
K. Adachi, K. Ohta y T. Kotaka [41]. Esta solución polimérica sólo presenta
relajación normal, pues el polímero es de tipo A, según la clasi�cación de
Stockmayer [37]. El peso molecular es Mw = 34 x 103, y la concentración de
la solución es de 8.7 wt%, es decir C = 0.087.

Poli(propilén óxido) (PPO) en benzeno

Se estudia la relajación dieléctrica en poli(propilén óxido) en benzeno,
a una temperatura T = 298.15K, para seis muestras reportadas por S.
Mashimo, S. Yagihara y A. Chiba [39]. La concentración es de C = 0.05
para todas las muestras. El peso molecular es distinto para cada muestra,
reportándose los valores Mw = 440, 700, 1160, 2020, 3000 y 4000.
Los parámetros � y � en la expresión de Havriliak-Negami [94] para la

susceptibilidad dieléctrica reportados para esta solución, son todos iguales a
uno en el modo de relajación normal. Esto representa el caso ideal estudiado
por Debye, expresando que D�k2 = 0, y que no hay efecto de acoplamiento
de los efectos viscoelásticos y dieléctricos, teniéndose un efecto puramente
rotacional en la relajación dieléctrica. Así, la relajación de modo normal co-
rrespondiente a esta solución polimérica, no presenta difusión de polarización.

Poli(etileno óxido) (PEO) en benzeno

Se estudia la relajación dieléctrica en poli(etileno óxido) en benzeno, a una
temperatura T = 293.15K, para dos muestras reportadas por S. Mashimo,
S. Yagihara y A. Chiba [39]. El peso molecular es Mw = 4 x 104, y las con-
centraciones son 5 wt% y 10 wt%, es decir C = 0.05 y 0.1, respectivamente.
Esta solución polimérica sólo presenta relajación alfa.
Ahora se presentan los resultados obtenidos en las soluciones poliméricas

mencionadas.

4.3.3. Tablas de parámetros, resultados y grá�cas

En esta sección se reportan los resultados de aplicar el modelo a las solu-
ciones poliméricas mencionadas anteriormente. Se presenta la descripción de
cada tabla de datos y grá�cas, así como el procedimiento de obtención de
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Polímero �D (s) � 1(s) D0 (cm2/s) lc (cm)
PDCPO 21.5 wt% 4.00 x 10�4 4.00 x 10�4 1.50 x 10�8 8.76 x 10�6

PDCPO 31.2 wt% 1.95 x 10�4 1.95 x 10�4 4.40 x 10�8 7.74 x 10�6

PDMPO 8.7% 1.30 x 10�8 1.30 x 10�8 1.65 x 10�5 3.54 x 10�6

Cuadro 4.1: Parámetros del modelo para la susceptibilidad eléctrica (ec.
(3.7)). Modo Normal.

Polímero �D (s) � 1(s) D0 (cm2/s) lc (cm)
PDCPO 10.1% 1.64 x 10�7 2.95 x 10�7 7.04 x 10�8 1.07 x 10�7

PDCPO 21.5% 1.54 x 10�7 2.77 x 10�7 4.52 x 10�8 0.84 x 10�7

PDCPO 31.2% 15.11 x 10�7 27.19 x 10�7 0.36 x 10�8 0.74 x 10�7

PPO-400 6.70 x 10�11 1.21 x 10�10 2.75 x 10�4 1.36 x 10�7

PPO-700 8.30 x 10�11 1.50 x 10�10 2.22 x 10�4 1.36 x 10�7

PPO-1160 9.50 x 10�11 1.71 x 10�10 1.94 x 10�4 1.36 x 10�7

PPO-2020 7.90 x 10�11 1.42 x 10�10 2.33 x 10�4 1.36 x 10�7

PPO-3000 6.20 x 10�11 1.12 x 10�10 2.97 x 10�4 1.36 x 10�7

PPO-4000 7.40 x 10�11 1.33 x 10�10 2.49 x 10�4 1.36 x 10�7

PEO 5% 1.90 x 10�11 3.42 x 10�11 9.70 x 10�4 1.36 x 10�7

PEO 10% 1.70 x 10�11 3.06 x 10�11 6.83 x 10�4 1.08 x 10�7

Cuadro 4.2: Parámetros del modelo para la susceptibilidad eléctrica (ec.
(3.7)). Modo Alfa.

éstas. Finalmente, se re�eren las tablas y grá�cas para cada uno de los modos
de relajación dieléctrica considerados.
Las tablas 4.1 y 4.2 muestran los valores del tiempo de relajación dieléc-

trico o de Debye (�D), dado por el máximo de la parte imaginaria de la sus-
ceptibilidad dieléctrica. Estos datos se encuentran reportados en los artículos
citados en la sección anterior. El tiempo de relajación mecánico � 1, se obtiene
al considerar la ec. (4.8) para el modo normal de relajación y la ec. (4.10)
para el modo alfa de relajación. El coe�ciente de difusión D0 se calcula a
partir de la ec. (4.7) para ambos modos de relajación, como fue discutido
antes en este capítulo. La distancia característica lc se determinó a partir de
la ec. (4.2) de la segunda sección del capítulo.
Por otro lado, las tablas 4.3 y 4.4 muestran una comparación de los prome-

dios de las pendientes de las curvas (para las distintas muestras), en la región
de altas frecuencias, de las siguientes grá�cas: la pendiente r (véase ec. (3.15))
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Polímero r Rel. de disp. r Re(D�) r Im(D�)
PDCPO 0.96 �1.73 �0.83
PDMPO 1.02 �1.73 �1.01

Cuadro 4.3: Promedio de las pendientes de la relación de dispersión (ec.
(3.15)) y del coe�ciente de difusión ec. (3.8), a frecuencias altas. Modo Nor-
mal.

Polímero r Rel. de disp. r Re(D�) r Im(D�)
PDCPO 0.96 �1.61 �1.02
PPO 1.03 �1.15 �0.91
PEO 1.08 �1.31 �0.91

Cuadro 4.4: Promedio de las pendientes de la relación de dispersión (ec.
(3.15)) y del coe�ciente de difusión ec. (3.8), a frecuencias altas. Modo Alfa.

en la relación de dispersión log(Reflckg) vs. log(!�D), la pendiente para la
parte real del coe�ciente complejo de difusión de polarización (ec. (3.8)) y la
pendiente para la parte imaginaria de dicho coe�ciente.

Polímero �D (s) � 1(s) � disipativo (s)
PDCPO 21.5% 4.00 x 10�4 4.00 x 10�4 1.54 x 10�3

PDCPO 31.2% 1.95 x 10�4 1.95 x 10�4 1.55 x 10�3

PDMPO 8.7% 1.30 x 10�8 1.30 x 10�8 7.87 x 10�9

Cuadro 4.5: Tiempos característicos del sistema. Modo Normal.

De igual forma, las tablas 4.5 y 4.6 muestran los tiempos característicos
del modelo, en donde �D y � 1 ya han sido mencionados, y � disipativo corres-
ponde al inverso de la frecuencia en la que se presenta el valor máximo de
la parte imaginaria del coe�ciente complejo de difusión de polarización, ec.
(3.8).
Por otra parte, se presentan las grá�cas representativas, correspondientes

a la aplicación del modelo a cada una de las soluciones poliméricas ya men-
cionadas. Se seleccionó un ejemplo de cada curva, dado que los sistemas
comparten similitudes en el comportamiento para cada modo de relajación
considerado. La grá�ca log(Re(lck)) vs. log(!�D), se obtuvo de la ec. (3.14).
Las grá�cas de las partes real e imaginaria del coe�ciente complejo de di-
fusión de polarización -i.e. log(D0(!)) vs. log(!) y log(D00(!)) vs. log(!)-,
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Polímero �D (s) � 1(s) � disipativo (s)
PDCPO 10.1% 1.64 x 10�7 2.95 x 10�7 1.12 x 10�7

PDCPO 21.5% 1.54 x 10�7 2.77 x 10�7 0.24 x 10�7

PDCPO 31.2% 15.11 x 10�7 27.20 x 10�7 7.33 x 10�7

PPO-400 6.70 x 10�11 1.21 x 10�10 6.53 x 10�11

PPO-700 8.30 x 10�11 1.50 x 10�10 6.53 x 10�11

PPO-1160 9.50 x 10�11 1.71 x 10�10 6.53 x 10�11

PPO-2020 7.90 x 10�11 1.42 x 10�10 6.53 x 10�11

PPO-3000 6.20 x 10�11 1.12 x 10�10 6.53 x 10�11

PPO-4000 7.40 x 10�11 1.33 x 10�10 6.53 x 10�11

PEO 5% 1.90 x 10�11 3.42 x 10�11 0.29 x 10�11

PEO 10% 1.70 x 10�11 3.06 x 10�11 3.13 x 10�11

Cuadro 4.6: Tiempos característicos del sistema. Modo Alfa.

se obtuvieron a partir de la ec. (3.8). Se presentan las grá�cas para cada
solución polimérica y para cada modo de relajación.

Poli(2,6-dimetil-1,4-fenileno óxido) (PDMPO) en benzeno

Modo normal Véanse las �guras 4.1, 4.2 ,4.3, 4.4 y 4.5.

Poli(propilén óxido) (PPO)

Modo alfa Véanse las �guras 4.6, 4.7, 4.8, 4.9, 4.10 y 4.11.

4.4. Análisis de datos

La expresión para la susceptibilidad dieléctrica dada por el presente mo-
delo, incorpora un término asociado al coe�ciente complejo de difusión de
polarización �DD�k2, el cual es un término adicional que generaliza la expre-
sión de Debye para dicha susceptibilidad. Se identi�cará a �DD�k2, como el
término no-Debye.
Generalizaciones a la ecuación de Debye ya han sido estudiadas, con-

siderando interacciones en el sistema (la ecuación de Debye no considera in-
teracciones entre los dipolos que rotan). Dichas generalizaciones no describen
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Figura 4.1: Logaritmo de la parte real de la relación de dispersión (l2ck
2 vs.

!�D), para el modo de relajación normal en el PDMPO. La curva (símbo-
los) fue obtenida mediante la evaluación numérica indicada en la ec. (3.14).
La línea continua aparece sólo como guía. El promedio de las pendientes a
frecuencias altas es r = 1.02 (ver tabla 4.3).

adecuadamente las curvas de relajación experimentales, las cuales presentan
sesgos no reproducidos por las teorías propuestas [12, 35].
Por otro lado, el modelo aquí presentado incorpora a la descripción el

acoplamiento viscoelasticidad-polarización y el efecto del solvente, lo cual
permite reproducir las características de las curvas experimentales. Esto cons-
tituye una de las contribuciones de este trabajo al estudio de la relajación
dieléctrica en soluciones poliméricas.

4.4.1. Modo Fischer

Dados los valores encontrados para la pendiente de la relación de disper-
sión a frecuencias altas, reportadas en las tablas 4.3 y 4.4 para los modos
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Figura 4.2: Parte real del coe�ciente complejo de difusión de polarización (ec.
(3.8)) para el modo de relajación normal en el PDMPO. La línea continua
aparece sólo como guía. El promedio de las pendientes a frecuencias altas es
r = �1.73 (ver tabla 4.3).

de relajación normal y alfa, respectivamente, se puede observar que r ' 1
para ambos modos. El comportamiento observado en la grá�ca log (Refkg)
vs. log (!) a bajas frecuencias (�gs. 4.1 y 4.6), es lineal y con una pendiente
pequeña, re�ejando el hecho de que en esta región la expresión de Debye
para la susceptibilidad no se ve afectada por el término de la difusión de
polarización (el término no-Debye).
En la región de medianas y altas frecuencias se veri�ca un cambio de

pendiente en el comportamiento lineal de la relación de dispersión. El valor
de la pendiente (r ' 1 según se ha visto) re�eja un comportamiento tipo Fis-
cher para las soluciones poliméricas estudiadas, en el intervalo de frecuencias
considerado.
Una vez identi�cada esta característica se debe de analizar el compor-

tamiento de las parte real Refkg (�gs. 4.1 y 4.6), e imaginaria Imfkg (�g.
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Figura 4.3: Parte imaginaria del coe�ciente complejo de difusión de polari-
zación (ec. (3.8)) para el modo de relajación normal en el PDMPO. La línea
continua aparece sólo como guía. El promedio de las pendientes a frecuencias
altas es r = �1.01 (ver tabla 4.3).

4.7), de la relación de dispersión, con el �n de veri�car que el comportamiento
observado en la relación de dispersión corresponda a un modo de propagación
en el fenómeno de difusión de polarización.
Del análisis de Refkg e Imfkg, se concluye que el modo disipativo re-

presentado por la parte imaginaria, no contribuye a la relación de dispersión
para las soluciones poliméricas PDCPO en el modo normal, y para el PPO
en el modo alfa de relajación (véase la �g. 4.7, la cual es representativa del
comportamiento de Imfkg para los sistemas estudiados); esto se debe a que
dicha parte imaginaria es pequeña respecto a la parte real, y además decrece
rápidamente con la frecuencia en el intervalo considerado. Así se concluye
que para el PDCPO (modo normal) y para el PPO (modo alfa) la difusión
de polarización se establece para un modo de propagación de la relación de
dispersión.
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Figura 4.4: Parte real de la segunda memoria (ec. (2.43)) para el PDMPO.
La línea continua aparece sólo como guía.

4.4.2. Límite viscoelástico de la relajación dieléctrica
en soluciones poliméricas.

Se ha podido establecer una relación entre la pendiente de la relación de
dispersión y la pendiente de la parte imaginaria del coe�ciente de difusión
de polarización; dicha relación se presenta en la región de altas frecuencias.
Esto puede observarse en las grá�cas log (Refkg) vs. log (!) (�gs. 4.1 y 4.6),
log (D00 (!)) vs. log (!) (�gs. 4.3 y 4.9), así como en los datos mostrados en
las tablas 4.3 y 4.4. Al comparar los valores de ambas pendientes para el
PDMPO se encuentra que son iguales, excepto por el signo. Esto se veri�ca
para ambos modos de relajación estudiados. Para los sistemas poliméricos
restantes, los valores de las pendientes di�eren en un 10%. Este resultado
re�eja la relevancia que tiene el comportamiento viscoelástico en el sistema
para altas frecuencias, pues la forma de la relación de dispersión, que expre-
sa las características de la onda mecánica, domina a frecuencias altas en el
comportamiento de la difusión de polarización. Se ha referido este compor-
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Figura 4.5: Parte imaginaria de la segunda memoria (ec. (2.44)) para el PDM-
PO. La línea continua aparece sólo como guía.

tamiento como el límite viscoelástico.
La a�rmación anterior se con�rma de la siguiente manera. Se considera

que el efecto del acoplamiento entre las relajaciones dieléctrica y mecánica
se caracteriza por un tiempo de relajación efectivo � eff , el cual representa el
papel condicionante que juega la relajación mecánica respecto de la dieléc-
trica en la región de frecuencias altas, dado que el comportamiento de la
relación de dispersión es seguido por el comportamiento del coe�ciente com-
plejo de difusión, para esta región del espectro. A partir de la consideración
mencionada se propone un modelo para el coe�ciente complejo de difusión
de polarización, con el �n de describir el límite viscoelástico y hacer posible
apreciar su relación con k = k (!), i.e. con la relación de dispersión.
De esta forma, el modelo propuesto para el coe�ciente complejo de di-

fusión de polarización es

D� (!) =
D0

1 + i!� eff
; (4.11)
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Figura 4.6: Logaritmo de la parte real de la relación de dispersión (l2ck
2 vs.

!�D), para el modo de relajación alfa en el PPO. La curva fue obtenida
mediante la evaluación numérica indicada en la ec. (3.14). El promedio de
las pendientes a frecuencias altas es r = 1.03 (ver tabla 4.4).

y dado que se ha encontrado que a frecuencias altas k ' !
v
, con v la veloci-

dad determinada con la ordenada al origen de la grá�ca log (k) vs. log (!),
entonces se puede expresar lck ' lc

�
!
v

�
, y de � eff = lc

v
se tiene

lck = !� eff ;

para altas frecuencias. De esta manera

D� (!) =
D0

1 + ilck
;

por lo que

D� (!) =
D0

1 + (lck)
2 � i

D0lck

1 + (lck)
2 :

En esta expresión se observa que la parte real del coe�ciente complejo de
difusión de polarización va como 1

k2
, mientras que la parte imaginaria va
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Figura 4.7: Logaritmo de la parte imaginaria de la relación de dispersión (l2ck
2

vs. !�D), para el modo de relajación alfa en el PPO. La curva fue obtenida
mediante la evaluación numérica indicada en la ec. (3.14).

como 1
k
. Este resultado sólo es válido a frecuencias altas. La discrepancia en

los valores de las pendientes que se están comparando (tablas 4.3 y 4.4) se
debe al efecto del solvente.
Así, se puede concluir a partir de las características encontradas en las

cantidades analizadas en esta sección, que el acoplamiento establecido en las
ecuaciones de evolución entre la polarización ~P y el tensor de los esfuerzosQ,
exhibe dos comportamientos diferentes. A bajas frecuencias la interrelación
entre los efectos dieléctrico y mecánicos son patentes. A frecuencias altas
la relajación viscoelástica es dominante en dicho acoplamiento y conduce a
la relajación dieléctrica. Dadas estas características en el comportamiento
de k (!) y D00 (!) se puede concluir que la interdependencia entre efectos
dieléctricos y mecánicos juega un papel importante a frecuencias altas.
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Figura 4.8: Parte real del coe�ciente complejo de difusión de polarización
(ec. (3.8)) para el modo de relajación alfa en el PPO. El promedio de las
pendientes a frecuencias altas es r = �1.15 (ver tabla 4.4).

4.5. Discusión

Hasta aquí podemos plantear los siguientes resultados. Debido a la linea-
lidad presentada en la parte de altas frecuencias de la relación de dispersión
(la pendiente es igual a uno), se puede considerar k = !=vs, con la velocidad
vs determinada con el valor de la ordenada al origen en dicha grá�ca.
Por otro lado, el límite de altas frecuencias de la relación de dispersión

se ve re�ejado en dicho intervalo de frecuencias para la parte imaginaria del
coe�ciente de difusión. Esta es una característica que se ha observado en
todos los sistemas estudiados.
También, las características de las grá�cas presentadas indican que la

discusión debe de centrarse en la parte correspondiente a frecuencias altas.
De esta forma, el modelo propuesto para la susceptibilidad dieléctrica y la
difusión de polarización, tiene validez en el intervalo de medianas a altas fre-
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Figura 4.9: Parte imaginaria del coe�ciente complejo de difusión de polariza-
ción (ec. (3.8)), para el modo de relajación alfa en el PPO. El promedio de
las pendientes a frecuencias altas es r = �0.91 (ver tabla 4.4).

cuencias, para cada modo de relajación considerado. Esto es una consecuen-
cia de no tener un modelo teórico satisfactorio para la relación de dispersión
k = k (!), por lo que en este trabajo se procedió a determinar numérica-
mente, por comparación con el experimento, dicha cantidad (ec. (3.14)).
Respecto a la determinación de la relación de dispersión, como se describió

en el capítulo anterior, al comparar la expresión teórica de D�k2 con los
datos experimentales, se obtiene k = k (!) resolviendo la ec. (3.14). Dada la
aparición de k (!) dentro del radical del denominador en la expresión teórica,
la ecuación no puede resolverse algebraicamente pues resulta en una expresión
trascendente. Debido a esto se obtiene una solución numérica para k (!), en
donde se elige la solución con signo positivo, puesto que la solución con signo
negativo es idéntica a la primera, re�ejando la simetría de las soluciones de
la ecuación respecto al eje polar del plano complejo.
También se ha podido establecer una relación entre la pendiente de la
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Figura 4.10: Parte real de la segunda memoria (ec. (2.43)) para el PPO. La
línea continua aparece sólo como guía.

relación de dispersión y la pendiente de la parte imaginaria del coe�ciente
de difusión de polarización en la región de altas frecuencias, lo cual re�eja
la relevancia que tiene el comportamiento viscoelástico, dominante sobre el
comportamiento de la difusión de polarización. A esta característica se le ha
denominado el límite viscoelástico.
Por último, la expresión numérica k = k (!) se obtiene al resolver, como

se ha indicado en el párrafo anterior, para cada punto del dominio de la
función. Dicho intervalo se dividió en 102 puntos para efectos del cálculo de
todas las funciones reportadas en este trabajo.
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Figura 4.11: Parte imaginaria de la segunda memoria (ec. (2.44)) para el
PPO. La línea continua aparece sólo como guía.
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Capítulo 5

Conclusiones y Discusión

En esta tesis se ha planteado el estudio de las bases físicas, a nivel
mesoscópico, de los mecanismos de relajación dieléctrica normal (N) y alfa
�, en sistemas dieléctricos complejos en fundido y en solución. Los sistemas
considerados son cis-poliisopreno (PI) en fundido, y los siguientes polímeros
en solución: poli(2,6-dicloro-1,4-fenileno óxido) (PDCPO) en clorobenzeno,
poli(2,6-dimetil-1,4-fenileno óxido) (PDMPO) en benzeno, poli(propilén óxi-
do) (PPO) en benzeno y poli(etileno óxido) (PEO) en benzeno.
En el trabajo se ha considerado un sistema de ecuaciones diferenciales

acopladas para la evolución de las cantidades macroscópicas que caracterizan
a los sistemas poliméricos, tanto fundidos como en solución. Estas ecuaciones
son formuladas para las �uctuaciones de dichas cantidades macroscópicas, da-
do el principio de regresión lineal de Onsager. El sistema de tales ecuaciones
se ha constituido en una jerarquía de ecuaciones diferenciales, con el �n de
incluir los efectos de las inhomogeneidades espaciales en los sistemas poliméri-
cos bajo estudio. A partir de estas ecuaciones se ha propuesto un modelo para
la susceptibilidad eléctrica del sistema, y se ha de�nido la difusión de polari-
zación, fenómeno sobre el cual recae el mecanismo de relajación de esfuerzos
y de las perturbaciones ocasionadas en el sistema por el efecto de un campo
eléctrico externo, el cual induce cambios en el vector de polarización. Dicho
fenómeno de difusión de polarización es el resultado del acoplamiento entre
la relajación de la polarización y la relajación de esfuerzos en el material.
La contribución de la difusión en la dinámica de la polarización es propuesta
como un mecanismo de interacción no local, el cual es una contribución adi-
cional a la relajación de Debye, que es producida mediante un mecanismo de
interacción de corto alcance, es decir, local. Este efecto ha sido incorporado a
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la descripción teórica considerando la jerarquía de ecuaciones diferenciales de
alto orden tensorial mencionada, acoplada a la ecuación para la polarización
y a la ecuación para el tensor total de los esfuerzos. La jerarquía toma en
cuenta todas las contribuciones de las inhomogeneidades espaciales, lo cual
modi�ca el efecto del tensor de esfuerzos en la dinámica de la polarización.
Aquí, el tensor de esfuerzos representa una variable interna asociada a la re-
lajación estructural. Se ha considerado el efecto del tensor de esfuerzos en la
polarización local mediante el término de acoplamiento en el cual un tensor,
identi�cado con el operador divergencia, es acoplado a un vector. La teoría
resultante del sistema de ecuaciones acopladas lleva a un modelo explícito
de la susceptibilidad eléctrica �T (!; k), en términos de dos parámetros des-
conocidos, los cuales son el coe�ciente de difusión de polarización D0, y la
distancia característica de difusión de polarización lc.
En los trabajos reportados en la literatura, se ha estudiado a la relajación

dieléctrica tal como si el sistema de dipolos fuera uno aislado, a través del
mecanismo de libración de una molécula en el campo de todas las demás, lo
cual no describe completamente la información experimental. Lo novedoso del
trabajo aquí presentado es la consideración de la conectividad molecular y los
efectos de la relajación de esfuerzos. Así, cuando la relajación es acompañada
de una perturbación en la red de dipolos, coexiste una relajación de esfuerzos,
la cual es de naturaleza no local. De esta forma el modelo presentado describe
correctamente los experimentos de relajación dieléctrica.
Por otro lado, el problema que se plantea dentro del modelo propuesto es

que existen dos factores determinantes que lo constituyen.
El primero de ellos es el coe�ciente complejo de difusión de polarización,

D� (!) el cual depende de dos parámetros, D0 y lc, los cuales son evaluados
al proponerse un modelo para la difusión de polarización de acuerdo a la
estructura molecular que presentan las sustancias, tanto para polímeros fun-
didos como para soluciones. También se tomó en cuenta una relación entre
las medidas dieléctricas y mecánicas, es decir, entre �D y � 1, la cual es dis-
tinta según el modo de relajación que se analice. Esta relación se estableció
a partir de información experimental de relajación dieléctrica y mecánica.
El segundo factor determinante en el modelo es el vector de onda. La

teoría no proporciona una expresión para k2, pues el análisis de modos hi-
drodinámicos resulta en una expresión k = k (!) inadecuada, dado que el
efecto dispersivo en el sistema es complicado y dicha relación de disper-
sión no reproduce el comportamiento observado al presentarse la relajación
dieléctrica. Así se establece el problema de la determinación de k2 para que
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la teoría esté de acuerdo con el experimento. La forma en que se procedió en
este trabajo con el �n de resolver esta problemática, fue la obtención de k2 al
comparar con resultados experimentales. En este punto se propuso una forma
novedosa de presentar la información experimental, con el objeto de poder
llevar a cabo dicha comparación, lo cual nos permite conocer explícitamente
la forma tanto de la relación de dispersión, como del coe�ciente complejo de
difusión de polarización. Todo lo anterior no había sido incorporado hasta
ahora en ninguna descripción del fenómeno en la literatura especializada.
Además, en la formulación establecida aparece que el vector de onda está
asociado con las inhomogeneidades espaciales en el sistema molecular, las
cuales son estimadas a partir de las características propias de los sistemas
bajo estudio.
El presente trabajo ha llevado a concluir que existen dos regiones en

el intervalo de frecuencias, en las cuales k presenta dos comportamientos
distintos. En la región de bajas frecuencias la dependencia con ! es fraccional,
mientras que a frecuencias altas la dependencia es lineal, lo cual representa
modos de propagación en el material. Más aún, en los resultados se observa
que la parte disipativa es despreciable en estas regiones de frecuencias altas,
con lo que permite la identi�cación de modos tipo Fischer de propagación de
ondas mecánicas en medios viscoelásticos.
Es por esto que dentro de las aproximaciones establecidas en el trabajo, el

modelo de dos parámetros para la difusión de polarización resulta en una des-
cripción física adecuada del fenómeno de relajación dieléctrica en materiales
poliméricos.
También se estableció la relación entre la pendiente de la relación de

dispersión y la pendiente de la parte imaginaria del coe�ciente de difusión
de polarización en la región de altas frecuencias, lo cual re�eja el compor-
tamiento dominante de la relajación viscoelástica sobre el comportamiento
de la difusión de polarización, es decir, sobre la relajación dieléctrica (límite
viscoelástico).
Con respecto a la interpretación del número de onda k que aparece en

el sistema de ecuaciones acopladas, se concluye que éste se re�ere al número
de onda de la onda mecánica que es producida en el medio por el campo
eléctrico alternante. Esta conclusión fue alcanzada luego de que al considerar
la relación de dispersión k (!) como la correspondiente a la onda electromag-
nética, se llego a resultados contradictorios y sin sentido físico, en relación
con las cantidades físicas presentadas en este trabajo.
De esta forma el modelo para la susceptibilidad eléctrica propuesto, el
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cual depende del coe�ciente de difusión de polarización y de la relación de
dispersión en el sistema dipolar, constituye el aporte central de esta tesis al
estudio de la relajación dieléctrica en materiales poliméricos.
También se analizó la segunda memoria SOMF de los sistemas considera-

dos. Dicha SOMF conlleva información de los mecanismos moleculares de la
relajación bajo estudio. Se concluye que en el intervalo de frecuencias en que
se presenta la relajación normal de los polímeros fundidos (caso del PI), se
observa el pico característico de la segunda memoria. Este hecho se distingue
ya que en la relajación � no se ha observado en fundidos. En cuanto a las
soluciones poliméricas, el pico en la parte imaginaria de la SMF se observa
para el modo alfa de relajación correspondiente al polímero PPO. La rele-
vancia de encontrar un pico en la segunda memoria pone de mani�esto que
el mecanismo de interacción dipolar, y de disipación de energía, se da por
medio de la libración. Asimismo, se han discutido los factores que in�uyen
en la banda de libración.
Queda como trabajo por plantearse, la elaboración de una teoría de

partículas coloidales de dimensión �nita con polarización, inmersas en un
solvente. Aquí se esperaría el poder observar las propiedades de la difusión
de polarización como parte del fenómeno de relajación dieléctrica en la solu-
ción.
También se puede plantear el efecto de la velocidad del �uido ~u en la

relajación dieléctrica de modos N y �, lo que constituye un problema no
resuelto. En caso de que exista un efecto de arrastre de las partículas que
sustentan la polarización, se tienen que modi�car las ecuaciones que describen
la evolución del sistema, lo cual resultaría en una nueva formulación del
problema estudiado en este trabajo, en el cual el efecto de la velocidad fue
despreciado.

74



Apéndice A

Jerarquía de Ecuaciones de
Evolución para las Variables
Internas

El modelo propuesto en esta tesis, tiene como antecedentes los trabajos
sobre relajación dieléctrica realizados por L. F. del Castillo y S. I. Hernández
[35, 47], y por L. F. del Castillo y L. A. Dávalos [95, 96]. En dichos trabajos,
se obtienen ecuaciones de evolución para el vector de polarización y para el
tensor total de los esfuerzos del sistema, de acuerdo con el procedimiento
usual de la Termodinámica Irreversible Extendida (TIE) [97], en su versión
modi�cada para incluir parámetros relevantes en la formulación [98]-[100].
Es de hacer notar que esta teoría presenta limitaciones, las cuales se re�e-
jan en el hecho de que la naturaleza de los coe�cientes que aparecen en la
formulación es, a priori, desconocida. A continuación se presenta la forma
en que se describen estados de no-equilibrio de un �uido bajo el marco de
la TIE. Después se determinan las ecuaciones de evolución para el vector de
polarización y para el tensor total de los esfuerzos usadas en el capítulo 2,
junto con la jerarquía de ecuaciones de evolución presentada en el capítulo
3.
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A.1. Hipótesis de la Termodinámica Irrever-
sible Extendida (TIE)

Como se mencionó anteriormente, para describir estados de no-equilibrio
de un �uido viscoso en condiciones isotérmicas usando TIE, es necesario
especi�car el conjunto de variables conservadas, así como las variables rápidas
del sistema. Las variables conservadas en este caso son la densidad de energía
interna � y la densidad de carga de polarización �~P , las cuales satisfacen las
siguientes ecuaciones de balance

d�~P
dt

= �r � @
~P

@t
+ ~u � r�~P

�
d�

dt
= �pr � ~u�Q : r~u� ~E � ~J~P :

Aquí ~P es el vector de polarización, ~u es la velocidad del �uido, � es la densi-
dad de masa, p es la presión hidrostática, ~J~P es la corriente de polarización,Q
es el tensor total de esfuerzos y ~E = �r� es el campo eléctrico macroscópico
local. Por otra, parte la ecuación de balance de momento es

�
d~u

dt
= r �Q�rp:

Las variables rápidas están de�nidas como las cantidades desconocidas en
las ecuaciones anteriores. Estas cantidades tienen que especi�carse para en-
contrar un sistema de ecuaciones diferenciales cerrado. De esta forma, las
variables rápidas son Q y ~J~P .
Una vez de�nidas las variables conservadas (las densidades conservadas)

y las variables rápidas (�ujos disipativos), con ellas se construye el espacio
termodinámico extendido G. La elección de las variables rápidas, o �ujos disi-
pativos, como variables adicionales es de cierta forma obvia, dado que éstos
aparecen en las ecuaciones de conservación que describen la evolución de las
variables conservadas. Para obtener las ecuaciones de evolución o ecuaciones
constitutivas generalizadas para las variables rápidas, la TIE hace uso de
cuatro hipótesis básicas, las cuales se mencionan a continuación [97].
1) Existe una función llamada entropía extendida �, la cual está de�nida

en el espacio de variables de estado G, la cual se supone continua y diferencia-
ble. La evolución temporal de la entropía extendida está gobernada por una
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ecuación de Gibbs generalizada, en donde los coe�cientes están de�nidos co-
mo las derivadas parciales de �. El �ujo de entropía extendida correspondien-
te se de�ne como una cantidad vectorial proporcional al vector más general
que puede obtenerse en el espacio termodinámico extendido G, hasta segun-
do orden en las variables no-conservadas. De forma similar, la producción de
entropía extendida está de�nida como la cantidad escalar proporcional a las
invariantes escalares del espacio de estados G.
2) La variación temporal de la entropía extendida y el gradiente del vector

de �ujo de entropía extendida satisfacen una ley de conservación, en donde
el término fuente está dado por la producción de entropía extendida.
3) Para el límite de tiempos largos, las variables rápidas llegan a ser

cantidades irrelevantes en la descripción del estado del sistema y el límite
hidrodinámico o cuasi-continuo, debe de obtenerse. Por lo tanto, la ecuación
de balance de entropía extendida debe de reducirse a la ecuación de balance
de entropía ordinaria, como se establece en la Termodinámica Irreversible
Lineal (TIL). Esta característica se obtiene en la TIE considerando a la en-
tropía extendida como una función lineal de aquellos escalares que pueden
formarse a partir del producto de dos variables rápidas. Por consistencia, se
considera que los productos de más de dos variables rápidas son cantidades
despreciables. El signi�cado físico de esta aproximación es que el sistema está
cercano al régimen de equilibrio local. La producción de entropía extendida
tiene la estructura de una suma de productos de las variables no-conservadas
y algunas expresiones que pueden contener las derivadas temporales de los
�ujos, entre otras cantidades.
4) Al de�nir la variable rápida ~J~P como la derivada temporal del vector de

polarización, se plantea el problema de la de�nición de esta derivada en dife-
rentes marcos de referencia. De hecho, en un marco de referencia moviéndose
con la partícula de �uido ~J~P debe de ser

@ ~P
@t
, pero si el marco de referencia

está �jo, la derivada temporal debe de satisfacer el principio de objetividad
material o indiferencia al marco. Hubbard y Onsager, y Panofky y Phillips
han propuesto las siguientes de�niciones de derivadas temporales, las cuales
cumplen con el citado principio

D~P

Dt
=
@ ~P

@t
+
1

2
~P � (r� ~u) + (~u � r) ~P ; (A.1)

D~P

Dt
=
@ ~P

@t
+r�

�
~P � ~u

�
+ ~u

�
r � ~P

�
: (A.2)
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Estas derivadas corresponden a las derivadas temporales corrotacional y
codeformacional, respectivamente. De esta forma

~J~P =
D~P

Dt
:

Una vez enumeradas las hipótesis básicas anteriores, se hace notar que la ver-
sión modi�cada de la TIE que aquí se usa [98]-[100], considera parámetros
que intervienen en los invariantes colisionales o en la construcción de la pro-
ducción de entropía extendida como el escalar más general. De esta forma los
parámetros mencionados corresponden, para el sistema bajo estudio, a r~P
y r~u, aunque este último no se considera en esta tesis, como se explica más
adelante.
Con estas aproximaciones e hipótesis básicas se pueden obtener las ecua-

ciones de evolución para las variables rápidas Q y ~J~P , como se describe a
continuación.

A.2. Obtención de las ecuaciones de evolu-
ción para las variables rápidas

Se considera la entropía extendida � como una función regular y continua
[96], de�nida sobre el espacio completo de variables de estado, el cual ex-
tendemos para considerar como parámetros independientes a los tensores de
alto orden Q(n), en donde Q(1) = ~J~P y Q

(2) = Q, con el �n de representar
los efectos inducidos por inhomogeneidades espaciales en el sistema. De esta
forma

� = �
�
�; �~P ;

~J~P ;Q;Q
(3);Q(4); : : : ;Q(n)

�
; (A.3)

en donde, como se dijo, � es la densidad de energía interna, �~P = �r� ~P es la
densidad de carga de polarización, ~J~P es la corriente de polarización, Q es el
tensor total de esfuerzos, de�nido como la diferencia del tensor de esfuerzos
viscoelásticos � � y el tensor de esfuerzos electromagnéticos de Maxwell T :

Q = � � �T;

y Q(n) es un tensor de orden n, para n = 3; 4; : : :
A partir de la expresión para la entropía extendida, ec. (A.3), se obtiene

una forma diferencial que generaliza la relación de Gibbs de la Termodinámi-
ca Clásica. Restringiendo el cálculo a bajos órdenes en las variables rápidas,
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la relación generalizada de Gibbs es

d�

dt
=
1

T

d�

dt
+
�

T

d�~P
dt

+
{1
�
~J~P �

d ~J~P
dt

+
{2
�
Q :

dQ

dt
+
1

�

X
n=3

{nQ(n) 
 dQ
(n)

dt
;

en donde las {n son funciones dependientes de las variables conservadas,
mientras � es el potencial eléctrico por unidad de masa y � es la densidad de
masa. El símbolo 
 denota la contracción de los tensores correspondientes.
El �ujo de entropía extendida correspondiente, está dado por el siguiente

vector

~J� = �0 ~J~P + �1
~J~P �Q+ �2Q : Q

(3) +
X
n=3

�nQ
(n) 
Q(n+1);

en donde no se toman en cuenta términos de alto orden en ~P .
Ahora bien, la producción de entropía extendida es el escalar de�nido por

la combinación lineal del producto de dos variables rápidas y el producto de
dos cantidades relacionadas con la respuesta del sistema [99, 100], es decir

�� = �1J
2
~P
+ �2Q : Q+�aQ : r~P

�
X
n=3

�nQ
(n) 
Q(n)+

X
n=3

unQ
(n) 
rQ(n�1)

+
X
n=3

rnQ
(n�1) 
r �Q(n) + �b ~J~P � r �

�
r~P

�
+�c

�
r~P

�
: r �Q(3);

en donde se ha considerado ~u = 0, puesto que los sistemas bajo estudio
cumplen con esta condición. Además, este valor de la velocidad implica que
las derivadas que aparecen en la formulación son las convencionales.
La ecuación de balance para la entropía extendida es

�
d�

dt
+r � ~J� � �� = 0:

Para obtener las ecuaciones de evolución, se igualan los términos con el mismo
orden tensorial. Como la suma de cada grupo de términos con el mismo orden
tensorial debe de ser cero para que la suma de términos en el lado izquierdo de
la ecuación anterior sea también cero, entonces el término �c

�
r~P

�
: r�Q(3),
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debe de igualarse a cero. Esto implica que �c = 0 para dicho término. De
esta forma se obtienen las ecuaciones de evolución o ecuaciones constitutivas
generalizadas para las variables rápidas

~J~P + �1
d ~J~P
dt

� �1�0 ~E + �1 ~P � �2r �Q+ �4r �
�
r~P

�
= 0; (A.4)

Q+ �2
dQ

dt
� 2�3r

 
~P + �3

d~P

dt

!
� �3
�3
r �Q(3) = 0; (A.5)

{n
dQ(n)

dt
+ �nr �Q(n+1) = ��nQ(n)+unrQ(n�1): (A.6)

para n = 3; 4; : : : Aquí se realizaron las siguientes identi�caciones para ser
consistentes con la TIL: �0 =

��
T
, �2 = constante y ~P = �0 ~E = ��0r (��).

Además se consideraron las siguientes de�niciones:

�5 = �6 = �7 = ��8 =
1

2
a�0;

�9 = (1� a) �0;

en donde a = 1 para la derivada temporal correspondiente a la ec. (A.1), y
a = 0 para la derivada temporal correspondiente a la ec. (A.2). También se
tiene que

�1 =
{1�0T
�1

; �1 =
1

�1
; �2 =

�1�0T

�1
;

�2 =
{2
�2T

; �4 =
��b�0T
�1

; �3 =
��a
2�2

;

�3 =
��1
�a
:

Tomando en cuenta que en el intervalo de frecuencias bajo estudio no se
presentan resonancias, consideramos �1 = 0. Además se identi�ca 1

�D
= �1 y

�4 = �3 = 0 pues los términos en que intervienen resultarán ser de alto orden
según las aproximaciones que se han tomado. También � 1 = �2, 1 = 2�3 y
�0
�D
= �2. De esta forma las ecuaciones de evolución se escriben como sigue

d~P

dt
= � 1

�D

�
~P � �0 ~E

�
+
�0
�D
r �Q; (A.7)
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�
1 + � 1

d

dt

�
Q = 1

�
r~P

�
+
�3
�3
r �Q(3); (A.8)�

1 +
{n
�n

d

dt

�
Q(n) =

�n
�n
r �Q(n+1)+

un
�n
rQ(n�1): (A.9)

Como se discute en el texto, estas ecuaciones se pueden plantear para las
�uctuaciones de ~P , Q y de los tensores Q(n), con lo que se obtienen las
siguientes expresiones

�D
d� ~P

dt
= �� ~P � �0r��+ �0r � �Q; (A.10)�

1 + � 1
d

dt

�
�Q = 1r� ~P + �3r � �Q(3); (A.11)�

1 + �n
d

dt

�
�Q(n) = �nr � �Q(n+1)+nr�Q(n�1) (A.12)

para n = 3; 4; : : :, y en donde

�n =
{n
�n
; �n =

�n
�n
y n =

un
�n
:

A diferencia del capítulo 3, en donde se maneja la jerarquía de ecuaciones
completa (ec. (A.12)), en el capítulo 2 se ha considerado �3 = 0, puesto que
el sistema de ecuaciones que ahí se trata consta de dos expresiones, por lo
que la ec. (A.8) toma la forma�

1 + � 1
d

dt

�
Q = 1

�
r~P

�
: (A.13)

Por último, cabe hacer notar que los términos en donde aparece r~P son de
fundamental importancia para la interpretación de la difusión de polarización
en este trabajo, lo cual está directamente relacionado con la versión modi�-
cada de la TIE que se considera, pues r~P se introduce como un parámetro
en la descripción.
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Apéndice B

Autocorrelación para las
Fluctuaciones del Tensor de los
Esfuerzos

En este trabajo se consideró que el fenómeno de difusión de polarización
es el resultado del acoplamiento entre la ecuación de evolución para la po-
larización y la ecuación de evolución para los esfuerzos viscoelásticos, la cual
representa la evolución mecánica del tensor de los esfuerzos en el material.
Cuando se considera la función de autocorrelación para las �uctuaciones del
tensor de los esfuerzos, se puede establecer una ecuación de onda para dicha
cantidad, como se muestra a continuación. A partir de esto es posible deter-
minar la velocidad de propagación de la perturbación, la cual es producto
del acoplamiento de las propiedades mecánicas y eléctricas del medio (efecto
electroacústico). El modelo más simple para este efecto puede establecerse
considerando las ecs. (2.13) y (2.14).
De�niendo la función de autocorrelación para las �uctuaciones del tensor

de los esfuerzos como,

�Q = h�Qij (t; k) �Qij (0; k)i ; (B.1)

y la función de correlación polarización-esfuerzos como,

�i = h�Pj (t; k) �Qij (0; k)i ; (B.2)

la evolución de �Q está dada por una ecuación de onda:
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� 1
@2�Q
@t2

+

�
� 1
�D

+ 1

�
@�Q
@t

+
1

�D
�Q = D0r2�Q: (B.3)

La propagación de la perturbación está garantizada por la aparición de
la segunda derivada temporal de la función de autocorrelación de esfuerzos
y por el Laplaciano de la misma cantidad. Por lo tanto, el cuadrado de
la velocidad de la perturbación está dado por el coe�ciente del operador
Laplaciano dividido por � 1,

v2s =
D0

� 1
: (B.4)
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Apéndice C

Coe�ciente de Difusión de
Polarización

Se requiere identi�car en la expresión de la susceptibilidad eléctrica, ec.
(2.13), los parámetros que corresponden a coe�cientes de difusión.
Con este �n se considera la ecuación de difusión de la concentración C,

para tener un punto de referencia para la comparación [51],

@C

@t
= D r2C; (C.1)

se obtiene ahora la transformada de Fourier de la expresión anterior, así

C

C0
=

1eDk2
1� i!eDk2 ;

y considerando

� =
1eDk2 ; (C.2)

se llega a
C

C0
=

1eDk2
1� i!� : (C.3)

De aquí se aprecia que el coe�ciente de difusión es el correspondiente al
término en k2 de la expresión transformada.
Ahora bien, para obtener la ecuación de difusión en el sistema bajo estu-

dio, se considera la solución estacionaria de la ec. (2.12), (con 1 = �3); a un
tiempo tal que d

dt
Q = 0;

Q = 1r~P :
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Entonces
r �Q = 1r2 ~P

y se sustituye en la ec. (2.13), así

d~P

dt
= � 1

� 0
~P +

�0
� 0
1r2 ~P +

0
� 0
r�:

Esta expresión se compara con la ecuación de difusión (ec. (C.1)), identi-
�cándose a la expresión

D =
�01
� 0

;

como un coe�ciente de difusión, por lo que es posible considerar una difusión
de la polarización ~P .
De esta forma se observa que las cantidades que aparecen en las ecs.

(2.13) y (3.3) son tiempos de relajación y coe�cientes de difusión. Dichos
parámetros son cantidades desconocidas dentro del modelo.
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