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INTRODUCCION

El conocimiento del Célculo Actuarial de Funciones de Vida Multiple y Modelos de Decremento
Multiple constituyen una herramienta fundamental en la formacion del Actuario. El disefio y la
evaluacion de seguros, anualidades, pensiones, asi como creacion de tablas de mortalidad, son
algunas de las aplicaciones de esta materia.

La tesina titulada “Calculo Actuarial de Funciones de Vida Multiple y Modelos de Decremento
Multiple” desarrolla, en sus cuatro capitulos, la teoria fundamental para la valuacion de operaciones
contingentes de un estatus o grupo.

El objetivo de este trabajo es exponer de manera clara y alcanzable los contenidos de la materia
Célculo Actuarial 1l de la carrera de Actuaria impartida en la FES Acatlan, asi como integrar la
bibliografia clasica que se conoce, con algunos textos practicos, cuya disponibilidad es limitada. El
temario de la asignatura y la bibliografia propuesta por el programa, se presentan en los Cuadro |y
Il en las paginas iii y iv de este trabajo.

Con este trabajo se elabora una propuesta de material de apoyo, para la asignatura Célculo Actuarial
I1, en el cual se desarrolla el sustento de la teoria de las operaciones de seguros maltiples, conocidos
como estatus maltiples y se presentan ejercicios y ejemplos que refuerzan y muestran la teoria
expuesta. Los ejercicios presentados al final de los capitulos 2, 3 y 4 han sido tomados de la
bibliografia consultada, en algunos casos son resueltos con las tablas ilustrativas presentadas al final
del trabajo.

Para el desarrollo de los contenidos se han considerado los métodos determinista y probabilista.
Generalmente se utiliza primero el método probabilista por facilitar la comprension de los temas.
Una vez que se ha comprendido y ejemplificado el concepto por este primer método se exponen los
temas con el método probabilista.

El capitulo 1 es el marco de referencia de la tesina. En él se retoman conceptos, definiciones, asi
como teoremas que son estudiados en materias antecedentes como Probabilidad, Estadistica y
Calculo Actuarial de vida individual. No se detallan los desarrollos como tampoco se demuestran
los teoremas, hacerlo implicaria extenderse demasiado sobre cada tema. El objetivo de este capitulo
es hacer un breviario de conceptos a los que se hara referencia en los siguientes capitulos. Su
disposicion al inicio de la tesis hace mas comprensible el contenido de los capitulos subsecuentes,
evitando detenerse a explicar o bien detallar conceptos preliminares durante los siguientes capitulos.
Las funciones de vida multiple son, en general, una extension de las funciones de vida individual, de
ahi la importancia de incluir este capitulo.

El segundo y tercer capitulo desarrollan propiamente las Funciones de Vida Multiple. Este es el
nombre del segundo capitulo, el cual esta dedicado a los estatus de vidas conjuntas y de ultimo
sobreviviente. El tercer capitulo titulado Funciones Contingentes, es un caso particular del segundo,
ahi se desarrollan los estatus de exactamente k vidas y al menos k vidas, asi como a las funciones
contingentes. En ambos capitulos se obtienen expresiones para operaciones de seguros y
anualidades.

En el cuarto capitulo se presenta el Modelo de Decremento Multiple, en donde se analizan las causas
de decremento o salida del grupo de una vida. A diferencia de los capitulos 2 y 3, en donde la



contingencia es la permanencia o disolucion del estatus, en este capitulo las variables aleatorias a
considerar son el tiempo y la causa de decremento. Es una forma de ver a una vida como un estatus.

También se expone la construccion de las Tablas de decremento Multiple, asi como su relacién con
las tablas de decremento Unico. El desarrollo de este tema es util en la valuacion de planes de
pensiones, en donde la salida de un individuo puede ser por vejez, cesantia, muerte o invalidez. Sin
embargo, este trabajo no contempla los planes de pensiones, sélo sienta las bases para su desarrollo.
En el apartado 4.11 se presenta como un modelo de decremento maltiple puede ser observado como
un estatus de vida conjunta. De ahi la inclusion del capitulo Modelo de Decrementos Multiples.

La elaboracion de este manual es importante porque la bibliografia clasica de la materia tiene varios
inconvenientes:

-Disponibilidad del material. Resulta dificil encontrar en las universidades, donde se
imparte la materia y que se encuentran en el &rea metropolitana, la bibliografia clasica con
los contenidos de la materia. Nuestro plantel es un ejemplo de ello, por lo que el estudiantado
recurre a otros planteles para recabar dicha informacion. Existe bibliografia que ofrece los
contenidos de manera practica, pero es dificil conseguirla.

-La mayoria de los libros estan en inglés. No es habitual que los alumnos de cuarto
semestre (semestre en el que se toma la materia) consulten bibliografia en inglés como
tampoco que se desplacen en busca de ella. Desafortunadamente, el nivel de compresion de
la lengua inglesa es bajo, lo que dificulta ain méas su asimilacion y continuidad. Esto genera
que los alumnos estén predispuestos al estudio de los textos, salvo aquellos estudiantes que
dominan esta lengua.

Este material incluye Tablas llustrativas de Mortalidad utilizando las q, de la Tabla de Mortalidad

Individual CNSF 2000-1(1991-1998) generada por la Comision Nacional de Seguros y Fianzas
(CNSF) y suponiendo un radix de 10,000,000.00. La CNSF realiz6 esta tabla con datos

proporcionados por compafiias representativas del mercado nacional. Los parametros (A+ ch) de
las funciones Gompertz y Makeham fueron tomados del estudio Modelos Estadisticos de

Mortalidad, Analisis de Datos 1991-1998, desarrollados por la Comision Nacional de Seguros y
Fianzas. La mayoria de los ejemplos y ejercicios son resueltos con estos datos.



~ TEMARIO
CALCULO ACTUARIAL I

1. FUNCIONES DE VIDA CONJUNTA

1.1 Definicion y distribucion de las variables aleatorias T (xy) y K(xy).

1.2 Caracteristicas de la distribucion de las variables aleatorias T (xy) y K (xy).
1.3 Caélculo de las funciones de vidas conjuntas.
2. FUNCIONES DE ULTIMO SUPERVIVIENTE

2.1 Definicién y distribucion de las variables aleatorias T (xy) y K(xy).

2.2 Caracteristicas de la distribucion de las variables aleatorias T (xy) y K (xy).

2.3 Determinacion y calculo del costo de la contratacion de beneficios para status de ultimo
superviviente.

3. FUNCIONES DIVERSAS

3.1 Modelo general para status de vidas multiples.
3.2 Funciones contingentes.

3.3 Anualidades testamentarias.

4. MODELOS DE DECREMENTOS MULTIPLES

4.1 Definicion y distribucion, marginal y conjunta, de las variables aleatorias T (x) yJ (x) :

4.2 Construccion de tablas de decremento unico, a partir de tablas de decrementos multiples.

4.3 Construccion de tablas de decrementos multiples, a partir de tablas de decremento Unico.

Cuadro |. Temario de Célculo Actuarial 1l desarrollado por el programa de Actuaria de la FES Acatlan. 1992,
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1. NOCIONES PRELIMINARES
1.1 Introduccién

Este capitulo presenta, como su nombre lo indica, nociones preliminares al Calculo Actuarial de
Vidas Multiples. Esta compuesto por tres areas: algebra de conjuntos, probabilidad y céalculo
actuarial de vida individual. El capitulo no tiene por objetivo profundizar en los contenidos, como
tampoco presentar demostraciones. El objetivo es retomar conceptos vistos en materias anteriores,
para que el lector los tenga presentes cuando sean mencionados al desarrollar la teoria de vidas
maultiples. Evitando detenerse a explicar la procedencia de los conceptos.

El capitulo se desarroll6 por las necesidades de los capitulos 2, 3 y 4. Los conceptos de teoria de
conjuntos y de probabilidad que se presentan aqui constituyen parte de la base de la teoria de vidas
individuales, que se retoma en la teoria de vidas conjuntas. La teoria de vidas mdltiples es una
extension de la teoria de vidas individuales, por lo tanto es deseable disponer de los conceptos
generales antes de entrar en materia.

Se presenta, al final del trabajo, una seccion de cuadros de seguros de vida individual y anualidades.
En ellos se presenta notacion, nombre, variable aleatoria, valor presente actuarial, asi como
expresiones en valores conmutados y en algunos casos aproximaciones. Estos cuadros son de
utilidad en la valuacién de seguros y anualidades de vidas mdltiples, una vez que se recurre a
métodos de evaluacién que los transforman en operaciones de una vida.

1.2 Teoria de conjuntos

Un fendmeno aleatorio es un fendbmeno empirico, en el cual no siempre se obtiene el mismo
resultado, es decir, no existe regularidad determinista. Sin embargo los resultados ocurren con
regularidad estadistica. Al conjunto de todos sus posibles resultados se le llama espacio muestral y
se le denota por (Q2). A los elementos que lo componen se les denota por (w).

El espacio muestral estd compuesto por subconjuntos llamados eventos. A la clase, coleccion o
conjunto de todos los eventos asociados a un fendmeno aleatorio se llama espacio de eventos, y se
denota ¥

Si a es un punto o elemento que pertenece al conjunto A se denota como a € A. Cuando el evento
no contiene elementos, se denomina el evento imposible o conjunto vacio y se indica con . Para
que dos eventos A; y A, sea iguales, se requiere que cada elemento o punto de A; sea también
elemento de A, asi mismo, cada punto A, sea punto de A; Es decir, A; y A, contienen exactamente
los mismos puntos. La igualdad se indica por A = A, .

Cuando un elemento de un conjunto, digamos A; es también un elemento de A, A; es llamado un
subconjunto de Ay se escribe como A c A.



En la teoria de conjuntos A° indica que el evento A no ocurra y consta de todas las descripciones de
Q) que no pertenecen a A. Este concepto es utilizado en la teoria de multiples vidas cuando se busca

que el estatus de vida conjunta Xy, no desaparezca en el tiempo t.

Cuando dos eventos A 'y B, ocurren a la vez, se formula el evento interseccion, denotado por AnB.
Se define como el conjunto de descripciones que pertenecen tanto a A como a B. Por lo tanto An B
sucede si, y solo si A'y B ocurren, es decir, cuando el resultado observado tiene como descripcién
muestral que pertenece a A y a B simultdneamente.

Si lo que se busca es que ocurra por lo menos uno de los dos eventos, A 0 B, entonces se habla de la
unioén que es denotada por AU B. Se define como el conjunto de descripciones que pertenecen por
lo menos a uno de los dos eventos A o B. Es decir, AUB ocurre si ocurre A, B 0 ambos. El
resultado observado tiene como descripcion muestral un elemento de A o B (0 de ambos).

Las operaciones de unién e interseccion de eventos, gozan de propiedades algebraicas de adicion y
multiplicacion. Algunas propiedades importantes son:

Ley conmutativa AuUB=BUA ANB=BnA

Ley asociativa AuU(BuUC)=AUB(UC) A(BNC)=(AnB)C

Ley distributiva AuU(BUC)=ABUAC AU(BNC)=(AuB)n(AUC)
Ley de idempotencia AUA=A ANnA=A

1.3 Probabilidad

En célculo actuarial se miden las probabilidades de ocurrencia o no de un determinado evento. De
manera que es necesario presentar definiciones de conceptos probabilistas que se utilizaran mas
adelante.

Consideérese un espacio de probabilidad denotado por (Q, F), donde Q es el espacio muestral de un

fendmeno aleatorio y F el espacio de eventos. Una forma matematica de representar un fendmeno
aleatorio es (Q, F,P). Aqui se asigna a (Q, F) una medida de probabilidad P, es decir, una funcion

conjunto que de a cada evento & un numero real, el cual da idea de qué tan factible es que ocurra o
no dicho evento. A dicha medida de probabilidad se le denota mediante

P:F —[0,00]
El tiempo que se espera que viva una determinada persona es medido por las variables aleatorias T
y K. La primera mide los afios completos por tratarse de una variable aleatoria continua, y la

segunda mide los afios enteros por tratarse de una variable aleatoria discreta. A continuacion se
presentan las definiciones de cada una.

T es una variable aleatoria continua (unidimensional) si existe una funcién f tal que f (t) >0 para
todo t del intervalo —oo <t <o y tal que para cualquier suceso A

P(A)=P(testeen A):J'A f(t)dt



f (t) se denomina funcion de densidad de T

K es una variable aleatoria discreta (unidimensional) si toma un numero finito numerable de
valores, es decir existe una sucesion de niimeros reales distintos{c,}. P(A) es la probabilidad del

suceso A, (probabilidad de que k esté en A) y se define como:

=3 1(K)

donde z f (k) representa la suma f(k) para aquellos valores k; pertenecientes a A.

Una medida de probabilidad debe cumplir con los Axiomas de Kolmogorov. De manera que para que
P sea una medida de probabilidad del evento aleatorio A, se debe cumplir

1) P(A) 20 vV AcF
2) P(Q)=1
3)Si A A, -eF {A,}._, son mutuamente excluyentes

= P@ﬁ}ip(m

n=1

Las probabilidades anteriores se interpretan como frecuencias relativas de ocurrencia de los eventos
A, en un espacio muestral Q definido. Para cualquier evento A, sea N, el nimero de ocurrencias
de A en las N repeticiones del fendmeno. De acuerdo con la interpretacion frecuencial P[A] :%,
donde puede apreciarse que P(A)>0. Ahora bien N, =N, por lo tanto P(Q)=1. Por Gltimo para

dos eventos A y B mutuamente excluyentes P[AUB] =3¢+ = P[A]+P[B]

Ejemplo 1.3.1: Se lanza un dado una vez, el espacio muestral Q={1,2,34,56}. Sean
A={1,2,3} yB={6} eventos disjuntos

P(0)=2=5=1

P(A)=4-3>0

P(8)-2-
AUB={1,2,3,6}
P(AUB)=A8_4a_2

Por otro lado P( A)+P(B)=2+1=2
Es decir P(AUB)=P(A)+P(B)

El teorema 1.1 muestra probabilidades y operaciones entre eventos aleatorios.



Teorema 1.1*

Para todo espacio de probabilidad (Q,F,P)

1) P(0) =0
2) Y P(A%)=1-P(A)

3) A; Si  AcB= P(A)<P(B)

A,BeF

4) P(AUB) = P(A)+P(B)-P(ANB)
5)P(Q1A)=ZP(A)—ZP(A AA)+ Y P(ANA NA)++(D™PANA N-NA)

i<j i<j<k

6)PU A) <Y P(A)

En la teoria de vidas contingentes, se hace referencia al concepto de probabilidad condicional. Por
ejemplo cuando se tienen dos vidas (xy)y se busca la probabilidad de que (y) muera a edad t,

habiendo muerto con anterioridad (x). Si A= {T (y) :t}, B= {T (x) st} y se busca , p ,, entonces
Xy

se puede recurrir al concepto de probabilidad condicional Pr[B|A]: Pr[T(x)St‘T(y):t] De
ahi que se enuncie el concepto de probabilidad condicional.

La medida de probabilidad elegida para un evento determinado puede cambiar a la llegada de
informacion adicional, siendo esta nueva medida P . Y puede ocurrir que P(A)=P*(A). Si la

nueva informacion es sobre un evento B e F que ha ocurrido, entonces el cambio de medida de
probabilidad de P(A) por P*; (A) se llama medida de probabilidad dado B o condicionado en B.

Generalmente P, (A) se denota P(AB).

Sea el espacio de probabilidad (Q,F,P), BeF tal que P(B)#0 y sea funcion conjunto
P, :F —[0,1] tal que paratoda AeF
P(ANB)

P(B)
Como se indicd, es posible que la informacién de que el evento B haya ocurrido no modifique
P(A), de manera que

PB(A)=P(A|B):

P(ANB)
P(B)
< P(ANB)=P(A)P(B)

P,(A)=P(A) < =P(A)

y ademéas P(A) =0

! Para una demostracion del teorema 1.1 véase Parzen E., Teoria Moderna de Probabilidades y sus Aplicaciones,
Limusa, México 1976, 35-38.



entonces P, (A)=P(B) < % =P(A)

P(ANB
AR GIAL) P
P(A)
< PB(B): P(B)
< Besindependiente de A

y se dice simplemente que Ay B son eventos independientes.

A lo largo de este trabajo se consideran eventos independientes para facilitar los calculos, a
continuacién se muestra la definicion.

Los eventos A, A,,---, A, € F son eventos independientes < paratodo T < {1,2,---,n}

P(A)=TTP(A)

teT

La obtencidn de varianzas y covarianzas a través del método probabilista constituye una ventaja de
este metodo.

El valor esperado de una variable aleatoria X se define como:

a) SiXesdiscreta E[X]=Y"a,p, (a,)

b) Si X es continua E[X]:f xfy (X)

La media x nos dice cudl es el centro de los datos, mas no qué tan dispersos se encuentra respecto a
su centro.

La varianza de una variable aleatoria X se define como:
Var (X)=E| (X ~E(X))’ |
=E(x?)-[E(X)T
La covarianza es igual al momento producto menos el producto de las medias

COV[Xl! Xz]: E[Xlxz]_E[xl]E[xz]



1.4 Célculo Actuarial de Vida Individual

En célculo actuarial de vida individual se desarrolla la funcion de probabilidad y sobrevivencia para
una vida. El siguiente apartado muestra estas funciones, asi como expresiones generales para vidas
individuales. El objetivo es presentar los conceptos de manera general, pues se hara referencia a
ellos cuando se consideren varias vidas.

La variable aleatoria continua X representa la edad al fallecimiento de un recién nacido. La funcion
de distribucion F, (x), es la probabilidad de que la muerte de un individuo sea como maximo x

F, () =Pr[X <x] x>0 (1.4.1)

La funcion de sobrevivencia s(x) es la probabilidad de que el recién nacido alcance la edad x y se

define como
s(x) =Pr(X >x)=1-F, (x) (1.4.2)

La probabilidad de que un recién nacido muera entre las edades x y x+t es

Fy () =Pr[ X <x+t|X >x]
CPrx< X <x+t] F, (x+1t)-F, (x)
O Pr[X>x] 1-F(x)
:s(x)—s(x+t) (143)

5(x)

Y la funcién de sobrevivencia condicional se denota por

Sy (1) =Pr[ X >x+t|X > x|

CPr[X > x+t]  s(x+1) (140
COPr[X>x]  s(x) o

Una vez que se han desarrollando las probabilidades de sobrevivencia de un recién nacido es
momento de considerar vidas con edad x. La variable aleatoria que denota el tiempo futuro de vida

de (x) esT (x) = X —x. De manera que una vez definida esta variable aleatoria y con las funciones
de muerte y sobrevivencia desarrolladas arriba se obtiene

PrT(x) <t]=F(, ()=, (14.5)
PrT(x) > t]=1-F, (1) =1-,q,=p, (1.4.6)

. b, indica la probabilidad de que un individuo de edad x sobreviva t afios
.0, indica la probabilidad de que un individuo de edad x muera durante los siguiente t afios, la cual
es considerada tasa de mortalidad.



Cuando los periodos son de un afio se omite el subindice dejando p, y q,.

t|nqX denota la probabilidad de que (x) sobreviva t afios y muera entre las edades x+t y x+t+ny
se define como
2O =Pr[t<T(x)<t+n]

= O — Ok
= ¢ Py~ 140 Px

t

(1.4.7)

La regla del producto establece

t+n px = t px n px+t = n p xt px+n (148)

La funcion sobrevivencia tiene las siguientes caracteristicas:

- 5(x) es decreciente
-0<s(x)<1
-5(0)=1y I wtal que s(w)=0

La obtencion de una funcién de sobrevivencia se basa en métodos estadisticos para determinar sus
probabilidades. Algunas expresiones que han simulado este comportamiento son:

- s(X)=1-—  0<x<110

110

Funcion de sobrevivencia

1 6 11 16 2126 3136 41 46 5156 6166 7176 8186 9196 10 10 111

Edad

- s(x):i\/loo—x 0<x<100

10

Funcién de sobrevivencia

1 8 15 22 29 36 43 50 57 64 71 78 85 92 99
Edad




0<x<100

20000 — 100X — X°
(x)= 20000

Funcion de sobrevivencia

1 7 13 19 25 31 37 43 49 55 61 67 73 79 8 91 97
Edad

Sin embargo estas graficas no se asemejan del todo a la siguiente grafica obtenida de los datos
generados en la Tabla 2.1 llustrativa de Mortalidad Individual que se encuentra en la parte de
Anexos.

Funcién de Sobrevivencia

15

0.5 1

Edad

Las probabilidades de sobrevivencia y muerte, se pueden definir a través las funciones |, (nimero
de vivos de edad x) y d, (el nGmero de muertos de edad x), que se presentan a continuacion.

Sea |, un grupo de recién nacidos y £, la variable aleatoria que denota el nimero de recién nacidos
que sobreviven de edad x. £, se define como

ly
L(x)= Z;‘ I,
J:
I; es el indicador Bernoulli definido por
{1 si el j-ésimo recién nacido sobrevive a edad x
j

0 si el j-ésimo recién nacido fallece antes de la edad x
Por lo tanto

1]=s(x)=,p,
O} =1-5(x)=,0,

Pr[|j
Pr[|j

Y la esperanza del indicador es

E[1;]=0-Pr[1;=0]+1-Pr[ I, =1]=5(x)



El ndmero esperado de recién nacido que llegard a edad x del grupo original se denota por
E[£(x)]. De manera que

L =E[£(x)]= E[ZL'J

Sef]

j=1

=1,5(x)
Como £ es la suma de indicadores Bernoulli, entonces £ se distribuye como una Binomial
Bi(n; p), con pardmetros n=1, y p =s(x).

Ahora considérese la variable aleatoria .2, que denota el nimero de muertos entre las edades x y
x+n del grupo inicial 1, de recién nacidos y se define como

Iy
nﬂx=2',~
j=1

Ij es el indicador Bernoulli

1 si el j-ésimo recién nacido fallece entre las edades x y x+n
110 si el j-ésimo recién nacido no fallece entre las edades x y X +n

Por lo tanto
Pr[lj :1]:Pr[x< X <x+n]=s(x)-s(x+n)

Pri1;=0]=1-[s(x)-s(x+n)]

La esperanza del indicador es
E[1,]=0-Pr[1;=0]+1-Pr[ I, =1]=5(x)-s(x-+n)

E[.@(x)] denota el nimero esperado de recién nacidos que mueren entre la edades (x) y (x+n)
del grupo original. Se tiene



=l [S(X)_S(X+n):|

= Ix - Ix-f-n
Finalmente las probabilidades de sobrevivencia y muerte pueden escribirse respectivamente

Cs(x+n) ls(x+n) |

X+n

nPx= s(x) l,s(x) I
| d

| -1
=1- X+n _ X X+h _ nYx
nqx

X X X

Ejemplo 1.4.1: Considérese la funcion de sobrevivencia s(x)zl—ﬁ y supdngase un grupo de

10,000 recién nacidos, calcular:

a. el nimero de recién nacidos que llegaran a la edad 39

l,, = 1,5(39) =10,000(1— ) = 7810.24

110

b. ¢cuantos fallecen entre las edades 39 y 45?

6d39 = |39 6 Jao

60z =16 Pao :1_[5(:22;)6)] =0.08563

— 7810(0.08563)
~ 668.79

C. ¢cuantos se espera que fallezcan con edad 57?

d57 = I57qs7
=1,s(57)[1- 22|
- (10,000)(0.48181818) (1§42
=90.90

d. laprobabilidad de que un recién nacido alcance la edad 57

Os; = 1- Ps7
=1 s(58)

N )

=1-— 0.47272727
0.48181818

=0.01886792
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1.5 Fuerza de Mortalidad

Las expresiones que denotan las probabilidades de muerte y sobrevivencia en las lineas anteriores
utilizan periodos de tiempo en afios. Como estas medidas no son del todo informativas por tratarse
de promedios, existe una expresion que maneja periodos instantaneos de tiempo. Esta expresion es
la fuerza de mortalidad que se obtiene a partir de dividir un afio en subperiodos de igual tamafio. De

manera que la probabilidad de que (x) fallezca al llegar a la edad x+2 es

R — I“* (15.1)
donde I -1 ., representa el ndmero de muertes ocurridas en la m-ésima parte del afo.
Multiplicando (1.5.1) por m

N
m(,q,)=m = (15.2)

se obtiene la probabilidad en forma anual, bajo el supuesto de que ocurre el mismo ndmero de
muertes en cada subperiodo de afio. Al hacer que el nimero de partes en que se divide el afio crezca
infinitamente, de manera que la longitud de cada parte se reduzca infinitamente, se obtiene la fuerza
de mortalidad o la tasa instantdnea de mortalidad. Esta es una medicién de la mortalidad justo en el
instante de alcanzar la edad y se hace en forma anual, aunque para calcularse se utilice un lapso de
tiempo mucho menor. La tasa instantdnea de mortalidad se denota por la letra griega # (mu), a la

que se le afiade un subindice indicador de la edad, es decir s, o bien pory(x)z. La funcion
4#(x+t) no incorpora informacion adicional de (x) y Gnicamente indica la fuerza de mortalidad a
la edad (x+t). Cuando se dispone de informacién adicional de (x), la fuerza de mortalidad a edad
(x+1) es una funcion de esa informacion a edad (x) y con duracion ty se denota por x, (t).

La fuerza de mortalidad es el limite de , g, cuando m crece indefinidamente, es decir cuando +

tiende a hacerse infinitamente pequefio. Gonzélez Galé sugiere la siguiente definicién: la fuerza de
mortalidad es la relacion entre el namero de muertes que deberia haber en el afio con respecto al
numero de personas que tienen exactamente edad x. Considerando que durante todo el afio la
intensidad de la mortalidad permanece invariada.

Retomando la expresion (1.5.1)

Tomando el limite

2 Bower en la pagina 53 menciona que el Comité Permanente de Notacién de la Asociacion Internacional Actuarial
establece la notacidn de las funciones actuariales, las cuales pueden diferir de la notacion probabilista. Ejemplifica con

una funcién de una sola variable cuya notacion probabilista es (X) y la notacion actuarial es Q, .

11



m
IX

1
|

de manera que

1dl,

ﬂ(x)=—ta

(1.5.3)

(1.5.4)

La expresion anterior esta integrada por la derivada de la curva |, que es la pendiente de la tangente

y que representa un incremento (positivo o negativo) de la funcion f(x) al incrementarse la

variable independiente x. Debido a que |, es decreciente, la derivada que se obtiene es negativa y al

- 1 . L
multiplicarse por T se obtiene la tasa anual de decrecimiento en la edad exacta x. Como ,u(x) es

X

igual a la derivada de una funcion, dividida entre la misma funcion, entonces

dinl,
,u(x):— dx

Es posible obtener p, y q, en funcion de y(x+t). Considérese

1l

X+t
I

t)=-
p(x+t) it
e integrando

X+t

multiplicando en ambos lados por |

X+t

le+ty(x+t )dt = jlm Xatt dt

x+t

dl.,
- .[1 dtt dt

por lo tanto
[l (x+t)ydt=1,-1,, =d,

dividiendo (1.5.7) entre |,

de donde

(15.5)

(1.5.6)

(1.5.7)

12



q, = jolt pu(x+1)dt (1.5.8)

1
p, =1- [ pu(x+t)dt (15.9)

O bien, retomando (1.5.6) e integrando en ambos lados

1 id Inl,
J.OILl(X+t)dt :_J.OTtdt

X

- |n('x—+1j (1.5.10)

=Inp,
despejando p,
p _eJ.:,u(xH)dt
=
y como p, =1-q, entonces
q :1_ej;y(x+t)dt

Utilizando la funcion de densidad y la funcién de supervivencia de la variable aleatoria X se tiene

(x+Ax)—F, (x)

Prx< X <x+Ax|X >x]= Fx F. o) (1.5.11)
g = Fy (x+Ax)—F, (x) (15.12)
1-F, ()
por definicion de funcion diferenciable
f(x+h)=f(x)+hf'(x)+hr(h)  limr(h)=0
se tiene
f (x+h)= f(x)+hf'(x
f (x+h)—f(x)=hf'(x)
Por lo tanto
Fy (Xx+Ax)—Fy (X) = AXF", (X) = Axf, ()
LM (%) (15.13)

qux ~ 1— FX (X)

fx (x)

1-F ()

Siendo la fuerza de mortalidad

13



R0 R _d[1-s(9]_ -s'(x)
#(%)= 1-F (X)) s(x) s(x) s(x)
de donde
dl
()=~

A continuacion se enuncian las propiedades de la fuerza de mortalidad

1. ,u(X) es una medida de mortalidad en el preciso momento de alcanzar la edad x
2. u(x)=0

3. El valor de x(x) no esta limitadoa 0< s(x)<1

4. Es posible que y(x) exceda la unidad cuando el valor de la pendiente de la curva I,

el valor de |,
5. Para

x<0 u(x)=0
x=0 #(x) indefinida
x>0 (x)=0

lim [ u(x)dx=c0

X—0

=

(1.5.14)

(1.5.15)

—X exceda

Ejemplo 1.5.1: Calcular s(x), I,, F(x) y f(x)suponiendo que x(x)=x35 para0<x<110

|
De (1.5.15) u(x)= _dnd—s),((x)' por lo tanto
[, u(®)dt = [ -t

= In[120—t]|X
-]

@)
o
3
o
Il

l,s(x), entonces

_ 110-x
Ix = Io( 110 )

14



Finalmente

_ 1
110

Si los valores de | fueran generados por una formula, seria posible obtener el valor exacto de

,u(X), pero generalmente no se conoce una formula. Es posible utilizar los datos proporcionados

por las Tablas de Mortalidad y suponer un comportamiento de la funcion I, , para obtener el valor de

la fuerza de mortalidad para edades enteras o fraccionadas.

Suponiendo que |, es una funcion de segundo grado

|, =a+bx+cx®

d—IX=b+2CX
dx

para x=0
(&) -
dx x=0

lL=a+b+c

para x=1yx=-1

|, =a-b+c

restando

Para x+1yx—1y dividiendo entre |,

X=1  “x+1 z_ldlx —

2, 1 dx

X

#(x)

(1.5.16)

(15.17)

15



0 bien como

entonces

d . +d

x-1 X ~
o =H0)

Suponiendo que |, es una funcion de cuarto grado

|, =a+bx+cx® +dx® +ex*

dl,
dx

=b + 2cx + 3dx? + 4ex®
(%)
dx x=0

L =a+b+c+d+e

para x=1yx=-1

|, =a-b+c-d+e
restando

l,-1l,=-2b-2d
para X=2yx=-2

l,=a+2b+4c+8d +16e
| ,=a-2b+4c—-8d +16e

restando

| ,-1,=-4b-16d
Con

8(1,-1,)=-16b—16d
y

8(1,—1,)—(1,-1,)=—12b

(1.5.18)

16



entonces

B(L L) (b -L) _ :_(dli

12 dx
por lo tanto
8(|X,l - |X+11)2_|X(|x2 —.,) ~ _%% _ ,u(X) (1.5.19)
Como
l,-L,=L,—-L+l -1, =d_ +d
y
l,—L,=l -l +L =L+l =L+l -1,

= dx—2 + dx—l + dx + d><+1
retomando (1.5.19)

7(dx—1 +dx)_(dx—2 +dx+l)
121,

= () (1.5.20)

Un resultado similar se obtiene al suponer que |, es una funcion de tercer grado, ya que (%) W= b.
Y al evaluar w se obtiene —b=-3¢, pudiendo expresarse facilmente u(x). Este

resultado se esperaba, pues la grafica de una funcion de tercer grado se asemeja en buena medida a
la grafica generada por los valores |, de una Tabla de Mortalidad.

Ejemplo 1.5.2: Calcular 1 (35)usando (1.5.19) con los siguientes datos

l,, =7000, I,, = 6909.09091, |, =6818.18182, I, = 6727.27273 y |, = 6636.36364

8('34 B Ise)_(lsa B |37)
121,
8(6909.09091- 6727.27273) - (7000 - 6636.36364)
12(6818.18182)

Has =

=0.013333

Una funcién que es preciso presentar por estar definida en funcion de la fuerza de mortalidad, es la
funcion L,. L, representa el nimero esperado total de afios vividos en conjunto y durante un afio,

del grupo inicial de |, vidas. Por lo tanto

L = [ the(x+t)dt+1,, (15.21)
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En esta expresion la integral cuyos limites son 0 y 1, cuenta los afios vividos por aquellos que
murieron entre las edades x y x+1. El termino |, cuenta los afios vividos entre las edades x y x+1

de los que sobrevivieron a la edad x+1. Integrando por partes

1
Lx = _.[0 td|x+t + Ix+l

=t Ix+l

1 1
o+ [ Ldt+

=01, (15.22)

La expresion (1.5.22) se utiliza a continuacion para definir la tasa central de mortalidad. La tasa de

mortalidad q, =%, determina la probabilidad de que una persona de edad x muera dentro de un

X

afo. La tasa central de mortalidad denotada por m,, relaciona el nimero de los que mueren entre las
edades x yx+1, con el nUmero de las personas que tienen todas las edades posibles entre x y x+1,
L, . De manera que la tasa central de mortalidad se define como

[ Lp(x+t)dt
m, = 3ot el (1.5.23)

' [ | L,
0 X+t

T, denota el numero total de afios que, a partir de la edad x, viviran los componentes del grupo
inicial 1, y hasta que el grupo se extinga. Se define como

To= [t u(x+t)dt

= _J.Owtdlxﬁ
= j:kﬁdt (1.5.24)

La ultima integral puede interpretase como la integral del tiempo total vivido entre las edades
X+t yx+t+dt porlas | . vidas que sobrevivieron a éste intervalo.

X+t

Finalmente el nimero promedio de afios del tiempo de vida futuro de los | sobrevivientes del
grupo en la edad x se define por

T, [ bt
R jotpxdt (1.5.25)

X X

18



1.6 Hipotesis relativas a la Fuerza de Mortalidad

A lo largo de la historia se han dado intentos por encontrar expresiones analiticas para la funcion |, .
En 1724 el matematico francés De Moivre sefialo que |, decrecia en progresion geométrica con la
edad y propuso la expresion |, =ar*. Esta fue abandonada porque no se anula cuando x aumenta y

por dar la misma tasa de mortalidad para todas las edades, asi como la misma tasa de mortalidad
instantanea. Lo anterior se puede observar en las siguientes expresiones

1
-l ar—ar™
q, = = " =1-r
I ar

X

1dr* r*logr
ﬂ( ) r dx r g

En 1729 corrigio su aportacion y propuso que |, decrecia en progresion aritmética, es decir,
I, =A-nx. Sin embargo como puede apreciarse, esta expresion conservaba los mismos
inconvenientes que la anterior,

=l (Wex)=[w-(x+1)] 1
%= L W—X CwW-x
1 d(w—x)= 1

w—Xx dx W—X

Mas adelante surgieron nuevas aportaciones que han perdurado en la actualidad. Estas aportaciones
se dieron por Gompertz y Makeham y se presentan a continuacion.

1.6.1 Hipdtesis de Gompertz

En 1825 Benjamin Gompertz dio una enorme aportacion a la ciencia actuarial. Es importante
destacar el razonamiento que dio origen a esta relacion y por ello se muestra textualmente la
comunicacion dirigida a la Royal Society de Londres citada por Gonzélez Galé

Es posible que la muerte sea la consecuencia de dos causas generalmente coexistentes: una el azar,
sin disposicion previa a la muerte o al deterioro; otra, una deterioracion o una impotencia creciente
para resistir a la destruccidn. Si, por ejemplo, existiesen ciertas enfermedades a las que jovenes y
viejos estuvieran igualmente expuestos, y que fuesen igualmente funestas para viejos y para jovenes,
es evidente que las muertes por esta causa, en ambos grupos, guardarian entre si la misma
proporcién que los grupos dados, con tal de que los nimeros fueran suficientemente grandes como
para que pudiesen operar las leyes del azar. Si no hubiera otras enfermedades, la vida tendria, en
todas las edades, el mismo valor y, tanto el nimero de sobrevivientes como el de muertos, decreceria
con la edad en progresion geométrica, mientras las edades crecian en progresion aritmética. Pero si
el género humano adquiere, de dia en dia, gérmenes de indisposicion —o dicho en otros términos:
estd cada vez mas expuesto a morir—, lo cual parece ser una hip6tesis verosimil —por lo menos, para
una gran parte de la vida, y ain cuando lo contrario pueda ocurrir en ciertos periodos—, fuerza es
deducir que el nimero de sobrevivientes a partir de cierto nimero de personas de igual edad,
decrece, en intervalos iguales de tiempo, méas rapidamente que la progresion geométrica, y que, asi,
las probabilidades de oir decir que un determinado hombre ha llegado a un determinado punto de
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vejez, disminuyen en una progresion mucho mas rapida, aunque no haya limite alguno con respecto
a la edad que pueda alcanzar.

Si el agotamiento del poder del hombre para evitar la muerte fuera tal que, en promedio, y al final de

periodos de tiempo infinitamente pequefios, pero de igual duracion, perdiera, también, porciones
iguales del poder oponerse a la muerte que tenia al principio de dicho intervalo, entonces, a la edad

x la intensidad de la mortalidad podria ser representada por a y q*, siendo a y ¢ constantes a
determinar®

El razonamiento anterior dio origen a la hipdtesis de Gompertz, la cual se denota como
1(x)=Bc" B>0, c>1 (1.6.1.1)

Usando (1.6.1.1) para obtener la funcion |, se tiene

xdlInl X
_ Y dy = — y
J-o dy dy = .[o Bedy
__(B_B
Inc Inc
=—(c*-1)Ing
=—In gcx—l
donde
B
Ing=—
Inc
entonces
IX _ Ioefj.o u(y)dy _ Ioemgc& _ Iogcx_l
haciendo
(o
g
I, se puede escribir como sigue
|, =kg“ (1.6.1.2)

Considerando ahora la expresion  p, Yy rescribiendo en términos de la hipotesis de Gompertz, se
obtiene

(1.6.1.3)

® Gonzalez Galé, J. Elementos de Calculo Actuarial, Macchi, Buenos Aires, 1970, 40-41.
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1.6.2 Hipdtesis de Makeham

En 1860 Guillermo Mateo Makeham adoptd un estudio sobre La ley de mortalidad, que se baso en
el trabajo de Gompertz. El razonamiento que lo genero fue el siguiente:

Al aplicar la formula de Gompertz advierte Makeham claramente que no ajusta las tablas con la
precision que fuera de desear, pero reconoce que las mejores préacticas en la construccion de tablas
de mortalidad habran de ser alcanzadas mediante la ley de Gompertz.

Ensaya diversos procedimientos y comprueba que los valores ajustados corresponden mejor a la
realidad sometiendo la férmula de Gompertz a una modificacion que equivale a tomar

1(x)=A+Bc"
correccion que no hace, en definitiva, mas que introducir en la férmula una constante que representa
el azar, ese azar al que el mismo Gompertz se habia referido, y al que Makeham recurrié —hay que
decirlo todo— no por haber reconocido a priori la omisién en que habia incurrido Gompertz sino

para superar dificultades materiales surgidas en la practica.

Esta hipotesis de Makeham se denota como
1(x)=A+Bc" B>0,A>-B,c>1 (1.6.2.1)

Integrando en ambos lados
J'O y(y)dy:jo (A+Bc?)dy

X
Inc Inc
=—Ins*~Ing“™
Donde
Ins=-A
B
Ing=——
Inc
Entonces
| =lpe B gt grgets
. I .
Haciendo k =-2 se obtiene
g
| =ks*g® (1.6.2.2)

Considerando la expresion  p, y rescribiendo en términos de la hipotesis de Makeham

X+t

X+t o C X[t
I ks*g

X

* Gonzélez Galé, J.Elementos de Célculo Actuarial, Macchi , Buenos Aires, 1970, 42.
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X

Sustituyendo la fuerza de mortalidad de (1.6.2.1) en s(x) = e_J.o #(s)d

S .
, Se obtiene

El propdsito de ambas hipdtesis es generar una expresion mateméatica que modele el
comportamiento de la mortalidad, es decir, que genere la forma de la funcion. Gompertz y Makeham
denotaron con Bc*, el envejecimiento al que esta sometido el ser humano dia tras dia. A pesar de
que fue Gompertz quien propuso que ademas del envejecimiento existe una causa aleatoria a la que
estd expuesto el hombre, el azar, no lo modelé en su férmula. Makeham indic6 el azar con la
constante A. Lo anterior muestra que la hipotesis de Gompertz es un caso particular de la hipétesis
de Makeham, donde A=0.

En (1.6.1.1) y (1.6.2.1) se indicaron las restricciones de los coeficientes. En Makeham A>-B vy el
resto de las restricciones son iguales en las dos hipdtesis.

Una vez que se estiman los pardmetros a partir de informacion sobre la mortalidad, para lo cual se
requiere el estudio por grupos de edad, se pueden calcular probabilidades de muerte y sobrevivencia,
asi como de todas las funciones que estan relacionadas con la fuerza de mortalidad.

En la teoria de multiples vidas es de gran utilidad el uso de las hip6tesis Gompertz y Makeham, ya
que simplifican los célculos de varias vidas de edades diferentes, a una vida o a varias vidas de la
misma edad respectivamente. A pesar de que el uso de estas hipdtesis en vidas multiples subestima
0 sobrestima, situacion que se expone en su momento, el valor de la edad sigue siendo una buena
aproximacion.

Construir una formula que reproduzca la curva de sobrevivencia no es facil, ya que en los primeros
afios hay un decremento brusco, ademés de presentar algunos puntos de inflexion. Las hipdtesis de
Gompertz y Makeham proporcionan una buena aproximacion, aunque para algunos datos el ajuste
del rango inicial y final no es bueno. Situacion que puede observarse al contrastar la curva ajustada y
la curva obtenida con los datos reales. Es posible que para ciertos datos sea un buen ajuste para todo
el rango y que para otro conjunto, haya que quitar ciertos rangos. El rango de edades propuesto
originalmente por Gompertz es de 10 o 15 a 55 0 60, considerando ciertos cambios en las constantes
para la edades entre 50 y 60. En el caso de la hipotesis de Makeham el rango es sobre los 20 afios y
casi hasta la edad final.

En la parte de anexos de este trabajo se incluyen las Tablas llustrativas bajo la ley de Gompertz y
Makeham. Los pardmetros utilizados se tomaron del trabajo Tablas de Mortalidad Experiencia
Mexicana 1982-1898, realizado por la Comision de Seguros y Fianzas. Los parametros arrojados por
ese estudio son

A =0.000905426
B =0.0000727187
C =1.0909846240
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1.7 Esperanza de Vida Completa
0
La esperanza completa de vida denotada por ex se define como el tiempo que se espera viva una
persona de edad x. Para ello se requiere obtener la esperanza de la variable aleatoria T(x)

Por definicion
. = E[T(x)]=[ "t pu(x+t)t (1.7.2)

como , p,u(x+t)= %(—t p,) entonces

0 o d
ex = 0 ta(—t px)dt (172)
Integrando por partes
d
=t dv=—(-
! v=gilmeP) (1.7.3)
du =dt V=—D,
0 w 0
e=-t,p, o +J'O . p,dt (1.7.4)
De (1.7.4) E[T(x)] existe si lim t,p, =0 dejando
0 o
e =j0 _p,dt (1.7.5)

Conociendo la esperanza de vida que tiene una poblacion, se puede saber cémo es su nivel de salud,
de manera que esta medida es utilizada para comparar niveles de salud en poblaciones diferentes.

Para calcular la varianza de T(x) hay que obtener el segundo momento

E[T(0) = [ pa(x+t)ct (1.7.6)
:Iowﬁ%(_t p, )t (1.7.7)

nuevamente integrando por partes

d
=t? dv=—(-
u v Olt( h)
du=2t V=—p,
E[T(x)z}:—tztpx s+2ft pdt (1.7.8)
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E[T(X)ZJ existe si limt, p, =0
Por lo tanto E [T (x)z} = 2_|.0°Ott p,dt (1.7.9)
2
Var[T(x)]=2[ "t p,dt —(ng (1.7.10)
Finalmente la expresién (1.5.25) puede reescribirse como

I—_j p, dt

= €

0
De donde se puede definir ex como el nimero de afios que le corresponderfa vivir a (x), si los afios
que debe vivir el grupo (T, ), se repartieran por igual entre los integrantes del grupo |, .

0
Ejemplo 1.7.1: calcular esx y var[T(x)], considerando que la funcién de sobrevivencia es

s(x)=2+/100—-x

0
_ [ s(x+t)
Sabemos que e —jo tpxdt—j0 oy dt

de manera que

0
% Y 100—x—
= 0 Ho100—x ~dt

== (100-x~t)* at

= =] ~3(200-x-1)* |1
=2(100-x)

100-x

por lo tanto

0
e =2(70)=46.666 afios que le quedan por vivir

2
De (1.7.10) sabemos que V ar[ T (x)] = ZI:tt p, dt —(ng

Desarrollando la primera expresion

2["t,p, =2ttt

[ t(100-x~t)* dt

\/100 X

integrando por partes
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- %[—t%(lOO—x—t)%

EOO*X_Iloo_X—%(loo— X—t)% dt}

0

por lo tanto
Var[T (x)]=£(100-x)" ~£(100 - x)’

1.8 Esperanza de Vida Entera

Al calcular la esperanza de la variable aleatoria discreta K(x), que representa el nimero de afios
completos que faltan para el fallecimiento de (x) se obtiene la esperanza de vida entera. Esta
esperanza se denota por e, y se define como el nimero de afios (enteros) que se espera viva (x)

e, =E[K(x)] (1.8.1)

e =Y
k=1

= Z k k pqu+k
k=0
2

ko, (18.2)

recordando
k|qx = Py = 1 Py
:_(k+1px Tk px)

retomando la expresion

KA(=P,) (1.8.3)

sumando por partes y usando f(k)=—,p,, g(k)=k y Ag=k+1-k =1

n

> 9 (0)Af (x)= () g (=3 f (x+1)Ag (x) =F ()a (x)

x=1 x=1

n+1 n+1

. —AT[F(x+D)Ag(x)];

€ = k(_k px]: +z k+1 Px 1

k=0

Si lim k(—, p,) =0entonces
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exzékﬂpx:kax

k=1

Calculando el segundo momento para obtener la varianza

E[K(x)' |- Zk2 a, —ZkA -cP)

k2

con f(k)=—p, y g(k)=
= kz(_k px}: +z k+1 prkz
k=0
considérese

Ak? = (k+1)" —k?
=k®+2k +1-k?

=2k +1
entonces

E[K(X)z]:kz(_kp ] "'z 2k+1 k+1 Py
k=0

E[K(x)"| existessi limk*(~,p,)=0

E[K(x)]= 3 (2K +1),,p, = 3 (2K -1), p,
k=0

k=1
por lo tanto

Var[ K (x)]= ZZK 1), p,-(e,)

Ejemplo 1.8.1: calcular e, , considerando que I, =1000(%3) para 0 < x <100

De (1.8.4) retomamos e, = z « b, . Calculando primero , p,

(1.8.4)

(1.8.5)

(1.8.6)

(1.8.7)

(1.8.8)

Considérese nuevamente la variable aleatoria continua S(x), que denota la fraccion de afio vivido al

ocurrir lamuerte de (x) con 0<S(x)<1
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T =K+S como Ky S son independientes
E[T]=E[K]+E[S]
e =e, +E[S]
Bajo DUM S 1 U (0,1)

_ a)2
12

e[u)-21° varju] ="

Si SUU(0,1) entonces

1 1
E[S|== Var|S|=—
[s]-5  Var[s]-1
por lo tanto

0 1
€x :ex+—
2

1
Var|T|[=Var|K|+—
ar[T]=Var| ]+12

(1.8.9)

(1.8.10)

(1.8.11)

(1.8.12)

En las tablas de mortalidad es frecuente agregar una columna para la esperanza de vida. Cuando se

0 0 i
posee la funcion de supervivencia el problema se resume en evaluar la integral ex = L . P, dt, sin

embargo no siempre se conoce la funcion de supervivencia y solo se tienen los valores discretos
correspondientes a K(x). La esperanza entera de vida es mas laboriosa de evaluar, por ejemplo la

esperanza de vida de un recien nacido implica calcular las probabilidades , p,,, Py.5 Pg.--- Y luego
sumarlas. Para una persona de un afio de edad, hay que calcular las probabilidades , p;,, P;,s Pys- Y

sumarlas sucesivamente para cada edad. Para lograrlo se utilizan férmulas recursivas y se
recomienda comenzar de atras para adelante, es decir, en lugar de iniciar con las edades 0, 1, 2,... se

inicia por w,w-1,...,2,1,0.

En la esperanza completa de vida se usa la aproximacion de la regla trapezoidal para la integral

Lls p,ds, es decir

0 1+ 0
TPy P, Exi

1N
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1.9 Supuestos para edades fraccionarias

En muchas ocasiones solo se cuenta con los valores de la v.a. K(x), estos valores pueden servir para
encontrar la distribucion de la v.a. T(x). Para ello es necesario hacer supuestos sobre la distribucion
entre dos enteros, es decir, interpolar entre los valores conocidos de K(x). A continuacion de
presentan los supuestos mas comunes de interpolacion. Se asume que xe Z" y te [O,l].

1.9.1 Interpolacién Lineal

Se conoce como Distribucion Uniforme de Muertes (DUM)

s(x+t)=(1-t)s(x)+ts(x+1) (1.9.1.1)

Usando este supuesto para calcular q,

¢ - s(x)=s(x+t) _ s(X)—-[(1-t)s(x)+ts(x+1)]
o s(x) s(x)
:t[s(x)—s(x+1)]
s(x)

=10,
por lo tanto, bajo este supuesto

P, =1-1q, (1.9.1.2)

Expresada a través de la fuerza de mortalidad:

d

o ——|(1-t)s(x)+ts(x+1)
p(x+t)=—> (x+t) k- ] (1.9.1.3)
s(x+t) s(x+t)
_s(X)=s(x+1) K
s(x+t) Ky
= O
P (1.9.1.4)
= qX
l_th
por lo tanto
tpxy(x+t):(1—th)1 q:q =q, para 0<t<1 (1.9.1.5)
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1.9.2 Interpolacién Exponencial

logs(x +t)=(L—t)logs(x)+tlogs(x+1)
0 bien

=s(x)(p,)

este supuesto se conoce como Fuerza Constante de Mortalidad.

1.9.3 Interpolacién Armonica

1 1-t t

s(x+t)  s(x " s(x+1)

0 bien

1 (@-t)s(x+1)+ts(x)

s(x+1) s(x)s(x+1)

s(x)s(x +1)
(L—t)s(x +1)+1ts(x)

s(x+t):

Para ,q, Yy u,se tienen la siguientes expresiones

_ tq,
O T 1-(1-1)q,
p(x+t)=— b
1—(l—t)qX

(1.9.2.1)

(1.9.2.2)

(1.9.3.1)

(1.9.3.4)

(1.9.3.5)

(1.9.3.6)

(1.9.3.7)

Este supuesto se conoce como curva hiperbolica e histéricamente como la Hipétesis de Balducci.

La maés utilizada es DUM por ser la mas sencilla y practica, aunque en realidad la eleccion de
alguna interpolacion depende del tipo de ajuste deseado. Las probabilidades que requieren supuestos
sobre edades fraccionarias son ,q,, P, #(X+t), . Q. G Y P,u(x+t) donde se[01]. El

siguiente cuadro tomado del libro de Bowers, muestra las expresiones para cada funcion al adoptar

los supuestos mencionados.
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Funcion Distribucion | Fuerza Balducci
Uniforme | Constante

1% 1, e | i

P 1-19, e e

p(x+t) | o T

e 13?(1 1-e® 17(17)/3X7t)qx

po(x+t) | a, ey |

Ejemplo 1.9.1: Calcular x(47 %) con |,, =9379691.59 |,, =9329819.77 asumiendo
a. Distribucién Uniforme de las Muertes

De (1.9.4) y(x+t):%, calculando q,, =1- 23281871 = 0.005317

X

Por lotanto (40 %)= 1_(2)0(%53;57317) =0.005338

b. Hipotesis de Balducci

De (1.9.5) pu(x+t) =ﬁ calculando
0.005317

Porlotanto (40 ¥%)= 1=(1-%,)(0.005317) =0.005324

1.10 Seguros de Vida Individual

Los seguros de vida individual estdn disefiados para reducir el impacto de las consecuencias
financieras asociadas al evento aleatorio de la muerte. Existen varios planes de seguros. Se
diferencian entre ellos por: la temporalidad que cubre el contrato (vitalicios y temporales), momento
en que se paga el beneficio (al final del afio en que ocurre el fallecimiento o al momento en que
fallece el asegurado), periodo en que entra en vigor el contrato (inmediatos o diferidos). La
combinacion de estas caracteristicas genera los diferentes tipos de seguros que se presentan al final
del trabajo, en los cuadros correspondientes a seguros de vida individual.

En el caso de los seguros de vida entera o vitalicios, la ocurrencia del evento y el tamafio de la
reclamacion son ciertos, la incertidumbre radica en la fecha de la reclamacién.

A continuacion se presenta el modelo matematico para los seguros de vida pagaderos al momento en
que ocurre el fallecimiento. EI modelo depende de la v.a. T(x) que denota el tiempo de vida futuro
del asegurado.
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t es el tiempo que transcurre desde la emision de la poliza hasta el momento en que se
paga la suma asegurada (momento en que ocurre el fallecimiento)
b, es la funcion beneficio que es pagada a los beneficiarios

v, factor descuento al tiempo t

El valor presente de un seguro de vida se define como sigue:
Z, =hy, (1.10.1)

Como el modelo depende de lav.a. T (x)

Z= ZT(X) = bT(X)vT(X) (1.10.2)
donde Z es la v.a. que denota el valor presente de un seguro de vida.
Considerando tasas de interés constantes, suma asegurada de 1 unidad monetaria (u.m.), asi como
pagos al momento en que ocurre el fallecimiento, la esperanza de Z es

E[Z]=] v fr, (t)dt (1.10.3)

= j:vtt P (x+t)dt (1.10.4)

El j-ésimo momento de la distribucion de Z con (1+i)=e’es

E[Z]=[" (V) (et (1.10.5)
:J.:e’jgtt P (x+1)dt (1.10.6)

donde la integral es la E[Z] calculada con la fuerza de interés j&. Lo anterior se conoce como
regla de los momentos y se enuncia a continuacion

E[Z']@s, =E[Z]@ 5, (1.10.7)

Aqui @ se lee calculada a la tasa.

La varianza de Z se obtiene

var[2]=E[Z2°]-E[Z] (1.10.8)

2—

var[Z]= Ax—(z\x)z

A denota un seguro continuo de vida entera, calculado a la tasa 26 como lo refiere la regla de los
momentos en (1.10.7).

El modelo presentado arriba es para los seguros que pagan en el momento en que ocurre el
fallecimiento. Los seguros que pagan al final del afio en que ocurre la muerte dependen de la v.a.
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K(x). K(x) representa el numero de afios completos que faltan para que ocurra el fallecimiento de
x . El pago se efectda en el afio K(x)+1.

El valor presente de un seguro pagadero al final del afio en que ocurre el fallecimiento es

Zy1 =beaVicn (1.10.9)
El valor presente actuarial del un seguro unitario, pagadero al final del afio en que ocurre en
fallecimiento es igual a la esperanza de Z

o0

E[2]= 2V [a, = 2 v, pa,.. (1.10.10)

k=0 k=0

La regla de los momentos se mantiene para los seguros pagaderos al final del afio en que ocurre el
fallecimiento.

En el caso de un seguro dotal mixto, pagadero en el momento en que ocurre el fallecimiento, se
consideran dos beneficios; uno por fallecimiento y otro por sobrevivencia. La varianza se calcula
como sigue:

TT<
7 v n
0 T>n
0 T<n
ZZ
V" T>n
V' T<n
Z7=2,+2,= {v" . (1.10.11)
>n
var[Z]=var[Z,]+var[Z,]+2cov[Z,Z,] (1.10.12)

donde
cov[Z,Z,]=E[Z,Z,]-E[Z,]E[Z,]

por definicion de variables aleatorias
Z]_Zz:O

por lo tanto
COV[lez] =-E [Zl] E [Zz]

De donde

var[z2]= "R (B ) = AL -(AL) - ALAL (1.10.13)
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Existe relacion entre los seguros pagaderos al momento en que ocurre la muerte del asegurado y los
seguros que pagan al final de afio. Retomando la expresion

T=K+S
con KyS independientes bajo DUMy con S[1U(0,1)
como K+1y S—1 son independientescon 1-S 1 U (0,1)
entonces T=(K+1)-(1-9)

A través de esta relacion es posible evaluar Ax como se muestra a continuacion

como 1-SJU(0,1)

E[ (L) |= [} (L+i)

= J‘Ole‘“dt

et e 1
5 B

-5 -1

:%(1+ i-1)

_i
5

se obtiene
A=A (1.10.14)

1)
Ejemplo 1.10.1: Calcular:
a. el valor presente de un seguro de vida, temporal a 5 afios, pagadero al final del afio en que

ocurra la muerte de (38). La tasa promedio durante los cinco afios es del 6%. La suma asegurada es
por 100,000 pesos.
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b. lavarianza

El siguiente es un extracto de la tabla ilustrativa de vida presentada en la parte de anexos.

X qd,
38 0.00273
39 0.00294
40 0.00317
41 0.00341
42 0.00367

4
a. E[Z]=100,000) v*** |q, =100,000(0.013295267) = 1,329.526728
k=0

b. Calculando la Var[Z]
E[z?]=3 1000000 ] ,|q,

4
k=0
4
= (100000)° ;vz”z g,
= 23,663,895

2

Var[Z]=E|Z* |-E[Z]

= 23,663,895-(664.7633642)2 =23,221,984.67
Ejemplo 1.10.2: Se tienen un grupo de 110 personas, cuya sobrevivencia entre los miembros es
independiente una de otra. Suponga que cada persona tiene edad x y que estan protegidos por un

seguro que paga 1000 u.m. al momento del fallecimiento. El grupo esta sujeto a una mortalidad
constante «=0.04. EIl rendimiento del fondo que financia el beneficio es de 6 =0.06. Calcular el

monto minimo al tiempo t =0, tal que la probabilidad de que el fondo sea suficiente para enfrentar
las obligaciones sea del 0.95.

Sea S el valor presente de las reclamaciones del grupo de asegurados

110

S=>17,
j=1

Calculando E[ Z, |
E[Z,]=1000A

:1000“0006_5tt pxu(x+t)dt}
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=1000 j e e #t,udt:|

e—(5+y)t

=1000|

] (5+y)O]

1000 —# =1ooo{&}
St u 0.06.+ 0.04

=400

110

Por lo tanto E[S]:ZE[ZJ.] = 44,000

Calculando la varianza

Var[Z]=E|Z%|-E
E[Z° ]:(1000)2( R)

e (25+/1)t

us_
] —(25+,u) 6 }
= (2000)° | £ }
| 20+ u
= (1000)° (0.25)
= 250,000

= (1000)°

por lo tanto
Var[Z]= 250,000 (400)°
= 90,000

110

Var[s]=> var[ Z; | =9,900,000
j=1

Sea h el monto minimo tal que
Pr[S < h] =0.95

— 3146.42654

Suponiendo que =

[S] N (0,1) entonces

n44.000. _1.645 por lo tanto h=49,175.87167

3146.42654



1.11 Anualidades de Vida Individual

Una anualidad contingente, es una sucesion de pagos que se realizan siempre y cuando el
beneficiario esté con vida. Las anualidades contingentes, se pueden clasificar por el tipo de pago
(anticipado o vencido), tiempo que cubre los beneficios (temporales o vitalicios), momento en que
entra en vigor el contrato (diferido o inmediato). Los pagos pueden ser continuos o bien a intervalos
iguales de tiempo (anuales o pagaderos m veces al afno).

Para definir el valor presente actuarial de las anualidades contingentes, se utilizan dos técnicas: la
de pago corriente y la de pago acumulado. A continuacion se presentan los pasos para cada una de
las técnicas.

Técnica de los Pagos Corrientes (TPC)

i. Identificar la funcion de descuento

ii. Identificar el pago al afio k

iii. Identificar la probabilidad de realizar el pago en el afio k
iv. Multiplicar i, ii y iii

V. Sumar sobre los posibles valores de k

Esta técnica se refiere al caso de anualidades discretas. Para el caso de anualidades continuas
se sigue el mismo procedimiento, solo que en lugar de sumar se integra y los periodos se consideran
al tiempo t.

Técnica de los Pagos Acumulados (TPA)

i. Identificar el valor presente de los pagos realizados al afio k
ii. Identificar la probabilidad de realizar los pagos hasta el afio k
iii. Multiplicar iy ii

iv. Sumar Sobre los posibles valores de k

Las Técnicas de Pagos Corriente y de Pagos Acumulados son equivales. Su diferencia radica en la
forma como expresan el valor presente de los pagos.

Considérese una anualidad continua, vitalicia, unitaria, denotada por @, . Teniendo en cuenta la v.a.
T(x), asociada al tiempo de vida futuro de (x), el valor presente de los pagos de la anualidad, hasta
el fallecimiento de (x), es a . Por lo tanto el valor presente actuarial es

3, =E|q,] (1.11.1)
como la funcién de densidad de probabilidad de T es , p,«(x+t) entonces

a :j:aﬂt pa(x+t)dt (1.11.2)
haciendo
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u=a, dv=p,u(x+t)dt

=V V=—p,
integrando por partes
a =, pxéﬂ‘o +'[0 V', pdt
= _[0 V', p,dt

= [ (Edt (1.11.3)

La expresion (1.11.13) exhibe la forma de pagos corrientes. O bien utilizando la expresion

- 1—vT
=dn Y =
= { } (1.11.4)
conZ=v' T2>0
= E[%}
_ (1.11.5)
_1-A
B
Por lo que respecta a la varianza
_ t
Var([Y]= var[l 5\’ } (1.11.6)
var [vt}
= 2
SR (1.11.7)
A-(A)

La valuacién se presenta en la seccion (1.12), al considerar el lim de una anualidad pagadera m

m—oo

veces al afio.

Como se indico en los primeros parrafos de esta seccion, existen anualidades contingentes cuyo
pago se otorga anualmente. Estos pagos pueden ser vencidos (al final del afio) o anticipados (al
inicio del afio).

La variable aleatoria Y denota el valor presente de una anualidad unitaria, vencida, pagadera
mientras (x) esté con vida, es decir

37



Y=a, K(x)>0 (1.11.8)

a traves de la teoria de pagos acumulados (TPA)

a =

X

M

a‘ﬂ k pqu+k (1119)

F
Il

1

por la teoria de pagos corrientes (TPC)
a, =) v.p, (1.11.10)
k=1

Si Y denota el valor presente actuarial de una anualidad unitaria anticipada, pagadera mientras (x)
esté con vida, entonces
Y=4& K(x)=0 (1.11.11)

K+1]
Laesperanzade lav.a. Y

& =E[Y]=D 4 5, PO (1.11.12)
k=0

considerando

k pqu+k = K |qx

=k Px = ki Py
=A(=,p,) (1.11.13)
(k)4 _yk+ k+lpq
. :1 Vv 1-v v @-v) _ et
d d d

sumando por partes

>

F)=a(=p)  9(k)=&;
f(x):'_kpx Ag

k=00 S k+1
k=0 + ZV k+1 px

a:x :_kpxam

=1+ VP, =D VD, (1.11.14)
K=1 k=0
dejando la expresion de pagos corrientes.

Para obtener la var[ax] hay que considerar la siguiente relacién

K+1
4 = E[l_v }
d
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=%[1_p&] (1.11.15)

var[am] = var{l_(\j/m} = dizvar [VK”]

1

:d_z[z& _(AA)Z} (1.11.16)

Una anualidad vitalicia cuyo pago se realiza al final del periodo, difiere de una anualidad vitalicia
anticipada por el pago inicial. De manera que

a -4 -1 (1.11.17)

X X

Los diferentes tipos de anualidades contingentes, mencionados en el parrafo inicial, se muestran al
final de este trabajo.

Ejemplos 1.11.1: Una sefiora desea comprar una anualidad con la suma asegurada que recibio a la
muerte de su esposo. La sefiora tiene ahora 70 afios y desea recibir esta anualidad hasta su muerte.
Calcular el valor presente de dicha anualidad, considerando una tasa de interés del 7% y un
beneficio anual de 180,000 pesos al final de cada afio.

Para la evaluacion de dicha anualidad se utilizan las tablas ilustrativas que se encuentran en el
anexo.

La anualidad que se pide es
a., =180, ooo{zwk pm} =180,000[7.858630] =1,414,553.51
k=1

Ejemplo 1.11.2: Una familia desea comprar una anualidad para el pago de universidad de su hija. La
nifia tiene en este momento 12 afios. Sus padres desean recibir la anualidad anticipada de 100,000,
cuando su hija cumpla 18 afios y durante 5 afios. Calcular el valor presente de dicha anualidad,
considerando una tasa de interés del 7%.

10
o, &, =100, OOO[ZV“ ) plz} —100,000[2.895762] = 289,576.20
k=6

Ejemplo 1.11.3: Una persona de 60 afios de edad quiere saber que le conviene, si recibir una
anualidad vencida de 50,000 pesos durante 25 afios, o bien un pago en este momento por 500,000.00
pesos. La tasa de interés es de 7%.

25
a.,. =50, OOOLZ Ve, peo} —50,000[9.095201] = 454,760.0339
=1

Le conviene recibir el pago en este momento.
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Existen expresiones para evaluar un seguro de vida a través del calculo de anualidades. Tal es el
caso de (1.11.15), la cual se detalla en (1.11.20). Relaciones como esta se presentan a continuacion.

Considérese un seguro de vida entera, pagadero al final de afio en que ocurre el fallecimiento de (x)

A=V g, (1.11.18)
:zvn(n—lpx “n px)
n=1

0 o0

n n
= Ve Py _ZV n Px
=1

n n=1

= Vzvn_l n1Px — Zvn n Px
n=1 n=1

=vd, -a, (1.11.19)

Aqui vé, es el valor presente de una anualidad anticipada cuyo beneficio es v unidades monetarias
(u.m). La compafiia de seguros invierte esta anualidad a la tasa i, para hacer frente a sus obligaciones
futuras, de manera que al final del afio, tendra (1+ i)v =1 (u.m.) Si el asegurado llega con vida al
final del afio tiene derecho al beneficio de 1 (u.m), representado por el primer miembro. El segundo
miembro indica por su signo negativo que debera pagar 1 (u.m.) al final del afio si esta con vida, de

manera que el pago es de 0 (u.m), si esta con vida. Si fallece, entonces el beneficio es de 1 (u.m.) a
sus beneficiarios.

Utilizando el mismo seguro para obtener una segunda relacion y considerando que

a, =4, -1 d=1-v
Se obtiene
A< = Vax _ax
- (1-d)4, - (4, -1)
=1-d4, (1.11.20)

A, es el valor actuarial de un pago unitario al final del afio en que ocurre el fallecimiento de (x) Si

el pago se hace en este momento seria de 1 (u.m.), pero como el pago es diferido, hay que calcular el
valor de los intereses que se generan entre este momento y el final del afio en que fallece (x) El

valor de los intereses de 1 (u.m.) al comienzo del afio es d y el valor actuarial de los intereses para
cada afio que x comience es dé, .

Considérese ahora

A = I:V‘t p, (X +1t)dt (1.11.21)

- vl - ., . .
multiplicando por — - y reescribiendo la expresion en funcion de I, , se obtiene
v

X+t
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X+t I

2V L
0 V—Xr—t;—tﬂ(x+t)dt

X+t X

1 (= X+
) L VUL (x+1)dt

1 (= . dl
__ I Vx+t X+t d
v, o dt
integrando por partes
_ l I X+t ®© o Vx+t
L _v Lo —jo ed”dt
1T »
e A RV Invdt}
v, L 0

dt

X+t

1
:1+Inv—j VA
v, %

1 o
como Inv=-5y —IL v . dt =a,, entonces
VX X

A =1-67
de donde

1=5a, +A

(1.11.22)

(1.11.23)

Ejemplos 1.11.4: Con el valor de a,, =7.858630 que se obtuvo en el ejemplo anterior, calcular el

valor presente A, .
Usando (1.11.20) A =vd, —-a,

A = (%) (8.858630165) — (7.858630165)

1.07

=0.42046345
Ejemplo 1.11.5: Calcular Ass sabiendo que a,, = 26.45359938 vy la tasa es del 7%.

Usando A =1-453,
As =1—(0.029383778)(26.45359938)
=0.222693317
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1.12 Anualidades pagaderas m veces al afio

En la practica es comun encontrar anualidades cuyo pago se realiza mensual, trimestral o
semestralmente, es decir, en periodos menores a un afio. Para la valuacion de estas anualidades es
posible recurrir a su relacion con seguros y a técnicas de correccion. A continuacién se presentan
dos métodos que seran retomados al evaluar anualidades de multiples vidas.

Gréaficamente una anualidad pagadera m veces al afio, con pagos de ¥, se representa:

[ |
%n %ﬂ m—% 1 l+%n l+%rI 1+m—}€1 2 n n+m n+1

Considérese la v.a. J que denota el nimero completo de m-ésimos de afio que ha vivido (x). Por lo
tanto J =[mS] con S =T -K
Retomando la v.a. Y de una anualidad anticipada, se tiene

mK+J ; 1_VK+(J+1)/m
Z v =g - (1.12.1)
= M dm™
donde d'™ = m[l—(l—d)%i
Tomando la esperanza
eyl 1— E|:VK+(J+1)/mi| ) 1- A(m)
=E[Y]= qm T g
m_ 1 (m) _ N
donde A" = o Ay i _m[(l+|) 1}
O bien
m 1-AM 1A
(m) _ _ i
a’ = g g™ (1.12.2)
por factores de correccion
o m-1 .
AN =SS ym o, (1.12.3)
k=0 j=0
considerando la primera suma
m-1 ks {/
EXANA) (1.12.9)
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k(%) " p, tiene un comportamiento lineal, es decir, que se puede interpolar
entre los valores k y k+1 ( f (k+t)=(1—t) f (k)+tf (k+1)) para obtener el valor de la fraccion de

ano

suponiendo que Vv

%Vk+(j/m)k+(j/m) px = #[(1_%)\/& px +%Vk+lk+l pxj| (1125)
j=0 j=0
m-1
— 1 k+1 . _
;mv kpx+z [Veheap, —viep,] 1126)
=vip, + 22 [Vk+1k+1 p, —Vp, ]

Sustituyendo la expresion (1.12.6) en (1.12.3) se obtiene

o m-1 .
.a:>((m) _ z . %VH(J/m) el P (1.12.7)
k=0 j=0
Z{ Pyt n;—l[ k+1k+1px -V k px:|}
k=0
—5+ 0L 4 (1.12.8)
2m
. m-1
= aX _—
2m
como &, =1+a,
al™ —a 4oL (1.12.9)

A través de la formula de Woolhouse® se obtiene una mejor aproximacion

m® -1 ,
)

%(u%+u%+u%+--~+ul+--~+un):xzn_;‘ux+n;—;1(uo—un)— o (up —ug)-- (1.12.10)

haciendo u, =v',p, y tomando como limite superior n=w—-x por ser o la edad maxima
considerada en una tabla de mortalidad

D 4ot Vp, V" px) — 3l (L.12.11)
m

B

1
m

Considérese

> Ver Gonzalez Galé, J. Elementos de Calculo Actuarial, Micchi, Buenos Aires 1970, 112. Villalén G. J. Operaciones
de Seguros Clasicas y Modernas, Piramide, Espafia 1997, 112.
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u=>Vv,p, =a (1.12.12)

Obteniendo las derivadas

ut':d(vttpx)zld(vtlx+t) 1(Vt Ix+t+| thJ

at L dt | dt ot

X

1 I
==Vl -d>+] v'-Inv
dt

Ix Ix+t

X

I
=V d—> +Inv 1.12.13
tp{ |t J ( )

Como Idl—x“:—u(x+t) y Inv=-In(l+i)=45 entonces

X+t

u =V p, [ —p(x+t)=5|=—u (u(x+t)+5)

sustituyendo u,=0 y u, =1

n

(U —ug) =—ug =up[ u(x)+5 |

finalmente
(m) - m 1 m -1
a, ' =a X)+6 1.12.14
Oz s u(x)+ 6] ( )
Para una anualidad anticipada
A . Mm-1 m’-1
a" =84 ——-— X)+0 1.12.15
X *2m  12m? [ ) ] ( )

A continuacién se retoma la valuacién de anualidades continuas que se dejo pendiente en la seccion
anterior. Para ello hay que considerar el limm de la expresion (1.12.13)

m—oo

- 1 1
a, :aX+E—E[,u(X)+5] (1.12.16)

Otra técnica de calculo consiste es considerar los factores a(m) y A(m) en el modelo
a'™ = a(m)- g(m), factores que se obtienen del siguiente analisis.

X
Considérese

1=A, +da,
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relacion que se verificara en la expresion (1.13.3). Si los periodos son menores a un afo, entonces

1= AM 4 g mgm)
por lo tanto
A, +da, —A g

de donde

Continuando con esta Ultima expresion

A" =aVa, - (LA - /x) 8, -1 (1) A

(my _ s x _ M S (m)
=4,"4, d(m)(l—d .) B 1, d]m)(l da, )+-L—&"4,
_o(miq_ (m) _
_1-5) (1-d&,) NURL s, —1
d™ i 71 d™
sean
(m)5(m) ___1d
a(m)=s;"4 (g (™)
(m) _ (m)
s; =1 i-i
i _
A(M) == =g
entonces

a” = a(m)a, - 5(m)

(1.12.17)

(1.12.18)

(1.12.19)

(1.12.20)

(1.12.21)

(1.12.22)

(1.12.23)

(1.12.24)

(1.12.25)

(1.12.26)

Ejemplo 1.12.1: Comparar el valor presente actuarial de una anualidad anticipada, vitalicia pagadera
cuatrimestralmente a una persona de edad (36), evaluada con las tres expresiones mostradas en

(1.12.7), (1.12.15) y (1.12.26). Considere que i = 0.07 &, =13.47957034 y 1(36) = 0.002576966

con (1.12.7) 4l =g, ot

=13.47957034-2 =13.146237
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con (1.12.15)

8 = by — 2~ L[ 14(36) - 5 |

—13.47957034-2 — (-0.00198569)

=13.14386954
con (1.12.26)

a" = a(ma, - 5(m)

«(3)=1.001361707
(3)=0.35901153

4 = (1.001361707) &,,-(0.35901153)
=13.13891404

1.13 Valores Conmutados

Para facilitar la evaluacion de seguros y anualidades, se han construido tablas de conmutacion. Los
valores conmutados tienen como objeto reducir las expresiones que se obtengan para las férmulas
actuariales, asi como simplificar los célculos.

A continuacion se presentan las expresiones de los valores conmutados, asi como la formacion de
cada uno.

Considérese el valor presente actuarial

n
_ v Ix+n

E =

n—x
IX

Multiplicando numerador y denominador por v* se obtiene

X+n
_ v Ix+n
VA §
en los productos v*I, y v**"I , = el exponente de v es igual al subindice de I. Los valores conmutados
que representan estos productos son D,y D, ., respectivamente. El subindice de D es el mismo que
el del.
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Caso Discreto

DX :VXIX Nx =iDXH SX =iNX+t =i(t+1) Dx+t
t=0 t=0 t=0
_ygxtl > > ~

CX -V dx Mx :Zcx+t Rx ZZMXH :Z(t+1)cx+t
t=0 t=0 t=0

Caso Continuo

0

Z t+1 X+t Mx:iémt:J‘waﬂlu(X_l—t)dt

t=0 t=0 t=0

1
= J'O D, u(x+t)dt
En la practica se puede pasar del caso discreto al caso continua a través de aproximaciones. Para
calcular los valores Dx y N, se supone que D, es lineal para 0 <t <1 obteniéndose

_ 1 1
D, = [ D,.dt= Dy, =5(D,+D,4)
Y
= 1
D, ;E(DX+DX+1)
Entonces
- 1 1
NXDE(NX+NX+1):NX_EDX
—NM+1D
2

Para los valores Cx, M y Ry se proponen las siguientes tres tipos de aproximacion

H ~ 1/2 H
c.=(5)e C,=(t+i)"c, 215 e,
o 2
H — 1/2 H
I\WX;(LJMX M, =(1+i) "M, MX;(HLJMX
o 2
H = \1/2 H
R, = (Lj R, R, =(1+i) "R, R, = (1+LJ R,
o 2
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2. FUNCIONES DE VIDA CONJUNTA Y FUNCIONES DE ULTIMO
SOBREVIVIENTE

2.1 Introduccién

En el capitulo 1 se presentaron las funciones de muerte y sobrevivencia para una vida. Toca el turno
a las funciones que involucran a mas de una vida: las funciones de vida conjunta y de ultimo
sobreviviente.

Por considerarse mas de una vida, se hace referencia a la sobrevivencia y extincion de un grupo o
estatus. En el estatus de vida conjunta se requiere que todos los miembros que lo integran vivan para
que el estatus exista, la muerte de cualquiera de ellos conduce a la extincion del estatus. En cuanto al
estatus de Ultimo sobreviviente, el estatus existe si al menos un miembro esta con vida y deja de
existir al ocurrir la tltima muerte. Puede ocurrir que el estatus no desaparezca, esto es, en cualquiera
de los dos estatus si la temporalidad del beneficio es menor a la ocurrencia de la condicion,
entonces, el estatus no desaparece y por lo tanto no hay reclamacion.

Anualidades y seguros son aplicaciones de esta materia. Tal es el caso de un seguro de vida, cuyo
beneficio se da al sobreviviente en un matrimonio y anualidades de sobrevivencia pagaderas durante
la existencia de un grupo de socios.

Para facilitar la exposicién de los contenidos y favorecer la comprension de los mismos, primero se
presentan a traves del método probabilista y después con el enfoque determinista.

A lo largo de este trabajo como en la mayoria de los trabajos consultados se utiliza el supuesto de
variables aleatorias independientes. Aunque este supuesto es poco realista, es utilizado por
simplificar los calculos.

2.2 Estatus de Vida Conjunta y Estatus de Ultimo Sobreviviente

Como su nombre lo indica un estatus o grupo de vida conjunta es aquel en que la existencia del
estatus depende de la existencia de todos los miembros que la conforman. De manera que el estatus
se disuelve al ocurrir la primera muerte. El estatus se denota por (x,,X,,...x, ), donde x, es la edad

o tiempo de sobrevivencia del i-ésimo miembroy m es el nimero de miembros que conforman el
estatus.

En la teoria de mdltiples vidas la variable aleatoria (v.a) T, denota el tiempo transcurrido a la
interrupcién del estatus. Como el estatus de vida conjunta deja de existir al ocurrir la primera

muerte, entonces T (xy) = min[T (x),T (y)] Considérese un estatus de vida conjunta integrado por
las vidas (x) y (y). Sean los eventos A={T(x)<t} y B={T(x)<t}, cuando se habla de la
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interrupcion del estatus de vida conjunta, se habla del evento unién, ya que se requiere que
cualquiera de los dos eventos ocurra. De manera que AU B ={T (xy)<t}.
El estatus de ultimo sobreviviente es la contra parte del estatus de vida conjunta. Mientras que en el

segundo la primera muerte ocasiona la desaparicion del estatus, en el primero se requiere la Gltima
muerte para que el estatus deje de existir. Considérese nuevamente el estatus compuesto por dos

vidas (x) y (), asf como los eventos A={T (x)<t} y B={T(x)<t}. Laextincion del estatus de
ultimo sobreviviente requiere que los dos eventos ocurran, es decir el evento interseccion. Por lo
tanto ANB = {T (x_y) st} .

Para diferenciar la notacion del estatus de Gltimo sobreviviente de la del estatus de vida conjunta, a
este ultimo se le agrega una barra horizontal. De manera que el estatus de Ultimo sobreviviente se
denota por (xl,xz,---,xg), donde x; representa la edad del i-ésimo miembro y m el nimero de

miembros que conforman el estatus.

En el estatus de altimo sobreviviente la v.a. T, denota el tiempo transcurrido hasta la ocurrencia del
Gltimo fallecimiento. Y como el estatus deja de existir al ocurrir la Gltima muerte, entonces

T(x_y): max [T (x).T(y)].
2.3 Probabilidades de Vida Conjunta y Ultimo Sobreviviente

En este apartado se muestran las probabilidades de vida conjunta y de Gltimo sobreviviente. Primero
se presenta a través del enfoque determinista y posteriormente con el enfoque probabilista. Se ha
dispuesto presentar los dos estatus a la vez, para apreciar sus relaciones. Se utiliza el caso mas

simple, el estatus compuesto por dos vidas (xy) , para facilitar el desarrollo de las expresiones.

Como se comento en la seccion 2.2, para que el estatus de vida conjunta exista se requiere que todos
sus miembros estén con vida. De manera que la probabilidad de que el estatus de vida conjunta (xy)

sobreviva t afios es

|
x+t Y+t
t Pyt Py =

X y

O bien rescribiendo 1,1, =1,

|
(PP, = I” t (2.3.1)

Xy
Para que el estatus (xy) se disuelva es necesario que al menos uno de sus miembros fallezca.
Analizando los escenarios, se obtienen que los tres eventos excluyentes que pueden ocurrir son:

1) Que muera (x) y viva (y) (1=P,) Py =P, =Py
2) Que muera (y) y viva (X) (A=Py ) Py =Px— Py
3) Que mueran (x) y (y) (1=p,)1=Py) =1=P, =Py +Py

Sumando los eventos, se obtiene:
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thy :l_tpxy (232)

Expresando , p,, en funcién de I,

qu =1- pxy
I ..
=1 (2.3.3)
Ly
Ixy - Ix+J_'y+l
_ oy T oty (2.3.4)
Iy
haciendo Ly = lizyn =0y
d
por lo tanto Uy = Ixy (2.3.5)

Es importante notar en (2.3.5) que d, =d,d

;. yaque

dx = Ix - Ix+1
dxdy = (Ix - Ix+1)(|y _Iy+l)
= (Ixy - I><:y+1 - Iy:x+l + I><+1:y+1)
o directamente
d =1 -1

Xy Xy X+Ly+1

Ahora bien, (2.3.2) puede expresarse en funcion de la probabilidad de muerte de cada miembro. Con
t =1 y suponiendo independencia

Oy =1- P,
=1-(1-q,)@-q,)
=1-(1-q,-q,+q,q,)
=q, +d, - 0,9,
=q,+(1-q,)q, (2.3.6)

Ejemplo 2.3.1: Calcular la probabilidad que tiene una vida de edad 60 de morir antes de cumplir 70
afos, sabiendo que la probabilidad de que el estatus (50:60) deje de existir en los siguientes 10

afios es de 0.27680291. Ademas de 9,079,443.18 personas de 50 afios de edad 858,571.804 no llegan
a cumplir los 60 afios. Se asume independencia entre las vidas que componen el estatus.

Por los datos sabemos que

l,, =9,079,443.18 1)
l,, — I, =858,571.804 @)

1095060 = 1- 10 Pso:60

_ o ho
lso 6o

=1-=0.27680291  (3)

ISD
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La probabilidad a calcular es ,,q, :1—:2—2, por lo que necesitamos encontrar los valores de

|60 y I?O
Sustituyendo I, (1) en (2) obtenemos |,

ly, =9,079,443.18-858571.804
=8220871.37
Despejando |, de (3)
l,, =[1—0.27680291],,
Reemplazando I, por su valor y resolviendo
l,, =[1—0.34892907][9079443.18]

=6566226.87
Con la obtencion de este ultimo dato se acaban las incognitas. Ahora es posible resolver la
probabilidad pedida

— |7O
1000 = 1_E

— 1 __ 6566226.87
8220871.37

=0.201

Por lo que respecta al estatus de ultimo sobreviviente, se requiere que por lo menos un miembro esté
con vida para que el estatus esté activo. Para un estatus integrado por dos vidas (xy), los eventos que
hay que considerar para obtener la probabilidad de que el estatus permanezca durante t afios son:

1) Que viva (x) y no (y) P (@=p,)
2) Que viva (y) y no (x) Py (L=p,)
3) Que vivan (x) y () Pyl

Sumando los tres eventos, se obtiene

t p)Ty =Py (1_t py)+t P, (1_t px)+t Py
= t px + t py Tt pxy (237)

Como se indicd al inicio, el estatus de Gltimo sobreviviente deja de existir al ocurrir la muerte del
altimo miembro. Y como el complemento de que al menos un elemento esté con vida es la
probabilidad de que ninguno de los miembros viva, entonces la probabilidad de que el estatus se
extinga en el t-ésimo afio es

Uiy :1_tp7y
:1_(1 px+tpy Tt pxy)
=1= P Py + Py (238)

En (2.3.7) y (2.3.8), se puede observar que un estatus de Ultimo sobreviviente puede ser expresado
en funcion de vidas individuales y vidas conjuntas.
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Ejemplo 2.3.2: Analizando los eventos que pueden ocurrir, obtener las probabilidades
a. t—l|qu
b. t-1|Q7y

a. Para el estatus (xy), los eventos son:

- Que muera (x)en el afio ty viva () alB Py = (P = (P Py = i Pt Py — Py
- Que muera (y) enelafio ty viva (x) H‘qy P, =(t—1 P, — py)t Py = 1Py Py Py
- Que mueran (x) y (y) enel afiot Lo o =(cpo— ) (apy - opy)

=t—lpxy ~t-1Pxt py Tt py ¢ Pxte pxy
Sumando los eventos excluyentes, se obtiene:

qu ~ta pxy Tt pxy (239)

t-1

b. Para el estatus (@) , los eventos son:

- Que muera (x) en el afio t habiendo muerto antes (y)

t_1|qx t—lqy = (t—l Py~ px)(l_ t-1 py)
:t—lpx_tpx_t—lpxy+tpxt—l py

- Que muera (y) en el afio t, habiendo muerto antes (x)

t-1‘qyt—1q>< - (t—l py_tpyxl_t—lpx)

:t_lpy_tpy_t—lpxy+tpy t-1 Px

- Que mueran ambos en el afio t

t—l‘qx t—l‘qy = (t—l Py~ Py )(t—l py_tpy)
=Py~ Py py_t—lpytpx+thy

Sumando los tres eventos se obtiene:

O =t1Px —t Py TPy =t Py —1a Py TPy (2.3.11)

t-1
agrupando

Ay (2.3.12)

t1 Q :t—l‘qx +t—1‘qy T

Tambien es posible expresar (2.3.12) como (2.3.7)

quzt—l Py +t—lpy _t—lpxy —tPx—t py +4 pxy =t p)Ty Tt p)Ty (2313)

t-1
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Hasta el momento, las probabilidades de muerte y sobrevivencia para los estatus de vida conjunta y
de Gltimo sobreviviente, se han desarrollado por el método determinista. A continuacion se muestran
estas mismas probabilidades utilizando el método probabilista.

Continuando con el estatus (xy), T(xy) es la v.a. que denota el tiempo transcurrido antes de la
disolucién del estatus.

Por el supuesto de independencia decimos que la probabilidad de sobrevivencia conjunta del estatus
(xy)al tiempo t es el producto de las probabilidades de sobrevivencia de cada individuo

t Py =tPxt Py (2.3.14)
Para el caso general (dependiente)

t Py = Srior(y) (t.t)
donde s; (t,t)es la funcion de sobrevivencia marginal.

Como el estatus de vida conjunta deja de existir al ocurrir la primera muerte, entonces
T(xy)=min[T(x),T(y)] y la funcion de distribucion de T (xy) es
Fri) (t)=Pr(T <t) cont>0

- Pr{min[T(X),T(y)]St}

=1-Pr[T(x)>t,T(y)>t]

=155y (1) (2.3.15)
Si se supone independencia
thy :1_t pxt py (2316)
:l_t pxy

Para expresar la probabilidad de muerte del estatus de vida conjunta, a traves de las probabilidades
de muerte de cada miembro, como se hizo en (2.3.6), se recurre al concepto de union en

probabilidad. Se requiere que muera (x), que muera (y) o que mueran los dos, de manera que

Pr{min[T (x),T(y)]<t}={T (x)<t}u{T (x)<t}

Por lo tanto

Frg) () =Pr[T(x)<t]+Pr[T(y)<t]-{Pr[T (x) <t]~Pr[T (y)<t]}
= Oy + Ay~ Frpory (61) (2.3.17)

Al suponer independencia se obtiene

FT(xy) (t): tOx 0y =G dy (2318)
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La probabilidad de que el estatus de vida conjunta (xy) se disuelva durante el periodo (t,t +1), es

Pr(t <T <t+1) = Pr(T <t+1)—Pr(T <t) (2.3.19)
=[1-Pr(T >t+1)]-[1-Pr(T >t)]
= (1_t+1pxy) - (1_t pxy)

operando
Prit<T <t+1)=p,,—.1Py
=t pxy Tt pxy px+t:y+t
:tpxy (1_ px+t:y+t) (2-3.20)
= t pxyqx+t:y+t (2321)
por lo tanto
¢ Oy =t Py Axstryst (2.3.22)

Ejemplo 2.3.3: Asumiendo independencia entre las v.a. T (75) yT(80), obtener una expresion en

funcién de vidas individuales para la probabilidad de que el primer fallecimiento ocurra después de
3 afnos y antes de 10.

Para T (75:80)
Pr(3<T <10)=Pr(T >3)-Pr(T >10)

= 3 P7580 — 10 P70

= 3 P75 3 Pg0 — 10 P7510 Pao

La funcion de densidad de probabilidad de T(xy), f;,(t), se obtiene derivando la funcion de
distribucion R (t)con respecto a t. De manera que se puede derivar (2.3.15), (2.3.17) o bien

(2.3.16). para obtener f, (t). Utilizando primero (2.3.15)

d d
fT(xy) (t) :a FT(xy) (t) = a[l—ST(X)T(y) (t,t)}

d 0 o0
= [ 7], fruney (u,v) dudv (2.3.23)

Para resolver (2.3.23) hay que recurrir a la regla de derivacion de Leibnitz, que dice

Sea
F(t) =jﬂ((:)) f(xt)dx (2.3.24)
entonces
dF(t) (a0 8 d d
%:Lﬁm — (O (A1), 1) A ()= T (@ (1)) a(t) (2.3.25)

Aplicando la regla de derivacion en (2.3.23) y haciendo .[:O frogre) (u,v)du =h(t,v)
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j .[ f (u,v) dudv_—f v)dv
- ah t,v)dv+h(t,oo)%(oo)—h(t,t)%(t) (2.3.26)

Reemplazando h(t,v)= fo frorn) (u,v)du y como el segundo sumando se hace cero, queda

_[I fr uv)dudv .f I fr uv)dudv h(t,t)

®
Aplicando nuevamente la regla de derivacion para (1)

a

= f Ty (U v)du = j ar(y (U V) du+ fT(x)T(y)(u’V)|u=wa(oo)_ fT(x)T(y)(u’V)|u=tat

(2.3.27)

la primera parte se anula y la segunda es cero, quedando solo —f,, ., (t,v).

Sustituyendo en la expresion (2.3.26) el resultado de (2.3.27) y sustituyendo la expresion
h(t,v) J' f (u,v)du se obtiene

jf frie (uv dudv_—[jtwf()()(tv dv+j fri (u t)du}

por lo tanto
iy ()= [ Ty GV AV [ o (ust)du (2.3.28)

resolviendo las integrales

I ey (BV) dv+j frpor(y (U t)du = I pa(x+t), pu(y+v) dv+j pa(x+u) p,u(y+t)du
_tpxtpy/'l(x+t)+tpxtpy:u(y+t)

= PPy [a(x+t)+p(y+1)]
dejando
frig) (1) = Pee Py [ (x+8)+ u(y+1)] (2.3.29)

Vayamos ahora por el otro camino, derivando (2.3.17) Fy,, (t) =, 6, + A, = Frr(,, (L)

fri (£) = Frgo (1 U fygri (CV) AV [ (tu)du } (2.3.30)
0 bien
o (1) = Pt (X+ 1)+ Py (Y +1) U fr iy (LY dv+I f tu)du} (2.3.31)
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resolviendo las integrales

t t
UO frory) (t.v) dV"‘L frory) (t,u)du} = Pu(x+1)0, + p,u(y+t).q,

= pu(x+t)(1=,p, )+ pyu(y+t)(1-p,)
= t px/u(x_'_t)_t pxy/u(x+t)+tpy/u(y+t)_tpxy/u(y+t)

Aplicando el resultado de estas integrales en (2.3.31) y resolviendo

frig) (1) = Pee Py [ (x+8)+ u(y+1)]

Para el estatus de ultimo sobreviviente, primero se muestra la probabilidad de muerte y después la
probabilidad de sobrevivencia del mismo. Utilizando nuevamente el supuesto de independencia y
recordando que el estatus deja de existir al ocurrir la Ultima muerte y que la funcion de distribucion

de probabilidad de T (xy) =max[T (x),T(y)]

Fw) (t)=Pr(T <t)
= Pr{max[T (x), T (y) <t]}
=Pr[T()<tyT(y)<t] (2.3.32)
suponiendo independencia

F. ) = Pr[T (0 <tIPIT (y) <t]

= (1_tpx)(1_t py)
=1- PPyt Py (2.3.33)
Como se requiere que por lo menos un miembro viva para que el estatus exista y (2.3.33) expresa la

probabilidad de que ninglin miembro viva, entonces la probabilidad de sobrevivencia del estatus es
el complemento de (2.3.33). Es decir

Py =1- Uy
:1_(1_tpx_tpy+tpxy)
= t px + t py - t pxy (2334)

Ejemplo 2.3.4: Asumiendo independencia entre las v.a. T(75) y T(80), obtener una expresion en

funcién de vidas individuales para la probabilidad de que el Gltimo fallecimiento ocurra después de
3 afnos y antes de 10.

Para T(75:80)
Pr(3<T <10)=Pr(T >3)—Pr(T >10)
= 3 Pgs — 10 Pzg

= 3P7 *+ 3Pg0 — 3 P80 ~ 10 P75 — 10 Pso t 10 Psso
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La funcion de densidad de probabilidad T (x_y) se obtiene derivando la funcion de distribucion de

probabilidad con respecto a t

d
fT(ry) (t) =a FT(x*y) (t)

d
=4 TPy

== P[Py +) [+ (1= py [P (x 1)
= P (X+t)+ P u(y+t)= P P, [ #(x+t)+u(y+t)] (23.35)
En el capitulo 1 se presento la v.a. K, que denota el nimero de afios enteros transcurridos antes del

fallecimiento de una vida. En este apartado se retoma esta v.a. para determinar la probabilidad de
interrupcion del estatus de vida conjunta.

La probabilidad de que el estatus de vida conjunta (xy) se extinga durante el periodo ky k+1 es

Pl‘(k <T< k+1) = Pr(T <k +1)—Pr(T < k)
= k1l Oy
- (1_ ! va)_(l_k pxy)
=k Py ~ k41 Py
= Py =« Py Preicyx
= Py (1= Proieyr)

=k pxyqx+k:y+k

(2.3.36)

Se puede escribir (2.3.36) como ,|d,,
Ejemplo 2.3.5: Supongase que T (x) y T(y) son independientes y que la distribucién de densidad
de probabilidad para cada una esta definida por

s 0<t<100

f(t)= 204100 —t

a. Determinar la funcion de distribucion y la funcion de sobrevivencia de la distribucién

dada.
b. Determinar la funcion de distribucion de probabilidad conjunta, la funcién de

densidad conjunta y la funcién de sobrevivenciade T (x) y T(y)

t
a. I:T(x) (t) = J:w fT(x) (S)dS

0 t<0
=q1-0 <t <100
1 t>100
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1 t<0
SppEl 0<t<100
0 t>100

(zwlom)(mjm) 0<5<100, 0<t<100
0

otro caso

1

=(1—20J100_5)(1—20Jj,mi) 0<s<100, 0<t<100

s =(W)(@) 0<s<100, 0<t<100

10
Ejemplo 2.3.6: Con las vidas del ejemplo anterior, calcular

a. Para el estatus de vida conjunta T (xy), FT(Xy) (t) Py Y fT(Xy) (t)
b. Para el estatus de Ultimo sobreviviente T (x_y) FT@ (t), P, Y fT()Ty) (t)

a.
Py = sT(x)T(y) (t)
=(@)2=1—ﬁ 0<t<100
FT(XY) (t) =1- t pxy
=1-(1-1%)=1% 0<t<100

fT(XY) (t) ([ijt I:T(xy) (t)

=L
100

=Fy (t)+ Ry (t)- Fro) (1)
o[

100

FT(Ty) (t)

=2t i 0<t<100

100

th*y :1—F ™) (t)
= ot 4 -1 0<t<100

100
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fT(ry) (t)=% FT(ry) (t)

- 1 1
10100-t 100

Hasta el momento solo se ha utilizado el estatus integrado por dos miembros. La probabilidad de
que un estatus de vida conjunta esta integrado por m vidas, deje de existir en un afio, en funcion del
namero de muertes y las vidas iniciales es

qxlxz-nxm - pxlxz“'xm

X Xo X X +LXy 1 X +1

X Xp X

dx Xp+ X,
= ke (2.3.37)

XXX m

Cuando deseamos desarrollar las probabilidades de muerte y sobrevivencia de un estatus de vida
conjunta o de udltimo sobreviviente, integrado por mas de dos vida, en funcion de las vidas
individuales y/o vidas conjuntas, nos enfrentamos a largas expresiones. Tal es el caso de la
probabilidad de sobrevivencia de un estatus de Ultimo sobreviviente, compuesto por m miembros

t px1><2-~-xm

P =1-(@=p, )A=py, )+ (1= Pp)
=((Py + Py, + -+ Pp)
(P P e+ D)
(i Py Tt Py +77F ¢ Py o)
—(;p xrxe T TPy ke )

+“.+(_1)m+1 (2338)

t Prxyeoox,,

De manera que es deseable tener expresiones que sinteticen esas probabilidades. Para expresar la
suma de probabilidades individuales y conjuntas a partir de dos vidas, se utiliza la siguiente notacion

t pm - z t pxl N z t pxlxz + zt pxlxzxg - Z t pX1X2X3X4 Tt (_1)m+lt pX1X2"'Xm (2339)

Donde las sumas se realizan sobre todas las posibles combinaciones, primero de m en uno, después

de m en dos y asi sucesivamente. ,g, no requiere notacion especial ya que ,q, puede ser expresada
como una combinacion lineal de , p,, por ser .q, =,p,—,pP, donde ,p, =1. De manera que es
suficiente con generar una expresion para , P

XX+ X *

Otra notacion de este tipo, se desprende de la formula de inclusion-exclusion en teoria de
probabilidad, la cual se presenta a continuacion.
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Sean los eventos B, B,,---, B, , la probabilidad de su union es

m?

Pr(B,UB, U---UB,)=D,~D, +D,---(-1)""' D, (2.3.40)
donde D, denota la suma simétrica
D, =Y Pr(B,nB,n-NB,) (2.3.41)

— m :
El rango de la suma es sobre todas la combinaciones (k ] subconjuntos de k eventos

Como la probabilidad de sobrevivencia del estatus de Gltimo sobreviviente es la probabilidad del

evento union, entonces , P S8 puede expresar como (2.3.40), es decir
tpm:tDl_tDZ+tD3_'”+(_l)miltDm (2.3.42)
donde
D=2 P (2.3.43)

m
Y como se indicd en (2.3.41) el rango de la suma es sobre todas las combinaciones [kJ

subconjuntos de k eventos.

Ejemplo 2.3.7: Expresar  p, en funcidn de vidas individuales y vidas conjuntas

thT,Z:tDl_tDz‘*'tDs
:zt pxl _Zt pxlx2 +zt px1x2x3

:tpx+tpy+tpz_tpxy_tpxz_tpyz+tpxyz
2.4 Fuerza de Mortalidad Vida Conjunta y Ultimo Sobreviviente

En el capitulo anterior se expuso que existe una medida instantanea de la mortalidad llamada, fuerza
de mortalidad, expresada por (). Para las funciones de vida conjunta, existe también una medida

de mortalidad instantdnea, llamada fuerza de mortalidad conjunta. Se denota por
M.y O bien gz (1) en analogia con ... Un camino para obtener la fuerza mortalidad conjunta

es utilizando el concepto de fuerza de mortalidad para una vida, presentado en el capitulo 1. Ahi se
definio la fuerza de mortalidad para una vida como la pendiente de la tangente a la curva |,. Como

la curva es decreciente, el valor de la tangente es negativo y dividido entre —.-, proporciona la tasa
instantanea de decremento a la edad exacta x. Es decir

dinl
/J(X+t):— dtx+t

Aplicando el mismo concepto a un estatus de vida conjunta (xy)

(2.4.1)
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dinl (t
(1) =~ 2100 )
d In (Ix+t|y+t)

dt
d(nl

x+t+|n|y+t)

dt

dinl,,, dinl,,

Codt ot

= pu(x+t)+pu(y+t) (2.4.2)

De donde se observa que la fuerza de mortalidad instantdnea de un estatus de vida conjunta, es igual
a la suma de las fuerza de mortalidad instantaneas de cada uno de los elementos que lo conforman.

Otro camino es sustituir la vida x de (1.5.14), por el estatus de vida conjunta (xy) , de manera que
fri (1)
()
Hy (1) =———= (2.4.3)
’ 1- I:T(xy) (t)

Utilizando el supuesto de independencia, (2.3.29) y (2.3.16)

P [ (Xt + ()]
:uxy( )_ 1—(l—tpxtpy)

= pu(x+t)+pu(y+t) (2.4.4)

Las expresiones desarrolladas hasta el momento, pueden ser generalizadas para mas de dos vidas. El
uso del estatus (xy) fue elegido para facilitar su exposicion.

Ahora toca el turno a la fuerza de mortalidad del estatus de Gltimo sobreviviente. Para obtener la
expresion se recurre nuevamente a (1.5.14). Sustituyendo la vida individual x por el estatus (xy)

(D)
—(t) = T(XY)
:uxy( ) 1_ FT()Ty) (t)

de (2.3.33) y (2.3.38)

IL[—( ):tpxll’l(x+t)+tpy/'l(y+t)_tpxy/'lxy(t)
Y 1_(l_tpx_tpy+tpxy)
_ tpxﬂ(x+t)+tpyﬂ(y+t)_tpxyﬂxy(t) (245)
th*y

Suponiendo independencia es posible reemplazar ., (t) por u(x+t)+ (y+t), dejando
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(2.4.6)

Gy P (x+t)+, G, pu(y+t)
H (t) = P
t Fyy

Ejemplo 2.4.1: Para la distribucion presentada en el ejemplo 2.3.5 determinar la fuerza de
mortalidad de
a. esa distribucion

b. para el estatus de vida conjunta (xy)

c. para el estatus de Gltimo sobreviviente (x_y)

a.
fT x)(t)
p(X+t)= STZX>(t)
—_ 1
T 2(100-t)
b.
fT xy)(t)
Hy ()= l—F(T(xy)(t)
—_1
100-t
C.

2.5 Relacion entre estatus de Vida Conjunta y de Ultimo Sobreviviente

Ya se ha adelantado la relacién entre los estatus de vida conjunta y de Gltimo sobreviviente. En la
introduccion del capitulo se dijo que el estatus de vida conjunta representa el evento union, mientras
que el estatus de Gltimo sobreviviente representa el evento interseccion. A continuacion se retoma
este hecho para enlistar las relaciones entre las funciones de los estatus. Por el método de inclusion-
exclusion de probabilidad se tiene

Pr(AUB)+Pr(AnB)=Pr(A)+Pr(B)-Pr(AnB)+Pr(AnB)
=Pr(A)+Pr(B) (25.1)

Ahora bien, considerando las vidas (x) y (y) y aunsi T(x) yT(y) no son independientes, para
las variables aleatorias continuas T (xy) y T(Ty) se tiene el siguiente razonamiento

Para el estatus de vida conjunta T (xy) = min{T (x),T(y)}
Para el estatus de ultimo sobreviviente T(Ty): max{T (x),T(y)}
Dadas las vidas (x) y (y),si T(x)=min yT(y)=max
entonces

T(xy)+T (x_y) =T (x)+T(y)
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pero si T(x)=max yT(y)=min
entonces
T(xy)+T(x_y):T(x)+T(y)

Del razonamiento anterior, se desprenden las siguientes relaciones

)+ T(9)=T(x) T (y)
T(xy)T(xy)=T(x)T (y)

a’™ +a"™ —a"™ 2™ paraa>0
Tratando las funciones de distribucion de cada estatus

Fr () () =1=Pr[T (x) > t]Pr[T (y) > t]
= 1_tpxt py

FT@(t) =Pr[T (x) <t]Pr[T (y) <t]

= (1_tpx)(1_tpy)
:1_tpx_tpy+tpxy
Sumando las funciones de distribucién

Fr i) ()4 Fr) () =1=p +1- P =Py Py
=1-p, +1-,p,
=05 +dy
= Fr o (1) + Frgy (1)
De donde
Ry (O + FT(ry) (t) = Frog (1) + Fryy (1)

(2.5.2)
(2.5.3)

(2.5.4)

(2.5.5)

Haciendo lo mismo con las funciones de densidad de probabilidad de cada estatus y retomando las

expresiones (2.3.29) y (2.3.35)

fT(xy)(t) it pr [,u(y+t)+,u(x+t):|

frm) D=1 P (X+)+ Pyt (y+t) = PPy [ (X +1)+pu(y+1)]

sumando
fT(xy)(t)+ fT(x*y)(t) =Py [,U(X+t)+y(y+t)]+
+ . px/u(X+t)+ t py:u(y+t)_t Pyt Py [/I(X+t)+lu(y+t):|
=, px,u(X+t)+tpy[u(y+t)
= i O+ ) (©
por lo tanto
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fT(Xy)(t)+ fT(Yy)(t) - fT(x) (t)+ fT(y) (t) (2.5.6)

Retomando la expresion (2.5.5) y despejando la funcion de distribucion para el estatus de ultimo
sobreviviente, se tiene

(t) Frog (1) +Fry (1) - Fr ) (O
Sustituyendo la funcion de distribucién para el estatus de vida conjunta de la expresion (2.3.17) se

desprende que
FT(Ty) (t) = FT(X) (t) T I:T(Y) (t) _|:FT(X) (t)+ I:T(y) (t) - I:T(><)T(y) (t’t):|
FT(Ty) (t) = FT(X)T(y) (t’t)

Relacion que puede observarse en el ejemplo 2.3.5.

Para la variable aleatoria K que denota el nimero de afios completos transcurridos antes de la
interrupcion del estatus, se tienen relaciones anéalogas a (2.5.2), (2.5.3) y (2.5.4)

K (xy)+K (xy) =K (x)+K(y) (25.7)
K (xy) K (xy) =K (x)K(y) (2.5.8)
a1 a0 gkt 4 k) (2.5.9)

Y para las funciones de distribucion y de densidad se tiene

=
f

+ FK()Ty) =Fe

)+ fK(@) =f

(2.5.10)
(2.5.11)

K(xy)

K(xy

Ejemplo 2.5.1: Corroborar las relaciones (2.5.5) con las funciones de distribucion de densidad
obtenidas en el ejercicio 2.3.5

[100]"' [ J— ﬁ]
2

Ejemplo 2.5.2: Retomar las distribuciones de densidad resultantes en el ejemplo 2.3.5 y comprobar

la relacion (2.5.6)
[ﬁ1+[10J11m>74 _ﬁ] [zo 11004]—%[20\/110074}

[10«/11%_4} - |:1o 11004J
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2.6 Esperanza Matematica de Vida Completa y Entera

La esperanza completa y abreviada para los estatus de vida conjunta y de ultimo sobreviviente, se
desprenden de los conceptos de esperanza para una vida, presentados en el capitulo 1. Hay que

considerar que los resultados de valor esperado de la distribucion de T son vélidos si T =T (u),

donde (u)es un grupo en general. Por lo tanto (u) puede ser un estatus de vida conjunta o bien un
estatus de ultimo sobreviviente.

E[T]=EM )]
Retomando la expresion para la esperanza de vida completa
eu = E[T ()]
= [ p,dt (2.6.1)

Por los célculos desarrollados en (1.7.9) y (1.7.10) donde se present6 el segundo momento y la
varianza de T (x), la varianza del estatus general u es

var[T (u)]= E[T (u)z}— E[T(u)]
:ZJ':tt pudt—(gu jz

Si (u)es un estatus de vida conjunta, integrado por (x) y (), la esperanza completa de vida de
(2.6.1) es ahora la esperanza completa del estatus de vida conjunta

0 o
By = jo (P, dt (2.6.2)
y lavarianzade T (xy) es

var[T (xy)] = E[T(Xy)z]— E[T(xy)]*

w0 0 \?
=2 jo t,p,,dt —(exyj (2.6.3)

Ejemplo 2.6.1: Utilizando la funcion del ejercicio 2.4, calcular la esperanza completa de vida para el
estatus de vida conjunta (xy), asi como la varianza

10

0 100 » 190
exy:'[o 1_ﬁdt:t—;ﬁo =100-50 =50
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var[T (xy)] = [T (xy)® ] E[T (xy)J*

100 2
= 2.[0 tt pxydt - exy
100 0 \?
=2[ “t(1-%) (exyj

2 3 10
=2[ 545 ] -(50)
=833.83

Para obtener la esperanza de vida entera, hay que considerar la variable aleatoria K = k(u), que
denota los afios enteros que se espera viva el estatus (u)

=> P, (2.6.4)
k=1

La varianza de la variable aleatoria K =k(u) es

var[ K (u) ]zE[K(u 2}—E[K u)]2
=3 @k, p, (&)

Si u es el estatus de vida conjunta (xy) , entonces

= i k Py (2.6.5)

k=1
y la varianza de K (xy)es

var[K (xy)] = E[K(xy)z]— E[K )]
= Z (2k-1) k Py _(exy )2 (2.6.6)

Ejemplo 2.6.2: Calcular la esperanza de vida entera para el estatus de vida conjunta (xy) y la

varianza de K (xy), usando la funcién de densidad del ejemplo 2.4

—1__k_
k pxy =1 100

) 99
exy = Z k+1 pxy = Zl_ﬁ = 495
k=0 k=0
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o0

VaI’[K(XY)] = z (2k _1) k pxy _(exy )2

K=0

= i(Zk ~1)(1-£5)—(49.5)°

=832.26

Como se comentd (u) es un estatus general, por lo tanto puede representar un estatus de altimo

sobreviviente. De manera que la esperanza completa de vida de (x_y) es

0 ©
ey = jo Pt (2.6.7)

Reescribiendo , p;; en funcion de vidas individuales y conjuntas

0 0 0 0
€y =E€xt+ey—Ey (268)

La varianza de la variable para el estatus de Gltimo sobreviviente (Ty) es
w7 () <[ 7 () |-£[7 ()]
~2 J.Owttprydt —(ZWT (2.6.9)

Ejemplo 2.6.3: Calcular la esperanza completa de vida y la varianza para el estatus de ultimo
sobreviviente, utilizando la funcién del ejemplo 2.4

0 ®
ey = L ¢ Py dt
[

5 100
100

= —2(100—t)" + 45—t
=83.33

var [T (x_y)} = ZJ':tt pdt —(gxyjz
= ZJ:OOI(JN:—* +ﬁ—1) dt —[gxyjz

=10056.11
La esperanza completa de vida para el estatus de Gltimo sobreviviente (x_y) es

0

=e +e —e (2.6.10)

Para lav.a. K, la varianza del estatus de ultimo sobreviviente (x_y) es
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var[ K (1) | €| < ()" |-E[ K ()]
:g(m(_l)k b, (&)’ (2.6.11)

Los resultados de las expresiones (2.6.3) a (2.6.11) se obtienen al realizar un procedimiento similar
al desarrollado en las secciones 1.7 y 1.8, reemplazando la vida individual x por los estatus

() y (x).

La covarianza de T (xy)(x_y) es

cov [T(xy),T (x_y)} —E [T (xy)T (x_y)} ~E[T(x)]E [T (x_y)} (2.6.12)
como T(xy)T (X_Y) =T(X)T(y)
por independencia E[T(x)T(y)]= E[T(X)E[T (y)]

por lo tanto

cov[T (xy), T (x_y)} =E[T(x)IET (v)]-E[T(xy)]E [T (x_y)}
e 6y—6x 65 (2.6.13)
sustituyendo gry por gx+gy—gxy en (2.9.4) se obtiene

4 00 0 0 0 0
cov[T(xy),T(xy)]:exey—exy(ex+ey—exy)
00 0 0 0 0 0 0
=ExEy—ExyEx—Exyy+Exy Exy

0 0 0 0
:(ex—exyj(ey—exyj (2614)

Lo anterior indica que T(xy) T(Ty) estan correlacionados positivamente, ya que ambos factores

0 0 0
deben ser positivos, excepto cuando ex0 ey son iguales a ey

Ejemplo 2.6.4: Calcular la cov[T(xy),T (x_y)} para T(x) y T(y) dados en el ejemplo 2.4

0 0
Primero calculamos ex = ey

0
e =] 5t = 66.66

68



cov| T(xy).T (%) | = (66.66-50)(66.66-50)
= 277.77

Considerando la variable aleatoria S, que denota la fraccion de afio y suponiendo DUM, como en
(1.5.10), se llega a la siguiente aproximacion

0

€x %%, ~ € -i-1 (2615)

X Xp: X 2
2.7 Ley de Envejecimiento Uniforme

La evaluacién de seguros y anualidades para los estatus de vida conjunta constituyen una dificil
tarea. Para facilitar el procedimiento se recurre a los supuestos de Makeham y Gompertz,
posibilitando expresar un estatus de vida conjunta, integrado por vidas de diferentes edades, a través
de un estatus de vida conjunta de edades iguales, o bien a través de una vida individual cuya edad es
equivalente a las edades originales. A continuacion se presentan las leyes de envejecimiento
uniforme Gompertz y Makeham para las edades x y x+n. La ley de Gompertz es un caso particular

de la ley de Makeham donde A=0.
2.7.1 Caso Gompertz

En el caso Gompertz, la ley de envejecimiento uniforme, busca reemplazar el estatus de vida
conjunta integrado por edades diferentes (x,x,---x, ) por la vida individual (w). Esta edad es mayor

a las edades originales, w > max{xi} , a diferencia del caso Makeham, en donde la edad equivalente
esta entre las edades originales. Tomando el caso de dos vidas, el estatus (x:x+n), se reemplaza
por la edad individual (x+t), cumpliéndose

X+t

¢t =c*+c*" (2.7.1.1)

como se presentd en el Capitulo 1, c* representa el deterioro o la impotencia creciente para resistir
la destruccion.

Dividiendo (2.7.1.1) entre c*

c'=1+c¢" (2.7.1.2)
despejando t
¢ log@+c?) (2.7.1.3)
logc

Como puede observarse t no depende de ninguna de las dos edades (x:x+ n), sino de su diferencia

n. El procedimiento para reemplazar el estatus (x:x+n), es obtener la diferencia entre ambas
edades, es decir, n. A través de una tabla de envejecimiento uniforme de Gompertz, como la que se
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encuentra en la parte de Anexos, se busca el valor de t. Ese valor se suma a la edad méas pequefia.
Finalmente el estatus es reemplazado por la vida individual (x+t)=(w).

El valor t puede sumarse a la edad mas grande, para ello el valor de t se calcula a través del siguiente
planteamiento.

Se busca sustituir el estatus (x:x+n) por la vida individual (x+n+t"), es decir

X X+n X+n+t”

c"+C  =cC

Por lo tanto

. log(1-c")-log(c")
logc

Para construir la tabla de envejecimiento uniforme Gompertz que se encuentra en la parte de anexos,
se tomo el primer planteamiento. Es decir el estatus (x: x+n) es reemplazado por la vida (x+t).

Es posible utilizar una tabla de envejecimiento uniforme Gompertz para cualquier nimero de vidas.
Las vidas se toman por pares, sin importar el orden, hasta reducir el estatus a una vida. Este proceso
no esta exento de interpolacion.

Remplazar el estatus (x:x+n) por la vida (w) conduce a que los calculos realizados con la edad

equivalente sean una aproximacion. Como se comentd al inicio del apartado, este método
sobreestima la edad, situacidn que repercute en el calculo de seguros y anualidades.

Ejemplo 2.7.1.1: Encontrar la edad equivalente (w) bajo la ley de envejecimiento uniforme de
Gompertz que sustituya a la anualidad a,,,,; por a,

Tomando las dos primeras edades (38:41), donde la diferencia es 3. De la tabla 2.4 para n=3

t =9.55752185 valor que se suma a la edad menor, surgiendo la edad equivalente 47.5575219. Esta
edad opera con la ultima vida. De manera que ahora se realizara el mismo procedimiento pero para

las edades (45:47.5575219).

Para n=2.5575219 t=9.312299168, valor que se obtuvo al interpolar. Finalmente se suma el valor
de t a la edad mas pequefia de este grupo. Por 10 tanto 8.5 = 8, 3129007

2.7.2 Caso Makeham

El concepto de envejecimiento uniforme, en la ley Makeham, busca sustituir el estatus de vida
conjunta de edades diferentes por un estatus de vida conjunta de edades iguales, es decir,

(XX, -+ X, ) =(WWw,...w, ). Para el caso particular de dos vidas se busca encontrar una edad

equivalente (w), que reemplace las edades (x:x+n) por dos edades iguales (x+t:x+t), de
manera que

2 =¢* 4" (2.7.2.1)
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dividiendo entre 2c* se obtiene

c' :;(1+ c") (2.7.2.2)
de donde
_log(1+c")—log2
logc

t (2.7.2.3)

Al igual que en el caso Gompertz, t no depende de x, ni de x+n, sino de la diferencia entre estas
edades. En una tabla de envejecimiento uniforme de Makeham se busca el valor de t correspondiente
a la diferencia de edades. Ese valor se agrega a la edad menor, obteniéndose asi las edades

equivalentes (X +t:x+t).

Cuando se trata de tres vidas, se toman primero las dos méas pequefias y se obtienen las edades
equivalentes, las cuales operaran con la tercera vida para obtener las edades que sustituyen el estatus
original. Hay que poner atencidn en esta parte pues en la primera fase, el estatus que reemplaza al
estatus original es un estatus compuesto por dos vidas, las cuales operaran con una tercera, situacion
por la cual no es posible utilizar la misma tabla para encontrar el valor de t. Es decir, si el estatus

esta integrado por las vidas (wa) , el primer paso es tomar las dos vidas méas pequefias, en este caso

(xy), las cuales seran reemplazadas por (zz). La Gltima edad opera con esta dos, de manera que
ahora se tiene

2¢* +c" =3c"

Y como w es la edad mayor
W=z+k y U=z+r conr<k

Por lo tanto

2Cz +Cz+k — 3Cz+r

r _ 24ck

¢ =25
De donde

k —
. log(2+c*)-log3

logc
siendo k la diferencia entre las vidas equivalentes y el tercer miembro.

El caso de cuatro vidas diferentes (uvxy), se puede reducir a dos vidas, obteniendo primero la edad

equivalente para cada par (uv)=(rr) y (xy)=(ss). El estatus (rrss) puede ser operado como (rs).

En este altimo caso las edades equivalentes pueden no ser enteras, por lo que hay que interpolar en
la tabla de envejecimiento uniforme.

Los célculos realizados con la edad equivalente son una aproximacion, pues se ha reemplazado el
estatus (x:x+n) por el estatus de edades iguales (x+t:x+t). Bajo este supuesto las edades

equivalentes se encuentran entre las edades originales, es decir, min{x } <w < max{x; }
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Ejemplo 2.7.2.1: Encontrar es estatus equivalente por el que ha de sustituirse (38:41:45),
utilizando el supuesto de envejecimiento uniforme Makeham

Tomando primero las edades (38:41), para n=3 de latabla 2.3 t =1.59768837 . Sumando el valor
de t a la edad mas pequefia se obtiene el estatus (39.59768837:39.59768837). Calculando la

diferencia entre las edades equivalentes y la Gltima vida, se tiene r =5.40231163. Interpolando entre
los valoresde r=5yr =6de latabla 2.4, se llega a t = 2.098506805 . Finalmente se suma este valor

a la edad menor, arrojando el estatus equivalente (41.69619518:41.69619518:41.69619518) :

2.8 Ley Gompertz

En la seccién anterior se presentaron los supuestos de envejecimiento uniforme para Gompertz y
Makeham. Estos supuestos buscan sustituir los estatus integrados por mas de dos vida por estatus
equivalentes. Los ejemplos exhibidos en esa seccion muestran el procedimiento a seguir para
encontrar el estatus equivalente.

La creacion de tablas con probabilidades de mortalidad y sobrevivencia para un estatus de vida
conjunta es laborioso y extenso, ya que deben considerarse todas las combinaciones entre dos, tres y
mas vidas. En este apartado se desarrollan las leyes de Gompertz y Makeham de manera que se
obtengan los estatus equivalentes, pero ahora utilizando las expresiones de probabilidad de
sobrevivencia, asi como la fuerza de mortalidad. Nuevamente se asume independencia.

Retomando la Ley de Gompertz para una vida, presentada en (1.6.1.3) del Capitulo 1

P =g (2.8.1)
Si en lugar de ser la vida individual (x) se tiene el estatus de vida conjunta (xy), la probabilidad de
que el estatus exista durante t afios es

c*(c'-1)+cY (c'-1)

Pyt Py =9
= g(cxwy)(c"l) (2.8.2)

Para un estatus de vida conjunta integrado por m miembros, la probabilidad de que el estatus exista t
afnos es

_ cxl (Ct 71) sz (Ct 71) cxm (Ct 71)
tpxl,x2 ..... xm_g g g
= g(cmcxz e (2.8.3)
sustituyendo c" por ¢ +¢* +---+¢™
_ e
t pxl,xz,...,xm - g
:t pw (284)

De manera gue el estatus de vida conjunta es reemplazado por una edad equivalente w, que puede
ser evaluada con una tabla de vida individual, la cual debe estar ajustada con la ley de Gompertz.
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La fuerza de mortalidad para el estatus de vida conjunta es igual a la suma de la fuerza de
mortalidad de los miembros que lo integran, segun se vio en (2.4.4). Retomando del Capitulo 1 la
fuerza de mortalidad para una vida a través de la ley de Gompertz (1.6.1.1), se obtiene la fuerza de

mortalidad para el estatus de vida conjunta (xy)
t, (8) = p1(W+5) s>0 (2.8.5)

B¢ + B¢”* = Bc"*® (2.8.6)

(W) es la edad para la cual la fuerza de mortalidad de una vida es igual a la fuerza de mortalidad del

estatus de vida conjunta original. Es de esperar que con frecuencia (w) sea no-entero, por lo tanto la
evaluacion ameritara interpolacion.

De (2.8.5)

W+s

CX+S +Cy+s — C
con esta Gltima expresion es posible obtener la edad equivalente.

Utilizando (2.8) se confirma que la probabilidad de sobrevivencia de la vida equivalente es igual a
la probabilidad de sobrevivencia del estatus

P :exp[—J‘;y(w+ s)ds} (2.8.7)
=exp [—J'; Ly (s)ds}
=P,y (2.8.8)

Un valor que generalmente intervienen en la mayoria de los célculos de valores actuariales es
.E, =V p,.Para un estatus compuesto por m vidas

E -

t
XX Xy v tpxlxz---xm

Suponiendo independencia
=V (t pxl)(t Py, )(t Py, )

_ e—I;5dse—J.(:,u(x1+s)dse—'[;y(x2+s)ds —L:,u(xm +s)ds

..e
_ e—j;[()‘+y(x1+s)+y(x2+s)+;z(x3+s)~~~y(xm+s)]ds

Para E ', .,

m

E _ e—ﬁ[&#my(wm)]ds

t WW---W
—_—

y para que
se debe cumplir
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S+ p(X +t)+u (X, +t)+ 4 g (X, +t) =5 +mu(w+t) (2.8.9)

A la ecuacion anterior se le conoce como la ecuacion general de equivalencia del estatus.

Usando Gompertz en la ecuacion (2.8.9)

o +Bc* +Bc® +---+Bc™ =6 +mBc"” (2.8.10)
Sumando

5+B) ¢ = +mBc” (2.8.11)
Sio=6ym=1
Entonces

D> och=c" (2.8.12)

Existe una imprecision al hacer a,=a, para una tabla con edad finita, la cual se analiza a
continuacion.
a,=a, dadoque (xy)=(w)

Como w > max{x, y} , entonces para una @ finita

aW = aw:a;—w—l
Analizando el estatus compuesto por dos vidas

S k
axy = ZV k pxy
k=1

Supdngase que x>y Y w es finita, entonces

w—x-1

_ k _
aXy B ; Vi pxy B axy:zu—x—l

Como w—w-1<w—Xx-1 entonces la relacién correcta es

aW = aW:(u—W—l = axy:w—W—l < aXy

Ejemplo 2.8.1: Siguiendo la ley de Gompertz, obtener las edades equivalentes w para los estatus de
vida conjunta

a. (50:60)
b. (60:67:71)

Supuesto de Gompertz
Cw — CSO + C60
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Con ¢=1.090984624 y despejando w

B log (c* +c®)

W =64.0155931

logc
Por lo tanto el estatus de vida conjunta (50:60) es equivalente a la vida individual (64.0155931)

b.
RPN BN SN

Sustituyendo ¢ y despejando w

log (c6° +c¥ 4 c”)

w =79.46296607

logc
El estatus de vida conjunta (60:67:71) es equivalente a la vida individual (79.46296607 )

2.9 Ley Makeham

La ley de Makeham sustituye el estatus de vida conjunta de edades diferentes, por un estatus de
vida conjunta de edades iguales. Retomando la expresion (1.6.2.3) del Capitulo 1 que muestra la ley
de Makeham para una vida

P, =s'g"c? (2.9.)

Para el estatus de vida conjunta (xy)
(P, =s'gf e (2.9.2)
_ Stg(cx+cy)(c‘—l) (2.9.3)

reemplazando c¢* +c¢” por dos vidas de edad w, se tiene

c*+c’ =2c" (2.9.4)
por lo tanto
ot y207(ct-1)

t pxy =3 g
(2.9.5)

para un estatus de vida conjunta integrado por m miembros

Py, = TG (2.9.6)

sustituyendo 44 4t =me?
se obtiene Py = g gme (e 2.9.7)
= t pww,---,w (298)

m

retomando (2.9.4) para expresarla en términos de fuerza de mortalidad
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2c" =c¢” +c¢’
multiplicando por B y sumando A en ambos lados
2(A+Bc")=(A+Bc*)+(A+Bc?) (2.9.9)
donde Ay B son constantes de Makeham

2,uW(S):,u(X+S)+,u(y+S) (2.9.10)
La edad equivalente (W) esta definida como la edad para la cual la fuerza de mortalidad para esta

vida individual es igual a la media aritmética de las fuerzas de mortalidad de vida individual del
estatus. De aqui que la edad equivalente utilizada en el caso Makeham, se encuentre entre las
edades del estatus original. En el caso de Gompertz la edad equivalente es mayor que cualquiera de
las edades originales.

El uso de las expresiones que involucran fuerza de mortalidad en Gompertz y Makeham, disminuye
el nimero de interpolaciones provenientes del calculo de més de tres vidas.

Retomando la ecuacion (2.8.9) y suponiendo que las vidas siguen la ley de Makeham se obtiene
5+ A+Bc* |+[ A+Bc* |+ +[ A+Bc™ | = 5'+m[ A+Bc" ] (2.9.11)

sumando
§+mA+B) c* =5 +mA+mBc" (2.9.12)

si o= entonces

mA+B) c* =mA+mBc" (2.9.13)

como el nimero de vidas es igual al original

B) ¢ =mBc" (2.9.14)
por lo tanto

D ¢t =me"

Como se ha indicado, bajo el supuesto de Makeham se pasa un estatus con edades diferentes a un
estatus de edades iguales, conservando el mismo nimero de miembros. Sin embargo es posible que

. b, = (E,,, bajo el supuesto de Makeham. Para ello se requiere que ¢" =c”*+c”y la modificacion

para el calculo de E, se da en la tasa de interés, con i =e"—1. A continuacion se desarrolla este
supuesto.

Bajo el supuesto de equivalencia de Makeham se debe cumplir

§+[A+ BcX1J+[A+ ch2]+---+[A+ chm]:é"+m[A+ BcW]
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se sabe que

t Exy =V' t Py
coni=0
By = Py
se busca que
Py =E, (2.9.15)

por el supuesto de equivalencia

0-+(A+Bc*)+(A+Bc)=5+m(A+Bc") (2.9.16)
y para el planteamiento m=1

2A+B(c*+¢’)=5"+A+Bc" (2.9.17)

Como B(cX +cy): Bc", entonces c*+c’ =c" cumpliéndose el primer requerimiento y dejando
2A=6"+A, de donde

5=A (2.9.18)

y finalmente
i=ef-1 (2.9.19)

Bajo esta linea, se puede demostrar que el valor de una anualidad para m vidas de edades diferentes
a la tasa de interés i, es equivalente al valor de una anualidad para una vida con edad w a la tasa

i'=@Q+ i)eA(m’l) —1, si la tabla de mortalidad esta construida de acuerdo con la ley de Makeham.
Retomando el supuesto de equivalencia

S+ p(X)+ p (X )4+ p( %y ) = +pu(x,)
Sustituyendo la fuerza de mortalidad bajo Makeham

5+(A+ ch1)+(A+ Bc* )+---+(A+ chm): o +A+Bc" (2.9.20)
S+MA+B(c* +C* +--+C™ ) = 5+A+Bc" (2.9.21)

w

Como B(cxl+cX2+---+cXm):BcW, entonces c* +c* +---+c*™ =c", cumpliéndose el primer

requerimiento y dejando

O+mA=05+A (2.9.22)
de donde

S+(m-1)A=¢5

In(1+i)+(m-1)A=In(1+i")
despejando i’

i'=(1+i)e™ " -1 (2.9.23)

77



Ejemplo 2.9: Siguiendo la ley de Makeham, obtener los estatus equivalentes de:

a. (50:60)
b. (60:67:71)

Supuesto de Makeham
2¢" =¢¥ +c®
Con ¢ =1.090984624 y despejando w

log(c® +¢*)-log(2)
logc
Por lo tanto el estatus de vida conjunta (50:60) es equivalente al estatus de vida conjunta
(56.0557596 : 56.0557596)

W =56.0557596

b.
3" =c*+c” +c"

Sustituyendo ¢ y despejando w
log (c* +¢* +c™)—log(3)
B logc

El estatus de vida conjunta (60:67:71) es equivalente al estatus
(66.8469285 : 66.8469285 : 66.8469285)

w =66.8469285

2.10 Distribucion Uniforme de las Muertes

En el capitulo anterior, se expuso la Distribucién Uniforme de Muerte para vidas individuales.
Ahora se presenta la Distribucion Uniforme de las Muertes para cada afio de edad, para cada
individuo, de un estatus de vida conjunta. Este supuesto es utilizado para evaluar seguros pagaderos
al momento de la disolucion del estatus, asi como para obtener el valor presente actuarial de
anualidades pagaderas con mayor frecuencia que una vez al afio.

Retomando P, =1-1q,
d

Put(x+t)=—(1=p,)
= qX

Al aplicar este supuesto a un estatus de vida conjunta (xy) con T (x) y T(y) independientes, para
0<t<1, seobtiene
Pyt (V) = Dy Py [ (X 1)+ (Y +1)] (2.10.1)
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= b, [P (x4 )]+ 0, [ pyae(y+1)]

=(1-tq, Jo, + (1-19,)q,

=q,+0,-q,d, +(1-2t)qq,

=0, +(1-2t)q,q, (2.10.2)

2.11 Valores Conmutados

Los valores conmutados para vidas conjuntas, se definen de forma analoga a los de vida individual.
Considerando el valor presente actuarial para m vidas

_yt
tExlzxz:m:xm =V t pxl:xz:n-:xm (2111)
_ Vt Ix1+t:x2+t:---:xm+t (2112)
X Xg Xy
X+ Xg Xy

Para obtener los valores conmutados se introduce v ™  en el numerador y denominador, en
lugar de v' de acuerdo con el sistema de Morgan, el cual es aceptado en la Notacion Internacional.
X+ Xy +oo X,
m
incremento de un afio en cada edad, produce un incremento de una unidad en el exponente.

El exponente

, €s la media aritmética de las edades que conforman el estatus. Un

X+ X+ Xy

Como DX11XZZ~~~ZXm :V m I)(1:X2:~~~:)(m (2113)
D .. .. .
entonces B, = (2.11.4)
de manera similar
=v " d... (2.11.5)

X Xp e Xy X Xo Xy

Las funciones N, S, M y R se definen, como en el caso de vida individual, sumando sobre los
valores de D, N, C y M, respectivamente.

XXXy Z Dx1+t:x2+t:---:xm+t (2116)
=0
XXX Z Nx1+t:x2+t:---:xm+t (2117)
t=0
XXt Xy ZCX1+t:x2+t:-~-:xm+t (2118)
t=0

H)(
Il
[
Z

(2.11.9)

Xy HUXg +tie X+t

Caso continuo
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1

Doty = [ Dyt 0t (2.11.10)

Corme = [, Dy sy bl bl oA (211.12)

Noseoon, = 26 =] D, ol (2.11.12)
“

S =3 Nopson, (2.11.13)
5

M s, = ZE =17 D, st bt (2.11.14)

R, = iﬁttt (2.11.15)

t=

o

Existe otro método para obtener los valores conmutados de varias vidas, conocido como sistema

Griffith Davies, el cual consiste en introducir el factor v*en el denominador y numerador como se
expresa a continuacion

_t
tExlzxz:m:xm =V t pxl:xz:n-:xm

|

:Vt Xp X LI+ (21116)

VXﬁtIx X+ Xy +

tExl:xz:---:x = xl et

" v 1Ixl:xzz---:xm

Dx +t'|x H X+

Dxllxl:---:xm ( )
Basado en este método se define

D><1:><2:~~~:><m = Vxlxl:lxzru:lxm (21118)
= DX1IX2:_,.:IXm (2.11.19)
Xq X -+ Xy = dexl:dxz:m:dxm (21120)
= CXl:IXZZW:IXm (2.11.21)

Los valores para N, S, M y R, se obtienen sumando como se indic6 en el método anterior. La
diferencia radica en la definicién de las valores D y C.

Ambos métodos son validos, la eleccion de uno u otro depende de aquel que disminuye en mayor
medida los calculos.
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2.12 Seguros y Anualidades de Mdltiples Vidas

Una vez que se han desarrollado las probabilidades de muerte y sobrevivencia para los estatus de
vida conjunta y de altimo sobreviviente, es preciso utilizarlas en los modelos de seguros y
anualidades para multiples vidas.

Los tipos de seguros y anualidades que se desarrollan en la teoria de vida individual, se definen
también en la teoria de vidas multiples. Para ello hay que sustituir la vida(x) por el estatus general

(u).
2.12.1 Seguros de Multiples Vidas

En las operaciones de seguros de multiples vidas hay dos casos que deben considerarse:

- que el seguro se pague al ocurrir la primera muerte
- que el seguro se pague al fallecer el Gltimo sobreviviente

En ambos casos el pago puede realizarse al momento en que el estatus se disuelve, o bien al final del
afio. Para establecer los lineamientos generales se utiliza al estatus general (u) Las siguientes
expresiones corresponden al valor presente actuarial y la varianza de un seguro unitario, pagadero al
momento de la interrupcidn del estatus (u) Sea T la v.a. que denota el tiempo de vida futuro hasta

la interrupcion del estatus general (u)

Ao =j:’v‘t p,u(u+t)dt (2.12.1.1)

Var[z]="A - (A’ (2.12.1.2)

Y para la variable aleatoria K, que denota el tiempo de vida futuro truncado de (u)

A, =E[Z]
= ivk“ Pr(K =k) (2.12.1.3)
Var[z]=A -(A) (2.12.1.4)

Anteriormente se establecieron algunas relaciones entre funciones de distribucion y de densidad de
los estatus de vida conjunta y de Gltimo sobreviviente. A continuacion se presentan relaciones
similares entre los modelos para seguros de vida conjunta y de ultimo sobreviviente, considerando
el valor presente.

La expresion (2.5.6) implica

K(xy)+1
v (v)+1 | K)ol NOESRVINOE! (2.12.1.5)

+V =V
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De la expresion (2.5.2) se obtiene

.
V) LT T 4 T)

De la expresion (2.5.3) se obtiene
VT TON _Teo T
Al aplicar esperanza en ambos lados de (2.12.1.5) y (2.12.1.6) se obtiene

Ay + Ay =A+A
K?y +ﬂxy :z\x +ﬁ\y

Utilizando estas relaciones para el desarrollo de la covarianza, se tiene
cov [VT(W) , vT(Xy)J -E [VT(XY)VT(XV)} _E [VT(W)} E |:VT(xy)j|

= [VT(X)VT(”] -E [VT(W)} E [VT(XV)]
E I:VT(X):| E [VT(Y) ] _E I:VT(XV)} E |:VT(xy)j|

=AcAy —nyz\x —z\xyz\y + (ny )2
= (Zx —ny)(ﬂy —ny)

2.12.2 Anualidades de Vidas Mdltiples

(2.12.1.6)

(2.12.1.7)

(2.12.1.8)
(2.12.1.9)

(2.12.1.10)

(2.12.1.11)

Las formulas de anualidades contingentes de vida individual presentadas en el capitulo anterior, son
validas para las anualidades contingentes de multiples vidas, cuyo pago depende de la existencia del
estatus general (u) Retomando las anualidades contingentes para una vida desarrolladas en el

capitulo 1y reemplazando la vida individual (x) por el estatus general (u) se obtiene:

Para una anualidad unitaria, pagadera continuamente durante la existencia del estatus (u). T es la

v.a. que denota la interrupcion del estatus

Y =2y
3, =E[Y]=[ & pu(u+t)dt

expresion que exhibe la forma de pagos anticipados (P.A.). Si

(2.12.2.1)
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entonces
a=—0p, aﬂ‘o +_[O V', p,dt
:jo V', p,dt

= | (E.t
La expresion anterior exhibe la forma de pagos corrientes (P.C.)
Considerando la varianza obtenida en (1.11.6)

A-(A)

var[Y | = 5

Retomando la expresion de seguro pagadero al momento en que ocurra muerte de (u)

A, :Iva‘t p.u(u+t)dt
=1+J.000Vtt pudt

entonces
=1+da,
obteniéndose la relacion
A =1+67,
0 bien
V' =1+07,

(2.12.2.2)

(2.12.2.3)

(2.12.2.4)

(2.12.2.5)

(2.12.2.6)

(2.12.2.7)

Sea Y la v.a. que denota el valor presente de una anualidad unitaria, pagadera al inicio de cada afio,
siempre que el estatus (u) exista y sea K v.a. que denota el numero de afios completos, que faltan

para la disolucion del estatus general (u). Se tienen

Y =4 K(u)>0

K+1l

a:u = E[Y]zzamk puqu+k
k=0

aplicando suma por partes

kpu'qu+k = k|qu =k pu_k+1pu =A(_k pu)

Aa, , =
K d d d

~ 71—yt ) 1yt _ Vk+1(1_v) _

(2.12.2.8)
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Af (k) =A(=,p,) g(k)=a,,
f(k)=-up, Ag(k)=v*
asi
k Puluk =~ Py am OOO + kaﬂkﬂ Py
k=0
1430,
k=0
=1+a, (2.12.2.9)
1-v'
de 2, =E[Y]=E| = (2.12.2.10)
4
. (2.12.2.11)
= — 1—
La-a)
var[Y ] =dl—2var[AJ] (2.12.2.12)

-[*A-(AY]

Hasta el momento se han desarrollado expresiones para un estatus general (u)

Las relaciones entre los modelos para anualidades de Gltimo sobreviviente y anualidades de vida
conjunta son

a GE +8 5 = ra TG (2.12.2.13)
aT(W) 8 = 8 Ty (2.12.2.14)
Aplicando esperanzas en ambos lados

a,+d, =4a.+48, (2.12.2.15)
a,+a,=4a+3, (2.12.2.16)

Utilizando estas relaciones para desarrollar la covarianza

— . 1) 1y

cov[aw,am} = cov[ 5 5 (2.12.2.17)

_ 1 cov [VT(W) , VT(XV)}

52
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= (2.12.2.18)

Y la varianza

\Y ar{aw,am} =Var {ET(W) } +V ar[ﬁwd + C0V|:§T(Xy) , ET(Xy) }

2.13 Seguros de Vida Conjunta

Ya en la seccién anterior se mostraron los modelos de seguros y anualidades para multiples vidas,
sin especificar si las vidas constituyen un estatus de vida conjunta o de ultimo sobreviviente. Este
apartado y el siguiente desarrollan las operaciones de seguros estos estatus, cuyo beneficio es
otorgado a la disolucion de estatus. Este tipo de operaciones responde a la necesidad de proteger
econémicamente a un grupo integrado por socios, conyuges, hijos, etc.

A continuacion se desarrollan los seguros disefiados para ser pagados a la disolucion de un estatus
de vida conjunta. Se utiliza el estatus (xy), para los casos discreto y continuo.

2.13.1 Caso Discreto

A,, denota un seguro de vida entera que paga una unidad monetaria (u.m.) al final del afio que
ocurre el primer fallecimiento del estatus.

Ay = ivm t| Oy
t

0

o0
t+1 t+1
Vi pxy _ZV t+1 pxy

t=0

t S t+1
Vi pxy _ZV t+1 pxy

t=0

—

=V
t

0
0
o0
=0

=1-d4 (2.13.1.1)

Para este seguro, la varianza es
2
Var[Z]= zAxy _(Axy)

donde
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’A, =1-(2d -d?) %4,

A, =1-dd4,

Si los miembros del grupo siguen la ley de Makeham

A, =A,, =1-d4,, (2.13.1.2)
Con valores conmutados
VN.. —N._ . M
- X byt _ % 2.13.1.3
A, D, D, ( )

Las expresiones para el resto de los seguros segun la temporalidad contratada, se muestran en el
Cuadro 2.1, en la parte de Anexos.

Ejemplo 2.13.1.1: Evaluar un seguro pagadero al final del afio de la disolucidn de estatus de vida
conjunta (50 : 60) suponiendo que las vidas siguen la ley de Makeham y utilizando las tablas

gue se encuentran en el Anexo.

Del ejemplo 2.9 recuperamos el estatus equivalente a (50: 60) al suponer Makeham

Aso:eo = A36.0557596:56.0557596

Utilizando (2.13.1.2) A, =A,, =1-d4,,

Interpolando en tablas & 5750, =11.04039956

Por o tanto Ay ss57506:56 0557506 = 1~ 0856 0557506156 0557506

=1-(0.065420561)(11.0439956)
=0.277731

2.13.2 Caso Continuo

Ry representa el valor actuarial de un seguro de vida entero, unitario, pagadero al momento en que
se disuelva el estatus

KXY = J; Vtt pxy:ux+t:y+tdt (21321)

Una aproximacion se obtiene al suponer distribucion uniforme en las muertes (DUM). Expresando
la prima neta Unica de un seguro pagadero en el momento en que el estatus (u) deje de existir como

. w 1-s
Ao =SV, pujol(1+i) o Putty (K +5)ds (2.13.2.2)
k=0
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Sustituyendo el estatus (u) por el estatus de vida conjunta (xy)

A S + 1 \1-s 1 \1-s
AXV = ;Vk ' k pxy qx+k:y+k IO (l+ Izl dS + qx+qu+k J; (1+ I)l (1_ ZS)dS (21323)

2

Realizando el cambio de variable 1-s =t y resolviendo las integrales

1

1 A at e [t _eﬁt_l 5 1 . i
1.]0(1+|) ds_j0(1+|) dt_joe dt_FO_E[e —1]_5[(1“)—1]_5 (2.13.2.4)
1 “1-s 1 ot 1 &
2. j0(1+|) (1—2s)ds=j0(1+|) (-1+2t)dt=j0e (~1+ 2t)dt (2.13.2.5)
= [ e"dt+2[ te™dt
0 0
a |t & & alt
L Y T —je—dt -yt
S5, §l, ©& S,
:'(1_2+?j (2.13.2.6)
1) o i
por lo tanto
_— i(, 2 2\& ua
AX)’ =gAxy +g 1_E+T ;V k pxyqx+qu+k (21327)

El segundo término indica, la prima neta Unica de un seguro pagadero si ambas vidas fallecen en el
mismo afio, multiplicado por un factor de correccién. Generalmente se ignora el segundo término
por ser muy pequefio y se aproxima de la siguiente manera

— i

Ay = 5 Ay (2.13.2.8)

Otra aproximacion se obtiene al supone que el total de las muertes se concentran a la mitad de cada

afio de edad, y entonces el pago se hace medio afio antes que cuando el pago se realiza a final del
afo, es decir

A(y = IO Vtt pxy/uxﬂ:yﬁdt

- Z():Vt}/z t | Oy
t=

= (1+i)* A, (2.13.2.9)

Una vez obtenida la anterior aproximacion, la valuacion puede realizarse a través de valores
conmutados o con tablas, si los miembros siguen la ley de Makeham. O bien valuar por férmula
recursiva como se mostré en la seccion 1.8 de este trabajo. Las expresiones para los seguros
temporales y diferidos se muestran en el Cuadro 2.2 en la parte de Anexos
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Ejemplo 2.13.2.1; Utilizando la edad equivalente bajo el supuesto de Makeham, evaluar Assso al
7%, considerando las siguientes aproximaciones

a. A, ;éﬁ&y
b. A, ;(1+i)}/2 A,

Antes de evaluar hay que encontrar la edad equivalente. Del ejercicio 2.8.1 sabemos que
(WW):(56.0557596256.0557596) y que Asoso = Assosssessossrses = 0.277731. Utilizando este
resultado para obtener las aproximaciones

a. Assorssos = 0.287342
b. Assoissess = 0.287287

2.13.3 Seguro pagadero al m-ésimo de afio

A continuacién se presentan las expresiones para evaluar un seguro de vida conjunta, unitario,
pagadero al final del intervalo mensual en el que ocurre la disolucion del estatus. Por lo desarrollado

en el Capitulo 1 y sustituyendo a la vida individual (x) por el estatus de vida conjunta (xy), el

valor presente actuarial de un seguro pagadero al m-ésimo de afio en que ocurre la disolucién del
estatus es

A((;n) = zvk k pxyzv%1 ((j—l)\m px+k:y+k - jjm px+k:y+k) (21331)
k=0 j=1

Bajo el supuesto de que T(x) yT(y) son independientes y se distribuyen uniformemente sobre
cada afio, tal como se supuso en (2.13.2.2) se llega a la expresion

A(ern) = |(+”> A‘xy +i(+ﬂ)(1+%_ﬁ+%)zvk+l k pxyqx+qu+k (21332)

k=0
2.14 Seguros de Ultimo Sobreviviente

Al inicio de este capitulo se mencion6 que el beneficio de un seguro de vidas multiples, que se
otorga a la disolucion del estatus de Gltimo sobreviviente, puede expresarse a través de seguros de
vida individual y vida conjunta, para ello se recurre a la seccion 2.11, en donde se presentaron las
relaciones entre los estatus de vida conjunta y de Gltimo sobreviviente.

A continuacion se presentan los diferentes tipos de seguros de Gltimo sobreviviente. La valuacion

puede realizarse con el contenido de las secciones anteriores. Se continua utilizando un estatus
integrado por dos miembros; el estatus (xy).
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2.14.1 Caso Discreto

Axfy representa el valor actuarial de un seguro unitario, pagadero al final del afio en que el deje de

existir el estatus (x_y) es decir, al ocurrir la Gltima muerte

=A+A-A, (2.14.1.2)

n| A@ denota el valor actuarial de un seguro unitario, diferido n afios, pagadero al final de afio en que
el estatus deje de existir, si esto ocurre después de transcurridos n afios.

ATy:n|A<+n|Ay_n|A<y (21412)

AM representa el valor actuarial de un seguro unitario, temporal n afios, pagadero al final del afio

en que el estatus deja de existir, si esto ocurre a lo largo de n afios

A =Aa+Aa— A (2.14.1.3)
Utilizando un estatus compuesto por m miembros
Ay = 22V O (2.1414)

=0

th+l t| qx1 _thﬂ t| qx1x2 T +(_1)k+1 Z t+1 t|q)<1x2 . Tt (_1 m+1 t+1 t|leX2

) (k)

Il
Ms

t

=2 A, ZA><1><2+ +( k”ZAxlxz ot ()AL (2.14.1.5)
@

Il
o

donde la suma ZAXXZ,_.XK es la suma de los seguros pagaderos al primer fallecimiento de los
(k)

posibles grupos de k miembros de entre los m que conforman el estatus inicial.

También se verifica la relacion

=1-dd_ (2.14.1.6)

XXX 2 Xy

Al multiplicar la expresion (2.3.39) por v' y sumando sobre t, se obtiene

oo =Df=Dj+Df —+(-1)"" D} (2.14.1.7)

Donde
Di =>4, . (2.14.1.8)
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representa la suma de anualidades de vida conjunta anticipadas, a favor de todos los posibles grupos
formados con k miembros, de entre los m que conforman el estatus original.

Utilizando la relacién (2.14.1.6) y la expresion (2.14.1.7), el valor presente actuarial de un seguro
unitario de ultimo sobreviviente es

Ao =1-da
e o (2.14.1.9)
=1-d(Df -Dj + D} —--)

definiendo
D=2 A, (2.14.1.10)
(k)

como la suma de seguros unitarios de vida conjunta, a favor de los todos los posibles estatus
formados con k miembros, de entre los m que conforman el estatus original. Se obtiene

A =D}-D}+D}—-+(-1)"" D2 (2.14.1.11)

X Xo X

Ejemplo 2.14.1.1: Expresar en términos de vidas individuales y estatus de vida conjunta un seguro

isolucia - - (50:54:60:62
pagadero a la disolucion del estatus de ultimo sobreviviente (50 54:60:6 )

Por (2.14.1.11)
m-1
Yo5a6062 DlA - DZA + D: _"'+(_l) Dn/;\

A_
ycomo Df=> A . entonces

Asssamom = Po T Asa + Ao + Ay
_[A50:54 + A50:60 + Aso:ez + A34:60 + A54:62 + A%O:GZ]
+ [A50:54:60 + &0:60:62 + A‘34:60:62]

~ Aspsaeoez
2.14.2 Caso Continuo
Retomando la expresiéon (2.14.5)
A +A =A+A
y despejando %
A =A+A-A, (2.14.2.1)

Para los seguros diferido y temporal, se tienen expresiones similares a (2.14.2.1)
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JA =l A+ A =l A, (2.14.2.2)

Asa=Aa T Aa A (2.14.2.3)

Una vez que un seguro de ultimo sobreviviente se expresa en funcién de seguros de vida conjunta y
de vida individual su evaluacién puede realizarse con cualquiera de las alternativas presentadas en la
seccion 2.13.2.

2.15 Anualidades de Vida Conjunta

En este apartado se presentan las expresiones para anualidades unitarias, vencidas y anticipadas,
pagaderas durante la existencia del estatus de vida conjunta (xy). La valuacidn, al igual que en los

seguros, puede realizarse a través de valores conmutados, por ley de Makeham, por ley Gompertz o
por formulas recursivas.

2.15.1 Anualidades Vencidas de Vida Conjunta

a,, representa el valor actuarial de una anualidad vencida, pagadera en tanto el estatus (xy) exista

a, =Y Vb, (2.15.1.1)
t=1
Bajo la Ley de Makeham
axy = zvtt pWW = a\NW
t=1

(2.15.1.2)
Por valores conmutados
8y = Z (Ey
t=1
— Dx+1:y+l + Dx+2:y+2 e
Xy
N. ..
= Xy (2.15.1.3)
D

Xy
Las expresiones de las anualidades de vida maltiple diferidas y temporales se muestran en el cuadro
2.3 en la parte de Anexos

2.15.2 Anualidades Anticipadas de Vida Conjunta

d,, denota el valor presente actuarial de una anualidad unitaria anticipada, pagadera al inicio de
cada afio, en tanto el estatus (xy) exista.
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4, = Vip, =1+a, (2.15.2.1)
t=0

Si los miembros siguen la ley de Makeham

Qo = DV Py =1+, (2.15.2.2)
t=0
Por valores conmutados
d,, =1+ a,,
— ny + Dx+l:y+l +e
D,,
Ny (2.15.2.3)
=5 5.2,

Las expresiones de las anualidades de vida multiple diferidas y temporales se muestran en el cuadro
2.3 en la parte de Anexos

Ejemplo 2.15.2.1: Evaluar &, considerando un interés del 7% y utilizando el estatus equivalente
bajo la ley de Makeham, obtenido en el ejemplo 2.9.

El estatus equivalente es (56.0557596:56.0557596). Interpolando en la Tabla llustrativa
2.5, se obtiene &, yssrs0656 0557505 = 10-9488306

2.15.3 Anualidades Continuas de Vida Conjunta

Las anualidades pagaderas en forma continua en tanto el estatus existe, se pueden evaluar tomando
el limite cuando m — oo, de una anualidad pagadera m veces al afio, (1.12.9) del capitulo 1, para el

estatus de vida conjunta (xy)

%=fw%m (2.15.3.1)

;aw+% (2.15.3.2)
|

=d, - (2.15.3.3)

n | axy = ( n Exy ) a:x+n:y+n

= a +1 E (2.15.3.4)

n “xy 2n Xy
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a .=2 4 +%(1—n E,) (2.15.3.5)

xy:nl

O bien aproximando con la férmula de Woolhouse

a, = vip,dt (2.15.3.6)

;axy+%—%(,uxy+5) (2.15.3.7)
.11

=4, —E—E(ﬂxy +5) (2.15.3.8)

Sin embargo, una mejor aproximacion se obtiene al reemplaza (x) por el estatus (xy) en la
expresion (1.11.5)

Xy

a =%(1—ny) (2.15.3.7)

Sustituyendo el resultado obtenido en (2.13.2.7), al suponer distribucion uniforme de las muertes

N o0
Xy :g{l_g{p&y (l__—'— )zvk lk pxyqx+qu+k i|} (21538)

k=0

De la expresion (1.11.15), para el estatus (xy), sustituyendo 1—d&,, por A,

R 2 2)& ..
axy =g{1—g|:1—daxy +[1—E+T]§Vk 1k pxyqx+qu+k:|} (21539)

1 i id . I Nk
R A 52[ ij“kprquqwk

= a(oo)a ,B( )_( S Jivkﬂk pxyqx+qu+k (2-15-3-10)
donde
id i—0
a(w)_y ﬂ(oo)_ 52

La expresion (2.15.8.10) sigue el supuesto de que T (x) y T(y) estén distribuidos independiente y
uniformemente. El tercer término es un pequefio monto, aproximado al valor de =, el cual
multiplica el valor presente actuarial de un seguro otorgado si ambas vidas mueren en el mismo afio.

Si se supone que T (xy) en si misma esta uniformemente distribuida para cada afio futuro, entonces
con m=o0, Se obtiene la expresion

a, =a(»)a, - B(o) (2.15.3.11)

Xy Xy
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2.16 Anualidades de Ultimo Sobreviviente

Las anualidades de ultimo sobreviviente, pagan durante la existencia del estatus, es decir, mientras
al menos un miembro este con vida. Al igual que las anualidades de vida individual y de vida
conjunta la anualidad puede ser vencida o anticipada. A continuacion se presentan las expresiones
para anualidades de ultimo sobreviviente, vencidas y anticipadas.

2.16.1 Anualidades Vencidas de Ultimo Sobreviviente

a—— representa el valor actuarial de una anualidad unitaria, vencida, pagadera durante la

XX X

existencia del estatus (x1x2 e xm)

0

=2 VP (2.16.1.1)
t=1
t+1

=28, = 2 Ay, tot (CL A, tot () ey, (2.16.1.2)
(1) () ]

representa la suma de las anualidades unitarias, vencidas, ilimitadas, a favor de

Xy X

donde > a,
(t)

todos los grupos distintos al primer fallecimiento de t miembros, que pueden formarse con los m
miembros del estatus inicial.

Para el estatus (x_y)

% AT T (2.16.1.3)

representa el valor actuarial de una anualidad unitaria, vencida, temporal a n afios,

XX XNl

pagadera mientras el estatus exista, es decir, mientras al menos un elemento se encuentre con vida.

n

X1Xz X Z xlx2 X (21614)

t=1

Para el estatus (x_yz)

a o =ag+aq+a—(a . +a, +a,)+a, (2.16.0.5)

n|a representa el valor actuarial de una anualidad unitaria, vencida, diferida n afios, pagadera

X Xp" X

durante la existencia del estatus (xlx2 e xm)

| Xy Xg Xy Z xlx2 X

(2.16.1.6)
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para el estatus (x_y)

Jas = .la+,]a, - |a (2.16.1.7)

Xy
2.16.2 Anualidades Anticipadas de Ultimo Sobreviviente

Las siguientes expresiones corresponden a anualidades anticipadas, unitarias y pagaderas durante la
existencia de al menos un miembro del estatus (xy):

% =4, +4,-4, (2.16.2.1)
.a:xT/:H = .a:x:ﬂ + ay:ﬂ - .a:xy:ﬂ (21622)
i = ]88, - |a (2.16.2.3)

2.16.3 Anualidades Continuas de Ultimo Sobreviviente

Para evaluar las anualidades pagaderas en forma continua, en tanto el estatus de ultimo
sobreviviente exista, se puede utilizar la relacion obtenida en (2.14.2.16)

a,+a,=2a,+a, (2.16.3.1)

de donde
A =h T 8y (2.16.3.2)
Ja,+a,+a, +% (2.16.3.3)

o0 bien utilizando hasta el tercer término de la férmula de Woolhouse

a_la +a -a +———[,u Y)— iy +6 | (2.16.3.4)

Ejemplo 2.16.3.1: Considérese una anualidad continua que paga 1 (u.m.) mientras ambos (x) y (y)
estén con viday 2 (u.m.) durante la existencia de cualquiera de los miembros (x) o (y). Obtener:

a. El valor presente actuarial de la anualidad
b. La varianza de la variable aleatoria suponiendo independencia entre T (x) y T ().

a. Se trata de una anualidad que combina una anualidad que paga % para el estatus de vida

conjunta (xy) y una anualidad que para 2 durante la existencia del estatus de Gltimo

sobreviviente (x_y) Por lo tanto el valor presente de los pagos es
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Var[Z]=Var [%iw +%5Tm}

=g var (ﬁwj + %var(am ) + cov(éwy) & ]

Por (2.12.2.17) y (2.12.2.18)

C OV(VT(Xy),VT(Xy)) (Z\x —Z\xy)(zy —ny)
) B 5 ) 5’

&)

Cov(a _

()

Sustituyendo las varianzas segun (2.12.2.12)

g[zz‘xy _(E‘W)Z}'é[zz‘w —(Ry)2}+g(R _Axy)(A/_Axy)
52

var[Z]=

2.17 Anualidades de Vida Conjunta pagaderas m veces al afio

Las anualidades pagaderas en subperiodos de afio, a favor del estatus (xy) , en tanto exista como tal,

se pueden calcular utilizando la férmula de Woolhouse®, tal como se mostré en el capitulo 1 o bien
suponiendo que las muertes se distribuyen uniformemente.

Desarrollando la férmula de Woolhouse, hasta el tercer término, para obtener una anualidad
anticipada, unitaria, pagadera durante la existencia del estatus (xy)

2

: m-1 m-1 , |,
ﬁ(u%ﬁufﬂ+---+un):;ux+ﬂ(uo—un)— o (U —ug)-- (2.17.1)

1 Ver Gonzalez Galé, J. Elementos de Calculo Actuarial, Mucchi , Buenos Aires. 1970. 112.
Villalén G. J. Operaciones de Seguros Clasicas y Modernas, Piramide, Espafia. 1997. 112
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Como el limite superior es @ —x, por ser la edad maxima que se considera puede alcanzar una vida
de edad x, al hacer u, =u, =V',p,, se obtiene:

#(ui+u;+...+un)=a§(ym) (2172)

u =) vip,=a, (2.17.3)

como u, =V°, py=1y u, =v", .p,=0 entonces
m-1 m-1
—(u,-u_ )=——= 2.17.4
2m ( 0 (u—x) 2m ( )

obteniendo las derivadas

’ d d Ix+| + 1d
ut dt ( pxy) dt(vtlxt—ljlt] | dt( Ix+t|y+t)

1, dv l,. dl

=71 Ix+t'y+t e Ix+t d —~ Iy+tvt —t
L1 | dt dt dt
1| dl,., dl,,

:W Ix+t|y+tv Inv+|x+t|y+t t#_{_lxﬂlyﬂvtl tht
Yy L y+t X+t

LV I

=X v +d +d =2 (2.17.5)

LI Iy+tdt | dt

Cuando t =w—x la expresion (2.17.5) se anula, y para t =0 se obtiene

—5—,u(y)—,u(x)=—(5+,u(x)+,u(y)) (2.17.6)
U —Ug=08+pu(X)+u(y)=u(xy)+s (2.17.7)
Por lo tanto
n m-1 m?-1
al)) a, [u(xy)+5] (2.17.8)

Y por lo que respecta a la anualidad anticipada, aproximando con la formula del Woolhouse

A(m) m-1
4, =d, A (2.17.9)
i) .  m-1 m® -1

En ocasiones la aproximacion con la formula de Woolhouse, se realiza hasta el segundo término.
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Ahora la relacion entre una anualidad anticipada pagadera m veces al afio y una anualidad vencida,
pagadera m veces al afio es

sm_ 1 m)
axy —E'Faxy

Suponiendo distribucion uniforme de las muertes y desarrollando como en (1.12.26)

a’ =a(m)a,, —B(m) (2.17.11)
con

Y para la anualidad anticipada

& =a(m)a, —p(m) (2.17.12)

Otra aproximacion se obtiene al sustituir la vida individual (x) por el estatus de vida conjunta (xy)
en (1.12.17), obteniendo

L _ L (m)
Al —E(l— AY)
2.18 Anualidades de Ultimo Sobreviviente pagaderas m veces al afio

Las siguientes expresiones muestran aproximaciones para las anualidades pagaderas m veces al afio,
durante la existencia del estatus de ultimo sobreviviente integrado por m miembros

& i = %iﬂv// P
=
za o +”;—;]1(1—n Evo, ) (2.18.1)
~a____ —%(h — (2.18.2)

Ejemplo 2.18.1: Evaluar &.;)., suponiendo que las vidas siguen la ley de Makeham y utilizando las
siguientes aproximaciones

a. Formula de Woolhouse segundo término
b. Fdérmula de Woolhouse tercer término
c. Suponiendo DUM
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a. 10.5677762

b. 10.5738306
€. 10.5683796

1.9 Tablas llustrativas

Al final de este trabajo se presenta la Tabla llustrativa de Mortalidad. Esta se construyo con las g,

de la Tabla de Mortalidad Experiencia Mexicana 1982-1989 que fue generada por la Comisién
Nacional de Seguros y Fianzas, utilizando informacion de las aseguradoras que operan en México y
suponiendo un radix de 10,000,000.00.

Los parametros para las funciones de Makeham y Gompertz, (A+ ch) fueron tomados del estudio

Tabla de Mortalidad Experiencia Mexicana 1982-1989. Desarrollado por la Comisién Nacional de
Seguros y Fianzas. En ese estudio se obtuvieron los siguientes valores

C =1.0909846240 A =0.000905426 B =0.0000727187

2.20 Ejercicios

1. Expresaren funcionde  p, Yy ,p, las siguientes probabilidades:

a) Probabilidad de que (x) y (y) sobrevivan n afios

b) Probabilidad de que exactamente uno de los miembros (x) y (y) sobreviva n afios
c) Probabilidad de que al menos uno de los miembros (x) y (y) sobreviva n afios

d) Probabilidad de que (xy) deje de existir dentro de n afios

e) Probabilidad de que al menos uno de los miembros fallezca dentro de n afios
f) Probabilidad de que ambos miembros fallezcan dentro de los n afios

2. Expresar en términos de n|qxv n|qy y n|qZ

a) La probabilidad de que las tres vidas (x), (y) y (z) mueren en el (n +1)-ésimo afio
b) La probabilidad de que ninguna de las tres vidas muera en el (n +1)-ésim0 afo
c) La probabilidad de que al menos una de las tres vidas muera en el (n +1)-ésimo afio.

3. Demostrar que la probabilidad de que (x) sobreviva n afios y (y) sobreviva (n—1) afios,
puede como:

n px:y—l -
0 blen px n-1 px+1:y
y-1

4. Para m>10 , ;cdmo se definen las siguientes funciones?

a. a

X X+ X
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10.

11.

XX+ X

Sabiendo que las variables aleatorias T (x) y T(y) son independientes y que se distribuyen
uniformemente a lo largo de cada afio. Obtener una expresion simplificada de:

18(%%)—12(%%)

Dado que , P,.s, =0.2 y ;s P, =0.9, calcule la probabilidad de que una persona de 40 afios
de edad sobreviva a la edad de 75

Demuestre algebraicamente y por razonamiento general

P :tpxy+tpx(1_tpy)+tpy(l_tpx)

xy

Sabiendo que |, =kd,d, indicar cuales de las siguientes relaciones son correctas y cuales no

lo son:
a) d,=kdd,
b) s, =kuu,
C) Py =PiPy
d) dq, =0,

Expresar la probabilidad de que al menos una de las vidas (x) y (y), mueran en el (n+1)-
ésimo afio. ¢Es lo mismo que n|q7y?

Encontrar para la siguiente funcién de densidad de probabilidad de T (x) y T ()

(=9(1=2) g o<t n2
(1+s+t)

a. La funcién de distribucion de probabilidad conjuntade T (x) y T (y)

fT(x)T(y) (S’t) =

b. La funcion de densidad de probabilidad, la distribucién de probabilidad y y(x+ s) parala
distribucion marginal de T (x)
c. La covarianza de T(x) y T(y), dado que n>4

d. La funcion de sobrevivencia conjunta de [T (x), T (y)]

Encontrar para la siguiente funcién de densidad de probabilidad de T (x) y T(y)

w 0<s, O0<t, n>2
(1+s+t)

TOT() (s,
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a. La funcién de distribucion conjuntade T (x) y T (y)

b. La funcién de densidad de probabilidad, la funcion de distribucién y y(x+s) para la
distribucion marginal de T (x)

c. La covarianza de T(x) y T(y), dado que n>4

d. La funcion de sobrevivencia conjunta de [ T (x),T (y)]

12. Con las distribuciones de T(x) y T(y) proporcionadas en el ejercicio 10, obtener para
T(xy) conn>3:

a. La funcion de distribucién
b. La funcion de sobrevivencia

c. E[T(xy)]

13. La funcion de densidad de probabilidad de la variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas es

f = —2 n>3 t>0

Encontrar
a. La funcion de densidad de probabilidad conjunta

b. La funcidn de sobrevivencia conjunta

d 0
14. Calcular la —ex
dx

15.Si u(x)= L para 0 < x <100, calcular

(2100-x)
a. 10 p40:50
b' 10 pm
0
C. €050
0
d. ewso

Var[T(40:50)]

f. Var [T (40 : 50)]

Q@

Cov| T (40:50),T (40:50) |

16. Demostrar que la probabilidad de que dos vidas (30) y (40) mueran en el mismo afio puede
expresarse como

1+ €30.40 ~ P3o (1+ €310 ) ~ Py (l+ e30:41) + Psou0 (l"' e31:41)
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Demostrar que la probabilidad de dos vidas (30) y (40) que mueren a la misma edad en el
ultimo aniversario puede expresarse como

10 p30 (l+ e40:40 ) - 211 p30 (1+ e40:4l) + p40 11 p30 (1+ e4l‘41)

De una expresién en términos de anualidades de vida individual y vida conjunta, del valor
presente actuarial de una anualidad continua unitaria, pagadera durante la existencia de al
menos una de las vidas (25) y (30) y siempre que esté por debajo de los 50 afios de edad.

De una expresién en términos de anualidades de vida individual y vida conjunta, del valor
presente actuarial de una anualidad vencida unitaria diferida, pagadera durante el tiempo que
esté con vida alguno de los dos (25) o (30) iniciando los pagos cuando el sobreviviente de

(25)(30) tenga 50 afios.

Calcular el valor presente actuarial de una anualidad vencida, temporal a n afos, pagadera
durante la existencia del estatus (xy). El monto del pago durante la existencia de ambas

vidas es de una unidad monetaria, 1/2 a la muerte de (x) y 1/3 a la muerte de (y).

Obtener una expresion para el valor presente actuarial de una anualidad continua unitaria,
pagadera mientras al menos una de las dos vidas (40) y (55) esté viva y tenga 60 afios, pero
no si (40) esta vivay tiene menos de 55.

Dada la tabla de mortalidad que sigue la ley de Makeham vy las vidas (x) y (y) para las que
(ww) es el estatus de edades equivalentes, demuestre que

a) .p, eslamediageométricade ,p,y P,

b) P+ Py >2:D,
C) a;>a, para x=y

Describir el beneficio que representa la siguiente expresion y demostrarla
a-=a;+ EW
Describir el beneficio que representa la siguiente expresion y demostrarla

N _ A n
Am—AK—AX:erV

Obtener la edad equivalente para los siguientes estatus, suponiendo ley de envejecimiento
uniforme para el caso Gompertz

a. (40:50)
b. (30:40:50)
c. (55:60)
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26. Obtener el estatus equivalente, suponiendo ley de envejecimiento uniforme para el caso
Makeham

a. (40:50)
b. (30:40:50)
c. (50:60)

27. Evaluar las siguientes operaciones utilizando la ley de envejecimiento uniforme de Makeham

a. a40:50
b' a30:40:50
C. 3:55:60

28. Utilizando el valor de la anualidad a,,., del ejercicio 27 obtener el valor de A, .

29. Demostrar

+y

a. D, = (1+|)*
b C = D Dx+].y+1
. D, =,DxD,,

30. Evaluar las siguientes probabilidades con la Tabla 2.1 Ilustrativa de Mortalidad Individual

a. La probabilidad de que (20),(30) y (40) estén con vida después de transcurridos 10
afios

b. La probabilidad de que (45) fallezca en el transcurso de los siguientes 5 afios, y que
(40) sobreviva después de 5 afios

c. La probabilidad de que (20)(25)(30)y (35)estén con vida después de haber

transcurrido 5 afios y que (40) no sobreviva los 5 afios

30. Con las probabilidades del ejercicio 29 encontrar la probabilidad de que (20) este con vida
después de haber transcurrido 25 afios

31.Evaluar las siguientes anualidades utilizando la Tabla llustrativa bajo la Ley de Makeham al
7%

a. A5

b' a20:25:30

Nota: Los ejercicios presentados en esta secciéon fueron tomados de la bibliografia consultada.
En algunos la diferencia radica en la tabla de valores a utilizar para la solucion de los mismos.
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Se propone que se utilicen las tablas que se anexan al final del capitulo, y que fueron construidas
con base a las tablas realizadas por la Comision Nacional de Seguros y Fianzas.
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3. FUNCIONES CONTINGENTES
3.1 Introduccién

A lo largo de los capitulos anteriores se ha mostrado que para un estatus compuesto por m
miembros, se puede obtener la probabilidad de que el estatus desaparezca al ocurrir: la primera
muerte (vida conjunta) o la ultima muerte (Gltimo sobreviviente). Alun no se ha desarrollando la
probabilidad de que sobrevivan al menos k de los m miembros que componen el estatus, como
tampoco la probabilidad de que exactamente k miembros sobrevivan. Este capitulo aborda este tipo
de probabilidades, asi como sus aplicaciones. Los estatus de al menos k sobrevivientes y de
exactamente k sobrevivientes de los m que conforman el grupo, constituyen la generalizacion de los
estatus de vida conjunta y de ultimo sobreviviente.

En la seccion 3.5 se presenta el estatus compuesto, el cual esta integrado a su vez por estatus, es
decir los miembros que lo integran pueden ser: estatus de vida conjunta, estatus de ultimo
sobreviviente, vidas individuales y/o término cierto.

También es posible calcular la probabilidad de que las muertes ocurran en un orden especifico,
generandose con ello el estatus contingente. Una aplicacion del estatus contingente, son los seguros
y anualidades contingentes disefiados para familias. Estos instrumentos buscan que la muerte del
padre o la madre no afecte drasticamente la economia de quienes sobreviven. Sobre esta misma linea
se desarrollan las anualidades testamentarias, que como se indica mas adelante, su concepto es
préximo al de un seguro, pues el beneficio se otorga a la muerte de una vida o estatus.

Para el desarrollo de las funciones contingentes simples y compuestas se presentan primero las
probabilidades contingentes, de manera que el uso de estas en las operaciones de seguros y
anualidades no cause confusion.

3.2 Estatus General de Vida Multiple

Como se menciond arriba, los estatus de vida conjunta y de Gltimo sobreviviente, son un caso

particular del estatus general o estatus de k-sobrevivientes. A este estatus se le denota
k

por(xlx2 ~-~me y existe mientras al menos k de los m-miembros sobrevivan y deja de existir al

ocurrir la m—k +1ésima muerte. Con k =m se tiene un estatus de vida conjunta y con k=1 se
k

tiene un estatus de Ultimo sobreviviente. Como es de esperarse, el estatus (xlx2 ---xmj es un estatus

de sobrevivencia asi como los estatus de vida conjunta y de ultimo sobreviviente.

.k
El beneficio de una anualidad otorgada al estatus [xlx2 e X

m

j indica que la anualidad es pagada

durante la existencia de al menos k vidas de las m que componen el estatus. Sin embargo el
beneficio de un seguro otorgado al mismo estatus, se paga al ocurrir la m—k +1ésima muerte.
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Otro estatus que también corresponde al estatus general es el estatus de exactamente k
[k]
sobrevivientes, el cual se denota por (xlx2 ---X,, |, este estatus existe mientras exactamente k de las

m vidas que lo componen vivan. El estatus comienza a existir a la m-k ésima muerte y deja de existir
al ocurrir la m—k +1 ésima muerte.

La notacion utilizada para las probabilidades de sobrevivencia de este tipo de estatus es:

.p , indica la probabilidad de que al menos k vidas de las m que integran el estatus

X X2 Xm
sobrevivan al tiempo t
P g denota la probabilidad de que exactamente k de las m vidas que componen el

XX+ X

estatus estén con vidaen el afio t

(3]
El estatus (xlx2 e X

m

j no es un estatus de sobrevivencia ya que no cumple los requerimientos de

funcion de sobrevivencia presentados en la seccion 1.4 del capitulo 1

para t=0 P g7l con k<m
X Xp X

cuando t — o Py =1 con k=0
TN

k

Para encontrar la probabilidad de que el estatus [xlxz---xm] exista es necesario calcular las

[k] [k+1 [k+m
probabilidades de que los estatus (xlxz---xmj, [xlxz---xmj,---,(xlxz---xm] existan. Por lo tanto es

conveniente desarrollar primero la expresion para la probabilidad de que exactamente k vidas
sobrevivan al final de t afios, esdecir . p .

XX+ Xm

Los siguientes ejemplos analizan los eventos que hay que considerar para obtener probabilidades del
tipo . p -

XXX

Ejemplo 3.2.1: Para el estatus (xy), analizar los eventos que pueden ocurrir para obtener la
probabilidad de que s6lo una vida sobreviva al final de t afios

- Probabilidad de que (x) viva y (y) muera Pyt Oy=P, =P, )=P,— Py
- Probabilidad de que (y) vivay (x) muera Py 0, =P, (@~ P,)=P,— Py

Sumando los eventos
t pﬂ =Pyt py_zt pxy
xy

retomando del capitulo 2 las probabilidades de vida conjunta y de Gltimo sobreviviente
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tpm:tpfy_tpxy
Xy

Ejemplo 3.2.2: Para el caso de tres vidas (xyz), obtener la probabilidad de que dentro de t afios

estén con vida
a. tres vidas
b. dos vidas
C. ninguna vida

a. tpxt pyt pz ~t pxyz
b. t pxy (1_t pz)+t Py (l_t py)+t pyz (1_t pz)= t pxy + Pyt pyz _3t pxyz
C. (1_t Py )(1_t py Xl_t P, ) =1- (t px+tpy+tpz )+ (t pxy+t Pyt pyz )>t pxyz
Una vez que se han analizado los estatus integrados para dos Yy tres vidas, se considera el estatus

integrado por m vidas. Iniciando el analisis con m vidas todas de edad x. La probabilidad de que k
vidas, previamente determinadas, sobrevivan dentro de t afios es

k -k
(p) (1-.0,)" (3.2.1)
Pero si las vidas no se determinan, entonces existen (kj combinaciones distintas para seleccionar

un grupo de k vidas de entre m. De manera que la probabilidad de que exactamente k vidas de la
mismaedad  p, =,p, == P, =P, sobrevivan t afios es

m! k m-k
P = i P () (3.22)

desarrollando el binomio

oom! K (m-k)(m-k-1) 2
) 1o (P
_(m—k)(m—k—l)(m—k—z)(tpx)3+... (3.2.3)

. m! « mi(m-k) et mi(m=k)(m-k-1) Koo
tpxx...([n:])_k!(m—k)!(th)_k!(m—k)!(th) T 2k (m—k)! (cp)

~ mi(m-k)(m-k-1)
21k I(m—k)!

(cp) "+ (3.2.4)

modificando a partir del segundo término de la siguiente forma
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mi(m—k) m m! k+1):( m J(k+1)

=

ki(m—k)!~ Ki(m—k-1)! k+1
m!(m—k)(m—k—l): m! _ m! (k+1)(k+2):(k+1)(k+2)( m j
21k(m=k)!  21ki(m—k-2)! (k+2)(m-k-2)! 2! 21 (k+2
se obtiene
P :[rj(t px)k _(k+1)[kT1J(t px)k+1+W[szj(t px)k+2 e (825)

Si se considera un grupo integrado por 4 vidas de la misma edad y se busca la probabilidad de que
exactamente 2 sobrevivan, el primer término obtenido al desarrollar (3.2.5) es

@( p,)" =6,P,

si por el contrario las cuatro vidas tiene edades diferentes, el primer término es igual a
t pxlx2 +t px1x3 +t pxlx4 + t pxzx3 + t pxzx4 + t px3x4

Por lo tanto, si los miembros que integran el grupo tienen edades diferentes (xl, Xy ooy X ) hay que

k+1

supervivencia de las combinaciones de vidas tomadas de menk, menk +1 etc. Simbolizando la
suma de probabilidades por

m
Z" = = K" conr=0,12,---
(z t pxlxz'”xm (k + rj P

k+r)

m k m k+1
sustituir los valores (k ](tpx) ;( ](t px) ... por sumas de probabilidades de

la expresion (3.2.5) se reescribirse como

v 2! 3!

X1 X1+ Xm

k+1 k+2 m [ M
) :Zk— Zk+l_+_ Zk+2+"'+ _1 Zm
LI Y 0 e Y

X X1 Xm

0 hien

= i(—l)rk( r kar (3.2.7)
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retomando (3.2.6)

k+1)(k+2 1 2 3
P K] :Zk l—(k+1)Z+( il )( * )Zz_(r+ )(r+ )(r+ )ZB+---
X Xo1+* X 2' 3'
—z¢(1+z) ™ (3.2.8)
por lo tanto
Zk
P w T - (3.2.9)

XX+ Xy (1+ Z)kJrl

Ejemplo 3.2.3: Expresar la probabilidad de que exactamente 2 vidas de un grupo integrado por 4
miembros (wxyz ) sobrevivan al t-ésimo afio, utilizando (3.2.7)

P . =Z22-3Z°+6Z"

Wxyz

=[Pt Puy+ Puat Py P+ Py | =3[ Puny + ¢ Puge + 1 Pryz |+ 6] Pue |

Ejemplo 3.2.4: A partir de la expresion obtenida en el ejemplo 3.2.3, evaluar ,, p » suponiendo
68:71:73:76

que las vidas siguen la ley de Makeham.
En el capitulo 2 se mostrd que bajo la ley de Makeham

oMt o (€472 M) (et 1)

t pxl,xz,m,xm =sg
Siguiendo esta expresion para los valores

€ =1.09098462
s =0.99909498

g =0.99807902
se obtiene

(68:71)=(69.598) | (68:73)=(70.770) (68:76)=(74.056) | (71:73)=(72.043) | (71:76)=(73.770) | (73:76)=(74.089)

10 Pucw 0.09951477 0.077808505 0.04914013 0.057795108 0.036500625 0.028539071

(68:71:73)=(70.847) | (68:71:76)=(72.149) | (71:73:76)=(73.519)

10 Purww 0.021154504 0.013360173 0.007759176

(68:71:73:76)=(72.368)

10 Pwweww 0.002840059

Con estos resultados se evalUa

10 p [2] = [t p68:71 + t p68:73 + t p68276 + t p71:73 + t p71_‘76 + t p73:76] - 3[t p68:71:73 + t p68:71:76 + t p71:73:76] + 6[t p68:71:73:76]
68:71:73:76
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=0.239517

Una vez que se han obtenido las probabilidades de sobrevivencia para exactamente k vidas, es
posible calcular la probabilidad de sobrevivencia de al menos k vidas. La probabilidad de que al
menos k vidas sobrevivan, es la suma de probabilidades de sobrevivencia de exactamente
k+1, k+2,---, k+m. Es decir

P« =P TP gttt P

S ., (3.2.10)
r=k XXXy
k k+1
__Zz . Z e (3.2.11)

Esta suma representa una progresion geomeétrica decreciente. Sabiendo que si kK +r > m se anulan
los términos, entonces

Zk
1+Z k+1 Zk
P Kk = ( Z) = (1+Z)k (3.2.12)
X Xg X 1—
1+7
0 bien
tp ) _Zk_kzk+l k(kz-:_l)zk+2

o r—k r_l r
=>(-1) (r_ka (3.2.13)

Ejemplo 3.2.5: Utilizar (3.2.13) para expresar las siguientes probabilidades de sobrevivencia

a. Al menos 2 vidas de un estatus compuesto por 3 miembros (xyz), sobrevivan al t-ésimo
afio

b. Al menos 4 vidas de un estatus compuesto por 6 integrantes (uvwxyz), sobrevivan al t-
ésimo afo

a. p,=2%*-27°
Xyz
=[,

pxy + Pty pyz}_z[t pxyz]

b..p .=2'-47°+10Z°

UVWXYZ
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Ejemplo 3.2.6: A partir de las expresiones obtenidas en el ejercicio 3.3.4, evaluar ;. p
717376

(71:73)=(72.043) | (71:76)=(73.770) | (73:76)=(74.089)

5 pW:W 0.325673476 0.271879069 0.246829487

(71:73:76)=(72.368)

5 pw:w:w 0.147835115

Sustituyendo estos resultados en [ , p,, + P, + Py, |—2[ P, |, se obtiene la probabilidad buscada

2 = [5 p71:73 + t p71:76 + t p73:76 ] - 2 [t p71:73:76]
717376

=0.548712

s P

El método presentado arriba se conoce como el método de la Z. Utilizando el método probabilista
las expresiones pueden ser obtenidas de la formula de Schuette-Nesbitt. Este ultimo tiene la variante
de considerar nimeros arbitrarios que multiplican a las probabilidades de exactamente k y al menos
k sobrevivientes.

Aplicaciones para la formula de Schuette-Nesbitt se encuentran en los seguros y anualidades cuyo
beneficio aumenta o disminuye a la ocurrencia de una muerte. Tal es el caso de una anualidad
continua unitaria, que paga durante la existencia de sus miembros y cuyo pago se ve reducido en un
50% cada vez que ocurre una muerte.

Antes de introducir la férmula de Schuette-Nesbitt es conveniente retomar la formula de inclusion y
exclusion de la teoria de probabilidad mostrada en la seccién 2.3 del capitulo 2.

Sean los eventos B,,B,,---, B, , la probabilidad de su union es

m-1

Pr(B,uB,u---UB,)=D,-D,+D;----+(-1)" "D, (3.2.14)
Donde D, es la suma simétrica
D, =Y Pr(B,nB,nNB,) (3.2.15)

.. m .
el rango de la suma es sobre todas las combinaciones (k j subconjuntos de k eventos.

Denotando por B, el evento de que el k-ésimo miembro este con vida al tiempo t, entonces es
posible reescribir (3.2.14) como

=.D,—-.D,+,D,—(-1)"" D (3.2.16)

t pxl,xz,m,x m

m

donde
t Dk = Zt ple,sz,n-xjk

Ejemplo 3.2.7: Aplicar la formula de inclusion y exclusién de la teoria de probabilidad para m =5,
suponiendo que B, denota el evento de que k vidas estén aun con vida al tiempo t
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=D, -D,+D,-D, +D;

t px1x2x3x4x5

donde

tDlztpxl+tp2+tp3+tp4+tp5

t D2 =t pxlx2 + t px1x3 + t pxlx4 + t pxlx5 + t pxzx3 + t pxzx4 + t p>(2x5 + t px3x4 + t px3x5 + t px4x5

t D3 ~t px1x2><3 T p><1x2><4 T pxlxzx5 Ty p>(lx3><4 T px1x3><5 T px1x4x5 Ty p>(2x3><4 Ty px2x3>(5 Ty px2x4x5 Ty px3x4x5
t D4 =t px1x2x3x4 Tt px1x2x4x5 Y px1x2x3x5 Ty pxzx3x4x5 4 px1x3x5x5

Ds =, Proxxexexe

Formula de Schuette-Nesbitt

Sean B, B,,:-, B, eventos arbitrarios, y sea N una variable aleatoria sobre el rango {0,1,---,m} que
denota el niumero de eventos que ocurren. Para coeficientes elegidos arbitrariamente c,,c,,---,C,,

D c,Pr(N=n)=> A“c,D, (3.2.17)
n=0 k=0
donde D, =) Pr(Bj,"B;, NN B ) como en (3.2.15), con D, =1
Para realizar la demostracion de (3.2.14) se utiliza el operador de cambio E definido como
Ec, =cC.., (3.2.18)

la relacidon entre el operador de cambio E y el operador diferencia A es E=1+A.

Si IBJ es la funcion indicadora de B; y 1- IBJ la de su complemento, entonces

il{N:n}E" :ﬁ(l_lsj +|B,-E) (3.2.19)
n=0 i1
= ﬁ(“ 'B,.A) (3.2.20)
j=1
= i(z lo s, ) A (3.2.21)

k

I
o

Como Ig g,n.re, =1 solo si los puntos pertenecen a B;, "B, n---n B, , entonces la esperanza

de I, =1es Pr(B,, "B, n---nB, ) ycomo D, =3 Pr(B, nB;, n--nB, ) entonces

j1NBja-MBj

> Pr(N=n)E" :Zm:DkAk
k=0

n=0

(3.2.22)

Aplicando este operador a la secuencia de ¢, con k =0, se obtiene (3.2.17)
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icn Pr(N=n)= iA"cODk
n=0 k=0

Ejercicio 3.2.8: Aplicar la formula de Schuette Nesbitt (3.2.17) para m=5 considerando
c,=0,¢=1¢c,=21c,=4,¢,=8 ¢, =10

La siguiente tabla muestra las diferencias A"c, paran=1,2,3

Kic | Ac | A’c, | A%, | A'c, | A’c,
ojo|/ 1] 0| 1] 0|5
1111 1] 5| -
212 2 | 2 | 4| - -
34| 4 | 2 | - - -
418 2 | - | - [ - T-
510 - | - | - | - | -

Aplicando la formula de Schuette Nesbitt

5 5
D c,Pr(N=n)=> A“c,D,
n=0 k=0
=D, + D, -5D;
desarrollando

5
ch PI’(N =n)=(tpx1+tp2+tp3+tp4+tp5)
n=0
+ (t px1x2x3 +y px1x2x4 +y pxlxzxg, +y p><1><3><4 +y p><1><3><5
+y px1x4x5 +y px2x3x4 +y px2x3x5 +y p><2><4><5 +y px3x4x5)

- 5( t px1x2x3x4x5 )

0 bien
5

Zslcn Pr(N=n)=>"Pr(B)+ > Pr(BB;B,)-Pr(BB,B,B,B,)

i=1 i#j=k

El siguiente Teorema 3.1 proviene de la formula de Schuette Nesbitt, de manera que su
demostracion no se realiza.

Teorema 3.1

Para coeficientes c,,c,,---,C,, elegidos arbitrariamente se tiene

2.0 P =G+ A, D, (3.2.23)
k=0

Xy X+ X j=1

donde D, Zthxj1xj2~--xjk es la suma sobre todas las distintas combinaciones obtenidas, al
seleccionar un grupo de k vidas de entre m.
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Aplicaciones del teorema se presentan en la secciones de seguros y anualidades.
En el siguiente corolario se desarrolla la probabilidad de sobrevivencia para un estatus de
exactamente k vidas . p  ,, siendo este un caso particular de (3.2.23).

Xy Xp+ Xm

Corolario 3.1

Py =i(—1)jfk uthj (3.2.24)

donde D, :Zt Pyx,,-x, €S 12 suma sobre todos las distintas combinaciones que se obtienen al

seleccionar un grupo de k vidas de entre m.
Demostracion

Haciendo en (3.2.23) el conjunto ¢, =1yc; =0 para j=k.Paraestas c;’s

Ale, =(E-1)c, :(—1)“('3, j=K.k+L--,m

Puede observarse que el resultado es equivalente al obtenido en (3.2.7) al utilizar el método de la Z.

Ejemplo 3.2.9: Utilizar el corolario 3.1 para obtener la probabilidad de que exactamente 2 vidas del
grupo integrado por 4 miembros (nyz), sobrevivan al t-ésimo afio

2 0=30"( )]0

wxyz j=2

:tD2_3tD3+6tD4

=>"Pr(BB;)-(3) > +(6)Pr(B,B;B, )+Pr(B,B,B,B,)

i#] i#jzk
= Pus+ Puy + ( Pu + Py + 1 P+ Py | =3[ Py + ¢ P + « Pz |+ 6] Py |

Al comparar los resultados de los ejemplos 3.2.3 y 3.2.9, se observa el método de la Z y el corolario
3.1 generan los mismos resultados.

Como se menciono en el desarrollo del método de la Z, para obtener la probabilidad de que al menos
k vidas de entre m, sobrevivan al t-ésimo afio se requiere calcular la probabilidad de que
exactamente k, k +1, k+2---k +m vidas sobrevivan. De manera que se tiene la siguiente relacion

=20 (3.2.25)

X X" Xm j=h X1 X0y X

P

De (3.2.23) y de (3.2.25) se sigue el siguientes corolario
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Corolario 3.2

Para numeros arbitrarios d,,d,,---,d

m

Demostracion

Utilizando (3.2.25)

intercambiando las sumas

por definicion
j
c,=>d, para j=0,1---,m-1

obteniéndose una expresion de la forma (3.2.19). Paraesas C’s

¢, =d,
c, =d, +---+d,
Ac;=d;, para j=0,1---,m-1

por lo tanto
Alcy =A"(Acy)
=A"d, para j=1,2,---,m

entonces se tiene, por el lado derecho de (3.2.23)

j=0 X Xp Xy

dYd,p ,=d,+> A™d,D,
: <

Ejemplo 3.2.10: Aplicar (3.2.26) para m =3, considerando que d, =0, d, =d, =d, =1

La siguiente tabla muestra las A'™d,

J[d; | Adj | A%, | A%
olof 2] 1 1
1123 ] 2 -
2|55 | - -
3l10] - | - -

(3.2.26)

(3.2.27)

(3.2.28)

(3.2.29)

(3.2.30)
(3.2.31)

(3.2.32)
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Zd“p ,=d +ZA“1d1tDj

Xyz
_2tDl+3tD2+2tD3
:2(I Pyt Py +tpz)+3(t Py tt P+ pyz)+2(t pxyz)

Finalmente se presenta el corolario para la probabilidad de que al menos k vidas de entre m
sobrevivan al final del t-ésimo afio.

Corolario 3.3

T =Z{ (i_m[) (3.2.33)

En el corolario 3.2 el conjunto d, =1y d; =0 para j=k.Paraestas d’s

Demostracion

A, =(E-1)"d, (3.2.34)
(-1
~(-1) lu J j=k K+Lee,m (3.2.35)

La expresion (3.2.35) obtenida de este corolario es equivalente a (3.2.13).

Ejemplo 3.2.11: Utilizar (3.2.34) para obtener ,,p ., suponiendo que las vidas siguen la ley de
30:33:35

Makeham

E i -1
10P 1 :Z(_l)J ( thJ
30333 o 0

:tDl_tD2+tD3

= (10 Pso 10 Paz + 10 Pas ) - ( 10 P3033 * 10 P303s * 10 P33as ) + ( 10 p30:33:35)
=2.914226 -2.683823+ 0.846111
=0.999846

La funcién de densidad de probabilidad del estatus de k sobrevivientes, se puede obtener derivando
la funcidn de sobrevivencia (3.2.33) obteniéndose

w-a(imp -3 o) @339

i=k

donde (—t D’j) es la suma de las funciones de densidad de probabilidad del tiempo de vida futuro de

m . . . ..
los ( . j estatus de vida conjunta de entre las m vidas originales.
J
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Una vez definidas las probabilidades de sobrevivencia de exactamente k y al menos k de un grupo de
m miembros, es posible definir operaciones de seguros y anualidades.

3.3 Anualidades

Para el desarrollo de las anualidades, se utilizan las probabilidades de sobrevivencia para los estatus
k (k]
XX, X, Y XXX, obtenidas en el apartado 3.2, cuya aplicacion es directa. Se utiliza cualquiera

de los dos métodos, el de la Z o el obtenido por la formula de Schuette Nesbitt.

Utilizando el método de la Z, el valor presente actuarial de una renta unitaria, anticipada, pagadera
durante la existencia de por lo menos k de las m vidas que integran el estatus, es

k k+1 k+1 k+2 m-k -1 m
—(1]2 +( Z]z oer(-1) m_ka} (3.3.1)

Al desarrollar el producto de (3.3.1) la anualidad & , se define en funcion de anualidades de

Xy X -+ Xy
vida conjunta y de vida individual. Una forma de expresar directamente las anualidades para al
menos k sobrevivientes en funcion de anualidades de vida conjunta y vida individual es, considerar a

Z* no como suma de probabilidades, sino como suma de anualidades de todas las combinaciones de
ken m, es decir Z* = Zéilersz__ , - De manera que una vez convenida esta notacion
) A
a T
XX X (1+ Z)

- X

=z¢-kz"t+—-2 (3.3.2)

Ejemplo 3.3.1. Expresar a , en funcién de anualidades de vida individual y vida conjunta

Xyz

por la notacion convenida
a,=2-2°+7°

Xyz

Xyz

:ax+ay+az—(axy+axz+ayz)+a
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d& . indica una anualidad anticipada unitaria, pagadera durante la existencia de al menos k de las

XX X

m vidas que integran el grupo inicial . Recurriendo al corolario 3.3

=>vp

XX+ X t=1 XX+ Xy

k(i:ij}oj

Ejemplo 3.3.2: Expresar una anualidad anticipada sobre el estatus (xyz), pagadera a la
sobrevivencia de al menos 1 vida, utilizando el corolario 3.3

con

i{

x1x2 X =k

Vt[tDl_tD2+tD3]

Vt[tpx+tpy+tpz_tpxy_tpxz_tpyz+tpxyz}

Ho+d, +a, —(d, +4,+d,)+d,

Como puede apreciarse ambos métodos conducen a los mismos resultados. Para los desarrollos
subsecuentes, se utiliza el método obtenido por la férmula de Schuette Nesbitt.

a |, representauna anualidad anticipada unitaria, pagadera durante la existencia de exactamente

XX X

k de los m miembros que componen el grupo inicial

=2V (3.3.3)

donde

P :Zm‘,(_l)jk(;jt[)j (3.3.4)

Las anualidades vencidas pagaderas durante la existencia de exactamente k y al menos k de las m
vidas que integran el grupo, son representadas respectivamente por

a y=4a -1 (3.3.5)
a =4 -1 (3.3.6)

X Xo X X Xp X

Las siguientes expresiones representan anualidades vencidas, unitarias diferidas y temporales,
pagaderas durante la existencia de al menos k miembros

Ja_ o= Wm (33.7)
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a_ ., =>yvip (3.3.8)

Las anualidades otorgadas durante la existencia de un estatus de exactamente k vidas, pueden ser
vistas como anualidades diferidas. El tiempo de diferimiento es aleatorio, ya que depende del tiempo
transcurrido para que se genere la condicion del pago.

Una anualidad continua unitaria, pagadera durante la existencia de exactamente k de las m vidas se
representa por

a g =[vip (3.3.9)

Xy Xz Xm X Xp X

Ejemplo 3.3.3: Obtener una expresion para una anualidad unitaria vencida, pagadera al final de cada
afio si exactamente una de las tres vidas que integran el estatus (xyz), sobrevive.

[
Xyz

ay :;vt[tDl—ZtD2+3tD3]

a +a, +a,-2(a, +a,+a,)+3a,,

El tiempo de diferimiento es igual al tiempo transcurrido a la ocurrencia de la segunda muerte.
Ejemplo 3.3.4: Para la anualidad a  del ejemplo 3.3.3, otorgar pagos unitarios durante la existencia
Xyz

de cada miembro y sustituirlos en la expresion

Si los tres miembros estan con vida

ay =1+1+1-2(1+1+1)+3=0

Xyz

Si exactamente dos estan con vida, el pago se hace para dos de las vidas individuales
a, =1+1-2(1)=0
Xyz
Si exactamente un miembro esta con vida, se paga una unidad como se requiere.
El Teorema 3.1y el corolario 3.2 agregan nimeros arbitrarios a las probabilidades de sobrevivencia

para al menos k y exactamente k vidas. El siguiente ejemplo considera un esquema de proteccion en
donde se muestra la aplicacion del Teorema 3.1.

Ejemplo 3.3.5: Obtener el valor presente actuarial de una anualidad continua disefiada para el estatus
(wxyz) . El pago inicial es la unidad y se reduce en un 50% a la ocurrencia de cada fallecimiento.

Este esquema esta compuesto por el pago de las siguientes anualidades

F la iy iy
a  +3a g+zad y+gad gy (3.3.10)
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Retomando el teorema 3.1

m m
_ j
D6 P =Co+ D Alc, D
=1

k=0 % Xp e X i

el valor presente actuarial es

Jo v {i(%)‘l_j t Pm}dt (3.3.11)

j=1 Wxyz

El siguiente cuadro muestra los coeficientes y sus diferencias

Jlc; [ Ac; | A%, | A’ | A'c,
00 ¥ |0 ¥ |0
Vik| K |k |k |-
ArAr RV A
3| K% |- - -
4 11 |- - - -
Por lo tanto el valor presente actuarial es igual a
jo V' (4,D,+4,D,)t=4(a, +8,+a,+3, ) +1(a,, +8,, +8,,+3,,) (3.3.12)

Ejemplo 3.3.6: Evaluar la expresion (3.3.12) obtenida en el ejemplo 3.3.5 usando las tablas de
anualidades bajo la ley de Makeham mostradas en la parte de Anexos y considerando que se trata de

un grupo de socios cuyas edades son (58:64:67:69)

Sustituyendo el estatus (58:64:67:69) en la expresion (3.3.12)

Ct(1 1 _1(5 .®m 4A& L& 1
.[o v (§ t D1 +3¢ Ds )dt - §(a58 + 35, + 35 +ag ) + §(a58:64:67 + A5g6060 T Asgp7:60 T Aoa67:60 )

Los resultados de las anualidades para una vida, fueron obtenidos de la tabla de anualidades
continuas que se encuentra en el anexo de este trabajo.

a, =10.176269 &, =8.970926 @, =8.314541 7, =7.862009

Para las anualidades de tres vidas se busca la edad equivalente w, bajo la ley de Makeham y se
interpola de las tablas de anualidades continuas para tres vidas.

|

58:64:67 a63.577327:63.577327:63.577327 = 9000172

8:64:69 a64.518768:64.518768:64.518768 = 8801683

S

8:67:69 a65.562198:65.562198:65.562198 = 8577927
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Asg67:60 — Ro6.847182:66.847182:66.847182 — 8.297552

Evaluando
J.O Vt (% t Dl +% t D3 )dt = %(558 + a64 + a67 + a69 ) +%(§58:64:67 + 558:64:69 + 558:67:69 + 564:67:69 )
=£(35.323744) +1(23.098007)
=8.750135
3.4 Seguros

En la seccion 3.3 se desarrollaron las probabilidades de sobrevivencia del estatus general de al
k

menos K vidas. Ahi se comento que el estatus (xlx2 ---me deja de existir al ocurrir la m-k+1 ésima

vida. Como el beneficio de un seguro es otorgado a la disolucion del estatus, entonces hay que tener
cuidado con la notacion A, la cual indica que el seguro es pagado a la disolucion del estatus

X Xp X

X Xp X

Kk
[xlx2 -~xm] , €s decir al ocurrir la m-k+1 ésima muerte. Otra lectura que se le puede dara A, es

que el seguro es otorgado al ocurrir la k-ésima muerte. En este trabajo el desarrollo de las
expresiones se hara considerando la primera lectura.

Para el desarrollo de este tipo de seguros se recurre a (2.13.1.6) AW =1—dam, expresion

gue como se habia indicado, es un caso particular del estatus de al menos k sobrevivientes donde
k =1. Es conveniente detenerse para analizar esta expresion. Se trata de seguro que paga a la
disolucion del estatus de ultimo sobreviviente, el cual deja de existir al ocurrir la Gltima muerte, aqui
k=1, por lo tanto el estatus se extingue al ocurrir la m—1+1=m é-sima muerte. Este seguro es
equivalente a el pago de una unidad menos los intereses generados durante la vida del estatus, es
decir durante la existencia de por o menos una vida.

Las operaciones de seguros solo refieren estatus de al menos k sobrevivientes, ya que el tiempo en
que este estatus deja de existir es igual al tiempo en que un estatus de al menos k sobrevivientes
desaparece. Por lo tanto los seguros otorgados a estatus de exactamente k vidas son esencialmente
aplicaciones de los seguros otorgados a los estatus de al menos k vidas.

El siguiente ejemplo muestra en que momento un estatus de al menos k vidas deja de existir.

Ejemplo 3.4.1: Determinar en que momento desaparece cada uno de los siguientes estatus de al
menos k-sobreviviente

1
[x1x2x3x4x5J Desaparece al ocurrir la 5% muerte

2
(x1x2x3x4x5] Desaparece al ocurrir la 42 muerte
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5
[x1x2x3x4x5J Desaparece al ocurrir la 12 muerte

k
Para las expresiones de seguros otorgados cuando el estatus (xlx ]deje de existir, se utilizan
ambos métodos, el método de la Z y el desarrollado por la férmula de Schuette Nesbitt.
Para un estatus integrado por m vidas, el valor presente actuarial de un seguro unitario, pagadero al

final del afio en que el estatus de al menos k sobrevivientes deje de existir (a la ocurrencia del m-k+1
ésimo fallecimiento) es

A, =1-dd (3.4.1)

XX X XX+ X

S
El beneficio del seguro es otorgado cuando el estatus (xl, xz,--'xm] deje de existir, esto es al ocurrir

el (m -k +1) fallecimiento. Para obtener el valor presente de este seguro unitario hay que descontar

los intereses generados durante la existencia del estatus, es decir durante la existencia de la menos k
vidas

Ejemplo 3.4.2:

a. Obtener el valor presente actuarial de un seguro unitario, sobre las vidas (x)(y) y (z)
pagadero al ocurrir el segundo fallecimiento

b. Para un grupo integrado por cuatro vidas (x)(y)(z) y (w), obtener el valor presente
actuarial de un seguro unitario pagadero al ocurrir la segunda muerte

a. Como se pide que el beneficio se otorgue cuando ocurra la segunda muerte,
entonces

m-k+1=2 para m=3 y despejando k k =2

A,=1-dd ,

Usando la notacixgzn convenxiyczja en (3.3.2)
72
(l+ Z)
=1-d(z2°-22°)
=1- d[a +d, +4d, 2axyz]

:A<y+A<z+Ayz_

A,=1-

Xyz

b. El seguro paga al ocurrir la segunda muerte, por lo tanto
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m—-k+1=2 para m=4 ydespejandok k=3

A ,=1-di ,

Xyzw Xyzw

Por la notacion convenida en (3.3.2)

3
AL =1-d— %
xyzw (1+Z2)

=1-d(z°-3z*)
=1-d[4,,
= A<yz + A(yw + A(ZW + Ayzw _3A<yzw

+ a:xyw + axzw + ayzw - 3axyzw:|

El desarrollo de los ejercicios anteriores dan la pauta para expresar seguros pagaderos a la muerte
de la m-k+1 ésima vida, como la suma de todas las combinaciones de seguros de vida conjunta e
individual, que se pueden formar con k vidas de entre las m que conforman el estatus inicial. Para

ello hay que acordar que Z* = Z A,
(k)

k
A LT
XX Xy (1+Z)
_ Zk _[:jzkﬂ_i_(k'zi‘ljzmz +“.(_1)m—k (z_tjzm (342)

Para utilizar el método obtenido por la formula de Schuette Nesbitt, se recurre a la funcion de
densidad de probabilidad.

El valor presente actuarial de un seguro continuo, pagadero al ocurrir la m —k +1 ésima muerte es

z\xlxzmx: = _[:Vtt p w M K (t) dt (343)

X Xo Xy XqXo++ X

haciendo uso de (3.2.36)
Ay = [,V (2D0) = (7D (= D) =+ () (D7, ) e
donde (-,D’;) es la suma de las funciones de densidad de probabilidad.

Ejemplo 3.4.3: Obtener el valor presente actuarial de un seguro continuo unitario, pagadero al
ocurrir la Gltima muerte de un estatus compuesto por tres vidas

Az = [V [(=D))=(=D) +(~.D’5) ot (3.4.4)
:Z\x +Zy +Z\z —(Z\xy +Z\xz +Kyz)+2\xyz
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Ejemplo 3.4.4: Considérese un seguro de vida sobre las vidas (x)(y) y (z). La suma asegurada es

2 unidades monetarias al ocurrir la primera muerte, 5 al ocurrir la segunda muerte y 10 al ocurrir la
tercera muerte. Los pagos se realizan al ocurrir los decesos. Obtener a prima neta unica.

El esquema de beneficio es
2 al ocurrir la primera muerte m—k+1=1conm=3 ydespejando k, k =3

5 al ocurrir la segunda muerte m—k +1=2 con m=3 y despejando k, k =2
10 al ocurrir la tercera muerte m—k+1=3 con m=3 y despejando k, k =1

2A ,+5A ,+10A ,

Xyz Xyz Xyz

El valor presente actuarial expresado a través de las funciones de densidad de probabilidad del
tiempo de vida futuro para el estatus de k sobrevivientes, f, (t) es

[ v [201,(t)+5, (1) +2f, (t) Jot

Con d, =10, d, =5, d, =2, se obtiene la siguiente tabla de diferencias

k'|d|Ad, | A’d,
1]10|-5 |2
215 |-3

312 |- -

Utilizando el corolario 3.2 para las funciones de densidad de probabilidad, el valor presente
actuarial es

[ v [10(=D)-5(=D,)+2(~D;)]dt=10(A +A +A)-5(A,+ A, +A,)+2A,  (345)

Ejemplo 3.4.5: Evaluar la prima neta Unica obtenida en el ejemplo 3.4.4 considerando que se trata de
un seguro otorgado a un grupo de investigadores que trabajan en un proyecto determinado. Las

edades de los investigadores son (59 162 65) . Utilizar las tablas de seguros que se encuentran en el
anexo de este trabajo

Retomando (3.4.5)

I:Vt [10(_t D,l)_s(_t D,2)+ 2(_t D,s)] dt :10(5‘59 + 'E\az + '3%5)_5(&9:62 + 'ng:es + Kez:es)"’ 2'&59:62:65

de tablas

A, =0.324745
A, =0.365104

A,, =0.408030
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Bajo la ley de Makeham e interpolando de tablas

'3‘39:62 = ’3%0.597688:60.597688 =0.341758
A59:65 = AY52.387485:62.387485 =0.366323
Asz:es = A63.597688:63.597688 =0.383458

A59:62:65 = ASZ.259771:62.259771:62.259771 = 0364533
evaluando

I:Vt I:lo(_t D,l)_s(_t D,2)+ 2(_'[ D,s)] dt :10(5‘59 + 'E\az + '3%5)_5(&9:62 + 'ng:es + Z\62:65)"' 2'&59:62:65
=10 (1.097879)—5(1.091540)+ 2(0.364533)
=6.250157

A continuacion se presentan las expresiones para los seguros temporales y diferidos, pagaderos al
ocurrir la m-k+1 ésima muerte

JA =B LoA (3.4.6)
m = E() —d |a . (3.4.7)
A=A lzkm—n|A k m (3.4.8)
C L1 E L.-da ... (3.4.9)

X Xp X X Xp X
A =l A HE (3.4.10)
o :1—d1§ o (3.4.11)

Las expresiones anteriores son validas para seguros pagaderos al momento del fallecimiento
realizandose los siguientes cambios: 6 en lugar de dy a en lugar de &.

3.5 Estatus Compuesto

Hasta el momento se han desarrollado los estatus: de vida conjunta, de Gltimo sobreviviente, de al
menos k y exactamente k sobrevivientes, los cuales estan integrados por varias vidas. En este
apartado se define el estatus de compuesto, el cual a diferencia de los antes mencionados, se
compone de estatus y en ocasiones también el término cierto forma parte de este grupo.

Las siguientes expresiones denotan anualidades y seguros disefiado para estatus compuesto.
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a,,;; representa una anualidad continua que paga durante la existencia conjunta de los estatus de

ultimo sobreviviente (wx) y (ﬁ) es decir paga durante la existencia de tres de las cuatro vidas o

durante la existencia de dos vidas, si una es del estatus (Wx) y la otra del estatus (yz) :

EW denota una anualidad continua unitaria, pagadera durante la existencia de al menos dos de las

cuatro vidas o durante la sobrevivencia de al menos una, si el sobreviviente es cualquiera de entre

(W) o (x).

En el siguiente ejemplo se realiza el desarrollo completo, para expresar una anualidad de estatus
compuesto a traves de anualidades de vida conjunta.

Ejemplo 3.5.1: Expresar la anualidad ey N funcién de anualidades de vida conjunta
a.. = jo“’ V', Pyt (35.1)
= J'vatt P~ pﬁdt
= [V (PP Pu ), Py P, =Py, Hit
= [V P+ PPy P = Pue = Pre = Puny P Py it
=q,, +a, +q, 3, —-38,, ~ &, ~ 8y ~ A T Ay (3.5.2)

Desarrollar este tipo de operaciones puede resultar tedioso, sin embargo existen relaciones como las
presentadas en (2.14.1) y (2.14.2) que simplifican el desarrollo. Tal es el caso de

VT 1) T T (3.5.3)

VT TOm) ) T (3.5.4)
donde u y v representan estatus.
En los siguientes ejemplos se muestra la aplicacion de estas expresiones.

Ejemplo 3.5.2: Desarrollar las siguientes operaciones en funcion de seguros y anualidades vidas
conjuntas y vida individual

a. Aplicando (3.5.1) a 'KtW con (u)=(wx) y (v)=(yz) se obtiene

'KW = ZWX + 'Kyz - 'K\nyz (355)
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Awx)(yz) Se expresa como vayz al considerar

min {min[T (w),T(x)],min[T (y),T (z)]} =min[ T (w),T(x),T(y),T(z)]

b. Aplicando (3.5.1) a a———, se obtiene
(xa)vz)

donde el Gltimo término se obtiene como sigue

min| T (x).T(y),T (2),7 (1), T () | = min| T (x).T (v),7 (2),7 (nl)

parael caso n<m.

(3.5.6)

(3.5.7)

(3.5.8)

Como puede apreciarse, las relaciones (3.5.3) y (3.5.4) simplifican el procedimiento para expresar

un estatus compuesto a través de estatus de vida conjunta y vidas individuales.

Ejemplo 3.5.3: Considérense los estatus de vida conjunta (58:65)(60:64). Se desea evaluar un

seguro de vida cuya suma asegurada sea de 1000 unidades monetarias. Este seguro sera otorgado a
la disolucién de ambos estatus, es decir a la muerte de por lo menos un miembro de cada estatus.

El seguro de vida que se desea evaluar es 1000 A(ﬁ

58:65
Desarrollando

1000 _53;65);(60;64) =1000 ( '358165 T '3\60:64 - '3‘58:60:64:65 )

suponiendo que las vidas siguen la ley de Makeham

'3‘38:65 = 562.025310:62.025310 =0.349162
Aao:64 = %2.173288:62.173288 =0.351168

A68:60:64:65 = AG7.90089].'67900891:67900891:67900891 = 0432355

evaluando

1000A 58:65)(6064) 1000( A38:65 + 'E\so:m - '558:60:64:65 )
= 1000(0.349162 +0.351168—0.432355)

=267.975705
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3.6 Funciones Contingentes Simples

En los apartados anteriores, el orden de los fallecimientos no fue significativo. Sin embargo existen
seguros que son otorgados a la esposa si el conyugue muere primero que ella. También encontramos
seguros temporales, cuyo beneficio es otorgado a los hijos si ambos padres fallecen. Para este tipo
de productos se requiere que los fallecimientos de los integrantes de un determinado grupo, ocurran
en el orden indicado y en el tiempo estipulado. Las probabilidades desarrolladas en los capitulos y
secciones anteriores no cubren esta necesidad. En el caso de un seguro de ultimo sobreviviente, el
beneficio se paga al fallecer el altimo miembro, sin importar quien sea.

En esta seccion se desarrollan funciones en las que el orden de los fallecimientos esta determinado
sobre una de las vidas que componen el grupo. Estas funciones son conocidas como funciones
contingentes simples. Es posible que el orden en el que ocurran los fallecimientos se determine
sobre dos 0 més vidas, a estas funciones se les conocen como contingentes compuestas y seran
abordadas mas adelante.

Como se ha venido haciendo, primero se desarrollan las probabilidades contingente, para
posteriormente hacer uso de ellas en los seguros contingentes simples. Se continda con el supuesto
de independencia.

Las probabilidades contingentes pueden expresarse por integrales iteradas donde cada integral
representa el fallecimiento o la sobrevivencia de una vida, a traves de los limites se indica el orden
de ocurrencia. Otro camino es a través de la integral sobre una determinada vida en donde se
condiciona la ocurrencia de un evento, de manera que se cumplen los requerimientos solicitados
segun el orden en el que deben darse los fallecimientos. Estos dos caminos se muestran a
continuacion.

3.6.1 Probabilidades Contingentes

Considérese la probabilidad de que la vida (x) muera antes que (y) y que esto ocurra antes de n
anos, esta probabilidad es representada por g, . Aqui el nimero 1 sobre (x) indica que la
Xy

probabilidad es para el evento en el que (x) fallezca en primer lugar. Por otro lado, ,q , representa
xy

la probabilidad de que (y) muera en segundo lugar y que esto ocurra en el plazo de n afos.

.0, se define como
Xy

a0 =fontpxyy(x+t)dt con T(x)<T(y)y T(x)<n (3.6.1.1)
Xy
Se sabe que
W= I; : Put(X+5)ds = j; frig (s)ds =Fyy (1) (3.6.1.2)

para las vidas (x) y (y)se tiene
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Uy = I; s Py by (S)dS
:_[;S Py [ (x+5)+pu(y+s)]ds

t t
=J.0 s pXY’u(X—i_d)ds—i_J.o s pxyﬂ(y‘l'S)dS (3613)
las integrales obtenidas son de la forma (3.6.1.1), de manera que

1Oy = tq)l(y + th; (3.6.1.4)

Es importante resaltar que ,q , noesigual a ,q, , pues el primer caso indica que (x) y (y) deben
Xy Xy

morir dentro de n afios, mientras que en el segundo caso no importa si (y) muere antes de los n
afos o incluso si continua vivo al final de este periodo.

Cuando las vidas que integran el grupo tienen la misma edad y estan sujetas a la misma mortalidad,
las probabilidades contingentes pueden ser evaluadas directamente. Esto se debe a que tienen la

misma probabilidad de morir en primer lugar o en segundo lugar. Tal es el caso del estatus (xx)

ooqxx = I:t pxx/uxx (t)dt
= [ o [ (0)+ a1, (1) Jit
= Zj.:t pxt px:ux (t)dt
= —ZJ':I pd(,p,)dt
2 o0
P CLIV N
2
0

Ejemplo 3.6.1: Desarrollar las siguientes probabilidades

a. Dadas tres vidas, todas de edad (x) obtener la probabilidad de que una vida especifica
muera primero en los siguientes n afios

b. Dadas tres vidas, todas de edad (x) , obtener la probabilidad de que la primera muerte, no
especificada, ocurra dentro de n afios

c. Dadas tres vidas, todas de edad (x), obtener la probabilidad de que una vida especifica
muera dentro de n afos, y las otras dos sobrevivan al mismo periodo

d. Para tres vidas, todas de edad (x) representadas por A, B y C. Obtener la probabilidad
de que A o B muera antes que C
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= j Dot (X+t)dt (3.6.1.5)

_J' pX P (x+1)dt

=—[(;p.)d(;p,)
=[-4p) ]0 =%[1—<npx>3} (36.1.6)

b. la probabilidad solicitada es que el estatus de vida conjunta deje de existir dentro
de n afios

n qxxx = J‘On t pxxx:uxxx (t) dt (3617)

:J.Ont pxxx3:u(x+t)dt
:?)nq1

XXX

sustituyendo el resultado obtenido en (3.6.1.6)

2O =1-(, D)’ (3.6.1.8)

C.
7 cpett(x+1) Pt = 10, P = (1=, B)(, P, (36.19)

d.
n qu I pxx/'lxx ( )t pxdt (36110)

XXX

Sustituyendo el resultado obtenido en (3.6.1.6)
=2[1-(,p.)’] (3.6.1.11)

Retomando la probabilidad contingente g, que involucra vidas de diferentes edades, es posible
Xy

definirla con la doble integral de la funcidn de distribucion de probabilidad conjunta de T(x) y
T(y) con los requerimientos T (x)<T(y) y T(x)<n

oy = [T 1y (s, t)dltds (3.6.1.12)
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En esta primera expresion se pide que (x) muera al tiempo s y que esto se de en el intervalo [O, n] :
Por lo que respecta a (), se requiere que muera en el tiempo t y como esta debe ser la segunda

muerte, entonces t pertenece al intervalo [s,oo).

Ahora bien, sea Aelevento T (x) =scon0<s<n yBelevento T(y)>s. Laocurrencia de ambos
P[ANB]
P[A]

eventos es ANB y como P[B|A]= , entonces P[AnB]=P[B|A]P[A]. De manera

que es posible escribir (3.2.1.12) como

nql :Injw fT (N (x) (t|s)dth(x)(s)dS

= j Pr[T(y) > ST (x) = s]f;, (5)ds
= [Pr[T(y)>s[T(x)=s], pue(x+s)ds (3.6.1.13)

por independencia Pr[ T (y)=s[T (x)=s]|=,p,

por lo tanto
q. zjo” P pu(x+s)ds (3.6.1.14)

Los elementos que integran (3.6.1.14) son: s es el tiempo de fallecimiento de (x) la probabilidad
. P, P, indica que (x) y (y)sobreviven al tiempo s. La probabilidad de que (x) ahora con edad
(x+s) muera en el intervalo (s,s+dt) es u(x+s)ds. Finalmente las probabilidades se suman

sobre el tiempo s, en el intervalo [0,n].

De manera analoga a (3.5.1.3) se puede obtener

O = J: Py (X+s)ds (3.6.1.15)

n+1
o, - [ pyu(x+s)ds (3.6.1.16)

La probabilidad de que (y) muera después de (x) y que esto ocurra en los siguientes n afios, esta
representada por nd : Integrando la funcién de distribucién de probabilidad conjunta T (x) y T (y)

sobre el intervalo [0 <T( )< n]

s = [7T g (s:1) dsclt (36.1.17)
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=[], £ (slt) dsfrg, (D)l
= [ PrT ()<t y>=t]fT(y)<t>dt
= ["Pr[T () <t|T(y)=t]p,a(y+t)dt (3.6.1.18)

por independencia

=[] 0Py )t (3.6.1.19)

= [(@-p,) pyue(y+t)c
- 0,0 (3.6.1.20)

Esta ecuacion puede ser obtenida por razonamiento general, pues para un grupo compuesto por las
vidas (x) y (y), la probabilidad de que (y) muera en los siguientes n afios es igual a la

probabilidad de que (y) muera en primero o en segundo lugar durante ese periodo, es decir

nqy = nq 1 + nq 2 (36121)
Xy Xy

Si se invierte el orden de integracion en (3.6.1.17), se obtiene

ey =H ey (S:t) dtds (3.6.1.22)
=31, oo (t15)tr ) () ds
=Io Prs<T(y S”\T(><)=S]sonﬂ(><+s)ds (3.6.1.23)
por independencia
s =["(py=0p,) s Pese(x+5)ds (3.6.1.24)
=n0; ~nPyal (3.6.1.25)

Esta Gltima integral indica la probabilidad de que (x) muera en el tiempo s, con 0<s<n y que
(y) sobreviva a el tiempo s pero no al tiempo n.

Anélogamente, la probabilidad de que (x) muera en segundo lugar y durante el (n+1)-ésimo afio
es

n|q 2 = n|qy_n|q L
Xy Xy

En las expresiones anteriores se indica el orden en el que deben ocurrir los fallecimientos, asi como
el intervalo de tiempo en el que deben ocurrir. Si tales requerimientos no se cumplen el estatus no
desaparece. En el caso de la expresion (3.6.1.1), donde se indica la probabilidad de que (x) muera
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primero que (y) dentro de n afios, el estatus no desapareces si (x) fallece primero que (y) pero
después de n afios, o si (y) fallece primero que (x).

Cuando el grupo esta integrado por mas de dos vidas, es recomendable que se expresen en términos
de probabilidad definida sobre la primera muerte, de manera que se puedan utilizar las técnicas de
evaluacion de la seccion (3.6.3). Bowers sugiere utilizar la siguiente integral

Pr(A)= [ Pr(AT =t) f, dt (3.6.1.26)

Aqui el evento A, agrupa las condiciones que se deben cumplir para que una determinada vida
fallezca en el orden indicado. Considerando que este fallecimiento ocurre en el tiempo t, siendo
usualmente T el tiempo de fallecimiento de una vida individual.

Consideérese el estatus (nyz). La probabilidad de que (y) muera en segundo lugar y que ocurra
dentro de los siguientes n afios es

2 . =] Pr(AT(y)=t),p,u(y+t)dt (3.6.1.27)

wXyz

donde A es el evento que redne las condiciones para que (y) sea la segunda muerte en ocurrir dado
que (y) muere en el tiempo t. Los limites de integracion son

fry (1)=0 t<0
PrlA[T(y)=t]=0  t>n

Para que (y) sea la segunda muerte en ocurrir, es necesario que exactamente dos de las tres vidas

(w),(x) y (z) sobrevivan a ese tiempo. Asumiendo independencia entre T(w), T(x), T(y) y T(z)
se obtiene

PriAT(y)=t]=py (3.6.1.28)
de manera que
e Jo 0P Pae(y +t)dt (3.6.1.29)
aplicando el corolario 3.1
=['(D ), py 2y +t)dt
(3.6.1.30)
:nq 1+nq 1 +nq 1 _3nq 1
wx'y wyz Xyz WX Yy Z

Ejemplo 3.6.1.2: Considérese un grupo constituido por tres vidas, cuya contingencia es sobre la vida
(x) en diferente orden. Obtener las expresiones de

a. .0,

Xyz

132



2,0, = [P P (x+t)dt (3.6.1.31)
b. ., :Iontpitpxy(xﬂ)dt (3.6.1.32)
Xyz vz

=Ion[tD1—2t D, ], pu(x+t)dt
=50 +,0 _znql
Xy Xz Xyz

C ol :fon(l_‘ p, ) (1= p,) . P u(x+t)dt (3.6.1.34)

=0 =0 +,Qs
Xy Xz Xyz

(3.6.1.33)

Es posible que la especificacion del orden en el que deben ocurrir los fallecimientos, no sea sobre
una vida individual, sino sobre un estatus. Las siguientes expresiones corresponden a este tipo de
probabilidades.

La probabilidad de que cualquiera de las vidas (x) o (y) sea la primera muerte en ocurrir del
estatus (xyz) y que ocurra en los siguientes n afos, es

anI = J-On t pz[ pxyll’lxy (t)dt (36135)

Xy:z

:J.Ont D, Py [ a(X+t)+ u(y+t)]dt

=0 +,0, (3.6.1.36)
Xyz Xyz

O =,0 +,0. (3.6.1.37)
Xyz Xyz

Xy:z
[
donde xy indica que muera (x) o () en primer lugar, lo cual es igual a que el estatus de vida

conjunta (xy) muera primero.

La probabilidad de que (x) muera dentro de n afios y antes del Gltimo sobreviviente de (yz) es

WG =[P (x+t)dt (3.6.1.38)

X:yz
= [, PPy +iP =Py ) (x+t)dt
= nql + nq1 - nql (36139)
Xy Xz Xyz
Esta funcion puede también representarse con 0., . Aqui 1:2 indica la probabilidad de que
X yz
(x) sea la primera o la segunda vida en fallecer dentro de n afios. Como la probabilidad pedida en

(3.6.1.38) esta integrada por la vida individual (x) y el estatus de Gltimo sobreviviente (E) para
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que (x) muera en primer lugar se requiere que muera antes que el estatus (E) De manera que una
formulacion alternativa es

G :jo . pxyzy(x+t)dt+j0 P gu(x+t)dt

X:yz

=0 + nq)l(y + nq)l(Z _anl

Xyz Xyz

obteniéndose la misma expresion que en (3.6.1.39). Por (3.6.1.33)

n4: . = nq>l(y + nq)l<Z _2nql

X Vi Xyz
entonces

nde =0 +,0 (3.6.1.40)
Xyz Xyz Xyz
Ejemplo 3.6.1.3: Las vidas (x) y (y) desean donar sus bienes a una institucién de beneficencia si su

hijo (z) no les sobrevive en los proximos n afios. Obtener una expresion para denotar la
probabilidad que la herencia sea otorgada a la institucion

Qe = (A= p) [ P (x+t)+ pyu(y+t)— Py, (1)]dt (3.6.1.41)

Xy:z 0

:(nqx+nqy_nqu)_[nq)l<z+nqilz_nqjl j (36142)

Xy:z

Ejemplo 3.6.1.4: Obtener la probabilidad de que (x) permanezca con vida n afios después de la
muerte de ()

[Py (y+t)dt= o [ Pyt (y+ 1)l (3.6.1.43)
=Pl (3.6.1.44)

X+ny
3.6.2 Funciones de Seguros Contingentes

Un seguro contingente es un seguro sobre dos 0 mas vidas, cuya suma asegurada es pagada solo si
las muertes ocurren en el orden indicado. En esta seccion se tratan los seguros contingentes simples,
en donde el orden se indica con una vida, tal como ocurrié con las probabilidades contingentes
simples de la anterior seccién. La notacion para los seguros contingentes simples es similar a la
notacion utilizada en las probabilidades contingentes simples. El caso mas sencillo es un seguro

temporal, pagadero al momento en que muere (x) si esto ocurre en los siguientes n afios, y se
denota por A, . Para el desarrollo de este apartado, se hara uso de las probabilidades contingentes
Xn

expuestas en la seccion 3.6.1.
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A, representa la prima neta Unica de un seguro contingente, unitario, pagadero al final del afio en
xy

que ocurra la muerte de (x) siempre y cuando esta sea la primera en ocurrir. El valor presente
actuarial de este seguro es E[Z] donde

Para obtener otra expresion sobre este seguro, se recurre al seguro pagadero a la disolucion del
estatus de vida conjunta (xy), A,, - Pues aunque en €l no se establece el orden de los fallecimientos,

su desarrollo conduce a obtener seguros contingentes a la primera muerte.
S k+1
Axy = kZ:V k | qu
=0

q. +|d ., entonces
Xy Xy

S k
A<y :ZV +l|:k
k=0

y por (3628) t|qu = t

q. +,/d }
Xy Xy

=A +A,
Xy Xy
por lo tanto
A =A,-A,
Xy Xy

Para el caso continuo el valor presente actuarial denotado por Aiy,es E [Z] , donde

Usando la distribucién de probabilidad conjunta de T (x)y T(y) y debido a que Z es funcién de
T(x)y T(y)
Ay = I:J'jvs fr () (S, )altds
por (3.6.1.14)
A = .[:vss P, s P(x+5)ds (3.6.2.1)
Xy

La expresion (3.6.2.1) indica que si (x) muere en algln tiempo futuro sy (y) esta aln con vida se

paga una unidad monetaria, cuyo valor presente es v°.

Ejemplo 3.6.1: Obtener una expresion para
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a. Un seguro pagadero a la disolucion del estatus de vida conjunta (xy), si esto ocurre en
. .

primer lugar, es decir Asy:

b. Un seguro pagadero a la disolucién del estatus de ultimo sobreviviente (x_y) siempre que

esto  ocurra antes de la muerte de (z), es decir Ay

8. Az = [V Pyt (1)l (3.6.2.2)
:J:Ovtt D [ 4(X+1)+ p2(y+1)]dlt
= Ay + Axyz (3.6.2.3)
b. Ags = '[:vtt D[« Pt (X+1)+, pyu(y+t)— Py, (t)]dt (3.6.2.4)
:z\;z +Z)1/z —K?y:z
Ixiz +Z31/z —z\iyz —nyl/z (3625)

o bien utilizando A, =A -A.y nyz :Z;yz +Kx§/z + A ,, se obtiene
Xy Xy

"
A = (sz —M)+(‘Ayz —/_Ayé)—(ﬂm —nyé) (3.6.2.6)

Al igual que las probabilidades contingentes, los seguros contingentes pueden ser definidos por la
ocurrencia de la segunda muerte, como se presenta a continuacion:

A, denota un seguro unitario, pagadero a la muerte de (y) siempre que esta ocurra después de la
xy

muerte de (x). El valor presente actuarial es E [Z], donde

. :{VT(V) T(X)<T(y)
0 T(x)>T(y)

'E‘Xé ZI:IJVZ e (x+s), p,u(y+t)dsdt (3.6.2.7)
= [V (1=1p), pyu(y+t)dt (3.6.2.8)
=A-A, (3.6.2.9)

Xy
de donde
A=A, +A. (3.6.2.10)
Xy Xy

por analogia con (3.6.2.9), se sigue que

A =A-A (3.6.2.11)

por lo tanto
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+A j (3.6.2.12)
Xy

Para el caso discreto

ol ) (3.6.2.13)
_A A (3.6.2.14)

Si el estatus esta integrado por mas de dos vidas, y la contingencia es sobre la segunda muerte, el
valor presente actuarial puede ser analizado como se hizo con las probabilidades contingentes.
Basados en

E[z]=[" E[z[T =t]f, (t)dt (3.6.2.15)
donde Z es la variable aleatoria que denota el valor presente actuarial.

A representa un seguro pagadero a la muerte de (y) siempre que esta ocurra en segundo lugar.
Utilizando T (y) para denotar la esperanza condicional

A = E[Z]zwa[Z‘T(y):t]t p,u(y+1t)dt (3.6.2.16)

0
Para que (y) sea la segunda muerte en ocurrir al tiempo t, debe sobrevivir exactamente una vida de

entre (w) y (x) en ese momento. Entonces

E[Z[T(y)=t]=V\py (3.6.2.17)

de manera que

Auxs :J':v‘tpﬁtpyy(yﬂ)dt (3.6.2.18)

WXy
= _[:Vt (t D1 _2t D2)t pyy(y+t)
= Ad + Auy — 2 Awcy (3.6.2.19)

Ejemplo 3.6.2: Obtener una expresion para

a. Un seguro pagadero al momento del fallecimiento de (x) si esta es la tercera muerte del

estatus (xyz) en ocurrir, es decir Ay
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b. Un seguro pagadero a la interrupcion del estatus de vida conjunta (xy) , siempre que esto

. R
ocurra en segundo lugar, es decir Asy:

a. Aly = j:vttqytqzt P (x+t)dt (3.6.2.20)
=["vi(1=, p,) (1=, p,) P (X +1t)dt
I_° (_ t 1>( N ) Past(x+1) (3.6.2.21)
=A<—Axy—A)l<z+A)l<yZ
b. Ags = [ V' (1= p,)  Pyit, (1)t (3.6.2.22)
—_— —[
= Aoy = Au (3.6.2.23)

N AL A1
= Axy - Axyz — Axyz

Ademas de determinar el orden en el que ocurren los fallecimientos es posible agregar otra
condicion, el tiempo que transcurre entre un fallecimiento y otro. Las siguientes expresiones son
ejemplo de ello.

El valor presente actuarial de un seguro dotal puro, unitario, pagadero si (x) estd con vida n afos
después de la muerte de (y)

[P a(y+ V™ o dt=v" p, [V P u(y+ )t
=" pA | (3.6.2.24)

X+niy

Una expresion para un seguro continuo, unitario, pagadero a (x) si fallece al menos n afos después
de la muerte de (y) es

Adt

Iowt py#(y+t)j:;vs o Pt (x+s)dsdt :j:t p,u(y+t) N
:I:t pyﬂ(y'i't) n+t Exﬂxmﬂdt

= E ] pa(y+1) Eppp Acnndt (3.6.2.25)

3.6.3 Evaluacion de Funciones de Seguros Contingentes Simples

Las funciones de seguros contingentes simples, pueden ser evaluadas a traves de varios métodos. En
este trabajo se muestran los siguientes:

Valores Conmutados

Ley Makeham

Ley Gompertz

Distribucion Uniforme de Muertes

NS
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Valores Conmutados

De acuerdo con la notacién actuarial internacional

d.l
Ja, = (3.6.3.1)
Xy L1,
de manera que
XY+l
0 © \ 2 d I
A =D g 2y (3.6.3.2)
Wot=0 XY =0 VLl
C, M,
ngmk = (3.6.3.3)
Dy M
donde
41
C, o=vidl, (3.6.3.4)
M, =>C, (3.6.3.5)
Xy oo x+ty+t

En el caso de un seguro temporal a n afios, pagadero a la muerte de (x) si esta es la primera muerte
en ocurrir, se tiene la siguiente expresion

M, -M ,

A = xnym (3.6.3.6)

xy:nl B ny

Para el caso continuo se tienen las siguientes expresiones

Cry :v%(x+y)j:vtlx+t:y+ty(x+t)dt (3.6.3.7)

aproximando

Chy =V

(3.6.3.8)

My = Ciltya (3.6.3.9)
t=0
Asumiendo que los fallecimientos ocurren en la mitad del afio

Az (1+i)* A
En el capitulo 2 se presentd la opcion de obtener

X
D,, =ViLI,
=D,l,
siguiendo este razonamiento
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~ X+
C;y =Vl (3.6.3.10)
C;y =Cl,., (3.6.3.11)
Ley de Gompertz
Asumiendo la ley de Gompertz en las fuerzas de mortalidad
Ayl = IO"VH P (X +1)dt (3.6.3.12)
- jo V', p,, Bc*dt
. c” LN t [ ~x
- IO v, p,,Bct (c*+¢”)dt
ct qn
- Cx +Cy .[0 t'[ pxy/uxy (t)dt
c’ —m
= X Axy:m
c+c’
:E—WKJV;m (3.6.3.13)
donde
c'=c*+c’
Ayl con v=1es .0, , lacual es calculada bajo la ley de Gompertz como
Xy
CX
20 =—- .0, (3.6.3.14)
xy C

Ejemplo 3.6.3.1: Calcular ,q ., suponiendo que las vidas siguen la ley de Gompertz
45:48

De (3.6.3.14)
C48
6q45:418 - C_W 6qw
donde
log(c® +c*®
W= g(l—) =54557522

ogc
y como

p _ gc‘”(c"—l)
entonces

6 Usa557500 = 0.515036
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Ley Makeham

Asumiendo la ley de Makeham en las fuerzas de mortalidad

Ayl =j0"v‘t P, u(x+t)dt (3.6.3.14)

= ['Vip,, (A+Bc'c )dt

_A'[ v Pyt j v, p,,Be (c*+c¥ )t
_ 2c* noy c* L t [ X y
_A(l_cx+cyj ovtpxydt+—cx+cy IOthxy[2A+BC (c +c )}dt
2c” (cl—
=All-————|8  +— 3.6.3.15
( cx+cy] il X oY Aigy;m ( )

usando  c*+c’ =2c" 0 g, +u, =2y, Y laexpresion anterior, se obtiene

Aoyl = A(l—c—wj a _+ ZC A (3.6.3.16)
c ;
Nuevamente si v=1
. _A(l—C—JeWWw L. (3.6.3.17)
c 2c
Ejemplo 3.6.3.2: Evaluar A, - suponiendo que las vidas siguen la ley de Makeham vy
45:4810
A =0.000905426
C45 C45
De (3.6.3.16) A, :A(l——wj ot A
454810 C ww. 2cV wwiol
log(c® +c*)—log(2
donde W= g( ) g( ):46.597688
logc
y
a46 597688:46.597688:101 =6.768096
46.597688:46.59768810] 0 516168
entonces

A, =0.112282

45:4810|
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Distribucién Uniforme de Muertes

El valor presente actuarial de un seguro unitario, pagadero al final del afio en que ocurra la muerte
de (x), si esta ocurre primero que (y) es

o0
k+1
A =V a,
Xy k=0 Xy

o0

_ k+1

- ZV k pxyqi
k=0 x+k:y+k

bajo el supuesto de distribucion uniforme de los fallecimientos para cada individuo e independencia
entre el par de variables aleatorias, se tiene

q = Iol S px+k:y+klu(x + k + S)dS

= J.:qx+k (1_ qu+k bs

1
=0k (1_2qy+kj

A)l(y = inﬂ K pxyqx+k I:l_%q)”k:l

k=0

1
x+k:y+k

de manera que

Si se trata de un seguro que paga en el momento en que ocurre el fallecimiento del asegurado,
entonces el valor presente actuarial es

Ay :J.O Vi Py u(x+t)dt
YcomoT=K+S, entonces

Ay = Z.[:v“k ook Pyt (X +k+s)ds

k=0
= kak pny.;VS s px+k:y+klu(x+ k + S)ds
k=0

Reescribiendo , p, .., 4(x+k +s) en términos de q_,_
x+k:y+k

s px+k:y+k:u(x + k + S) = qx+k (1_ qu+k )

1 1
= Oyix (1_2qy+k j + (2 - qux+qu+k

1
=0 +(2_qux+qu+k

x+k:y+k
por lo tanto

Z\iy = zvkk pny.:VSqL +(%_S)qx+qu+kds
k=0

X+k:y+k
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1 1
ka Dy [ql .[oVSdS—I—qX*qu*kJ.oVs (%—S)ds}

; x+k:y+k
0 + 1 -\1-s 1 s 1
:;vk L px{qxik:ymjo(l—i_l)l ds+qx*qu+kI0(1+|)l (2—5jd5:|

Tomando de (2.13.2.4) y (2.13.2.5) los resultados para estas integrales y sustituyéndolos en la
expresion anterior

a1 i 1 I 2 2 = K+1
Ayy=—A +——|1-—+—= E v w0 ys
ey 25( S |jk—0 k Py Oxsk Aysk

el segundo término es muy pequefio con respecto al total del monto.

Ejemplo 3.6.3.3: Obtener una expresion para un seguro de vida para (25:38), pagadero al final del
afo en que muera (25) , Si esta es la primera muerte en ocurrir. Suponer DUM

_ k+1 1
A = ZV k Pas38U25. [1_§q38+k]
2538 o

3.7 Funciones Contingentes Compuestas

En las funciones contingentes simples se establece el orden de los fallecimientos sobre una vida de
las que integran el estatus. En las funciones contingentes compuestas, la secuencia con que deben
ocurrir los fallecimientos se especifica a través de dos o mas vidas. Tal es el caso de ¢, , que

Xyz
1

representa la probabilidad de que en el estatus (xyz), (y) muera en primer lugar y (x)en segundo.

El numeral sobre el subindice indica la vida sobre la que se otorga el beneficio en el orden indicado.
El numeral debajo del subindice indica Unicamente secuencia. De manera que A , representa un

Xyz
1
seguro contingente compuesto, unitario, pagadero a la muerte de (z) siempre que haya ocurrido en

tercer lugar y (x) en primero. No es necesario que todas las vidas que componen el grupo o estatus

tengan indicado el orden de fallecimiento, sin embargo estas funciones se llaman contingentes
compuestas porque al menos a dos de las vidas se les especifica la secuencia de defuncion. Es claro
que sélo opera para grupos de tres 0 mas vidas.

3.7.1 Probabilidades Contingentes Compuestas

Las funciones contingentes compuestas se pueden expresar con una 0 mas integrales maltiples de las
. . n .
vidas involucradas. Recordemos que IO ¢ Pty (t)dt = (., de manera que es posible expresar una

probabilidad contingente compuesta con tantas integrales como el nimero de vidas que integran el
estatus. El orden en que ocurran los fallecimientos se establece en los limites de integracion. Otro
camino para expresar este tipo de probabilidades es el utilizado en el libro de Bowers y que

143



corresponde al método que se introdujo en la seccion 3.6.1. No siempre es completamente posible
expresar las funciones contingentes compuestas en términos de funciones contingentes simples.
Nuevamente se asumen tiempos de vida futuro mutuamente independientes.

Las primeras expresiones utilizan el método de las integrales iteradas y posteriormente se muestra el
desarrollado en el libro de Bowers en donde se considera la probabilidad del evento.

.0 . representa la probabilidad de que las vidas (x)(y) y (z) mueran en ese orden, sin restriccion
Xyz

en el tiempo. Expresando la muerte de cada vida con una integral

mq)fyg - IO L It s Py (S)t py/uy (t) r P, (r)drdtds
- J-OOO.LOo § pX’uX (S)t pyz/uy (t)dtdS

cambiando el orden de integracion

- J.OOOJ.(; s pX,UX (S)t pyz:uy (t)det
Ly Py (Ot (37.L.1)

Utilizando el método desarrollado en Bowers se pueden obtener diferentes expresiones, todo
depende de cual vida se tome como pivote, es decir, sobre que fallecimiento se describa el evento
condicional. Las siguientes probabilidades muestran las diferentes expresiones a la que se llega
segun la eleccion de la vida. Se continda con el supuesto de independencia.

La probabilidad de que las vidas (x) (y) y (z) mueran en ese orden durante los siguientes n afios
y tomando a la vida (x) como pivote es

A={T(x)<T(y)<T(z)<n}

"y = J, PrL AT (x) =t ] poau(x+t)at (3.7.1.2)
de manera que
0 t>n
PrlAT()=t]=1 b q Lt (3.7.1.3)
y+tiz+
entonces
nqui - .[0 t pyz ”‘tqy+t:zitthﬂ(X+t)dt (3714)

1

Esta expresion indica que una vez ocurrida la muerte de (x) en el tiempo t, se requiere que de entre

las vidas (y) y (z), ahora con edad (y+t)y (z+t) respectivamente, (z+t) sea la segunda en
morir. El limite de la integral indica que el periodo para que ocurran estos eventos es durante los
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siguientes n afos. Si se considera la vida (y) como pivote, entonces se requiere que (x) ya haya

fallecido y que la muerte de (z) sea la ultima en ocurrir. Por lo tanto

4, :fonPr[A\T (y)=t] pyu(y+t)dt (3.7.1.5)
B fontht o netGoer  Pys(y +t) (3.7.1.6)

Finalmente, si la vida que se toma como pivote es (z), entonces el evento que debe darse es que las

vidas (x) y (y) mueran en ese orden en el tiempo t

e 3=IwPr[A‘T(z):t]tpzy(z+t)dt (3.7.1.7)
o 0
-1, (A s Pop(z )l (3.7.1.8)
Retomando (3.7.1.6) y haciendo uso de probabilidades contingentes simples, se obtiene

nd s :Ion(l_t px)(t P, = P, )t pyﬂ(y+t)dt (3.7.1.9)

Xyz
1

= nq;Z “n q 1 " n pz (nqy - an;j (37110)

Xyz

Sean cuatro vidas (w),(x),(y) y (z) la probabilidad de que las vidas mueran en ese orden, en los
siguientes n afos es

A={T(W)<T(x)<T(y)<T(z) y T(y)<n}

AW :IO“Pr[A\T(W)Zt]t P u(W+t)dt

12

"Dt~ J.o Poznal 2 P4 (W)t (3.7.1.11)
- Iontqwt Prns P4 (x+t)dt (3.7.1.12)

:J-On(l_t pw)(t pyZ “n pyz)t px:u(x+t)dt

=an;Z_nq 17y pyz(nqx_nqwi)

wXyz

0 bien

RS :Iontqwit P, pyu(y+t)dt (3.7.1.13)

12

n 3 IO t | 3t | z4 ( ) n | 3n |Oz (3-; .1.14)
WXYyz WXy \?l)(y

12 1
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Bajo la Ley de Gompertz, se obtienen expresiones para probabilidades contingentes compuestas en
funcién de probabilidades contingentes simples. Retomando (3.7.1.12)

4. =000 (X )t (3.7.1.15)
vlv>2<yz y+tiz+t
Anteriormente se mostro que
b == .q, (3.7.1.16)
xy C
con ¢” =c*+c’. Adoptando esto y sustituyéndolo por _q,  en laintegral, se obtiene
y+tiz+t
OO Cy+t
aoq = —mtqwtpyztpxﬂ(x+t)dt (37117)

3. t
wxyz o ¢’ +c

Cy
- Z(wa _q, ) (3.7.1.18)
c’'+C xyz

WX yz

Extendiendo (3.7.1.16) para mas de dos vidas y usdndolo en esta expresion

c’ c* c*
A (3.7.1.19)
wxyz c’+C \C +C +C C +C +C +C

3 c”’ c’ ¢’
c+c*+c’+c? JlcX+c?+c¢f )l ¥ +c?

=.0. .0 .0 (3.7.1.20)
yz

WXyz Xyz

Ejemplo 3.7.1.1: Evaluar _,q , suponiendo que las vidas siguen la ley de Makeham
55:53:22:20

q B C55 C53 C22
© 515;52323220 5P 102402 | P rc2+2 | 24D

=0.248748

de (3.7.1.19)

Las funciones contingentes compuestas, ademas de considerar el orden de ocurrencia de los
fallecimientos, consideran el tiempo transcurrido entre una y otra muerte.

Considérese la probabilidad de que tres vidas (x),(y) y (z) mueran en ese orden en 20 afios, con al
menos 5 afios de diferencia entre cada una.

Esta condicion requiere que (y) muera en el periodo de 5 a 15 afos. La probabilidad se expresa

15
[ @5 p) pya(Y+1) (15 P, = P, )t (3.7.1.21)

Haciendo s =t —5 se reduce a probabilidades contingentes simples

146



10
'[ (1_5 px)s+5 pyﬂ(y+5+5)(s+1o P, —2 pz)dS

0
10 10
0 0

= 5 ple pzj (l_s px) S py+51u(y+s+5) S pz+10ds_ 5 py 20 sz (1_5 px) S py+5/u(y+5+s)ds
=5Py 10 pz(m 9. =100 )_Spy 20 pz(lo Qy:5 100 y) (3.7.1.22)
y+5:2+10 X:y+5:z+10 X:y+5
Ejemplo 3.7.1.2: Obtener la probabilidad de que las vidas (x)(y) y (z) mueran en ese orden.

Ocurriendo la muerte de (y) en el transcurso de 5 afios después de la muerte de (x) y la muerte de

(z) 10 afios después de la muerte de ().

La probabilidad solicitada es

o es+5 pt+10 o pS+5
[T opatt(s) oyt (1) pyas, (r)drdtds = [ [, p,as (8) Pyt (£) (i P, = a0 P, ) dltds

cambiando el orden de integracion se obtiene

w et 5 pt
[ T s Pt (S) o Pyaty (6) (P, = oo P ) Ot + [ [ o Pt () Pty (D) P, = a0 P ) sl

resolviendo las integrales correspondientes
sd: —.0. _1opz(5q1 —»0: j+5pyz <0 1 ~10Pus.d o
yz Xyz y:z+10 Xy:z+10 X:y+5:z+5 X:y+5:2+15

Los seguros que involucran probabilidades contingentes de este tipo son formulados anadlogamente.

3.7.2 Seguros Contingentes Compuestos

La suma asegurada de los seguros presentados en esta seccion es otorgada si los fallecimientos
ocurren en el orden establecido y con las condiciones de temporalidad indicadas. A diferencia de los
seguros presentados en la seccion (3.6.2), en estos seguros el orden de los fallecimientos se indica
con mas de una vida. Para el desarrollo de este tipo de seguros, se utilizan las probabilidades de
funciones contingentes compuestas presentadas en el apartado anterior.

Al igual que las probabilidades contingentes compuestas, para los seguros contingentes compuestos
se tienen diferentes expresiones. Un camino es a través de integrales iteradas. EI nimero de
integrales multiples se debe al numero de muertes especificadas. Sin embargo, asumiendo tiempo de

vida futuro mutuamente independiente, las integrales pueden ser reemplazadas por tpxy(x+t),

como se hizo en el apartado de probabilidades contingentes compuestas. Otro camino es tomar una
vida y definir el evento que debe ocurrir para que se cumplan las condiciones.
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Z\)l(;z denota un seguro unitario pagadero a la muerte de (y) si ocurre después de la muerte de (x)
Para la primera expresion se considera que cuando (y) muera (x) ya haya fallecido y (z)este atn
con vida. El valor presente actuarial es E[Z], donde

Z:{VTM T(x)<T(y)<T(2)

0 otro caso
_J. tht pyz:” y+t)d (3721)

Para obtener una expresion en la que se considere que las vidas (y) y (z)sobrevivan a la muerte de

(x) y que los fallecimientos de (y) y (z) ocurran mas adelante en ese orden, hay que sustituir ,q,

DOFJ.; Py u(x+s)ds en (3.7.2.1), obteniéndose
Ace = [ [V p,au(x+5), pu(y+1)dsdt (3.7.2.2)

Invirtiendo el orden de integracion

A= [[ ]V puas),p(y+ et
simplificando
Axyz—j Ve Py t(X+8),0, ds (3.7.2.3)

y+8:2+S

Una Gltima expresion basada en el hecho de que los fallecimientos de (x) y (y) hayan ocurrido en

ese orden al darse la muerte de (z) , Se obtiene al sustituir en (3.2.7.1) , p, por J.:O SPu(z+ s)ds

Age= [ [TV pu(z+5) 0, pyu(y+t)dsdt (3.7.2.4)

invirtiendo el orden de integracion

Ao =[OV pu(2+5), 0 pyu(y+t)dids (3.7.2.5)
simplificando
Z\X)Z/z =Iomv5 o P pzy(z+s)ds (3.7.2.6)
1 Xy

Como se habia indicado, es posible expresar un seguro contingente compuesto a traves de seguros
contingentes simples. Retomando (3.7.2.1)

A= r"ttht Pa(y+t)dt (3.7.2.7)

—I ()1 Py (y+t)dt
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=Ajz — A (3.7.2.8)

Ejemplo 3.7.2.1: Una familia contrata un seguro de vida por 1000 u.m., pagadero en el momento en
que (44) fallezca, siempre y cuando esto ocurra despues de la muerte de (45) . El estatus asegurado

es (45:44:10). Obtener el valor presente actuarial suponiendo que las vidas siguen la ley de
Makeham

El seguro contratado es 1000A ,
415:44:10

de (3.7.2.8)
1000A , = 1000(K4£1:10 —K45:414:10)

45:4410
1

suponiendo que las vidas siguen la ley de Makeham, por lo que se retoma (3.6.3.16)

o _

2c” A

c¥

Adsto = A(l— C—WJ a,, +

evaluando
Q4010 = p610011:36:610911 = 12.894317

Ausz0 = &6:619911:36:619911 =0.115986
y sustituyendo estos valores en la expresion anterior se obtiene Asso = 0.099751.

44

44
Siguiendo el mismo procedimiento para A , = A[l—c—wj A +§—WE\NWW con
c c

45:44:10

Q|

a45:44:10 = 940:135590:40.135590 :12463601

Ass:4410 = 8 135500.40.135500 = 0134502
se obtiene

Assizzo = 0.058256

sustituyendo los valores
1000A , = 1000( Asz10 — Assaz10 )

415:44:10
—=1000(0.099751-0.058256)
— 41.494924

KTyE representa un seguro unitario pagadero a la muerte de (z) , Si esta ocurre en tercer lugar y (x)

en primer lugar. En el aparato 3.6 se mostraron diferentes probabilidades contingentes para este
evento. La siguiente expresion es otra forma de indicarlo.

A={T(x)<T(y)<T(z2)}
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Asyi :J.:vt Pr AT (z)=t] p,u, (t)dt
= [V pa (t)t
Xy
:J‘:v‘tht py,u(y+t)ﬂz+tdt (3.7.2.9)

Cuando el orden de los fallecimientos esta indicado por méas de tres vidas, es mejor que la ultima
muerte no se incluya como probabilidad contingente en la integral. Tal es el caso de A\?wz(yz que
1

denota un seguro unitario, pagadero a la muerte de (W) siempre que los fallecimientos de
(x) y (y) ocurran en primero y segundo lugar respectivamente. El valor presente actuarial es
E[Z], donde

Z:{VT(M T(y)<T(X)<T(w)<T(2)
0 otro caso

Az = [V (L= P, ) Pt (X+1)A L dt (3.7.2.10)

WHt:z+t

A continuacion se muestra el desarrollo de un seguro contingente compuesto expresando cada
fallecimiento con una integral.

Un seguro unitario pagadero en el momento en que muera (y) , Si la muerte de (w) es la primera en
ocurrir, seguida por la muerte de (x) (y) y (z) (en ese orden).

K%iz = J‘:jvr . pwyw(s)ft P A, (t)f Py, (r)J':O . P, 4, (u)dudrdtds
O bien

Z“f?;z = J-:Vt tq\}vxt py:uy (t)t P, ooqz+tdt

- j:vt s Py (1), p, Acudt (3.7.2.11)

Los siguientes seguros contingentes compuestos, consideran ademas de la restriccion del orden de
los fallecimientos, el tiempo entre la ocurrencia de los fallecimientos.

Suponga un seguro unitario pagadero a la muerte de (x), si muere después de (y) y (z) y esta
ultima ocurre en los primeros n afios

.[OOO Ionvtsqy s pxz/u(z + S)t px+s:u(x+ S+t)d5dt = J.owvttqyt pxz/u(z +t) n|K><+tdt

Un seguro continuo, unitario pagadero a la muerte de (x) si esta ocurre antes que (y) o dentro de n
afios después de (y), dejando en ambos casos con vida a (z).
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Como en los primeros n afios no se condiciona la sobrevivencia de (y) puede indicarse por

J.Onv‘t Pt (x+t)dt+Vv" p, j:v‘t Pranyind (X+N+1)dt = Al +V" P A, (3.7.2.12)

X+Nn+1y:Z+n
3.8 Anualidades Testamentarias

Una anualidad testamentaria es una anualidad pagadera durante la existencia de un estatus, cuyo
pago se activa con el fallecimiento de un segundo estatus. Este tipo de anualidades esta proximo al
concepto de seguro, ya que el beneficio se otorga a la ocurrencia de un fallecimiento. Sin embargo,
son incluidas en el estudio de anualidades porque el beneficio es una anualidad y esta se paga si el
estatus estipulado sobrevive, una vez que se cumplan las condiciones sefialadas. Los pagos se
realizan con la temporalidad indicada.

Conceptualmente una anualidad testamentaria es una anualidad diferida. EI periodo de diferimiento
es aleatorio, ya que se trata del tiempo trascurrido a la ocurrencia de los fallecimientos y condiciones
requeridas.

La anualidad diferida n afios, denotada por n|aX , €5 un tipo de anualidad testamentaria. Aqui n es el
estatus asegurado y (x) es el miembro o estatus beneficiario. La notacion para las anualidades
testamentarias es NN la cual se deriva justamente de las anualidades diferidas. Aqui el periodo de

diferimiento es el tiempo que transcurre antes del fallecimiento de (x). La anualidad se paga a (y)
una vez que se ha cumplido este periodo de diferimiento.

Considérense las vidas (x) y (), la probabilidad de que al final de t afios, (x) haya muertoy (y)
esté alin con vida es

(1_ t px)t py ~t py Tt pxy (381)

éste razonamiento ilustra la definicion de anualidades testamentarias como se vera mas adelante.

Una anualidad vitalicia continua, pagadera a (y) a partir de la muerte de (x)denotada por a,, esla

forma més simple de anualidad testamentaria que involucra vidas individuales. EIl valor presente,
denotado por Z, es

2 =85~ &)
por lo tanto

% ~Elz]= E[ETW} E[EWJ
=a,-a, (3.8.2)

Para el caso discreto se tiene
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Zv p, (1 =a,-a, (3.8.3)

Se puede apreciar que una anualidad testamentaria pagadera a (y) después de la muerte de (x) es

igual a una anualidad de vida a (y) con la omision de pagos durante la existencia conjunta de (x) y

(y).

Otra expresion, para esta funcion, se obtiene de (3.8.1)
&, = vip, (- p,)dt (3.84)

como 1—, p, :I; . P,u(x+s)ds entonces

o et
Wy = fo J.o V' Dy o Pt (X+5) dsdlt (3.8.5)
Invirtiendo el orden de integracion
y = [V by s pat(x+s) dtds (3.8.6)

:J‘:  Pu(x+s) |a,ds

=j:vss Pyu(x+s)a,,ds (3.8.7)

En las anteriores expresiones de anualidades testamentarias se hace referencia a vidas individuales,
sin embargo estas anualidades también consideran estatus y el término cierto. A continuacion se
muestra una expresion general donde los estatus (v) y (u) pueden representar: una vida individual,

un estatus, un término cierto o una combinacion de estatus
av\u =a, —a, (388)

Suponiendo que en la expresion (3.8.8), (u) represente el estatus de vida conjunta (xy) y (v) la
vida individual (z) entonces

a,, =2, —a,, (3.8.9)

z|xy
expresion que denota una anualidad vencida, pagadera durante la existencia de estatus de vida
conjunta (xy) , una vez que haya ocurrido la muerte de (z) :

Ahora bien, si (u) denota una vida individual (x) y (v) representa al estatus de 0ltimo
sobreviviente yz, una anualidad pagadera durante la existencia de (x), cuyos pagos inician cuando

el estatus E deje de existir es

a —a-a_ (3.8.10)

yz|x X X:yz

=a,—a, —a,+a,, (3.8.11)

152



Ejemplo 3.8.1: Expresar en funcion de anualidades de vida individual y vida conjunta, una anualidad

testamentaria, pagadera durante la existencia del estatus wx, al disolverse el estatus de vida
conjunta yz

a_ . =a_—a

yz|wx WX WX:yz

(3.8.12)

=a,ta, —a, - awyz - axyz + awxyz (3813)

Los estatus (u) y (v) pueden representar un término cierto, tal como se observa a continuacion
ay‘x:ﬂ =40 axy:m (3814)

aqui, la anualidad vencida es pagada a (x) una vez ocurrida la muerte (y) y cuyos pagos se realizan
durante n afios. Otra notacion que puede ser utilizada es 08y, Como se observa en los siguientes
ejemplos, el término cierto puede estar medido a partir del momento en que fallece el estatus

especificado, tal como axw, 0 bien a partir de la fecha en que se realiza el contrato, tal como a0,

Ejemplo 3.8.2: Expresar las siguientes anualidades testamentarias en funcion de anualidades de vida
conjunta y de vida individual:

a. unaanualidad pagadera a (x) al extinguirse el estatus de ultimo sobreviviente (y : HI)

b. una anualidad vencida pagadera a (x) , una vez que se haya extinguido (ﬂ)

a. a—a— (3.8.15)

ayﬁ\x ~ % x:ynl

n

= a’X - axy - aX:m + axyj (3 8 16)
=n\ a, | a‘><y

como los pagos no se realizan los primeros n afos, puede denotarse como una anualidad
testamentaria diferida n afos, es decir, n|ay‘x.

b. am‘X =a,-a - (3.8.17)

resultado que puede verse como una anualidad de vida individual diferida n afios y que en la
teorfa de vidas individuales se denota por |a, .

Ejemplo 3.8.3: Calcular el valor presente de una anualidad testamentaria anticipada vitalicia,
pagadera a (12) si el estatus de vida conjunta (45:40) fallece. El monto del beneficio es de 500

u.m. Suponer que las vidas siguen la ley de Makeham y evaluar con las tablas del Anexo.
La anualidad solicitada es 500(3( 5 40)‘12)

Desarrollando la anualidad testamentaria

500(3:(45340)\12 ) - 500(312 — dy50 )
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bajo Makeham

Ays.00 = g2 770004:42.770004 = 12.815911
4, =14.714439
evaluando

5oo(a

(45:40)[12

) =500(14.714439-12.815911)
—949.264311

En las algunas anualidades testamentarias (3.8.15) y (3.8.17), el término cierto se mide a partir de la
fecha en que se emite el contrato, esto porque el término cierto es parte de las condiciones a cumplir

para que se otorgue el beneficio. En (3.8.14), el término cierto se mide a partir de que la vida (y)
fallece. Ahi el término cierto indica la temporalidad del pago.

Veamos ahora una anualidad testamentaria planteada a traves del enfoque probabilista en donde el
tiempo se mide a partir del momento en que ocurre el fallecimiento. Para tal efecto se retoma la

variable aleatoria T (x) y se acuerda que T (x) =t. Los pagos se otorgan a (y) durante n afios al
ocurrir la muerte de (x) El término cierto es un estatus diferido y el valor presente de esta
anualidad, denotado por Z es

0 T(y)<T(x)
Z= VT(X)ET(yH(X) (X)<T(y)<T(x)+n
Ve, T(x)+n<T(y)
La E[Z] es
E[2]=["E[Z[T(x)=t] p,u(x+t)dt (3.8.18)
= ["Vipa, 0 Paat(x+1)dt (3.8.19)
como
_ t+n s—t
ay+t:m = J‘t v s—t py+tds (3820)
entonces
E[Z]=]["Viipy  poae(x+t)dsct (3.8.21)
cambiando el orden de la integracion
E[2]= [} [;v'opy puu(x+t)dtds+ [T v,p,  pou(x+t) s (38.22)

= [, VR, (1 p)ds+ [ Vep, (0P~ B, S
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=8 T +V' DA, (3.8.23)

La siguiente anualidad a (y) se activa n afios después de la muerte de (x) y los pagos contintian
durante la sobrevivencia de esta vida. El valor presente de esta anualidad es

0 T(y)<T(x)+n

g (VT(X)+”)§T(y)_T(X)_n T(X)+n<T(y)
usando la condicion T (x) =t

E[z]=["E[Z[T(x)=t] p,u(x+t)dt (3.8.24)

= [ PV e (X dt (3.8.25)

como

P = [V s
entonces

E[Z]=["[ v*,p,.pu(x+t)dsdt (3.8.26)
cambiando el orden de integracion

E[z]= j“’jov P, P (x+1)dtds (3.8.27)

- J'nwvsS p, (-, p,)ds

= Vnn py (ay+n - gx:ym )
=V DA, (3.8.28)

Ejemplo 3.8.3: Calcular el valor presente de una anualidad testamentaria pagadera a (50). Los

pagos se realizan (5) afios después de ocurrida la muerte de (68)y la tasa es del 7%. Utilizar las
tablas del anexo para su evaluacion.

El valor presente de la anualidad es

0 T (50)<T(68)+5
‘ i L T(68)+5<T (50)
De (3.8.28)
E[Z] =V, PeoBsgsnis
donde

ggs0+5 = A0 ~ Agg
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de tablas

a,, =9.792374
a,, =8.089549
. Ps, =0.96080

sustituyendo los valores y resolviendo
E [Z] = V55 p50§68\50+5 =1.166495

Tal como ocurre con las anualidades de vida individual, generalmente los pagos se realizan con una
periodicidad menor a un afio, es decir m veces al afio. Las anualidades testamentarias expuestas
hasta el momento consideran pagos anuales y pagos continuos. A continuacion se muestran algunos
ejemplos de anualidades testamentarias pagaderas m veces al afio.
Sea a(yﬁ) una anualidad testamentaria pagadera a (x) m veces al afio, a partir de la m-ésima parte del
afio en que muere (), el valor presente actuarial es
(m) _ 4(m) _ o(m)

ay, =8, —a, (3.8.29)
Aproximando las anualidades de vida individual y de vida conjunta pagaderas m veces al afio a
través de la formula de Woolhouse presentada en la seccion 2.20 se obtiene

. m-1 m?-1 m-1 m?-1
2
-1
;ax—axy+T2m2 u(y) (3.8.30)

a,=a,-a,=a—a,+5u(y) (3.8.31)

Ejemplo 3.8.4: Obtener el valor presente actuarial de una anualidad testamentaria que paga a la
muerte de (52) la cantidad de 70 u.m por semestre, durante la existencia de (47). Los pagos se
realizan al final del periodo y la tasa de interés considerada es del 7%.

Por (3.8.30) se tiene

0, = m -1 (52
a52\47=a47_"’152:47"'W:u( )

de tablas

a,, =11.425802
a.,,; =10.942832
4(52)=0.07639

evaluando
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22 -1
12(2)°

ay),, = 70[(11.425803—10.942832)+ (0.007639)

= 33.841360

El simbolo & es utilizado para denotar ana anualidad testamentaria en la que los pagos se realizan
en forma periddica y el periodo de pago se mide a partir de la muerte. Tal es el caso de una
anualidad pagadera m veces al afio a (x) cuyo primer pago de ¥, se realiza al final del ¥, -ésimo

de afio, momento en que ocurre la muerte de (y)
A = [V pyu(y+t)alldt (3.8.32)

: R .
Despejando a, de la expresion &, =a, +3

y sustituyendo en

a" =a +o1
se obtiene
A =8 -jrg=a
por lo tanto
égr“;) = j: Vi Py (y+1)[E,, — 2 Jdt
- ay\x ~ow 'E\Q
Usando (3.8.31)

za —a,+5u(y)-HA. (3.8.33)

2m
Xy

En los ejemplos anteriores se puede observar que las anualidades testamentarias pagaderas m veces
se definen como a, —a,, mas un termino de correccién. En la practica ese término es ignorado por

ser muy pequefio, obteniéndose la siguiente relacion

all) za zal) za,, =3, -3, (3.8.34)

v]u

La expresion (3.8.34) puede ser utiliza cuando ninguno de los estatus contenga un término cierto.
Cuando existe término cierto la correccion es importante y no debe ser eliminada.
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3.9 Anualidades Testamentarias Compuestas

Una anualidad testamentaria compuesta, es aquella en donde determinados eventos contingentes
deben ocurrir en el orden indicado para iniciar el pago de la misma. Estas anualidades constituyen la
contraparte de los seguros contingentes compuestos.

a, denota el valor presente de una anualidad continua, unitaria, pagadera a (x) al ocurrir la

yz|x
muerte de (y), si (y) muere primero que (z) Este beneficio puede ser visto como un seguro
contingente sobre (y) cuyo monto del seguro es igual a valor presente de una anualidad continua
para (x). Es decir
a, = [ V' Pgu(y+t)a, dt (3.9.1)
También puede ser considerada como una anualidad cuyos pagos se realizan en el tiempo t dado
que (x) estaconviday (y) ha muerto antes que (z)

E;Z‘X = J-Ow t pylu(y +t) ¢ P, (J’:Vss deS)dt (392)

=["v.p, U:t p,u(y+t), pzdt}ds

- Imvs P, .. ds (3.9.3)
0 vz

El valor de @, puede ser obtenido de la relacion

yZ|x

a, +a, =3 (3.9.4)

i/z\x y;\x yzlx

a, denota el valor presente de una anualidad para (x)comenzando los pagos a la muerte de (y),

yz|x

siempre que (y) muera después que (z)
ailz\x - J’:Vtt pxy (1_t pz)’u(y—l—t)aﬂtdt (395)

_3, -3 (3.9.6)

vl yz|x
de donde

a, +a, =a (3.9.7)

yz|x yz|x vl
axyz|w representa el valor presente de una anualidad pagadera a (w) si las vidas (y), (x) y (z)

fallecen en ese orden

iy = [V Py [1- P, J (x4, (3.9.8)
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= a;z\w - a;yz\w (399)
a, | representa una anualidad testamentaria pagadera a (y) a la muerte de (x), si esto ocurre
x:nly

antes de transcurridos n anos.

j % Py, dt (3.9.10)

:J'O']vttpy“;spxy(x+s)ds}dt+fvttprOnspxu(x+s)ds}dt
:.[onv‘tpy — P )dt+(1-, p, J' v, p,dt

=a,-a -V p.a (3.9.11)

y xy:nl n pxy y+n

x<Hy

Ejemplo 3.9.1: Obtener una expresion para las siguientes anualidades:

a. Una anualidad testamentaria continua, pagadera a (w) al ocurrir la muerte de (x) en

segundo o tercer lugar y (y) en primero

b. Una anualidad testamentaria continua, pagadera a (v) si (x) muere en tercer lugar y (y)
en primero

c. Una anualidad testamentaria continua, pagadera a (v) al ocurrir los fallecimientos de
(z)(y)(x)(w), en ese orden

a. az:a = J- V pwxyzzu ( y +t) x+t‘W+tdt

xyzjw
1

_ I V pwxyz/u( )[a'w+t x+t W+t ]dt

= J‘O V t pwxyz:u( y+ t aW+tdt - J.O Vtt pwxyz/u ( y +t)§x+t:w+tdt

=a, -—-a

1
xyz\w yzxw

b. = [ Vb (1= p)u(y+t)a i

xyz‘v x+t\v+t

:IOtht pvxy (1_t pl)/'l(y—'—t)[a'\lﬂ x+tv+t]dt

:Iowvttpvxy(l_tpz)#(y+t)gv*‘dt_.|‘owvttpVXy(l_tDZ) (y+t) x+tv+tdt

, -
xy%\v yz[xv

=a'l _al _[ayxv_al }
Xy xyzv yz|xv
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. a, :J':vttpvwxy(l—tpz)ﬂ(y+t)§2 dt

wxyzlv WAHEX-H]V+
21

No es necesario dar especial atencion a las anualidades testamentarias compuestas para el caso
discreto, ya que son aproximadamente los mismos valores que los obtenidos en el caso continuo.

3.10 Ejercicios

1. Expresarentérminosde D; j=1,2,34

a. tpi

WXyZ

b.tpﬁ

wXyz

2. Expresar .p, — p entérminosde D,

WXyz WXyZ

3. Describir el evento indicado por las siguientes expresiones
a.

tpwx + pwy +tpwz +tpxy +y pxz +tpyz _3(t pwxy +tpwxz +tpwyz +tpxyz)+6t pwxyz

Pyt Pyt Dyt P = 2( Pt Puy P+ Py + P+ Py )

+4(t pwxy + ¢ Puxe T pwyz + pxyz)_8t pwxyz

4. Expresar el valor presente actuarial de una anualidad unitaria, pagadera al final del afio,
durante la existencia de (w) y al menos una de las vidas (x),(y) y (z) .

5. Expresar en términos de anualidades conjuntas, el valor presente actuarial de una anualidad
unitaria, pagadera al final del afio si exactamente 3 de las 4 vidas (w),(x).(y) y (z) estan

con vida.
6. Expresar el valor presente actuarial de

a. Una anualidad unitaria, pagadera al final de cada afio, mientras al menos dos de las tres
vidas (30),(40) y (50) estén con vida.

b. Un seguro de 10,000 unidades monetarias, pagadero al final del afio del segundo
fallecimiento de entre (30),(40) y (50).

7. Una anualidad inmediata de Gltimo sobreviviente, paga 10 unidades monetarias por afio,

durante la existencia de las tres vidas (x),(y) y (z), 8 mientras dos vivan y 6 unidades
mientras solo una sobreviva. Calcular el valor presente actuarial de
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

a. Todos los pagos hechos
b. Todos los pagos hechos a ()

Expresar Aﬁ a traves de anualidades de vida conjunta

Describir el beneficio del valor presente actuarial denotado por Aﬁ

Desarrollar una expresion en términos de anualidades de vida conjunta e individual, para el
valor presente actuarial de una anualidad inmediata que paga mensualmente 1000 unidades
monetarias si

a. Exactamente una de las vidas (40) y (35) sobrevive durante los siguientes 25 afios

b. Mientras al menos una de las vidas (40) y (35)sobreviva a una edad menor de los
65 afos

Expresar en términos de anualidades ciertas, individuales y de vida conjunta las siguientes
expresiones

b. a(zs:ﬂ):@

Demostrar por razonamiento general que 0, =, q .+ ,0,,p, ccuando n— o, en qué se
Xy Xy

transforma la ecuacion?

Mostrar que 4. = ["( P+ P, = Pa) Pt (x+t)dlt
Dadas tres vidas A, B y C, todas de edad (x) Escribir en términos de , p,, la probabilidad
de que A 'y B mueran dentro de n afios. A precedida por B y que C sobreviva n afios

Expresar _q , entérminos de probabilidades contingentes sobre una vida

WX yz

Demostrar que el valor presente actuarial de un seguro unitario, pagadero al final del afio en
que muere (x) considerando que (y)sobrevive al tiempo de pago, puede ser expresado

como
vp,&,., ., —2a
Demostrar que Aiy - AX§ =A,-A
Expresar en términos de un seguro dotal puro y un seguro contingente a la primera muerte, el
valor presente actuarial de un seguro unitario, pagadero a la muerte de (x) si esta ocurre n

Xy

afios después de la muerte de (y).

Expresar en términos de valor presente actuarial de seguros contingentes a la primera muerte
y de vida individual, la Prima Neta Unica de un seguro unitario, pagadero al momento en
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20.

21.

22.

23.

24.

25.
26.

27.

28.

que muera (50), considerando que (20) ha muerto en ese momento o ha alcanzado la edad
(40)

3 D
Demostrar que J'O Vi pyu(y+t),E,dt= 5*”

n —x+t

X+n:y

Cuales de las siguientes son correctas. Corregir si es necesario

a. A, =A, +A, +A ., +A |
wxyz WXyz WX yz WXy z WXy Z
b. A, =A, +A, +A , +A ,
wxyz WXyzZ WX yz WX Yz WXy Z

¢A A +A +A1—[ﬂ Bt t A 1j+/s 1
yz WXZ wy z WXy Z

Obtener la probabilidad de que tres vidas (x)(y) y (z) mueran en ese orden, (y)con 5 afios
de diferencia de(x) y (z) con 10 afios de diferencia de (y).

Escribir como integral definida. El valor presente actuarial de un seguro pagadero al
fallecimiento de (x), si (x) sobrevive a (). El monto del beneficio es igual al tiempo

transcurrido entre la firma de la péliza y la fecha en que muere (y).

En una tabla de mortalidad que sigue la ley de Makeham con A=0.003y C" =3

0
a. Si esqso =17 calcular _q,
40:50

b. Expresar Asoso en términos de Asoso Y Qsoso

Expresar A, en funcidn de seguros contingentes a la primera muerte

X yzw

Demostrarque .4 ,=,q9 . +,9 .

WXy wXyz wXyz
1

Expresar _q ,

WX Yz
a. Como una integral definida
b. En términos de probabilidades contingentes

Cuales de los siguientes resultados son correctos. Corregir los necesarios

a. _I v tqwtpyxzﬂ(x+t)Ay+tdt

wxyz

10 so
b. Io (1_I+1OP50) psoﬂ(GO"‘t dt"'j t-10 Pso = t410 p50)t psoﬂ(60+t)dt
10
_I T t-10 p60 pSOlu(SO"'t dt+J. t-10 Peo ~ 110 peo) psoﬂ(50+t)d

C. 0. + 30> = 3,0
% 05060 *° 05060 — 40:50:60
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29. Muestre que

a. A)fyg = Ayi + /A\xyzz:3
1

b. Z\vlviyz =Z\>1(yz —Kwiyz
30. Expresar en términos de anualidades de vida individual

a. a
z‘xy
b. a

yz|wx

31. Encontrar la probabilidad de que al menos una de entre (x) y (y) fallezcan en el transcurso

0y ?
32. Expresar el valor presente actuarial de una anualidad unitaria, pagadera al final de cada afio
hasta que el sobreviviente de (25) o de (30) alcance la edad (50), o hasta su muerte si

ambos fallecen antes de alcanzar esa edad.
33. Simplificar e interpretar Axi

del n+1-ésimo afio. ;La expresion encontrada es igual a

34. Dada la probabilidad de ,, p,.;, =0.5108 y .. p,, =0.9727, calcular la probabilidad de que
una persona de edad (40)sobreviva a edad (75)

35. a. Encontrar la PNU de un seguro de 1000 u.m. pagaderas al final del afio en que ocurra la
segunda muerte de (20),(26),(28),(29)considerando la tabla de anualidades de vidas

conjuntas que se presenta a continuacion, calculada al 7%.

b. Calcular el valor presente actuarial de una anualidad pagadera la final de cada afo
mientras exactamente tres de las vidas (20),(26),(28) y (29)estén con vida, calculada al

7%

Edad de los| PNU de  Anualidad
componentes vencida
26:20:28 11.8265
29:26:20 11.7793
28:29:26 11.5328
20:28:29 11.6981
29:26:28:20 11.5259

36. Obtener una expresion de vidas conjuntas para las siguientes anualidades y evaluarlas

a. d 4
40:47:52:55

b. & .
40475255
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C. a (3
40:47:52:55

37. Calcular la PNU de A(W un seguro de ultimo sobreviviente para los estatus de vida

conjunta (40:47) y (52:55)
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4. MODELOS DE DECREMENTO MULTIPLE
4.1. Introduccion

En los anteriores capitulos se desarrollaron modelos matematicos en donde, la Unica causa
considerada como salida del estatus es la muerte. En el capitulo 1 se retomé la incidencia de la
muerte sobre una vida. En el capitulo 2 y 3 se analizo la disolucion de estatus, integrados por m
vidas donde la causa de disolucion es la muerte. Sin embargo, en un grupo no todas las salidas se
dan por fallecimiento.

Un seguro puede cancelarse por muerte, por interrupcion del pago de las primas, por fin del periodo
de cobertura o por cancelacion del contrato. Existen pélizas que contemplan beneficios superiores si
la muerte fue accidental, o si un accidente deriva en invalidez. La incidencia de mas de un
decremento es el precedente para el estudio de los planes de pensiones, en donde la salida de un
miembro puede darse por muerte, invalidez, jubilacion o salida.

Los modelos que consideran mas de un decremento, son estudiados por la teoria de decrementos
maultiples y su desarrollo se plantea en términos de una vida. Las variables aleatorias (v.a) que se

utilizan son T(x)=T yJ(x)=J. T, al igual que en los capitulos anteriores, es una v.a. continua

que denota el tiempo de permanencia en un estatus especifico. J es una (v.a) discreta que denota las
causas de decremento, por conveniencia las causas de decremento son humeradas de 1 a m.

En este capitulo se presenta la teoria para estudiar la distribucion de las variables aleatorias T y
J con respecto a una sola vida. También se presentan los elementos que integran una tabla de
decremento multiple, asi como su construccion, ya sea a partir de probabilidades de decremento o
bien a través de las tasas absolutas de decremento.

A diferencia de los capitulos anteriores, los temas se desarrollan primero con el enfoque probabilista
para obtener las expresiones generales con mayor claridad. Una vez definidos los conceptos por este
método se presentan con el enfoque determinista.

4.2 Probabilidades de Decremento Multiple

El modelo de decremento multiple es un modelo matematico que considera un grupo de vidas
suficientemente grande sujeto a diversas causas de salida que operan continuamente. EI grupo de
miembros considerado constituye un grupo cerrado, no hay nuevas entradas. La notacion utilizada
en este capitulo en muy similar a la utilizada en los capitulos anteriores. La diferencia radica en el
uso de supraindices, que denotan la causa de decremento. A continuacion se muestra esta notacion.

1*) indica el nimero total de miembros de edad (x) en un grupo, sujetos a la influencia de m causas

X
de salida.
.d () indica el nimero de salidas por la causa j, entre las edades Xy x+n

,d v) representa el nimero total de salidas por todas las causas, entre las edades xy x+n

T X o/~ X

1) denota la probabilidad de que (x) deje el grupo por la causa j entre las edades x y x+n

n =X
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. qif) indica la probabilidad de que (x) deje el grupo, por cualquier causa, a lo largo de n afios
. pif) representa la probabilidad de que (x) permanezca en el grupo durante n afios

Como es habitual, cuando n =1 no se escribe el subindice.

Las v.a. que intervienen en un modelo de multiples decrementos son: T(x) o T que denota el
tiempo de salida de (x) de estatus o estado especifico y J(x) 0J que denota la causa del
decremento. J es una v.a. discreta. J(x)=1,2,---,m, donde m es el nimero total de decrementos
considerados.

Con la funcion de densidad de probabilidad conjunta de TyJ, f;, (t,j), se obtienen las

probabilidades de decremento por una casa determinada, en un periodo de tiempo especifico. Tal es
el caso de la probabilidad de que la vida (x) muera antes del tiempo t, debido a la causa j. Como se

requiere que ambos eventos ocurran, se denota con el evento interseccion
Pr{(0<T<t)n(I=j)j=[ f,(ti)ds=a)  t20 j=12..m (4.2.1)

La funcion de densidad de probabilidad marginal de J, f, (]) denota la probabilidad de que una
vida (x) salga del grupo por la causa j, en cualquier momento. Es decir

Pri(0<T<e)n(I=j)}= .fm (s, j)ds

qV

= ,(j) j=12,...,m (4.2.2)

Y se cumple que i f,(j)=1

j=1

Por otro lado la funcion de densidad de probabilidad marginal de T, f; (t) denota la probabilidad de
decremento para todas las causas

m

fr (t) = Z fr s (t’ J) (4.2.3)

j=1
Y se cumple que

[t (Ddt=1

La funcion de distribucion de T con t > 0 se denota por F; (t)

—_

Pr(T st]zjo f(s)ds

= F (t) (4.2.4)
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La notacion para esta funcion, es similar a la utilizada para vidas individuales en funcion de la v.a.
T. La probabilidad de que una vida (x) salga del grupo antes del tiempo t, se denota por ,q!”. El

supraindice (z) se refiere a todas las causas de decremento. De manera que
Pr{T <t} =F (t)=] f,(s)ds=,q’ (4.2.5)

La probabilidad de que (x) salga de grupo involucra a las m causas a las que esta expuesto.
Retomando (4.2.5)

por (4.2.3)

utilizando (4.2.2)
_ Z ql (4.2.6)

resultado que se obtiene al suponer que las causas de decremento son mutuamente excluyentes.

Analogamente, tpi’) representa la probabilidad de que (x) permanezca en el grupo de
sobrevivientes durante t afios

Pr{T >t} =1- q}’ 4.2.7)

Finalmente, la probabilidad de decremento en el periodo (a,b), debido a todas las causas es

Pria<T Sb}%iﬁ fro(t,j)dt (4.2.8)

Los ejercicios para este apartado se desarrollan en la siguiente seccion, ya que se requiere hacer uso
de las fuerzas de decremento para la obtencion de las funciones presentadas arriba.

4.3 Fuerza de Decremento

En los modelos donde la Unica causa de decremento es la muerte, se considera la fuerza de
mortalidad. En las funciones de decrementos multiples se consideran tantas fuerzas de decremento

como causas existentes, asf como la fuerza de decremento total, denotada por 4\ (t). La fuerza de

decremento debido a la causa j, se denotada por ,ui” (t) Para su desarrollo, se recurre al concepto

de fuerza de mortalidad para una vida y se hace uso de las funciones de densidad y distribucion
obtenidas arriba.
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La fuerza de decremento total a edad (x +t) , representada por yi’) (t) se define como

f (t)
(z) t)=—T 4.3.1
1 d
= 4.3.2
t px dt th ( )
_ 1 d
= ™
—— 9 og,pt (4.3.3)
S ‘ 3.
De donde
D (s)ds
ple) =gl (4.3.4)

La fuerza de decremento debido a la causa j, yi” (t) , se define a diferencia de (4.3.1) en funcion de
la densidad de probabilidad conjunta f. ; (t,j), y la funcion de sobrevivencia al tiempo T,

1-F; (t). Por lo tanto para una vida (x) la fuerza de decremento a la edad (x+1t) debido a la causa
J, es

ey fro (t)
(J) t TJ 435
_ fn(t,J)
Py
de (4.2.1)
W)= 9 qo (4.3.6)
X tp)((,) dtt

Ya se han obtenido las expresiones de la fuerza de decremento total ,uif) (t) y de la fuerza de

decremento por la causa j, yi” (t) . Desarrollando (4.3.2), se observa la relacion entre ambas.

Retomando (4.3.2)
1 d
@) (t) = (v)
Hy (t)_—f_ ax
(py dt'
por (4.2.6)
(, thI§’
t Mx =1
_Zm: 1 dt ()
=1t p>(<r) dt
de (4.3.6)
— Zﬂ)((j)(t) (4.3.7)
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Es decir, la fuerza total de decrementos es la suma de las fuerzas de decremento debido a las m
causas.

Despejando la probabilidad de decremento por la causa j en el periodo t y dt de (4.3.5), se obtiene
fo o (t, j)dt=p ! (t)dt j=12,...m  t>0 (4.3.8)

donde se puede ver que, la probabilidad de decremento entre ty t + dt, debido a la causa j, es igual a
la probabilidad de que (x) permanezca en el estatus dado hasta el tiempo t, (t pi’)), por la

probabilidad condicional, ,ui” (t) de que el decremento de (x) ocurra entre t y dt debido a la causa
J, dado que este no ha ocurrido antes del tiempo t.

Integrando (4.3.8) en ambos lados, se obtiene la probabilidad de que (x) salga del grupo al alcanzar

la edad (x+t) debido a la causa j
t A t . :
IO fT,J (S’ J)ds = IO S p>(< ):u>(<1) (S)ds
=,q) (4.3.9)
Finalmente la funcién de probabilidad condicional de J, dado el decremento al tiempo t, es

(i) = el P (1) _ (1) (43.10)
ar f (t) t pir)ﬂir) (t) uif) (t)

Al igual que en capitulo 1, la v.a. K denota los afios completos antes del decremento de (x) y se
define como el entero més grande menor que T. La funcion de distribucién conjunta de Ky J es

PriK =k)n(J = ) =Prik <T <k +1)n (3 = j)}

k+1 r ;
= [ opa (t)dt (4.3.11)
T 1 T j
= k p>(< ).[0 S p)(H»)kIll)((i)k (S)ds
= pygl) (4.3.12)
donde q) = [} o Pyl () ds (43.13)

q\"). denota la probabilidad de decremento entre las edades x+k y x+k +1, dada la sobrevivencia
alaedad x+k, sin importar la causa de salida

1
qf(i)k = Io s p>(<r+)k /U>(<T+)k (3 )dS
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1 m .
[Pl (s)es
=1

m 1 i
ST Pl (s)s
j=L
por (4.3.9)
_ Z'“:qg)k (4.3.14)
j=1

La teoria de decrementos multiples, también es conocida como teoria de competencia entre riesgos.
De (4.3.13) se puede observar que la probabilidad de decremento entre las edades

(x+k) y (x+k+1), debido a la causa j, depende de , p”) con 0<s <1y por lo tanto de todas las
fuerzas componentes. Cuando se incrementan las fuerzas para otros decrementos , p\’) se reduce y
gt} también disminuye.

Resumiendo

f.d.p. conjuntade TyJ | f | (t, = pui(t)
f.d.p. marginal de J f, (J')=wQ£j)
f.d.p. marginal de T f ()=, pu” (t)

Ejemplo 4.2.1: Calcular las funciones de densidad de probabilidad conjunta, marginal y
condicional, para un modelo de doble decremento. Considere que las fuerzas de decremento

1y 1% estén dadas por
(i) t) = —3
(1) 11j(100—x)

Iniciemos por calcular la fuerza de decremento total

w (s)= ) (5)+ 7 (s)
B 9
22(100-x)
la funcidn se sobrevivencia para todas las causas es
. t
P =0~ sty O

como ") (s) es una constante, entonces

X

@) _ avnrf 10 (<)) — avnl 9
tpx _exp( tlux (S))_exp( t22(100—X)J

una vez que contamos con las u)(f) (s)y, p\”) es posible calcular las funciones solicitadas
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La funcion de densidad de probabilidad conjunta de Ty J es
fr s (t, J) = pir)ﬂij) (t)

_ 3 |2
11(100—x) | 22(100—x)

_ 3 el
22(100—x) " 22(100-x)
La funcion de densidad de probabilidad marginal de T es

f(t)=pa” (1)

= L exp —t L
22(100 - x) 22(100- x)

La funcién de densidad de probabilidad condicional de J, dado que el decremento ocurre en
el tiempo t, esta dado por (4.3.10)

de manera que

w

Il
-
=
=
o
T
>~
Ra¥

22
fJ‘T (1|t) 9 :g

W

fJ‘T (2|t) _ 22(100-x) :%

Ejemplo 4.3.2.: Obtener la funcion de densidad de probabilidad conjunta, asi como las funciones de
densidad de probabilidad marginal de T y K. El modelo es de doble salida y las fuerzas de
decremento instantanea para cada salida estan dadas por:

t

@ ()= — t>0
/ux+t() 200
()= t>0

Por lo sefialado en (4.3.8) f,,(t, j)dt=pxW(t)dt j=12,...,m para t>0, de manera
que comencemos por calcular la fuerza de decremento instantanea total

s+l

#(8)= 1 (8)+4:(8) =25

Una vez que se ha obtenido yif) (s) , se calcula la probabilidad de sobrevivencia
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r ts+
. =exp[—jowéd5}

:exp[— r:JorJ r=0
La funcion de densidad de probabilidad conjuntade T y Jes

t 2 .
_ 2Toexp[—%] parat>0yj=1
fr o (L, J) =

1 24t H-
%exp[—m] parat>0yj=2

Por (4.2.3), la funcién de densidad de probabilidad marginal de T es

2 N t+1 2
f()=> f (t,J)zﬁexp[—%gr} parar >0
-1

Por (4.2.2), tenemos que la funcion de densidad de probabilidad de J es

_f: f;(t1)dt para j=1

fJ(j)=

I: f;(t,2)dt para j=2

4.4 Tabla de Decremento Multiple

En las secciones anteriores se introdujeron algunas de las expresiones utilizadas para la construccién
de una Tabla de Decremento Multiple, las restantes se obtienen a continuacion. Una tabla de
decrementos multiples se genera, a partir de un grupo inicial cerrado, tal como una tabla mortalidad
para vidas individuales. Para definir las probabilidades de decremento maultiple, se considera un

grupo de vidas de edad (a) denotado por |§:>. La funcion de densidad conjunta de T y J para este
grupo es

foo(ti)=p"u (1) t>0, j=12,...,m (4.4.1)

Considérese la v.a L)(x) que denota el niimero de sobrevivientes de edad x de entre las 1\ vidas
originales de edad a. Analogo a la teoria de vida individual

S (842
=17 exp [—LX v (y—a)dy} (4.4.3)

Es decir, el nimero de sobrevivientes a la edad x es igual al grupo inicial Igf), sujeto a las fuerzas de

decremento x” (y-a) y>a.
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Para obtener el nimero de decrementos registrados en n afios por la causa j, ndi”, hay que

considerar lav.a. | Dij). Esta denota el nimero de vidas que salen del grupo entre las edades x y x+n
con x >a por la causa j. De manera que

=10 B et 444

X—a

Para n=1 x=a y s=t-(x—a)ypor(4.4.1)y (4.4.2)

A0 =10 (5) s

0

1 .
1o [ 7l (s)ds
1!

Al despejar g!V) se observa que es la proporcion de los 11" que sobreviven a la edad x y que salen
del grupo debido a la causa j antes de cumplir la edad x+1.

Como el total de decrementos registrados durante n afios debe ser igual al nimero de decrementos
ocurridos durante ese periodo, considerando todas las causas, entonces

DV = >, D (4.4.5)

=1

—

L =E[,D]=Y, dV (4.4.6)

por (4.4.4)

S ) )t (4.4.7)

Otro camino para obtener los decrementos totales ocurridos en un periodo de tiempo, es a través de
la diferencia entre las vidas que llegan a la edad x y las que llegan a la edad x+1. Es decir

4l =10 -1 (4.4.8)
. |§f)(1— 'I(()iJ
- Iif){l— exp[— .LM ﬂ)(;)dy}}
=10k p!]
_1lgt (4.4.9)
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Hay que hacer la distincion entre las fuerzas instantaneas de decremento y las probabilidades de
decremento. Las funciones de probabilidad implican un intervalo de tiempo, en el cual el grupo se
reduce por las causas de decremento. Por lo tanto el nimero de miembros que dejan el grupo por la
causa (J) no es independiente de la magnitud de las salidas por las otras causas. Si el efecto de

estas fuerzas es mayor, menor es el nimero de salidas por la causa (J) y menor serd la probabilidad
de salida por la causa (j).

En las siguientes expresiones se observar que la probabilidad de salida por la causa individual (J)
depende de la fuerza instantanea de decremento de todas las demas causas

. t . .
A =] plp? (s)ds (4.4.10)
sustituyendo , p'”’ de (4.3.4)

. s
tQDZﬁeL”‘”yW(gds (4.4.11)

X

Como ,u(j) no se refiere a ningun intervalo de tiempo, no se ve afectado por la influencia de las

X
demas causas. Por lo tanto las fuerzas instantdneas de decremento son funciones independientes, a
diferencia de la probabilidad de decremento, las cuales dependen entre si.

Si se requieren los valores de ,uij), se pueden estimar de la tabla de salidas multiples a través de
formulas de aproximacion en funcion de los di”que se encuentran comdnmente en la tablas de

salidas maltiples. Las siguientes aproximaciones se obtienen al suponer que |, es una funcion de
segundo y cuarto grado respectivamente, tal como se hizo en (1.5.18) y (1.5.20).

A +d,” (4.4.12)

(4.4.13)

El siguiente cuadro muestra las expresiones obtenidas hasta el momento, a partir de las cuales es
posible construir una tabla de decrementos multiple.

Cuadro4.4.1

e R 7
Px G =10

X

_ m . (7) m m .
=L | (0 _N0) o dg j m_z (i)
H _Z L Q£):I(T) :E:Q£J) # _.l,uxj

]=

j=t X k=1

Ejemplo 4.4.1: Obtener los valores correspondientes de 1! ydi” suponiendo el valor arbitrario
Iég) =1000 a partir de las siguientes probabilidades de decremento
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x| qW

g

65 | 0.01

0.02

66 | 0.02

0.04

671 0.03

0.06

68 | 0.04

0.08

69 | 0.05

0.09

701 0.00

1.00

Para la realizacion de esta tabla de decremento se recurre al Cuadro 4.4.1. En el encabezado de cada
columna de la Tabla de Decremento se muestra que expresion se utilizdé para la obtencion de la

misma.

Tabla de Decremento

T a7 | oS | PV =1a) |17 =1L [ P =1l | =107
k=1
65| 0.01 | 0.02 0.03 0.97 10000.00 2000.00 2000.00
66 | 0.02 | 0.04 0.06 0.94 9700.00 3880.00 3880.00
67 | 0.03 | 0.06 0.09 0.91 91180.00 5470.80 5470.80
68 | 0.04 | 0.08 0.12 0.88 82973.8 6637.90 6637.90
69 | 0.05 | 0.09 0.14 0.86 73016.94 6571.52 6571.52
701 0.00 | 1.00 1.00 0.00 62794.57 0.00 62794.57

Como verificacion de los calculos nétese que 117} =1\ —d® —d

X+1

(2)

X

Ejemplo 4.4.2: Obtener las columnas para la fuerza de decremento por cada causa a partir de las
aproximaciones (4.4.12) y (4.4.13)

Edad | Aproximacion | Aproximacion | Aproximacion | Aproximacion
Con (4.4.12) [con (4.4.12) |con (4.4.13) |con (4.4.13)
s ) s )
65 0.005000 0.010000 0.004217 0.008433
66 | 0.015155 0.030309 0.015330 0.030661
67 0.025638 0.051277 0.025964 0.051928
68 0.036484 0.072967 0.036949 0.074631
69 | o0.047727 0.090455 0.052560 0.027620
70 0.029070 0.552326 0.029510 0.635571
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4.5 Tasas de Decremento Asociadas

De un modelo de decremento multiple se pueden obtener tantos modelos individuales como causas
de decremento lo conformen. Se pretende que cada causa muestre sus propiedades de forma
independiente. En un modelo de doble salida, en donde los decrementos son: muerte y fin del
periodo de cobertura, se pueden obtener un modelo de salida por muerte y otro por fin del periodo
de cobertura. Cada modelo se basa en su propia fuerza de decremento que es independiente de la
influencia de otra causa. Esta es justamente la base para la construccion de una tabla de decremento
individual a partir de una tabla de decremento mdltiple.

Al modelo obtenido a partir de considerar s6lo un decremento se le llama modelo de decremento
simple asociado. La notacion se diferencia de las anteriores con un apdéstrofe. Al igual que en el
modelo de vida individual, para la construccién de una tabla por decremento, se supone un radix, en

este caso '), Las funciones asociadas del modelo de decremento simple son:

. I )
=1 e Jyo (4.5.1)
A t i
pl= exp[—jo ) (s)ds} (4.5.2)
G =1-p7) (4.5.3)

En un modelo de una salida, estas son las relaciones tipicas que se verifican. Si la Gnica causa es la
muerte, las funciones 1V, p'?y ") son simplemente 1, ,p, y.q,. Es importante resaltar que

q"'Y) no es una probabilidad de salida, tal como ocurre con q'/’. En el contexto de salidas maltiples
qW es llamada tasa absoluta de decremento. . p'Y no es necesariamente una funcién de
sobrevivencia, tal como ocurre con |, pif), pues no se requiere que !me p'(xj)z 0. Por lo que respecta

a las fuerzas de decremento total y para una causa determinada, respectivamente, se tiene
j:’ w1 (t)dt =0 (4.5.4)
j: uV (t)dt = oo (4.5.5)
Pueden existir causas de decremento para los que la integral (4.5.5) sea finita.
Como (4.5.2) y (4.5.3) normalmente no pueden ser aplicadas directamente, los valores q’(xj)son
usualmente determinados por métodos de aproximacion, a partir de los datos de la tabla de

decrementos multiple. Los meétodos de aproximacion presentados son: Aproximacion Media,
Supuesto de Distribucion Uniforme y Supuesto de Fuerza de Decremento Multiple Constante.

4.5.1 Aproximacion Media

En una tabla de un solo decremento, el nimero de decesos ocurridos en un afio se obtienen:
multiplicando la probabilidad de decremento para una edad determinada por el nimero de vidas que
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ha alcanzado esa edad, es decir g,l, =d, . En el caso de una tabla de decremento maltiple si la tasa
de decremento q’(xj) se multiplica por Ii’) , el valor de di” que se obtiene es mayor al mostrado en la

tabla. Esto se debe a que algunas de las Ii’) no estan expuestas a la causa j durante todo el afio,
debido a su salida por alguna otra causa.

El nimero de vidas que se elimina durante el afio por otras causas es d\” —d\/, y se denota por
di’” . Si se supone que estas vidas estén expuestas a la causa j durante la mitad del afio, entonces el
numero de miembros que salen del grupo por exposicion es aproximadamente %di’”. Utilizando

este supuesto, los decrementos por la causa |, di”, del modelo de decremento multiple se obtienen
como sigue

q'(xi)[k((f)_%di-i)]gdii) (45.1.1)
de donde
7= L
1) —1q()
(i)
0y
v (45.1.2)

j)(1+% (-1) +) (4.5.1.3)

0
b oy q@-_ (4.5.1.4)

Ejemplo 4.5.1: Obtener las tasas de decremento absoluto para cada causa, a partir de la tabla de
decremento multiple generada en el ejemplo 4.4.1, utilizando aproximacion media

q(l) q(z) q,(xl): qgl) : q'(xz): qu)
Edad | * [ 1-3q 1-3q;
65 001 | 002 |  0.01010101 0.0201005
66 002 | 004 | 002040816 0.04040404
67 003 | 006 |  0.03092784 0.06091371
68 0.04 0.08 0.04166667 0.08163265
69 005 | 009 |  0.05235602 0.09230769

70 0.00 1.00 0 1
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4.5.2 Supuesto de Distribucion Uniforme de Decrementos Mdltiples

En el siguiente método de aproximacion, se supone distribucion uniforme en el contexto de
decrementos multiples, sobre el intervalo (x,x+1) para obtener (4.5.2) y (4.5.3). Se asume

i) =tql) j=12,...m 0<t<1 (45.2.1)

af) =tql” (4.5.2.2)
Bajo el supuesto dado, se observa de (4.3.9)

P (t) =)

y
(J_)( ) (i) (i) ( )
) (1) =2 = 45.2.3
P 1-tg)
entonces
s exp[_ fo Pl (t)dt} (4.5.2.4)
ES)
:exp{—jol_tqy) }
(1)
= expB@) log (1—sq§’))}
N
(o) 4525)
y también
tq'(xj)zl—exp[—j(:yij)(t)dt} (4.5.2.6)
(i)
_a A
=1-e p[ -[Ol—tqi’) t}
(i)
_ qx (7)
=1-exp| —=log(1-sq, }
& eofi-sa)
ol
1 () (45.2.7)
0 bien
Q
1 (1- ) (4528)
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Las expresiones (4.5.2.5) y (4.5.2.8) se pueden aplicar directamente para el calculo de tq'(xj) y para

obtener tqﬁ” al despejar. Otro camino que se sugiere consiste en desarrollar el binomio indicado en
(4.5.2.8), de donde se obtiene

g\ d(l d(J )
D SNCIRE Lt ) )

X

dejando solo los términos indicados y simplificando

_ q@(“ i’”j (4.5.2.10)

donde qi‘” indica la probabilidad de que la vida x salga del grupo durante el afio por una causa

diferente a la causa j, es decir qi’” = qi’) —qi” . La expresion (4.5.2.10) se obtiene por truncamiento
del desarrollo binomial.

Ejemplo 4.5.2: Obtener las tasas de decremento absoluto para cada causa, a partir de la tabla de
decremento multiple generada en el ejemplo 4.4.1. Utilizar el supuesto de distribucion uniforme.

Edad| g0 | q@ | V=l 1+3(a”) || 0= af | 1+4(a) |
65 0.01 | 0.02 0.0101 0.03015

66 0.02 | 0.04 0.0204 0.0606

67 0.03 | 0.06 0.0309 0.09135

68 0.04 | 0.08 0.0416 0.1224

69 0.05 | 0.09 0.05225 0.1435

70 0.00 | 1.00 0 1

4.5.3 Supuesto de Fuerza de Decremento Constante

El tercer método mostrado para obtener (4.5.2) y (4.5.3) es utilizando el supuesto de fuerza
constante para cada decremento sobre el intervalo (x, x+1), el cual consiste en suponer

(1) = 4V (0) (4.5.3.1)

w7 (1) = 47(0) 0<t<1 (4.5.3.2)
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Aplicando este supuesto a la probabilidad de decremento por la causa j, con 0 <s <1, se tiene

S t p(r)/uij)dt

0 X

Q) =

T

) o
1Y)
10

)0
(0
=

g

N—"

Bajo el mismo supuesto, para cualquier r entre (0,1)

ru(0)=—log,p!”

ru”(0)=~log,p
sustituyendo en (4.5.3.3)

y como en el limite r vaa 1, se obtiene g\ dejando
. sq&j) (z)
q (XJ):l_(pir)) )/ ol
0 bien
. sqg<j) (7)
qU=1-[—q] )/

DI
¥ S T

(4.5.3.3)

(4.5.3.4)

(4.5.3.5)

(4.5.3.6)

(4.5.3.7)

(4.5.3.8)

(4.5.3.9)

Como puede observarse las aproximaciones obtenidas de los supuestos de distribucion uniforme y
fuerza de decremento constante, conducen a las mismas expresiones para el célculo de q;(‘),

utilizando las probabilidades qﬁ” y qi’) con syr=1. También es posible obtener qi” para valores

dados de q;“), a través de la expresion (4.5.3.6) con r y s proximos a 1. Esta ultima expresion y

(4.5.3.8) requieren un tratamiento especial si p'/ o p!”) es igual a cero. Por lo que corresponde a

las expresiones (4.5.1.3) y (4.5.2.10) son equivalentes.

Ejemplo 4.5.3.: En un modelo de doble decremento, donde las causas consideradas son muerte (1) y
retiro (2), los decrementos estan distribuidos en el afio de edad de manera que sus tasas de

decremento estan dadas por las siguientes expresiones
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1 2
q,(l): d)(( ) q,(z): d>(( )
* 10 _0.8d? 19 _0.5qW

Para cierta edad x, se tienen los siguientes datos I\ =1000 1) =

X+1

=900 y q X =0.080. Obtener el

valor de gV

Sabemos que el nimero de salidas registradas entre las edades x y x+1 se obtiene con I( —11) de

X+17

manera que d'” =100. De aqui se extrae la ecuacién
d®+d® =100 (1)

Es decir el nimero de descensos totales generados en ese intervalo es igual, a la suma de las salidas
por muerte y por retiro. Si despejamos d” de (1) y la sustituimos en la expresion de g'? junto con
los datos que se proporcionan entonces nos queda que

d® =20.8333
sustituyendo este valor en (a) obtenemos diz) =79.1666 . Finalmente sustituimos los valores en la

expresion para q'” de donde g =0.0222

4.6 Construccion de una Tabla de Decremento Multiple a partir de modelos asociados de
una sola salida

Ya se ha mostrado el desarrollo para obtener una tabla por cada decremento que interviene en un
modelo de decremento mdltiple. El siguiente apartado muestra el procedimiento inverso, es decir,
construir una tabla de decremento multiple a partir de un conjunto de tablas de salidas individuales.
Para ello es necesario mostrar las relaciones entre el modelo de decremento multiple y el modelo de
decremento individual, generado a partir de tasas absolutas de decremento.

Supédngase que se disponen de m modelos de una sola salida, mismas que constituyen las causas de
decremento del modelo. Como se sefialé en (4.3.7)

u) =+ e ™ (4.6.1)
y retomando (4.3.2)
ol e
entonces

(
:exp[—j;yxl)(s)ds}e p[ Iyx (s )ds} ----- [ '[,ux s)ds] (4.6.2)
, o
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por lo tanto

o =TTV (4.6.3)

Resultado que no involucra aproximacion y se basa en la definicion de tabla de decremento simple
asociada, donde la unica fuerza de decremento es igual a la fuerza para ese decremento en el modelo
de decremento multiple. Se requiere que este resultado sea valido para cualquier método utilizado al
construir una tabla de decremento multiple de un conjunto de tasas absolutas de decremento.

De (4.6.3) se puede observar el tamafio de la tasa de decremento absoluta y la probabilidad de
decremento total, cuya relacion es

Pz pl (4.6.4)

La magnitud de las fuerzas de decremento puede causar que , p'(xj) sea considerablemente mayor que

tpi’) de manera que el modelo de decremento simple asociado tendrd las diferencias
correspondientes.

La relacién (4.6.4) se mantiene al multiplicar en ambos lados por z” (t). Es decir

B (02 0 (1) (469

integrando (4.6.5) con respecto a t sobre el intervalo (0,1), se obtiene

A L j 1 T j j
0= L 00 [ (= (455)

de donde se concluye que cuando varias tasas de decremento operan simultaneamente, la tasa de
decremento para una causa dada es mayor que su correspondiente probabilidad de decremento.
Resultado que se observa en los ejemplos presentados adelante.

Una vez que se han mostrado estas relaciones, se obtienen las expresiones para la construccion de
una tabla de decremento multiple, a partir de tablas de decremento simple.

Retomando (4.6.3)

m

PO =TT Y

i=1
Es decir, p!”) se obtiene a través del conjunto dado de p”) paraj=1,2,....m. Y g\ se construye
mediante q{” =1—p'*).

Para generar las qﬁ” gque componen qi’), se utilizan los supuestos de la seccion 4.5, asi como las
expresiones generadas.
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4.6.1 Aproximacion Media

Para obtener las probabilidades de decremento a partir de las tasas de decremento asociadas,
suponiendo aproximacion media, se requiere despejar la expresion (4.5.1.3). Para el caso de dos vida
se despejar (4.5.1.4) obteniéndose

,1)

q +1qWql? =g

1N

,2)

1qPq +9” =g

resolviendo el sistema de ecuaciones para encontrar qil) y qy)

1) 1)
q X (1_§q X )
D~ 4.6.1.1
AR N
2) 1@
q X 1_7q X
q? = ( - 2)) (4.6.1.2)
l_%q x dx
Para el calculo de d” y d!? bajo este supuesto, se sugiere que sea con la expresién
_ (i)
4 =— G4 (4.6.1.3)

e

en donde la obtencion de los decrementos para cada causa se hace distribuyendo el valor exacto de
de d'”) en proporcién con los valores aproximados de q” y q*'.

Aplicar esta metodologia a tres 0 mas decrementos, tiene como inconveniente requerir la solucién de
largos sistemas de ecuaciones lineales.

4.6.2 Fuerza Constante

En el supuesto de fuerza constante, la expresion para obtener la probabilidad de decremento de una
causa determinada, segln se vio en (4.4.3.6), es

q(,-) _ log p'(xj)
X I (r)
0g p,

qy’ (4.6.2.1)

Ejemplo 4.6.2.1: Construir una tabla de decremento mdltiple a partir de tasas absolutas de
decremento que se dan. La causa 3 es el retiro que puede ocurrir entre las edades 65-70 y es
obligatorio a los 70.
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Edad q,E(:L) q,(XZ) q,(x?))
65 0.015 0.018 0.01
66 0.035 0.025 0.03
67 0.04 0.04 0.035
68 0.055 0.06 0.048
69 0.065 0.075 0.05
70 0.07 0.09 0.06

El primer paso es obtener la probabilidad de decremento total a partir de las tasas absolutas que se
dan. Para ello conviene reescribiendo (4.6.3) para tres causas

o) =1-TJa-q)
j=1

de esta manera se genera la primera columna. No hay que olvidar que para la edad 70 la tercera
causa es obligatoria.

Las probabilidades de decremento para cada causa, se obtienen a partir de la expresion (4.6.2.1).
Para la columna Ii’) a edad 65 se supone un radix de 100,000, este se usa para obtener la primera
linea de las primeras tres columnas. Para el resto de las columnas se utilizan las siguientes

expresiones

=1 (140

=1
(0 : (0
Edad qf zl_H(l_q’J )
X x @ (2) ®) () &) (2) @)
j=1 qx q X qx Ix d X d X d X
65 0.042403 0.014791 0.017776 0.009836 | 100000 1500 1800.00 1000.00
66 0.087351 0.034046 0.024196 0.029109 |95759.7 [ 3351.59 | 2393.99 2872.79
67 0.110656 0.038519 0.038519 0.033619 87395 | 3495.8 3495.80 3058.82
68 0.154338 0.052083 0.056963 0.045293 | 77724.2 | 4274.83 | 4663.45 3730.76
69 0.178369 0.061019 0.070769 0.046581 | 65728.4 | 4272.35| 4929.63 3286.42
70 1.000000 0 0 1.000000 | 54004.5 0.00 0.00 54004.5
Ejemplo 4.6.2.2.: A partir de las siguientes tasas de decremento absoluto

q')=0.3607, q"?=0.0100 q"Y=0.0149 q'\Y)= 0.0344, obtener el nimero de decrementos a edad 25
para cada causa.

Iniciemos por obtener la probabilidad de decremento total

3

qf) =1-T]l-a?)

j=1

=1-[(1-0.3607)(1-0.0100)(1-0.0149)(1-0.0344) |
=0.3979
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_ -(J)
Con (4.6.2.1), qi” = Ilog P(xr) qi’), y los datos proporcionados se obtienen las probabilidades de
0gp

X

decremento para cada causa.

qY =0.3508, q'?=0.0078 q¥ =0.0118 q*) = 0.0275

Finalmente se obtiene el numero de decrementos por cada causa, a partir de la expresion
di) =1

d¥ =3508.29 d!? =78.43d(Y =117.65 d.) = 274,53
4.6.3 Distribucion Uniforme

Anteriormente se indico que (4.5.3.6) y (4.5.3.9) no se utilizaran si p'(xj) 0 pif) son iguales a cero.

Un supuesto para manejar esta indeterminacion y que por si mismo conduce a ajustes especiales, se
basa en asumir distribucion uniforme de los decrementos, tal como se hizo con las probabilidades de
decremento multiple. Se muestra el desarrollo para 3 decrementos, aunque el metodo y las formulas
pueden extenderse. Examinando este supuesto para cada una de las tablas

pW=1-tqW j=123 0<t<1

), Dy 9 ) )
P 4 (t)—dt( o)=qt
retomando (4.4.10)

o = [ plul (t)

por lo definido en (4.6.3), , pﬁ’) = 1_[t p'(xi) , de manera que

i=1

q¥ = Ilt o9 (1), p® p Pt
X 0 X X X X
=gV [ (1-tg®)(1-tg™ )t

=gV 1-4(qP+at)+1qPq V| (4.6.3.1)

de manera similar obtienen qiz) , qf) y puede verificarse que

3)

0¥ +a? +0? =g P+qP+q V(g Vg P +q Vg PV+q Vg0 )+ g Vg g
=1-(-q¥J-q@Ji-q®)=ql

Ejemplo 4.6.2: Obtener las probabilidades de decremento para cada causa, a partir de las tasas de
decremento absoluto obtenidas en el ejercicio 4.5.1. Suponer Distribucién Uniforme.
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En (4.6.3.1) se obtuvo la probabilidad de decremento para la causa 1, a partir de las tasas de
decremento absoluto. Para la solucion de este ejemplo se recurre a esta expresion con m= 2.

o q,(x1) q,(xz) q)(<1) _ [1_% .Xz)] qiz) _ [1_% .Xz)]
65 0.010101 0.020101 0.009999 0.019085
66 0.020408 0.040404 0.019996 0.036281
67 0.030928 0.060914 0.029986 0.051494
68 0.041667 0.081633 0.039966 0.064626
69 0.052356 0.092308 0.049940 0.068143
70 0 1 0 1

La obtencion de , pif) a través de (4.6.3), es posible bajo el supuesto de independencia entre las v.a

T, (x). De manera que para la construccion de una tabla de decremento multiple a partir de un tabla

de decremento simple asociadas, se requiere asumir este mismo supuesto para obtener la
distribucion de (T, J ) En Bowers esto se ilustra considerando dos causas de decremento.

Sean T, (x) yT, (x) las v.a. del tiempo en que ocurre el decremento de cada causa respectivamente,

asi como s,(t) ys, (t) la funcién de sobrevivencia de cada causa. Aqui la funcién de sobrevivencia
conjunta esta dado por

St (t'l’tZ) = Pr{(Tl(X) >t1)m(T2 (X) > )}

La variable aleatoria del tiempo en que ocurre el decremento T es igual al minimo entre
T,(x) y T,(x) y de acuerdo con (2.3.1), la funcién de sobrevivencia es

5+ (1) =55, (41

si T,(x)yT,(x) son independientes, entonces

Ser, (4,1) =1- Fr o) (1)
=1-(,0, + 0, — 0,0y )
=1-,0,— 0, + 0,0,
=(1-.9,)(1-q,)
=51 (1) 8r() (1) (4.6.32)

por lo tanto

s (t) =5 (t)s, (1) (4.6.3.3)

Por lo que se refiere a la fuerza de mortalidad por cualquier causa se verifica, bajo el supuesto de
independencia
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;4ﬂu):_é%mgsna)gEa) (4.6.3.4)
-, (t)+,u(2) (t) (4.6.3.5)

"X X

de manera que las fuerzas marginales asociadas de decremento pueden ser utilizadas con (4.6.1) para
determinar la probabilidad de decremento total , p'*).

Si T,(x)yT,(x) son dependientes
w7 (1) = —%Iog S, (L.Y) (4.6.3.6)
# —ilog S, (t,o)—ilog S, (0,t) (4.6.3.7)
dt 112 dt 1'2
la dependencia entre T,(x)yT,(x) no asegura que al asumir (4.6.3) se obtenga la funcion de
sobrevivencia decrementos multiples.
El siguiente ejemplo dado en Bowers muestra como obtener probabilidades de decremento multiple
a partir de tasas de decremento cuando uno de los decrementos es discreto. Es decir, que la tabla de

decremento toma valores discretos al inicio o al final del intervalo de tiempo.

Ejemplo 4.6.3: Supdngase que existen tres causas de decremento: mortalidad, discapacidad y retiro.
Las dos primeras causas se distribuyen uniformemente cada afio y sus tasas de decremento absoluto

son gy q'® respectivamente. La tercera causa de decremento, retiro, ocurre al final del afio y su
tasa de decremento absoluto se denota por q’(x?’) . Obtener:

a. 0, 9! y 9 bajos los supuestos dados
b. q”, q'¥ y q® suponiendo que los retiros se dan a la mitad y al final del afio

a. Par obtener las probabilidades de decremento se calcula primero la probabilidad de
decremento total a partir de las tasas de decremento dadas

T -(1 (2 ,
tpi):tpa)tpg)tpa
a9 =g +q” +q

pero como existe una discontinuidad para la tercera causa de decremento, entonces

lim p” = p¥ P71
lim p{? = p¥ pP(1-0)

bajo estas consideraciones se tiene
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j p\ i () dt
—I P (L) ) (1)t
=qt I (1 tq (Xz))dt
=q¥(1-4q")
y como el segundo decremento tienen las mismas caracteristicas, entonces
o =114
Por lo que respectaa q°

0 =q" - (o + o)
considerando el limite por la derecha y sustituyendo qil) y qiz) que se obtuvieron

¥ =1-p VP (1-q)-aP—qP+q Vgl
y como

1-q¥-q?1+qWq®=ptpt?
entonces

q¥ = p p@q

Las probabilidades de decremento para las dos primeras causas se obtienen como en el inciso
anterior, solo que ahora hay que considerar los intervalos (0%] y [}51) De manera que

nuevamente para obtener la probabilidad de decremento para la tercera causa se utiliza la
expresion

0¥ =q - (o + )
sustituyendo los valores de q' y g!®’ obtenidos arriba y operando se obtiene

0¥ =qP(1-3qV-2qP+3qVa?)
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4.7 Tasa Central de Decrementos Multiples

En las secciones anteriores de este capitulo se desarrollaron: probabilidades de decremento multiple,
tasas de decremento multiple, asi como fuerzas de decremento multiple. En esta seccion se presenta
la tasa central de decremento mdltiple y la tasa central de decremento asociada. La importancia de
obtener esta medida se debe a que a menudo, la experiencia obtenida de un grupo de vidas sujetas a
varias causas de decremento se resume en tasas centrales. De manera que es conveniente tener la
relacion que estas medidas guardan con las ya mostradas y poder construir tablas de decremento
multiple a partir de tasas centrales de decremento para cada causa.

Recurriendo a la expresion (1.5.23) del capitulo 1

1 1
m. = .[0 t px:ux (t)dt _ J-O Ix+t:ux (t)dt

X

=% (4.7.1)
[} p.at [0t L

donde m, representa la tasa central de mortalidad a edad x. Este nombre se justifica por ser un
promedio ponderado de las fuerzas de mortalidad entre las edades xyx+1. En el modelo de
decrementos multiples, la tasa central de decremento total a la edad X, se define como:

1 T T

N T (4.7.2)
.[otpx dt

m

siendo esta un promedio ponderado de yi’) (t) con 0<t<1. Analogamente, la tasa central de
decremento por la causa j, es

1 (i
mzh@UWONt

m, Ca— (4.7.3)
J.Ot px dt
y se cumple la relacion
m =>"m{) (4.7.4)
j=1
Para la tabla de decremento simple asociada, la tasa central esta dada por
b))
. P, (t)dt
m'(xl)= J‘ot . - ( ) (4.75)
[ o\t

m) es también un promedio ponderado de {”(t) 0<t<1 con ponderaciones

. p'(xj) en lugar de tpif). Si la fuerza ,u(j) (t) es constante para 0 <t <1, entonces

X
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Suponiendo que se verifica la distribucion uniforme de las salidas para cada edad, se tiene

Y @Odt = (1 a )t = [1—tg® \dt =1—2 g
[ opdt=1 (1-q )t = [ (1-to{" )t =10 O<t<1 (4.7.6)
como
(v)
m) = Ax
[1-taydt
por lo tanto
(r)
mi) = 4.7.7)
1_§qx
y
mL-1q\" =gl
(4.7.7) puede expresarse como
mir) _ qir)[“%mir)] (4.7.8)
Obtengamos ahora las expresiones para calcular qﬁf) y pif) , a partir de mi’) . De (4.7.8)
(z)
() - My 4.7.9
qx 1+%m)((r) ( )
y como qi’) =1- pﬁ’) , entonces
1-im!"
py) = =2 - (4.7.10)
1+5m,

retomando (4.7.3) y bajo el supuesto de distribucion uniforme se obtiene la tasa central para una
causa determinada

(4.7.11)

Para calcular qi”, en funcidn las tasas centrales, se recurre nuevamente al supuesto de distribucion
uniforme en los decrementos. Usando la aproximacion

1) =11 —td) con 0<t <1 (4.7.12)
de manera que
L0 = [10dt = [ (117 ~td(?)dt =117~ 37 (4.7.13)
retomando q'/) se tiene | |
) = ?E,J)) ot d;; e (4.7.14)

o bien, dividiendo entre L(XT)/L(;)
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(i)
() — My
qx - r (4715)
1+im

Para la tasa central de decremento simple asociado, suponiendo distribucion uniforme y retomando
(4.7.5), se obtiene

) .
) Jpp ) dt g

m _ —
Foota -l

(4.7.16)

X

de donde

-(1)

Aj)_ m
q, =—"F (4.7.17)
1+im

Como se menciond, los tantos centrales pueden resumir la informacién de un grupo de miembros
sujeto a salidas por diversas causas de decremento. Esto proporciona un método para la construccion
de tablas de decremento mdltiple, cuando la tasa central de decremento estd dada para cada causa.
La expresion (4.7.13) da muestra de ello.

Mediante (4.7.10) se pueden obtener las Iif)de una tabla de decrementos mdaltiples. Las salidas
totales para cada edad, dif), pueden estar distribuidas en proporcion a las diversas tasas centrales
m{ como sigue

(4.7.18)

Ejemplo 4.7.3.: Obtener la probabilidad total q'”)suponiendo distribucion uniforme si q=0.080 y
m®=3m"Y en una tabla asociada de decremento mltiple.

Iniciemos por encontrar los valores de las tasas centrales para cada causa. Como se conoce la tasa de
decremento absoluta para la primera causa, entonces usamos la expresion (4.7.16)

-(1)
mrg(l): q X 0 — 10080 —0.0833
1-1q® ~1-(0.080)

X

como m'?=3m™ entonces
m'?=3(0.0833) = 0.25
calculando g?
o m? 0.25

e —x = =0.2222
i 1+im®  1+4(0.25)

2 _
y por (4.2.6) sabemos q°) =1—H(1— q'(x‘)) =1-[(1-0.080)(1-0.2222) = 0.2844

=t
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Ejemplo 4.7.2.: Una compaiiia en donde laboran una gran cantidad de mujeres muestra en una tabla
el numero de mujeres que llegan a la edad x. Las causas de salida de la compafiia son: matrimonio,
muerte y otras causas. Se desea conocer el nimero de mujeres de 35y 36 que dejan de laborar ahi 'y

la causa por la que salen. Los datos que se tienen son 1{) =10,000 1) =8600 I\*) = 7400. La tasa de
matrimonio para cada una de estas edades se estima en 0.01 y la tasa central de mortalidad en 0.1.

Identificaremos las causas de salida como sigue
1 = matrimonio
2 = muerte

3 = otras

Los datos proporcionados se muestran en la siguiente tabla

1) =10000 | d) =1 ~ 1) =1400 | ¢¥=0.1 | m?'=0.01
1) 8600 | diY =15 1§ =1200 [ =0.1 | mP=0.01
I = 7400 q@=01|m®=0.01

Para obtener la tasa de decremento por la causa 2 (muerte), recurrimos a la expresion (1.7.19),
" m' ) .
q U= —X(J) ya que la tasa central absoluta para este decremento esta dada en la tabla anterior.

X 1
1+5m7

q'2'=0.0100
q'2'=0.0100
q'?'=0.0100

De la expresion (4.4.9), di’) = Iif)qif) , obtenemos la probabilidad de decremento total para cada edad

qly =0.14
ql) =0.1395

Una vez que se tienen las probabilidades de decremento total para las edades 35 y 36, es posible
generar las probabilidades de decremento para cada causa a partir de la expresion (4.6.2.1),

) - (])
q\d) = logp, q'”), suponiendo distribucion uniforme.
X I (r) Tx
0g p,
q =0.0978 | q =0.14
¥ =0.0978 | ¢l =0.0093
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Las probabilidades de decremento para las causas 1 y 2 se utilizan en la expresion di” = Ii’)qij)
para obtener el nimero de decrementos por causa. EI nimero de decrementos por la causa 3 se
obtiene despejando de d.Y +d +d{ =d{)

d¥ =977.9 | d{?) =99.5025 | d{¥ =322.4979
d) =841 |dP =79.8504 | d2 =1278.8482

4.8 Analogia entre las Funciones de Decremento Multiple y las Funciones de Vida
Conjunta

Como puede apreciarse el modelo matematico para las funciones de decrementos multiples es del
mismo tipo que el desarrollado para las funciones de vida conjunta, cuando se suponen variables
aleatorias independientes.

Para que un estatus de vida conjunta deje de existir se requiere la muerte de cualquiera de sus
miembros. Por lo que podemos decir que el grupo esta expuesto a m causas de decremento. De aqui
se desprende la analogia entre las funciones de decremento mdltiple y las funciones de vida
conjunta. A continuacion se retoman las expresiones para las funciones de vida conjunta y se
muestra su equivalente en el contexto de funciones de decremento maltiple.

Para las funciones de decremento multiple, Ii’) representa el nimero de vidas sujetas a m causas de
decremento. En el contexto de vidas conjuntas I, , ..~ denota un grupo de vidas con m miembros,

donde la muerte de cualquiera, es suficiente para que el estatus o grupo deje de existir. A través del
enfoque de decrementos multiples, puede decirse que la funcidén estd sujeta a m causas de
decremento, es decir, a la muerte de (x, ), a lamuerte de (x,), .. ., ala muerte de (x,,).

Para vidas conjuntas se cumple la relacion

lLlX1X2...Xm = /Ux1 +/ux2 +”'+/Uxm (481)
para decrementos multiples
ui’) = uil) + yiz) 4t yim) (4.8.2)

El numero de muertes durante el afio denotado por d, , . corresponde al total de decrementos por

X

todas las causas dif), bajo la hipédtesis de independencia.

Si se considera una expresion para denotar el nimero de grupos que dejan de existir en un afio,
debido al fallecimiento de una vida especifica (lo cual no se hace), se tendria una expresion de la
forma

1
d>l<1><2...><m :J. Ix1+t:x2+t:---:xm+t/'lx1+tdt (483)

0
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tal como el nimero de decrementos debido a la causa (1), denotado por

4 = [l ulat (4.8.4)
La probabilidad contingente
1
q;Xz“'Xm = J.O t pxlxz»--xm;ux1 (t)dt (485)

es anéloga a la probabilidad de decremento multiple por la causa uno, denotada por

1
) =]  p7u (t)dt (4.8.6)

Las relaciones enunciadas hasta este momento siguen el supuesto de independencia. Si las variables
son dependientes, entonces como se indicO en (4.8.2) no hay seguridad de que al asumir

m
pl) = 1_[t p') se obtenga la funcién de sobrevivencia, en el contexto de decremento mltiple.
i=1

4.9 Aplicacion de las Funciones de Decremento Multiple

Como se indicé al inicio de este capitulo, una de las aplicaciones de los modelos de decremento
multiple se encuentra en seguros, en donde se consideran beneficios deferentes segun la causa de la
muerte. También se menciond como aplicacién los planes de pensiones, donde un trabajador deja de
pertenecer al grupo por: llegar a la edad de retiro, por incapacidad, por salida o por jubilacion. En
esta seccion se muestran aplicaciones correspondientes a los seguros de vida y los supuestos bajo los
cuales se realiza la evaluacion de los mismos.

A diferencia de los seguros de vida individual, cuya Unica causa de decremento considerada es la
muerte, en los seguros de decremento multiple el valor de la indemnizacion se denota por BU) En

X+t *

esta notacion se especifica: el valor de la indemnizacion, la edad y la causa. La prima neta Gnica, A ,
que se define como

A= if: BUN pi Y (1)t (4.9.1)

=

Si m=1yB!) =1 entonces A = A_, que denota la prima neta Gnica para un seguro de vida entera

con pago inmediato.

Siguiendo la definicién de varianza, tenemos que

Var(A)=2A~(A) (4.9.2)
de manera que la varianza de (4.9.1) es

2
var(R)=3["(BU) v, pﬁf)ui”(t)dt{Z [ BUM, pﬁ”yi”(t)dt} (4.9.3)
j=1 j=1
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La funcién B'!) requiere aproximacién por ser una funcién complicada. Aplicando el supuesto de
Distribucion Uniforme en (4.9.1)

ka+lk px qx+kJ‘ Bx+k+s 1+|) - d (494)
integral que se aproxima con la regla de integracién del punto medio, dejando

ZVH% k p)((r)q)((i)k B)Ei)lw% (4.9.5)

Bajo la notacion dada en (4.9.1), la prima neta Unica de un seguro temporal a n afios, que paga doble
indemnizacion si el fallecimiento se debe a un accidente, esta dada por

A= 2.[(: vpll? (t)dt+ Ion vpl? (t)dt (4.9.6)

donde
Jj =1 muerte accidental

j =2 muerte por otra causa

Para evaluar las integrales se sugiere expresar cada integral como la suma de los afios involucrados,
es decir

N n-1
[PV plu? (t)dt =3 v, pl [ v, ploul (t) (4.9.7)
k=0

suponiendo que cada decremento tiene una distribucion uniforme, para cada afio de edad

LN

n—:

IO viopDd (t)dt =Y v, plf quJ' (1+i) " dt (4.9.8)
k=0
I & +. T
= >V, pilal, (4.9.9)
[y

aplicando el mismo procedimiento para la segunda integral

n-1

Jovopl (¢ Zv 02, [ (1+i)ds (4.9.10)
I < +. T
=52 vt plg?) (4.9.11)
k=
sumando las integrales
oISkt g0 (og® 4 g
A= 2V, (208, +a%) (4.9.12)
k=0
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i < k+1 (7) () ()

gz{;v k pX (qx+k + qx+k) (4913)

=A,
x|

+AL (4.9.14)

donde "_\1 « €s el valor presente actuarial de un seguro temporal unitario inmediato, pagadero a la

Xin
muerte de (x) por la causa (1), es decir, muerte accidental. A'_ es la p.n.u. para un seguro temporal
Xin
unitario pagadero a la muerte de (x) por cualquier otra causa.

Para un seguro de vida de doble decremento, en donde la suma asegurada se entrega solo si la
muerte se debe a la causa 1 y el monto del beneficio esta en funcion de la edad, se tiene

BX+t =ty BX+t 0 parat>0

De manera que el valor presente actuarial del plan es

A= plud (t)dt

Z kpx J- k+S)V px+k/ux+)k( )ds

k=0

usando nuevamente el supuesto de distribucion uniforme para cada afio de edad, se obtiene

K:i «pl’ quJ' (k+s)t+i)t—Sds (4.9.15)
k=0

_ Syt pg® [ l_lj 4.9.16

; kpx qx+k 5( +5 i ( )

esta expresion puede verse como la cantidad de indemnizacion efectiva promedio para el afio k +1,
mientras que el término 3 es la correccion necesaria para proporcionar el pago inmediato de las

reclamaciones. La integral (4.9.11) puede aproximarse con la regla del punto medio, dando como
resultado

k+1+}_k+1 (4917)
o i 2

Ejemplo 4.9.1: Unos empleados toman un plan de indemnizacion a la edad de 30 afios. Si un
empleado permanece en servicio hasta la edad de retiro obligatorio, 70 afios, el miembro recibe una
pension anual equivalente a 300 veces los afios de servicio. Si el empleado muere en servicio antes
del retiro obligatorio, se le paga al beneficiario 20,000 inmediatamente. Si el empleado se sale antes
del retiro por cualquier razon excepto por muerte, el miembro recibe una anualidad vitalicia diferida
que empieza a la edad de 70 afios y cuyo beneficio es equivalente a 300 veces los afios de servicio.
Establecer una expresion en términos de integrales y anualidades continuas, para el valor presente
actuarial de estas indemnizaciones.
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j =1 salida por fallecimiento
j =2 retiro por cualquier razon

20, oooj vl il (1) dt+3ooj Vs 1P ()t B, dt+12,000v% , pliay,

Ejemplo 4.9.2: Encontrar el valor presente actuarial y la varianza de un seguro temporal a 20 afios,
el cual paga 2 unidades monetarias se la muerte del asegurado es ocasionada por un accidente y una
unidad monetaria si la muerte se debe a otra causa. Los datos de los que se dispone son: ¢ =0.05, la

fuerza de decremento por muerta accidental yil) (t) =0.005 y la fuerza de decremento por otra causa

4 (t)=0.020, ambas con t > 0.

Se trata de un seguro como el introducido en (4.9.2)

A= ZIO v pl Y (t)dt+ J.O v pl 2 (t)dt
donde
J =1 muerte accidental

j = 2 muerte por otra causa

[ (s)ds
Se requiere obtener pl”) =e Jorlee y como .\ =4+ 4? =0.005+0.020=0.075 es una

Dl
constante, entonces , pl” =e ™). De manera que

/E\ _ 2J-On e,ate—t,uﬁf)(t)[uil) (t) dt " J-On e*‘”e“”y)(t)ﬂ(z) (t) dt
sustituyendo los valores
2(0.005) [ e *™e 01t 0020 e 0%te 0 i

2(0.005 j ’°°75tdt+0.020I0209’°'°75‘dt

e71.5 1 efl.5 1
=0.010 + +0.020 +
-0.075 0.075 -0.075 0.075

=0.31075

La varianza esta dada por Var(ﬂ) = 255\—(5\)2

25A 4J‘ efzat —t)(1) /l dt+J‘ efzat —t(t) /ux ( )dt

X

:o.ozj0 e-"-l‘“e-"-m‘dt+o.020j0 g 010tg 001 iy

-25 -2.5
—002 -8+ L |io020/ -t 1
20125 0.125 20125 0.125

=0.2937

de manera que Var (A)=0.2937 - (0.31075)° =0.1971
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4.10 Valores Conmutados para las Funciones de Decremento Multiple
A continuacion se presentan las expresiones de valores conmutados para funciones de decremento
multiple.
D) =¥
> Dl =Ny
t=0
c ) —yxtg )

X X
Scly=m
t=0

por lo tanto el valor presente de una anualidad anticipada unitaria, pagadera durante la permanencia
de (x) en el grupo de sobrevivientes, definido por el modelo de salidas multiples, se expresa por

. NV
&= pE

El valor presente actuarial de una prestacion a favor de (x) pagadera al final del afio en que
abandone el grupo de sobrevivientes, por la causa (]) se denota por

M )

AU) =
X D 7)

—

<

Si el beneficio es pagadero al momento en que ocurre el fallecimiento, se denota por

o _ MY

AV =50

donde M) =L M)
o

4.11 Ejercicios Capitulo 4

1.sea 4 (t)= " (0) j=12,---,m t>0.Obtener expresiones para

fT,J(t’j)
b. £,(j)
c. f:(t)

Demuestre que Ty J son v.a. independientes

2. En un modelo de doble decremento, se tienen las siguientes fuerzas de decremento
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i

(t):100—(x+t)

2
(t):100—(x+t)

t <100 -x

si x =50, obtener las expresiones para

a. fT,J (t’j)
b. 1,(j)
c. f(t)
d. fJ\T (J|t)

3. Usando la siguiente tabla de probabilidades de decremento mdaltiple

X

q"

g

65

0.02

0.05

66

0.03

0.06

67

0.04

0.07

68

0.05

0.08

69

0.06

0.09

70

0.00

1.00

Evaluar las siguientes probabilidades

a. 5 pL
b. ai

4. Para un modelo de tres posibles decrementos, se sabe que

a. Cada decremento tiene un tanto instantaneo de salida, constante para cada afio
b. Se dispone de los siguientes valores

m

0.2

0.4

WIN ||

0.6

Determinar q'° = th pl 1 () dt

5. Considérese un modelo con tres causas de decremento, los tantos instantdneos de decremento
estan dados por las siguientes relaciones:

199



0=t @m=t @ ()= L

Se pide determinar la probabilidad , p*) del modelo.
6. Disponiendo de la siguiente informacion respecto a g/

(- X G010 | _1000
b =00 TN e

k = 1 si la causa del fallecimiento es cancer
k = 2 si la causa de fallecimiento no es cancer

Calcular la probabilidad de que una persona de 20 afios fallezca de cancer dentro de tres afios

7. Las siguientes probabilidades de decremento multiple aplican a estudiantes que ingresan a cuarto
afno de preparatoria

Duracién Truncada | Pr. De Fracaso | Pr. De salida por | Pr. De sobrevivencia
Al inicio del afio académico Todas las demas | Durante el afio académico
Académico Causa

0 0.15 0.25 0.60

1 0.10 0.20 0.70

2 0.05 0.15 0.80

3 0.00 0.10 0.90

La generacion que ingresa tiene 1000 alumnos

a.¢Cudl es la esperanza del numero de graduados?;Cudl es la varianza?
b.¢Cual es el namero esperado de los que fracasaran en algin momento durante el programa
del cuarto afio? ;Cudl es la varianza del nimero de alumnos que fracasaran?

8. Dado que Y = 0<x<a,y u'? =1, derivar la expresion para

1
(a-x)’
a.1l”)

b.d®

c.d®
suponer que Iéf) =a

9. Dado que xY = 2X ~ 0<x<+a,y g =c ¢>0, y I{) =1000, derivar la expresion para

|(7)

X
10. Obtener las siguientes expresiones:

d
a. —
dxth
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d .
b. d_tq>((l)
d

c. —
dtth

11. Si y(l) (t) es una constante ¢ para 0 <t <1, dar expresiones en terminosdecy , pif) para

X

12. Ordenar q X ), qX y m D en términos de magnitud y dar razones
13. Calcular q\7), sabiendo que q')=0.02 y q'2)=

14. Para una tabla de decremento doble, con mflg) =02y q'£30>= 0.1. Calcular q'ﬁ%) suponiendo

a. distribucién uniforme de los decrementos en el modelo de decremento maltiple
b. distribucion uniforme de los decrementos en las tablas asociadas de decremento simple

15. Considerar que un decremento puede deberse a muerte (1), incapacidad (2) o retiro (3). Utilizar
(4.6.6) para construir una tabla de decremento con base en las siguientes tasas absolutas

Edad x q'g(l) q'(z) q'(s)

X X

62 0.020 0.030 0.200
63 0.022 0.034 0.100
64 0.028 0.040 0.120

16. Sefialar argumentos para las siguientes relaciones

a. mi=mi)

X
q) a
b. 1_% -(i) 1_%q’(f)
X X
Demostrar que las expresiones anteriores conducen a

17. De las siguientes proposiciones cuales son aceptables
(i)
m

(i) ~ X
& “1+iml)
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| )
(%)m’
c. g¥=q" [ —(%q(x))] en una tabla de decremento doble en donde existen una

distribucion uniforme del decremento para la edad x y x+1 para cada una de las tablas asociadas de
decremento simple.

"y ~
b. [[11Vdx =

18. Demuestre que ,ui”(%): mij), bajo el supuesto de distribucion uniforme de cada decremento
para cada afio de edad, en un contexto de decremento multiple.

19. ;Como procederia para construir una tabla de decremento multiple si las tasas dadas fueran
a q¥ q?yq’
b. g, g2y q®

20. En una tabla de doble decremento, en donde la causa 1 es la muerte y la causa 2 es el retiro, se
supone que
a. los fallecimientos en el afio h a h+1 estan distribuidos uniformemente.
b. las salidas en el afio h a h+1 ocurren inmediatamente despueés de alcanzar la edad h.

En la tabla se tiene que a edad 50, 1) =1000, g{) =0.2 y d{ =0.06d 2. Determinar q'%

21. Suponiendo que la prima neta unica de 400 u.m. corresponde a un seguro de vida entera afectado
por una sdlo fuerza instantdnea de muerte constante. El beneficio es de 1000 u.m. y el tanto
instantaneo de capitalizacion es del 6%. Si se cambia la hipotesis a un modelo de doble salida con

Y (t)=p (1) ¥y 1?2 =249, Asimismo se supone que la prestacion y el tanto instantaneo

permanecen invariables y que el beneficio es pagadero al ocurrir cualquiera de las salidas.
Determinar la Prima neta Unica mediante el modelo de doble decremento.
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5. CONCLUSIONES

Al inicio del trabajo se indicé que el objetivo es exponer de manera clara y alcanzable los
contenidos de la materia Calculo Actuarial Il. Para ello se consulto la bibliografia registrada al final.
Esta puede agruparse en:

- Textos cuyo desarrollo se da con el método determinista (los mas antiguos)
- Textos cuyo desarrollo que se da con el método probabilista (los de reciente
publicacidon)

El primer grupo contribuye a presentar los conceptos de forma intuitiva, obteniendo un primer
acercamiento de facil comprension. Sin embargo los alcances de ese método son limitados, basta
con desear obtener una varianza para comprobarlo. EI método determinista, utilizado por el segundo
grupo, es mas completo, ademas de ser la base del método estocastico. Método que se espera
predomine en los futuros afos.

El libro de Bowers conocido en el ambiente actuarial es de gran actualidad, elaborado por expertos
en la materia. El libro de Booth P., Chadbum es otro trabajo actual, que introduce a los procesos
estocasticos, sin embargo no se detiene a desarrollar procedimientos. Aunque en general, el resto de
la bibliografia no se ha actualizado, es de gran utilidad para la comprension de los temas.

La unificacion de notacidn, la disposicion y el desarrollo de los procedimientos que he hecho en esta
tesina, esperan que el estudiante que se enfrenta a ellos por primera vez, tenga una mejor
comprension de ellos.

El desarrollo y la exposicion de los temas se da de la siguiente forma: método determinista, método
probabilista, ejemplos y finalmente ejercicios.

Se consideraron los valores conmutados por ser parte del método determinista y por ser la forma de
evaluacién utilizada anteriormente. Puede carecer de eficiencia pero en su momento fue considerado
el método de evaluacion, de ahi la importancia de su inclusién en esta tesina.

En el desarrollo del trabajo se supusieron, variables aleatorias independientes como en casi toda la
bibliografia consultada. Esto facilita el desarrollo de los calculos, ademéas de coincidir con los
resultados obtenidos por el método determinista.

En el primer capitulo se presentaron conceptos de algebra de conjuntos, probabilidad y célculo
actuarial de vidas individuales. Los cuadros 1.1 a 1.6 del anexo, corresponden también al desarrollo
de este primer capitulo. Su inclusion en conjunto, es de gran importancia y utilidad para el resto del
trabajo, pues constituye la base de los estatus de vidas maltiples.

En el capitulo 2 se desarroll6 el estatus de vida conjunta y el estatus de Gltimo sobreviviente. En este
se hace referencia al capitulo 1, debido a que un estatus de ultimo sobreviviente comprende vidas
individuales y estatus de vida conjunta.

En el capitulo 3 se presentaron los estatus para exactamente k y al menos k vidas. Para estos temas

se desarrollaron el método de la Z y los teoremas y corolarios presentados en Bowers (formula de
Schuette-Nesbitt). También se incluyeron en este capitulo anualidades testamentarias y funciones
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contingentes, de donde tomo6 nombre el capitulo. Estos temas tienen mucha similitud por indicarse el
orden en el que deben ocurrir los fallecimientos.

Los modelos de decremento multiple se desarrollaron en el capitulo 4 bajo los mismos lineamientos
que los anteriores capitulos. A través de su desarrollo se observo que un modelo de decremento
multiple puede verse como un estatus de vida conjunta. Este Gltimo capitulo sienta las bases para el
desarrollo de la metodologia utilizada en los planes de pensiones.

Para la elaboracion de esta tesina se reviso con detenimiento cada texto y se hizo uso de la claridad,
didactica, profundidad y actualidad de cada uno de ellos. Para lograr un trabajo homogéneo se
unificé la notacidn, se dispuso de los métodos probabilista y determinista, en ese orden, aumentando
gradualmente la dificultad. En ocasiones se desarrollaron con detalle los procedimientos, evitando
dejar dudas en el lector. Se retomaron los ejercicios propuestos por esta bibliografia y se propuso
resolverlos con las Tablas llustrativas que se encuentran en el Anexo, las cuales fueron elaboradas
con datos de la Comision Nacional de Seguros y Fianzas.

Este material no pretendio desarrollar nuevos métodos, como los realizados por los expertos de la
materia. Se trata de un manual para la materia Calculo Actuarial 11, que puede ayudar a comprender
con mejor claridad los libros especializados de la materia, que dejan de lado las cuestiones
elementales y el desarrollo de los procedimientos, por tratarse de libros dirigidos a toda la
comunidad actuarial. La bibliografia menos reciente, tiene el gran valor de contener las bases y
fundamentos de la materia aunque carece de actualidad. Existen libros que solo presentan los
resultados de los procedimientos, generando confusion en quienes los desconocen. Utilicé la
bibliografia bésica cuyos métodos y ejemplos contribuyen a una clara comprensién de los
desarrollos presentados por la bibliografia actual, pues estoy convencida de que conocer las bases
ayuda a asimilar y mejorar actuales procedimientos.
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6. RESPUESTA A LOS EJERCICIOS
Capitulo 2

1. De
a) Pr(T>n)=_p,=,PnP,
b) PrT(x)>nyT(y)<noT(y)>nyT(x)<n]
=1 Py (1_ n py)+ n py (1_ n px)
=P +n py_znpxnpy
c) Pr[al menos una sobreviva] =1-Pr[ninguna sobreviva]
=1-Pr{max|T(x),T(y)]<n}
:1_any: np;y =n Pt py_npxy
d) I:)rI:T(X)S n]: nqu =1- n pxy =1- n Pxn py
e) Pr [al menos una muera] =1-Pr [ambos sobrevivan] =1- p, . p,

f) Pr[T(X)Sn y T(y)SI’]:I: nUx nqy :(1_npx)(l_npy>:1_npx_npy+ npxy

a) | |0, |0,
b) (1-]a,)(1-4[a,)(1-/a.)
o) L[ (1~ [a)(-la,)2-]a.)]

3. La Probabilidad buscada es

n px n-1 py = px n-1 px+1 n-1 py = px n-1 px+1:y
Por otro lado

nPy1 = Py Py

Entonces
n py—l
1Py =
L py—l
Obteniendo
n px:y—l
py—l

4.
a) Se paga la anualidad si se encuentran con vida todos los miembros que componen el estatus
b) Se paga la anualidad en tanto al menos un miembro sobreviva
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5. 18(%qu)—12(}/2qu) :18(1_ Y pxy)_lz(l_ % pxy)

18(1_%px%py)‘12(1‘%px%py)

2 1 2 1 11 11
18l1-(L4Zp |[£42p ||-12|1- Z24=2p. || 24+
{ (3+3pxj(3+3pyﬂ { (2+2pxj(2+2pyﬂ

4 2 2 1 1 1 1 1
:18(1____ N Y pxyj_lz(l____ Py "2 Py "2 pxy)

9 9 9 9 4 4
=(10-4p, —4p,-2p,p,)-(9-3p, -3p, -3p,, )
=1-p, = P, + Py =1=(P, + P, = Py )
=l=p5 =%

6. Se pide encontrar . p,,.

ODbservese que ,5 Posso =o5 PsosPro =50 Pos » @0EMAS 15 Pos 35 Pag = 50 Pas
soPos 02 2

de donde 4 p,, zgzﬁzg
Py =1-0

=1- 0,4,

=1-(1-,p,)(1- ,p,)

=1—(1=, P, = Py + P, P, )

= Pyt By = Pe Py

= Pyt Py = 2P Py o Py

:th(l_t py)+t Py (L= )+ Py

Py indica la probabilidad de que al menos un miembro sobreviva t afos, es decir, que

sobreviva x y muera y o que sobreviva y y muera X, 0 bien, que sobrevivan los dos.

8.
a) d,, =kdd, Incorrecta

dxy = Ixy - I><+]_'y+1

=K, K,

x+17y+1

=k (ley - I><+1Iy+1)
Por otra parte

kdxdy = k(lx _Ix+1)(|y _Iy+1>
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b) u,, =K, Incorrecta

#y==-DIn[l, ]
:—Dln[klxly}
=-D{In(k)+In(1,)+(1,)}
=0+, +u,
=HctH,

¢) p,=pp, Correcta

=p,p,

d) g, =099, Incorrecta

d
Oy = I—Xy
Xy
_ Ixy - Ix+].'y+l
IXY
:1— pr
Ahora
9,0, =(1-p,)(1-p,)
=1- px - py + pxy
Por lo tanto
qu # qqu

Pr[al menos uno muera en el afio (n+1)] =1-Pr[ninguno muera en el afios (n+1)]

=1-{1-Pr[x muera en (n+1)]}{1-Pr[y muera (n+1)}
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( n Px tha px)(l_n py tha py)
(L= ula=ala, + ol g )

= n|qx + n|qy - n|qx n|qy
n|qu es la probabilidad de que la segunda muerte, ya sea x oy, ocurra en el (n+1)-ésimo
afio, que es diferente a la probabilidad pedida.

1-
1-

|qu:n| + |qy |qu¢n|qx+n|qy_n|qx n|qy

10.
a. 1- - — + ! s>0,t>0
s ()" (st
n-2
b. fT(x)(S):W s>0
1
Fr(x)(3)=1—m s>0
y(x+s):r1]T_52 s>0
c.cov[ T (x)T ]_ oo
1
d. ST(x)uy)(Svt):m s>0,t>0
11.
1 1
FT(x)T(y)(S’t) :{1_ (1+S)n—2 Hl— (1“)”2} s>0,t>0
1 1
ST(X)T(y)(S,t): (1+S)n72 (1+t)n72 $s>0,t>0
12.

e[ putt= ] ()
_J' 2 px{ px[y (x+t)}}dt
=2u(X) [ pydt-2[ pu(x+t)dt
=2,u(x)gxx—1
13. Hay que obtener ,p, = e o exp[—ﬁ (100-x-s)” ds}

t
100 - x

- exp[ln(lOO— x—s)H =1-
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También se usara , p, 4., =

100 - x
t t
Entonces =1-—— - —
t p40 60 y t p50 50
1 1
t Paolaoir = 60 Y Psolsosr = %
B Paee = 10 Py Py = [ 1-22 |[1-20] 22040 _2
+10 Paoso = 10 Pao 10 Pso 50 =0~ 5050 " 3
50 40 2 29
B. 16 Ps5s5 = 10 Pao + 10 Pso —10 Pagso = 50 %_E 0

La funcion de distribucion de probabilidad de T = T(40:50) es
t Paosotaosts0+t = t Pao t Pso (/U40+t "‘/U50+t)

:60—t50—t( 1 .1 j:SS_t,OStSSOO
60 50 \60-t 50—t/ 1500
Entonces
50
Ce4oso—E[T]— : 50t(55—t)dtzi Npe e |_18.06
1500 0 1500| 2 3 |,

0 o o0 o0 t
d. €750 = €40+ €50— 4050 —J. (l——] dt +'[ ( —] dt—18.06
60 50

= [60 - (60)2 ] + [50 —@] 18.06 =36.94

120 100

50

3 4
Entonces Var(T)=E[T? |{E[T]¥

0

e. E[T2]=ij5°t2(55—t)dt=i{§t3—1t4 :|=486.111
500 o 500

(486.11)—(18.06)" =160.11

2 2 2 2
f. E[T]'= Iaot—dt+j5°t—dt—486.111=(60) 0 4gs11-1547.222
0 60 o 50 150

180
Entonces Var (T )=1547.222—(36.94)° =182.66

0 0 0 0

g. Cov|T (40:50),T (40:50) | = e eso—eioso eom

0)(25)-(18.06)(36.94) =82.86

j (1——jdtf (1——jdt (18.06)(36.94)
(3
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14. La probabilidad de que ambas vidas mueran en el t-ésimo afio es

t71| O30 t—1| Uy = (t—l Pso — ¢ p30)(t—l P —+ p40)

sobre todos los valores de t

(t—l P3040 — t P3o t-1 Pao — ¢ Pag 1-1 Pso t ¢ p30:4o)

(t—l p30:4o - p30 t-1 p31:4o - p40 t-1 p30:41 + p30:40 t-1 p31:41)

DMe 1D 1D

t

I
JUN

t-1 pxy :1+Zt pxy :1+exy
t=1

entonces

1+ €30.40 ~ Pao (1+ €3140 ) — Py (1+ e30:41) + Psoao (1+ e31:41)

15. La probabilidad de que ambos mueran a la edad 40+t en el Gltimo cumplearios es

(lO+t P30 —114¢ p30)(t Pao —ta p4o)
sobre todos los valores de t

0

Z(lOH P30 ~114¢ Pao )(t Pao —11 p4o)

t=1

o0

t

Z(lo P30 t Pagiao 11 Pso t Pazao ~10 P30 Pao t Pagar 11 Pao Pao ¢ p4x41)

0
10 Pao (1+ €040 ) - 211 Pso (1+ e4o:41) F11 P3o Pao (1+ e41:41)

16. Para 0 <t <20 la anualidad paga si cualquiera esta con vida, ya qua ambos estan bajo 50. Para
20 <t < 25, la anualidad paga solo si (25) esta con vida.

20 q % q 20 q 20 , d 20 d % q
.[o Vi Psxss t+I20th25 t=j0 Vi Pas t+'[0 Vi Py t_'[o V't Pasizo t+LOth25 t
= Q551 T 3020 ~ Rosa020]

17. La anualidad paga para k=21,...,25 solo si (30) esta con vida, y para k=26,... si cualquiera de los
dos vive

25 0
k k
Vpa:zv kp30+zv k P30

k=21 k=26
k k k
= ZV kp30+zv kpzs_zv k P2s30
k=21 k=26

k=26
= 2o| Ay t+ 25| Aps — 25| Q30
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18.
n-1
Vpazzvk[k pxy +%k py (1_ k px)+%k px (1_ k py)i|
n=0

n-1

k(1 1 1
ZV (Ek py+§k px+€k pxy)
k=0

1l i Ry
2 ay;m + 3 ax:ﬂ + 5 a'><y:m

19. Para t <5 no paga, ya que ninguno tiene mas de 60. Para 5<t <15 paga si (55) esta viva y (40)
esta muerta; 15 <t <20 si (55) esta viva; t > 20 si cualquiera de los dos esta con vida.

Por lo tanto

15 20 0
vpa = L V' Pss (1, Py )t + Ls V', pgsdt LO V', Pggodit
) © 15 ©
= '[5 V', Pegllt + .[20 Vi Pyodt - L V' Pyosodt — _[20 V', Pagssdt

= 5|555 + 2o| 540 - 5|1o a40:55 - 2o| a40:55
20.
a. Como (ww)=(xy), entonces , p,,, =(, P,)" = Py = Py P, de donde

P = (¢ Pec Py )% que es la media geométrica

2
b. Considérese [t px% - py%] >0 que es positiva por estar elevada al cuadrado, entonces

%
|:t px _Z(t pxt py) +t py:l y de donde

P+ Py > Z(t pxy)% - Z(t pWW)% =2.p.
c.Como p,+ P, >2,P, Y Py = P>
entonces ., p, +, P, = Py, > P+ Py~ Puw
de donde , Py >t P Y 85 > 2y,
21. De la expresion general a_ =a, +a,—a,, setiene a,, + aj—a o =a,+ n|6txy

El beneficio que indica es una anualidad vencida pagadera a la primera muerte de entre x yy o al
cumplimiento de n afios, cualquiera que sea el ultimo evento en ocurrir.

+A —A _ donde 'Km =\"

) ) v
a. bien considerando z = .
v. T>n

22. Aﬁz

>

n

T<n
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El beneficio representado por esta expresion es un seguro continuo pagadero a la muerte de x o al

tiempo n cualquiera que sea el Gltimo evento en ocurrir.

23.
Qo50 = Asq.0155031 = 8.62304606

8a0a050 = Aes asapsy = 9-33223234
8ep60 = Hoso1sm0s = 7-33801231
a50:55:65 = a71.0241692 =4.704389

o0 T w

24,

Q050 = Q46.05575959:46.05575959 — 8.50186049
30,4050 = Ogs.0262781:45.0262781 = 9.7185696
aso:eo = 356.05575959:56.05575959 =7.27003121

a50:55:65 = a58.3955925:58.3955925:58.3955925 =4.6478439

2 o T @

25.
a40;50 = a54_0149344 = 862318864

804050 = Bog aazpmar = 9-33444545
aso:eo = 364.0149344 =7.33816792
Qo565 = Q7102117333 — 4.70506221

2 o T @

26.

- By050 = Byp 05346846 0534968 = 000233682

- aga050 = Sap 728503442 728503442, 72850 = 9-16496372
- 85060 = s 53406856.0534968 = (-2 1095549

Bg0s560 = B 305501858 3955918:58.3055018 — 4-04 784405

o O T o

21. A40:50 = A34.0155931 =0.37045493

28.
a.
D, =V 71, =V7 (k)]
Ahora
K(L+i)7 D,D, =k(L+i) 7 VIV,
—K(L+i) T VL
=KV 7L
b.
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xry
C,=V*d,
=Vl
Xty xily+L
=VV 2 Ixy -V Ix+1:y+1
=VD, -D

X X+Ly+1

Xy Ix+].'y+1)

DD, = NV
= VLKL
A

29. a. (10 pZO)(lO p30)(10 p4o) =0.9257
b. (5q45)(5 p40):0.0259
. (5 p20)(5 p25)(5 pSO)(s p35)(5q40) =0.0177

30.
a. 0.9257 = (10 p20)(10 p30)(10 p40)
b. 0.0259 :(5%5)(5 p4o) = 5 P40 ~10Pao

| 0.0277 = (5 Pag ) (s Pas ) (s Pao ) (5 Pas ) (5 0o )

= 20 Py (1_ 5 p4o)

= 20 P20 = 25 P2o

De 1. 0.9257 =( 1 Py ) (10 Pso) A

De2. 0.0259=.p,— 1Py B

De 3.
20 Pa2o —0.0177 = 25 Pao C

Sustituyendo ,, p,,de B. en A.

20 Pao (5 Pao —0.0259) = 0.9257

P, —0.0259,, P, =0.9257 D

Resolviendo el sistema de ecuaciones formado por Cy D
-5 Py = 0.95095

31.

20:25

a a5 =13.69876984
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b. a__ =26.6697136

20:25:30

Capitulo 3

2 3
:tDZ_ 1 tD3+ 1 tD4

:IDZ_ZtD3+3tD4

~t pwx +tpwy + pwz +tpxy +tpxz +tpyz _2(t pwxy +tpwxz +tpwyz +y pxyz)+3t pwxyz

3 4
tD2_ 2 tD3+ 2 tD4

:tD2_3tD3+6tD4

=t pwx +tpwy +tpwz +y pxy +tpxz +tpyz _3(t pwxy +tpwxz +tpwyz +tpxyz)+6t pwxyz
2. .D,-2,D,

3.
a. \D,-3D,+6,D,=,p

WXYZ

probabilidad de que exactamente 2 de 4 vidas sobrevivan al afio t

b. .D,-2,D,+4,D,-8,D,=,py

wxyz

probabilidad de que al menos 1 de las 4 vidas sobrevivan al afio t

4. a L=a~\,\,_(awxy+awxz+aWyz)+2awxyz

W:Xyz

W—X W—X 4 =37
J
S.ay =) V.py =ZV{ (-1) (3}‘[)3}
t=1 j=3
D

WXyZ WXyZ t=1 j
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w-1 w-1

=>Vv'.p =>V'[,D

30 40 50 10 30: 40 50 t=0
= Q5040 T 3050 T Q50 — 26130:40:50

b. 10,000A | 210,000[1—da' 3}

30:40:50 30:40:50

7.
a.
10a,, +8a;, +6a
xyz xyz
=10a,,, +8[a, +a, +a, —3axyz]+6[ax +a,+a,-2(a, +a, +ay2)+3axyz]
=6(a, +a,+a,)-4(a, +a,+a,)+4a,,
b.
6a,—4(a, +a,)+4a,,
8.
A = Ant A=A
= ANX+(Ay+AZ_AyZ)_(A\NXy+A\NXZ _A\/vxyz)
:Ay+Az+A\Nx_Ayz_Any_A\Nxz+Anyz
9.
“AA A
=A A+
10.
12
12,0008} =12,000(alr) +al —2al, )
20:35:25]
12,000a(4m)1(35ﬂ) =12,000( 8,55 + 8055~ Ay00555))
11.
a &_-=3,+3,+3 - _
-3, +3,+a,-(7, +a, —Xyﬂ)
b.a =73 a a

(25:401):30] 2501 T S ~ Aos g

12. ,q , es laprobabilidad de que ambas vidas mueran dentro de n afios, muriendo primero (x).
Xy

.0, , P, es la probabilidad de que (x)muera dentro de n afios y que (y) muera después de n afios.
La suma de estas probabilidades es la probabilidad de que (x) muera primero durante n afios y que
(y) muera después de (x), durante o después de n afios.

13.
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q2 - 0 (t px tpx tpxx) px/uXthdt
0 |:2t px :| pxﬂxﬁdt

ZI:tpxd D) d(cp,)

w

0

==2[3(,p.)" ] +3(p)7
=1-3=%
14,
nqxin px
15.
wq z J. p[z tpx/“lx()d
Wxyz
= [, (:D,=3,D;) p,u, (t)dt
= [ (cPuy + Puc* ¢ Py =3, Pu ) Pt (t)
_q1+q1+q1 3ooq1
wxz Xyz wxyz
16.
ka+l k|qx k+1 py =Z(k px Tk+l px) k+1 py
k=0 k=0
= vay (ka Py« py+1) _ka+l k+1 pxy
k=0 k=0
=prax y+ axy
17.
- A 2 = Al - - A 1
A)ﬂ(y Xy Xy (Ay XYJ
= A1 A 1
Xy * Xy Ay
=A,—A

18.(x) debe morir durante n afios después de la muerte de (). Entonces (y) debe estar con vida n
afios precedentes a la muerte de (x), pero no al fallecimiento de (x)

VPA :J~O°° Vip (t_n b, — py) como _, p, =1para 0<t<n se tiene
VPA = J'vat Pybist (1_t Py dt+_‘-mvt Pt (t*“ Py =Py )dt

:ﬂ_ xy7+j v pX'uXH(tnpy ¢ Py )dt

Il
><>;>|

- A1 + E J. V px+n/ux+n+t( py “n py + p)’*”)dt

nl Xy

I
><>}>|

-A + E|A, - pA,
yT n x|: npyi :|

nl X X+n:y x+Ly+n

aw+ EAL —A,

x+n y

[
J>I x}>l
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19.
20 0
PNU= J.o Vtt Pso L5041 (1 ~t Pz ) dt+ .L_o Vtt Pso s, dt
'Kl - 'E‘l + 20| '&30

50:20] 50:20:201
e AL
A — Aso2070]

X+n

© ot ©V t
20 J‘O V t pxy/uy+t n EX+[d‘t = IO Vx V t px+n:ydt
X+n -
t
= VX jO v n pxt px+tl pyluertdt
Vx+n o .
= v Trn Io Vi Pyint pyﬂyudt
X
D —
= X0 Ax+n:)1/
X
21.
a. Incorrecta
A, =A +A, +A , +A ,
WXyz WXyz WX yz wXyz WXy Z
b. Correcta
c. Incorrecta
A 3:/:1+/:1+z\1_2(/: +A +A 1)+3A 1
WXy Z wz Xz yz WX z wy z Xy z WXy Z
22.

'[5(1_'[ px )t py/uy+t (t pz T t+10 pz)dt + J‘:(t—S px Tt px ) t pyﬂy+t (t pz T t+10 pz)dt

0

=50, —.0. —P, (qu:HlO —»0 . j"' sPyz| 0 1+ T10Pswd o
yz Xyz Xy:z+10 X:y+5:2+15

X:y+5:2+5
23.
on Vtt Py (t)xmdt
24,
a.Sin—ow
2c® o c®
°°q410:so B A[l_ ¢4 4 %0 je4°:50+m » a5
2 0 1
B [l_ 1+¢" jem“ 1+c"
- (0009)1-£)(17)-
= (0.003)(%)(17)+%
=0.2755
b.

_ 2c ) o _
A, = A[l_— 8050 + m Auoso

1
40:50 ¢’ 4%
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(0 003)(}/) 4050+}/A4050

= %1 A40:50 + O-0015"3140:50
25.
_'[ V pxt p gt :u><+tdt
yxzw yaw
= J.O Vtt Py (t py + P+ Py _2t pyz _2t pyw _2t Paw +3t pyzw)/ux+tdt
=A +A +A -2A -2A -2A +3A
Xy Xz Xw Xyz X yw XZW X yzw
26.
anX§,Z = jo (1_ t pz ) t pwxy/uertdt
= J.O t F)wxy/l’lx-¢—'[(.'it _-[O t pwxyyuy-f-tdt
=4 .—,0 .
WXy wxyz
217.
a. _[0 (1_t pw)t pxyzluxﬁdt = J.O t pxyz/ux+tdt _J‘O t pwxyz/uxﬁdt
C. ocql 0 1
Xyz WX yz
28.
a. Incorrecta
_J. V tqwt pyxzﬂxﬁ dt
nyz z+t y+t
b. Correcta
c. Correcta
29.
a. Az :Io (O ¢ Pyt Acadt
_J. Tt px pyz/uy+t Ztht
= Ayz + IA\xyzi3
b. z\vlviyz = _[0 tOwt pxyz/uxﬁdt
30.

a ac=ag-as
=a,+a,-a,-(a,+a,-a,)
b. a B = B — 8,
= 8, — (B B — By )
= B — A — Ay +

yZwx
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31. Denotando por q la probabilidad buscada

q=1-|(1-[a) (1~ [a,)]

=1-[1- g, - ,[a, + [, g, ]

= n|qx+n|qy_n|qx n|qy

Desarrollando ,q|.. = ,|a, —,|a, + |0y,

Por lo tanto q;v:n|q7y por que n|qu¢(n|qx)(n|qy)

Para el estaus de ultimo sobreviviente no es necesario que los dos fallezcan durante el

afio

32.

33. Este seguro paga despues de n afios habiendo muerto con anterioridad (x)

am 578 T aﬁ ~ &y 5513070

= am +am —a

Por lo tanto
Ax:n% =Vv"— Ax:ni‘ =Vv"-V" n px =y" nqx
34.0.525164
35. a.132.5825
b.0.73314721
36.
a.7.4402
b.4.7614
c.1.1335
37. 0.4374
Capitulo 4
1.

a f(t )= u )

o, -] [ ]

_ o) ya que ) = > 1\ es constante

Por lo tanto f(t, j)= ui”e“”i’)

25::30:20]

j=1

n,n+1

219



b £,(i)=[ fr.(t i)ds
= _[: t p)(f),u)((i)tds
= ﬂii)fe‘s“wds

(i)

_ Hy e—sg&’)

)

(i)

e

0

c. f (t): il fJ,T(j’t)

W)t
_ ﬂ)((J)e sy
)

i
(r) & ()
_ oy’ i
=e >
j=1
(7)

— ﬂ)((z') e—tyx

T y J son independientes debido a que la distribucion conjunta es el producto de las marginales, es
decir

fT,J (t’ J)= fr (t)fJ (J)
50—t

3
. . (r) . t 3
2. Es necesario obtener primero , Pg, = exp[—_[o 5 s dS} = [—5 j

(50—t 3 i ~ j(50—t)2
_[ 50 j(SO—tj_ (507
b 1,0)=3 1, (¢ )= 282V

= (50)°

a. fT,J (ta j) :’[ pétr))ﬂétj)lt
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a. ,pg = p'ply ply
-0 |-l |p-al |
=[1-(.02+.05)][1—(.03+.06)][1— (.04 +.07)]
=(.93)(.91)(.89) =.75320

b. ;a%=,pialy = (.75320)(.05) = 03766035

4. Debido a que los tantos instantaneos de salida son constantes se sabe que

POz para i =1,2,3
ademas
=P
— e—t(0.2+0.4+0.6)
— e—l.Zt
por lo tanto
1
g% =0.06[ e = 08 gaal _080 o12)_ 3404
0 12t |, 12

5. Se requieren los valores , p”) para k =1,2,3

@) — expl — Zidtilzex [_i}:ex |:_i:|
2P p{ Io 50 Pl 50 Pl " 150

@) — exp| - ZLdt}:ex {—i}:ex {—i}
2 P p[ Io 50 Pl ™ 100 Pl " 150
2
) —exp| - [ dt [ ex {—i}
2 Py p{ 55 Pl 1eg

por lo tanto
.0y =0, p, p = e = 0.87517

diy +dj +df)
1)

20

6. La probabilidad pedida es ,q\% =

Para obtener las probabilidades requeridas es preciso obtener la siguiente tabla
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X ir) £r) |£r) d)

X

18 0,18 0,82 1000 180
19 0,19 0,81 820 155,8
20 0,2 0,8 664,2 132,84

21 0,21 0,79 531,36 111,5856
22 0,22 0,78 419,77 92,350368
23 0,23 0,77 327,42 75,307527

Como q¥ = %qf), entonces d% = %d @

X

Ademas d¥ +d? =d yporlotanto d¥ = %di’)
Por lo tanto dg) _ 132.84’ d§? _ 111.5856, délz) _ 92.350368’
3 3 3
Finalmente
1(132.84 +111.5856 +92.350368)
gl =3 —0.1690647
664.2

7. La probabilidad de graduacion es , p\”) = 0.3024

a. El nimero de graduados, denotado por G, es una binomial con parametros n =1000
y p =0.3024, por lo tanto

E[G]= np = (1000)(0.3024) = 302.4
Var[G]=np(1— p) = (1000)(0.3024)(1— 0.3024) = 210.95424

b. EIl nimero de fracasos, denotado por F, es también una binomial con n =1000 y

p:4q((Jl)

_ q(()l) + p((;)ql(l) + pér)pl(r)qgl)
=0.15 + (0.60)(0.10) + (0.60)(0.70)(0.05) = 0.231
Entonces E[F]=np =231y Var[F]=np(l- p) = (1000)(0.231)(1-0.231) =177.639

8.
(r) _ OB
a. |, _a~exp[—.f0 uy + dy}

ol

a-—x
:a-exp{—x+ln—}
a

=(a-x)k™

b df = [117 ) dt = [[etdt =e ™ —e

222



c. d?=[1uZdt=[(a-x-tle™dt
—(a-x-te™" 2 + Iole‘x“dt
=(a-xe* —(a-x-1 e +e*

=(a-x-1*-(a-x-2™"

9. I 1000exp{ j c+—dy}

:1000exp[ cx+|na X2 Ina]
2

_1000e = 2=%
a
10.
L4 o 4L 10104 ) -1 (10 )
d dt 16 1
10 ) - ]
- | ()
tpxr [/'lii)t _/u>(<r)]
d - d |l — U
b, — (j)z_ x+1
ax > T ax 1)
B S Py Ty ST
T
1 (i 3 (G . N
= L0 0 (0 10t
:tp)(:):uxﬂ th :ux :u>((J)
d oy d1W—19 10001 e
c. atqw ZEI(—,)t ZI(—,)MQ&R Foplul)
11.

a qy=1-p¥

=1- exp[— J'Ol ul dt}
=1-e

Ipx plddt CI pyd

[[opldt [ pld

1
c q>(<l) = Io p)(f)/,z)(i)tdt = CJ‘O t px

223



X

o o odo o d |
12. Se sabe por (4.6.4) que q'/)> ). Como m (’)—L—X y q (X‘)zl—x con !9 >0, L <1 entonces

X

m> g, porlo tanto m'))> q{)> qV

13. plo=1-qlg=098 y pg=1-q']=0.96
0i' =1-piy
~1-ppl3
=1-(0.98)(0.96)

=0.0592
(r)
. m 2 2
gy e 022
fimy 11 11
T T 9
Como pz(to) =1_qz(10) = H
y  pid=pRpld
entonces
(r) o
p)= p,“g) _ 10 oo tanto q=1- p’g%):l—E = 0.09091
P % 11 11
-() -(2)
b. M(&))H _ g 4 0.1 (2) g 4

1_tq,g10) :1_0.]1 Y M :1_t,qg(2)) -
)
; q 40 0.1
Entonces sig), = uig, + pigh = —-2 +
t ‘ Cl-tq¥  1-0.1t

qi , 01
01-rq'?  1-0.1t
1
[ ol

tg)

[, Pl

l e 7
[[[0.1+q@-0.2q G tht
- 1 e e
jo[l—(0.1+ o2k +0.1g Dt ot
 0.1+0.9q"%

0.95- £q'y

e. Por lo tanto q 2= 2T _0.0906
298

c. . py =exp -

dr |=fi-tg 21— 0.1t]

d m=020=
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g

15.Con p =l-qVh-q@Ph-q®] y qV = In p"\¥) se obtienen la siguiente tabla

In p{’
- () (7)
P& 0.76048 U2 0.23952
5 0.8502732 a5 0.1497268
i 0.8211456 a; 0.1788544
) (2) (3)
Us2 0.017672958 Us2 0.02664516 U6 0.19520189
1) (2) €l
Qes 0.020535227 063 0.03193184 O6s 0.09725974
1) (2) @)
Oss 0.025776433 O6s 0.03705158 Oes 0.11602639
16.
a. Este resultado se obtiene al suponer fuerza constante
_ -(i)
b. Aceptando m'V=m!) entonces : qlx,(j) = q.” si los decrementos estan
_Eq X _qu
uniformemente distribuidos en las tabla de decrementos multiples y en la tabla de
decrementos simples.
q [ 1q(1)]
c. Del inciso anterior se desprende que q )~ Xll—z(rx
2qx
d. De b también se obtiene q'(x”[l—%qi’)]: qV[-1q]. Despejando ¢ se obtiene
(i)
i (i q
qVh-2q+1qW]=qW, o bien )= i :
L-1a +5aY]
17.
o g m{) : L
a. No hay justificacion para la relacion qﬁ” Ell—x(l) asumiendo distribucion
+2 My

uniforme en el modelo de decrementos multiples
1
@t =1 )
b [1dt=L

dedonde LOfi+im(]~1t

X

por lo tanto L(Xf) ~ K de manera que la proposicion es aceptable

c. Sesabeque qf) = [, p{utldt=[ p¥, pl?uldt
1 7
~q [ h-tq i

— q'(l)[l—%q'(z)]
por lo tanto la proposicion es aceptable.
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18. Si cada decremento esta distribuido uniformemente entonces,

() %tqy) B %tqij) B qt¥

/’lirt = tp>((z-) _1_tq>((r) _1_tq)(<1)
Y
(i)
) D )
ll'lX+2 - r _mx
to1-3q)

19.

a. A través de la expresion

o =) -[g + )
=1-p Y pPp-q P - g Vg g Vg ?

Es posible obtener q'®'. Una vez que se tienen todas las tasas de decremento asociadas, se
construye la tabla usando las relaciones expuestas en el capitulo.

q(1) q(l)

X _ X
1-3la -a ] 1-3la? + o]
obtenidas todas las tasas de decremento mdltiple, la tabla puede ser construida.

b. Es posible obtener q usando o=

, una vez

20. Como d{?) = q®I{) = 200 salida inmediatamente después de la edad 50, s6lo 800 personas

inician el intervalo (50,51]. Como d{ =0.6d{2) =12 muereny q'%= % =0.15. Como no puede

haber salida durante el afio, en realidad se tiene un modelo de decremento simple.

21. El decremento por la causa 1 es la salida por fallecimiento. El valor presente actuarial para el
decremento por esta causa es

40
20,000( " v'e iy ey, dt
El decremento por la causa 2 es la salida por otra razon. El valor presente actuarial para este

beneficio es

40 _
V' t pir)ﬂgglt (300t)40—t |a‘30+t dt

0

22. La p.n.u. para el modelo de una salida es

400 = (1000)[ "V*, p, ... dt = (1000)[ e 0% . et
o ¢ t o
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= (1000)[ "e "% dt = 1000x_
0 4+0.06

de donde x=0.04

Para el modelo de doble salida, el tanto instantaneo total es

=l i =3 = 30,

de donde la probabilidad de sobrevivencia es

. p(f) — e_sﬂt

X

22. La p.n.u. del beneficio debido a que es pagadero al momento del acaecimiento por cualquier
salida, es

PNU = (:|.000)J.000V1t p)((r)lu)((i)tdt _ 3000J':e—0.06t e 3t
= (3000)(0.04)[ " 0% g S0k

= (120)[ e **"dit

120
0.18
— 666.66
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Segurosde\ﬁdalndhﬂdualpagaderosalﬁnaldelaﬁoencnmlnuere(x)

TABLA 11

Notacién

Nombre

Descripcion

v.a del Valor Presente Actuarial

Valor Presente Actuarial
E[Y]

Valores Conmutados

A

Seguro de Vida
Entera

Valor actuarial de un
seguro de vida entero,
inmediato, pagadero al
final del afio que muere

x)

{Vt+l

Ja,  t=01- w-x-1

w—x-1

A =Y v a,
t=0

Xin

Seguro Temporal
n afos

Valor actuarial de un
seguro unitario,
temporal a n afios.
Pagadero al final del
afio en que muera (x) si
ésta ocurre durante los
n afnos.

0 p
vitile, t=01,2,n-1

A)l(:n = ZVHl t|q><

Seguro Dotal Puro

Valor actuarial de un
seguro unitario,
pagadero al final n afios
si (X) se encuentra con
vida

0 .4
Vi b

Seguro Dotal
Mixto

Valor actuarial de un
seguro que paga una
unidad, al final de afio
si (X) sobrevive an
afios o bien si muere en
ese periodo

t+1

Ja, t=012,n-1

Seguro temporal
m afios, diferido n
afios

Valor actuarial de un
seguro temporal am
afios, diferido n afios,
unitario, pagadero si x
fallece en el periodo
(x+n) y (x+n+m)

0
v
0

t

an

T o t=nn+leonemel

n+m pX

n+m-1

_ ;CXH:M

o A= C D

X X

TABLA 1.1 Para la elaboracién de esta tabla se tomaron las columnas 1,2, 3y 4 de la tabla 4.3.1 de Bowers pag.118, haciendo algunas modificaciones. El resto de las columnas se elaboraron con apoyo de la
bibliografia consultada.
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CONTINUACION TABLA 1.1
Seguros de Vida Individual pagaderos al final del afio en que muere (x)

Notacion Nombre Descripcion v.a del Valor Presente Actuarial Valor Presente Actuarial Valores Conmutados
E[Y]
| A( Seguro de vida Valor actuarial de un w—x-1 w—x-1
n entera diferido n seguro unitario, n|AK = z Vs t|qx 2 C..
afios ilimitado, diferido n 0 q ton _ tom _ Mx+m
afios, pagadero al final n-ox n | A& - D - D
del afio en que muera vttt l|q t=nn+l-w-x-1 X X
() si ésta ocurre X
después del periodo
(x+n)

TABLA 1.1 Para la elaboracién de esta tabla se tomaron las columnas 1,2, 3y 4 de la tabla 4.3.1 de Bowers pag.118, haciendo algunas modificaciones. El resto de las columnas se elaboraron con apoyo de la
bibliografia consultada.
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Seguros de Vida Individual pagaderos al momento en que muere (x)

TABLA 1.2

Notacién

Nombre

Descripcion

v.a. del valor Presente Actuarial

Valor Presente Actuarial E[Y]

Aproximacion

A

Seguro de vida
entera

Valor Actuarial de un
seguro de vida entero,
unitario, ilimitado.

v tlg, t>0

'E& = J.: Vtt pxﬂxﬂ dt

A

Seguro de vida,
temporal n afios

Valor actuarial de un
seguro temporal a n
afios, unitario.
Pagadero al
fallecimiento de (x) si
este ocurre dentro de n
afos.

V! t<n
0 t>n

Ai;m - J‘o Vtt Py Ayt dt

|

Xim

Seguro dotal mixto
temporal a n afios

Valor actuarial de un
seguro dotal mixto,
unitario. Paga si (x)
fallece durante el
periodo n afios o si (X)
continua con vida
después de éste periodo

Ja,
" P,

A _ Al 1
Ax:m - A><:n + ACH
Al

=A -+, E

Seguro de Vida
Entero diferidon
afios

Valor actuarial de un
seguro de vida entera
diferido n afios. Paga 1
unidad monetaria al
fallecimiento de (x), si
este ocurre después de
n afios

0 Ja,

vl g, t>n

n| R = J':Ovtt pxluxﬂdt

Seguro de vida
temporal m afios
diferido n afios

Valor actuarial de un
seguro temporal n afios
. Paga una unidad
monetaria si el
fallecimiento de (x)
ocurre en el periodo
(x+n) y (x+n+m)

v o, m<t<m+n

0 en

otro caso

n |m AA = J.nmm Vtt px:u><+tdt

TABLA 1.2 Para la elaboracién de esta tabla se tomaron las columnas 1,2, 3y 4 de la tabla 4.2.1 de Bowers pag. 109, haciendo algunas modificaciones. El resto de las columnas se elaboraron con apoyo de la
bibliografia consultada.
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La ultima columna de este cuadro contiene las relaciones entre los seguros de vida que paga al momento del fallecimiento y aquellos que pagan al final del afios en que ocurre la muerte de

(X) . La relacion surge al suponer distribucion uniforme de los fallecimientos a lo largo del tiempo, como se expuso en (2.13.9). También pueden utilizarse otros factores de aproximacion

con (1+ i)}/2 y (1+ %) , los cuales obedecen al supuesto de que los fallecimientos se concentran a la mitad de cada afio de edad.

232



TABLA 1.3
Anualidades discretas anticipadas de vida individual

Notacién | Nombre | Descripcion v.a. del Valor Presente Actuarial Valor Presente Actuarial Valores Conmutados
= Anualidad | Valor actuarial de 2 o o ©
i | { - e — .
% contingente una Y aﬂ t-19x t=120-x a = Z . EX = th ¢ Py Z DX+t
vitalicia anualidad t=0 t=0 R _ NX
contingente, a, D - D
unitaria, X X
vitalicia e
inmediata
5 Anualidad | Valor actuarial de n-1 n-1 n-1
a - _
xanl contingente una Y aﬂ t-1 |q>< t=12-n-1 a-= Z E = Vvt p D
. x:nl t=x t Mx X+t
temporal anualidad i | D =0 =0 =0 NX - NX+n
o~ . a =
a afios contingente nl n-11Mx D D
unitaria, X X
inmediata,
temporal a n afios
si (X) se encuentra
con vida
a Anualidad | Valor actuarial de 0 q n+m-1 n+m-1 . n+m-1
nim —X i H —
| contingente |  una anualidad n Ux ) |m a4, = E, = Z VP, D, N N
diferidan | unitaria, diferida n Y |a | a1 ) 1 ten ton = ten _ Nyon = Nynim
afios, afios, temporal m | O t=n+lne2eenem- n|max T D = D
temporal m afios si (x) | 4 X X
afos esta con vida al n|~ml nem-1 Px
encimiento de cada
pago
i Anualidad | Valor actuarial de 0 q © © t ©
n 1% contingente | una anualidad 28 n Hx n|ax = Z E = ZV P, D,,, \
de vida unltarla,_de _V'da a |qx t=n+1n+2--,W-X t=n t=n |a t=n _ Nyin
entera, entera, diferida n t-n t-1 % p = D
diferidan afios si (x) se X X
afos encuentra con vida

TABLA 1.3 Para la elaboracion de esta tabla se tom6 la tabla 5.2 de Bowers pag.168, haciendo algunas modificaciones con apoyo de la bibliografia consultada.
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TABLA 14
Anualidades Discretas Vencidas de Vida Individual

Notacién| Nombre | Descripcion v.a. del Valor Presente Actuarial Valor Presente Actuarial Valores Conmutados
Anualidad | Valor actuarial -12...\W— © ® ©
contingente de una Y {aﬂ 1t 1=k WX a = z E = th p Z D
. b R X t X t X X+t
a vitalicia anualidad t=1 t=1 = NX
X contingente, ay = D - E
unitaria, X X
vitalicia e
inmediata
Anualidad | Valor actuarial n n n
contingente de una Y & t |qX t=42n-1 a .= Z .E, = th ¢« Py Z D,.,
temporal anualidad a |p —~ —~ = N -Noa
a a afios contingente nl nlFx xinl - D
xenl unitaria, X X
inmediata,
temporal an
afios
si (x) esta con
vida
Anualidad | Valor actuarial n+m n+m n+m
contingente | de una anualidad 0 a1 Oy n|m a, = E, = Z % ¢ Py Z D,.,
a diferidan | unitaria, diferida ton+l t=n+l _ t=ntl _ Nx+n_1 - Nx+n+m+1
njm x afios, n afios, temporal | Y aﬁ |qx t=n+1Ln+2--,n+m-1 n|m a, = D - D
temporal m | m afios si (x) nlten ! x x
afios esta con vida a p
durante el nloml n+m Fx
periodo (x+n) y
(x+n+m)
Anualidad | Valor actuarial 0 q o I o
contingente de una anualu_nlad Y n+1Hx n|ax = Z tEX = Z V', P, DX+t N
a devida | unitaria, de vida o a |qX fon+ln+2 - wex t=n+1 t=n+1 |a _ tensl x+n+l
n 1% entera, entera, diferida t-n t nl*x D D
diferidan | nafiossi (x) se X X
afos encusri]é;a con =a, — ax:ﬂ . ExaX+n

TABLA 1.4 Para la elaboracion de esta tabla se tom¢ la tabla 5.3.1 de Bowers pag. 148, haciendo algunas modificaciones con apoyo de la bibliografia consultada.

Como se expuso en el Capitulo 1, las relaciones entre anualidades anticipada y vencidas son:
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a =1+a,
dg=l+a 4

”|ax = n—l|aX
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TABLA 15

Anualidades Continuas de Vida Individual

Notacion Nombre Descripcién v.a del Valor Presente Valor Presente Actuarial E[Y] Valores Conmutados
Actuarial Y
3 Anualidad contingente | Valor actuarial de una _ © l\_l
X continua anualidad contingente, | _ T>0 a, = Io v tpxdt a=—2%
vitalicia unitaria, ag = X D,
vitalicia e inmediata
EY Anualidad contingente | Valor actuarial de una
x:nl continua Anualidad contingente NG N
o _ N, —N
temporal unitaria, _ _ no, q 3 = X X+n
a afos |nmed|ata&,lr~:grsnporal an| &, 0<T<n Ao = _[0 Vv, p,dt xn D,
si (X) se encuentra con
vida
T Anualidad contingente | Valor actuarial de una
a
njm = continua, diferida n anualidad unitaria, 0 0<T<m N[ N
afios diferida n afios = m+n q —— XN X+n+m
' ! — < t a, ==
temporal m afios temporal m afios si (x) an —ay m<T<m+n |m a = V', p,dt nim =X D
esta con vida durante el T § m X
a —a >
periodo (x+n)y A ~ &y =2Mm+n
(X+n+m)
3 Anualidad contingente | Valor actuarial de una N
nl7x de vida entera, diferida | anualidad unitaria, de q = __Xn
. : feri 0 0<T<n nl %
n afios vida entera, diferida n = | _ o dt DX
afiossi (x)seencuentra | 15 _ = > nlay = J‘ Vo Py
con vida & -a; T=zn 4 =n|ax+%nEX

TABLA 1.5 Para la elaboracion de esta tabla se tomo la tabla 5.2.1 de Bowers pag. 142, haciendo algunas modificaciones con apoyo de la bibliografia consultada.
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TABLA 1.6
Anualidades Fraccionarias Vencidas y Anticipadas

Notacion Nombre Descripcion Valor Actuarial Valor Conmutado Aproximaciones
Anualidad Valor actuarial de
(m) contingente una anualidad
a, v_enr_:ic_ia, unitaria, contingente. Paga (m) . © y -
vitalicia, pagagera (i) al final de cada a,’ = FZV m% Py a(m) _ N, + 2m- D, a(m) —a + m-21 1
m veces al afio m =1 X X X 2
m- ésimo de afio Dx m
durante la existencia
de (x)
Anualidad Valor actuarial de
contingente una anualidad ® ~
anticipada, contingente. Paga a(m) = lZVym p ~(m) _ Nx _rngl Dx
(atibipad X m v Px a, =—" 1
a:(m) vitalicia, unitaria (A) al inicio de cada t=0 X D éi(m) 5 m
X pagadera m veces | \m X x o 9 om
al afio m- ésimo de afio
durante la existencia
de (x)
Anualidad Valor actuarial de
contingente una anualidad
vencida, diferida | contingente. Diferido (m) _ (m)
' a’ = E.a m-1 m .
n|a£m) pagadgrzn?r?veces n afios Paga (ﬁ) al n| " s n aim) = Nina + o Do n|ar(n )= n|ax + 5 nEs
al afio final de cada m- D,
ésimo de afio durante
la existencia de (x)
|<"i(m) Anualidad Valor actuarial de
nl =X contingente una anualidad
anticipada, contingente. Diferido - )
i i fi .. .. — mn= s(m) e m-1
e | o oospaga (L)a | [a = B4 | g - Mun =% Do Ja7 = Ja-5 E,
al afio inicio de cada m- D,
ésimo de afio durante
la existencia de (x)

TABLA 1.6 Para la elaboracion de esta tabla de tomé como base el trabajo realizado en las anteriores, con informacién obtenida de la bibliografia consultada.
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CONTINUACION DE LA TABLA 1.6

Anualidades Fraccionarias Vencidas y Anticipadas

Notacion Nombre Descripcion Valor Actuarial Valor Conmutado Aproximaciones
Anualidad Valor actuarial de
contingente una anualidad
a(m) vencida, temporal contingente.
xenl n afios, pagadera | Temporal n afios, que (M)« (™ _ [g(™ -N,, .+ %(DX - Dx+n) a™ ~a _|_m_—1(1_ E )
m veces al afio 1 , xnl ~ Ox n| %x x| xnl © 2m nox
paga (H) al final de Dx
cada m- ésimo de afio
durante la existencia
de ()
2(m) Anualidad Valor actuarial de
ax;m contingente una anualidad
anticipada, contingente.

temporal n afios,
pagadera m veces
al afio

Temporal n afios, que
paga (ﬁ) al inicio
de cada m- ésimo de

afio durante la
existencia de (x)

a>(<n:ﬂ) = ax;m _M(l_ n Ex)

2m

TABLA 1.6 Para la elaboracion de esta tabla de tom6 como base el trabajo realizado en las anteriores, con informacién obtenida de la bibliografia consultada.




Tabla 2.1 llustrativa de Mortalidad Individual

0
Edad Ix dx 0y Px S(X) € €x ,u(X)
12 10000000 11200.00 0.001120 0.998880 0.985694 82.721400 | 83.221400 0.001112
13 9988800 11387.23 0.001140 0.998860 0.984312 81.722520 | 82.222520 0.001131
14 9977412.8 | 11573.80 0.001160 0.998840 0.982888 80.723660 | 81.223660 0.001152
15 9965839 11859.35 0.001190 0.998810 0.981417 79.724820 | 80.224820 0.001174
16 9953979.6 12044.32 0.001210 0.998790 0.979896 78.726010 | 79.226010 0.001198
17 9941935.3 12328.00 0.001240 0.998760 0.978319 77.727220 | 78.227220 0.001225
18 9929607.3 | 12610.60 0.001270 0.998730 0.976682 76.728460 | 77.228460 0.001254
19 9916996.7 12892.10 0.001300 0.998700 0.974980 75.729730 | 76.229730 0.001286
20 9904104.6 | 13271.50 0.001340 0.998660 0.973207 74.731030 | 75.231030 0.001320
21 9890833.1 13649.35 0.001380 0.998620 0.971356 73.732370 | 74.232370 0.001358
22 9877183.8 | 14025.60 0.001420 0.998580 0.969421 72.733750 | 73.233750 0.001399
23 9863158.2 14498.84 0.001470 0.998530 0.967393 71.735170 | 72.235170 0.001444
24 9848659.3 14969.96 0.001520 0.998480 0.965265 70.736640 | 71.236640 0.001493
25 9833689.4 15438.89 0.001570 0.998430 0.963029 69.738160 | 70.238160 0.001547
26 9818250.5 | 16101.93 0.001640 0.998360 0.960674 68.739730 | 69.239730 0.001605
27 9802148.5 | 16663.65 0.001700 0.998300 0.958190 67.741370 | 68.241370 0.001669
28 9785484.9 17320.31 0.001770 0.998230 0.955566 66.743070 | 67.243070 0.001738
29 9768164.6 | 18071.10 0.001850 0.998150 0.952790 65.744840 | 66.244840 0.001814
30 9750093.5 | 18915.18 0.001940 0.998060 0.949849 64.746690 | 65.246690 0.001897
31 9731178.3 | 19754.29 0.002030 0.997970 0.946729 63.748630 | 64.248630 0.001987
32 9711424 20782.45 0.002140 0.997860 0.943415 62.750660 | 63.250660 0.002085
33 9690641.5 | 21803.94 0.002250 0.997750 0.939889 61.752800 | 62.252800 0.002193
34 9668837.6 | 22915.15 0.002370 0.997630 0.936135 60.755050 | 61.255050 0.002310
35 96459225 | 24114.81 0.002500 0.997500 0.932133 59.757420 | 60.257420 0.002438
36 9621807.6 25497.79 0.002650 0.997350 0.927863 58.759920 | 59.259920 0.002577
37 9596309.9 26965.63 0.002810 0.997190 0.923303 57.762570 | 58.262570 0.002729
38 9569344.2 28516.65 0.002980 0.997020 0.918429 56.765380 | 57.265380 0.002895
39 9540827.6 30244.42 0.003170 0.996830 0.913216 55.768360 | 56.268360 0.003076
40 9510583.2 | 32145.77 0.003380 0.996620 0.907637 54.771530 | 55.271530 0.003273
41 9478437.4 | 34122.37 0.003600 0.996400 0.901665 53.774910 | 54.274910 0.003489
42 9444315 31921.78 0.003380 0.996620 0.895267 52.778510 | 53.278510 0.003724
43 9412393.2 | 38684.94 0.004110 0.995890 0.888412 51.781890 | 52.281890 0.003980
44 9373708.3 | 41244.32 0.004400 0.995600 0.881065 50.786000 | 51.286000 0.004260
45 9332464 44049.23 0.004720 0.995280 0.873192 49.790400 | 50.290400 0.004565
46 9288414.7 | 47092.26 0.005070 0.994930 0.864754 48.795120 | 49.295120 0.004898
47 92413225 | 50365.21 0.005450 0.994550 0.855711 47.800190 | 48.300190 0.005262
48 9190957.3 | 53859.01 0.005860 0.994140 0.846023 46.805640 | 47.305640 0.005658
49 9137098.3 | 57655.09 0.006310 0.993690 0.835648 45.811500 | 46.311500 0.006091
50 9079443.2 61740.21 0.006800 0.993200 0.824541 44.817810 | 45.317810 0.006562
51 9017703 66099.76 0.007330 0.992670 0.812660 43.824610 | 44.324610 0.007077
52 8951603.2 70807.18 0.007910 0.992090 0.799958 42.831940 | 43.331940 0.007639
53 8880796 75930.81 0.008550 0.991450 0.786392 41.839850 | 42.339850 0.008251
54 8804865.2 | 81356.95 0.009240 0.990760 0.771917 40.848400 | 41.348400 0.008919
55 8723508.3 | 87235.08 0.010000 0.990000 0.756492 39.857640 | 40.357640 0.009649

Tabla elaborada con un Radix = 10,000,000.00 y las (, de la Tabla Tasas Modificadas del documento Tablas de Mortalidad
Experiencia Mexicana 1982-1989 elaborada por la CNSF .

248



Continuacién Tabla 2.1 llustrativa de Mortalidad Individual

0
Edad IX dx 0y Py S(X) €, €x /,l(X)
56 8636273.2 93444.48 0.010820 0.989180 0.740075 38.867640 | 39.367640 0.010444
57 8542828.7 | 100121.95 | 0.011720 0.988280 0.722631 37.878460 | 38.378460 0.011312
58 8442706.7 | 107137.95 | 0.012690 0.987310 0.704125 36.890180 | 37.390180 0.012259
59 8335568.8 | 114697.43 | 0.013760 0.986240 0.684533 35.902870 | 36.402870 0.013292
60 8220871.4 | 122655.40 | 0.014920 0.985080 0.663834 34.916630 | 35.416630 0.014419
61 8098216 131110.12 | 0.016190 0.983810 0.642018 33.931550 | 34.431550 0.015648
62 7967105.9 | 139982.05 | 0.017570 0.982430 0.619084 32.947740 | 33.447740 0.016990
63 7827123.8 | 149263.25 | 0.019070 0.980930 0.595047 31.965310 | 32.465310 0.018453
64 7677860.6 | 158931.71 | 0.020700 0.979300 0.569933 30.984380 | 31.484380 0.020050
65 7518928.8 | 169100.71 | 0.022490 0.977510 0.543786 30.005080 | 30.505080 0.021792
66 7349828.1 | 179556.30 | 0.024430 0.975570 0.516669 29.027570 | 29.527570 0.023692
67 7170271.8 | 190299.01 | 0.026540 0.973460 0.488665 28.052000 | 28.552000 0.025765
68 6979972.8 | 201302.42 | 0.028840 0.971160 0.459879 27.078540 | 27.578540 0.028027
69 6778670.4 | 212443.53 | 0.031340 0.968660 0.430441 26.107380 | 26.607380 0.030495
70 6566226.9 | 223645.69 | 0.034060 0.965940 0.400502 25.138720 | 25.638720 0.033187
71 6342581.2 | 234802.36 | 0.037020 0.962980 0.370239 24172780 | 24.672780 0.036124
72 6107778.8 | 245777.02 | 0.040240 0.959760 0.339854 23.209800 | 23.709800 0.039328
73 5862001.8 | 256462.58 | 0.043750 0.956250 0.309566 22.250040 | 22.750040 0.042824
74 5605539.2 | 266543.39 | 0.047550 0.952450 0.279616 21.293790 | 21.793790 0.046638
75 5338995.8 | 275972.69 | 0.051690 0.948310 0.250257 20.341340 | 20.841340 0.050799
76 5063023.1 | 284440.64 | 0.056180 0.943820 0.221750 19.393030 | 19.893030 0.055338
77 4778582.5 | 291732.46 | 0.061050 0.938950 0.194355 18.449210 | 18.949210 0.060291
78 4486850 297657.63 | 0.066340 0.933660 0.168328 17.510260 | 18.010260 0.065694
79 4189192.4 | 301956.99 | 0.072080 0.927920 0.143903 16.576600 | 17.076600 0.071589
80 3887235.4 | 304331.66 | 0.078290 0.921710 0.121290 15.648680 | 16.148680 0.078020
81 3582903.8 | 304654.31 | 0.085030 0.914970 0.100660 14.726970 | 15.226970 0.085036
82 3278249.5 | 302647.99 | 0.092320 0.907680 0.082141 13.812000 | 14.312000 0.092691
83 2975601.5 | 298185.02 | 0.100210 0.899790 0.065807 12.904320 | 13.404320 0.101042
84 2677416.4 | 291142.26 | 0.108740 0.891260 0.051671 12.004530 | 12.504530 0.110153
85 2386274.2 | 281484.90 | 0.117960 0.882040 0.039693 11.113270 | 11.613270 0.120093
86 2104789.3 | 269202.55 | 0.127900 0.872100 0.029771 10.231230 | 10.731230 0.130937
87 1835586.7 | 254449.03 | 0.138620 0.861380 0.021754 9.359130 9.859130 0.142768
88 1581137.7 | 237439.45 | 0.150170 0.849830 0.015450 8.497750 8.997750 0.155675
89 1343698.2 | 218471.90 | 0.162590 0.837410 0.010637 7.647920 8.147920 0.169757
90 1125226.3 | 197961.07 | 0.175930 0.824070 0.007079 6.810510 7.310510 0.185119
91 927265.28 | 176412.22 | 0.190250 0.809750 0.004541 5.986440 6.486440 0.201880
92 750853.06 | 154360.37 | 0.205580 0.794420 0.002797 5.176690 5.676690 0.220166
93 596492.69 | 132409.45 | 0.221980 0.778020 0.001649 4.382270 4.882270 0.240115
94 464083.24 | 111138.65 | 0.239480 0.760520 0.000927 3.604250 4.104250 0.261879
95 352944.59 | 91105.59 0.258130 0.741870 0.000494 2.843730 3.343730 0.285624
96 261839 72778.15 0.277950 0.722050 0.000249 2.101860 2.601860 0.311529
97 189060.85 | 56525.41 0.298980 0.701020 0.000118 1.379810 1.879810 0.339791
98 132535.44 | 42571.71 0.321210 0.678790 0.000052 0.678790 1.178790 0.370624
99 89963.729 | 89963.73 1.000000 0.000000 0.000021 0.000000 0.500000 0.404263

Tabla elaborada con un Radix = 10,000,000.00 y las (], de la Tabla Tasas Modificadas del documento Tablas de Mortalidad
Experiencia Mexicana 1982-1989 elaborada por la CNSF .
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Tabla 2.2 llustrativa de Valores Conmutados al 7%

Edad Dx NXx Sx Cx Mx Rx
12 4440119.592 | 65333870.311 | 916634989.819 | 4647.602 | 165941.161 | 5367095.276
13 4144996.877 | 60893750.718 | 851301119.508 | 4416.165 | 161293.559 | 5201154.115
14 3869412.692 | 56748753.841 | 790407368.789 | 4194.877 | 156877.394 | 5039860.556
15 3612078.667 | 52879341.149 | 733658614.948 | 4017.172 | 152682.517 | 4882983.162
16 3371757.283 | 49267262.482 | 680779273.799 | 3812.922 | 148665.345 | 4730300.645
17 3147362.109 | 45895505.199 | 631512011.316 | 3647.410 | 144852.423 | 4581635.300
18 2937812.505 | 42748143.090 | 585616506.117 | 3486.936 | 141205.013 | 4436782.876
19 2742132.227 | 39810330.585 | 542868363.027 | 3331.563 | 137718.077 | 4295577.863
20 2559408.837 | 37068198.358 | 503058032.443 | 3205.241 | 134386.514 | 4157859.787
21 2388765.634 | 34508789.521 | 465989834.085 | 3080.838 | 131181.273 | 4023473.272
22 2229410.409 | 32120023.886 | 431481044.564 | 2958.657 | 128100.435 | 3892291.999
23 2080602.473 | 29890613.477 | 399361020.678 | 2858.398 | 125141.779 | 3764191.564
24 1941629.895 | 27810011.004 | 369470407.201 | 2758.203 | 122283.381 | 3639049.785
25 1811849.175 | 25868381.109 | 341660396.197 | 2658.508 | 119525.178 | 3516766.404
26 1690658.479 | 24056531.933 | 315792015.089 | 2591.290 | 116866.670 | 3397241.227
27 1577463.363 | 22365873.455 | 291735483.155 | 2506.250 | 114275.380 | 3280374.557
28 1471758575 | 20788410.091 | 269369609.701 | 2434.591 | 111769.130 | 3166099.176
29 1373040.713 | 19316651.516 | 248581199.609 | 2373.949 | 109334.539 | 3054330.046
30 1280841.670 | 17943610.803 | 229264548.093 | 2322.274 | 106960.590 | 2944995.507
31 1194726.016 | 16662769.133 | 211320937.290 | 2266.630 | 104638.316 | 2838034.918
32 1114299.741 | 15468043.116 | 194658168.157 | 2228.599 | 102371.686 | 2733396.601
33 1039173.027 | 14353743.376 | 179190125.041 | 2185.177 | 100143.087 | 2631024.915
34 969004.568 | 13314570.348 | 164836381.665 | 2146.300 97957.910 | 2530881.828
35 903465.446 | 12345565.780 | 151521811.317 | 2110.901 95811.610 | 2432923.918
36 842249.330 | 11442100.333 | 139176245.538 | 2085.945 93700.710 | 2337112.308
37 785062.962 | 10599851.004 | 127734145.204 | 2061.707 91614.765 | 2243411.598
38 731641.995 | 9814788.042 | 117134294.200 | 2037.657 89553.058 | 2151796.833
39 681739.908 | 9083146.047 | 107319506.158 | 2019.734 | 87515.401 | 2062243.775
40 635120.367 | 8401406.139 | 98236360.111 | 2006.268 85495.666 | 1974728.375
41 591564.168 | 7766285.772 | 89834953.972 1990.309 83489.398 | 1889232.708
42 550873.399 | 7174721.603 | 82068668.200 1740.142 81499.089 | 1805743.310
43 513094.811 | 6623848.204 | 74893946.597 1970.860 79758.947 | 1724244.221
44 477557.001 | 6110753.393 | 68270098.393 1963.786 77788.087 | 1644485.274
45 444351.168 | 5633196.392 | 62159344.999 1960.129 75824.302 | 1566697.187
46 413321.337 | 5188845.224 | 56526148.607 1958.448 73864.173 | 1490872.885
47 384323.176 | 4775523.887 | 51337303.383 1957.534 | 71905.725 | 1417008.712
48 357223.004 | 4391200.711 | 46561779.496 1956.380 69948.191 | 1345102.987
49 331896.895 | 4033977.707 | 42170578.784 | 1957.261 67991.811 | 1275154.796
50 308226.753 | 3702080.812 | 38136601.077 1958.824 | 66034.550 | 1207162.985
51 286103.561 | 3393854.060 | 34434520.265 1959.943 64075.726 | 1141128.435
52 265426.563 | 3107750.498 | 31040666.205 1962.172 62115.783 | 1077052.709
53 246100.036 | 2842323.936 | 27932915.707 1966.500 60153.611 | 1014936.927
54 228033.534 | 2596223.899 | 25090591.771 1969.187 58187.110 | 954783.316
55 211146.265 | 2368190.366 | 22494367.872 1973.330 56217.923 | 896596.206

Tabla elaborada tomando los valores de |X Yy dX de la tabla 2.1 de este trabajo y considerando un interés del 7%.
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Continuacién Tabla 2.2 llustrativa de Valores Conmutados al 7%

Edad Dx NX SX Cx Mx Rx

56 195359.629 | 2157044.101 | 20126177.506 | 1975.506 | 54244594 | 840378.282
57 180603.586 | 1961684.472 | 17969133.405 | 1978.200 | 52269.088 | 786133.689
58 166810.198 | 1781080.886 | 16007448.933 | 1978.338 | 50290.888 | 733864.600
59 153919.044 | 1614270.687 | 14226368.048 | 1979.370 | 48312550 | 683573.712
60 141870.204 | 1460351.644 | 12612097.360 | 1978.228 | 46333.180 | 635261.162
61 130610.748 | 1318481.440 | 11151745.717 | 1976.250 | 44354.953 | 588927.982
62 120089.869 | 1187870.692 | 9833264.277 1971.943 | 42378.702 | 544573.029
63 110261.579 | 1067780.823 | 8645393.584 1965.129 | 40406.759 | 502194.327
64 101083.076 | 957519.244 7577612.761 1955.532 | 38441.630 | 461787.568
65 92514.632 856436.168 6620093.517 1944.537 | 36486.098 | 423345.938
66 84517.736 763921.536 5763657.350 1929.690 | 34541561 | 386859.840
67 77058.849 679403.800 4999735.813 1911.348 | 32611.871 | 352318.279
68 70106.268 602344.951 4320332.014 1889.593 | 30700.524 | 319706.408
69 63630.283 532238.683 3717987.062 1863.713 | 28810.930 | 289005.885
70 57603.841 468608.400 3185748.379 1833.633 | 26947.217 | 260194.955
71 52001.733 411004.558 2717139.979 1799.163 | 25113.585 | 233247.737
72 46800.588 359002.825 2306135.421 1760.052 | 23314.422 | 208134.153
73 41978.815 312202.237 1947132.596 1716.424 | 21554.370 | 184819.731
74 37516.114 270223.422 1634930.358 1667.188 | 19837.946 | 163265.361
75 33394.601 232707.308 1364706.936 1613.240 | 18170.758 | 143427.415
76 29596.667 199312.707 1131999.628 1553.963 | 16557.518 | 125256.657
77 26106.473 169716.040 932686.921 1489.533 | 15003.555 | 108699.139
78 22909.040 143609.567 762970.880 1420.360 | 13514.022 93695.584
79 19989.957 120700.527 619361.314 1346.613 | 12093.661 80181.562
80 17335.590 100710.569 498660.787 1268.414 | 10747.048 68087.901
81 14933.072 83374.979 397950.218 1186.691 9478.634 57340.853
82 12769.451 68441.907 314575.239 1101.753 8291.943 47862.219
83 10832.313 55672.456 246133.331 1014.492 7190.190 39570.276
84 9109.166 44840.143 190460.875 925.730 6175.698 32380.086
85 7587.509 35730.977 145620.732 836.470 5249.969 26204.387
86 6254.660 28143.468 109889.755 747.637 4413.499 20954.419
87 5097.841 21888.808 81746.287 660.432 3665.863 16540.920
88 4103.905 16790.967 59857.479 575.966 3005.430 12875.057
89 3259.459 12687.062 43066.512 495.285 2429.464 9869.627

90 2550.938 9427.603 30379 419.427 1934.179 7440.163

91 1964.628 6876.665 20951.847 349.318 1514.752 5505.984

92 1486.782 4912.038 14075.181 285.657 1165.434 3991.231

93 1103.859 3425.255 9163.144 229.004 879.777 2825.797

94 802.640 2321.396 5737.888 179.641 650.773 1946.020

95 570.489 1518.756 3416.493 137.627 471.132 1295.247

96 395.541 948.266 1897.737 102.748 333.505 824.115

97 266.916 552.725 949.470 74.582 230.757 490.610

98 174.873 285.809 396.745 52.496 156.175 259.854

99 110.936 110.936 110.936 103.679 103.679 103.679

Tabla elaborada tomando los valores de |X Yy dX de la tabla 2.1 de este trabajo y considerando un interés del 7%.
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Tabla 2.3 llustrativa de Distribucién Uniforme bajo la Ley Makeham

C =1.0909846240

Diferencia de edad

Sumar al de menor edad

Diferencia de edad

Sumar al de menor edad

N T R T

1 0.51088164 1 0.34310048
2 1.04348539 2 0.70608363
3 1.59768837 3 1.0894292
4 2.17328784 4 1.49355474
5 2.77000417 5 1.91880981
6 3.38748497 6 2.36547101
7 4.02531008 7 2.83373793
8 4.68299738 8 3.3237302
9 5.36000928 9 3.83548569
10 6.05575959 10 4.36895991
11 6.76962074 11 4.92402675
12 7.50093108 12 5.5004803
13 8.24900214 13 6.09803793
14 9.0131257 14 6.71634443
15 9.79258055 15 7.35497702
16 10.5866388 16 8.01345123
17 11.3945719 17 8.69122739
18 12.2156558 18 9.3877175
19 13.0491755 19 10.1022925
20 13.8944297 20 10.8342895
21 14.750734 21 11.5830191
22 15.6174237 22 12.3477724
23 16.4938566 23 13.1278279
24 17.3794147 24 13.9224575
25 18.2735055 25 14.7309327

Tabla elaborada con los pardmetros arrojados en el estudio Tabla de Mortalidad Experiencia Mexicana 1982-1989 elaborada por la

CNSF.
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Tabla 2.4 llustrativa de Distribucion Uniforme bajo la Ley Gompertz

C =1.0909846240

Diferencia de edad | Sumar al de menor edad

N T

0 7.95983348
1 8.47071512
2 9.00331887
3 9.55752185
4 10.1331213
5 10.7298376
6 11.3473184
7 11.9851436
8 12.6428309
9 13.3198428
10 14.0155931
11 14.7294542
12 15.4607646
13 16.2088356
14 16.9729592
15 17.752414
16 18.5464723
17 19.3544054
18 20.1754892
19 21.009009
20 21.8542632
21 22.7105674
22 23.5772571
23 24.45369
24 25.3392481
25 26.233339

Tabla elaborada con los parametros arrojados en el estudio Tabla de Mortalidad Experiencia Mexicana 1982-1989 elaborada por la
CNSF.
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Tabla 2.5 llustrativa bajo la Ley Makeham al 7%

C =1.0909846240 A=0.000905426 B =0.0000727187

Edad c* Ay A
12 2.843305714 14.54279108 14.374960
13 3.102002815 14.52017533 14.353222
14 3.384237375 14.49621765 14.330181
15 3.69215094 14.47082017 14.305740
16 4.028079905 14.44402249 14.279940
17 4.394573241 14.41557746 14.252536
18 4.794411835 14.38550888 14.223552
19 5.230629593 14.35369753 14.192871
20 5.70653646 14.32001538 14.160367
21 6.225743534 14.284468 14.126044
22 6.792190469 14.2469174 14.089767
23 7.410175365 14.20721537 14.051390
24 8.084387384 | 14.16534452 14.010894
25 8.81994233 14.12114321 13.968122
26 9.622421467 14.0744377 13.922899
27 10.49791387 14.02532219 13.875320
28 11.45306261 13.97347438 13.825065
29 12.49511521 13.91882838 13.772068
30 13.63197857 13.86131129 13.716258
31 14.87227901 13.80084248 13.657553
32 16.22542772 13.7371951 13.595729
33 17.70169217 13.67039887 13.530813
34 19.31227397 13.60020797 13.462563
35 21.06939396 13.526493 13.390848
36 22.98638484 | 13.44911153 13.315527
37 25.07779243 13.36804087 13.236575
38 27.35948594 | 13.28311695 13.153828
39 29.84877848 13.19415908 13.067107
40 32.56455837 13.10109982 12.976342
41 35.52743247 13.00385877 12.881452
42 38.75988255 12.90221152 12.782212
43 42.28643589 12.79013313 12.672650
44 46.13385136 12.67898059 12.564012
45 50.33132248 12.56310669 12.450702
46 54.91069893 12.44246004 12.332669
47 59.90672823 12.31696982 12.209838
48 65.35731937 12.18654328 12.082114
49 71.3038305 12.05106304 11.949378
50 77.79138271 11.91050391 11.811600
51 84.86920242 11.76481488 11.668727
52 92.59099489 11.61391566 11.520675
53 101.0153517 11.4578085 11.367442
54 110.2061955 11.296577 11.209107
55 120.2332648 11.13015997 11.045606

Tabla elaborada con los parametros arrojados en el documento Tabla de Mortalidad Experiencia Mexicana (1982-1989) , elaborada
por la CNSF
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Continuacion Tabla 2.5 llustrativa bajo la Ley de Makeham al 7%

C =1.0909846240 A=0.000905426 B =0.0000727187

Edad c* Ay A
56 131.1726432 10.95867654 10.877051
57 143.1073368 | 10.78209859 10.703410
58 156.127904 10.60056537 10.524818
59 170.3331427 10.41406472 10.341258
60 185.8308396 10.22284006 10.152967
61 202.7385887 10.0269806 9.960030
62 221.184683 9.826713079 9.762666
63 241.3090882 | 9.622200298 9.561034
64 263.2645048 | 9.413629249 9.355315
65 287.2175268 9.201203064 9.145707
66 313.3499055 8.985316007 8.932599
67 341.8599288 8.76618577 8.716202
68 372.9639259 | 8.544106698 8.496805
69 406.8979085 | 8.319438869 8.274765
70 443.9193617 | 8.092513282 8.050407
71 484.3091979 | 7.863701256 7.824097
72 528.3738882 7.633401472 7.596231
73 576.4477877 7.402026509 7.367217
74 628.895673 7.170063785 7.137537
75 686.1155093 6.937842985 6.907520
76 748.5414709 6.705873834 6.677673
77 816.6472352 6.474555942 6.448391
78 890.9495769 | 6.244295268 6.220081
79 972.0122891 | 6.015550565 5.993199
80 1060.450462 5.788753772 5.768177
81 1156.935148 5.56423171 5.545342
82 1262.198458 5.342417551 5.325126
83 1377.03911 5.123607046 5.107828
84 1502.328495 | 4.908096693 4.893744
85 1639.017289 4.69610592 4.683098
86 1788.142661 4.487796206 4.476053
87 1950.836148 | 4.283135498 4.272581
88 2128.332242 4.081981406 4.072545
89 2321.97775 3.883961849 3.875577
90 2533.242023 | 3.688318079 3.680926
91 2763.728096 | 3.493763858 3.487313
92 3015.184857 | 3.298233276 3.292681
93 3289.520318 3.09828196 3.093597
94 3588.816087 2.888351772 2.884513
95 3915.34317 2.659189332 2.656188
96 4271.579196 | 2.395218496 2.393051
97 4660.227223 | 2.069435772 2.068093
98 5084.236244 | 1.633809051 1.633235
99 5546.823567 1 1.000000

Tabla elaborada con los pardmetros arrojados en el documento Tabla de Mortalidad Experiencia Mexicana (1982-1989) , elaborada
por la CNSF
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Tabla 2.6 llustrativa de Anualidades y Seguros al 7%

Edad a, a, dx A( Ax
12 14.374960 13.374960 13.869230 0.035276 0.036497
13 14.353222 13.353222 13.769870 0.036735 0.038006
14 14.330181 13.330181 13.580085 0.038281 0.039606
15 14.305740 13.305740 13.805643 0.039922 0.041303
16 14.279940 13.279940 13.779840 0.041653 0.043094
17 14.252536 13.252536 13.752434 0.043492 0.044997
18 14.223552 13.223552 13.723448 0.045437 0.047010
19 14.192871 13.192871 13.661752 0.047496 0.049140
20 14.160367 13.160367 13.628072 0.049678 0.051397
21 14.126044 13.126044 13.594900 0.051981 0.053780
22 14.089767 13.089767 13.557546 0.054416 0.056299
23 14.051390 13.051390 13.519142 0.056991 0.058964
24 14.010894 13.010894 13.510770 0.059709 0.061775
25 13.968122 12.968122 13.467993 0.062580 0.064745
26 13.922899 12.922899 13.422765 0.065615 0.067885
27 13.875320 12.875320 13.375181 0.068808 0.071189
28 13.825065 12.825065 13.324920 0.072180 0.074678
29 13.772068 12.772068 13.271917 0.075737 0.078358
30 13.716258 12.716258 13.216100 0.079483 0.082233
31 13.657553 12.657553 13.157387 0.083422 0.086309
32 13.595729 12.595729 13.095555 0.087571 0.090602
33 13.530813 12.530813 13.030631 0.091928 0.095109
34 13.462563 12.462563 12.962370 0.096508 0.099848
35 13.390848 12.390848 12.890645 0.101321 0.104828
36 13.315527 12.315527 12.815312 0.106376 0.110057
37 13.236575 12.236575 12.736347 0.111675 0.115539
38 13.153828 12.153828 12.653587 0.117228 0.121285
39 13.067107 12.067107 12.566851 0.123048 0.127306
40 12.976342 11.976342 12.476069 0.129139 0.133608
41 12.881452 11.881452 12.381161 0.135508 0.140197
42 12.782212 11.782212 12.281902 0.142168 0.147087
43 12.672650 11.672650 12.172319 0.149521 0.154695
44 12.564012 11.564012 12.063657 0.156811 0.162238
45 12.450702 11.450702 11.950322 0.164416 0.170105
46 12.332669 11.332669 11.832261 0.172337 0.178301
47 12.209838 11.209838 11.709399 0.180581 0.186830
48 12.082114 11.082114 11.581642 0.189152 0.195698
49 11.949378 10.949378 11.448870 0.198060 0.204914
50 11.811600 10.811600 11.311053 0.207307 0.214481
51 11.668727 10.668727 11.168137 0.216895 0.224401
52 11.520675 10.520675 11.020039 0.226831 0.234681
53 11.367442 10.367442 10.866755 0.237115 0.245320
54 11.209107 10.209107 10.708364 0.247741 0.256314
55 11.045606 10.045606 10.544801 0.258714 0.267667

Tabla elaborada con los Valores Conmutados tomados de la tablal 2.2 de este trabajo
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Continuacion Tabla 2.6 llustrativa de Anualidades y Seguros al 7%

56 a’x a’x adx A( Ax

57 10.877051 9.877051 10.376180 0.270026 0.279370
58 10.703410 9.703410 10.202468 0.281679 0.291427
59 10.524818 9.524818 10.023797 0.293665 0.303827
60 10.341258 9.341258 9.840151 0.305984 0.316572
61 10.152967 9.152967 9.651766 0.318620 0.329646
62 9.960030 8.960030 9.458726 0.331568 0.343042
63 9.762666 8.762666 9.261250 0.344814 0.356746
64 9.561034 8.561034 9.059496 0.358345 0.370746
65 9.355315 8.355315 8.853644 0.372152 0.385030
66 9.145707 8.145707 8.643891 0.386219 0.399584
67 8.932599 7.932599 8.430624 0.400521 0.414381
68 8.716202 7.716202 8.214054 0.415043 0.429406
69 8.496805 7.496805 7.994470 0.429767 0.444640
70 8.274765 7.274765 7.772224 0.444669 0.460057
71 8.050407 7.050407 7.547641 0.459726 0.475635
72 7.824097 6.824097 7.321087 0.474914 0.491348
73 7.596231 6.596231 7.092954 0.490206 0.507170
74 7.367217 6.367217 6.863648 0.505576 0.523071
75 7.137537 6.137537 6.633651 0.520990 0.539019
76 6.907520 5.907520 6.403287 0.536427 0.554990
77 6.677673 5.677673 6.173061 0.551852 0.570949
78 6.448391 5.448391 5.943367 0.567239 0.586869
79 6.220081 5.220081 5.714607 0.582562 0.602721
80 5.993199 4.993199 5.487234 0.597788 0.618475
81 5.768177 4.768177 5.261676 0.612889 0.634099
82 5.545342 4.545342 5.038255 0.627844 0.649571
83 5.325126 4.325126 4.817402 0.642623 0.664861
84 5.107828 4.107828 4.599408 0.657206 0.679949
85 4.893744 3.893744 4.384565 0.671574 0.694814
86 4.683098 3.683098 4.173090 0.685711 0.709440
87 4.476053 3.476053 3.965142 0.699606 0.723816
88 4.272581 3.272581 3.760684 0.713261 0.737944
89 4.072545 3.072545 3.559572 0.726686 0.751833
90 3.875577 2.875577 3.361431 0.739905 0.765509
91 3.680926 2.680926 3.165499 0.752968 0.779025
92 3.487313 2.487313 2.970490 0.765961 0.792468
93 3.292681 2.292681 2.774334 0.779024 0.805982
94 3.093597 2.093597 2.573587 0.792384 0.819805
95 2.884513 1.884513 2.362690 0.806416 0.834323
96 2.656188 1.656188 2.132386 0.821739 0.850176
97 2.393051 1.393051 1.867090 0.839399 0.868447
98 2.068093 1.068093 1.539777 0.861207 0.891010
99 1.633235 0.633235 1.102350 0.890391 0.921204

Tabla elaborada con los Valores Conmutados tomados de la tabla 2.2 de este trabajo
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Seguros de Vida Individual pagaderos al final del afio en que muere (x)

CUADRO 1.1

Notacion Nombre Descripcion v.a del Valor Presente Actuarial Valor Presente Actuarial E[Y] Valores Conmutados
A< Seguro de Vida | Valor actuarial de un t+1 t=01 —x -x
Entera seguro de vida entero. {V t| Ux =UL-0=X A = Zv”l t| a, ZCW
pagadero al final del = N M,
afio que muere (X) D, D,
Al Seguro Valor actuarial de un n-1 n-1
\n Temporal N Seguro unitario. D Al-T - Zv”l t| d, C...
afios Pagadero al final del tFx - Al rry M, -M,..
t+1 - = =
afio en que muera (X) v t|qx t=012,---,n-1 SN xanl D, D,
si ésta ocurre durante - ZV ¢ POt
los N afios. t=0
1 Seguro Dotal Valor actuarial de un 1 _ gt
ACH Puro Seguro unitario, 0 14 Axiﬂ =Viby

pagadero al final N
afos si (X) se

encuentra con vida

A Seguro Dotal Valor actuarial de un t+1 _ o n n-1 M -M_ _+D
xnl Mixto seguro unitario. t|qx t=012--,n-1 A o= Zv”l t|qX +\" . b, A 4= X bl X+n
Pagadero al final de n S . D,
afio si (X) sobrevive P =Al_ + Axl
N . . = Tkl nl
N afios o bien si 1
muere en ese periodo = Ax:n +, EX
| A& Seguro Valor actuarial de un 0 q n+m-1 n+m-1
nlm temporal M seguro unitario. n Hx n|m A = Z yitt t|qx z C...
afios, diferido Pagadero si (x) vt t|qX t=nn+1--,n+m+1 t=n | A = t=n _ Mym — M,
N afios _ fim C D
fallece en el periodo 0 p X X
n+m X

(x+n)y

(x+n+m)

CUADRO 1.1 Para la elaboracién de este cuadro se tomaron las columnas 1,2, 3y 4 de la tabla 4.3.1 de Bowers pag.118, haciendo modificaciones. El resto de las columnas se elaboraron con apoyo de la bibliografia

consultada.
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CONTINUACION CUADRO 1.1
Seguros de Vida Individual pagaderos al final del afio en que muere (x)

Notacion Nombre Descripcion v.a del Valor Presente Actuarial Valor Presente Actuarial Valores Conmutados
E[Y]

w—X

2 Cx+t M

_ t=n _ X+n
”| A( - Dx - Dx

| A( Seguro de vida Valor actuarial de un o-x

n entera diferido N seguro unitario, n| A = ZVM t|qx
afios ilimitado, diferido 0 q t=n

N afios, pagadero al nox

final del afio en que vt t|qx t=nn+1---w—X

muera (X) si ésta

ocurre después del
periodo (X + n)

CUADRO 1.1 Para la elaboracién de este cuadro se tomaron las columnas 1,2, 3y 4 de la tabla 4.3.1 de Bowers pag.118, haciendo modificaciones. El resto de las columnas se elaboraron con apoyo de la bibliografia
consultada.
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CUADRO 1.2

Seguros de Vida Individual pagaderos al momento en que muere (x)

Notacién Nombre Descripcion v.a. del valor Presente Actuarial Valor Presente Actuarial E[Y Aproximacion
p p
R Seguro de vida entera | Valor Actuarial de un seguro de vida vt | q t>0 — © _ i
entero, unitario tHx = A :Io thx,tl(X-Ft)dt A =|—|A
o
Al Seguro de vida, Valor actuarial de un seguro t — Ny i
xcnl temporal N afios unitario. Pagadero al fallecimiento | J V tsn A= .[o Vi DX,U(X +t) dt 1ﬂ = (_j Alﬂ
: X X:
de (X) si este ocurre dentro de N 0 t>n g
anos.
/E\. Seguro dotal mlz(to Valor actuarial de un seguro dotal V! g t<n K _ Kl. + AKl _ i )
Sl temporal a N afios mixto, unitario. Paga si (X) fallece t| g il _X'm ol \enl = g Ax;m +, E
V" =A_+ E
- o . n Px  Txnl Tnox
en los siguientes N afios o si (X)
continua con vida después de éste
periodo
| R Seguro de Vida Entero | Valor actuarial de un seguro de vida 0 | t<n _ i
n diferido N afios entera diferido N afios. Paga 1 de 1= — © n| A=|— n| A
unidad monetaria al fallecimiento de Vvt | t>n n| Ax = _[ Vi pX,U(X +t) dt o
t] A n
(X) , i este ocurre después de
transcurridos N afos
A Seguro de vida Valor actuarial de un seguro t — nem _
“|mA‘ temporal N afios. Paga una unidad t|q>< mst<m+n n|mA<:_|. thx,u(X+'[)dt -

temporal M afios
diferido N afos

monetaria si el fallecimiento de
(X) ocurre en el periodo (X + n)

y (X+n+m)

en otro caso

CUADRO 1.2 Para la elaboracion de esta tabla se tomaron las columnas 1,2, 3y 4 de la tabla 4.2.1 de Bowers pag. 109, haciendo modificaciones. El resto de las columnas se elaboraron con apoyo de la

bibliografia consultada.

La Gltima columna de este cuadro contiene las relaciones entre los seguros de vida que paga al momento del fallecimiento y aquellos que pagan al final del afios en que ocurre la muerte de

(X) . Larelacion surge al suponer distribucion uniforme de los fallecimientos a lo largo del tiempo, como se expuso en (2.13.9). También pueden utilizarse otros factores de aproximacion

con (1+ i)}/2 y (1+ %) , los cuales obedecen al supuesto de que los fallecimientos se concentran a la mitad de cada afio de edad
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CUADRO 1.3
Anualidades Discretas Anticipadas de Vida Individual

Notaci¢{ Nombre | Descripcion v.a. del Valor Presente Actuarial Valor Presente Actuarial Valores Conmutados
5 Anualidad | Valor actuarial de . o-X o-X w-X
vitalicia anualidad =0 =0 t=0 . NX
contingente, a, = D = E
unitaria, X X
vitalicia e
inmediata
5 Anualidad | Valor actuarial de ” n-1 n-1 n-1
Al contingente una o t—1| O t=12,--,n-1 a_= Z E = th P D
. x:nl t—x t Mx X+t
temporal anualidad 4 p =0 =0 . oo _ NX - NX+n
a N afios contingente nl n-1 Fx =" p D
unitaria, X X
inmediata,
temporal a N afios
si (X) se
encuentra con vida
i Anualidad | Valor actuarial de n+m-1 n+m-1 n+m-1
njm ~x contingente |  una anualidad 0 ndx |m ax = Z tEX = z vt Py DXth
diferida N | unitaria, diferida | 4 | t=n4ln+2 - nem-1 n r— P— = _N,., enem
afios, N afios, temporal | 1 nl%= 1/ 1= : ;U ] |m == — S
temporal N = X
m F;ﬁos M afios si (X) n|am nem-1 Py
esta con vida al
encimiento de cada
pago
i Anualidad | Valor actuarial de 0 q =X w-x V-X
n 7% | contingente una anualidad n X n|ax = tEX = V‘t P, DXH
devida | unitaria, de vida 4 |q t=n+1Ln+2,--,0—X ton ton . o Ny,
entera, entera, diferida n t-nl 1] n|ax - D - D
diferida n N X X
~ afos si (X) se
afios

encuentra con vida

CUADRO 1.3 Para la elaboracion de este cuadro se tom6 la tabla 5.2 de Bowers pag.168, haciendo modificaciones con apoyo de la bibliografia consultada.
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CUADRO 14
Anualidades Discretas Vencidas de Vida Individual

Notacién| Nombre | Descripcion v.a. del Valor Presente Actuarial Valor Presente Actuarial Valores Conmutados
Anualidad | Valor actuarial {a | t=12— =X =X
contingente de una t t-1 Oy e a, = Z E = Zv P, z DXth
a vitalicia anualidad = Nxﬂ
X contingente, a, = D D
unitaria, X X
vitalicia e
inmediata
Anualidad | Valor actuarial n n n
' a 419 t=12,...,n t
contingente de una it 1| X a. = z .E, = ZV ¢ Py Z D,.,
temporal anualidad a p t=1 t=1 _ t=l _ Nx+1 Nx+n+1
a a Nafios contingente nl - nFx aq= = D
xnl unitaria, X X
inmediata,
temporal a N
afios
Si (X) esta con
vida
Anualidad | Valor actuarial n+m n+m n+m
C(_)ntingente de una anualidad 0 n Oy n|m a, = Z E z V! Py Z DX+t
a diferida N | unitaria, diferida tonal tonel t=n+l _ NX+n 1 Nx+n+m+1
njm afios, N afios, Ja— o t=n+Ln+2-,n+m a, 5 - D
temporal temporal M X X
fi a
M afios anos si (X) nloml n+m Px
esta con vida
durante el
periodo
Anualidad | Valor actuarial 0 q =X =X
contingente | de una anualidad n+1Hx | = Z tE = z V' ¢ Py DX+t
a de vida unitaria, qe \{Ida n|aﬁ t|qx t=n+ln+2,...,0—X t=n+ t=n+1 |a — t=n+l Nx+n+1
n =X entera, entera, diferida t=n nf=x D D
diferida N N x X
A0S nan055|(X) —a-a_-- Ea
se encuentra con X Tenl Ton X Exen
vida
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CUADRO 1.4 Para la elaboracion de este cuadro se tomo la tabla 5.3.1 de Bowers pag. 148, haciendo modificaciones con apoyo de la bibliografia consultada.

Como se expuso en el Capitulo 1, las relaciones entre anualidades anticipada y anualidades vencidas son:
a =1+a,
da=1lta 5

n|ax = n-1|a><

n|m aX = n—1|maX
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CUADRO 1.5

Anualidades Continuas de Vida Individual

Notacion Nombre Descripcion v.a del Valor Presente Valor Presente Actuarial E[Y] Valores Conmutados
Actuarial Y
3 Anualidad contingente | Valor actuarial de una _ © N
X continua anualidad contingente, | _ >0 a, = J.o V', p,dt F =X
vitalicia unitaria, g T2 X D,
vitalicia e inmediata
T Anualidad contingente | Valor actuarial de una
x| continua anualidad contingente N —N
temporal unitaria, _ n oy J_=-% X+n
a Nafios inmediata, temporal a Eﬂ 0<T<«<n an= '[0 V', pxdt x| DX
N afios
si (X) se encuentra
con vida
T Anualidad contingente | Valor actuarial de una
njm = continua, diferida N anualidad unitaria, 0 0<T<m i N
afios diferida N arios, = m+n q —=—Xxn X+n+m
' —a, Mm<T<m+n — t
temporal M afios temporal M afios si aﬂ ml n |m a, = Im v tpxdt nim e DX
a —a >
u) a— —a, T>m+n
esta con vida durante el
periodo (X+ n) y
(x+n+m)
3 Anualidad contingente | Valor actuarial de una l\_l
n 17 de vida entera, diferida | anualidad unitaria, de n|§x = X0
N afios vida entera, diferida N | | 0 0<T<n |_ “ o dt D,
- - a = j V. p
~ . _ > n| =X t Fx
afios si (X) se an —a T=n n — |ax_,_%nEX

encuentra con vida

CUADRO 1.5 Para la elaboracion de este cuadro se tom0 la tabla 5.2.1 de Bowers pag. 142, haciendo algunas modificaciones con apoyo de la bibliografia consultada.
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CUADRO 1.6
Anualidades Fraccionarias Vencidas y Anticipadas

Notacion Nombre Descripcion Valor Actuarial Valor Conmutado Aproximaciones
Anualidad Valor actuarial de
contingente una anualidad
a(m) vencida, unitaria, | contingente. Paga (m) © N D 1
X vitalicia, pagadera | (1 ) a =Ly vym p m L+ g‘—* (m) m-—
M veces al afto (m)al final de cada m ; v Px a)(( ) _ x+ m “x a™=a + o
m- ésimo de afio Dx
durante la existencia
de (x)
Anualidad Valor actuarial de
contingente una anualidad © m_t
anticipada, contingente. Paga am — #Z\/‘my P, 5m _ N, - %5 D,
5(m) vitalicia, unitaria (L) Al inicio de cada = " X D Jm) . M-l
X pagadera M m X a, =d,— om
veces al afio m- ésimo de afio
durante la existencia
de (X)
Anualidad Valor actuarial de
contingente una anualidad
vencida, diferida | contingente. Diferido (m) (m)
~ a = E a m-1 m 1
a(™ N afios, n afios Paga (i)al n| n =x%xen A _ Noni T 55 Deon n|a[(n) = n|a_x+r2—mnEX
ni=x pagadera M m n| % D
ésimo de afio durante
la existencia de (X)
a.(m) Anualidad Valor actuarial de
nl =X contingente una anualidad
anticipada, contingente. Diferido N D )
diferida N afios, . 1 (m) (M) . — = gm = |§g —ml E
n afios Paga (== ) al = (m) _ "Vxen 7 2m Yxan
pagadera M g (m) “|a ”EXaX”‘ n| = D n| m n| X ooam o
veces al afio inicio de cada m- X

ésimo de afio durante
la existencia de (X)

CUADRO 1.6 Para la elaboracion de este cuadro se tom6 como base el trabajo realizado en las anteriores, con informacion obtenida de la bibliografia consultada.
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CONTINUACION DEL CUADRO 1.6
Anualidades Fraccionarias Vencidas y Anticipadas

Notacion Nombre Descripcion Valor Actuarial Valor Conmutado Aproximaciones
Anualidad Valor actuarial de
contingente una anualidad
a(m) vencida, temporal contingente.
ol rl!r?ﬁos’ pag;atd?ra Temporal 1N afios, a("%) = )((m) ~n aim) a(m) _ Nx+1 - Nx+n+l + %(DX - Dx+n) ai%) X ax:n +g—#(l— n EX)
veces al afio que paga (%) al xn xnl D
X
final de cada M -
ésimo de afio durante
la existencia de (X)
a.(m) Anualidad Valor actuarial de
xanl contingente una anualidad
anticipada, contingente.
temporzl n rzilf?os, Temporal N afios, a)((n:ﬂ) ~ a)((m) _ a( ) 5 _ N —N,,, _T#(DX _ Dxm) .
pagadera 1 ' nl T A 4 _ml(q_
veces al afio que paga (m ) al . D, Al = el " 2m (1 n EX)

inicio de cada M -
ésimo de afio durante

la existencia de (X)

CUADRO 1.6 Para la elaboracion de este cuadro se tom6 como base el trabajo realizado en las anteriores, con informacién obtenida de la bibliografia consultada.
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CUADRO 2.1

Seguros de Vida Multiple pagaderos al final del afio en que se disuelve el estatus (xy)

Suponiendo que las

Notacion Descripcion Valor Presente Actuarial vidas siguen la Ley Valores Conmutados
de Makeham
n-1 s _ n-1
A - =)y |q Aww:m - Vaww:m a‘ww:n Z
Ayl Seguro unitario temporal a n afios, pagaderoal | ~ w1 &t W =R oty
final del afio en que se disuelve s xynl
. =vé, o —a o D
el estatus (xy), si este ocurre durante los o
siguientes n afios. =1- déxy:m _ My, —M,inyin
Dy
n|A<y:n ExyA<+m:y+m n|A<y ~n Eww_dn|aww ZC
| Ax X+tiy+t
n y |A)< —_t=n
Seguro unitario, diferido n afios, pagadero a (1—déi ) nisxy D
final del afio en que se disuelve el estatus Xy Y
(Xy) ~n - dExyax+n y+n _ M X+N:y+n
D,
~n Exy —d n|axy
n+m-1 o AWW _1_d ‘ a n+m—1C vat
_ + = Tx+tiy+t
| A, AKV_ZV t|q><y " Mim n|mA<y:z
Nlim y t=n t=n ny
nam-1 nem-1 . M X+ny+n M X+N+m:y+n+m
Valor actuarial de un seguro unitario, diferido | — Vi B D
n afios, temporal m afios, pagadero al final del Z tpxy ; o Py Xy
afio en que ocurre la primera muerte del nem—t -~
i +n. _ t t+1
estatus, en el periodo m+n —v z Vi Py — z VLD
t=n t=n
:Vn|m axy - n|m aXV
=1-d | &,




CUADRO 2.2

Seguros de Vida Multiple pagaderos en el momento en que se disuelve el estatus (xy)

Notacidn Descripcion Valor Presente Actuarial Aproximacion Aproximacion suponiendo que
suponiendo DUM los fallecimientos ocurren a la
mitad del afio
A Representa el valor actuarial de un seguro A - E ( = — i A ~(1+i)* A
nl N " == +(1-da ) o~ S =L+ ;
o unitario, temporal a n afios, pagadero al wyl 0y xye Ayl = S Ayl o = (L) Ay
ocurrir la primera muerte, si esta ocurre
durante los n afios
A Indica valor actuarial de un seguro unitario x © ot - i A o~ %
n|Axy I . ' :J. v o dt ~_ A, =(1+1 A,
diferido n afos, pagadero al momento en o| Ay o Vi Prybbty o Ay = 5 o Ay ol Ay =(LH)7o[A,

que el estatus de vida conjunta se disuelve

~n Exy A<+n:y+n
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CUADRO 2.3

Anualidades Vencidas y Anticipadas de Vida Multiple

Notacion Descripcion Valor Presente Actuarial Bajo la ley de Makeham Valores Conmutados

a Es el valor actuarial de una anualidad i o a _=—a — |a

xy:nl . . . ~ = t = t = onl Xy  niTxy
unitaria vencida, temporal a n afios, | 3yl tZl:"tpxy Ay tZl:vtpww Qe o \ \
pagadera al final de cada afio, durante n B B _ Vxaly+l T xentlyensd
anos, si el estatus permanece. D,,

W Reprgsenta e.l vglor ac?uarlal_ de_ una |a _ i o n|aXy = Eo@inyen
anualidad unitaria vencida, diferida n | nl%y t Pxy |a = E,a,.

N A t=n+1 XN TWWEWATWD Nx+n+1‘ +n+1
afios, pagadera a partir del (n+1)- . | = Wity
ésimo afio, durante la existencia del =V”anyZV‘t Pyinyen = nl B Dy
estatus. =

=n Exyax+n:y+n

a0 Indica el valor actuarial de una i =Svip 84, =1+a, 8 =8y~ RS

anualidad unitaria anticipada, temporal | Gyl <" (P N —N
~ a s . t= —

a n afios, pagadera al inicio de cada 1 _ 5y T Nemysn
afio, durante n afos si el estatus =ita e D,,
permanece.

8k Reprgsenta e.l vglor a}ct_uarlal d_e una n|axy = Eylinyin n|axy = Bl men oy = 0 Eylnyim
anualidad unitaria anticipada, diferida .

n afios, pagadera a partir del n-ésimo =n Ey (1+ ax+n:y+n) = n|aww
afio, y durante la existencia del estatus. - E 4+ |a _ N, onyn

“n Txy n| “x+niy+n D

Xy
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CUADRO 2.4

Anualidades Vencidas y Anticipadas de Vida Multiple pagaderas m veces al afio

Notacion

Descripcion

Valor Presente
Actuarial

Aproximacion por la Formula de Woolhouse

Aproximacion suponiendo DUM

Indica el valor actuarial de
una anualidad unitaria
vencida, temporal a n afios,
pagadera m veces al afio
durante la existencia del

estatus (xy).

(m) _
axy nl T aXy | a

m 1 1
a'>(<y:r)1—[ = axy:m +[1_” EXY:I{n;m sz (/ny §)j|

A = a(m)a,,—A(m)

Denota el valor actuarial de
una anualidad unitaria
anticipada, temporal a n
afios, pagadera m veces al
afio durante la existencia del

estatus (xy).

..(m) _ (m) (m)
a><y:ﬂ - aXy T aXy

o(m) s -1 m*-1
A"~ 41, Exy]{_”;_m_rfw(ﬂw +5)}

m)
xy

Representa el valor actuarial
de wuna anualidad unitaria
anticipada, diferida n afos,
pagadera m veces al afio
durante la existencia del

estatus (xy).

= E A

Xy Ox+niy+n

m-1
2

21
]

|aXy = |&, +, E, {

n|a>(<m) :a(m)n|ax _ﬂ(m)

(m)
a,,

Denota el valor actuarial de
una anualidad unitaria
vencida, diferida n afios,
pagadera m veces al afio
durante la existencia del
estatus.

Jalt = E alm

Xy Ox+niy+n

m-1 m’-1
|axy :n|a +, EXV{W_W(/'IXY_'—é)}

a(m)n|ax _ﬂ(m)

Ja -
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