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F por una carga uniformemente acelerada . . . . . . . 73

3.3.4. Cálculo de la contribución al cambio de la función de
dos puntos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

3.3.5. Cambios en la función de dos puntos en términos de
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A.2. Modos de Unruh en los horizontes . . . . . . . . . . . . . . . 95
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Prefacio

Durante el largo tiempo que duró la elaboración de este trabajo ocurrie-
ron tantas cosas en mi vida que ahora que quiero escirbir de ellas me cuesta
trabajo ordenarlas. Realizar una tesis implica experiencias académicas, por
supuesto, pero también muchas otras que tienen que ver con la interacción
humana y que, al menos en mi caso, siempre estuvieron entrelazadas entre
śı de alguna u otra forma. Mi trabajo académico modulaba mis relaciones
personales y viceversa.

Todo comenzó, después de un fallido intento de empezar un doctorado
en ondas gravitacionales, en el cub́ıculo de mi asesor y él hablándome de
campos cuánticos, el Efecto Unruh y cargas aceleradas. Toda la f́ısica que yo
hab́ıa hecho hasta ese momento era gravitación clásica y después de escuchar
todo eso cáı fácilmente en la tentación de estudiar aspectos cuánticos de la
gravedad. En ese momento el tema me pareció muy interesante pero no
teńıa idea de cuán profundo pod́ıa llegar a ser. Hab́ıa muchas sutilezas, y
al poco tiempo de haber empezado, decid́ı salirme del camino trazado para
intentar resolver una de las más complicadas, el asunto de la extensión formal
de la cuantización de Unruh a la cuantización con respecto a observadores
inerciales. No obtuve ningún resultado significativo en ese sentido y sólo
se tensaron las relaciones entre el posgrado, mi asesor y yo. Finalmente
regresé al camino propuesto y descubŕı que era suficientemente interesante
y con mucho más contenido f́ısico; corresponde a los métodos y resultados
que presento en el último caṕıtulo de esta tesis. Esta experiencia es la lección
que más aprecio de mi trabajo en el doctorado, eventualmente entend́ı que
para atacar un problema grande hay que dar pasos pequeños pero firmes,
cada uno con su propio sustento f́ısico.

Son muchas las personas que me apoyaron directa o indirectamente para
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la realización de esta tesis, a todas ellas les agradezco profundamente. Espe-
cialmente a mi familia, padre, madre, hermana y sobrina, quienes siempre
estuvieron ah́ı incondicionalmente. Quiero hacer una mención especial a mi
asesor, el Dr. Daniel Sudarsky, por la enorme paciencia que me tuvo durante
todo este tiempo y por impulsarme, después de que la investigación estuvo
acabada, a terminar de escribir esta tesis.

También le agradezco a mis amigos y compañeros entrañables Pilar y
Luis, a ella por haber léıdo y corregido el estilo a la introducción, y a él,
por la serie de geniales dibujos que hizo para un póster que presenté sobre
este tema. Siempre que tengo que presentar algo sobre mi trabajo intento
usarlos y la tesis no pod́ıa ser la excepción.

Igor Peña Ibarra
Ciudad de México, 7 de noviembre de 2007.



Introducción

El Principio de Equivalencia postula, en pocas palabras, que todos los
objetos caerán con la misma aceleración cuando están bajo la influencia de
un campo gravitacional. Suponer la validez de este principio permite iden-
tificar a los sistemas de referencia en cáıda libre como sistemas inerciales, lo
que hace del Principio de Equivalencia (PE) una pieza fundamental de las
teoŕıas actuales sobre la gravitación. En particular, de la Teoŕıa de la Rela-
tividad General, cuyas implicaciones teóricas como la existencia de agujeros
negros, las ondas gravitacionales o el origen del universo como una ‘gran
explosión’ han podido ser, de una u otra otra manera, verificadas observa-
cionalmente, lo que le hace gozar de una gran aceptación. Inclusive, esta
teoŕıa ya ha tenido aplicaciones directas a la tecnoloǵıa mediante la aporta-
ción de correcciones de tiempo por efectos gravitacionales a los sistemas de
posicionamiento global (GPS).

Los ĺımites de aplicabilidad de la Relatividad General están relacionados
con los del PE, por lo que resulta relevante el análisis cuidadoso de cómo
se aplica este principio en diferentes situaciones f́ısicas. Por un lado, se ha
verificado experimentalmente su validez hasta una precisión de 10−13 usan-
do para ésto objetos masivos sin carga [45], pero además de someterse a
pruebas experimentales cada vez más precisas, este principio ha estado bajo
un continuo escrutinio teórico. En efecto, desde antes de que el PE fuera
postulado como tal por Einstein, surgieron objeciones acerca de su compa-
tibilidad con el hecho de que part́ıculas con carga que se aceleran emiten
radiación. Una part́ıcula cargada en cáıda libre emite radiación con respecto
a un observador estático en la superficie de la Tierra, pues se acelera con
respecto a éste. Por la misma razón, un observador que cae libremente junto
con la carga no veŕıa radiación, pues para él la carga está estática, aunque ¡la
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carga se está acelerando y emitiendo radiación para el observador estático!
¿Pueden ser compatibles estas dos situaciones? De aqúı se puede ver que la
radiación de cargas aceleradas acarrea, al menos, problemas potenciales de
interpretación.

Consideremos ahora la situación en que se tiene a la part́ıcula cargada
en reposo y un observador estático, ambos en la superficie de la Tierra. Por
el PE, esta situación seŕıa equivalente a que ambos, carga y observador se
estén acelerando uniformemente en ausencia de gravedad. En este caso, la
carga emitiŕıa radiación por estarse acelerando y por lo tanto, asumiendo
como válido el PE, ¡una carga en reposo sobre la superficie de la Tierra
emitiŕıa radiación! Esta ‘paradoja’ ha sido estudiada con profundidad y se
ha visto que no existe contradicción entre la electrodinámica clásica y el PE;
la radiación es un fenómeno dependiente del observador y si se analiza con
cuidado, la radiación śı está presente en la descripción que hace el sistema
de referencia que cae con la carga, aunque se manifiesta en una región del
espacio-tiempo que no le es accesible.

Esta explicación es el punto de partida de este trabajo. La comprensión
del fenómeno de radiación de una part́ıcula cargada acelerándose uniforme-
mente y su descripción por parte de observadores que se aceleran junto con
ella, están basadas en la estructura que esta familia de observadores le aso-
cia al espacio-tiempo. Las ĺıneas de mundo de estos observadores son una
familia de hipérbolas que comparten como aśıntotas a las hipersuperficies
t = ±z. Estas hipersuperficies dividen al espacio-tiempo en cuatro regiones
llamadas cuñas de Rindler y el comportamiento del campo generado por la
carga acelerada es muy diferente en cada una de estas cuñas. A la familia
de observadores que se coaceleran con la carga, y que sólo tienen acceso a la
cuña donde la carga se acelera, se le conoce como ‘observadores de Rindler’.
En este trabajo explicamos detalladamente las aparentes paradojas que han
surgido entre el Principio de Equivalencia y la radiación de cargas aceleradas
desde el punto de vista clásico. También desarrollamos los cálculos clásicos
que aclaran cómo no existe ninguna contradicción, en particular, cómo es
que la radiación se va a una cuña de Rindler a la cual los observadores
acelerados no tienen acceso.

Como sucede en este tipo de situaciones, una explicación razonable a un
fenómeno trae consigo nuevas interrogantes, especialmente, si se le conside-
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ra desde otro punto de vista. La descripción cuántica del mismo fenómeno
se da en términos de la emisión de fotones más que en el comportamien-
to de los campos de radiación. En esta descripción aparece un fenómeno
adicional al que no se le puede asociar un análogo clásico: si el estado del
campo cuántico con respecto a observadores inerciales es el vaćıo entonces,
los observadores acelerados lo describirán como el estado asociado a un baño
térmico de part́ıculas con una temperatura proporcional a la aceleración que
define a esta familia de observadores. Este es el llamado efecto Unruh y es
una consecuencia de que el contenido de part́ıculas del campo depende de
los vectores de traslación temporal asociados a cada observador. Éstos son
diferentes para observadores inerciales y acelerados.

Aunque el contenido de part́ıculas en el estado del campo depende de
la familia de observadores que lo describe, las descripciones de procesos
f́ısicos de ambos conjuntos de observadores deben admitir interpretaciones
equivalentes. Un trabajo previo que aporta una referencia acerca de esta
equivalencia, analiza el comportamiento de un detector cuántico en acelera-
ción uniforme cuando el campo está en su estado de vaćıo [39]. El proceso
mediante el cual el detector absorbe una part́ıcula del baño, descrito por un
observador (acelerado) comóvil, es equivalente a la emisión de una part́ıcula
inercial por parte del detector hacia el estado de vaćıo en la descripción que
haŕıa un observador inercial [39]. Volviendo al caso de la part́ıcula cargada
en aceleración uniforme, desde el punto de vista de un observador inercial,
ésta emite part́ıculas mientras que, desde el punto de vista de observadores
acelerados, la carga va a emitir y absorber part́ıculas hacia y desde el baño
térmico. De hecho, se ha probado que en el análisis estándar del Bremsstrah-
lung hay una coincidencia entre las tasas de emsión de fotones que predicen
las descripciones inercial y acelerada [20]. La restricción de este efecto a
la cuña accesible a los observadores acelerados, que llamaremos R, ha sido
analizada en la referencia [20], donde se muestra que la tasa de emisión de
fotones con momento transversal fijo en el marco inercial coincide con la tasa
combinada de emisión y absorción de fotones de Rindler de enerǵıa cero y
mismo momento transversal en el marco acelerado.

Este resultado, que por un lado aporta una idea clara acerca de la equi-
valencia f́ısica entre ambas descripciones, es también una fuente potencial
de confusión con respecto al estado cuántico asociado a la radiación en la
descripción acelerada. El cálculo mencionado anteriormente hace un impor-
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tante uso de los llamados modos de Rindler de enerǵıa cero, pues, para los
observadores acelerados, la carga es estática y, por lo tanto, sólo se puede
acoplar a los modos de frecuencia cero con respecto al tiempo de Rindler.
Debido a ésto en los cálculos que involucran part́ıculas con enerǵıa cero apa-
recen expresiones de la forma 0 ×∞ que deben de ser regularizadas. Para
lo cual es necesario introducir una frecuencia de oscilación pequeña ϑ en la
fuente que permite trabajar con modos de enerǵıa diferente de cero y al final
del cálculo se toma el ĺımite cuando esta frecuencia ϑ va a cero. En el trabajo
al que nos referimos, los autores consideran también la pregunta de si un ob-
servador acelerado veŕıa alguna diferencia en el baño térmico por la emisión
y absorción de fotones de Rindler. En particular, los autores de este trabajo
se percatan de que en el ĺımite de enerǵıa cero las tasas de transición de un
estado de n fotones al estado de n + 1 fotones y la tasa del proceso inverso
se hacen iguales, por lo que el efecto de la carga acelerada sobre el baño
térmico es nulo. Aunque la part́ıcula cargada se describe clásicamente y por
tanto no tiene grados de libertad internos, este hecho se puede interpretar
como que la carga y el campo están en equilibrio térmico, en el sentido de
que todo lo que uno emite es absorbido por el otro. Entonces, desde el punto
de vista de un observador acelerado, en la cuña R no hay diferencia entre
el estado inicial del campo –el estado térmico inicial– y el estado generado
por la interacción con la carga acelerada (nótese que este comportamiento
es análogo al del caso clásico descrito arriba).

Similarmente, en la cuña de Rindler L (la opuesta a R) el estado del
campo permanecerá en el estado térmico inicial puesto que esta región no
tiene manera alguna de ser influenciada por lo que ocurre en otra región cau-
salmente desconectada de ella. Sin embargo, en la cuña F (ver la figura 1.1)
debe haber un cambio detectable en el estado del campo y, en particular, el
valor de expectación del tensor de enerǵıa-momento en esta región debe ser
diferente al valor que tendŕıa si no hubiera habido ninguna interacción con el
campo. En efecto, este cambio en el valor de expectación se puede calcular
directamente en la cuantización estándar del campo –en ondas planas– y
correspondeŕıa al del estado final que contiene a los fotones de Minkowski
emitidos por la carga acelerada.

A la descripción cuántica del campo que hacen los observadores acelera-
dos se le conoce como ‘cuantización de Unruh’. En este esquema se cuantiza
al campo de tal manera que cuando se le restringe a la cuña accesible a los
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observadores acelerados, la cuña R, y a la cuña opuesta, L, las part́ıculas
del campo corresponden a superposiciones de modos con enerǵıa de Rind-
ler definida. Los estados del campo fuera de la región L ∪ R se describen
como estados compuestos de las restricciones a las cuñas L y R. Aśı, por
lo que hemos visto, la restricción a las cuñas L y R del estado de vaćıo de
Minkowski y del estado resultante de la interacción con la carga son, en
ambos casos, el mismo baño térmico, por lo que parece que ninguna de estas
restricciones podŕıa contener la información acerca del cambio en la cuña
F , que es en donde se deben poder observar los efectos de la radiación. El
punto es, entonces, si esta situación puede ser analizada en el lenguaje de
los observadores acelerados y cómo, si éste es el caso, la información acerca
del cambio f́ısico en la cuña F se codifica en el estado del campo.

Para este análisis, resulta conveniente expresar a los estados en términos
de sus operadores de densidad, ρ̂. En la cuantización de Unruh los estados
se describen como estados compuestos de estados del campo restringido a
las cuñas L y R, y la f́ısica en cada subsistema se describe en términos
de los operadores de densidad restringidos, ρ̂L, ρ̂R. Como explicaremos en
el caṕıtulo 3, si un observable Â del campo está localizado en L o en R,
entonces su valor de expectación está determinado completamente por ρ̂L

o ρ̂R respectivamente. En cambio, si Â está localizado fuera de la doble
cuña entonces su valor de expectación no estaŕıa, en general, determinado
nada más por información codificada en ρ̂L o ρ̂R. En este caso, debeŕıa existir
algún objeto que contenga esta información extra en el estado y que controle
cómo es que las partes izquierda y derechas del estado se combinan. Este
elemento extra es el necesario para describir por completo los estados en
todo el espacio-tiempo de Minkowski.

Llamamos a tal objeto la matriz de enredamiento. Para el caso del cambio
del estado en la cuña F debido a la interacción con la carga uniformemente
acelerada, parece natural esperar que la información de este cambio esté co-
dificada en la matriz de enredamiento del estado. En la parte final de esta
tesis, investigamos cómo aparece la información contenida en la ‘matriz de
enredamiento’ en el valor de expectación del tensor de enerǵıa-momento en
la cuña F para el caso de interés.

Con respecto a la base teórica en la que se fundamenta este trabajo,
debemos mencionar que la extensión de la cuantización de Unruh fuera de
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doble cuña es un asunto con “bastantes sutilezas”. Lo que está bien esta-
blecido hasta ahora en la literatura es la restricción de estados globales a la
doble cuña. Por ejemplo, la restricción de los estados a la cuña R se inter-
preta como el estado que veŕıan observadores acelerados pero, hasta donde
sabemos, la extensión de un estado en la cuantización de Unruh a todo el
espacio-tiempo de Minkowski no ha sido estudiada por completo. Una obser-
vación importante a este respecto es que los modos de Unruh son altamente
singulares en las aśıntotas que se hacen coincidir con el horizonte en la cons-
trucción particular de las coordenadas de Rindler. De aqúı que los datos
iniciales con los que se construye el espacio de Hilbert de una part́ıcula en
la cuantización de Unruh tienen restricciones en estas aśıntotas que pueden
influir en las soluciones de la ecuación del campo en las cuñas F y P [15],
[28] (ver la figura 1.1) Como hemos explicado, en este trabajo extendemos
la descripción cuántica de Unruh para analizar cuestiones acerca de la f́ısica
en la cuña F . Hacemos esto de la manera que consideramos más natural y
encontramos resultados f́ısicamente consistentes y que coinciden con lo que
se obtendŕıa de hacer el análisis en la cuantización estándar de ondas planas
en el espacio-tiempo de Minkowski, como se muestra expĺıcitamente en la
sección 3.3.5.

Esta tesis está organizado de la siguiente manera. En el caṕıtulo 1 expli-
camos las aparentes contradicciones entre el Principio de Equivalencia y la
radiación de cargas aceleradas y presentamos algunos resultados de utilidad,
como la fórmula de Larmor, la Ecuación de Lorentz Dirac y el tensor Fαβ

asociado al campo clásico generado por una carga uniformemente acelerada
desde el punto de vista de observadores acelerados. Esto con la finalidad de
argumentar la inexistencia de las contradicciones que describ́ıamos al inicio.
Se introducen también las coordenadas asociadas a la familia de observado-
res de Rinlder, mismas que se usarán en el resto del trabajo. A partir del
caṕıtulo 2 el análisis es cuántico. Empezamos por presentar el formalismo
de la teoŕıa de campos en espacios curvos, necesario para estudiar el campo
cuántico desde el punto de vista de observadores acelerados. Se aplica este
formalismo a la cuantización de Unruh, lo que nos permite especificar la
notación y explicar el efecto Unruh. Como parte de este proceso, se analizan
los modos de ‘boost’ y a partir de ellos se construyen los modos de Unruh.
En el apéndice A se bosqueja la construcción de las representaciones de los
modos de Unruh en las diferentes cuñas de Rindler. Para terminar el caṕıtulo
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presentamos un resumen de algunos análisis referentes a la interpretación de
procesos f́ısicos en detectores desde los puntos de vista inercial y acelerado.

El caṕıtulo 3 comienza con los aspectos más relevantes del análisis que
se hace en [20] sobre la coincidencia entre la tasa de emisión de una carga
acelerada respecto a observadores inerciales y la tasa combinada de emi-
sión/absorción que veŕıa un observador acelerado. Además de presentar este
resultado, este análisis sirve para introducir el procedimiento de regulariza-
ción que usaremos posteriormente cuando estudiemos el cambio en el valor
de expectación del tensor de enerǵıa-momento en la cuña F . Entre otros
factores, esta coincidencia es la que nos lleva a concluir que no hay ningún
cambio f́ısico en el estado que ven los observadores acelerados. En la sección
3.1.1 describimos cuidadosamente las implicaciones, aparentemente contra-
dictorias, de este hecho con respecto a la codificación de la información del
estado que hace que en la cuña F se pueda observar radiación. La estrategia
para resolver esta cuestión está basada en el concepto de los operadores de
densidad, y en la manera de caracterizar estados puros no separables. En
la sección siguente desarrollamos estas ideas e introducimos la ‘matriz de
enredamiento’. Como un primer ejemplo, describiremos en estos términos el
enredamiento que se presenta en el estado de vaćıo de Minkowski desde el
punto de vista de la cuantización de Unruh.

Para poder obtener una expresión expĺıcita del estado final del campo y
su operador de densidad asociado, se necesita la forma particular de la fuente
que representa a una part́ıcula acelerándose. Expondremos este proceso en
la sección 3.3.1 e introduciremos una fuente escalar puntual acelerada con un
regulador particular para construir la matriz Ŝ asociada a esta interacción.
En la sección 3.3.3 se hacen los cálculos para obtener el cambio en 〈T̂µν〉 y
lo evaluamos en las cuñas L y R. De estos resultados se puede ver cómo se
codifica en el estado la información del cambio f́ısico en la cuña F . Con el fin
de poder identificar las contribuciones de las diferentes partes del operador
de densidad, este cálculo se hace en el lenguaje de operadores de densidad
y en la descripción cuántica de los observadores acelerados. Los detalles
están en la sección 3.3.4 (en el apéndice B presentamos, para completar,
este mismo cálculo hecho en términos de valores de expectación).

En la sección 3.3.5 verificamos que un observador inercial obtendŕıa
los mismos resultados haciendo el análisis en términos de la cuantización
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estándar del campo en ondas planas. En la sección 3.4 analizamos el ca-
so de dos fuentes diferentes acelerándose una en la cuña L y la otra en
la cuña R, lo que resulta interesante pues en principio pareciera que tener
perturbaciones en ambas cuñas podŕıa generar contribuciones a la ‘matriz
de enredamiento’. Finalmente terminamos con una discusión general de los
resultados obtenidos y discutimos algunas ĺıneas a seguir derivadas de este
trabajo.



Caṕıtulo 1

Principio de Equivalencia y
radiación de cargas
aceleradas

Los oŕıgenes del Principio de Equivalencia se remontan a Galileo, que en
el siglo xvi probó, hasta donde la precisión de sus métodos se lo permit́ıa,
que diferentes cuerpos rodando en planos inclinados se aceleraban de la
misma manera. Poco después, tal vez basado en los resultados de Galileo,
Newton lo introduce en su teoŕıa de la gravedad, en términos de que la masas
inercial y gravitacional de un cuerpo son una misma cosa. En 1907 Einstein
lo postula formalmente y luego lo extiende y usa para desarrollar su teoŕıa
de la Relatividad General, que es la teoŕıa de la gravitación más aceptada
hasta ahora. La idea de que el espacio-tiempo es curvo, introducida por la
teoŕıa de Einstein, está cimentada en el Principio de Equivalencia.

En su versión más débil1, este principio postula que la trayectoria de un
cuerpo en cáıda libre (sobre el que no actúan fuerzas no gravitacionales y
suficientemente pequeño como para que no le afecten fuerzas de marea) es
independiente de su estructura y composición internas, esto es, que todos los
cuerpos “caen de la misma manera”. Esta afirmación ha sido verificada ex-
perimentalmente hasta una precisión de 10−13 [45] y aún se siguen diseñando

1Llamado el Principio de Equivalencia Débil (PED), o también el principio de la Uni-

versalidad de la Cáıda Libre.
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experimentos para mejorarla. Una de las implicaciones más directas de es-
te principio es que no hay manera de distinguir si la descripción acerca de
un sistema f́ısico está hecha cuando éste se encuentra bajo un campo gra-
vitacional (localmente uniforme) o si se encuentra en aceleración uniforme
en ausencia de gravedad. En efecto, supongamos que tenemos un sistema
de referencia G estático en un campo gravitacional uniforme y otro siste-
ma de referencia A en ausencia de gravedad pero con aceleración uniforme.
También supongamos que tenemos un conjunto de part́ıculas moviéndose
inercialmente (y que, por lo tanto, definen un sistema de referencia iner-
cial2). Para el sistema A todas éstas part́ıculas tienen la misma aceleración.
Ahora, si el Principio de Equivalencia es válido, entonces, la descripción que
haŕıa el sistema G (con g = −a) de ese mismo conjunto de part́ıculas bajo
la influencia del campo gravitacional es la misma que la que hace el sistema
A.

Notemos que el Principio de Equivalencia implica que en sistemas de
referencia en cáıda libre, las fuerzas inerciales se cancelan con las gravitacio-
nales. Tomando en cuenta esto, Einstein fue más allá del ámbito mecánico
y extendió el concepto de marco de referencia inercial a cualquier marco de
referencia en cáıda libre. Esto está codificado en el Principio de Equivalen-
cia de Einstein, que postula que el resultado de cualquier experimento local,
no gravitacional, en un marco de referencia inercial es independiente de la
velocidad del marco de referencia y de dónde y cuándo en el universo se haya
efectuado. El Principio de Equivalencia es estrictamente local, por lo que el
marco inercial asociado a observadores en cáıda libre no puede mas que des-
cribir un vecindad del observador. Según la teoŕıa de la Relatividad General,
el campo gravitacional es quien determina el encaje de todos estos marcos
inerciales para poder hacer una descripción global del espacio-tiempo. De
aqúı se puede ver la importancia del Principio de Equivalencia en la teoŕıa
de la gravedad. Sin embargo, a pesar de lo lejos que le permitió llegar a
Einstein en su descripción de la gravedad, aún en su versión más débil, el
Principio de Equivalencia presenta ciertas sutilezas conceptuales, algunas de
la cuales son la motivación de este trabajo.

De ahora en adelante, por Principio de Equivalencia (PE) nos referire-
2Un sistema de referencia inercial se define como el sistema de referencia en el que las

trayectorias de tres part́ıculas aisladas con velocidades no colineales son ĺıneas rectas. En

general, estos sistemas sólo se pueden definir localmente.
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mos al Principio de Equivalencia Débil. Como hemos visto, por el PE, la
descripción de un sistema f́ısico hecha por un observador estático bajo un
campo gravitacional uniforme de intensidad g no se puede distinguir de la
descripción del mismo sistema hecha por un observador en ausencia de gra-
vedad y cuando ambos, éste y el sistema se mueven con aceleración uniforme
a = −g. Si aplicamos este razonamiento a una part́ıcula cargada, sabemos
por un lado, que las ecuaciones de Maxwell predicen que la part́ıcula carga-
da con aceleración uniforme va a emitir radiación. Como este sistema seŕıa
equivalente a que la misma part́ıcula esté estática bajo un campo gravi-
tacional uniforme (g = −a), debeŕıamos concluir que esta última también
emitiŕıa radiación. Sin embargo, esta conclusión está en franca contradicción
con nuestra experiencia terrestre, pues una part́ıcula cargada, por ejemplo,
sobre una mesa en la superficie de la Tierra, no rad́ıa. Entonces, ¿no se aplica
el Principio de Equivalencia o una part́ıcula acelerada no rad́ıa?

Esta aparente paradoja ha causado cierta controversia desde hace mu-
chos años. La historia del estudio teórico del fenónemo de radiación empieza
con Max Born, quien fue el primero en calcular, en 1909, los potenciales
electromagnéticos de una carga con aceleración uniforme [3]. En su libro de
Relatividad Especial (1919) [40], von Laue afirma que esta carga no va a emi-
tir radiación. Asimismo, poco tiempo después, en 1921 W. Pauli afirma que
una part́ıcula cargada en un estado de permanente aceleración uniforme no
emite radiación (según Pauli, sólo habŕıa radiación si la part́ıcula se acelera
por un intervalo finito de tiempo [13]). Sin embargo, conclusiones opuestas
fueron alcanzadas por Schott (1915), Milner (1921) y Drukey (1949). Tiem-
po después, Bondi y Gold (1955), Fulton y Rohrlich (1960) y D.G Boulware
(1980) [5] discutieron si el Principio de Equivalencia era válido en esta situa-
ción y concluyeron que si la radiación se interpreta correctamente entonces
no hay ninguna contradicción.

Para describir el fenómeno de una part́ıcula cargada en las dos situa-
ciones aparentemente no equivalentes mencionadas anteriormente, se debe
de fijar un observador desde el cual hacer la descripción. En este caso, la
paradoja se transfiere a la existencia o no, de un observador que pueda hacer
compatibles el hecho de que para una carga uniformemente acelerada haya
radiación con el hecho de que en su sistema equivalente (en el que la car-
ga está estática bajo un campo gravitacional) no la haya. Por experiencia,
sabemos que un observador estático en la superficie de la Tierra no detecta
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radiación de cargas estáticas, por lo que este observador es el más natural
para hacer la descripción. Según el PE, este observador y la carga estática es
equivalente a uno que se acelera con la carga (la ve estática), de tal manera
que el sistema que tenemos que analizar es el de la carga acelerándose, pero
visto por un observador que se acelera con ella.

Desde este punto de vista, la pregunta ¿una carga uniformemente acele-
rada rad́ıa? debe de responderse tomando en cuenta con respecto a qué ob-
servador se quiere describir la radiación. Los casos de un observador inercial
y de uno acelerado comóvil con la carga han sido investigadas dentro del
marco de la teoŕıa de la Relatividad Especial y en general, como veremos en
secciones posteriores de este caṕıtulo, la respuesta es afirmativa para ambas
clases de observadores. La condición de aceleración uniforme del observador
genera la aparición de horizontes, los cuales delimitan la región del espacio-
tiempo a la cual tienen acceso los observadores comóviles con la part́ıcula.
Dentro de esta región éstos observadores no pueden detectar radiación, sin
embargo, fuera de esta región, la radiación es detectable. Tomando en cuen-
ta la existencia de esta región de no radiación para un observador comóvil
con la carga, la aparente paradoja se diluye y la radiación de una carga
uniformemente acelerada no representa ninguna violación del Principio de
Equivalencia.

Otro factor que ha causado mucha confusión en este tema es que, errónea-
mente, se pensaba que la enerǵıa de la radiación emitida por una carga
acelerada debe ser compensada necesariamente por un cambio extra en la
enerǵıa cinética de la carga (además del ocasionado por el hecho de que hay
un factor externo al sistema que acelera la carga). La part́ıcula cargada sien-
te una fuerza debida a su interacción con el campo de la radiación que emite
–llamada auto-fuerza– que modificaŕıa su trayectoria. Sin embargo, resulta
que para una part́ıcula cargada con aceleración uniforme la auto-fuerza (de-
terminada por la ecuación de Lorentz-Dirac, que desarrollamos en la sección
1.1.1) se anula, por lo que, de aceptar dicha premisa, ésto implicaŕıa que no
emite radiación (inclusive para un observador inercial). Como veremos más
adelante, el hecho de que la auto-fuerza se anule no es impedimento de que
exista enerǵıa radiada fuera de la ĺınea de mundo de la carga, de hecho, la
conservación de la enerǵıa está garantizada, como se puede ver de aplicar
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cuidadosamente las leyes de Maxwell a este sistema.3

En el resto de este caṕıtulo hacemos una revisión de los análisis del campo
electromagnético clásico más relevantes del problema de radiación de una
carga uniformemente acelerada. En la sección 1.1 se revisarán las ecuaciones
fundamentales de la electrodinámica clásica y hacemos un bosquejo de la
derivación de la fórmula de Lorentz-Dirac para la auto-fuerza sentida por una
carga uniformemente acelerada. En la sección 1.2 definimos las coordenadas
de Rindler asociadas a un observador comóvil con la carga y analizamos
la radiación emitida desde el punto de vista de observadores inerciales y
coacelerados.

1.1. Radiación de cargas aceleradas

Consideremos el campo electromagnético Fαβ producido por una carga
puntual moviéndose en un espacio-tiempo plano con una ĺınea de mundo
zα(τ), donde τ es su tiempo propio. La densidad de corriente jα correspon-
diente a esta carga está dada por

jα(x) = q

∫
γ
dτ uαδ4(x− z), (1.1)

3Hay otra justificación teórica de por qué se podŕıa presentar esa probable paradoja

que, aunque está fuera del alcance de este trabajo, ponemos aqúı para completar la exposi-

ción de la ‘tensión’ que se ha dado entre del PE y las cargas aceleradas. Ésta tiene que ver

con una aparente equivalencia entre las fluctuaciones de vaćıo del campo electromagnético

y la auto-fuerza de reacción a la radiación [7]. El hecho de que la auto-fuerza se anule

se podŕıa entender en términos de dichas fluctuaciones. Se ha probado [27], [35] que el

decaimiento de un átomo excitado se puede interpretar equivalentemente como generado

por las perturbaciones debidas a las fluctuaciones del vaćıo electromagnético o por la reac-

ción a la radiación debida al campo de los electrones o, sorprendentemente, por cualquier

combinación lineal de estos procesos. Para Candelas y Sciama [7] esta dualidad se debe a

que tanto las fluctuaciones de vaćıo como la auto-fuerza son “. . . una sobresimplificación

motivada por el deseo de asignar un sentido f́ısico a las ecuaciones que aparecen en los pa-

sos intermedios del cálculo”. De acuerdo al efecto Unruh, que explicaremos en el siguiente

caṕıtulo, un observador con aceleración uniforme a percibe el vaćıo (inercial) del campo

(cuántico) como un baño térmico con temperatura a/2π. Interpretado de otra manera [7],

“la carga percibe a las fluctuaciones del vaćıo como comóviles y constituyendo un baño

térmico”. De aqúı que el efecto de las fluctuaciones sobre la carga sea el mismo que si

está en reposo y por lo tanto no puede haber una transferencia de enerǵıa y momento

entre la carga y el vaćıo desde el marco de referencia acelerado.
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donde uα(τ) = dzα/dτ es la cuatro velocidad de la part́ıcula y γ su trayec-
toria. Las ecuaciones de Maxwell para el campo electromagnético son

∂βFαβ = 4πjα. (1.2)

Expresando el campo electromagnético en términos del potencial vectorial,

Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα, (1.3)

y adoptando la norma de Lorentz, ∂αAα = 0, las ecuaciones del campo
toman la forma

!Aα = −4πjα, (1.4)

donde ! = ηαβ∂α∂β es el operador Dalambertiano, ηαβ representa la métrica
del espacio-tiempo de Minkowski.

Esta ecuación se puede resolver con la ayuda de una función de Green
G(x, x′) definida por

!G(x, x′) = −4πδ4(x− x′). (1.5)

En este caso, la solución de la ec. (1.4) es

Aα(x) =
∫

G(x, x′)jα(x′) d4x′ + Aα
hom(x), (1.6)

donde el segundo término representa una solución de la ecuación de campo
homogénea. La función de Green retardada, que tiene soporte sólo en el
pasado del cono de luz del punto de evaluación del campo x, está definida
por

Gret(x, x′) = θ(t− t′)δ(σ)

=
δ(t− t′ − |x− x′|)

|x− x′| .
(1.7)

donde
σ = σ(x, x′) =

1
2
ηαβ(x− x′)α(x− x′)β (1.8)

es la mitad de la distancia geodésica entre los puntos x y x′; x es la proyección
espacial de x y |x| su magnitud. La función de Green adelantada está definida
por

Gade(x, x′) = θ(t′ − t)δ(σ)

=
δ(t− t′ + |x− x′|)

|x− x′| .
(1.9)
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Esta función tiene soporte sólo en el cono de luz futuro de x.
Las ecuaciones del campo implican la conservación de la carga, dada

por la ecuación ∂αjα = 0, misma que es satisfecha por la expresión (1.1).
Asimismo, la conservación de enerǵıa y momento en el sistema está dada
por la ecuación

∂β

(
Tαβ

em + Tαβ
part

)
= 0, (1.10)

donde
Tαβ

em =
1
4π

(
FαµF β

µ −
1
4
gαβFµνFµν

)
(1.11)

es el tensor de enerǵıa-momento del campo electromagnético y

Tαβ
part = m

∫
dτuαuβδ4(x− z) (1.12)

corresponde al tensor de enerǵıa-momento de una part́ıcula de masa m. Se
puede probar que la ec. (1.10) implica la ecuación de la fuerza de Lorentz
para la part́ıcula cargada [33],

maα = qFα
β uβ . (1.13)

En esta ecuación Fαβ está evaluado en el punto x = z(τ) y aα = duα/dτ

es la aceleración de la part́ıcula. Nótese que el campo es singular sobre la
trayectoria de la carga por lo que las ecuaciones (1.10)–(1.13) no se pue-
den aplicar directamente sobre el punto en el espacio-tiempo donde está la
part́ıcula que está generando al campo.

El campo producido por la carga en cierto punto del espacio-tiempo no
puede depender del estado de la part́ıcula en un tiempo posterior por lo
que la solución f́ısica corresponde a la generada por la función de Green
Gret(x, x′). Esta solución se obtiene de introducir las Ecs. (1.1) y (1.7) en la
ec. (1.6),

Aα(x) = q

∫
dτ uαθ(t− z0)δ(σ), (1.14)

donde σ está definida por la ec. (1.8). Dado un punto z(τ) en la ĺınea de
mundo de la part́ıcula, la función δ escoge dos puntos, aquéllos que satisfa-
cen la relación σ(x, z(τ)) = 0. De una solución a ésta ecuación se obtiene
el tiempo retardado u, definido por la condición de que z(u) precede cau-
salmente a x, y de la otra se obtiene el tiempo adelantado v definido por la
condición de que z(v) se encuentra en el futuro de x. Notemos que u = u(x)
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y v = v(x). Para llevar acabo la integración se hace el cambio de variable
τ → σ. La función θ en el integrando de la ec. (1.14) garantiza que, como
función de σ, el intervalo de integración va de σ0 < 0 a σ1 > 0. Se tiene
entonces que

Aα(x) = q
uα(u)
r(x)

, (1.15)

donde
r(x) = −ηαβ

(
xα − zα(u)

)
uβ(u). (1.16)

A la expresión (1.15) se le conoce como el potencial de Liénard-Wichert. En
un marco de referencia en el que la part́ıcula está en reposo en el tiempo u

(uα = (1, 0, 0, 0)) se tiene que r = t− z0(u), que es el tiempo necesario para
que la luz se propague de z(u) a x que a su vez, como c = 1, corresponde a
la distancia espacial entre estos dos puntos.

El campo electromagnético generado por la carga en movimiento se ob-
tiene a partir de la ec. (1.3). Es conveniente expresarlo en términos del
vector

kα(x) =
1
r

(
xα − zα(u)

)
, (1.17)

que es un vector nulo apuntando de z(u) a x. Se obtiene

Fαβ =
2q

r

(
a[αkβ] + aku[αkβ]

)
+

2q

r2
u[αkβ], (1.18)

donde aα = duα/dτ es la aceleración propia de la part́ıcula, ak = aαkα y los
corchetes cuadrados significan la antisimetrización de los ı́ndices. Notése que
la parte del campo electromagnético que se escala como r−1 es proporcional
a la aceleración de la part́ıcula, a esta se le conoce como la parte de radiación
del campo. Por otro lado, a la parte que escala como r−2, que no involucra
la aceleración de la part́ıcula, se le conoce como la parte de Coulomb del
campo4.

Sustituyendo la ec. (1.18) en la ec. (1.11) se obtiene directamente el
tensor de enerǵıa-momento del campo poducido por la part́ıcula, de donde
se puede identificar una componente de radiación y otra asociada a la parte
de Coulomb del campo:

Tαβ
em = Tαβ

rad + Tαβ
bnd, (1.19)

4También se le llama bound field en inglés.
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donde

Tαβ
rad =

q2

4πr2

(
a2 − a2

k

)
kαkβ (1.20)

es la componente de radiación y

Tαβ
bnd =

q2

2πr3

[
k(αaβ) + ak

(
k(αuβ) − kαkβ

)]
+

q2

4πr4

[
2k(αuβ) − kαkβ +

1
2
ηαβ

]
(1.21)

es la componente de Coulomb. Esta separación se da naturalmente pues
Tαβ

rad escala como r−2 y es proporcional a kαkβ. Sin embargo, nótese que el
primer término entre corchetes del lado derecho de la ecuación para Tαβ

bnd,
ec. (1.21), no proviene de aplicar la ec. (1.11) a la parte de Coulomb de
Fαβ , sino que contiene la contribución al tensor de enerǵıa-momento de la
interferencia entre los campos de Coulomb y de radiación. Por otro lado,
fuera de la ĺınea de mundo de la part́ıcula, cada componente se conserva
independientemente, esto es,

∂βTαβ
rad = 0, ∂αTαβ

bnd = 0, r #= 0. (1.22)

Encerremos a la ĺınea de mundo de la part́ıcula en un tubo de mundo Σ
arbitrario y calculemos el flujo de enerǵıa-momento a través de esta superficie
por unidad de tiempo propio. Éste está determinado por el flujo de Tαβ

rad a
través de Σ:

∆Pα
rad =

∫
Σ

Tαβ
raddΣβ , (1.23)

donde dΣα es el elemento de superficie de Σ con vector normal dirigido
hacia afuera. Usando el teorema de Gauss se puede probar que el flujo ∆Pα

dada por la ec. (1.23) es el mismo que para cualquier tubo Σ′ siempre y
cuando tenga las mismas “tapas” que Σ. Entonces, dado que la forma del
tubo es irrelevante, vamos a considerar el cilindro más sencillo, uno de r =
cte. Además, vamos a suponer que r es pequeño, por lo que el cilindro se
encuentra en la vecindad inmediata de la ĺınea de mundo de la part́ıcula. El
elemento de superficie está dado por

dΣα = rαr2dudΩ, (1.24)

donde
rα ≡ ∂αr = −uα +

(
1 + rak

)
kα (1.25)
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y dΩ = sen θ dθdφ [33]. De la ec. (1.20) tenemos

∆Pα
rad =

q2

4π

∫
(a2 − a2

k)k
αdudΩ (1.26)

y de aqúı que
dPα

rad

du
=

q2

4π

∫
(a2 − a2

k)k
αdΩ. (1.27)

De esta ecuación se puede probar que [33]

dPα
rad

du
=

2
3
q2a2uα, (1.28)

que corresponde al flujo de enerǵıa-momento de radiación por el tubo Σ por
unidad de tiempo propio. En el marco de Lorentz donde la part́ıcula está en
reposo instantáneamente la ec. (1.28) se reduce a

dE

dt
=

2
3
q2a2, (1.29)

que es la famosa fórmula de Larmor. Nótese que si la aceleración es uniforme
la razón de enerǵıa radiada es constante y proporcional al cuadrado de la
tres-aceleración.

1.1.1. La ecuación de Lorentz-Dirac

Análogamente, usando la ec. (1.21) se puede ver que la razón de cambio
del momento del campo ligado a la carga es [33]

dPα
bnd

du
=

q2

2r
aα, (1.30)

entonces, el flujo de enerǵıa-momento electromagnético total Pα
em = Pα

rad +
Pα

bnd, por unidad de tiempo propio resulta ser

dPα
em

du
=

q2

2r
aα +

2
3
q2a2uα. (1.31)

Ahora vamos a presentar un esbozo de la derivación de la fórmula de
Dirac [10] para la fuerza de reacción del campo producido por la part́ıcula
sobre ella misma. Vamos a seguir a [33] en esta derivación. La idea funda-
mental de Dirac se basa en dos postulados, el primero de ellos es que el
momento total, electromagnético y mecánico, se conserva:

dPα
em

du
+

dPα
mec

du
= 0. (1.32)
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Sin embargo, esta ecuación de conservación requiere que se haga una correcta
identificación del término Pα

mec. En efecto, si se escoge la posibilidad más
patente, Pα

mec = m0uα, al introducirse en la ec. (1.32) se obtiene que la
ecuación de movimiento de la part́ıcula es maα = −2

3q2a2uα (donde m =
mem +m0 y mem = q2/(2r)), lo cual es imposible pues aα debe ser ortogonal
a uα (notemos que, de acuerdo a esta última ecuación, ambos vectores seŕıan
paralelos). El cambio de momento mecánico de la part́ıcula está influenciado
por el flujo del campo electromagnético a través de las tapas de Σ.

Para arreglar esta situación se propone que el momento mecánico de-
penda de otras variables de la ĺınea de mundo de la part́ıcula. En particular,
Poisson propone el siguiente ansatz [33]: Pα

mech = m0uα + cq2aα, donde c es
una constante por determinar. Introduciéndolo en la ec. (1.32) y pidiendo
que aα se ortogonal a uα se encuentra que c = −2/3, esto es, que el momento
mecánico según Dirac debe ser

Pα
mec = m0u

α − 2
3
q2aα, (1.33)

donde m0 representa la contribución mecánica a la masa de la part́ıcula.
Se puede ver que esta expresión para Pα

mec es la que resulta de hacer un
tratatmiento cuidadoso del flujo del campo a través de las tapas de Σ [36].
Esta contribución a la masa se combina con la contribución electromagnética
mem = q2/(2r) para dar la masa f́ısica de la part́ıcula

m = m0 + mem = m0 +
q2

2r
. (1.34)

Usando las Ecs. (1.31),(1.33) y (1.34) en la ec. (1.32) obtenemos la ecuación
de Lorentz-Dirac en la forma

maα =
2
3
q2

(
ȧα − a2uα

)
=

2
3
q2

(
δα
β + uαuβ

)
ȧβ,

(1.35)

donde para obtener la segunda igualdad hemos usado que a2 = −ȧαuα.
Conviene escriblirla en términos de una fuerza externa

maα = Fα
ext +

2
3
q2(δα

β + uαuβ)ȧβ . (1.36)

En el marco de Lorentz en el que la carga está momentáneamente en reposo
se tiene que

ma = Fext +
2
3
q2ȧ. (1.37)
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Nótese que la ecuación de Lorentz-Dirac involucra a la derivada temporal
de la aceleración por lo que, en términos de la posición zα(τ) representa una
ecuación diferencial de tercer orden. Esto provoca que presente soluciones
f́ısicamente anómalas como de pre-aceleración (en las que la part́ıcula siente
una aceleración antes de que la fuerza externa actúe) y soluciones “desbo-
cadas” (en las que la aceleración crece exponencialmente con el tiempo).

De acuerdo a Poisson [33], la ráız del problema reside en el hecho de
que estamos describiendo el movimiento de una part́ıcula puntual con un
tratamiento puramente clásico del electromagnetismo. Una part́ıcula pun-
tual se debe de considerar como una aproximación a una distribución de
carga extendida. Una distribución de este tipo está descrita por su carga
total q, un cierto tamaño promedio * y momentos multipolares de orden
mayor que uno. Para distancias r grandes comparadas con el tamaño pro-
medio * el campo electromagnético está bien aproximado por el momento
monopolar q/r2 y es cuando la aproximación de part́ıcula puntual es válida
pues la estructura interna de la part́ıcula es irrelevante en esta descripción.
Sin embargo, la parte del campo que contribuye a la fuerza de reacción del
campo (que actúa sobre la misma part́ıcula) es la que se encuentra en la
vecindad inmediata de la fuente, por lo que la aproximación de part́ıcula
puntual (Eq. (1.1)) no es del todo válida para calcular los efectos de la reac-
ción a la radiación y de aqúı que la ecuación de Lorentz-Dirac presente esas
soluciones patológicas. Por otro lado, como mencionamos en la introducción
de este caṕıtulo, se pensaba que el hecho de que la auto-fuerza se anulara
sobre una part́ıcula con aceleración uniforme se contrapońıa al hecho de que
hubiera enerǵıa radiada. En los cálculos que presentamos se puede ver que
no existe tal contradicción.

1.2. Cargas aceleradas y el Principio de Equivalencia

1.2.1. El espacio-tiempo de Rindler

Tomemos un marco de referencia S y una part́ıcula moviéndose en él en la
dirección z con velocidad u. Sea S′ el marco de referencia momentáneamente
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en reposo con la part́ıcula, se tiene entonces que5

u =
u′ + v

1− u′v
. (1.38)

Donde u′ es la velocidad de la part́ıcula con respecto a S′ y v la velocidad
de S′ con respecto a S. Diferenciando esta ecuación y tomando en cuenta
que u′ = 0 y u = v se puede ver que

du = (1− u2)du′ = a(1− u2)dt′ (1.39)

donde a es la aceleración propia (respecto al sistema en el que está mo-
mentáneamente en reposo) de la part́ıcula. Expresando dt′ en términos de
dt obtenemos

a = (1− u2)−3/2 du

dt
(1.40)

Si a es constante, integrando dos veces la ec. (1.40) y usando que u = 0
cuando t = 0 obtenemos

z − z0 =
1
a

(√
1 + a2t2 − 1) (1.41)

Escogiendo (o trasladando el eje z a) z0 = 1/a llegamos finalmente a la
ecuación

z2 − t2 =
1
a2

(1.42)

Esto es, el movimiento uniformemente acelerado corresponde a una hipérbola
con aśıntotas z ± t = 0. La ecuación

z2 − t2 = ζ2 (1.43)

representa, para cada valor del parámetro ζ, un punto de una varilla en la
dirección z acelerándose ŕıgidamente. Esto es, de tal manera que la longitud
propia de cada uno de sus elementos infinitesimales se preserva. Se puede
ver que para dos puntos de la varilla separados por dζ se tiene que cuando
dt = 0 entonces

dz =
ζ

z
dζ =

dζ

γ
, (1.44)

donde γ corresponde al factor de Lorentz asociado a la velocidad del marco
en el que la part́ıcula está momentáneamente en reposo con respecto al
sistema {t, z}.

5Recuérdese que estamos usando unidades en las que c = 1.
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Para fijar a ζ como una coordenada espacial, podemos pensar que la
barra se ha estado acelerando desde t = −∞. Observadores en cada punto
ζ de la barra pueden sincronizar sus relojes de tal manera que no se atrasan
ni se adelantan ente śı; si todos acuerdan que su coordenada temporal tenga
el valor τ = 0 cuando la barra pasa por t = 0 podemos dar coordenadas
“aceleradas” a la región z > |t| por

t = ζ sinh τ z = ζ cosh τ, 0 < ζ <∞ −∞ < τ <∞. (1.45)

donde ζ = const. representa un observador uniformemente acelerado. Al
considerar la familia de observadores acelerados definida por la ec. (1.43),
el espacio-tiempo de Minkowski queda separado en cuatro distintas regiones
|t| < z, |z| < t, |t| < −z, |z| < −t. Llamamos a cada una de estas cuñas R,
F , L, P respectivamente. A la cuña R se le conoce como el espacio-tiempo
de Rindler que, visto como un espacio-tiempo en śı mismo, es estático y
globalmente hiperbólico. En efecto, de la ec. (1.45) se puede ver que

ds2 = −dt2 + dz2 = −ζ2dτ2 + dζ2. (1.46)

Σ R

t

z

F

RL
ζ

τ

t+z=0

t−z=0

ζ

ζ

P
τ

τ

=  −

=

8
8

=  0

=  0 =  const.

B

= ζ 0

Figura 1.1: El espacio tiempo de Rindler y la trayectoria de una part́ıcula
con aceleración propia constante aµaµ = 1/ζ2

0 .
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Nótese que el campo de Killing temporal τa = zta + tza corresponde al
campo de Killing que genera boosts en la dirección z. Las superficies ζ = 0
(z ± t = 0) son horizontes de Killing de τa. Podemos definir coordenadas de
Rindler en cada una de la cuñas usando la propiedad de que la coordenada
τ esté siempre asociada al parámetro de las órbitas del generador de boosts
ba = zta+tza, con excepción de L, donde τa corresponde a −ba para asegurar
que la dirección futura coincida con la del tiempo inercial. En las cuñas F

y P la coordenada τ es espacial. Tenemos entonces [4]

z = ζ cosh τ t = ζ sinh τ (t, z) ∈ R (1.47)

z =− ζ cosh τ t = ζ sinh τ (t, z) ∈ L (1.48)

z = ζ sinh τ t = ζ cosh τ (t, z) ∈ F (1.49)

z =− ζ sinh τ t = −ζ cosh τ (t, z) ∈ P (1.50)

donde ζ > 0 en cada región.En estas coordenadas la métrica de Minkowski
es de la forma

ds2 = ±(− ζ2dτ2 + dζ2
)

(1.51)

donde el signo + (−) corresponde a las cuñas R y L (F y P ).

1.2.2. Campo asociado a una carga uniformemente acelerada

Tomemos una part́ıcula con carga q y aceleración unifome a en la direc-
ción z y que pasa por z = 1/a cuando t = 0. En las coordenadas inerciales
{t, x, y, z}, esta trayectoria se puede parametrizar por

zα = (sinh(aη)/a, 0, 0, cosh(aη)/a), uα = (cosh(aη), 0, 0, sinh(aη))
(1.52)

donde η = τ/a es el tiempo propio de la part́ıcula. El tiempo retardado u

está determinado por σ(xα, zα) = 0 (ver la ec. (1.8)), esto es,

(t− sinh(au)/a)2 = (z − cosh(au)/a)2 + ρ2, (1.53)

donde ρ2 = x2 + y2 y la condición t − z0(u) > 0. El tiempo retardado u

está dado impĺıcitamente por la ecuación

z cosh(au)− t sinh(au) =
a

2

(
ρ2 + z2 − t2 +

1
a2

)
. (1.54)
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Usando las ecs. (1.15) y (1.3) se pueden obtener expresiones para el campo
generado por la carga uniformemente acelerada [5, 9]

F̌ tz =
q

4R3
a
(
z2 − t2 − ρ2 − 1

a2

)
θ(t + z) (1.55a)

F̌ tρ̂ =
q

2R3
ρ̂ a z θ(t + z) (1.55b)

F̌ zρ̂ =
q

2R3
ρ̂ a t θ(t + z) (1.55c)

donde

R =
a

2

((
z2 − t2 + ρ2 +

1
a2

)2 − 4
z2 − t2

a2

)1/2

, (1.56)

y ρ̂ representa el vector unitario de coordenadas ciĺındricas {z, ρ, θ}. Como es
de esperarse, el campo dado por las ec. (1.55) presenta una singularidad en la
trayectoria de la part́ıcula, ρ = 0 y z2− t2 = 1/a2. El campo en la ec. (1.55)
satisface las ecuaciones de Maxwell en la región z + t > 0 y, trivialmente, en
la región z + t < 0; sin embargo, no las satisface en la hipersuperficie nula
t + z = 0 como se puede ver en las siguientes ecuaciones:

∂νF̌
tν = −∂νF̌

zν = − 4qa2

2(1 + a2ρ2)2
δ(t + z),

∂νF̌
ρ̂ν = 0.

(1.57)

Por lo tanto, no se puede considerar a la ec. (1.55) como el campo global
generado por la carga. Dado que la trayectoria de la carga es invariante bajo
boosts en la dirección z, el campo que genera debe ser, también, invariante
ante estas transformaciones. Para encontrar el campo global de la carga,
Boulware propone agregar un campo ∆Fµν , definido sobre t + z = 0 e
invariante bajo boosts en la dirección z. El único campo que satisface estos
requerimientos es de la forma [5]

∆F tz = 0, ∆F tρ̂ = ρA(ρ)δ(t + z), (1.58)

donde la componente

A(ρ) =
2qa2

1 + a2ρ2
(1.59)

se escogió de tal manera que Fµν = F̌µν + ∆Fµν satisfaga las ecuaciones de
Maxwell en todo el espacio-tiempo. De esta manera, el campo generado por
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la carga uniformemente acelerada y definido (distribucionalmente) en todo
el espacio-tiempo es

F tz =
qa

4R3

(
z2 − t2 − ρ2 − 1

a2

)
θ(t + z), (1.60a)

F tρ̂ =
q

2
ρ̂
[ az

R3
θ(t + z) +

2a2

1 + a2ρ2
δ(t + z)

]
, (1.60b)

F zρ̂ =
q

2
ρ̂
[ at

R3
θ(t + z)− 2a2

1 + a2ρ2
δ(t + z)

]
. (1.60c)

Claramente, este campo satisface las ecuaciones de Maxwell en todo el
espacio-tiempo pues aśı fue construido. Aunque el campo ∆Fµν fue agregado
“a mano”, se puede obtener directamente de las Ecs. (1.6) y (1.3) haciendo
un tratamiento cuidadoso del campo como distribución [5].

Se puede interpretar al campo ∆Fµν como la transformación de Lorentz
del campo de Coulomb de la carga “antes” de que empezara a acelerarse, v́ıa
un proceso ĺımite. En efecto, consideremos el campo generado por una carga
que es inercial desde t = −∞ hasta t = tα, y que se acelera uniformemente a
partir de este momento. El campo de una carga acelerándose uniformemente
desde t = −∞ se puede obtener como la transformación de Lorentz de este
campo al sistema en el que tα → −∞.

Consideremos un marco de referencia en el que la carga esté en reposo
instantáneamente y transformemos el campo dado por la ec. (1.55) a este
sistema. La restricción del campo a lo largo del cono de luz futuro del punto
donde la carga está en reposo a la cuña R está dado por

F tz =
q

2

[
cos θ

r2
− a

r
sin2 θ

]
, (1.61a)

F tρ̂ =
q

2
ρ̂

[
sin θ

r2
+

a

r
sin θ cos θ

]
, (1.61b)

F zρ̂ =
q

2
ρ̂
a sin θ

r
, (1.61c)

donde t = r (pues estamos en el cono de luz), θ es el ángulo (espacial) entre
la (tres-) aceleración de la carga a y el punto ρ = (z, -ρ) donde se evalúa
el campo en el marco de referencia instantáneo de la carga. Los términos
proporcionales a 1/r2 corresponden al campo de Coulomb de la carga y
los términos proporcionales a a sin θ/r al campo de radiación de una carga
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con aceleración a. Notemos que θ = 0 corresponde a medir el campo en la
dirección de la aceleración de la carga.

Se puede ver que en la cuña R el campo de radiación o es comparable
o decae con la distancia como un campo de Coulomb, lo que hace experi-
mentalmente complicado distinguir estos campos en esta región. Al hacer
una medición dentro de la cuña R la distancia relevante será la del punto
a la trayectoria de la part́ıcula. En este caso, se escoge la máxima distancia
invariante6, l, que es la distancia entre el punto y la trayectoria en el mar-
co en el que la carga está instantáneamente en reposo, en coordenadas de
Rindler es simplemente

l2 = ρ2 + (ζ − 1
a2

)2. (1.62)

Se puede ver que en la cuña R se tiene que para ar grandes, ar ∼ (al)2/2
para cualquier valor de θ y, por lo tanto, si se quiere medir la radiación lejos
de la carga este campo decaerá con la distancia a la carga como 1/l2, tal y
como un campo de Coulomb.

Por otro lado, tomando E = −F ti en las Ecs.(1.61), se puede ver que

|Erad|
|Ecoulomb| = ra sin θ (1.63)

donde Ecoulomb es la parte proporcional a 1/r2 y Erad es la parte proporcional
a a sin θ/r. En la región R, definida por z − t > 0, se tiene que

ar <
1

1− cos θ
(1.64)

y finalmente que,
|Erad|

|ECoulomb| <
sin θ

1− cos θ
. (1.65)

Nótese que este cociente es de orden 1 excepto para θ cercanas a cero. Esto
es, excepto en direcciones muy cercanas a la de la aceleración de la carga,
el campo de radiación es menor que el de Coulomb.

En cambio, en la cuña F el campo de radiación se puede hacer arbitra-
riamente grande para cualquier θ distinto de cero. Además, no existe ningún
marco de coordenadas que sea estático, en el que la carga esté en reposo y

6Hemos usado el nombre que usa Boulware. Nótese que no es un invariante de Lorentz.
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que cubra la cuña F por lo que no se puede asociar ninguna distancia in-
variante a la carga. De ninguna manera se podŕıan confundir los campos de
radiación con campos que van como 1/l2 como ocurre en la cuña R. En F

no se puede usar ningún argumento (como el Principio de Equivalencia) en
contra de la radiación de la carga uniformemente acelerada, esta radiación
está ah́ı y puede ser detectada sin ningún problema.

Todo este análisis se hizo en coordenadas inerciales y, por lo tanto, se
aplica directamente a cualquier observador inercial. En este caso, el campo
de radiación existe pero, sin embargo, no se puede distinguir del de Cou-
lomb. En cambio, para un observador que se acelera con la carga —y la ve
estática—, el campo es estático y el campo de radiación es nulo. Para ver
ésto, se calcula el tensor de enerǵıa-momento del campo asociado a la carga
en coordenadas de Rindler [5]:

T ττ = q2 1
8ζ2R4

(1.66a)

T τζ = T τρ = 0 (1.66b)

T ζζ = − q2

8R4
(1.66c)

T ζρ̂ =
q2

4
ρ

a2ζ2
(
ρ2 + a−2 − ζ2

)
R6

(1.66d)

T ρ̂ρ̂ =
q2

4

[ Î

2R4
− a2ζ2ρρ

R6

]
(1.66e)

donde ρ = ρ̂r sin θ y Î es la diádica unitaria en el plano xy. De la ec. (1.66b)
se puede ver que no hay ningún flujo de enerǵıa y por lo tanto no hay radia-
ción en el sistema de referencia que se coacelera con la carga. Sin embargo,
como vimos más arriba, el campo de radiación de la carga es detectable en
la cuña F , aunque no les es accesible a los observadores de Rindler.

Como veremos más adelante, cuando analicemos la radiación cuántica-
mente, también hay una diferencia fundamental entre el comportamiento
del campo en la cuña R y la cuña F . En este caso, se ha concluido que
el número de clicks que hace un detector uniformemente acelerado con res-
pecto a observadores inerciales coincide con el número de clicks (de emisión
y absorción) que hace el detector con respecto a observadores coacelerados.
Es interesante contrastar este resultado con los resultados clásicos obtenidos
en este caṕıtulo, pues aunque la radiación es dependiente del observador y
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de la región del espacio-tiempo en la que se encuentre, el hecho de que los
clicks de un detector coincidan para observadores inerciales y de Rindler, es
indicativo de algún aspecto invariante del fenómeno de radiación.

" " "



Caṕıtulo 2

El campo cuántico para
observadores acelerados

En este caṕıtulo presentamos un esbozo del análisis de la corresponden-
cia entre las descripciones cuánticas de los campos sin interacción cuando
son realizadas desde un marco de referencia inercial y uno acelerado. Como
veremos, para ésto es necesario determinar con respecto a qué campos de
Killing estacionarios se va cuantizar al campo. En la métrica de Minkowski,
además de los campos de Killing de traslación temporal usuales (correspon-
dientes a todas las posibles elecciones de la dirección temporal que puedan
hacer observadores inerciales), los generadores de boosts también son campos
de Killing de este espacio-tiempo. Estos campos son tipo tiempo en algunas
regiones del espacio-tiempo. En términos de un sistema de coordenadas glo-
bal inercial {t, x, y, z}, el campo de Killing que genera boosts a lo largo del
eje z está dado por

ba = a(zta + tza), (2.1)

donde a es una constante que corresponde a la la aceleración propia de la
órbita de ba cuando se parametriza con respecto al tiempo propio [39].

El campo ba también corresponde a un campo de Killing de la cuña de
Rindler R, donde es estático y tipo tiempo. Entonces, dado que R es un
espacio-tiempo globalmente hiperbólico, se puede aplicar en esta región el
formalismo de cuantización sobre espacio-tiempos estáticos y globalmente
hiperbólicos al campo de Klein-Gordon. Análogamente, la cuña L también
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es estática y globalmente hiperbólica y en esta región se puede llevar a
cabo la cuantización del campo con el campo de Killing adecuado (ver más
adelante).

Como resultado de este proceso en la cuña R, se obtiene un estado de
vaćıo conocido como el vaćıo de Rindler, |0R〉. Para la cuña L se obtiene
un estado de vaćıo análogo, |0L〉. Los estados en el espacio de Fock aso-
ciado a esta cuantización son interpretados como estados de part́ıculas por
observadores de Rindler, esto es, observadores que siguen las órbitas de ba.
Como estos observadores son estáticos con respecto al tiempo de Rindler,
esta cuantización del campo es la más natural para ellos.

2.1. Teoŕıa cuántica de campos en espacios curvos

En la mayoŕıa de las presentaciones de la teoŕıa cuántica de campos,
ésta se motiva a partir de la construcción de una versión relativista de la
teoŕıa cuántica de una part́ıcula. Sin embargo, por este camino aparecen va-
rios problemas matemáticos y de interpretación, por lo que al final se opta
por construir una teoŕıa cuántica del campo en cuestión [32]. Notemos por
ejemplo, que el espacio de Fock que corresponde al espacio de estados se in-
troduce para poder representar estados de muchas part́ıculas. Sin embargo,
la teoŕıa del campo cuántico no es, per se, una teoŕıa de part́ıculas y en gene-
ral, en cada situación en la que se cuantice el campo se deberá justificar una
interpretación en términos de part́ıculas (por ejemplo, mediante el uso de
detectores [42]). Esta caracteŕıstica de la teoŕıa cuántica de campos es muy
evidente cuando el espacio-tiempo no es plano. Resulta que en el espacio-
tiempo de Minkowski, el estado de vaćıo (usual) es invariante de Lorentz,
ésto es, si se realizan los mismos procedimientos de cuantización en cua-
lesquiera sistemas inerciales, se obtendŕıan estados de vaćıo unitariamente
equivalentes. Sin embargo, cuando el espacio-tiempo no posee esta simetŕıa,
no se puede garantizar que los mismos métodos de cuantización sobre di-
ferentes conjuntos de observadores generen estados de vaćıo equivalentes,
aunque cada estado de éstos sigue siendo un estado de vaćıo de la teoŕıa —
cada uno representa un estado sin part́ıculas para cada marco de referencia
donde se efectuó la cuantización. Lo mismo ocurre si cuantizamos el campo
en el espacio-tiempo de Minkowski con respecto a marcos de referencia no
inerciales. Por ejemplo, si se cuantiza con respecto a observadores de Rind-



2.1 QFT en espacios curvos 23

ler se puede mostrar que la restricción de |0M 〉 a la cuña R corresponde a
un estado térmico con un número indefinido de part́ıculas. En esta sección
vamos a revisar las ideas fundamentales de la teoŕıa cuántica del campo de
Klein Gordon tanto en un espacio-tiempo plano como en uno curvo, haciendo
énfasis en el caso particular de espacio-tiempos estacionarios.

La teoŕıa del campo clásico se puede reformular directamente sobre cual-
quier espacio-tiempo globalmente hiperbólico1. La ecuación diferencial sobre
la variedad que define a un espacio-tiempo globalmente hiperbólico debe
tener datos iniciales definidos sobre alguna hipersuperficie de Cauchy, Σ.
Cuando los datos iniciales tienen asociada una única solución decimos que
la formulación de datos iniciales de la ecuación está bien definida [43]; este
es el caso de la ecuación del campo de Klein-Gordon,

!φ−m2φ = 0 . (2.2)

El siguiente teorema sirve para relacionar las soluciones de una ecuación
diferencial con datos iniciales de soporte compacto sobre una hipersuperficie
de Cauchy en cualquier espacio-tiempo globalmente hiperbólico. Siguiendo
a Kay [23], definimos

D(Σ) ≡ C∞
0 (Σ)⊕ C∞

0 (Σ) (2.3)

como el espacio de datos iniciales2 (funciones) reales, suaves y de soporte
compacto sobre la hipersuperficie Σ.

Teorema 1 (Leray) Sea (M, g) un espacio-tiempo orientable y globalmen-
te hiperbólico, Σ alguna hipersuperficie de Cauchy con vector normal uni-
tario dirigido a futuro na. Entonces, los datos de Cauchy Φ ∈ D(Σ) dados
por

Φ =

(
f

p

)
f = φ

∣∣∣
Σ

p = na∇aφ
∣∣∣
Σ

(2.4)

definen una única solución φ ∈ C∞(M), teniendo soporte compacto en cual-
quier otra hipersuperficie de Cauchy.

1Este tipo de espacios son aquéllos donde se puede encontrar una hipersuperficie es-

pacial tal que toda curva causal (que tiene vector tangente temporal o nulo) que pase

por cualquier evento siempre intersecte a la hipersuperficie; en este caso decimos que la

hipersuperficie es de Cauchy [42].
2No confundir el espacio de datos iniciales en Σ, D(Σ), con el dominio de dependencia

de Σ, D(Σ).



2.1 QFT en espacios curvos 24

Un punto en el espacio fase clásico Γ corresponde a la especificación de
un par de funciones, el campo ϕ y la densidad de momento conjugado π,
sobre una hipersuperficie de Cauchy Σ (por ejemplo, una hipersuperficie de
t constante en el espacio de Minkowski en coordenadas inerciales).

La teoŕıa de campo escalar real tiene asociada una forma simpléctica
Ω : Γ× Γ → R dada por

Ω
(
[ϕ1,π1], [ϕ2,π2]

)
=

∫
Σ
(π1ϕ2 − π2ϕ1) dΣ. (2.5)

Para poder garantizar que Ω está bien definida, vamos a restringir el espacio
fase a soluciones que tengan soporte compacto sobre superficies de Cauchy.
Entonces, en este caso, el teorema 1 permite identificar el espacio de da-
tos iniciales D(Σ) con el espacio-fase clásico del campo Γ. Nos referiremos
indistintamente a una solución ψ como un punto de Γ o de D(Σ).

En una teoŕıa cuántica del campo se requiere que las funciones

Ω([ϕ1,π1], · ) : Γ → R, (2.6)

asociadas a la solución real ψ con datos iniciales ϕ1,π1, estén representadas
irreduciblemente por operadores Ω̂([ϕ1,π1], · ) sobre algún espacio de Hilbert
complejo y que satisfagan ciertas condiciones de conmutación :[

Ω̂
(
[ϕ1,π1], · ), Ω̂

(
[ϕ2,π2], ·

) ]
= −iΩ

(
[ϕ1,π1], [ϕ2,π2]

)̂
I (2.7)

Tomemos una solución ψ ∈ D(Σ) (real y con datos iniciales de soporte
compacto), y descompongámosla en sus partes que oscilan con frecuencia
positiva y negativa con respecto al tiempo inercial t:

ψ = ψ+ + ψ−, (2.8)

por ejemplo, mediante su expansión de Fourier. Sea D+(Σ) el espacio gene-
rado por las partes de frecuencia positiva de las soluciones en D(Σ), nótese
que es necesariamente complejo. Sobre este espacio se define el producto de
Klein Gordon por 〈

ψ+|φ+
〉
KG

= −iΩ
(
ψ+,φ+

)
. (2.9)

La función Ω se puede extender de D(Σ) a D+(Σ) por continuidad usando
la ec. (2.5). Se puede mostrar que el producto interno dado por la ec. (2.9)
en efecto es positivo definido. Luego, se completa D+(Σ) con este producto
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interno con lo que se obtiene un espacio de Hilbert complejo H , al que
llamaremos espacio de Hilbert de una part́ıcula (que no es el espacio de
estados de la teoŕıa cuántica, ver más adelante). Asimismo, la asociación
ψ )→ ψ+ define un mapeo lineal K : D(Σ) → H de rango denso [42].

La teoŕıa cuántica se implementa tomando como espacio de Hilbert de
estados al espacio de Fock asociado a H , Fs(H )3. Finalmente, para cada
ψ ∈ D(Σ) se define el operador de campo Ω̂(ψ, ·) sobre Fs(H ) como:

Ω̂(ψ, ·) = iâ(Kψ)− iâ†(Kψ), (2.11)

donde â y â†, los operadores de aniquilación y creación en F , están defini-
dos de la siguiente manera: Dado ϕ ∈ H y |ψ〉 = (ψ, ψa,ψa1a2 , . . . ) ∈ F

tenemos
â(ϕ) |ψ〉 = (ϕaψ

a,ϕaψ
aa1 , . . . ), (2.12)

â†(ϕ) |ψ〉 = (0,ψϕa,
√

2ϕ(aψb), . . . ), (2.13)

donde ϕaψ
a = 〈ϕ|ψ〉H es el producto interno de H . Nótese que en la

notación que adoptamos, el operador â(ϕ) es antilineal en ϕ.4

En resumen, la idea central del procedimiento de cuantización para cual-
quier sistema lineal (D,Ω,T (t)), donde D es un espacio vectorial, Ω :
D×D → R una forma simpléctica y T (t) un operador de evolución tempo-
ral, es construir una estructura de una part́ıcula (K, H , U(t)), donde H es
un espacio de Hilbert separable, U(t) un grupo unitario con ‘enerǵıa’ estric-
tamente positiva5 y K : D → H es un mapeo real, lineal de rango denso
compatible con la forma simpléctica, 2Im 〈Kψ|Kψ〉 = Ω(φ,ψ), y que satisfa-
ce K(T (t)φ) = U(t)(K(φ)) [23]. Teniendo la estructura de una part́ıcula, la
teoŕıa cuántica se realiza construyendo el espacio de Fock de H y definiendo
los operadores dados por la ec. (2.11).

Antes de pasar a la construcción de la estructura de una part́ıcula para el
campo de Klein Gordon en espacio-tiempos estacionarios, vamos a discutir

3Definido por

Fs(H ) = C ⊕s H ⊕s

`
H ⊗H

´ ⊕s . . . (2.10)

La suma directa se toma simetrizada para campos bosónicos. Si no hay ambigüedad, lo

llamaremos solo F .
4Para remediar esto y hacerse lineal en ϕ se puede definir como â(ϕ) [42]. Sin embargo,

optamos por la convención de Wald [42] dada por la ec. (2.12).
5Esto es, que tiene un generador h autoadjunto, positivo y de rango denso.
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la relación de la ec. (2.11) con la expresión más “común” del campo cuántico:

φ̂(t, z) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dp

1√
2ωp

[
âpe

−iωpt+ipz + â†pe
iωpt−ipz

]
. (2.14)

Esta expresión no está bien definida matemáticamente pues la integral no
converge [42], en este sentido, no se le puede considerar como un operador
sobre el espacio de estados. Lo que śı representa la ec. (2.14) es una dis-
tribución que arroja operadores cuando se evalúa en funciones de prueba.
Para darle sentido a ésto, consideremos las funciones de prueba f ∈ C∞

0 (M).
Dada f de este tipo, construimos las soluciones avanzada Af y retardada
Rf de la ecuación de KG con fuente f como

(!−m2)Af = f (!−m2)Rf = f (2.15)

donde Af = 0 fuera del pasado causal del soporte de f y Rf = 0 fuera
del futuro causal del soporte de f . En términos de éstas funciones se puede
construir una solución a la ecuación homogénea de KG dada por

Ef ≡ Af −Rf. (2.16)

Con ésta ecuación se está definiendo un mapeo suprayectivo E : C∞
0 (M) → D(Σ).

Se puede ver [42] que para toda solución ψ ∈ D(Σ) y para toda función de
prueba f se tiene que ∫

M
ψf d4x = Ω(Ef,ψ). (2.17)

Ésto se puede interpretar como que la función Ω(Ef, ·) actúa ‘integrando’
la solución ψ sobre todo M ‘pesada’ con f . Esto sugiere que el operador
Ω̂(Ef, ·) está relacionado con φ̂(x, t). En efecto, si multiplicamos φ̂(x, t) por
f e integramos sobre todo el espacio de Minkowski obtenemos

φ̂(f) ≡ Ω̂(Ef, ·) = ia(K(Ef))− ia†(K(Ef)), (2.18)

donde hemos usado la ec. (2.11). De aqúı la interpretación de φ̂(x, t) como
una distribución y que, para obtener el operador de campo, haya que eva-
luarla en alguna función de prueba. Es por ésto que el operador de campo
no tiene sentido si se le evalúa en un punto del espacio-tiempo.
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2.1.1. Teoŕıa cuántica de campos en espacio-tiempos estacionarios

En un espacio-tiempo estacionario (M, gab) se cuenta con un grupo uni-
paramétrico de isometŕıas αt : M → M con órbitas tipo tiempo. Sea ξa el
vector de Killing que las genera. Haciendo uso del teorema 1 se define el
espacio de soluciones con datos iniciales de soporte compacto, D(Σ); sobre
este espacio está definida la forma simpléctica Ω dada por la ec. (2.5).

La idea básica de la construcción de la teoŕıa de campo cuántico en
espacio-tiempos estacionarios es escoger el espacio de Hilbert de una part́ıcu-
la H como el subespacio de soluciones (complejas) que tienen frecuencia
puramente positiva con respecto al tiempo de Killing t. Ésto se podŕıa lo-
grar mediante un análisis de Fourier a lo largo de las órbitas de ξa aunque,
sin embargo, no se puede garantizar de antemano que a lo largo de éstas
curvas las soluciones tengan el comportamiento asintótico adecuado para
que exista su descomposición de Fourier. Una construcción detallada de es-
ta teoŕıa cuántica del campo de Klein Gordon resulta demasiado técnica y
va más allá de los propósitos de esta tesis, por lo que a continuación presen-
tamos sólo un esbozo de la construcción que hace Wald [42] del espacio de
Hilbert de una part́ıcula de la teoŕıa cuántica del campo en espacio-tiempos
estacionarios que se basa en una descomposición en frecuencias positivas y
negativas sin utilizar el análisis de Fourier (Ashtekar [1] también la desarro-
lla y se puede ver una versión matemáticamente rigurosa en Kay [23]) . Sin
embargo, esta construcción no es tan general, pues está limitada por el re-
querimiento de que exista una superficie de Cauchy Σ donde, para alguna
ε > 0, se cumpla que

−ξaξa ≥ −εξana > ε2, (2.19)

donde na corresponde al vector de shift. Notemos que esta condición no se
cumple en el espacio-tiempo de Rindler, más adelante trataremos éste caso.

Se complexifica el espacio de soluciones, esto es, se toma DC = D(Σ) +
iD(Σ) y se define la norma de enerǵıa:

〈ψ1|ψ2〉en =
∫

Σ
Tab(ψ1,ψ2)ξadΣb, (2.20)

donde Tab representa el tensor clásico de enerǵıa-momento dado por

Tab(ψ1,ψ2) = ∇(aψ1∇b)ψ2 − 1
2
gab

[∇cψ1∇cψ2 + m2ψ1ψ2
]
. (2.21)
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La norma 〈 | 〉en es independiente de la elección de Σ e invariante bajo la
traslación temporal τt ≡ ψ ◦ α−t. Se completa DC en la norma 〈 | 〉en, con
lo que se obtiene un espacio de Hilbert complejo H ′ que nos servirá para
construir el espacio de Hilbert de una part́ıcula. La acción de τt, cuando se
extiende a H ′, corresponde a la de un grupo uniparamétrico fuertemente
continuo de la forma U(t) = exp(−ih̃t) donde h̃ : H ′ → H ′ es un operador
autoadjunto. De la definición de τt se tiene que para toda ψ ∈ DC

h̃ψ = iLξψ, (2.22)

donde Lξ denota la derivada de Lie. Usando que m > 0 y la condición
(2.19) se puede probar [42] que el espectro de h̃ está acotado por arriba
de cero y por lo tanto h̃−1 es un operador acotado en H ′. Esta condición
es necesaria para poder definir al operador K y que sea compatible con la
forma simpléctica [23] (ver las ecs. (2.23) y (2.24)).

De la ec. (2.22) se puede ver que las “soluciones de frecuencia posi-
tiva” corresponden al subespacio espectral de h̃ con valores propios posi-
tivos, que llamaremos H ′

+. Se define el operador K : H ′ → H ′
+ como

la proyección sobre H ′
+. Con ésto, podemos definir un producto interno

µ : D(Σ)×D(Σ) → R como

µ(ψ1,ψ2) = 2Re〈Kψ1|h̃−1Kψ2〉en (2.23)

El espacio de Hilbert H , de la estructura de una part́ıcula se define como
el espacio que resulta de completar H ′

+ en el producto de Klein Gordon

〈Kψ1|Kψ2〉H = −iΩ(Kψ1,Kψ2) = µ(ψ1,ψ2)− i

2
Ω(ψ1,ψ2). (2.24)

Esta es la construcción de la estructura de una part́ıcula para el campo
de Klein Gordon que surge de la simetŕıa estacionaria del espacio-tiempo.
En efecto, las isometŕıas αt del espacio-tiempo juegan un papel fundamen-
tal en la construcción del operador autoadjunto h̃ que define el espacio de
‘soluciones con enerǵıa positiva’.

Como ya mencionamos, se basa en que se satisfaga la condición (2.19),
que permite garantizar que h̃−1 es acotado. Geométricamente, la ec. (2.19)
nos dice que el vector de Killing temporal ξa no puede hacerse tipo luz o cero
en el espacio-tiempo. Estas condiciones no las satisface el vector de Killing
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temporal τa (que es el generador de boosts ba) del espacio-tiempo de Rindler.
La construcción de la estructura de una part́ıcula para el campo cuántico
en este espacio-tiempo, realizada por Kay en [24], sigue los lineamientos
generales que hemos expuesto aqúı, salvo que la prueba de que el correspon-
diente operador h̃−1 es acotado ahora se basa en que en el espacio-tiempo
de Rindler se satisface la siguiente desigualdad∫

ΣR

fAf dxd2ξ "
∫

ΣR

α |f |2 dxd2ξ (2.25)

para toda f ∈ C∞
0 (ΣR), donde α = ζ2m2 y A es el operador

A = −ζ
∂

∂ζ

(
ζ

∂

∂ζ

)
+ ζ2

(
m2 −∆

)
, (2.26)

donde ∆ es el laplaciano en coordenadas cartesianas x, y. Esta demostra-
ción, que garantiza la existencia de una teoŕıa del campo cuántico de Klein
Gordon en las cuñas de Rindler, es bastante técnica y se puede consultar en
[24]. Nosotros procederemos construyendo una expresión análoga a la de la
ec. (2.14) en términos de modos de Unruh y sus respectivos operadores de
creación y aniquilación.

2.2. Cuantización con respecto a observadores acelerados

Sea Σ una hipersuperficie de Cauchy del espacio-tiempo de Minkowski
que pasa por la intersección de los horizontes de Rindler. Sean ΣL y ΣR las
intersecciones de Σ con las cuñas L y R, éstas van a ser hipersuperficies de
Cauchy para estas regiones. Si se realiza el procedimiento de cuantización
del campo de Klein Gordon sobre la cuña R descrito en la sección anterior,
usando como generador de traslaciones temporales al vector de Killing tem-
poral τa de la métrica de Rindler (que en R corresponde al generador de
boosts), ec. (1.51), se obtiene un espacio de Hilbert de una part́ıcula que
denotaremos HR. Al cuantizar el campo de la misma manera sobre la cuña
L, ahora con respecto al generador de traslaciones temporales del tiempo de
Rindler en esa cuña (que corresponde a −ba, pues se ha cambiado la direc-
ción de este campo de Killing para que la dirección temporal futura asociada
a los observadores en esta cuña coincida con la dirección futura asociada a
observadores inerciales) se obtiene un espacio de Hilbert de una part́ıcula
HL.
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Para describir al campo en todo el espacio-tiempo de Minkowski en
términos de las cuantizaciones respecto a observadores acelerados conside-
ramos el espacio de Hilbert de una part́ıcula definido por

HU = HL ⊕HR. (2.27)

A la cuantización del campo usando este espacio de Hilbert de una part́ıcula
la llamaremos cuantización de Unruh. El espacio de estados de esta cuanti-
zación es el espacio

Fs(HU ) . Fs(HL)⊗Fs(HR) (2.28)

donde Fs(H ) representa el espacio de Fock simétrico asociado a espacio de
Hilbert H .

Las soluciones de la ec. (2.2) con frecuencia positiva respecto al tiempo
de Rindler en la cuña R que se anulan asintóticamente son de la forma

ψω(ξ) =
√

sinhπω

π
e−iωτKiω(mζ) ω > 0 (2.29)

donde ξ = (τ, ζ) y Kiω(x) es la función de Bessel modificada del tercer
tipo o función de Macdonald [44]. El factor de normalización se escoge de
tal manera que estas funciones sean ortonormales en el producto de Klein-
Gordon, ec. (2.9), que en la cuña R toma la forma

〈ψω|ψω′〉KG =
i

2

∫
ΣR

(
ψ∗ω∇µψω′ − ψω′∇µψ∗ω

)
dΣµ, (2.30)

donde ΣR es una hipersuperficie de Cauchy del espacio-tiempo de Rindler.
Las funciones Kiω(mζ) tienen una singularidad esencial (oscilan “infi-

nitamente”) en el ĺımite ζ → 0 [44], por lo que ψω(ξ) no están definidos
en el horizonte (τ → ±∞ y ζ → 0) cuando ω 1= 0. Los modos definidos
por la ec. (2.29), llamados modos de Fulling [14], y sus conjugados ψ∗ω(ξ)
forman un conjunto completo del espacio de soluciones de la ecuación de
Kein-Gordon en el espacio-tiempo de Rindler. El espacio de Hilbert de una
part́ıcula para la cuantización del campo en la cuña R, HR, se construye
completando en el sentido de Cauchy el espacio generado por las ψω(ξ) en
el producto interno dado por la ec. (2.30) (una construcción formal de este
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espacio se hace en [24]). El operador del campo asociado a esta cuantización,
φ̂R se puede expresar como

φ̂R(ξ) =
∫ ∞

0

[
ψω(ξ)r̂ω + ψ∗ω(ξ)r̂†ω

]
dω ξ ∈ R (2.31)

donde los operadores r̂ω, r̂†ω representan, respectivamente, operadores de
aniquilación y creación de part́ıculas de Rindler en la cuña R, estos opera-
dores satisfacen relaciones de conmutación canónicas. Hay que enfatizar que
el campo dado por la ec. (2.31) está definido sólo sobre la cuña R, que es
donde están definidos los modos de Fulling.

Para construir el espacio de Hilbert HL y el operador de campo φ̂L de
la cuantización en L se procede análogamente usando como generador de
traslación temporal al campo −ba (ver el comentario previo a la ec. (1.47))
y se define el producto de Klein-Gordon sobre una hipersuperficie ΣL de L.

El operador de campo en la cuantización de Unruh, definida por la
ec. (2.27), toma la forma

φ̂(x) = φ̂L(x)⊗ 1̂R + 1̂L ⊗ φ̂R(x) (2.32)

Claramente los operadores φ̂L(x) y φ̂R(x) conmutan,[
φ̂L(x), φ̂R(x′)

]
= 0 (2.33)

reflejando el hecho de que las regiones L y R están causalmente desconecta-
das.

Construida de esta manera, en términos de soluciones con soporte sobre
la doble cuña L∪R, pareciera que la descripción cuántica de Unruh no puede
describir la f́ısica fuera de las cuñas L y R. Recuérdese que los espacios de
Hilbert de una part́ıcula HL y HR fueron generados a partir de modos de
frecuencia positiva con datos iniciales en ΣL y ΣR respectivamente. Como
ya mencionamos, éstas hipersuperficies de Cauchy se pueden ver como la
restricción de un hipersuperficie de Cauchy Σ de todo el espacio-tiempo de
Minkowski a las regiones L y R respectivamente, por lo que los datos inicia-
les de los modos en las cuantizaciones en las cuñas L y R definen soluciones
únicas de la ecuación de Klein-Gordon en todo el espacio-tiempo de Min-
kowski, llamados modos de Unruh. En la siguiente sección vamos a definir
estos modos globales. Como veremos, los modos de Unruh, al restringirse a
la cuña R toman la forma de los modos de Fulling (comparar ec. (2.43) con
la ec. (2.29)).
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2.2.1. Modos de “boost” y de Unruh

La mayoŕıa de las derivaciones de la cuantización de Unruh [37] que se
encuentran en la literatura no desarrollan expĺıcitamente la forma funcio-
nal de los modos del campo que son de frecuencia positiva con respecto al
tiempo de Rindler en cada cuña, que llamamos modos de Unruh. En efecto,
se puede cuantizar al campo trabajando únicamente con las restricciones
de estos modos a los horizontes [37], [42]. Sin embargo, en el análisis que
desarrollaremos en el caṕıtulo 3 necesitaremos la forma funcional de estos
modos para poder calcular expĺıcitamente valores de expectación del tensor
de enerǵıa-momento del campo. Para ésto, en esta sección introducimos los
modos de “boost” y de Unruh siguiendo la referencia [28]. En el apéndice
A analizamos el comportamiento de estos modos cerca de los horizontes de
Rindler.

Consideremos el espacio de soluciones clásicas globales a la ec. (2.2).
Dentro de este espacio se pueden caracterizar las soluciones que sean de fre-
cuencia positiva respecto al parámetro de boosts (o tiempo de Rindler) τ

dentro de las cuñas L y R. Esta clase de soluciones, llamadas ‘Modos de Bes-
sel Minkowskianos’ fueron introducidas por Geroch [16]. Narozhny et.al. [28]
y Fulling y Unruh [15] las llaman modos de boost, que es el nombre que no-
sotros usaremos.

Tomamos una onda plana (no normalizada) solución a la ec. (2.2) de la
forma

P±
p (x) = (2π)−1/2 e∓i(ωpt−pz), (2.34)

donde x = (t, z), ωp =
√

p2 + m2 > 0 y el signo − (+) corresponde a
frecuencia positiva (negativa) con respecto al tiempo inercial.

Los modos de boost se pueden definir como la siguiente superposición de
ondas planas [28]

B±
ω (x) =

1
21/2

√
2π

∫ ∞

−∞
P±

θ (x)e−iωθ dθ

=
1

23/2π

∫ ∞

−∞
e∓im(t cosh θ−z sinh θ)e−iωθ dθ,

(2.35)

donde −∞ < ω < ∞ y se cambió la variable p por la rapidez θ usando

m sinh(θ) = p, m cosh(θ) = ωp, −∞ < θ < ∞. (2.36)
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El objeto descrito por (2.35) no está bien definido como “función” de t, z,
nótese que el integrando tiene una contribución que oscila infinitamente
cuando θ → ±∞.

En general, la ec. (2.35) no se puede interpretar como la definición de
una función. En particular, es divergente en el origen (t = 0, z = 0) y en-
tonces, no puede ser una solución (global) a la ecuación de Klein-Gordon
en todo el espacio-tiempo si se insiste en considerarla como función. Sin
embargo, estos problemas se pueden evitar si uno considera estas cantida-
des como distribuciones, requiriendo entonces que evaluarlas sea necesario
integrarlas con una función de prueba adecuada. En este trabajo estos obje-
tos (aśı como los modos de Unruh que definiremos más adelante ec. (2.41))
siempre serán considerados como entes distribucionales, lo cual es consis-
tente con la naturaleza distribucional del campo cuántico (ver la ecuación
(2.18)). Para los propósitos de este trabajo vamos a cconsiderar solamente
funciones de prueba de soporte compacto en el espacio-tiempo de Minkowski
M (C∞

0 (M)).
Formalmente, los modos de boost son ortogonales en el producto de

Klein-Gordon ec. (2.30) (definido sobre una hipersuperficie de Cauchy de M

Σ): 〈
B±

ω |B±
µ

〉
KG

= ±δ(ω − µ) (2.37)

y son funciones propias del generador de boosts [16] dentro de las cuatro
cuñas de Rindler

BB±
ω = −iωB±

ω donde B = t
∂

∂z
+ z

∂

∂t
=

∂

∂τ
(2.38)

Nótese que los modos B±
ω son soluciones de la ecuación de KG de frecuencia

positiva (negativa) con respecto al parámetro de boost τ en las cuñas L y
R siempre y cuando ω > 0 (ω < 0). Al dividir el conjunto de los modos en
partes de frecuencia positiva y negativa se está dejando a un lado el conjunto
de modos de frecuencia ω = 0, lo que podŕıa ser una fuente de problemas
[28] (ver más adelante).

De ahora en adelante vamos a usar solamente modos de boost con ω > 0,
B+

ω , y ya no usaremos el supeŕındice: Bω ≡ B+
ω . Este conjunto de modos se

puede usar como uan base del espacio de soluciones de frecuencia positiva
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respecto al tiempo inercial.6

La idea de Unruh [37] para dar una cuantización del campo asociada a
observadores acelerados consiste en la construcción de dos conjuntos de mo-
dos Lω y Rω a partir de combinaciones de modos de boost y sus conjugados
de tal manera que sean de frecuencia positiva con respecto al parámetro de
boost (el tiempo de Rindler) en las cuñas L y R respectivamente y nulos en
la cuña opuesta (R y L respectivamente). En las cuñas F y P serán solución
de la ecuación de Klein-Gordon. Estos modos, llamados modos de Unruh,
están definidos por

Rω(x) =
1√

2 sinh(πω)

[
eπω/2Bω(x)− e−πω/2B∗

−ω(x)
]

(2.41a)

Lω(x) =
1√

2 sinh(πω)

[
eπω/2B−ω(x)− e−πω/2B∗

ω(x)
]

(2.41b)

donde ω > 0. Sólo porque las vamos a usar posteriormente, invertimos estas
ecuaciones:

Bω(x) =
1√

2 sinh(πω)

[
eπω/2Rω(x) + e−πω/2L∗ω(x)

]
(2.42a)

B−ω(x) =
1√

2 sinh(πω)

[
eπω/2Lω(x) + e−πω/2R∗

ω(x)
]

(2.42b)

Se puede mostrar que cuando se restringen los modos Rω a R, éstos coin-
ciden con los modos de Fulling, ec. (2.29) y también ocurre lo análogo para
los modos Lω cuando se restringen a L [16]. Esto es, los datos iniciales de
los modos de Unruh coinciden con los de los modos de Fulling. Hemos visto
que las soluciones de la ecuación del campo pueden ser representadas por
sus datos iniciales [23] (ver el teorema 1 de la sección 2.1) y por lo tanto,
completando en el sentido de Cauchy el espacio generado por las Lω y Rω

obtendŕıamos, respectivamente, HL y HR.

6Otras propiedades directas de los modos de boost es que para x = (t, z),

Bω(−x) ∗ = B−ω(x). (2.39)

Para x = 0 se tiene que

Bω(0) =
1

2
√

π
δ(ω) (2.40)
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En efecto, como se desarrolla en el apéndice A, las representaciones de
los modos de Unruh en las diferentes cuñas son las siguientes:

Rω|R(τ, ζ) =
1
π

√
sinhπω e−iωτKiω(mζ) (2.43)

Rω|F (τ, ζ) = − i

23/2

e−iωτ

√
2 sinh(πω)

[
eωπH(2)

iω (mζ) + e−ωπH(1)
iω (mζ)

]
(2.44)

Rω|L(τ, ζ) = 0 (2.45)

Rω|P (τ, ζ) =
i

23/2

e−iωτ

√
2 sinh πω

[
H(1)

iω (mζ) + H(2)
iω (mζ)

]
(2.46)

Las partes espaciales de las representaciones de Lω(x) son funcionalmen-
te iguales a las de Rω(x), en las temporales hay que hacer ω → −ω en las
cuñas f y P :

Lω|R(τ, ζ) = 0 (2.47)

Lω|F (τ, ζ) = − i

23/2

eiωτ

√
2 sinh(πω)

[
eωπH(2)

iω (mζ) + e−ωπH(1)
iω (mζ)

]
(2.48)

Lω|L(τ, ζ) =
1
π

√
sinhπω e−iωτKiω(mζ) (2.49)

Lω|P (τ, ζ) =
i

23/2

eiωτ

√
2 sinh πω

[
H(1)

iω (mζ) + H(2)
iω (mζ)

]
(2.50)

El operador de campo en la cuantización de Unruh toma la forma de la
ec. (2.32) con φ̂L(x), φ̂R(x) expresados en términos de los modos de Unruh:

φ̂(x) = φ̂L(x)+φ̂R(x) =
∫ ∞

0
dω

(
Rω(x)1̂L⊗r̂ω+Lω(x)l̂ω⊗1̂R+H.C.

)
(2.51)

donde r̂ω y l̂ω son operadores de aniquilación en F (HR) y F (HL) respec-
tivamente.

Para encontrar una base de F (HU ), ec. (2.28), basta con encontrar las
respectivas bases de los espacios F (HR) y F (HL). Para F (HR) escogemos
una base ortonormal cuyos elementos sean estados con un número definido
de part́ıculas nJ de Rindler en la cuña R, |J〉R.

Sea Jωm el número de part́ıculas en este estado cuyas frecuencias están
centradas en el modo particular ωm, m = 0, 1, . . . . Entonces, el estado |J〉R
está definido por el conjunto

J =
{
Jω0 , Jω1 , . . . , Jωm , . . .

}
,

∞∑
m=0

Jωm = nJ . (2.52)
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Nótese que sólo un número finito de las Jωm son distintas de cero. El estado
|J〉R se puede construir a partir del vaćıo de Rindler de la siguiente manera

|J〉R = |Jω0 Jω1 · · ·〉R = NJ (r̂†ω0
)Jω0 · · · (r̂†ωm

)Jωm · · · |0〉R (2.53)

donde NJ es un factor de normalización tal que 〈J |J〉 = 1 y el operador
r̂†ωm crea una part́ıcula de Rindler con frecuencia centrada en ωm. Dado un
estado |J〉R se define

E(J) =
∞∑

m=0

ωmJωm , (2.54)

que es proporcional a la enerǵıa de Rindler del estado, esto es, a la enerǵıa
del estado asociada con el campo de Killing que genera los boosts en la
dirección z. En efecto, dado que el tiempo propio de un observador de Rindler
es η = τ/a, la enerǵıde modo con frecuencia centrada en ωm es aωm y la
enerǵıa de Rindler del estado |J〉R es aE(J).

Dados dos elementos de esta base, |J〉R, |K〉R se tiene

R〈J |K〉R = δ(J,K) ≡ δJω0 ,Kω0
· · · δJωm ,Kωm

· · · (2.55)

donde δJωm ,Kωm
son funciones delta de Kronecker. Para el espacio F (HL)

se puede construir una base de manera análoga.
El conjunto de todos lo estados |J〉L ⊗ |K〉R donde J y K son de la

forma de la ec. (2.52) es una base de F (HU ). Entonces, cualquier estado
|f〉 ∈ F (HU ) se puede expresar en términos de esta base

|f〉 =
∑
J,K

F (J,K) |J〉L |K〉R (2.56)

Las sumas corren sobre el espacio de todas las posibles distribuciones J y
K, esto es, son de la forma

∑
J

=
∞∏

m=0

∞∑
Kωm=0

(2.57)

Esta es la notación que usaremos durante el resto del trabajo, en particular,
será muy útil cuando describamos los estados en términos de matrices de
densidad, como se verá en el caṕıtulo siguiente.
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2.2.2. Relación entre operadores de Unruh y de Minkowski

Tomemos un estado de una part́ıcula de Minkowski, F ∈ HM . Su res-
tricción a la cuña R, que denotaremos por FR ≡ F |R, se puede descomponer
de la siguiente forma:

FR = Φ+
R + Φ−

R, (2.58)

donde Φ+
R y Φ−

R a R son de frecuencia positiva y negativa, respectivamente,
respecto al tiempo de Rindler cuando se evalúan en R. Análogamente, la
restricción de F a la cuña L, se puede descomponer como

FL = Φ+
L + Φ−

L . (2.59)

De esta manera, F ∈ HM se puede escribir como

F = Φ+
R + Φ−

R + Φ+
L + Φ−

L (2.60)

donde todas las funciones del lado derecho están definidas en todo el espacio-
tiempo de Minkowski.

Consideremos bases discretas de todos los espacios de Hilbert involucra-
dos. Estas se pueden construir a partir de las ondas planas, Ψp y de los
modos de Unruh Rω, Lω como se explica en [18], [41].7

Se tiene que Φ+
R ∈ HR, esto es

Φ+
R =

∑
j

αRjRj (2.62)

Para el caso de Φ−
R ∈ HR, se tiene que

Φ−
R =

∑
j

βRj ×R∗
j =

∑
j

β∗RjR
∗
j (2.63)

donde hemos expresado Φ−
R usando el producto por escalares × definido

7Por ejemplo, para HR se puede construir una base discreta [18], [41]{Rε
j,n} definiendo

Rε
jn(τ, ζ) =

1√
ε

Z (j+1)ε

jε

dω e2πi n
ε ωRω(τ, ζ) (2.61)

donde ε > 0 es fijo para toda la base y n, j ≥ 0 son los ı́ndices de la base, n ∈ Z, j ∈ N.

Este modo tiene enerǵıa del orden jε + ε/2 para ε pequeño.
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para el espacio de Hilbert conjugado [42]. 8 Los operadores de aniquilación
y creación de Minkowski en el estado de una part́ıcula F se pueden expresar
en términos del campo φ̂ como

â(F ) = 〈F, φ̂〉, â†(F ) = −〈F ∗, φ̂〉. (2.65)

Usando las Ecs. (2.60), (2.65) y el hecho de que el producto interno es
antilineal en la primera entrada, se puede mostrar que [39]

â(F ) = r̂(Φ+
R)− r̂†(Φ−∗

R ) + l̂(Φ+
L )− l̂†(Φ−∗

L ). (2.66)

Los modos de boost Bω, B−ω son estados de una part́ıcula de la cuanti-
zación de Minkowski (frecuencia positiva respecto al tiempo inercial) y sus
descomposiciones en términos de elementos de HL,R y H L,R están dadas
por las Ecs. (2.42a), (2.42b). Usando la ec. (2.66) se tiene que

â(Bω) =
1√

2 sinh(πω)

(
eπω/2r̂(Rω)− e−πω/2 l̂†(Lω)

)
, (2.67)

â(B−ω) =
1√

2 sinh(πω)

(
eπω/2 l̂(Lω)− e−πω/2r̂†(Rω)

)
. (2.68)

Finalmente, de estas dos ecuaciones se puede obtener

r̂(Rω) =
â(Bω) + e−πωâ†(B−ω)

(1− e−2πω)1/2
, (2.69)

l̂(Lω) =
â(B−ω) + e−πωâ†(Bω)

(1− e−2πω)1/2
. (2.70)

Estos operadores definen formalmente9 los operadores r̂ω, l̂ω de la siguiente
manera

l̂ω ≡ l̂(Lω), r̂ω ≡ r̂(Rω). (2.71)
8Sea (V, +,×) un espacio vectorial done + denota la suma de sus elementos y × la

multiplicación por escalares. El espacio complejo conjugado de este espacio vectorial es el

espacio (V, +,×) donde la multiplicación por escalares × : C× V → V está definida por

c×ψ = c∗ × ψ (2.64)

El espacio conjugado se denota por V .
9Los modos Rω, Lω no son elementos de HR, HL respectivamente y por lo tanto r̂(Rω),

l̂(Lω) no están definidos por la ec. (2.12).
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De la misma manera, de la ec. (2.67) se define el operador b̂ω ≡ â(Bω), que
se puede usar para dar una cuantización unitariamente equivalente a la de
ondas planas en el espacio-tiempo de Minkowski, denominada cuantización
en modos de boost [28]:

φ̂(x) =
∫ ∞

−∞
dω

(
Bω(x)b̂ω + B∗

ω(x)b̂†ω
)

(2.72)

donde [b̂ω, b̂†ω′ ] = δ(ω − ω′). Por construcción de b̂ω se tiene que

b̂ω |0M 〉 = âp |0M 〉 = 0. (2.73)

2.2.3. Comentarios sobre la cuantización de Unruh

Recientemente ha habido una controversia acerca de la cuantización de
Unruh. Narozhny et.al. [28] afirman que la “cuantización de Unruh no es
un esquema válido de cuantización para el campo en el espacio tiempo de
Minkowski” (a diferencia de la cuantización en modos de boost, que śı lo
es, ver la ec. (2.72)). Para argumentar esto afirman, entre otras cosas, que
la expansión de φ̂ en modos de Unruh, ec. (2.51), no cubre todos los grados
de libertad del campo cuántico en el espacio-tiempo de Minkowski. Esto
ocurre, según estos autores, porque al “evaluar en el origen” los modos de
boost tienen una singularidad cuando ω = 0. El comportamiento en ω = 0
es decisivo en nuestro estudio, en particular porque parece ser que sólo estos
modos contribuyen a las probabilidades de emisión/absorción de part́ıculas
debido a cargas aceleradas [20].

La lógica de los autores de [28] es que, entonces, en la transición de
ec. (2.72) a la ec. (2.51) –usando las ec. (2.42)– uno debe de tomar el valor
principal de Cauchy de la integral en el origen, lo que excluye el modo
ω = 0.10 Ellos afirman que sin este modo, el conjunto de modos de boost

10Tomamos (2.72), separamos el intervalo de integración en (−∞, 0), (0,∞) y en el

primer intervalo cambiamos ω → −ω:

φ =

Z ∞

0

dω
h
bωBω + b†ωB∗

ω + b−ωB−ω + b†−ωB∗
−ω

i
(2.74)

Los modos Bω son singulares en ω = 0 y x = 0, como se puede ver de la ec.(2.40). Esto

hace sospechar que esta separación del intervalo de integración en ω = 0 sea no trivial. En

caso de que en efecto sean singulares, esta separación implicaŕıa tomar el valor principal
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restante pierde la propiedad de ser completo y por lo tanto, la capacidad
de de generar cualquier estado (de una part́ıcula) del campo (Ref. [28],
p. 025004-12).

Por otro lado, Fulling y Unruh [15] han argumentado en contra de estas
conclusiones. Como ellos afirman, dado que la expansión en modos es una
integral y por lo tanto un modo es de medida cero (medida de Lebesgue), la
omisión del modo ω = 0 es totalmente inofensiva en la expansión en modos
del campo. La cuantización de Unruh es válida para expresar la restricción
a L ∪R de estados del campo globales.

En este trabajo compartimos la posición de Fulling y Unruh al respecto
de la cuantización de Unruh por las siguientes razones. Como hemos dicho,
los modos de boost deben ser considerados como objetos distribucionales y,
por lo tanto, no tiene sentido evaluarlos en un punto. Pero esto es total-
mente consistente con la naturaleza distribucional del campo cuántico, al
que tampoco tiene sentido evaluar en un punto; sólo su convolución con una
función de prueba está definida.

En su art́ıculo, Fulling y Unruh argumentan firmemente que la cuantiza-
ción de Unruh es válida en la doble cuña L∪R pero, sin embargo, mencionan
que no están del todo seguros de la posibilidad de extender un estado de
Unruh a todo el espacio-tiempo de Minkowski ([15] p.048701-2).

Seamos un poco más precisos. Los datos iniciales en la cuantización de
Unruh consisten de funciones suaves de soporte compacto en ambas super-
ficies de Cauchy ΣR y ΣL. Para concretar, tomemos ΣR = {(0, z)|z > 0} y
ΣL = {(0, z)|z < 0}. Para estas hipersuperficies de Cauchy las funciones de
soporte compacto son cero en el origen (0, 0). Sin embargo, una cuantización
del campo válida en todo el espacio-tiempo debe considerar el conjunto de
todas los datos iniciales C∞

0 sobre la hipersuperficie de Cauchy

ΣM = ΣL ∪ ΣR ∪ {0}, (2.75)

que incluyen, por supuesto, funciones que no son cero en el origen. Al respec-
to, Fulling y Unruh notan que “el análisis de los datos iniciales en el origen es
bastante sutil matemáticamente y datos iniciales en ese punto pueden influir
en la solución a la ecuación de Klein-Gordon en las regiones F y P”. Este

de Cauchy en la integral, que le “da la vuelta” al polo en ω = 0 por lo que a final de

cuentas no se estaŕıa tomando en cuenta la contribución de los modos con ω = 0 [28].
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punto es bastante relevante para nuestro trabajo. Aunque no estamos dando
ninguna prueba formal del hecho de que la cuantización de Unruh puede ser
extendida a todo el espacio-tiempo de Minkowski, en el caṕıtulo 3 mostra-
mos que, al menos para el caso particular que estudiamos, la cuantización
de Unruh arroja los mismos resultados f́ısicos que la cuantización estándar
en ondas planas. Tomamos esto como evidencia de que estas cuantizaciones
son equivalentes f́ısicamente.

2.3. El Efecto Unruh

En esta sección se describe la relación entre |0M 〉 y |0U 〉, conocida como
el efecto Unruh. La derivación del efecto Unruh se basa fundamentalmente
en la construcción de un mapeo entre el espacio de Hilbert de una part́ıcula
de la cuantización inercial, HM y el espacio de Hilbert HU ≡ HR⊕HL. No-
temos que los espacios H M , H R,L corresponden a los espacios de Hilbert
asociados a soluciones de frecuencia negativa. Una solución de frecuencia
positiva respecto a t debe ser una superposición de soluciones de frecuen-
cia positiva y negativa respecto a τ . El mapeo entre HM y HU está dado
en términos de las respectivas proyecciones de una solución en HM sobre
HR,L y sus conjugados; de este mapeo se obtiene la correspondiente trans-
formación entre los espacios de estados F (HM ) y F (HU ). En particular
estamos interesados en la imagen bajo este mapeo del estado de vaćıo de la
cuantización inercial:

|0M 〉M ∈ F (HM ) )−→ |0M 〉U ∈ F (HU ). (2.76)

Aplicando al estado de vaćıo

|0M 〉 = (ψ, ψa,ψab, . . . ) ∈ F(HU ), (2.77)

los operadores â(Bω) y â(B−ω) expresados en términos de los operadores r̂,
l̂ (ver las Ecs. (2.67) y (2.68)), se puede obtener por iteración que [42]

|0M 〉 = exp
[∑

k

e−πωk r̂†(Rk)l̂†(Lk)
] |0U 〉 , (2.78)

donde Rk, Lk son modos de Unruh con frecuencia centrada en ωk y k corre
sobre todos los ı́ndices de las bases discretas {Rk}, {Lk}. Expandiendo esta
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expresión tenemos

|0M 〉 =
∞∑

k0=0

∞∑
k1=0

· · ·
∞∑

kj=0

· · ·
[
e−πk0ω0e−πk1ω1 · · · e−πkjωj · · ·×

× |k0(ω0), k1(ω1), . . .〉R ⊗ |k0(ω0), k1(ω1), . . .〉L
]

(2.79)

donde kj(ω0) representa kj part́ıculas con frecuencia ωk. Notemos que este
|0M 〉 tiene k0 part́ıculas de Rindler en la cuña R y exactamente k0 part́ıculas
en el mismo modo en la cuña L, y aśı para cada j. El término en la suma
con todos los kj = 0 corresponde al vaćıo de Unruh |0U 〉 = |0〉R ⊗ |0〉L. La
expresión (2.79) se puede expresar de una manera más compacta como

|0M 〉 =
∑
K

e−πE(K) |K〉L |K〉R =
∑
J,K

e−πE(K)δ(J,K) |J〉L |K〉R (2.80)

donde E(K) está dada por la ec. (2.54) y las sumatorias han sido expresadas
en términos de la ec. (2.57). Estados enredados en la cuantización de Unruh
(aquéllos que no se pueden expresar de la forma |g1〉L⊗|g2〉R) tienen correla-
ciones no triviales entre estados “izquierdos” L y “derechos” R. El vaćıo de
Minkowski |0M 〉 es un estado enredado en la cuantización de Unruh. Dado
que |0M 〉 es un estado enredado su restricción a la cuña R no puede ser un
estado puro [25], y su descripción se debe hacer en términos de matrices de
densidad. La restricción de |0M 〉U a la cuña R, es de la forma de una matriz
de densidad térmica con temperatura

T =
a

2π
(2.81)

(tomando ! = c = 1) donde a es la aceleración que define a la familia de
observadores acelerados (i.e. a los espacio-tiempos R y L). Esto es, la restric-
ción del estado |0M 〉M a la región R es un estado térmico con temperatura
dada por la ec. (2.81).

La norma del estado de vaćıo de Minkowski es

〈0M |0M 〉 =
∞∏

m=0

1
1− e−2πωm

(2.82)

El hecho de que este estado normalizable en la cuantización de ondas planas
tenga una norma infinita en la cuantización de Unruh es una consecuencia
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de que estas cuantizaciones no son unitariamente equivalentes y pareciera
que no podŕıan ser f́ısicamente equivalentes. Sin embargo, diferentes repre-
sentaciones del álgebra del campo, inclusive no unitariamente equivalentes,
son equivalentes “f́ısicamente” en el sentido del Teorema de Fell [42] y por
lo tanto uno espera obtener la misma información f́ısica como resultado de
cálculos de valores de expectación tanto en la cuantización inercial como en
la de Unruh (siempre que la cuantización de Unruh sea una representación
fiel del álgebra del campo).

2.4. Detectores acelerados

Experimentalmente, para saber el contenido de part́ıculas en un estado
del campo, se le hace interactuar con un detector. En general, se espera que
las part́ıculas descritas formalmente (como las part́ıculas de Rindler) actúen
como las part́ıculas que excitan al detector. Esto nos permitiŕıa analizar el
estado del vaćıo de Minkowski con respecto al contenido de part́ıculas de
Rindler mediante el uso de detectores con aceleración uniforme. Parece ser
que la equivalencia entre las part́ıculas definidas por los modos de frecuencia
positiva respecto al parámetro asociado a las órbitas que sigue el detector
y las part́ıculas que excitan al detector, se presenta sólo para el caso de
aceleración uniforme. En efecto, se pueden ver ejemplos de trayectorias del
detector en las que esto no sucede [30].

Un detector de part́ıculas acelerado en el vaćıo de Minkowski se exci-
tará debido al baño de part́ıculas. Dado que el estado del campo, desde el
punto de vista inercial, es el vaćıo, el detector sólo podŕıa, a lo más, emitir
part́ıculas de Minkowski hacia el campo. Sin embargo, desde el punto de
vista de un observador de Rindler el proceso implica la absorción y emisión
de part́ıculas de Rindler desde y hacia el baño. Uno esperaŕıa que ambas
descripciones fueran f́ısicamente equivalentes y dado que los procesos aso-
ciados al detector afectan el campo cuántico presente, resulta interesante
ver de qué manera se da esa equivalencia. Ésta es altamente no trivial. Uno
se puede hacer la pregunta opuesta al efecto Unruh: ¿Qué ve un observador
inercial en el vaćıo de Rindler? Aún cuando ambos vaćıos no son unita-
riamente equivalentes —y por lo tanto, hay un contenido de part́ıculas de
Minkowski en este estado— se ha probado que el detector es excitado por
part́ıculas cuyo espectro es, al menos a primer orden, P (ω) = 0 [30, 7]. Si
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el detector que se modela no es excitado por las part́ıculas de Minkowski
presentes en ese estado, entonces, ¿qué “tan reales” son estas part́ıculas?
Esta pregunta es demasiado ambigua como para dedicar algún esfuerzo en
contestarla pero muestra la delicada relación entre los diferentes conceptos
de part́ıcula.

En esta sección presentaremos algunos de los resultados en la literatura
que apuntan a establecer la equivalencia entre las part́ıculas de Minkowski,
las de Unruh y aquéllas que excitan un detector en aceleración uniforme.
Habiendo hecho esto, tendremos una base para intepretar los resultados que
obtengamos para el caso de una carga acelerada en el caṕıtulo siguiente.
El primer resultado que presentaremos se debe a Unruh y Wald [39]: un
observador inercial interpreta la absorción de una part́ıcula de Rindler por
un detector como la emisión de una part́ıcula de Minkowski.

2.4.1. Interacción con un detector de dos niveles

El modelo de detector que usaremos es el de una part́ıcula en una caja,
que corresponde a un campo cuántico confinado a una cierta vecindad de la
trayectoria del detector. Supondremos que el detector sigue las órbitas del
campo de Killing τa en la cuña R, es decir, es estático respecto a observadores
de Rindler. El detector es un sistema cuántico de dos niveles, |↑〉, |↓〉, cuyo
Hamiltoniano respecto al campo de Killing τ es

ĤD = ΩÂ†Â, (2.83)

donde
Â |↓〉 = Â† |↑〉 = 0, Â† |↓〉 = |↑〉 , Â |↑〉 = |↓〉 . (2.84)

El estado |↓〉 es el estado base de HD y |↑〉 es el estado excitado con enerǵıa
de Rindler Ω. El acople entre del detector con el campo φ̂ está dado por el
Hamiltoniano de interacción

ĤI = ε(t)
∫

Σ
φ̂(x)

[
ψ(x)Â + ψ∗(x)Â†]√−g d3x, (2.85)

donde ψ es una función suave (sobre una hipersuperficie de Cauchy Σ) que
se anula fuera del detector. Vamos a suponer que ε(t) se anula para |t| >

T 5 Ω−1 y que es aproximadamente constante para |t| < T .
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En la imagen de interacción un estado evoluciona del estado inicial |s, in〉
a un estado final |s, out〉 v́ıa la aplicación de la matriz S:

|s, out〉 = T̂ exp
[
−i

∫ t

−∞
ε(t′)

∫
Σ

φ̂(x)
[
ψ(x)Â + ψ∗(x)Â†]√−g d3xdt′

]
|s, in〉 ,
(2.86)

donde T̂ es el operador de ordenamiento temporal y t es un tiempo posterior
al tiempo en el que termina la interacción. Sea el estado inicial del sistema un
estado del campo que corresponda a n part́ıculas en el modo χ y el detector
en su estado base, |↓〉. En realidad, nos interesa que el estado inicial del
campo sea el baño térmico asociado al vaćıo de Minkowski, que corresponde
a una superposición de estados de n part́ıculas en todos los modos posibles,
después regresaremos a este estado.

Podemos escribir |s, in〉 = |n〉 |↓〉. A primer orden en ε se tiene que [39]

|s, out〉 = |n; ↓〉 − i

∫
eiΩt′ε(t′)ψ∗(x′)φ̂(t′, x′)dt′ d3x′ |n, ↑〉 . (2.87)

El factor eiΩt′ corresponde a la dependencia temporal del operador Â†. Aho-
ra, como se vio en la Sección 2.1, se tiene que para cualquier función de
prueba f el operador de campo asociado toma la forma

φ̂(f) =
∫

f φ̂
√−g d4x = â(Γ∗−)− â†(Γ+), (2.88)

donde Γ− y Γ+ son, respectivamente, las partes de frecuencia negativa y
positiva respecto al campo de Killing temporal en cuestión (en este caso τa,
que corresponde al campo temporal en donde el detector está estático) de
la solución retardada menos adelantada Γ con fuente f (ver la ec. (2.18)).
Para el caso en el que f = ε(t)eiΩtψ∗(x) se tiene que Γ+ ∼ 0 pues ε(t) es
casi constante [39]. Escribiendo γ ≡ Γ∗− se tiene que

|s, out〉 = |n; ↓〉 − i |↑〉 ⊗ â(γ) |n〉
= |n; ↓〉 − i

√
n 〈γ, χ〉 |n− 1; ↑〉 . (2.89)

Tenemos entonces que, a primer orden en ε, el estado del campo se verá re-
ducido en una part́ıcula śı y sólo si el detector se excita. Adicionalmente, se
puede mostrar que la probabilidad (al orden más bajo) de que el detector
se excite es

P↑ = n |〈γ, χ〉|2 , (2.90)



2.4 Detectores acelerados 46

esto es, es proporcional al número de part́ıculas presentes en el estado y al
traslape entre el modo del detector y el modo en el que se encuentran las
part́ıculas en cuestión. Esto muestra que el modelo de detector de part́ıculas
que hemos usado funciona correctamente. Notemos que para el caso en el
que el detector sigue una órbita de τa, la part́ıcula absorbida (en la que
disminuyó el campo) será una de Rindler.

Regresemos al caso espećıfico del baño térmico correspondiente al vaćıo
de Minkowski. Un baño térmico consiste en una superposición incoherente
de estados de n part́ıculas en cada uno de los posibles modos con enerǵıa E.
La probabilidad de que el estado se encuentre en un estado de n part́ıculas
con enerǵıa ω está dada por el factor de Boltzmann e−nω. La probabilidad
de que el detector se excite en el baño térmico está dada por

P↑ =
∑
χω ,n

p(n, χω)n |〈γ, χω〉|2

≈ e−βΩ

1− e−βΩ
〈γ, γ〉2

(2.91)

donde las χω son un conjunto completo de estados de una part́ıcula con
frecuencia positiva ω y

p(n, χω) =
e−βnω∑
n e−βnω

(2.92)

es la probabilidad de encontrar n part́ıculas en el modo χω. Para obtener la
aproximación en el último renglón de la ec. (2.91) usamos el hecho de que γ

es un modo de frecuencia positiva centrado en ω = Ω.
Es interesante ver cuál es la opinión de un observador inercial acerca de

la detección de una part́ıcula de Rindler. Una construcción análoga a la de
la ecuación ec. (2.89) cuando el estado inicial está dado por |0M 〉 ⊗ |↑〉 nos
lleva a

|s, out〉 = |0M 〉 |↓〉 − ir̂(γ) |0M 〉 |↑〉 (2.93)

donde ahora hemos utilizado directamente el campo de Killing τa y hemos
puesto el operador de aniquilación r̂. El modo de Rindler γ es el mismo que
en la sección anterior, tomando en cuenta que aqúı τ representa al tiempo
de Rindler. Notemos que γ es superposición de modos Rω, sin embargo,
recordemos que como f = ε(τ)eiΩτψ∗ el modo de Rindler asociado tiene
frecuencia centrada en ω = Ω y por lo tanto, podemos considerar que γ =
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RΩ. Expresándolo en términos de modos de boost (ver la ecuación (2.69))
se tiene que

|s, out〉 = |0M 〉 |↓〉 − i
e−πΩ/a

(1− e−2πΩ/a)1/2
â†(B−Ω) |0M 〉 ⊗ |↑〉 . (2.94)

Como lo muestra la ec. (2.93), si el detector se excita entonces el estado
del campo corresponde a una desexcitación de una part́ıcula de Rindler del
estado de vaćıo inercial original.

Entonces, lo que hemos hecho es que hemos calculado en el esquema de
Unruh la evolución del estado |s, in〉 y en particular la del detector, que fue
caracterizado en términos de la descripción acelerada. Al final solamente
transcribimos el operador de creación r̂ a su expresión en términos de ondas
planas (modos de boost) y obtenemos que el detector se excita (por una
part́ıcula de Rindler) si y sólo si se crea una part́ıcula de Minkowski en el
modo B−Ω. Nótese que la part́ıcula emitida por el detector no corresponde a
una desexcitación de este; este proceso, a su vez, también emitiŕıa part́ıculas.

2.4.2. Cambios en el valor de expectación de la enerǵıa

Ahora queremos analizar el estado del campo después de la interacción
con el detector, en particular, cuál es éste cuando el detector ha sido excita-
do. De acuerdo a la ec. (2.89), el estado del sistema campo-detector está en
una superposición de estados, donde el detector puede estar o no excitado.
Para investigar el comportamiento cuando se ha excitado, debemos reducir
el estado. Siguiendo a [39] definimos

Ĉ = [Â†, Â]. (2.95)

Entonces 1
2(1̂+Ĉ) es la proyección del estado del detector sobre |↑〉 y 1

2(1̂−Ĉ)
lo es sobre |↓〉. En el caso en el que el detector se ha excitado se tiene que

〈T̂µν〉↑ =
∑

p(s) 〈s, out| 1
2(1̂ + Ĉ)T̂µν

1
2(1̂ + Ĉ) |s, out〉∑

p(s)P↑(s)
(2.96)

donde p(s) es la probabilidad de que el estado inicial sea |s〉 y P↑(s) es la
probabilidad de excitación cuando el estado es |s〉.

Aplicando la ec. (2.96) al estado ec. (2.89) se tiene que

δ〈T̂µν〉 ≡ 〈T̂µν〉↑ − 〈T̂µν〉vac =
e−βΩ

1− e−βΩ

tµν(γ)
〈γ, γ〉 (2.97)
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Esta ecuación representa el cambio en la expectación de la enerǵıa-momento
asociada a observadores acelerados, para los cuales el detector está en reposo.
Recordemos que γ es de frecuencia positiva respecto al tiempo acelerado y
tiene enerǵıa positiva, por lo que el cambio en la enerǵıa es positivo, esto
es, la enerǵıa del campo aumenta desde el punto de vista de observadores
acelerados. Si el estado del baño ha sido reducido en una part́ıcula, ¿cómo
puede entonces aumentar la enerǵıa del campo en vez de disminuir? La clave
está en el factor de n en la ec. (2.90), que indica que la probabilidad de que
el detector se excite crece con el número de part́ıculas. Como lo mencionan
Wald y Unruh [39], esto quiere decir que el proceso en el que el detector
se excita equivale a que el detector haga una medición parcial del estado
del campo. Asimismo, si el detector no logra excitarse, la enerǵıa del campo
debe decrecer.

Como hemos visto, un observador inercial asocia una part́ıcula de Min-
kowski en el modo FΩ al proceso por el cual el detector se excita. El cambio
en la expectación de T̂µν es tµν(FΩ)/〈FΩFΩ〉, de donde se puede mostrar que
la enerǵıa del campo aumenta en todo M . Expresando FΩ en términos de
modos de Unruh se obtiene que en la cuña R el cambio en la expectación
de T̂µν es el mismo que el de la ec. (2.97). Esto es, para ambos observadores
la enerǵıa en la cuña R aumenta, sólo que la razón es diferente. En un caso
aumenta debido a que el detector ha hecho una medición parcial del estado
del campo y en la otra debido a la emisión de una part́ıcula por el detector.

Sin embargo, para algunos autores esta interpretación es errónea [17].
Wald y Unruh debieron reducir el estado a uno en el que el detector se
encuentra excitado para poder asociar la emisión de una part́ıcula de Min-
kowski. Que la enerǵıa aumentara en R para observadores acelerados tam-
bién fue un efecto de la reducción del estado. Ahora, se sabe que los efectos
de reducción pueden traer problemas de causalidad. Grove calcula δ〈T̂µν〉 en
una situación análoga, sin reducir el estado y obtiene que a segundo orden
en la cuña R,

δ〈T̂µν〉 = − α2

e2πω − 1
tµν(Rω). (2.98)

Esta ecuación dice que a segundo orden la enerǵıa del campo se reduce, lo
cual interpreta en términos de que el detector absorbe enerǵıa del campo de
manera causal. Sin embargo, esto crea una paradoja pues el estado inicial
del campo era el vaćıo, ¡que se encuentra en el mı́nimo de enerǵıa!
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Los autores que coiciden con Grove (ver por ejemplo, [6, 26, 34] ) afir-
man que esta enerǵıa absorbida del campo eventualmente es emitida por el
detector cuando pase de un estado excitado a su estado base. Este proceso se
vuelve estacionario y resulta que el valor de expectación final δ〈T̂µν〉 = 0. Es-
to implicaŕıa que el detector acelerado no rad́ıa (Ver también las referencias
[2, 21, 38]).

# # #



Caṕıtulo 3

Aspectos globales del estado
de radiación descrito por
observadores acelerados

A scientist can soar high like a poet,
but also knows how high he flies. . .

R. Eötvös

Como hemos visto en el caṕıtulo 1, cuando se describe clásicamente, la radia-
ción emitida por una carga uniformemente acelerada se va a la cuña F , región que
es inaccesible a los observadores coacelerados con ella. El comportamiento del cam-
po clásico es muy diferente en las cuñas F y R. En este caṕıtulo consideramos el
estado del campo cuántico resultante de la interacción de la carga uniformemente
acelerada con el campo en el estado de vaćıo de Minkowski. Al igual que en el caso
clásico, dicho estado del campo inicialmente tiene comportamientos muy diferentes
dependiendo en qué región del espacio-tiempo nos encontremos. El punto principal
en nuestro análisis es entender cómo es que estos comportamientos tan dispares
se pueden codificar en el mismo estado cuántico. En este caṕıtulo, los estados de-
notados simplemente por |ψ〉 corresponden estados en la cuantización de Unruh,
|ψ〉 ∈ FU . Estados de la descripción inercial, se denotarán con el sub́ındice M ,
|φ〉M ∈ FM .
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3.1. Radiación en la cuña R

Supongamos que una part́ıcula cargada se acelera uniformemente inmer-
sa en un campo en el estado de vaćıo de Minkowski. Desde el punto de vista
de un observador inercial la carga va a emitir (radiar) part́ıculas de Min-
kowski. Desde el punto de vista de un observador que se coacelera con la
carga, ésta es estática e interactúa con un baño térmico. En este marco de
referencia la part́ıcula cargada va a emitir y absorber part́ıculas de Rindler
hacia y desde el campo. Notemos que esta descripción sólo se puede asociar
al estado del campo restringido a la cuña R pues ésta es la región a la que
los observadores coacelerados tienen acceso.

Estamos interesados en definir cuál es la diferencia entre el estado inicial
del campo (el vaćıo de Minkowski) y el estado final después de la inte-
racción. Para un observador inercial esta diferencia es, simplemente, que el
estado final contiene las part́ıculas radiadas mientras que el vaćıo no contiene
part́ıculas. Sin embargo, el estado que ven los observadores coacelerados
cuando el campo está en el estado de vaćıo de Minkowski, representa una
superposición incoherente de estados de part́ıculas con una temperatura
asociada. De nuevo, enfatizamos que esta descripción sólo corresponde a la
restricción del campo a las cuñas L y R. Como hemos dicho, la interacción
genera emisión y absorción de part́ıculas de este baño térmico, ¿qué tan
diferente es este estado del estado térmico original?

Una manera de entender mejor el cambio en el estado del campo en la
cuña R es comparar las tasas de emisión y absorción de fotones de Rindler
(lo que veŕıa un observador acelerado) con la tasa de emisión de fotones
de Minkowski (lo que veŕıa un observador inercial) por parte de la carga
acelerada. Estos cálculos fueron hechos por Higuchi, Matsas y Sudarsky
[20, 19], mismos que a continuación explicamos.

Estos autores trabajan en cuatro dimensiones y con signatura + − −−;
en este caso, las coordenadas de Rindler de la cuña R toman la forma

ds2 = ζ2dτ2 − dζ2 − dx2 − dy2, (3.1)

donde ζ, τ están definidas por las Ecs. (1.47). Una carga eléctrica q que siga
la ĺınea de mundo ζ = 1/a, x = y = 0 tiene aceleración propia constante a

y τ/a es su tiempo propio. La corriente conservada asociada a esta carga es
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entonces
jτ = aqδ(ζ − 1

a)δ(x)δ(y) jζ = jx = jy = 0. (3.2)

Este cálculo está basado fundamentalmente en el comportamiento de los
modos de Rindler de enerǵıa cero. La razón de esto es que para los obser-
vadores coacelerados la carga es estática, por lo que sólo se podrá acoplar a
los modos de frecuencia cero con respecto al tiempo de Rindler. De hecho,
debido a las expresiones de la forma 0 × ∞ que aparecen en los cálculos
que involucran modos de Rindler de enerǵıa cero en el análisis de [20], es
necesario introducir, a manera de regularizador, una frecuencia de oscilación
ϑ en la fuente que permite trabajar con modos de enerǵıa finita. Al final del
cálculo se toma el ĺımite ϑ → 0.

Más adelante vamos a trabajar con un método de regularización parecido
para una ‘corriente’ escalar (que no es conservada), por lo que aqúı vamos
a explicar con cierto detalle el procedimiento usado en [20]. Como primer
paso, se introduce un factor oscilante cos(ϑτ) en la intensidad de la carga.
La frecuencia de oscilación ϑ garantiza que la corriente se acople a modos
del campo distintos de cero. Las tasas de emisión/absorción a primer orden
perturbativo son proporcionales al cuadrado de la carga, por lo que debemos
asegurar que cuando sea tomado el ĺımite ϑ → 0 obtengamos q2. Dado que
ĺımϑ→0〈cos2(ϑτ)〉 = 1/2, el factor oscilante se debe multiplicar por

√
2. De

este modo, la corriente quedaŕıa de la forma

jτ = a
√

2 q cos(ϑτ)δ(ζ − 1
a)δ(x)δ(y) jζ = jx = jy = 0. (3.3)

Sin embargo, con esta corriente no hay conservación de carga por lo que en
[20] se reemplaza por la corriente debida a un dipolo oscilante descrita por

jτ = a
√

2 q cos(ϑτ)
[
δ(ζ − 1

a)− 1
a2L2

δ(ζ − L)
]
δ(x)δ(y) (3.4a)

jζ =
√

2qϑ sin(ϑτ)
1

a2ζ3
θ
(
ζ − 1

a

)
θ(L− ζ)δ(x)δ(y) (3.4b)

jx = jy = 0 (3.4c)

donde L representa la posición de la otra carga. En este caso, al final del
cálculo se toma el ĺımite ϑ → 0 y L → +∞. Ni la carga extra ni el flujo de
corriente jζ entre ellas contribuyen al resultado final; sólo se añaden para
que se satisfaga la condición ∇µjµ = 0 y que el cálculo sea indepediente de
la elección de norma antes de tomar el ĺımite θ → 0 [20].
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En el citado trabajo se analiza la interacción de la corriente descrita
por la ec. (3.4) con el campo electromagnético. Para ésto, se cuantiza este
campo por separación de frecuencias y tomando los modos de frecuencia
positiva con respecto al tiempo de Rindler τ . Este procedimiento es análogo
al que llevamos a cabo para cuantizar el campo escalar en la sección 2.2 y no
se incluirán aqúı los detalles, (se pueden consultar en [20]). La interacción
entre el campo cuántico Âµ y la corriente clásica (ec. (3.4)) está dada por
el lagrangiano de interacción

Lint =
√−g jµÂµ. (3.5)

En el trabajo citado se calcula, a nivel de árbol, la amplitud de emisión
Aem

(ω,kx,ky) de un fotón en el modo f́ısico relevante (con frecuencia respecto
al tiempo de Rindler ω y momentos kx, ky en las direcciones x y y respecti-
vamente) hacia el vaćıo de Rindler |0〉R. Este es un paso intermedio pues el
objetivo es calcular la amplitud de emisión hacia el vaćıo de Minkowski en
la cuña R.

En esta cuantización el vaćıo de Rindler está definido por

â(λ,ω,kx,ky) |0〉R = 0 (3.6)

donde â(λ,ω,kx,ky) es el operador de aniquilación de una part́ıcula con los
números cuánticos λ, ω, kx, ky. Al orden más bajo en la expansión perturba-
tiva la amplitud de emisión está dada por

Aem
(ω,kx,ky) = 〈II,ω, kx, ky|R i

∫
d4x

√−gjµ(x)Âµ(x) |0〉R , (3.7)

donde
|II,ω, kx, ky〉R = â†(λ,ω,kx,ky) |0〉R . (3.8)

La probabilidad diferencial de emisión al vaćıo de Rindler, por unidad de
tiempo y por unidad de momento transversal cuadrado, para un momento
transversal (kx, ky) fijo está dada por [20]

dW em
0 (ω, kx, ky) =

∣∣∣Aem
(ω,kx,ky)

∣∣∣2 dω

T
, (3.9)

donde T es la longitud del intervalo de tiempo durante el cual la interacción
se mantiene fija. La probabilidad de emisión de un fotón extra hacia un
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estado de n fotones dW em
n está relacionada con la probabilidad de emisión

de un fotón hacia el vaćıo (de Rindler) por dW em
n = (n+1)dW em

0 . Ahora, la
probabilidad de que el baño térmico se encuentre en un estado de n fotones
con enerǵıa ω está dada por

pn(ω) = Z−1e−βnω (3.10)

donde β−1 = a/2π es la temperatura del baño y Z es un factor de normali-
zación. Entonces, la tasa diferencial total de emisión de fotones (por unidad
de momento transversal al cuadrado), con un momento transversal (kx, ky)
fijo hacia el baño térmico es

P em
(kx,ky) =

∫ +∞

0

∑
n

pn(ω)dW em
n (ω, kx, ky). (3.11)

Evaluando esta integral y tomando los respectivos ĺımites ϑ → 0, L →∞ se
obtiene finalmente que

P em
(kx,ky)dkxdky =

q2

8π3a
|K1(k⊥/a)|2 dkxdky (3.12)

donde K1 representa la función de Bessel modificada de orden 1 y k⊥ =
(k2

x + k2
y)1/2. Mediante un procedimiento análogo se calcula la tasa total de

absorción de fotones con (kx, ky) fijo, que resulta ser funcionalmente igual
que la ec. (3.12) [20]:

P abs
(kx,ky)dkxdky =

q2

8π3a
|K1(k⊥/a)|2 dkxdky (3.13)

La razón de que se de una igualdad entre P em
(kx,ky) y P abs

(kx,ky) se debe a que la
probabilidad de emisión espontánea se hace muy pequeña en comparación
con la emisión inducida cuando la enerǵıa de los fotones (proporcional a
ϑ) se aproxima a cero [20]. A pesar de que la ec. (3.9) va dividida por un
factor T que es infinito (pues corresponde al tiempo en el que está activa la
interacción, que en nuestro caso es infinito), los valores de P em

(kx,ky), P abs
(kx,ky)

no se anulan debido a que en el ĺımite en que la enerǵıa de los fotones se va a
cero, el número de fotones es infinito. En el caso en el que el estado no fuera
un baño térmico, las tasas de emisión y absorción se anulaŕıan. Finalmente,
la tasa total de emisión y absorción con respecto a observadores acelerados
se obtiene sumando las ecuaciones (3.12) y (3.13):

acP tot
(kx,ky)dkxdky =

q2

4π3a
|K1(k⊥/a)|2dkxdky. (3.14)
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El siguiente paso en [20] consiste en calcular la tasa de emisión de fotones
que veŕıa un observador inercial para compararla con la ec. (3.14). Para
poder comparar los fotones de Rindler con fotones inerciales, se realiza este
cálculo para fotones inerciales con el mismo momento transversal (nótese
que es invariante ante boosts en la dirección z). La corriente (3.2) toma la
siguiente forma en coordenadas inerciales [20]:

jt = qazδ(ζ − 1
a)δ(x)δ(y),

jx = jy = 0,

jz = qatδ(ζ − 1
a)δ(x)δ(y),

(3.15)

donde

δ(ζ − 1
a) =

δ(z −√t2 + a−2)
a
√

t2 + a−2
. (3.16)

En este caso se usa la cuantización inercial estándar del campo (con los mo-
dos de frecuencia positivos con respecto al tiempo inercial t). La amplitud de
emisión de un fotón con momento k y polarización λ por la carga acelerada
hacia el vaćıo de Minkowski está dada por [20]

A(λ,k) = 〈k,λ|M i

∫
d4xjµ(x)Âµ(x) |0〉M . (3.17)

La tasa total de emisión de fotones con momento transversal (kx, ky) fijo,
dividida por el tiempo propio total T de la carga acelerada durante el cual
actuó la interacción está dada por

inP tot
(kx,ky) =

2∑
λ=1

∫ +∞

−∞
dkz

(2π)32k0
|A(λ,k)|2/T, (3.18)

donde k0 =
√

k2
z + k2

⊥, y la suma corre sobre las dos polarizaciones f́ısicas
λ = 1, 2 [20]. Al final del cálculo, los autores de [20] obtienen

inP tot
(kx,ky) =

q2

4π3a
|K1(k⊥/a)|2dkxdky, (3.19)

que coincide funcionalmente con la tasa total de emisión y absorción para
fotones de Rindler con el mismo momento transversal como la describiŕıa
un observador acelerado, ec. (3.14).
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3.1.1. ¿Una nueva paradoja?

El resultado explicado en la sección anterior da una clara equivalencia
entre las descripciones inercial y acelerada del fenómeno de radiación de una
carga acelerada, pues se puede concluir que para ambas clases de observado-
res la radiación se manifiesta de la misma manera en términos del número de
‘clicks’ de detectores (ver discusión en el caṕıtulo 1). Además, es consistente
con los resultados de [39] (la absorción de una part́ıcula de Rindler desde
el punto de vista acelerado es equivalente a la emisión de un fotón desde el
punto de vista inercial, ver la sección 2.4.1), en el sentido de que la emisión
de un fotón desde el punto de vista inercial corresponde a la emisión o a la
absorción de un fotón de Rindler en el marco de referencia acelerado.

Esto es, en la cuña R, ambos observadores, tanto el inercial como el ace-
lerado coinciden en la descripción f́ısica del estado final del campo generado
por la interacción con la carga uniformemente acelerada. No hay ninguna
violación del Principio de Equivalencia pues para ambos observadores hay
radiación. Sin embargo, como es común en este tipo de fenómenos la solución
a una pregunta trae consigo nuevos interrogantes que deben ser analizados.

En [20], los autores también consideraron la pregunta de que si un obser-
vador acelerado podŕıa notar algún cambio en el baño térmico asociado al
vaćıo inercial debido a la emisión y absorción de los fotones de enerǵıa cero.
Para ver ésto, notan que en el ĺımite de enerǵıa cero la razón de transición
de un estado de n fotones a un estado de n+1 fotones y la razón del proceso
inverso se hacen iguales. Si además consideramos que las tasas de emisión y
absorción de fotones de Rindler son iguales, se puede concluir que la fuente
y el baño térmico están en ‘equilibrio térmico’ 1. Entonces, desde el punto de
vista de un observador acelerado, en la cuña R, no habrá diferencia entre el
estado inicial del campo (el estado térmico inicial) y el estado generado por
la interacción con la carga acelerada. Lo mismo ocurrirá en la cuña L, pues
esta región no puede ser afectada de ninguna manera por lo que ocurra en

1El equilibrio térmico entre dos objetos se da cuando los flujos de enerǵıa de un objeto

a otro son iguales. Aunque aqúı se está considerando a la carga como un objeto clásico,

sin grados de libertad internos, y que por lo tanto éstos no podŕıan ser excitados por su

interacción con el campo, la igualdad entre las razones de emisión y absorción nos permite

concluir que si estos modos se consideraran, en efecto, habŕıa un equilibrio térmico entre

la carga y el campo.
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otra región causalmente desconectada de ésta, como lo es la cuña R.

Sin embargo, ambos observadores también deben de coincidir en la des-
cripción f́ısica del cambio en el estado en la cuña F . Para observadores
inerciales el estado final en la región F es diferente al estado de vaćıo pues,
como hemos visto contiene las part́ıculas (de Minkowski) radiadas. Para ob-
servadores acelerados la restricción a las cuñas L y R de ambos estados, el
vaćıo de Minkowski y el estado que resulta de la interacción con la carga uni-
formemente acelerada es, en ambos casos, un baño térmico. Recordemos que
en la cuantización de Unruh los estados del campo en todo el espacio-tiempo
están descritos como estados de un sistema compuesto por los subsistemas
que consisten en las restricciones del campo a las cuñas L y R. En efecto,
como vimos en el Caṕıtulo 2, el espacio de estados en la cuantización de
Unruh, FU , está definido por FU = FL ⊗FR. Los estados en esta cuan-
tización están descritos en términos de las restricciones del campo a ambas
cuñas, mismas que parecen no haber cambiado por la interacción con la car-
ga acelerada. Entonces, ¿cómo puede el estado final del sistema compuesto
contener la información de que en efecto hubo un cambio f́ısico en la cuña
F?

El análisis que sigue en este caṕıtulo está enfocado a desarrollar los ele-
mentos necesarios para responder esta pregunta desde el punto de vista de
observadores acelerados y en determinar cómo es que se codifica la informa-
ción acerca del cambio f́ısico en la cuña F en el estado final del campo. Para
poder comparar el cambio en el contenido f́ısico en los estados descritos por
ambos tipos de observadores estudiaremos el cambio en el valor de expecta-
ción del tensor de enerǵıa momento T̂µν . Notemos que el hecho de que un
estado de un sistema compuesto en general no se pueda especificar en térmi-
nos de sus restricciones a cada subsistema, es una propiedad que presentan
los estados no separables. Como explicaremos más adelante, el estado de
vaćıo de Minkowski en la descripción de Unruh y el estado generado por la
interacción con la carga acelerada son estados no separables. En la siguiente
sección vamos a describir estos estados y proponer una descomposición del
operador de densidad del estado producido por la interacción entre la carga
y el campo, en la que se pueda aislar la información que nos interesa sobre
el cambio en el estado con respecto al estado de vaćıo inercial.
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3.2. Información en el enredamiento del estado

3.2.1. Operador de densidad

Como hemos visto en el caṕıtulo 2, la descripción cuántica del cam-
po realizada por observadores acelerados se debe hacer necesariamente en
términos de dos subsistemas: los espacios de Hilbert en las cuñas L y R.
Estos subsistemas conforman el espacio de Hilbert de la cuantización del
campo en todo el espacio-tiempo, HU = HL ⊕HR. La manera más útil de
describir sistemas compuestos es la formulación de los estados en términos
del operador de densidad o la matriz de densidad (usaremos ambos términos
indistintamente). Esto se debe a que, dado un estado del sistema completo,
se pueden describir los estados correspondientes a los subsistemas tomando
la traza parcial del operador de densidad, como explicaremos a continuación,
pero también el lenguaje del operador de densidad permite describir estados
cuánticos en los que el estado no se conoce completamente. Supongamos que
un sistema cuántico puede estar en alguno de los diferentes estados |ψi〉 con
una probabilidad pi (al conjunto {pi, |ψi〉} se le llama ensamble de estados
puros), el operador de densidad del sistema está definido por la ecuación

ρ̂ ≡
∑

i

pi |ψi〉 〈ψi| . (3.20)

Si se sabe con exactitud en qué estado cuántico está el sistema, decimos que
el sistema se encuentra en un estado puro. En este caso, el operador de den-
sidad es simplemente ρ̂ = |ψ〉 〈ψ|. En el caso en el que el sistema pueda estar
en varios de los estados del ensamble, decimos que el sistema se encuentra
en un estado mezcla. La matriz de densidad de un estado puro satisface
Tr(ρ̂2) = 1, mientras que para un estado mezcla se tiene que Tr(ρ̂2) < 1.

El operador de densidad se puede definir en términos de caracteŕısticas
intŕınsecas y no necesariamente en términos de ensambles (o en términos de
vectores de estado). La clase de operadores que son operadores de densidad
está caracterizada por el siguiente teorema (para su demostración se puede
ver [29])

Teorema 2 Un operador ρ̂ es un operador de densidad asociado a algún
ensamble {p1, |ψ1〉} si y sólo śı satisface las siguientes condiciones:

1. La traza de ρ̂ es igual a uno.
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2. ρ̂ es un operador positivo

Usando este teorema, se puede definir un operador de densidad como un
operador ρ̂ positivo que tenga traza igual a uno.

Una de las aplicaciones más profundas del operador de densidad es como
herramienta descriptiva de subsistemas de un sistema cuántico compuesto.
Esta descripción se hace en términos del operador de densidad reducido.
Supongamos que tenemos dos sistemas f́ısicos A y B, cuyos estados están
definidos por una matriz de densidad ρ̂AB. El operador de densidad reducido
para el sistema A está definido por

ρ̂A = TrB
(
ρ̂AB

)
, (3.21)

donde TrB es un mapeo de operadores llamado la traza parcial sobre el
sistema B. La traza parcial está definida por

TrB
( |a1〉 〈a2|⊗ |b1〉 〈b2|

) ≡ |a1〉 〈a2| Tr
( |b1〉 〈b2|

)
, (3.22)

donde |a1〉, |a2〉 son dos vectores cualesquiera en el espacio de estados de A

y |b1〉, |b2〉 son dos vectores cualesquiera en el espacio de estados de B.
No es obvio que el operador de densidad reducido para el sistema A es, de

alguna manera, una descripción del estado del sistema A. Se puede ver que
los promedios de mediciones son los mismos si son calculados v́ıa ρ̂A o ρ̂AB.
Para ver ésto, determinemos primero la forma de un operador que actúa
sólo sobre un subsistema. Supongamos que se pueden hacer mediciones del
observable M en el sistema A y sea M̃ el observable correspondiente a la
misma medición, pero realizada sobre el sistema compuesto AB. Si el sistema
AB está preparado en el estado |m〉 |φ〉, donde |m〉 es un eigenestado de M

y |φ〉 es cualquier estado de B, entonces, la medición de M debe resultar en
m con probabilidad igual a uno. Si Pm es el operador de proyección sobre
el espacio propio del operador M con valor propio m, el correspondiente
operador de proyección del operador M̃ es Pm ⊗ IB. Se tiene entonces que

M̃ =
∑
m

mPm ⊗ IB = M ⊗ IB. (3.23)

Ahora, usando la definición del operador de densidad reducido, dada por la
ec. (3.21), se tiene que

Tr(M ρ̂A) = Tr(M ⊗ IB ρ̂AB) = Tr(M̃ ρ̂AB), (3.24)
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de donde se puede ver que los promedios de las mediciones con ambos proce-
dimientos coinciden. Se puede demostrar que el único mapeo de operadores
de densidad en AB a operadores de densidad en A que satisface la ec. (3.24)
es la traza parcial [29].

3.2.2. Enredamiento y caracterización de estados puros no separables

Uno de los fenómenos más interesantes de la Mecánica Cuántica ocurre
cuando se consideran estados de sistemas compuestos. Para cierto tipo de
estos estados, las correlaciones entre mediciones independientes sobre dos
subsistemas cuánticos presentan propiedades que no se pueden modelar clási-
camente, ni siquiera considerando ‘variables ocultas’ locales, como ha sido
demostrado experimentalmente en términos de las desigualdades de Bell
(ver, por ejemplo, [8]). Para explicar esto de manera más precisa, conside-
remos dos sistemas A y B de dos niveles (qubits) y dos bases ortonormales
{|0〉A , |1〉A}, {|0〉B , |1〉B} de los respectivos espacios de Hilbert. Suponga-
mos, además, que los estados que forman las bases son estado propios de
operadores σ̂A, σ̂B con valores propios 0 y 1 respectivamente. En un estado
del sistema compuesto AB de la forma

|s〉 =
1
2
( |0〉A + |1〉A

)⊗ ( |0〉B + |1〉B
)
, (3.25)

las mediciones de los operadores σ̂A y σ̂B no están correlacionadas pues,
por ejemplo, el resultado del observable σ̂B puede ser 0 ó 1 sin importar
cuál haya sido el resultado de la medición de σ̂A. A estados de la forma de
la ec. (3.25) se les llaman estados separables (o estados producto pues son
de la forma |a〉A ⊗ |b〉B). Cuando el sistema compuesto se encuentra en un
estado separable, se puede saber en qué estado se encuentran cada uno de
los subsistemas, es decir, los subsistemas se encuentran en estados puros.

Consideremos ahora el estado

|e〉 =
1√
2

( |0〉A ⊗ |1〉B − |1〉A ⊗ |0〉B
)
. (3.26)

Este es un estado altamente correlacionado, para ver esto, supongamos que
una medición de σ̂A arroja como resultado 0, entonces, como producto del
proceso de medición, el estado del sistema se colapsa al estado |0〉A ⊗ |1〉B.
(Si el resultado es 1 entonces el estado del sistema se colapsa a |1〉A ⊗
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|0〉B.) Si esto ocurre, entonces la medición del operador σ̂B en el sistema B

arrojará como resultado 1. Esto podŕıa no ser nada inesperado si no fuera
porque los sistemas A y B pueden estar causalmente desconectados cuando
se realicen las mediciones; en este caso pareceŕıa que la información acerca de
la modificación del estado compuesto por la medición en A se transmitió no
causalmente al sistema B. Este es el fundamento de la “paradoja” EPR [11].
Sin embargo, se puede ver que no es posible enviar información mediante
este mecanismo, esencialmente porque el observador que realiza la medición
en A no puede escoger el estado al cual se colapsará el sistema (es aleatorio)
y por lo tanto no puede enviar información al observador que actúa sobre el
sistema B.

Calculemos ahora el operador de densidad del sistema A cuando el siste-
ma AB se encuentra en el estado dado por la ec. (3.26). Usando la ec. (3.21)
obtenemos

ρ̂A =
1
2
( |0〉A 〈0|A + |1〉A 〈1|A

)
=

1
2
ÎA (3.27)

Notemos que Tr
(
(ρ̂A)2

)
< 1 y, por lo tanto, el estado del sistema A es un

estado mezcla (está en un estado de un conjunto de posibles estados, cada
uno con una probabilidad definida). Para el sistema B también se tiene que
ρ̂B = ÎB/2. Esto es, es imposible asignarles a cada subsistema un estado
puro definido; en este sentido es que los sistemas están “enredados”. El
enredamiento es un efecto de la estructura de producto tensorial del espacio
de estados, HAB = HA⊗HB, y del principio de superposición (en términos
de ensambles de estados).

Hemos visto que el operador de densidad de un estado, en general toma la
forma de la ec. (3.20) y que el de un estado puro es simplemente ρ̂ = |ψ〉 〈ψ|.
Consideremos ahora un estado puro y separable |ψ〉 = |a〉A⊗|b〉B del sistema
compuesto; su operador de densidad toma la forma:

ρ̂ = |ψ〉 〈ψ| = |a〉A 〈a|A ⊗ |b〉B 〈b|B . (3.28)

Los operadores de densidad de los estados de los subsistemas A y B (usando
ec. (3.21)) son, respectivamente, ρ̂A = |a〉A 〈a|A y ρ̂B = |b〉B 〈b|B. Se tiene,
entonces, que la matriz de densidad de un estado puro separable es de la
forma

ρ̂ = ρ̂A ⊗ ρ̂B, (3.29)
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donde ρ̂A y ρ̂B son estados puros. Por otro lado, la matriz de densidad de
cualquier estado mezclado y separable es la correspondiente a un ensamble
de estados puros separables, cada uno con una cierta probabilidad de ocurrir
[31], en efecto, existe una base donde se pueden escribir dela forma:

ρ̂ =
∑

i

pi ρ̂
A
i ⊗ ρ̂B

i , (3.30)

donde ρ̂A
i y ρ̂B

i son estados puros de los sistemas A y B y
∑

i pi = 1.
Notemos que, si las matrices de densidad reducidas, ρ̂A, ρ̂B representan
estados mezclados de los subsistemas A y B ( Tr

(
(ρ̂A,B)2

)
< 1) entonces

el operador de densidad ρ̂A ⊗ ρ̂B también representa un estado mezclado
separable2.

En cambio, los estados no separables (enredados), en general no se pue-
den caracterizar tan fácilmente [22, 31]. Para efectos de este trabajo estamos
interesados en el enredamiento que presentan dos estados particulares del
campo cuántico cuando se les describe en términos del sistema compuesto
FL ⊗ FR: el estado de vaćıo inercial, |0M 〉, y el estado que se genera a par-
tir de este debido a la interacción del campo con una carga uniformemente
acelerada. Claramente, ambos estados son puros con respecto al espacio de
estados del campo en la cuantización de Unruh (y en la cuantización con
respecto al tiempo inercial).

Un estado puro no separable no puede escribirse de la forma de la
ec. (3.29). Queremos encontrar una manera de expresarlo en la que sean
expĺıcitas la parte del estado que es separable y la parte que no lo es (y
que “contiene” la información acerca del enredamiento). Como hemos visto
más arriba, si el estado ρ̂ es puro y no separable, los operadores de densidad
reducidos ρ̂A y ρ̂B son mezclados y además ρ̂A ⊗ ρ̂B es separable. En este
sentido proponemos la siguiente descomposición para ρ̂:

ρ̂ = ρ̂A ⊗ ρ̂B + ρ̂e, (3.31)

donde el operador ρ̂e es de traza nula. El operador ρ̂A ⊗ ρ̂B representa la
parte separable del estado. El operador ρ̂e codifica la información de la
correlación entre los estados de los subsistemas, ρ̂A y ρ̂B. Esto es, toda la

2En efecto, se tiene que Tr
`
(ρ̂A ⊗ ρ̂B)2

´
< 1 y además, como ρ̂A, ρ̂B son estados

mezclados, entonces son de la forma ρ̂A,B =
P

i pA,B
i σ̂A,B , donde σ̂A,B representan estados

puros. Usando este hecho, se puede expresar ρ̂A ⊗ ρ̂B en la forma de la ec. (3.30)
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información relativa al enredamiento debe estar codificada en este operador.
En mediciones independientes de operadores sobre los subsistemas A y B,
el operador ρ̂e no juega ningún papel. Como se puede ver de la ec. (3.24),
los valores de expectación de operadores MA actuando sobre el subsistema
A están determinados por la matriz reducida de ese subsistema ρ̂A, por lo
que se tiene que

Tr(M̂A ⊗ 1̂B ρ̂e) = 0, (3.32)

y lo análogo si el operador es de la forma 1̂A ⊗ M̂B. La información codifi-
cada en ρ̂e sólo se manifiesta cuando se calculan valores de expectación de
operadores con componentes A y B. En particular, esto sucede cuando se
calculan probabilidades conjuntas de mediciones en A y B.

Por ejemplo, consideremos el estado dado por la ec. (3.26), y la proba-
bilidad de que la medición del operador σ̂A de como resultado 1 y que la
medición de σ̂B de como resultado 1. Esta probabilidad conjunta esta dada
por

P (1, 1) = 〈e| ÊA
1 ÊB

1 |e〉 (3.33)

donde ÊA,B
1 son los respectivos operadores de proyección en cada subsistema.

Hemos introducido la descomposición del operador de densidad de un
estado puro separable, ec. (3.31), en el contexto de sistemas cuánticos con
un número finito de grados de libertad. En nuestro estudio trabajamos con
campos cuánticos pero sin embargo, las nociones de estados puros, mezcla-
dos, separables y no separables se extrapola de manera directa, aśı como la
descomposición del operador de densidad.

3.2.3. Enredamiento en la descripción cuántica de Unruh: El
operador de enredamiento y el estado de vaćıo

El enredamiento en el estado |0M 〉 se puede entender a partir de las
correlaciones que el campo presenta entre regiones no causales (se puede
ver que en este estado, 〈φ̂(x)φ̂(y)〉 -= 0 para x, y separados causalmente
[32]). A los observadores de Rindler sólo les es accesible la cuña R y por lo
tanto, “tienen acceso a sólo una parte del estado de vaćıo” [25]. Con esto
nos referimos a que toda la información del estado está codificada en una
hipersuperficie de Cauchy del espacio-tiempo de Minkowski, sin embargo, las
superficies de Cauchy de observadores acelerados ( τ = const.) se dividen en
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dos en el vértice de las cuñas de Rindler, lo que provoca que no tengan acceso
a los grados de libertad del estado en la otra cuña. Como ya dijimos, |0M 〉
presenta correlaciones entre ambas cuñas, por lo que los grados de libertad
en ambas cuñas están correlacionados entre śı. Esto provoca que el estado
que describen los observadores acelerados no sea un estado puro.

La descripción del campo cuántico de Unruh está hecha en términos de
las cuantizaciones del campo en las cuñas L y R. El espacio de estados es
FL⊗FR. Estados del campo puros y no separables se pueden expresar como
en la ec. (3.31):

ρ̂ = ρ̂L ⊗ ρ̂R + ρ̂e, (3.34)

donde ρ̂′L and ρ̂′R representan, respectivamente, los operadores de densidad
restringidas definidos por

ρ̂L,R ≡ TrL,R ρ̂. (3.35)

El operador ρ̂e codifica la información de la correlación entre las componen-
tes izquierdas y derechas del estado. Como hemos explicado más arriba, al
calcular la expectación de operadores localizados en la cuña L ó R (pero no
simultáneamente en ambas) el operador de enredamiento no juega ningún
papel (ver la ec. (3.32)). La información codificada en ρ̂e solo se manifiesta
cuando se calculan valores de expectación de operadores con componentes L

y R. En el caso de valores de expectación de operadores constrúıdos a partir
del operador de campo φ̂(x), la información en ρ̂e sólo se manifiesta cuando
x ∈ F ∪ P pues sólo en este caso, los modos Lω y Rω son ambos distintos
de cero.

Como un ejemplo, podemos escribir el operador de densidad del estado
|0M 〉 en la forma de la ec. (3.34):

ρ̂vac = ρ̂L
vac ⊗ ρ̂R

vac + ρ̂e
vac . (3.36)

De la ec. (2.80) se sigue que

ρ̂vac = |0M 〉 〈0M | = Z
∑
JK

EJEK |K〉L ⊗ |K〉R 〈J |L ⊗ 〈J |R , (3.37)

donde hemos definido
EJ ≡ e−πE(J), (3.38)

y hemos introducido el factor de normalización Z dado por

Z−1 ≡
∑
J

E2
J (3.39)
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de modo que Tr(ρ̂vac) = 1. Tomando las trazas parciales R y L en la ec. (3.37)
obtenemos respectivamente

ρ̂L
vac = Z

∑
J

E2
J |J〉L 〈J |L , ρ̂R

vac = Z
∑
J

E2
J |J〉R 〈J |R , (3.40)

que corresponden a los estados del campo descritos por observadores de
Rindler en las cuñas L y R. Usando las ecuaciones (3.40) y (3.37) podemos
escribir el operador de enredamiento para el estado de vaćıo inercial:

ρ̂e
vac = ρ̂vac − ρ̂L

vac ⊗ ρ̂R
vac

= Z
∑
J,K

EJEK

(
|J〉L |J〉R 〈K|L 〈K|R − ZEJEK |J〉L |K〉R 〈J |L 〈K|R

)
.

(3.41)

La matrices de densidad dadas por la ec. (3.40) corresponden a las ma-
trices de un ensamble de estados asociado a un baño térmico. Para ver esto,
podemos compararlas directamente con la de un sistema que se encuentra
en un baño térmico,

ρ̂term =
exp(−βĤ)

Tr(exp(−βĤ))
, (3.42)

donde β = 1/T , y T es la temperatura del sistema (en nuestro sistema de
unidades la constante de Boltzmann toma el valor k = 1). Los estados de
muchas part́ıculas con enerǵıa definida, |J〉, son estados propios del Hamil-
toniano

Ĥ |J〉 = E(J) |J〉 (3.43)

por lo que podemos escribir

exp(−βĤ) =
∑
J,K

|J〉 〈J | exp(−βĤ) |K〉 〈K|

=
∑
J,K

e−βE(J)δ(J,K) |J〉 〈K| =
∑
J

e−βE(J) |J〉 〈J | .
(3.44)

Usando esta ecuación en la ec. (3.42) y comparando con las ec. (3.40) se
puede ver que la temperatura asociada al vaćıo inercial por un observador
de Rindler es T = a/2π. Hay que notar, como explicamos a continuación de
la ec. (2.54), que la enerǵıa del estado |J〉R (|J〉L) es aE(J).
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3.3. Cambios en la matriz de densidad del estado del campo
generado por la interacción con una carga acelerada

Hemos conjeturado ya dónde podŕıa estar codificada la información de
que, cuando una carga se acelera uniformemente, no hay un cambio f́ısico
apreciable en las cuñas L y R en el estado descrito por observadores de
Rindler, mientras que en la cuña F este cambio se debe poder distinguir
claramente. No resta más que llevar a cabo el cálculo necesario. Para atacar
el problema, vamos a considerar la interacción de un campo escalar con
una part́ıcula escalar uniformemente acelerada; y el cambio en el valor de
expectación del tensor de enerǵıa-momento.

3.3.1. Interacción con una fuente escalar acelerada y el tensor de
enerǵıa-momento

Vamos a usar una fuente escalar j(x) para modelar una part́ıcula esca-
lar clásica y puntual con aceleración uniforme. A diferencia de la Sección
3.1, aqúı vamos a trabajar con un campo escalar de Klein-Gordon en 2 di-
mensiones. Esto nos permitirá reducir la notación y ser más claros en los
resultados. De hecho, trabajar en dos dimensiones con un campo escalar con
m -= 0 es operacionalmente equivalente a trabajar con el mismo campo en
cuatro dimensiones y momento transversal k2

⊥ = k2
x + k2

y fijo si se hace la
identificación m2 → k2

⊥ + m2.
La interacción entre la fuente y el campo es lineal y está descrita por el

Hamiltoniano de interacción

ĤI(x) =
√−g j(x)φ̂(x), (3.45)

donde g es el determinante de la métrica. El estado final |f〉 del campo
después de la interacción está definido perturbativamente por una matriz Ŝ,

|f〉 = Ŝ |0M 〉 , (3.46)

donde

Ŝ = T̂ exp
[
−i

∫ Σout

Σin

ĤI(x) d2x

]
. (3.47)

Σin, Σout son las hipersuperficies de Cauchy donde la interacción empieza y
termina respectivamente, y T̂ es el operador de orden temporal.



3.3 Cambios en la matriz de densidad 67

La interacción ocurre dentro de la cuña R, por lo que las hipersuperficies
de Cauchy Σin y Σout deben de acotar esta región y, para que puedan definir
estados en la cuantización de Unruh, a su vez deben ser hipersuperficies de
Cauchy de la doble cuña L∪R. Definimos Σin como la superficie construida
por la unión de {t = 0, z ≤ 0} y una superficie espacial dentro de la cuña
R que comienza en el punto de bifurcación de los horizontes y se desv́ıa
levemente del horizonte ζ = 0, τ = −∞ .

Σout se define análogamente pero su restricción a R es una superficie
espacial que se desv́ıa levemente del horizonte ζ = 0, τ = ∞. El estado
de vaćıo |0M 〉 (el estado inicial) está definido sobre Σin y el estado final
del campo, |f〉 se define sobre Σout. Entonces, a pesar de que la interacción
está presente dentro de la cuña R, el estado |f〉 está definido después de
la interacción y uno puede evaluar valores de expectación en este estado de
operadores localizados tanto en R mismo como en F .

Para observadores acelerados, descritos por las coordenadas de Rindler,
el orden temporal dado por T̂ está definido con respecto a la coordenada
temporal τ . Usando la ec. (3.45) se puede poner el estado final de la forma

|f〉 = T̂
(
1̂− i

∫
d4x

√−g j(x)φ̂(x)

− 1
2

∫ ∫
d4x d4x′

√−g
√
−g′j(x′)j(x′)φ̂(x)φ̂(x′)

)
|0M 〉+ Ô(q3),

(3.48)

donde las integraciones se hacen sobre la misma región que en la ec. (3.47).
Por conveniencia, definimos el operador formal

φ̂I ≡
∫

d2x
√−g j(x)φ̂(x). (3.49)

Nótese que φ̂I es de orden q. Ahora vamos a aplicar el teorema de Wick al
lado dercho de la ec. (3.48):

T̂
(
φ̂(x)φ̂(x′)

)
= N̂

(
φ̂(x)φ̂(x′)

)
+ 〈0| T̂

(
φ̂(x)φ̂(x′)

)
|0〉 , (3.50)

donde el ordenamiento normal N y el estado de vaćıo |0〉, corresponden al
esquema de cuantización que se esté utilizando. Usando la ec. (3.50) expan-
demos la ec. (3.48) para obtener

|f〉 = Ŝ |0M 〉 = (1− G ) |0M 〉 − iφ̂I |0M 〉 − 1
2
N̂(φ̂I φ̂I) |0M 〉+O(q3), (3.51)
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donde

G =
1
2

∫ ∞

−∞
d2x

∫ ∞

−∞
d2y j(x)j(y) 〈0M | T̂

(
φ̂(x)φ̂(y)

)
|0M 〉 (3.52)

es de segundo orden en q.
Para un observador de Rindler, la fuente escalar corresponde a una

corriente de la forma (nótese que no es conservada)

j′(x) = qδ(ζ − ζ0), (3.53)

donde ζ0 = 1/a y a es la aceleración propia de la fuente, que tomaremos como
constante. Esta fuente, que se transforma como un escalar, en coordenadas
inerciales toma la forma

j′(x) = q
δ(z −√t2 + a−2)

a
√

t2 + a−2
. (3.54)

Igual que en el caso electromagnético discutido en la sección 3.1, para obser-
vadores acelerados, los modos del campo que son excitados por la corriente
(3.53) son los de frecuencia cero. Esto provoca que en el cálculo de valores
de expectación aparezcan expresiones de la forma 0 ×∞ que deben de ser
regularizadas. Vamos a usar como regulador el factor oscilante que utilizan
Higuchi et.al. en [20] y que discutimos en la sección 3.1 (ver la ec. (3.3)).
Como vimos ah́ı, este regularizador en la corriente genera resultados consis-
tentes cuando se toma el ĺımite en que la frecuencia de oscilación va a cero
y se recupera el caso de la carga acelerada. Nótese que para una part́ıcula
escalar no se requiere que la carga escalar sea conservada, aśı como tampoco
existe ningún requerimiento de conservación para la ‘corriente’ escalar, por
lo que en este caso no hay que cambiar la carga por un dipolo oscilante como
hacen los autores de [20] para una carga electromagnética uniformemente
acelerada. Entonces, la fuente escalar regularizada es

j(x) = 2q cos(θτ)δ(ζ − ζ0) (3.55)

y al final de nuestros cálculos tomaremos el ĺımite θ → 0. El factor de 2 se
escoge por conveniencia. Nótese que, en principio, nuestros resultados van a
diferir en un factor de 2 con respecto a los mismos cálculos realizados en la
descripción inercial.
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Como la corriente tiene soporte totalmente contenido en R, se puede ver
de las ec. (2.51) y ec. (3.49) que sólo los modos Rω del campo serán excitados
por la fuente acelerada. El operador φ̂I toma la froma

φ̂I =
∫

R
d2x

√−g j(x)φ̂R(x) =
∫ ∞

0
dω

(
Υω r̂ω + Υ∗ω r̂†ω

)
, (3.56)

donde

Υω ≡
∫

R
d2x

√−gj(x)Rω(x) = Ψθδ(ω−θ), Ψθ = q
√

sinh(πθ) ζ0Kiθ(mζ0).

(3.57)
Para obtener la ec. (3.57) hemos usado la Ec. (2.43), ω > 0, y hemos escogido
trabajar con θ > 0 (nótese que el regulador es una función par de θ). La
función Kiω(z) es real para ω y z reales. Finalmente, la ec. (3.56) toma la
forma

φ̂I = q
√

sinh(πθ) ζ0Kiθ(mζ0)
[
r̂θ + r̂†θ

]
. (3.58)

El papel que juega el regulador que hemos escogido es acoplar la fuente al
modo Rθ en lugar de hacerlo a un modo con frecuencia cero, que resulta de
alguna manera patológico.

Para entender el cambio f́ısico en el estado vamos a evaluar el cambio en
el valor de expectación del operador de enerǵıa-momento T̂µν . Recordemos
que en el espacio-tiempo de Minkowski el valor renormalizado de 〈T̂µν(x)〉
está definido por el ĺımite de coincidencia [42]:

〈T̂µν(x)〉f = ĺım
x′→x

tµν ′F (x, x′), (3.59)

donde
F (x, x′) = 〈f | φ̂(x)φ̂(x′) |f〉 − 〈0M | φ̂(x)φ̂(x′) |0M 〉 (3.60)

y tµν′ es el operador diferencial

tµν′ = ∇µ∇ν′ − 1
2gµν(∇σ∇σ′ + m2). (3.61)

Entonces, el cambio en el valor de expectación de T̂µν depende de que haya
un cambio en la función de dos puntos 〈φ̂(x)φ̂(x′)〉. Este es el cambio que
vamos a investigar en este trabajo.
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3.3.2. Cambios en el valor de la función de dos puntos cuando la
fuente tiene soporte totalmente contenido en R

El estado final de la interacción con una fuente uniformemente acelerada,
se puede obtener perturbativamente por la acción de una matriz Ŝ al vaćıo
de Minkowski (más adelante vamos a construir este operador en detalle):

|f〉 = Ŝ |0M 〉 . (3.62)

Este es un estado puro del campo cuántico en la descripción de Unruh, por
lo que su matriz de densidad asociada es simplemente

ρ̂f = |f〉 〈f | . (3.63)

La información de que no hay un cambio f́ısico en las cuñas R y L, mientras
que en la cuña F debe ocurrir un cambio importante debe estar codificada en
δρ̂ = ρ̂f−ρ̂vac, donde ρ̂vac está dada por la ec. (3.36). En particular, queremos
investigar si esta información está contenida en el cambio en el enredamiento
de los estados, por lo que usaremos las descomposiciones de los operadores de
densidad propuestos en la ec. (3.34), con un énfasis especial en los operadores
ρ̂e. Notemos que en los resultados descritos en la Sección 3.1 la información
codificada en ρ̂e es irrelevante pues todo ese análisis está restringido a la
cuña R (ver la ec. (3.32)).

Antes de definir expĺıcitamente el operador ρ̂f , podemos ver cuál es la
forma más general de δρ̂ cuando el soporte de la interacción está totalmente
contenido en la cuña R (que es el caso de la carga uniformemente acelerada).
En la cuña R, los modos Lω del campo son cero y en el caso en el que el
soporte de la fuente está en R, el operador Ŝ sólo puede excitar los modos
Rω del campo. Entonces, el operador Ŝ toma la forma

Ŝ = 1̂L ⊗ ŜR. (3.64)

La descomposición de ρ̂f está dada por

ρ̂f = ρ̂L
f ⊗ ρ̂R

f + ρ̂e
f . (3.65)

Usando la ec. (3.64) en la ec. (3.62) y calculando ρ̂f se tiene que

ρ̂f = ρ̂L
vac ⊗ ŜR ρ̂R

vac Ŝ†R + Ŝ ρ̂e
vac Ŝ†. (3.66)
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Comparando esta ecuación con la ec. (3.65) podemos hacer las siguientes
identificaciones

ρ̂L
f = ρ̂L

vac, ρ̂R
f = ŜR ρ̂R

vac Ŝ†R (3.67)

y
ρ̂e

f = Ŝ ρ̂e
vac Ŝ†. (3.68)

Se puede ver directamente que el cambio en el estado en la cuña L (tomando
la traza parcial sobre estados R en δρ̂) es δρ̂L

f = ρ̂L
f − ρ̂L

vac = 0. Este es el
resultado esperado debido a que la cuña L está causalmente desconectada
de la fuente.

El cambio total en la matriz de densidad se puede escribir como

δρ̂ = ρ̂L
vac ⊗ δρ̂R

f + δρ̂L
f ⊗ ρ̂R

vac + δρ̂L
f ⊗ δρ̂R

f + δρ̂e

= ρ̂L
vac ⊗ δρ̂R

f + δρ̂e,
(3.69)

donde δρ̂R
f ≡ ρ̂R

f − ρ̂R
vac, δρ̂e ≡ ρ̂e

f − ρ̂e
vac y hemos usado que δρ̂L

f = 0. Como
se puede ver de esta ecuación, el cambio en el estado está codificado en
dos partes, el cambio en las restricciones de los estados a la cuña R, δρ̂R

f ,
y el cambio en los operadores de enredamiento, δρ̂e

f . Ambos dependen del
operador Ŝ.

La información en δρ̂e sólo está involucrada en el cambio en los valores
de expectación de operadores que no tengan componentes L y R triviales.
En los cambios de valores de expectación de operadores que sólo actúan en el
subsistema FR, toda la información del cambio está codificada en δρ̂R (en el
subsistema FL el cambio en el valor de expectación de cualquier operador
es nulo). Para ser más espećıficos, consideremos un operador de la forma
Â = 1̂L ⊗ ÂR sobre FL ⊗FR. De la ec. (3.69) se tiene que el cambio en el
valor de expectación está dado por

δTr(Âρ̂) ≡ Tr(Â ρ̂f )− Tr(Â ρ̂vac) = Tr(ÂR δρ̂R
f ). (3.70)

Nótese que el operador ÂR puede estar localizado en cualquier región del
espacio-tiempo, por ejemplo, como el operador 1̂⊗ φ̂R(x), que tiene soporte
en todo el espacio-tiempo excepto en la cuña L. En cambio, si el operador
Â tiene componentes no triviales L y R el cambio está dado por

δTr(Âρ̂) = Tr(Â ρ̂L
vac ⊗ δρ̂R

f ) + Tr(Â δρ̂e), (3.71)



3.3 Cambios en la matriz de densidad 72

esto es, en este caso el cambio en el valor de expectación puede venir de las
contribuciones tanto de δρ̂R

f como de δρ̂e. Por ejemplo, el operador φ̂(x)φ̂(x)
tiene componentes L y R cuando x ∈ F . De la ec. (2.51) tenemos que

φ̂(x)φ̂(x′) = φ̂L(x)φ̂L(x′) + φ̂L(x)φ̂R(x′) + φ̂R(x)φ̂L(x′) + φ̂R(x)φ̂R(x′).
(3.72)

Para simplificar la notación vamos a definir:

φ̂ ≡ φ̂(x), φ̂′ ≡ φ̂(x′). (3.73)

De la ec. (3.72) y ec. (3.69) se tiene que el cambio total en la función de dos
puntos está dado por

Tr(φ̂φ̂′δρ̂) = Tr(φ̂Lφ̂′L ρ̂L
vac ⊗ δρ̂R) + Tr(φ̂Rφ̂′R ρ̂L

vac ⊗ δρ̂R)+

+ Tr(φ̂Lφ̂′Rδρ̂e) + Tr(φ̂Rφ̂′Lδρ̂e), (3.74)

que se puede expresar como

Tr(φ̂φ̂′δρ̂) = TrL(φ̂Lφ̂′Lρ̂L
vac)TrR (δρ̂R) + TrR (φ̂Rφ̂′Rδρ̂R)+

+ Tr(φ̂Lφ̂′Rδρ̂e) + Tr(φ̂Rφ̂′Lδρ̂e). (3.75)

Para llegar a esta ecuación hemos usado que Tr(ÂL,R ρ̂e) = 0 (ver la
ec. (3.32)) y que, dado que estados con diferente número de part́ıculas son
ortogonales, se tiene que

TrL(φ̂L ρ̂L
vac) =

∑
J

E2
J L〈J | φ̂L |J〉L = 0. (3.76)

La ec. (3.75) es lo más lejos que podemos llegar para reducir el cambio
en la función de dos puntos, Tr(φ̂φ̂′δρ̂), usando solamente el hecho de que
la fuente tiene soporte totalmente contenido en la cuña R y las propiedades
de la matriz de enredamiento. Nótese que los dos últimos términos del lado
derecho de la ec. (3.75) son cero al evaluarse x, x′ ∈ L ó R ya que en estas
cuñas los modos Lω y Rω no pueden ser diferentes de cero simultáneamente.
Para ir más lejos en nuestro cálculo vamos a introducir la forma expĺıcita
del operador Ŝ, desarrollada en la sección 3.3.1.
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3.3.3. Cambios en la función de dos puntos en las cuñas R y F por
una carga uniformemente acelerada

Vamos a calcular la ec. (3.75), hasta segundo orden en q, que es el primer
orden relevante. De la ec. (3.51) se tiene que

Ŝ = (1− G )− iφ̂I +
1
2
N̂(φ̂I φ̂I) + O(q3), (3.77)

y de esta ecuación obtenemos la matriz de densidad del estado final

ρ̂f = ρ̂(0)
f + ρ̂(1)

f + ρ̂(2)
f + O(q3), (3.78)

donde ρ̂(0)
f corresponde al operador de densidad renormalizado del vaćıo

inercial dado por

ρ̂(0)
f = Q ρ̂vac Q ≡ (1− 2Re(G )). (3.79)

Vamos a calcular el cambio en la matriz de densidad con respecto a este
operador de densidad:

δρ̂ren = ρ̂f − ρ̂(0)
f . (3.80)

Tomando la traza sobre los grados de libertad L en la ec. (3.78) tenemos

ρ̂R
f = ρ̂R (0)

f + ρ̂R (1)
f + ρ̂R (2)

f + O(q3), (3.81)

donde

ρ̂R (1)
f = −i[φ̂I , ρ̂

R
vac], (3.82)

ρ̂R (2)
f =

1
2
(
ρ̂R
vacN(φ̂I φ̂I)† + 2φ̂I ρ̂

R
vacφ̂I + N(φ̂I φ̂I)ρ̂R

vac

)
. (3.83)

Nótese que ρ̂R (1)
f tiene traza nula. Para la matriz de enredamiento tenemos

δρ̂e = ρ̂e (1)
f + ρ̂e (2)

f + O(q3), (3.84)

donde ρ̂e (1)
f y ρ̂e (2)

f están definidas como las ecs. (3.82) y (3.83) haciendo las
sustituciones R → e.

La contribución a primer orden a la ec. (3.75) es

Tr(φ̂φ̂′δρ̂(1)) = TrL(φ̂Lφ̂′Lρ̂L
vac)Tr(ρ̂R (1)

f ) + Tr(φ̂Rφ̂′Rρ̂R (1)
f )+

+ Tr((φ̂Lφ̂′R + φ̂′Lφ̂R)ρ̂e (1)
f ). (3.85)
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El primer término en el lado derecho de la ec. (3.85) es cero pues ρ̂R (1)
f tiene

traza nula. De las expresiones para ρ̂R (1)
f , ec. (3.82), se puede probar que

Tr(φ̂Rφ̂′Rρ̂(1)
f ) = Tr(φ̂Lφ̂′Rρ̂(1)

f ) = Tr(φ̂Rφ̂′Lρ̂(1)
f ) = 0. (3.86)

Este resultado se puede probar heuŕısticamente usando el hecho de que estas
trazas representan una suma de valores de expectación de tres operadores
de campo en el vaćıo de Minkowski, que son necesariamente nulos. De la
ec. (3.86) y de la definición de ρ̂e

f se tiene

Tr(φ̂Lφ̂′Rρ̂e (1)
f ) = Tr(φ̂Lφ̂′Rρ̂(1)

f )− Tr(φ̂Lφ̂′Rρ̂L
vac ⊗ ρ̂R (1)

f )

= Tr(φ̂Lφ̂′Rρ̂(1)
f )

= 0.

(3.87)

Para obtener la segunda igualdad en la ec. (3.87) se ha usado la ec. (3.76)
para concluir que

Tr(φ̂Lφ̂′R ρ̂L
vac ⊗ ρ̂R (1)

f ) = TrL (φ̂Lρ̂L
vac)TrR (φ̂′Rρ̂R (1)

f ) = 0 . (3.88)

Nótese que esta última ecuación es válida para cualquier orden. Hemos pro-
bado entonces que Tr(φ̂φ̂′δρ̂(1)) = 0.

La contribución a segundo orden es

Tr(φ̂φ̂′δρ̂(2)) = TrL(φ̂Lφ̂′Lρ̂L
vac)Tr(ρ̂R (2)

f )+

+ Tr(φ̂Rφ̂′Rρ̂R (2)
f ) + Tr((φ̂Lφ̂′R + φ̂′Lφ̂R)ρ̂e (2)

f ) . (3.89)

Para los términos mixtos LR, de manera similar a la ec. (3.87), tenemos que

Tr(φ̂Lφ̂′R ρ̂e (2)
f ) = Tr(φ̂Lφ̂′R ρ̂(2)

f )− Tr(φ̂Lφ̂′R ρ̂L
vac ⊗ ρ̂R (2)

f )

= Tr(φ̂Lφ̂′R ρ̂(2)
f ) .

(3.90)

Usando la ec. (3.83) se puede probar directamente que

Tr(φ̂Lφ̂′Rρ̂e (2)
f ) = ZΨ2

θTr(φ̂Lφ̂′Rρ̂vac), (3.91)

Tr(φ̂Rφ̂′Lρ̂e (2)
f ) = ZΨ2

θTr(φ̂Rφ̂′Lρ̂vac) . (3.92)

A su vez, de la ec. (3.83) (véase su expansión en la ec. (3.115)) tenemos que
Tr(ρ̂R (2)

f ) = Ψ2
θ y entonces

TrL(φ̂Lφ̂′Lρ̂L
vac)Tr(ρ̂R (2)

f ) = ZΨ2
θTrL(φ̂Lφ̂′Lρ̂L

vac) . (3.93)
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Estos términos son proporcionales a las parte LR y LL respectivamente de
la función de dos puntos en el vaćıo y por lo tanto serán absorbidos en la
renormalización del resultado final. Hemos obtenido entonces el resultado
inesperado de que al menos para el cambio en el valor de expectación del
operador T̂µν no hay ninguna contribución asociada al cambio en la matriz
de enredamiento aunque, como se puede ver de la ec. (3.68), śı hay un
cambio en este operador. A segundo orden, toda la contribución al cambio
en la función de dos puntos, ec. (3.89), está en el término Tr(φ̂Rφ̂′Rρ̂R(2)

f ).
Los cálculos para obtener expĺıcitamente este término son largos y los vamos
a poner en la siguiente sección 3.3.4. El resultado es

Tr(φ̂Rφ̂′Rρ̂R(2)
f ) = 4Ψ2

θ Im[Rθ(x)] Im[Rθ(x′)] + ZΨ2
θTr

(
ρ̂R
vacφ̂R(x)φ̂R(x′)

)
.

(3.94)
Finalmente, añadiendo las Ecs. (3.91)-(3.94) se tiene que el cambio en la
función de dos puntos entre el vaćıo inercial y el estado del campo generado
por la interacción con la fuente escalar es

Tr(φ̂(x)φ̂(x′)δρ̂ren) = 4Ψ2
θ Im[Rθ(x)] Im[Rθ(x′)]+

+
ZΨ2

θ

Q
Tr

(
φ̂(x)φ̂(x′)ρ̂(0)

f

)
+ O(q3). (3.95)

Esta ecuación es válida para todos x, x′ ∈ M . Hemos usado la ec. (3.79) para
expresar ρ̂vac en términos del operador de densidad renormalizado del vaćıo
ρ̂(0)

f . Nótese que aún queda renormalizar el cambio en el valor de expectación.
Para esto, definimos el operador de campo renormalizado por

φ̂ren(x) ≡
(

1− Ψ2
θ

Q

)1/2

φ̂(x), (3.96)

y de aqúı que el cambio renormalizado en la expectación de la función de
dos puntos es

Cθ(x, x′) ≡ Tr(φ̂ren(x)φ̂ren(x′)δρ̂ren) = 4Ψ2
θ Im[Rθ(x)] Im[Rθ(x′)] + O(q3) .

(3.97)
El término de segundo orden en esta expresión es

C(2)
θ (x, x′) = 4Ψ2

θ Im[Rθ(x)] Im[Rθ(x′)] . (3.98)
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Hemos obtenido finalmente una expresión regularizada para el cambio
en el valor de expectación de la función de dos puntos. Ahora podemos
reconsiderar a la fuente como estática eliminando la dependencia temporal
tomando el ĺımite cuando el regulador θ → 0.

A continuación, antes de tomar este ĺımite, vamos a evaluar expĺıcita-
mente ec. (3.98) en las cuñas R y F . Primero, notamos que, de la ec. (3.57) y
del hecho de que las funciones modificadas de Bessel Kiθ(mζ0) son regulares
para ζ0 -= 0 se tiene que

ĺım
θ→0

Ψθ = 0 . (3.99)

En este caso Ψ2
θ es un factor multiplicativo en C(2)

θ (x, x′). Al calcular el
valor de expectación de φ̂(x)φ̂(x′) el procedimiento correcto es tomar el
limite θ → 0 al final del cálculo pues los operadores de campo se acoplan
a la frecuencia θ de las part́ıculas en |f〉, que corresponden a las part́ıculas
emitidas y absorbidas por la fuente.

Trabajaremos primero el caso x, x′ ∈ R, en el que podemos expresar
estos puntos en términos de las coordenadas de Rindler x = (τ, ζ), x′ =
(τ ′, ζ ′). Cuando se restringen a la cuña R, los modos de Unruh Rω toman la
froma de la Ec. (2.43). Usando el hecho de las funciones Kiω(z) son reales
siempre que ω sea real y z > 0, se tiene que

Im
(
Rθ(x)

)
= −

√
sinh(πθ)

π
sin(θτ)Kiθ(mζ) x ∈ R . (3.100)

Y entonces, de las Ecs. (3.98) y (3.57) obtenemos

C(2)
θ (x, x′) =

1
π2

q2 sinh2(πθ)ζ2
0K2

iθ(mζ0) sin(θτ) sin(θτ ′)Kiθ(mζ)Kiθ(mζ ′) .

(3.101)
donde x, x′ ∈ R. La cuña R es un conjunto abierto cuya frontera son los ho-
rizontes de Rindler, en particular, ζ, ζ ′ -= 0, de tal manera que las funciones
de Bessel Kiθ(mζ), Kiθ(mζ ′) son regulares en todo R para θ > 0. Tenemos
entonces que el cambio a segundo orden en la función de dos puntos entre
el vaćıo inercial y el estado |f〉 en la cuña R está dado por:

ĺım
θ→0

C(2)
θ (x, x′) = 0 x, x′ ∈ R . (3.102)

Este resultado es consistente con el hecho de que, como discutimos en la
sección 3.1.1, la fuente está en equilibrio térmico con el campo dentro de la
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cuña R. Cualquier observador dentro de esta cuña no será capaz de notar
cualquier cambio en el valor de expectación de T̂µν debido a la presencia de
la fuente acelerada. Es notable que la forma espećıfica del operador de dos
puntos ha jugado un papel muy especial para llegar a la ec. (3.98).

Ahora procederemos a evaluar la ec. (3.98) en la cuña F . Recordemos
que en F , τ es una coordenada espacial y ζ una temporal (cf. Eq. (1.49)).
De la ec. (2.44) se tiene que el modo Rθ(x) restringido a F toma la forma

Rθ(x) = − i

23/2

e−iθτ√
2 sinh(πθ)

[
eθπH(2)

iθ (mζ) + e−θπH(1)
iθ (mζ)

]
, (3.103)

donde x ∈ F y las coordenadas (τ, ζ) están definidas en la ec. (1.49) y H(1),(2)
iθ

son funciones de Hankel. Usando las definiciones de H(1),(2)
iθ en términos de

funciones de Bessel, ec. (A.10) y ec. (A.11), se sigue inmediatamente que

Im
(
Rθ(x)

)
= − 1

4
√

sinh(πθ)

(
e−iθτJ−iθ(mζ) + eiθτJiθ(mζ)

)
, (3.104)

donde x ∈ F . Ahora, usando las ec. (3.57) y ec. (3.104) se tiene que

ĺım
θ→0

C(2)
θ (x, x′) = q2ζ2

0K2
0 (mζ0)J0(mζ)J0(mζ ′) (3.105)

para cualesquiera x, x′ ∈ F .Compárese esta ecuación con la ec. (3.102).
Esta expresión representa el cambio (¡distinto de cero!) en la función de dos
puntos dentro de la cuña F debida a la interacción. Contiene la información
del campo radiado por la fuente hacia la cuña F . La ec. (3.105) no es válida
en los horizontes.

En la sección 3.3.5 hacemos el cálculo del mismo cambio en la función de
dos puntos, Tr(φ̂(x)φ̂(x′)δρ̂) con x, x′ ∈ F , pero en un marco de referencia
inercial y obtenemos exactamente la ec. (3.105). Entonces, al menos para el
caso particular que nos concierne ambas descripciones del campo cuántico,
la inercial y la de Unruh, producen los mismos resultados f́ısicos.

3.3.4. Cálculo de la contribución al cambio de la función de dos
puntos

En la sección 3.3.3 se hacen varios cálculos a segundo orden de valores
de expectación de φ̂(x)φ̂(x′). En esta sección vamos a poner los detalles del
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cálculo del término a segundo orden de Tr
(
ρ̂R

f φ̂R(x)φ̂R(x′)
)
, que corresponde

a la ec. (3.94); todos los demás cálculos son análogos a éste.
El estado |f〉 toma la forma (2.56) en la cuantización de Unruh. De la

ec. (3.51) se puede expresar la función de correlación de ese estado, F (J,K)
en términos de su expansión perturbativa:

F (J,K) = F0(J,K) + F1(J,K) + F2(J,K) +O(q3), (3.106)

donde el primer término es F0(J,K) = QFvac(J,K) (Q se define arriba de la
ec. (3.52)), y Fvac(J,K) es la función de correlación del vaćıo de Minkowski
|0M 〉, definida por la ec. (2.80):

Fvac(J,K) = Z1/2e−πE(K)δ(J,K), (3.107)

donde Z es el factor de normalización definido en (3.39). Para poder expresar
los demás términos en (3.106), resulta útil definir el factor de normalización
Nα

θ (K) por

Nα
θ (K) =

{ √
Kθ + 1 α = +√
Kθ α = − , (3.108)

donde Kθ es el contenido de part́ıculas con frecuencia centrada ω = θ del
estado |K〉L,R. Usando la ec. (3.58) en la ec. (3.51) se tiene que

F0(J,K) = QZ1/2e−πE(K)δ(J,K), (3.109)

F1(J,K) = −iZ1/2Ψθ e−πE(J)
(
N+

θ (J)δ(K, J + 1θ)+

+ N−
θ (J)δ(K, J − 1θ)

)
, (3.110)

F2(J,K) = −1
2
Z1/2Ψ2

θ e−πE(J)
(
N−

θ (J)N−
θ (J − 1θ) δ(K, J − 2θ)+

+ 2N−
θ (J)N+

θ (J − 1θ) δ(K, J)+

+ N+
θ (J)N+

θ (J + 1θ) δ(K, J + 2θ)
)
, (3.111)

donde la ecuación (3.109) se obtiene de agregar el factor Q a la ec. (2.80) y
E(J) está definido por la ec. (2.54). Las funciones δ están definidas por la
ec. (2.55). La etiqueta J − 1θ del estado que aparece en el último término
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del lado derecho de la ec. (3.110) corresponde al contenido de part́ıculas de
un estado normalizado |J − 1θ〉R definido por

r̂θ |J〉R = N−
θ (J) |J − 1θ〉R , (3.112)

donde J − 1θ = {Jω0 , . . . , Jθ − 1, . . . }. Los términos similares en (3.109),
(3.110) y (3.111) se definen análogamente.

La matriz de densidad del estado |f〉 toma la forma

ρ̂f = |f〉 〈f | =
∑

J,K,J ′,K′
F (J,K)F (J ′,K ′)∗ |J〉L |K〉R

〈
J ′

∣∣
L

〈
K ′∣∣

R
. (3.113)

Vamos a reescribirla en términos de su expansión perturbativa como

ρ̂f = ρ̂(0)
f + ρ̂(1)

f + ρ̂(2)
f +O(q3) (3.114)

Usando las ecuaciones (3.109), (3.110) y (3.111) en la ec. (3.113), identifi-
cando términos y tomando la traza parcial sobre L obtenemos que

ρ̂R(2)
f = ZΨ2

θ

[
− 1

2
(e−2πθ − 1)2ρ̂a − 1

2
(e2πθ − 1)2ρ̂b + ρ̂c

]
, (3.115)

donde

ρ̂a =
∑
K

e−2πE(K)
√

Kθ + 2
√

Kθ + 1 |K〉R 〈K + 2θ|R , (3.116)

ρ̂b =
∑
K

e−2πE(K)
√

Kθ

√
Kθ − 1 |K〉R 〈K − 2θ|R , (3.117)

ρ̂c =
∑
K

e−2πE(K)
(
−2Kθ + e2πθKθ + e−2πθ(Kθ + 1)

)
|K〉R 〈K|R (3.118)

Vamos a denotar al operador del campo en la cuña R como

φ̂R(x) =
∑

α=+,−

∞∑
m=0

Rα
ωm

(x)r̂α
ωm

, (3.119)

donde

R+
ωm

(x) = R∗ωm
(x), R−ωm

(x) = Rωm(x), r̂+
ωm

= r̂†ωm
, r̂−ωm

= r̂ωm .

(3.120)
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Usando las ecuaciones (3.119) y (3.116) podemos calcular la siguiente traza

Tr
(
ρ̂aφ̂R(x)φ̂R(x′)

)
=

∑
K

∑
α,α′

∞∑
m,n=0

e−2πE(K)
√

Kθ + 2
√

Kθ + 1×

×Nα′
ωn

(K)Nα
ωm

(K + 1α′
ωn

)×Rα
ωm

(x)Rα′
ωn

(x′)R

〈
K + 2θ|K + 1α

ωm
+ 1α′

ωn

〉
R

,

(3.121)

donde
∣∣K + 1±ωm

〉
R
≡ |K ± 1ωm〉R. El ‘bracket’ que aparece en el lado dere-

cho de la ec. (3.121) es

R

〈
K + 2θ|K + 1α

ωm
+ 1α′

ωn

〉
R

= δα,+ δα′,+ δωm,θ δωn,θ. (3.122)

De aqúı se puede ver que sólo hay contribución a la ec. (3.121) cuando el
operador φ̂R(x)φ̂R(x′) crea dos part́ıculas en el modo ω = θ en el ‘estado’
definido por ρ̂a. Usando la ec. (3.122) en la ec. (3.121) se tiene que

Tr
(
ρ̂aφ̂R(x)φ̂R(x′)

)
= R∗θ(x)R∗θ(x

′)
∑
K

e−2πE(K)(Kθ + 2)(Kθ + 1). (3.123)

Para evaluar la suma en el lado derecho de la ec. (3.123) hay que notar que
de la ec. (2.57) se tiene∑

K

e−2πE(K)f(Kθ) =
∞∑

Kθ=0

e−2πθKθf(Kθ)×
∞∏

m=0
ωm '=θ

∞∑
Kωm=0

e−2πωmKωm

= 〈0M |0M 〉 (1− e−2πθ)
∞∑

Kθ=0

e−2πθKθf(Kθ),

(3.124)

donde f(Kθ) es cualquier función de Kθ y 〈0M |0M 〉 está definido por la
ec. (2.82).

Para su uso posterior, es conveniente definir aqúı la siguiente funcional
que nos ayudará a reducir la notación

Gθ[f(Kθ)] ≡
∞∑

Kθ=0

e−2πθKθf(Kθ). (3.125)

Usando la ec. (3.124), la ec. (3.123) toma la forma

Tr
(
ρ̂aφ̂R(x)φ̂R(x′)

)
= 〈0M |0M 〉 2

(1− e−2πθ)2
R∗θ(x)R∗θ(x

′), (3.126)



3.3 Cambios en la matriz de densidad 81

donde hemos usado que

Gθ[(Kθ + 2)(Kθ + 1)] =
2

(1− e−2πθ)3
. (3.127)

Análogamente, se tiene que

Tr
(
ρ̂bφ̂R(x)φ̂R(x′)

)
= 〈0M |0M 〉 2

(e2πθ − 1)2
Rθ(x)Rθ(x′). (3.128)

Antes de calcular expĺıcitamente Tr
(
ρ̂cφ̂(x)φ̂(x′)

)
vamos a definir

Hωm [K](x, x′) ≡ KωmR∗ωm
(x)Rωm(x′)+ (Kωm +1)Rωm(x)R∗ωm

(x′). (3.129)

Se puede ver que

Tr
(
ρ̂R
vacφ̂R(x)φ̂R(x′)

)
=

∑
K

e−2πE(K)
∞∑

m=0

Hωm [K](x, x′). (3.130)

Ahora calculamos

Tr
( ∑

K

e−2πE(K)
[
e2πθKθ + e−2πθ(Kθ + 1)

]
|K〉R 〈K|R φ̂R(x)φ̂R(x′)

)
=

=
∑
K

e−2πE(K)
[(

e2πθK2
θ + e−2πθKθ(Kθ + 1)

)
R∗θ(x)Rθ(x′)

+
(
e2πθKθ(Kθ + 1) + e−2πθ(Kθ + 1)2

)
Rθ(x)R∗θ(x

′)
]

+
∑
K

e−2πE(K)
(
e2πθKθ + e−2πθ(Kθ + 1)

) ∞∑
m=0
ωm '=θ

Hωm [K](x, x′).

(3.131)

Vamos a usar ciertas propiedades de Gθ[f(Kθ)]; de la ec. (3.125) se pueden
probar directamente las siguientes:

e2πθGθ[K2
θ ] + e−2πθGθ[Kθ(Kθ + 1)] = Gθ[Kθ(2Kθ + 1)] + Gθ[1], (3.132)

e2πθGθ[Kθ(Kθ + 1)] + e−2πθGθ[(Kθ + 1)2] =

= Gθ[(2Kθ + 1)(Kθ + 1)] + Gθ[1], (3.133)

e2πθGθ[Kθ] + e−2πθGθ[(Kθ + 1)] = Gθ[(2Kθ + 1)]. (3.134)
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Ahora, usamos la ec. (3.124) para simplificar el lado derecho de la ec. (3.131).
Usando las ecuaciones (3.132)-(3.134) se tiene que

Tr
( ∑

K

e−2πE(K)
[
e2πθKθ + e−2πθ(Kθ + 1)

]
|K〉R 〈K|R φ̂R(x)φ̂R(x′)

)
=

= 〈0M |0M 〉
(
R∗θ(x)Rθ(x′)+Rθ(x)R∗θ(x

′)
)
+

∑
K

e−2πE(K)
(
2Kθ+1)

) ∞∑
m=0

Hωm [K](x, x′).

(3.135)

Entonces, de la ec. (3.135) se tiene que (ver la ec. (3.118))

Tr
(
ρ̂cφ̂R(x)φ̂R(x′)

)
= 〈0M |0M 〉

(
R∗θ(x)Rθ(x′) + Rθ(x)R∗θ(x

′)
)
+

+ Tr
(
ρ̂R
vacφ̂R(x)φ̂R(x′)

)
, (3.136)

donde también hemos usado la ec. (3.130). Finalmente, de la ecuaciones
(3.126), (3.128), (3.136) y (3.115) llegamos a

Tr
(
ρ̂R(2)

f φ̂R(x)φ̂R(x′)
)

= Ψ2
θ

(−Rθ(x)Rθ(x′)−R∗θ(x)R∗θ(x
′)+

+ R∗θ(x)Rθ(x′) + Rθ(x)R∗θ(x
′)
)

+ ZΨ2
θTr

(
ρ̂R
vacφ̂R(x)φ̂R(x′)

)
, (3.137)

y de aqúı la ec. (3.94) se sigue directamente. En el apéndice B obtenemos
este mismo resultado sin usar el lenguaje de los operadores de densidad.

3.3.5. Cambios en la función de dos puntos en términos de un
observador inercial

En esta sección realizamos el mismo cálculo con el que obtuvimos la
ec. (3.105), pero desde el punto de vista de un observador inercial, cuyos
modos del campo están definidos con respecto al campo de Killing temporal
ta. En este caso la fuente escalar, ec. (3.54), está dada por

j(x) = qζ0
δ(z −√

t2 + ζ2
0 )√

t2 + ζ2
0

(3.138)

donde ζ0 = 1/a y a es la aceleración de la fuente. Sea ψp(x) una onda plana
con frecuencia ωp = +

√
p2 + m2,

ψp(x) =
1√

2π
√

2ωp
e−iωpt+ipz. (3.139)
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Usando el operador de campo

φ̂(x) =
∫ ∞

−∞
dp

(
ψp(x)âp + ψ∗p(x)â†p

)
(3.140)

en las Ecs. (3.45) y (3.46) se puede ver que el cambio en 〈φ̂(x)φ̂(x′)〉 entre
los estados |f〉 y |0M 〉, renormalizado a segundo orden, está dado por

C(2)
in (x, x′) = 4Im[Q(x)]Im[Q(x′)] (3.141)

donde
Q(x) =

∫
M

d2x′
∫ ∞

−∞
dp j(x)ψ∗p(x

′)ψp(x) (3.142)

Para el campo escalar la función de dos puntos está dada por

i∆(+)(x, x′) ≡ 〈0M | φ̂(x)φ̂(x′) |0M 〉 =
∫ ∞

−∞
dp ψ∗p(x

′)ψp(x) (3.143)

donde [28]

∆(+)(x, 0) =
1
4
×


H(2)

0 (m
√

t2 − z2) t > |z|
2i
π K0(m

√
z2 − t2) |t| < |z|

−H(1)
0 (m

√
t2 − z2) t < − |z|

. (3.144)

Vamos a hacer el cálculo para x ∈ F . Usando el hecho de que ∆(+)(x, x′) =
∆(+)(x− x′, 0) y la ec. (3.144) se puede ver que

Im[Q(x)] =
qζ0

4

∫ t−

−∞
dt′√

t′ 2 + ζ2
0

J0(m
√
−2σ(t′)) (3.145)

donde
σ(t′) =

1
2

(
−(t− t′)2 +

(
z −

√
t′ 2 + ζ2

0

)2
)

(3.146)

y σ(t−) = 0. Para obtener la ec. (3.145) usamos H(2)
ν (y) = Jν(y)− iYν(y) y

el hecho de que J0(y), Y0(y) son reales para y ≥ 0. Haciendo el cambio de
variables t′ = ζ0 sinh(τ/ζ0) y u =

√−2σ(τ) obtenemos

Im[Q(x)] =
qζ0

2

∫ ∞

0

uJ0(mu)√
4ζ2

0ζ2 + (u2 + ζ2
0 − ζ2)2

du =
qζ0

2
K0(mζ0)J0(mζ)

(3.147)
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donde hemoso usado que x = (t, z) y t = ζ cosh(τp/ζ0), z = ζ sinh(τp/ζ0)
(cf. ec. (1.49)). La derivación que lleva a la segunda igualdad en ec. (3.147)
es análoga a la que lleva a la ecuación §13.54(1) de Watson [44].

Entonces, hemos probado que

C(2)
in (x, x′) = q2ζ2

0K0(mζ0)2J0(mζ)J0(mζ ′) (3.148)

que coincide funcionalmente con la ec. (3.105). En este cálculo uno debe
de aplicar el teorema de Wick con las nociones de tiempo y ordenamiento
normal asociadas a la coordenada temporal inercial t. Sin embargo, es nota-
ble que esta elección de coordenada temporal no aparece en el cambio f́ısico
de la función de dos puntos, sino sólo en los términos de renormalización.
Nótese que, en contraste con el cálculo en el marco de referencia acelerado,
en este caso no fue necesaria la introdución de un regulador en la corriente,
ni ningún corte como en el cálculo de [19].

3.4. Ejemplo de interferencia entre las cuñas L y R: dos
fuentes con aceleraciones opuestas

Como vimos en la sección 3.3.3, la matriz de enredamiento no juega
ningún papel significativo en el cambio del valor de expectación de T̂µν para
la interacción de una fuente acelerada con el vaćıo inercial. Sin embargo, la
presencia de otra fuente acelerada en la cuña L puede afectar al enredamiento
del estado final y, en este caso, ρ̂e podŕıa contribuir al cambio en el valor
de expectación de T̂µν . En efecto, las contribuciones al cambio en la función
de dos puntos debidas al cambio en el operador de enredamiento se daŕıan
sólo cuando se evalúan las partes combinadas LR del producto φ̂(x)φ̂(x′);
esto es, φ̂L(x)φ̂R(x′) + φ̂L(x′)φ̂R(x). En el apéndice B argumentamos que
estas contribuciones podŕıan ocurrir si la fuente que perturba al campo tiene
soporte en ambas cuñas.

Supongamos que, adicionalmente a la part́ıcula escalar que hemos consi-
derado en las secciones anteriores, tenemos una part́ıcula escalar extra, que
se acelera uniformemente en la cuña L y con carga escalar q̃. La perturba-
ción producida en el campo por este par de part́ıculas está definida por la
corriente

j(x) =

{
jL(x) x ∈ L

jR(x) x ∈ R
, (3.149)
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donde

jL(x) = q̃ cos(θ̃ τL)δ(ζL − ζ̃0) jR(x) = q cos(θ τR)δ(ζR − ζ0). (3.150)

Las coordenadas de Rindler en la cuña L, (τL, ζL) están dadas por la ec. (1.48).
Para evitar confusiones, en esta sección vamos a denotar a las coordenadas
de Rindler en la cuña R por (τR, ζR) (originalmente hab́ıamos usado (τ, ζ)).
Nótese que los factores oscilantes en la corriente tienen diferentes frecuencias
para garantizar que las fuentes sean independientes entre śı.

Usando la ec. (3.45) para j(x) dada por la expresión (3.149) se tiene que

Ŝ′ = T̂ exp
[− i[(φ̂L

I ⊗ 1̂R) + (1̂L ⊗ φ̂R
I )]

]
=

= T̂ exp[−iφ̂L
I ]⊗ exp[−iφ̂R

I ] ≡ ŜL ⊗ ŜR, (3.151)

donde
φ̂L

I = Ψθ̃

(
l̂θ̃ + l̂†

θ̃

)
, φ̂R

I = Ψθ

(
r̂θ + r̂†θ

)
, (3.152)

y T̂ es el operador de ordenamiento temporal. En este caso tenemos dos
coordenadas temporales independientes τL y τR, por lo que T̂ va a ordenar
temporalmente los operadores L y R independientemente (nótese además
que φ̂L y φ̂R conmutan). El factor Ψθ para la carga en la cuña R está dado
por la ec. (3.57); el factor Ψθ̃ para la carga en la cuña izquierda está dado
por

Ψθ̃ = q̃
√

sinh(πθ̃) ζ̃0Kiθ̃(mζ̃0). (3.153)

Sea |g〉 el estado final del campo generado por esta interacción. Análo-
gamente a la ec. (3.66), en este caso, su matriz de densidad toma la forma

ρ̂g = ρ̂L
g ⊗ ρ̂R

g + ρ̂e
g, (3.154)

donde

ρ̂L
g = ŜLρ̂L

vacŜ
†
L, ρ̂R

g = ŜRρ̂R
vacŜ

†
R, ρ̂e

g = Ŝ′ρ̂e
vacŜ

′†. (3.155)

Entonces, el cambio en el estado en términos del cambio en los operadores
de densidad es

δρ̂g = ρ̂L
vac ⊗ δρ̂R

g + δρ̂L
g ⊗ ρ̂R

vac + δρ̂L
g ⊗ δρ̂R

g + δρ̂e
g, (3.156)
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donde δρ̂g = ρ̂g − ρ̂vac y todas las demás diferencias están definidas análo-
gamente.

Vamos a calcular ahora el cambio Tr(φ̂φ̂′δρ̂g). Análogamente al caso de
una sola part́ıcula acelerada, el primer término relevante es el de segundo
orden en q y q̃. Usando las ecuaciones (3.72) y (3.156) se puede ver que

Tr(φ̂φ̂′δρ̂(2)
g ) =TrL (φ̂Lφ̂′Lδρ̂L (2)

g ) + TrR (φ̂Rφ̂′Rδρ̂R (2)
g )

+ ZΨ2
θTrL (φ̂Lφ̂′Lρ̂L

vac) + ZΨ2
θ̃
TrR (φ̂Rφ̂′Rρ̂R

vac)

+ Tr
(
(φ̂Lφ̂′R + φ̂Rφ̂′L) δρ̂L (1)

g ⊗ δρ̂R (1)
g

)
+ Tr

(
(φ̂Lφ̂′R + φ̂Rφ̂′L)δρ̂e

g

)
.

(3.157)

Los primeros cuatro términos en el lado derecho de la ec. (3.157) son análogos
a la ec. (3.93) y ec. (3.94) para el caso de un única fuente escalar. De hecho,
se tiene que

Tr(φ̂Rφ̂′Rδρ̂R(2)
g ) = 4Ψ2

θ Im[Rθ(x)] Im[Rθ(x′)] + ZΨ2
θTr

(
ρ̂R
vacφ̂R(x)φ̂R(x′)

)
(3.158)

Tr(φ̂Lφ̂′Lδρ̂L(2)
g ) = 4Ψ2

θ̃
Im[Lθ̃(x)] Im[Lθ̃(x

′)] + ZΨ2
θ̃
Tr

(
ρ̂L
vacφ̂L(x)φ̂L(x′)

)
.

(3.159)
Similarmente a la ec. (3.82), se puede ver que

δρ̂L (1)
g = −i(φ̂L

I ρ̂L
vac − ρ̂L

vacφ̂
L
I ) (3.160)

δρ̂R (1)
g = −i(φ̂R

I ρ̂R
vac − ρ̂R

vacφ̂
R
I ) (3.161)

y de estas ecuaciones se tiene que

Tr
(
(φ̂Lφ̂′R + φ̂Rφ̂′L) δρ̂L (1)

g ⊗ δρ̂R (1)
g

)
=

= 4Ψθ̃Ψθ

(
Im(Lθ̃(x))Im(Rθ(x′)) + Im(Rθ̃(x))Im(Lθ(x′))

)
(3.162)

Por otro lado, se puede probar que la contribución de segundo orden al cam-
bio en la función de dos puntos relacionada con el operador de enredamiento
es

Tr
(
(φ̂Lφ̂′R + φ̂Rφ̂′L)δρ̂e (2)

g

)
= Z

(
Ψ2

θ̃
+ Ψ2

θ

)
Tr

(
(φ̂Lφ̂′R + φ̂Rφ̂′L)ρ̂vac

)
, (3.163)

que, como en el caso de una sola fuente, también corresponde a términos
que serán absorbidos en el valor final del cambio en el valor de expectación.
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Sumando todas las contribuciones, la ec. (3.157) toma la forma

Tr(φ̂φ̂′δρ̂(2)
g ) =4

[
Ψθ̃Im(Lθ̃(x)) + ΨθIm(Rθ(x))

][
Ψθ̃Im(Lθ̃(x

′)) + ΨθIm(Rθ(x′))
]

+ Z
(
Ψ2

θ̃
+ Ψ2

θ

)
Tr

(
φ̂(x)φ̂(x′)ρ̂vac

)
(3.164)

Entonces, el cambio en la función de dos puntos renormalizado y a segundo
orden queda

Tr(φ̂renφ̂′renδρ̂g ren) = 4
[
Ψθ̃Im(Lθ̃(x)) + ΨθIm(Rθ(x))][

Ψθ̃Im(Lθ̃(x
′)) + ΨθIm(Rθ(x′))

]
+ . . . (3.165)

Después de tomar los ĺımites θ̃, θ → 0 y evaluar en x = (τF , ζF ) y x′ =
(τ ′F , ζ ′F ) se obtiene

ĺım
θ̃,θ→0

Tr(φ̂ren(x)φ̂ren(x′)δρ̂g ren) =
(
q̃ζ̃0K0(mζ̃0)+qζ0K0(mζ0)

)2
J0(mζF )J0(mζ ′F ).

(3.166)
Como se esperaba, si apagamos la carga en la cuña L (q̃ → 0) recobramos
nuestro resultado previo para una sola carga, la ec. (3.105). Para el caso de
dos cargas aceleradas resulta que toda la contribución al cambio en la función
de dos puntos viene únicamente del cambio en las matrices de densidad
reducidas en cada cuña, δρ̂L

g , δρ̂R
g . En particular, el término de interferencia,

ec. (3.162), está determinado por este último par de operadores. Esto es,
para el caso que hemos analizado, toda la información en el cambio en el
valor de expectación T̂µν está codificada únicamente en δρ̂L

g , δρ̂R
g .

3.5. Discusión

Uno de los principales objetivos del análisis desarrollado en este caṕıtulo
fue reconciliar el hecho de que el estado final del campo parece ser el mismo
estado térmico que el estado de vaćıo de Minkowski en ambas cuñas de Rind-
ler, con el hecho de que en la cuña F se espera un cambio en los observables
del campo. Este problema se planteó en términos de una descomposición en
el operador de densidad del estado del campo que revelara la información
pertinente en el cambio en el valor de expectación de T̂µν . En un principio
se pensó que, como como no hay un cambio en el valor de expectación de
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T̂µν en las cuñas R y L, el cambio f́ısico en la cuña F no podŕıa ser induci-
do por los comportamientos particulares del estado cuando se le restringe a
cada cuña. En este caso, la información acerca de este cambio debeŕıa estar
codificada en alguna parte del estado que no está representada por algu-
na de las matrices de densidad restringidas ρ̂L

f y ρ̂R
f (o en sus respectivos

cambios). En este sentido, propusimos la descomposición de ρ̂f dada por la
ec. (3.34) con la introducción particular del ‘operador de enredamiento’ ρ̂e.
Como explicamos en la sección 3.3.2, este operador no juega ningún papel
cuando se calculan valores de expectación de observables localizados en las
cuñas L y R y, por lo tanto, resultaba un buen candidato para contener la
inofrmación del cambio de 〈T̂µν〉 en la cuña F . Sin embargo, calculamos este
cambio de manera perturbativa y encontramos que tiene contribuciones sólo
del cambio en el operador de densidad que describe al estado en la cuña R,
(ver las ecuaciones (3.94) y (3.97)). Esto es, cuando evaluamos 〈T̂µν〉 en las
cuñas L y R, su cambio está determinado únicamente por la caracterización
del cambio en el estado en la cuña R. Este resultado contrasta con nues-
tra expectativa inicial de que la información en el cambio de 〈T̂µν〉 estaŕıa
codificada en el cambio en el operador de enredamiento, δρ̂e.

Para obtener este resultado, se tuvo que introducir a priori una fun-
ción reguladora, cos(θτ), en la corriente que describe a la carga (escalar)
uniformemente acelerada y llevar a cabo un ĺımite θ → 0 al final de los
cálculos. Como se mencionó arriba, este regulador está inspirado en el análi-
sis sobre un caso parecido al nuestro y que explicamos en la sección 3.1. A
pesar de que esta elección de regulador fue motivada heuŕısticamente, hemos
demostrado que cuando el cálculo del mismo cambio de valor de expecta-
ción, 〈φ̂(x)φ̂(x′)〉, se realiza en términos de la cuantización del campo en
ondas planas (descripción inercial) se obtienen los mismos resultado que en
la cuantización de Unruh usando el regulador (ver la sección 3.3.5).

Se puede dar una explicación de la validez f́ısica del regulador que usa-
mos como sigue. En principio, uno quisiera describir la radiación generada
por una part́ıcula cargada real (y no simplificada), que debe ser descrita
como un objeto cuántico. Sin embargo, esta descripción es inconsistente con
la descripción de la fuente como una part́ıcula con aceleración uniforme pues
una part́ıcula cuántica no se mueve en una trayectoria definida y, por lo tan-
to, asignarle una aceleración propia constante es imposible. Por otro lado, la
naturaleza del campo cuántico es distribucional , por lo que una descripción
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correcta de la fuente se debe de hacer en términos de funciones de sopor-
te compacto (nótese que la ec. (3.55) no tiene esta propiedad). Esto es, en
términos cuánticos la fuente debe corresponder a un objeto extendido. A uno
de estos objetos tampoco se le puede asignar de manera natural una acele-
ración propia constante: si el objeto debe de mantener su ‘forma’ a lo largo
de su trayectoria , entonces ciertas partes de él deben tener, necesariamente,
diferentes aceleraciones propias.

Sin embargo, modelar la fuente en términos de una fuente clásica y pun-
tual (con una aceleración propia definida), junto con cierto tipo de regulador,
produce resultados f́ısicamente correctos y que son completamente consisten-
tes con el Principio de Equivalencia. El regulador usado en [20] consistió en
la introducción de una oscilación artificial, con frecuencia θ, en la magnitud
de la carga acelerada para poder controlar las expresiones 0 ×∞ mientras
se llevaba a cabo el cálculo y al final de este retornar a la fuente original
tomando el ĺımite θ → 0. Esto es, estamos entonces asumiendo que la intro-
ducción de tal regulador, junto con la prescripción de tomar el ĺımite θ → 0
en los valores de expectación, sólo hasta el final del cálculo, reflejan de ma-
nera efectiva la descripción de una part́ıcula cuántica cargada en interacción
con el campo. Sin embargo, para que los resultados que obtuvimos sean más
sólidos, se debeŕıa confirmar que se obtienen los mismos resultados para una
clase más amplia de funciones reguladoras.

De estas consideraciones se sigue que los cálculos que hemos hecho tienen
sentido sólo si se toma el ĺımite θ → 0 ya que se ha terminado el cálculo de
los valores de expectación cuando θ -= 0. De hecho, uno podŕıa estar tentado
a tomar este ĺımite directamente en la matriz de densidad ρ̂f del estado.
Ignorando por el momento detalles acerca de ĺımites de operadores se puede
ver que, debido a que el factor Ψθ que multiplica todas las expresiones
se va a cero cuando θ → 0, cada término en la expansión de ρ̂f se hace
cero, exceptuando aquéllos términos proporcionales a ρ̂vac. Entonces, uno
concluiŕıa que no ha habido ningún cambio en el estado del campo en la
cuña R debido a la presencia de la carga acelerada. Como hemos visto, éste
cambio del estado, es el único factor que contribuye al cambio en el valor de
expectación de T̂µν , por lo que llegaŕıamos a la conclusión errónea de que
no hay un cambio en esta cantidad.

De los cálculos en la sección 3.3.3 concluimos que el cambio en 〈T̂µν〉
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está codificado en δρ̂R
f . Ahora queremos discutir cómo es que se codifica

esta información. La respuesta a esta pregunta recae en un sutil juego entre
el operador de campo φ̂(x) y la estructura de la matriz de densidad en el
formalismo de observadores acelerados. Veamos algunos detalles espećıficos
de nuestro cálculo: El factor Ψθ en el término de segundo orden en ρ̂R

f viene
del hecho de que la fuente está localizada en la cuña R. En esta región los
modos de Unruh Rθ(x) → 0 cuando θ → 0 (siempre que x no esté en el
horizonte, ver el apéndice A). Al calcular Tr(φ̂Rφ̂′Rρ̂R (2)

f ), los operadores de
campo son sensibles a la frecuencia θ. De hecho, estos operadores sólo excitan
modos con ωθ como se puede esperar por consideraciones de conservación de
enerǵıa de Rindler. La forma particular de ρ̂R

f determina la estructura de las
contribuciones dada por la ec. (3.98), que a su vez, debido a los diferentes
comportamientos de los modos de Unruh en las diferentes cuñas, se anula
en R mientras que en F , no es idénticamente cero.

Nuestra interpretación de estos resultados es la siguiente. Los modos con
enerǵıa de Rindler cero (que , de hecho, son de gran interés en la definción
formal de la cuantización de Unruh como explicamos en la sección 2.2.3),
son, en efecto, esenciales para obtener una descripción idéntica tanto en el
marco acelerado como en el marco inercial. F́ısicamente, se puede pensar
que estos modos son excitados por las fluctuaciones cuánticas más débiles
de una part́ıcula cuántica realista, y esta excitación se manifiesta determi-
nantemente en la cuña F . Estos resultados parecer estar en concordancia
con los obtenidos en [20], donde se argumenta que los modos de enerǵıa cero
son indetectables (usando una definición apropiada de detectabilidad) cuan-
do se confinan a la cuña R. Finalmente, creemos que el análisis desarrollado
en este caṕıtulo ha ayudado a clarificar los cuestionamientos generados en
la sección 3.1.1.

! ! !



Caṕıtulo 4

Conclusiones

Hemos presentado varias situaciones en las que ‘se pone a prueba’ el
Principio de Equivalencia. Desde las posibles objeciones entre este principio
y el análisis clásico de la radiación de cargas aceleradas, hasta las aparentes
contradicciones entre el hecho de que un observador acelerado no ve ningún
cambio en el estado del campo cuántico con la presencia de la radiación
en otra región del espacio-tiempo. Como se ha visto de estos análisis, la
radiación es un fenómeno dependiente del observador y tomando esto en
cuenta desaparecen las contradicciones. En todo el trabajo hemos hecho
énfasis en la manera en que se describe la radiación para cada caso y para
cada observador.

Para analizar el caso cuántico, en el caṕıtulo 3 introducimos un elemento
nuevo que no se hab́ıa tratado en la literatura al respecto. Dado que desde el
punto de vista de observadores acelerados el campo cuántico se describe en
términos de un sistema compuesto, ciertos estados, como el estado de vaćıo
de Minkowski y el estado que resulta de la interacción de la fuente acelerada
con el campo son estados enredados. A diferencia del caso mecánico-cuántico
en el que los estados compuestos se refieren a estados de dos part́ıculas, por
ejemplo; en el caso de la cuantización de Unruh del campo los subsistemas
involucrados son las restricciones del mismo campo a las cuñas L y R. Fuera
de estas regiones, el estado del campo se debe de describir usando el estado
compuesto. Como el ‘enredamiento’ no se manifiesta en mediciones sobre
los subsistemas, en un principio pensamos que el enredamiento jugaŕıa un
rol importante en la información f́ısica del estado cuántico fuera de la doble
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cuña L ∪ R. Sin embargo, después de un cálculo cuidadoso conclúımos que
este no fue el caso, sino que esta información, para la situación particular
que analizamos (el estado final debido a la interacción de una carga acelera-
da y el valor de expectación del tensor de enrǵıa-momento en este estado)
se encontraba en la restricción del estado a la cuña R. Este análisis nos
permitió responder claramente a la pregunta que motivó el trabajo. Sin em-
bargo, puede ser el caso que en otras situaciones, como por ejemplo, usando
la misma interacción pero estudiando el valor de expectación de otro tipo de
operadores, en efecto, el enredamiento aparezca en la información del estado
fuera de la doble cuña. Nuestro trabajo da pie a continuar con este tipo de
análisis.

Adicionalmente, hay una situación técnicamente análoga a la que hemos
estudiado, que indica que una part́ıcula estacionaria fuera del horizonte de
una agujero negro estacionario podŕıa estar ‘emitiendo’ hacia su interior.
Este trabajo muestra un camino claro para estudiar los cambios en el tensor
de enerǵıa momento en esa situación.

! ! !



Apéndice A

Representaciones y
comportamiento en los
horizontes de los modos de
Unruh

A.1. Representaciones sobre las diferentes cuñas de Rindler

Dado que hemos introducido los modos de Unruh en términos de los
modos de boost, ec. (2.41), podemos obtener la expresión funcional de los
modos de Unruh en las diferentes cuñas de Rindler mediante las representa-
ciones (distribucionales) de los modos de boost, ec. (2.35), en estas regiones.
Como mencionamos en el caṕıtulo 2, los modos de boost tienen sentido como
distribuciones sobre el espacio-tiempo de Minkowski, (M). Las funciones de
prueba que consideramos son las funciones infinitamente diferenciables y de
soporte compacto en M , C∞

0 (M). Con este sentido, la acción de un modo
de boost sobre la función f está dada por

Bω[f ] =
∫

R
Bω(x)f(x)d2x . (A.1)

Notemos que, para encontrar la expresión de los modos de boost en (el
interior) de las diferentes cuñas de Rindler, se deben considerar funciones
de prueba con soporte en el interior de la cuña respectiva. Sea f ∈ C∞

0 (R).
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La acción de Bω sobre f , Bω[f ], está dada por

Bω[f ] =
∫

R
d2x

∫ ∞

−∞
dθ e−iωθ eim(z sinh(θ)−t cosh(θ)f(t, z), (A.2)

donde x = (t, z) y hemos usado la expresión funcional de los modos de boost,
ec. (2.35). Expresando la ec. (A.2) en términos de las coordenadas de Rindler
(τ, ζ) en la cuña R, ec. (1.47), se tiene que

Bω[f ] =
1

23/2π

∫
R

d2x

∫ ∞

−∞
dθe−iωθeimζ sinh(θ−τ) f(τ, ζ). (A.3)

Usando la siguiente propiedad de las funciones de Bessel modificadas (o de
Macdonald) [12]:

Kν(u) =
1
2
e

iνπ
2

∫ ∞

−∞
eναe−iu sinh(α) dα, (A.4)

se puede ver que

Bω[f ] =
1

π
√

2
e

ωπ
2

∫
R

d2xe−iωτKiω(mζ)f(τ, ζ). (A.5)

De esta ecuación se puede ver que la restricción a la cuña R de la distribución
Bω está dada por [28]

Bω

∣∣
R

(x) =
1

π
√

2
e

ωπ
2 e−iωτKiω(mζ). (A.6)

Con un procedimiento análogo, se puede ver que las restricciones de los
modos de boost a las demás cuñas son [28] (las coordenadas que ponemos
en estas expresiones son las respectivas a la cuña en cuestión, definidas por
las ecs. (1.48), (1.49), (1.50)):

Bω

∣∣
L

(x) =
1

π
√

2
e
−ωπ

2 eiωτKiω(mζ), (A.7)

Bω

∣∣
F

(x) = − i

23/2
e

ωπ
2 e−iωτH(2)

iω (mζ), (A.8)

Bω

∣∣
P

(x) =
i

23/2
e
−ωπ

2 e−iωτH(1)
iω (mζ), (A.9)

donde H(1),(2)
ν son funciones de Hankel definidas por [12]

H(1)
ν (z) =

1
i sin(νπ)

[
J−ν(z)− e−iνπJν(z)

]
, (A.10)
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H(2)
ν (z) =

1
i sin(νπ)

[
eiνπJν(z)− J−ν(z)

]
. (A.11)

Las restricciones de los modos de Unruh en cada cuña, (2.43)-(2.46), (2.47)-
(2.50), se obtienen, finalmente, de sustituir las expresiones que hemos pre-
sentado para los modos de boost en la definición de los modos de Unruh,
ec. (2.41).

A.2. Modos de Unruh en los horizontes

El comportamiento de los modos de Unruh en los horizontes de Rindler
resulta importante si se quieren analizar propiedades asintóticas de los esta-
dos de una part́ıcula desde el punto de vista de observadores acelerados. En
esta sección hacemos un análisis de estos comportamientos, cuyos detalles
no se encuentran en la literatura. Como vimos en la sección anterior, las
representaciones de los modos de boost y de Unruh están dadas en términos
de varios tipos de funciones de Bessel. Recordemos de la sección 1.2.1 que
en todos los sistemas de coordenadas que representan las distintas cuñas
de Rindler, los horizontes están descritos por las superficies ζ = 0. Por otro
lado, los argumentos de las funciones de Bessel que aparecen en las expresio-
nes de los modos son, en todos los casos, mζ donde m es la masa del campo
escalar y ζ es la coordenada de Rindler de la cuña en cuestión. Primero
vamos a estudiar los comportamientos de las funciones Kν y H(1),(2)

ν cuando
sus argumentos tienden a cero.

En general, todas las funciones de Bessel de argumento complejo z son
de la forma zνg(z), donde g(z) es una función anaĺıtica [12, 44], por lo que
el comportamiento singular de la función alrededor de z = 0 está gobernado
por el factor zν . Consideremos f(z) = ziω, su expansión en series de Laurent
alrededor de z = 0 está dada por

f(z) =
∞∑

n=0

anzn +
∞∑

n=1

bn

zn
, (A.12)

donde

an = (−1)n sinh(πω)
π

n + 1− iω

(n + 1)2 + ω2
,

bn = (−1)n−1 sinh(πω)
π

n− 1− iω

(n− 1)2 + ω2
.
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Dado que para ω $= 0 todas las bn son distintas de cero, se sigue que ziω tiene
una singularidad esencial en z = 0. Notemos que, sin embargo, el módulo
de la función no diverge. Apliquemos este resultado a las funciones Kν y
H(1),(2)

ν . Usando la expansión en serie de la función de Bessel Jν(z) (estamos
tomando la convención de [12], pág. 4),

Jν(z) =
(z

2

)ν
∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(ν + k + 1)

(z

2

)2k |arg(z)| < π, (A.13)

la función de Bessel Iν(z) se puede expander como

Iν(z) = e
−iνπ

2 Jν(ze
iπ
2 ) =

(z

2

)ν
∞∑

k=0

1
k!Γ(ν + k + 1)

(z

2

)2k
. (A.14)

De aqúı podemos obtener una ecuación para Kν . Expresando esta función
en términos de las funciones Iν(z) [12] y usando la ec. (A.14), se tiene

Kν(z) =
π

2 sin(νπ)
[I−ν(z)− Iν(z)]

=
π

2 sin(νπ)

∞∑
k=0

1
k!

(z

2

)2k ( (
z
2

)−ν

Γ(k + 1− ν)
−

(
z
2

)ν

Γ(k + 1 + ν)

)
.

Para ν = iω la contribución cuando z → 0 (k = 0) es:

Kiω(z) ≈ π

2i sinh(πω)

[ (
z
2

)−iω

Γ(1− iω)
−

(
z
2

)iω

Γ(1 + iω)

]
. (A.15)

Cuando z = y > 0, esta ecuación toma la forma

Kiω(x′) ≈ −
(

π

ω sinh(πω)

)1/2

sin(ω ln(y/2)), (A.16)

donde hemos usado que Γ(1+iω)Γ(1−iω) = πω
sinh(πω) y que la fase de Γ(1+iω)

es despreciable en comparación con ω ln(y/2), y << 1.
Usando (A.12) se puede ver que cuando z → 0 (hemos eliminado los

términos zk , k $= 0)

Kiω(z) ≈ −Re
(

2iω

Γ(1− iω)(1− iω)

)
+

∞∑
k=0

(−1
z

)k+1

Re
(

2iω

Γ(1− iω)(k − iω)

)
(A.17)
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De esta ecuación no se puede apreciar claramente el comportamiento
singular de Kiω. Para esto, pensemos a la función en alguna vecindad de
z = 0 como combinación lineal de ziω y z−iω, ec.(A.15). Estas últimas tie-
nen contribuciones eiω ln |z| y e−iω ln |z| respectivamente, de donde se ve que
cuando z → 0 la frecuencia de oscilación se vuelve infinita.

Por otro lado, usando (A.13) y la definición de H(1)
ν (z):

H(1)
ν (z) =

1
i sin(νπ)

[
J−ν(z)− e−iνπJν(z)

]
(A.18)

tenemos que cuando z → 0

H(1)
iω (z) ≈ −1

sinh(πω)

[ (
z
2

)−iω

Γ(1− iω)
− eωπ

(
z
2

)iω

Γ(1 + iω)

]
(A.19)

Análogamente a (A.17) tenemos

H(1)
iω (z) ≈ 1

π

(
2iω

Γ(1− iω)(1− iω)
+ eωπ 2−iω

Γ(1 + iω)(1 + iω)

)
+

1
π

∞∑
k=0

(−1)k

zk+1

(
2iω

Γ(1− iω)(k − iω)
+ eωπ 2−iω

Γ(1 + iω)(k + iω)

)
(A.20)

y para

H(2)
iω (z) =

1
i sin(νπ)

[
eiνπJν(z)− J−ν(z)

]
≈ − 1

sinhπω

[
e−ωπ

(
z
2

)iω

Γ(1 + iω)
−

(
z
2

)−iω

Γ(1− iω)

]
(A.21)

se tiene

H(2)
iω (z) ≈ −1

π

(
2iω

Γ(1− iω)(1− iω)
+ e−ωπ 2−iω

Γ(1 + iω)(1 + iω)

)
+
−1
π

∞∑
k=0

(−1)k

zk+1

(
2iω

Γ(1− iω)(k − iω)
+ e−ωπ 2−iω

Γ(1 + iω)(k + iω)

)
. (A.22)

Como se puede ver, todas estas funciones tienen un comportamiento ‘infini-
tamente oscilante’ cerca de los horizontes.
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Finalmente, usando las ecs. (A.15), (A.19) y (A.21) se tiene que, cuando
ζ → 0 (considerando τ fijo) los modos de Unruh se comportan de la siguiente
manera:

Rω|R ≈ e−iωτ

2
√

sinh(πω)

[ (
mζ
2

)−iω

Γ(1− iω)
−

(
mζ
2

)iω

Γ(1 + iω)

]
, (A.23)

Rω|F ≈ − i

2
e−iωτ√
sinh(πω)

1
Γ(1− iω)

(
mζ

2

)−iω

, (A.24)

Rω|L ≈ 0, (A.25)

Rω|P ≈ i

2
e−iωτ√
sinh(πω)

1
Γ(1 + iω)

(
mζ

2

)iω

. (A.26)

Lω|R ≈ 0, (A.27)

Lω|F ≈ − i

2
eiωτ√

sinh(πω)
1

Γ(1− iω)

(
mζ

2

)−iω

, (A.28)

Lω|L ≈ e−iωτ

2
√

sinh(πω)

[ (
mζ
2

)−iω

Γ(1− iω)
−

(
mζ
2

)iω

Γ(1 + iω)

]
, (A.29)

Lω|P ≈ i

2
eiωτ√

sinh(πω)
1

Γ(1 + iω)

(
mζ

2

)iω

. (A.30)

Estos ĺımites podŕıan ser útiles cuando se calcula la acción distribucional de
los modos de Unruh sobre funciones de prueba cuyo soporte intersecta los
horizontes.



Apéndice B

Cambios en la función de dos
puntos en términos de
valores de expectación

En el caṕıtulo 3 analizamos el cambio en el estado del campo debido a
la interacción con una carga (escalar) uniformemente acelerada en el vaćıo.
En particular, obtuvimos la ecuación (3.95) para el cambio a segundo orden
del valor de la función de dos puntos 〈φ̂(x)φ̂(x′)〉. Para ésto, se utilizó el
lenguaje de los operadores de densidad pues nos permitió analizar por se-
parado las contribuciones debidas a las partes separables y no separables
de los estados inicial |0M 〉 y final |f〉. En este apéndice vamos a obtener la
ec. (3.95) mediante el cálculo directo a segundo orden del valor de expecta-
ción 〈f | φ̂(x)φ̂(x′) |f〉 y poder ver, desde otra perspectiva, cómo es que sólo
actúan los operadores R del campo en el cambio en este valor de expectación.

Usando la ec. (3.51) se puede ver que el término a segundo orden de

∆〈φ̂(x)φ̂(x′)〉 ≡ 〈f | φ̂(x)φ̂(x′) |f〉 − 〈0M | φ̂(x)φ̂(x′) |0M 〉 (B.1)

está dado por

∆〈φ̂(x)φ̂(x′)〉(2) = 〈0M | φ̂I φ̂(x)φ̂(x′)φ̂I |0M 〉−1
2
〈0M | φ̂(x)φ̂(x′)N(φ̂I φ̂I) |0M 〉−

− 1
2
〈0M | φ̂(x)φ̂(x′)N(φ̂I φ̂I)† |0M 〉 , (B.2)
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donde N denota orden normal (con respecto a la coordenada temporal que se
esté utilizando) y φ̂I está definido por la ec. (3.49). Vamos a usar las siguien-
tes propiedades del ordenamiento normal, que son válidas para operadores
lineales con respecto a operadores de creación y aniquilación,

N [φ̂I φ̂I ] = φ̂I φ̂I +
[
φ̂+

I , φ̂−I
]

(B.3)

y
N [φ̂I φ̂I ]† = φ̂I φ̂I +

[
φ̂+

I , φ̂−I
]† = φ̂I φ̂I +

[
φ̂+

I , φ̂−I
]
, (B.4)

donde φ̂± representa la parte de creación (+) o aniquilación (−) del opera-
dor. Por otro lado, se puede ver que en general se tiene que

φ̂I φ̂(x)φ̂(x′)φ̂I = φ̂(x)φ̂(x′) φ̂I φ̂I +
[
φ̂I , φ̂(x′)

]
φ̂(x)φ̂I +

[
φ̂I , φ̂(x)

]
φ̂(x′)φ̂I

= φ̂I φ̂I φ̂(x)φ̂(x′) +
[
φ̂(x), φ̂I

]
φ̂I φ̂(x′) +

[
φ̂(x′), φ̂I

]
φ̂I φ̂(x)

(B.5)

Usando estas dos últimas ecuaciones en el primer término de la ec. (B.2),
éste se reduce a(

1
2

) (
〈0M | φ̂I φ̂I φ̂(x)φ̂(x′) |0M 〉+ 〈0M | φ̂(x)φ̂(x′) φ̂I φ̂I |0M 〉

− 2
[
φ̂(x), φ̂I

] [
φ̂(x′), φ̂I

] 〈0M |0M 〉
)
. (B.6)

Y usando las ecuaciones (B.3) y (B.4), los dos últimos términos de la ec. (B.2)
se pueden expresar, respectivamente, como(
−1

2

) (
〈0M | φ̂(x)φ̂(x′) φ̂I φ̂I |0M 〉+

[
φ̂+

I , φ̂−I
] 〈0M | φ̂(x)φ̂(x′) |0M 〉

)
, (B.7)

(
−1

2

) (
〈0M | φ̂I φ̂I φ̂(x)φ̂(x′) |0M 〉+

[
φ̂+

I , φ̂−I
] 〈0M | φ̂(x)φ̂(x′) |0M 〉

)
. (B.8)

Finalmente, sumando estas tres últimas ecuaciones se tiene que la contribu-
ción a segundo orden a ∆〈φ̂(x)φ̂(x′)〉, ec. (B.2), toma la forma

∆〈φ̂(x)φ̂(x′)〉(2) = −[
φ̂(x), φ̂I

] [
φ̂(x′), φ̂I

]− [
φ̂+

I , φ̂−I
] 〈0M | φ̂(x)φ̂(x′) |0M 〉 ,

(B.9)
donde hemos usado que 〈0M |0M 〉 = 1. El segundo término en esta ecuación
es proporcional a la función de dos puntos en el vaćıo por lo que es absorbido
en la renormalización del campo, ver la ec. (3.96).



101

Recordemos que el operador de campo en la cuantización de Unruh actúa
sobre los dos subsistemas FL y FR: φ̂(x) = φ̂L(x)+φ̂R(x). Como explicamos
en la sección 3.3.1, dado que el soporte de la corriente escalar está contenido
en la cuña R, el operador φ̂I es un operador R, esto es, es de la forma 1̂L⊗φ̂R

I .
Entonces, las componentes L de φ̂(x) son eliminadas en la contribución a
∆〈φ̂(x)φ̂(x′)〉 (a segundo orden) por los conmutadores que aparecen en el
primer término de la ec. (B.9). Esto es,

−[
φ̂(x), φ̂I

] [
φ̂(x′), φ̂I

]
= −[

φ̂R(x), φ̂I
] [

φ̂R(x′), φ̂I
]
. (B.10)

Usando las definiciones de φ̂R(x) y φ̂I , ecs. (3.56)-(3.57), se puede probar
que

[
φ̂R(x), φ̂I

]
= 2iIm

[∫ ∞

0
dωRω(x)Υ∗

ω

]
= 2iΨθIm [Rθ(x)] , (B.11)

donde, en la última igualdad hemos usado que Ψθ es real. De aqúı se sigue
inmediatamente que el valor renormalizado de ∆〈φ̂(x)φ̂(x′)〉(2) está dado
por la ec. (3.98), que hab́ıamos obtenido previamente usando el lenguaje de
operadores de densidad.

En el caṕıtulo 3 argumentamos que la información de que el mismo
estado haya cambiado en la cuña F mientras que en la cuña R parezca
no haber cambiado podŕıa estar contenida en el operador de enredamiento
ρ̂e introducido en la ec. (3.34). Este operador sólo contribuiŕıa al cambio
en la función de dos puntos con componentes combinadas LR, que arrojan
términos con el producto Lθ(x)Rθ(x). De la ec. (B.10) se puede ver que a
segundo orden, si la fuente sólo tiene soporte en R entonces, necesariamente,
la contribución a ∆〈φ̂(x)φ̂(x′)〉 sólo puede tener componentes RR y por lo
tanto, en este caso, como conclúımos en la sección 3.3.3 usando únicamente
el lenguaje de operadores de densidad, el operador de enredamiento no juega
ningún papel.

! ! !
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