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Prefacio

Durante el largo tiempo que duré la elaboracién de este trabajo ocurrie-
ron tantas cosas en mi vida que ahora que quiero escirbir de ellas me cuesta
trabajo ordenarlas. Realizar una tesis implica experiencias académicas, por
supuesto, pero también muchas otras que tienen que ver con la interaccion
humana y que, al menos en mi caso, siempre estuvieron entrelazadas entre
si de alguna u otra forma. Mi trabajo académico modulaba mis relaciones
personales y viceversa.

Todo comenzé, después de un fallido intento de empezar un doctorado
en ondas gravitacionales, en el cubiculo de mi asesor y él hablandome de
campos cuanticos, el Efecto Unruh y cargas aceleradas. Toda la fisica que yo
habia hecho hasta ese momento era gravitacién clasica y después de escuchar
todo eso cal facilmente en la tentacion de estudiar aspectos cudnticos de la
gravedad. En ese momento el tema me parecié muy interesante pero no
tenia idea de cuan profundo podia llegar a ser. Habia muchas sutilezas, y
al poco tiempo de haber empezado, decidi salirme del camino trazado para
intentar resolver una de las mas complicadas, el asunto de la extensién formal
de la cuantizaciéon de Unruh a la cuantizacién con respecto a observadores
inerciales. No obtuve ningin resultado significativo en ese sentido y sélo
se tensaron las relaciones entre el posgrado, mi asesor y yo. Finalmente
regresé al camino propuesto y descubri que era suficientemente interesante
y con mucho mas contenido fisico; corresponde a los métodos y resultados
que presento en el iltimo capitulo de esta tesis. Esta experiencia es la leccién
que méas aprecio de mi trabajo en el doctorado, eventualmente entendi que
para atacar un problema grande hay que dar pasos pequenos pero firmes,
cada uno con su propio sustento fisico.

Son muchas las personas que me apoyaron directa o indirectamente para
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la realizacién de esta tesis, a todas ellas les agradezco profundamente. Espe-
cialmente a mi familia, padre, madre, hermana y sobrina, quienes siempre
estuvieron ahi incondicionalmente. Quiero hacer una mencién especial a mi
asesor, el Dr. Daniel Sudarsky, por la enorme paciencia que me tuvo durante
todo este tiempo y por impulsarme, después de que la investigacién estuvo
acabada, a terminar de escribir esta tesis.

También le agradezco a mis amigos y companeros entranables Pilar y
Luis, a ella por haber leido y corregido el estilo a la introduccién, y a él,
por la serie de geniales dibujos que hizo para un pdster que presenté sobre
este tema. Siempre que tengo que presentar algo sobre mi trabajo intento
usarlos y la tesis no podia ser la excepcién.

Igor Pena Ibarra
Ciudad de México, 7 de noviembre de 2007.



Introduccion

El Principio de Equivalencia postula, en pocas palabras, que todos los
objetos caeran con la misma aceleracion cuando estan bajo la influencia de
un campo gravitacional. Suponer la validez de este principio permite iden-
tificar a los sistemas de referencia en caida libre como sistemas inerciales, lo
que hace del Principio de Equivalencia (PE) una pieza fundamental de las
teorias actuales sobre la gravitacion. En particular, de la Teoria de la Rela-
tividad General, cuyas implicaciones tedricas como la existencia de agujeros
negros, las ondas gravitacionales o el origen del universo como una ‘gran
explosién’ han podido ser, de una u otra otra manera, verificadas observa-
cionalmente, lo que le hace gozar de una gran aceptacién. Inclusive, esta
teoria ya ha tenido aplicaciones directas a la tecnologia mediante la aporta-
cién de correcciones de tiempo por efectos gravitacionales a los sistemas de
posicionamiento global (GPS).

Los limites de aplicabilidad de la Relatividad General estan relacionados
con los del PE, por lo que resulta relevante el andlisis cuidadoso de cémo
se aplica este principio en diferentes situaciones fisicas. Por un lado, se ha
verificado experimentalmente su validez hasta una precisién de 10713 usan-
do para ésto objetos masivos sin carga [45], pero ademds de someterse a
pruebas experimentales cada vez mas precisas, este principio ha estado bajo
un continuo escrutinio tedrico. En efecto, desde antes de que el PE fuera
postulado como tal por Einstein, surgieron objeciones acerca de su compa-
tibilidad con el hecho de que particulas con carga que se aceleran emiten
radiaciéon. Una particula cargada en caida libre emite radiacién con respecto
a un observador estatico en la superficie de la Tierra, pues se acelera con
respecto a éste. Por la misma razén, un observador que cae libremente junto
con la carga no veria radiacién, pues para él la carga esta estatica, aunque jla
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carga se esta acelerando y emitiendo radiacién para el observador estatico!
i Pueden ser compatibles estas dos situaciones? De aqui se puede ver que la
radiaciéon de cargas aceleradas acarrea, al menos, problemas potenciales de
interpretacion.

Consideremos ahora la situacién en que se tiene a la particula cargada
en reposo y un observador estatico, ambos en la superficie de la Tierra. Por
el PE, esta situacién seria equivalente a que ambos, carga y observador se
estén acelerando uniformemente en ausencia de gravedad. En este caso, la
carga emitiria radiacién por estarse acelerando y por lo tanto, asumiendo
como valido el PE, juna carga en reposo sobre la superficie de la Tierra
emitiria radiacién! Esta ‘paradoja’ ha sido estudiada con profundidad y se
ha visto que no existe contradiccién entre la electrodindmica clésica y el PE;
la radiacién es un fenémeno dependiente del observador y si se analiza con
cuidado, la radiacién si estd presente en la descripcién que hace el sistema
de referencia que cae con la carga, aunque se manifiesta en una region del
espacio-tiempo que no le es accesible.

Esta explicacién es el punto de partida de este trabajo. La comprension
del fenémeno de radiaciéon de una particula cargada acelerandose uniforme-
mente y su descripcion por parte de observadores que se aceleran junto con
ella, estan basadas en la estructura que esta familia de observadores le aso-
cia al espacio-tiempo. Las lineas de mundo de estos observadores son una
familia de hipérbolas que comparten como asintotas a las hipersuperficies
t = +z. Estas hipersuperficies dividen al espacio-tiempo en cuatro regiones
llamadas cunas de Rindler y el comportamiento del campo generado por la
carga acelerada es muy diferente en cada una de estas cunas. A la familia
de observadores que se coaceleran con la carga, y que sélo tienen acceso a la
cuna donde la carga se acelera, se le conoce como ‘observadores de Rindler’.
En este trabajo explicamos detalladamente las aparentes paradojas que han
surgido entre el Principio de Equivalencia y la radiacién de cargas aceleradas
desde el punto de vista clasico. También desarrollamos los cédlculos clasicos
que aclaran cémo no existe ninguna contradiccion, en particular, cémo es
que la radiacién se va a una cuna de Rindler a la cual los observadores
acelerados no tienen acceso.

Como sucede en este tipo de situaciones, una explicaciéon razonable a un
fenémeno trae consigo nuevas interrogantes, especialmente, si se le conside-
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ra desde otro punto de vista. La descripcién cuantica del mismo fenémeno
se da en términos de la emision de fotones méds que en el comportamien-
to de los campos de radiacién. En esta descripcién aparece un fenémeno
adicional al que no se le puede asociar un analogo clasico: si el estado del
campo cuantico con respecto a observadores inerciales es el vacio entonces,
los observadores acelerados lo describirdan como el estado asociado a un bafo
térmico de particulas con una temperatura proporcional a la aceleracién que
define a esta familia de observadores. Este es el llamado efecto Unruh y es
una consecuencia de que el contenido de particulas del campo depende de
los vectores de traslacién temporal asociados a cada observador. Estos son
diferentes para observadores inerciales y acelerados.

Aunque el contenido de particulas en el estado del campo depende de
la familia de observadores que lo describe, las descripciones de procesos
fisicos de ambos conjuntos de observadores deben admitir interpretaciones
equivalentes. Un trabajo previo que aporta una referencia acerca de esta
equivalencia, analiza el comportamiento de un detector cudntico en acelera-
cién uniforme cuando el campo estd en su estado de vacio [39]. El proceso
mediante el cual el detector absorbe una particula del bano, descrito por un
observador (acelerado) comdvil, es equivalente a la emisién de una particula
inercial por parte del detector hacia el estado de vacio en la descripcion que
harfa un observador inercial [39]. Volviendo al caso de la particula cargada
en aceleracién uniforme, desde el punto de vista de un observador inercial,
ésta emite particulas mientras que, desde el punto de vista de observadores
acelerados, la carga va a emitir y absorber particulas hacia y desde el bano
térmico. De hecho, se ha probado que en el andlisis estandar del Bremsstrah-
lung hay una coincidencia entre las tasas de emsion de fotones que predicen
las descripciones inercial y acelerada [20]. La restriccién de este efecto a
la cuna accesible a los observadores acelerados, que llamaremos R, ha sido
analizada en la referencia [20], donde se muestra que la tasa de emisién de
fotones con momento transversal fijo en el marco inercial coincide con la tasa
combinada de emisién y absorcién de fotones de Rindler de energia cero y
mismo momento transversal en el marco acelerado.

Este resultado, que por un lado aporta una idea clara acerca de la equi-
valencia fisica entre ambas descripciones, es también una fuente potencial
de confusién con respecto al estado cuantico asociado a la radiacién en la
descripcién acelerada. El calculo mencionado anteriormente hace un impor-
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tante uso de los llamados modos de Rindler de energia cero, pues, para los
observadores acelerados, la carga es estatica y, por lo tanto, sélo se puede
acoplar a los modos de frecuencia cero con respecto al tiempo de Rindler.
Debido a ésto en los célculos que involucran particulas con energia cero apa-
recen expresiones de la forma 0 X co que deben de ser regularizadas. Para
lo cual es necesario introducir una frecuencia de oscilacién pequena 1 en la
fuente que permite trabajar con modos de energia diferente de cero y al final
del célculo se toma el limite cuando esta frecuencia ¥ va a cero. En el trabajo
al que nos referimos, los autores consideran también la pregunta de si un ob-
servador acelerado veria alguna diferencia en el bano térmico por la emision
y absorcién de fotones de Rindler. En particular, los autores de este trabajo
se percatan de que en el limite de energia cero las tasas de transicién de un
estado de n fotones al estado de n + 1 fotones y la tasa del proceso inverso
se hacen iguales, por lo que el efecto de la carga acelerada sobre el bafno
térmico es nulo. Aunque la particula cargada se describe clasicamente y por
tanto no tiene grados de libertad internos, este hecho se puede interpretar
como que la carga y el campo estan en equilibrio térmico, en el sentido de
que todo lo que uno emite es absorbido por el otro. Entonces, desde el punto
de vista de un observador acelerado, en la cuna R no hay diferencia entre
el estado inicial del campo —el estado térmico inicial- y el estado generado
por la interaccién con la carga acelerada (nétese que este comportamiento
es andlogo al del caso clasico descrito arriba).

Similarmente, en la cunia de Rindler L (la opuesta a R) el estado del
campo permanecerd en el estado térmico inicial puesto que esta regiéon no
tiene manera alguna de ser influenciada por lo que ocurre en otra regién cau-
salmente desconectada de ella. Sin embargo, en la cunia F' (ver la figura 1.1)
debe haber un cambio detectable en el estado del campo y, en particular, el
valor de expectacién del tensor de energia-momento en esta region debe ser
diferente al valor que tendria si no hubiera habido ninguna interaccién con el
campo. En efecto, este cambio en el valor de expectacién se puede calcular
directamente en la cuantizacién estandar del campo —en ondas planas— y
corresponderia al del estado final que contiene a los fotones de Minkowski
emitidos por la carga acelerada.

A la descripcién cuantica del campo que hacen los observadores acelera-
dos se le conoce como ‘cuantizacién de Unruh’. En este esquema se cuantiza
al campo de tal manera que cuando se le restringe a la cuna accesible a los
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observadores acelerados, la cuna R, y a la cuna opuesta, L, las particulas
del campo corresponden a superposiciones de modos con energia de Rind-
ler definida. Los estados del campo fuera de la regién L U R se describen
como estados compuestos de las restricciones a las cunas L y R. Asi, por
lo que hemos visto, la restriccién a las cunas L y R del estado de vacio de
Minkowski y del estado resultante de la interacciéon con la carga son, en
ambos casos, el mismo bano térmico, por lo que parece que ninguna de estas
restricciones podria contener la informacion acerca del cambio en la cufia
F', que es en donde se deben poder observar los efectos de la radiacién. El
punto es, entonces, si esta situacion puede ser analizada en el lenguaje de
los observadores acelerados y cémo, si éste es el caso, la informacién acerca
del cambio fisico en la cunia F' se codifica en el estado del campo.

Para este analisis, resulta conveniente expresar a los estados en términos
de sus operadores de densidad, p. En la cuantizacién de Unruh los estados
se describen como estados compuestos de estados del campo restringido a
las cunas L y R, y la fisica en cada subsistema se describe en términos
de los operadores de densidad restringidos, pr, pr. Como explicaremos en
el capitulo 3, si un observable A del campo estd localizado en L o en R,
entonces su valor de expectacion estd determinado completamente por py,
0 ppr respectivamente. En cambio, si A estd localizado fuera de la doble
cunia entonces su valor de expectacion no estaria, en general, determinado
nada mas por informacion codificada en pr, 0 pr. En este caso, deberia existir
algin objeto que contenga esta informacién extra en el estado y que controle
como es que las partes izquierda y derechas del estado se combinan. Este
elemento extra es el necesario para describir por completo los estados en
todo el espacio-tiempo de Minkowski.

Llamamos a tal objeto la matriz de enredamiento. Para el caso del cambio
del estado en la cunia F' debido a la interaccién con la carga uniformemente
acelerada, parece natural esperar que la informacién de este cambio esté co-
dificada en la matriz de enredamiento del estado. En la parte final de esta
tesis, investigamos como aparece la informacion contenida en la ‘matriz de
enredamiento’ en el valor de expectacién del tensor de energia-momento en
la cunia F' para el caso de interés.

Con respecto a la base tedrica en la que se fundamenta este trabajo,
debemos mencionar que la extension de la cuantizacion de Unruh fuera de



doble cuna es un asunto con “bastantes sutilezas”. Lo que estd bien esta-
blecido hasta ahora en la literatura es la restriccién de estados globales a la
doble cuna. Por ejemplo, la restricciéon de los estados a la cuna R se inter-
preta como el estado que verian observadores acelerados pero, hasta donde
sabemos, la extensién de un estado en la cuantizacién de Unruh a todo el
espacio-tiempo de Minkowski no ha sido estudiada por completo. Una obser-
vacién importante a este respecto es que los modos de Unruh son altamente
singulares en las asintotas que se hacen coincidir con el horizonte en la cons-
truccion particular de las coordenadas de Rindler. De aqui que los datos
iniciales con los que se construye el espacio de Hilbert de una particula en
la cuantizacion de Unruh tienen restricciones en estas asintotas que pueden
influir en las soluciones de la ecuacién del campo en las cunas F' y P [15],
[28] (ver la figura 1.1) Como hemos explicado, en este trabajo extendemos
la descripcién cuantica de Unruh para analizar cuestiones acerca de la fisica
en la cuna F'. Hacemos esto de la manera que consideramos mas natural y
encontramos resultados fisicamente consistentes y que coinciden con lo que
se obtendria de hacer el andlisis en la cuantizacién estandar de ondas planas
en el espacio-tiempo de Minkowski, como se muestra explicitamente en la
seccién 3.3.5.

Esta tesis estd organizado de la siguiente manera. En el capitulo 1 expli-
camos las aparentes contradicciones entre el Principio de Equivalencia y la
radiacion de cargas aceleradas y presentamos algunos resultados de utilidad,
como la férmula de Larmor, la Ecuacién de Lorentz Dirac y el tensor F,g
asociado al campo cldsico generado por una carga uniformemente acelerada
desde el punto de vista de observadores acelerados. Esto con la finalidad de
argumentar la inexistencia de las contradicciones que describiamos al inicio.
Se introducen también las coordenadas asociadas a la familia de observado-
res de Rinlder, mismas que se usaran en el resto del trabajo. A partir del
capitulo 2 el andlisis es cuantico. Empezamos por presentar el formalismo
de la teoria de campos en espacios curvos, necesario para estudiar el campo
cudntico desde el punto de vista de observadores acelerados. Se aplica este
formalismo a la cuantizacion de Unruh, lo que nos permite especificar la
notacion y explicar el efecto Unruh. Como parte de este proceso, se analizan
los modos de ‘boost’ y a partir de ellos se construyen los modos de Unruh.
En el apéndice A se bosqueja la construccién de las representaciones de los
modos de Unruh en las diferentes cunas de Rindler. Para terminar el capitulo



XI

presentamos un resumen de algunos analisis referentes a la interpretaciéon de
procesos fisicos en detectores desde los puntos de vista inercial y acelerado.

El capitulo 3 comienza con los aspectos mas relevantes del analisis que
se hace en [20] sobre la coincidencia entre la tasa de emisién de una carga
acelerada respecto a observadores inerciales y la tasa combinada de emi-
sién/absorcién que verfa un observador acelerado. Ademés de presentar este
resultado, este analisis sirve para introducir el procedimiento de regulariza-
cién que usaremos posteriormente cuando estudiemos el cambio en el valor
de expectacion del tensor de energia-momento en la cunia F. Entre otros
factores, esta coincidencia es la que nos lleva a concluir que no hay ningun
cambio fisico en el estado que ven los observadores acelerados. En la seccion
3.1.1 describimos cuidadosamente las implicaciones, aparentemente contra-
dictorias, de este hecho con respecto a la codificacién de la informacion del
estado que hace que en la cuna F' se pueda observar radiacién. La estrategia
para resolver esta cuestion estd basada en el concepto de los operadores de
densidad, y en la manera de caracterizar estados puros no separables. En
la seccién siguente desarrollamos estas ideas e introducimos la ‘matriz de
enredamiento’. Como un primer ejemplo, describiremos en estos términos el
enredamiento que se presenta en el estado de vacio de Minkowski desde el
punto de vista de la cuantizacién de Unruh.

Para poder obtener una expresion explicita del estado final del campo y
su operador de densidad asociado, se necesita la forma particular de la fuente
que representa a una particula acelerandose. Expondremos este proceso en
la seccién 3.3.1 e introduciremos una fuente escalar puntual acelerada con un
regulador particular para construir la matriz S asociada a esta interaccién.
En la seccién 3.3.3 se hacen los calculos para obtener el cambio en (TW) y
lo evaluamos en las cunas L y R. De estos resultados se puede ver como se
codifica en el estado la informacién del cambio fisico en la cuna F'. Con el fin
de poder identificar las contribuciones de las diferentes partes del operador
de densidad, este calculo se hace en el lenguaje de operadores de densidad
y en la descripcién cudntica de los observadores acelerados. Los detalles
estdn en la seccién 3.3.4 (en el apéndice B presentamos, para completar,
este mismo calculo hecho en términos de valores de expectacién).

En la seccion 3.3.5 verificamos que un observador inercial obtendria
los mismos resultados haciendo el andlisis en términos de la cuantizacién
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estandar del campo en ondas planas. En la secciéon 3.4 analizamos el ca-
so de dos fuentes diferentes acelerdndose una en la cuna L y la otra en
la cuna R, lo que resulta interesante pues en principio pareciera que tener
perturbaciones en ambas cunas podria generar contribuciones a la ‘matriz
de enredamiento’. Finalmente terminamos con una discusién general de los
resultados obtenidos y discutimos algunas lineas a seguir derivadas de este
trabajo.



Capitulo 1

Principio de Equivalencia y
radiacion de cargas
aceleradas

Los origenes del Principio de Equivalencia se remontan a Galileo, que en
el siglo XVvI probd, hasta donde la precision de sus métodos se lo permitia,
que diferentes cuerpos rodando en planos inclinados se aceleraban de la
misma manera. Poco después, tal vez basado en los resultados de Galileo,
Newton lo introduce en su teoria de la gravedad, en términos de que la masas
inercial y gravitacional de un cuerpo son una misma cosa. En 1907 Einstein
lo postula formalmente y luego lo extiende y usa para desarrollar su teoria
de la Relatividad General, que es la teoria de la gravitacién maés aceptada
hasta ahora. La idea de que el espacio-tiempo es curvo, introducida por la
teoria de Einstein, estd cimentada en el Principio de Equivalencia.

En su versién més débil!, este principio postula que la trayectoria de un
cuerpo en caida libre (sobre el que no actian fuerzas no gravitacionales y
suficientemente pequeno como para que no le afecten fuerzas de marea) es
independiente de su estructura y composicién internas, esto es, que todos los
cuerpos “caen de la misma manera”. Esta afirmacion ha sido verificada ex-
perimentalmente hasta una precisién de 10713 [45] y atin se siguen disefiando

!Llamado el Principio de Equivalencia Débil (PED), o también el principio de la Uni-
versalidad de la Caida Libre.



experimentos para mejorarla. Una de las implicaciones méas directas de es-
te principio es que no hay manera de distinguir si la descripcién acerca de
un sistema fisico estd hecha cuando éste se encuentra bajo un campo gra-
vitacional (localmente uniforme) o si se encuentra en aceleracién uniforme
en ausencia de gravedad. En efecto, supongamos que tenemos un sistema
de referencia G estatico en un campo gravitacional uniforme y otro siste-
ma de referencia A en ausencia de gravedad pero con aceleracién uniforme.
También supongamos que tenemos un conjunto de particulas moviéndose
inercialmente (y que, por lo tanto, definen un sistema de referencia iner-
cial?). Para el sistema A todas éstas particulas tienen la misma aceleracion.
Ahora, si el Principio de Equivalencia es valido, entonces, la descripciéon que
harfa el sistema G (con g = —a) de ese mismo conjunto de particulas bajo
la influencia del campo gravitacional es la misma que la que hace el sistema

A.

Notemos que el Principio de Equivalencia implica que en sistemas de
referencia en caida libre, las fuerzas inerciales se cancelan con las gravitacio-
nales. Tomando en cuenta esto, Einstein fue mas alld del ambito mecanico
y extendio el concepto de marco de referencia inercial a cualquier marco de
referencia en caida libre. Esto estd codificado en el Principio de Equivalen-
cia de Finstein, que postula que el resultado de cualquier experimento local,
no gravitacional, en un marco de referencia inercial es independiente de la
velocidad del marco de referencia y de donde y cudndo en el universo se haya
efectuado. El Principio de Equivalencia es estrictamente local, por lo que el
marco inercial asociado a observadores en caida libre no puede mas que des-
cribir un vecindad del observador. Segin la teoria de la Relatividad General,
el campo gravitacional es quien determina el encaje de todos estos marcos
inerciales para poder hacer una descripcién global del espacio-tiempo. De
aqui se puede ver la importancia del Principio de Equivalencia en la teoria
de la gravedad. Sin embargo, a pesar de lo lejos que le permitié llegar a
Einstein en su descripcién de la gravedad, ain en su versién mas débil, el
Principio de Equivalencia presenta ciertas sutilezas conceptuales, algunas de
la cuales son la motivacién de este trabajo.

De ahora en adelante, por Principio de Equivalencia (PE) nos referire-

2Un sistema de referencia inercial se define como el sistema de referencia en el que las
trayectorias de tres particulas aisladas con velocidades no colineales son lineas rectas. En
general, estos sistemas sélo se pueden definir localmente.



mos al Principio de Equivalencia Débil. Como hemos visto, por el PE, Ia
descripcién de un sistema fisico hecha por un observador estatico bajo un
campo gravitacional uniforme de intensidad g no se puede distinguir de la
descripcién del mismo sistema hecha por un observador en ausencia de gra-
vedad y cuando ambos, éste y el sistema se mueven con aceleracién uniforme
a = —g. Si aplicamos este razonamiento a una particula cargada, sabemos
por un lado, que las ecuaciones de Maxwell predicen que la particula carga-
da con aceleracion uniforme va a emitir radiacién. Como este sistema seria
equivalente a que la misma particula esté estdtica bajo un campo gravi-
tacional uniforme (¢ = —a), deberfamos concluir que esta tltima también
emitirfa radiacién. Sin embargo, esta conclusion estd en franca contradiccién
con nuestra experiencia terrestre, pues una particula cargada, por ejemplo,
sobre una mesa en la superficie de la Tierra, no radia. Entonces, jno se aplica
el Principio de Equivalencia o una particula acelerada no radia?

Esta aparente paradoja ha causado cierta controversia desde hace mu-
chos afios. La historia del estudio tedrico del fenénemo de radiacién empieza,
con Max Born, quien fue el primero en calcular, en 1909, los potenciales
electromagnéticos de una carga con aceleracién uniforme [3]. En su libro de
Relatividad Especial (1919) [40], von Laue afirma que esta carga no va a emi-
tir radiaciéon. Asimismo, poco tiempo después, en 1921 W. Pauli afirma que
una particula cargada en un estado de permanente aceleraciéon uniforme no
emite radiacién (segtin Pauli, sélo habria radiacién si la particula se acelera
por un intervalo finito de tiempo [13]). Sin embargo, conclusiones opuestas
fueron alcanzadas por Schott (1915), Milner (1921) y Drukey (1949). Tiem-
po después, Bondi y Gold (1955), Fulton y Rohrlich (1960) y D.G Boulware
(1980) [5] discutieron si el Principio de Equivalencia era valido en esta situa-
cién y concluyeron que si la radiacion se interpreta correctamente entonces
no hay ninguna contradiccion.

Para describir el fenémeno de una particula cargada en las dos situa-
ciones aparentemente no equivalentes mencionadas anteriormente, se debe
de fijar un observador desde el cual hacer la descripcion. En este caso, la
paradoja se transfiere a la existencia o no, de un observador que pueda hacer
compatibles el hecho de que para una carga uniformemente acelerada haya
radiacién con el hecho de que en su sistema equivalente (en el que la car-
ga estd estdtica bajo un campo gravitacional) no la haya. Por experiencia,
sabemos que un observador estatico en la superficie de la Tierra no detecta



radiacién de cargas estaticas, por lo que este observador es el mas natural
para hacer la descripcién. Segun el PE, este observador y la carga estatica es
equivalente a uno que se acelera con la carga (la ve estética), de tal manera
que el sistema que tenemos que analizar es el de la carga acelerdandose, pero
visto por un observador que se acelera con ella.

Desde este punto de vista, la pregunta juna carga uniformemente acele-
rada radia? debe de responderse tomando en cuenta con respecto a qué ob-
servador se quiere describir la radiacién. Los casos de un observador inercial
y de uno acelerado comévil con la carga han sido investigadas dentro del
marco de la teoria de la Relatividad Especial y en general, como veremos en
secciones posteriores de este capitulo, la respuesta es afirmativa para ambas
clases de observadores. La condicién de aceleracién uniforme del observador
genera la aparicion de horizontes, los cuales delimitan la regién del espacio-
tiempo a la cual tienen acceso los observadores comoéviles con la particula.
Dentro de esta regién éstos observadores no pueden detectar radiacién, sin
embargo, fuera de esta regién, la radiacién es detectable. Tomando en cuen-
ta la existencia de esta regién de no radiacién para un observador comévil
con la carga, la aparente paradoja se diluye y la radiaciéon de una carga
uniformemente acelerada no representa ninguna violacién del Principio de
Equivalencia.

Otro factor que ha causado mucha confusién en este tema es que, errénea-
mente, se pensaba que la energia de la radiacién emitida por una carga
acelerada debe ser compensada necesariamente por un cambio extra en la
energia cinética de la carga (ademds del ocasionado por el hecho de que hay
un factor externo al sistema que acelera la carga). La particula cargada sien-
te una fuerza debida a su interaccién con el campo de la radiacién que emite
—llamada auto-fuerza— que modificaria su trayectoria. Sin embargo, resulta
que para una particula cargada con aceleracién uniforme la auto-fuerza (de-
terminada por la ecuacién de Lorentz-Dirac, que desarrollamos en la seccién
1.1.1) se anula, por lo que, de aceptar dicha premisa, ésto implicaria que no
emite radiacién (inclusive para un observador inercial). Como veremos més
adelante, el hecho de que la auto-fuerza se anule no es impedimento de que
exista energia radiada fuera de la linea de mundo de la carga, de hecho, la
conservacion de la energia estd garantizada, como se puede ver de aplicar
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cuidadosamente las leyes de Maxwell a este sistema.?

En el resto de este capitulo hacemos una revision de los analisis del campo
electromagnético clasico mas relevantes del problema de radiacién de una
carga uniformemente acelerada. En la seccién 1.1 se revisaran las ecuaciones
fundamentales de la electrodindmica cldsica y hacemos un bosquejo de la
derivacién de la féormula de Lorentz-Dirac para la auto-fuerza sentida por una
carga uniformemente acelerada. En la seccién 1.2 definimos las coordenadas
de Rindler asociadas a un observador comévil con la carga y analizamos
la radiacién emitida desde el punto de vista de observadores inerciales y

coacelerados.

1.1. Radiacién de cargas aceleradas

Consideremos el campo electromagnético Fi,3 producido por una carga
puntual moviéndose en un espacio-tiempo plano con una linea de mundo
2%(7), donde 7 es su tiempo propio. La densidad de corriente j¢ correspon-
diente a esta carga estd dada por

j%(x) = q/ dr uo‘54(x —2), (1.1)
¥

3Hay otra justificacién teérica de por qué se podria presentar esa probable paradoja
que, aunque esta fuera del alcance de este trabajo, ponemos aqui para completar la exposi-
cién de la ‘tensién’ que se ha dado entre del PE y las cargas aceleradas. Esta tiene que ver
con una aparente equivalencia entre las fluctuaciones de vacio del campo electromagnético
y la auto-fuerza de reaccién a la radiacién [7]. El hecho de que la auto-fuerza se anule
se podria entender en términos de dichas fluctuaciones. Se ha probado [27], [35] que el
decaimiento de un dtomo excitado se puede interpretar equivalentemente como generado
por las perturbaciones debidas a las fluctuaciones del vacio electromagnético o por la reac-
cién a la radiacién debida al campo de los electrones o, sorprendentemente, por cualquier
combinacién lineal de estos procesos. Para Candelas y Sciama [7] esta dualidad se debe a

“...una sobresimplificacién

que tanto las fluctuaciones de vacio como la auto-fuerza son
motivada por el deseo de asignar un sentido fisico a las ecuaciones que aparecen en los pa-
sos intermedios del cdlculo”. De acuerdo al efecto Unruh, que explicaremos en el siguiente
capitulo, un observador con aceleracién uniforme a percibe el vacio (inercial) del campo
(cudntico) como un bafio térmico con temperatura a/27. Interpretado de otra manera [7],
“la carga percibe a las fluctuaciones del vacio como coméviles y constituyendo un bafio
térmico”. De aqui que el efecto de las fluctuaciones sobre la carga sea el mismo que si
estd en reposo y por lo tanto no puede haber una transferencia de energia y momento

entre la carga y el vacio desde el marco de referencia acelerado.
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donde u®(7) = dz®/dr es la cuatro velocidad de la particula y 7 su trayec-
toria. Las ecuaciones de Maxwell para el campo electromagnético son

O FP = 4mje. (1.2)
Expresando el campo electromagnético en términos del potencial vectorial,
Fop = 0aAg — 03Aa, (1.3)

y adoptando la norma de Lorentz, 0,A% = 0, las ecuaciones del campo
toman la forma

A = —4mj®, (1.4)

donde O = 18 0,03 es el operador Dalambertiano, 7,3 representa la métrica
del espacio-tiempo de Minkowski.

Esta ecuacién se puede resolver con la ayuda de una funcién de Green
G(z, ') definida por

0G(z,2') = —4mé*(x — '), (1.5)

En este caso, la solucién de la ec. (1.4) es

A%(z) = / Gla,2')jo() d'a’ + A2 (2), (1.6)

donde el segundo término representa una solucion de la ecuacién de campo
homogénea. La funcién de Green retardada, que tiene soporte sélo en el
pasado del cono de luz del punto de evaluacion del campo «x, estd definida

por
Gret(z,2') = 0(t — t')0(0)
0t -t —x—%|) (1.7)
|x — x|
donde 1
o=o(z,2) = 577aﬂ(33 — &)z —2')? (1.8)

es la mitad de la distancia geodésica entre los puntos x y x’; x es la proyeccién
espacial de x y |x| su magnitud. La funcién de Green adelantada estd definida
por

Gade(z,2') = 0(t' — 1)(0)
ot —t'+x—x|) (1.9)

[x — x|
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Esta funcién tiene soporte sélo en el cono de luz futuro de =x.

Las ecuaciones del campo implican la conservacion de la carga, dada
por la ecuacién 0,j% = 0, misma que es satisfecha por la expresién (1.1).
Asimismo, la conservacién de energia y momento en el sistema estd dada

por la ecuacién

9 (T8 + Ty ) =0, (1.10)
donde ) .
T8 = o (FWFﬁ 1 gaﬂFWFW> (1.11)

es el tensor de energia-momento del campo electromagnético y

part = /dTu w5tz — z) (1.12)

corresponde al tensor de energia-momento de una particula de masa m. Se
puede probar que la ec. (1.10) implica la ecuacién de la fuerza de Lorentz
para la particula cargada [33],

ma® = qFﬁo‘uﬁ. (1.13)

En esta ecuacién Fi3 esta evaluado en el punto z = z(7) y a®* = du®/dr
es la aceleracién de la particula. Nétese que el campo es singular sobre la
trayectoria de la carga por lo que las ecuaciones (1.10)-(1.13) no se pue-
den aplicar directamente sobre el punto en el espacio-tiempo donde esta la
particula que estd generando al campo.

El campo producido por la carga en cierto punto del espacio-tiempo no
puede depender del estado de la particula en un tiempo posterior por lo
que la solucién fisica corresponde a la generada por la funcién de Green
Ghret(z, 2'). Esta solucién se obtiene de introducir las Ecs. (1.1) y (1.7) en la
ec. (1.6),

A%(z) = q / dr a0t — )5(o), (1.14)

donde o esta definida por la ec. (1.8). Dado un punto z(7) en la linea de
mundo de la particula, la funcién § escoge dos puntos, aquéllos que satisfa-
cen la relacién o(z,z(7)) = 0. De una solucién a ésta ecuacién se obtiene
el tiempo retardado wu, definido por la condicién de que z(u) precede cau-
salmente a x, y de la otra se obtiene el tiempo adelantado v definido por la
condicién de que z(v) se encuentra en el futuro de x. Notemos que u = u(x)
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y v = v(x). Para llevar acabo la integracién se hace el cambio de variable
7 — o. La funcién 6 en el integrando de la ec. (1.14) garantiza que, como
funcién de o, el intervalo de integracién va de o9 < 0 a g7 > 0. Se tiene
entonces que

N
A%(z) =¢q ) (1.15)

donde
r(z) = —nag(z* — za(u))uﬁ(u). (1.16)

A la expresién (1.15) se le conoce como el potencial de Liénard-Wichert. En
un marco de referencia en el que la particula esta en reposo en el tiempo u
(u® = (1,0,0,0)) se tiene que r = t — 2°(u), que es el tiempo necesario para
que la luz se propague de z(u) a = que a su vez, como ¢ = 1, corresponde a
la distancia espacial entre estos dos puntos.

El campo electromagnético generado por la carga en movimiento se ob-
tiene a partir de la ec. (1.3). Es conveniente expresarlo en términos del

vector 1
k*(x) = ;(xo‘ — 2%(u)), (1.17)
que es un vector nulo apuntando de z(u) a z. Se obtiene
2q 2q
Fop = " (ajakg) + axujak) + Fufaks), (1.18)

donde a® = du®/dr es la aceleracién propia de la particula, ap = a®k, v los
corchetes cuadrados significan la antisimetrizacién de los indices. Notése que

1 es proporcional

la parte del campo electromagnético que se escala como r~
a la aceleracion de la particula, a esta se le conoce como la parte de radiacion
del campo. Por otro lado, a la parte que escala como 72, que no involucra
la aceleracién de la particula, se le conoce como la parte de Coulomb del
campo?.

Sustituyendo la ec. (1.18) en la ec. (1.11) se obtiene directamente el
tensor de energia-momento del campo poducido por la particula, de donde
se puede identificar una componente de radiacion y otra asociada a la parte
de Coulomb del campo:

TS =10 4+ T8 (1.19)

4También se le llama, bound field en inglés.
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donde

2
s _ 4 2 _ 2
T = 3 (" = ap) kK" (1.20)

es la componente de radiacion y

2
af 4 «a « «a
2
+ L |opley®) —kakﬁ—i-l?]aﬁ (1.21)
4mrd 2

es la componente de Coulomb. Esta separacién se da naturalmente pues
T roz;g escala como 72 y es proporcional a k®k®. Sin embargo, nétese que el
primer término entre corchetes del lado derecho de la ecuacién para Tgfd,
ec. (1.21), no proviene de aplicar la ec. (1.11) a la parte de Coulomb de
F,3, sino que contiene la contribucién al tensor de energia-momento de la
interferencia entre los campos de Coulomb y de radiacién. Por otro lado,
fuera de la linea de mundo de la particula, cada componente se conserva
independientemente, esto es,

T =0, 91720 =0, r#0. (1.22)

T

Encerremos a la linea de mundo de la particula en un tubo de mundo X
arbitrario y calculemos el flujo de energia-momento a través de esta superficie
por unidad de tiempo propio. Este estd determinado por el flujo de Troz;g a
través de X:

gd:/Engdzﬁ, (1.23)

donde d¥, es el elemento de superficie de ¥ con vector normal dirigido
hacia afuera. Usando el teorema de Gauss se puede probar que el flujo AP®
dada por la ec. (1.23) es el mismo que para cualquier tubo X’ siempre y
cuando tenga las mismas “tapas” que Y. Entonces, dado que la forma del
tubo es irrelevante, vamos a considerar el cilindro mas sencillo, uno de r =
cte. Ademads, vamos a suponer que r es pequeiio, por lo que el cilindro se
encuentra en la vecindad inmediata de la linea de mundo de la particula. El
elemento de superficie estd dado por

d¥e = roridud, (1.24)

donde
To = Opt = —Uqg + (1 + rak) ke, (1.25)
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y dQ = sen @ dfd¢ [33]. De la ec. (1.20) tenemos

2
ad = Z%r /(a2 — a?)k*dudQ (1.26)
y de aqui que
o q2
T;ad =1/ 2 _ a})kedo. (1.27)
De esta ecuacién se puede probar que [33]
dP% 2
o = Sqiatu?, (1.28)

que corresponde al flujo de energia-momento de radiacion por el tubo ¥ por
unidad de tiempo propio. En el marco de Lorentz donde la particula esta en
reposo instantdneamente la ec. (1.28) se reduce a

dE 2 4 ,

2~ 242, 1.29

7 = 34 (1.29)
que es la famosa formula de Larmor. Nétese que si la aceleracion es uniforme
la razén de energia radiada es constante y proporcional al cuadrado de la

tres-aceleracion.

1.1.1. La ecuacidon de Lorentz-Dirac

Andlogamente, usando la ec. (1.21) se puede ver que la razén de cambio
del momento del campo ligado a la carga es [33]

dl k()xnd q2 @
—ne = — 1.30
du 27’a ’ ( )

entonces, el flujo de energfa-momento electromagnético total Pg, = P2, +

B¢ 4, por unidad de tiempo propio resulta ser

dpeam q2 @ 2 2 2 «
= — — . 1.31
du 2ra + 3q @ ( )

Ahora vamos a presentar un esbozo de la derivacién de la férmula de
Dirac [10] para la fuerza de reaccién del campo producido por la particula
sobre ella misma. Vamos a seguir a [33] en esta derivacién. La idea funda-
mental de Dirac se basa en dos postulados, el primero de ellos es que el
momento total, electromagnético y mecdanico, se conserva:

dPg; dPS .
m mee — (), 1.32
du du 0 ( )
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Sin embargo, esta ecuacién de conservacién requiere que se haga una correcta

identificacion del término PZ... En efecto, si se escoge la posibilidad mas

mec*
patente, P%.. = mou®, al introducirse en la ec. (1.32) se obtiene que la
ecuacién de movimiento de la particula es ma® = —%q2a2ua (donde m =
Mem +Mo Y Mem = ¢%/(27)), lo cual es imposible pues a® debe ser ortogonal
au® (notemos que, de acuerdo a esta ultima ecuacién, ambos vectores serfan
paralelos). El cambio de momento mecénico de la particula estd influenciado

por el flujo del campo electromagnético a través de las tapas de X.

Para arreglar esta situacién se propone que el momento mecanico de-
penda de otras variables de la linea de mundo de la particula. En particular,
Poisson propone el siguiente ansatz [33]: PS..,, = mou® + cq®a®, donde c es
una constante por determinar. Introduciéndolo en la ec. (1.32) y pidiendo

que a® se ortogonal a u® se encuentra que ¢ = —2/3, esto es, que el momento
mecédnico segin Dirac debe ser

P = mou® — 2q?a 1.33

mec — MU — ¢ a-, ( )

3

donde mg representa la contribucion mecdnica a la masa de la particula.
Se puede ver que esta expresién para PS.. es la que resulta de hacer un
tratatmiento cuidadoso del flujo del campo a través de las tapas de ¥ [36].
Esta contribucion a la masa se combina con la contribucién electromagnética
Mem = ¢2/(2r) para dar la masa fisica de la particula

2
q
= em = —. 1.34
m=mgy—+m mo + o7 (1.34)
Usando las Ecs. (1.31),(1.33) y (1.34) en la ec. (1.32) obtenemos la ecuacién

de Lorentz-Dirac en la forma

2
ma® = §q2 (aa _ a2ua)
9 (1.35)
= 30 (95 + uug) a’,
donde para obtener la segunda igualdad hemos usado que a? = —aqu®.
Conviene escriblirla en términos de una fuerza externa
2
ma® = Fg, + fq2(5f3‘ + uug)a®. (1.36)

3
En el marco de Lorentz en el que la carga estd momentaneamente en reposo

se tiene que
2
ma = Fex + §q2a' (137)
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Nétese que la ecuacion de Lorentz-Dirac involucra a la derivada temporal
de la aceleracién por lo que, en términos de la posicién z(7) representa una
ecuacion diferencial de tercer orden. Esto provoca que presente soluciones
fisicamente anémalas como de pre-aceleracién (en las que la particula siente
una aceleracién antes de que la fuerza externa actie) y soluciones “desbo-
cadas” (en las que la aceleracion crece exponencialmente con el tiempo).

De acuerdo a Poisson [33], la raiz del problema reside en el hecho de
que estamos describiendo el movimiento de una particula puntual con un
tratamiento puramente clasico del electromagnetismo. Una particula pun-
tual se debe de considerar como una aproximacién a una distribucién de
carga extendida. Una distribucién de este tipo estd descrita por su carga
total ¢, un cierto tamano promedio ¢ y momentos multipolares de orden
mayor que uno. Para distancias r grandes comparadas con el tamafno pro-
medio ¢ el campo electromagnético estd bien aproximado por el momento
monopolar ¢/r? y es cuando la aproximacién de particula puntual es valida
pues la estructura interna de la particula es irrelevante en esta descripcion.
Sin embargo, la parte del campo que contribuye a la fuerza de reacciéon del
campo (que actia sobre la misma particula) es la que se encuentra en la
vecindad inmediata de la fuente, por lo que la aproximacién de particula
puntual (Eq. (1.1)) no es del todo vélida para calcular los efectos de la reac-
cién a la radiacién y de aqui que la ecuacién de Lorentz-Dirac presente esas
soluciones patolégicas. Por otro lado, como mencionamos en la introduccion
de este capitulo, se pensaba que el hecho de que la auto-fuerza se anulara
sobre una particula con aceleracién uniforme se contraponia al hecho de que
hubiera energia radiada. En los cdlculos que presentamos se puede ver que
no existe tal contradiccion.

1.2. Cargas aceleradas y el Principio de Equivalencia

1.2.1.  El espacio-tiempo de Rindler

Tomemos un marco de referencia Sy una particula moviéndose en él en la
direccién z con velocidad u. Sea S’ el marco de referencia momentdneamente
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en reposo con la particula, se tiene entonces que®

u +v
U= —.
1 —vv

(1.38)

Donde v es la velocidad de la particula con respecto a S’ y v la velocidad
de S’ con respecto a S. Diferenciando esta ecuacién y tomando en cuenta
que v’ =0y u = v se puede ver que

du = (1 —u?)du' = a(l — u?)dt’ (1.39)

donde a es la aceleracién propia (respecto al sistema en el que estd mo-
mentdneamente en reposo) de la particula. Expresando dt’ en términos de
dt obtenemos

a=(1- u2)*3/2% (1.40)

Si a es constante, integrando dos veces la ec. (1.40) y usando que u = 0
cuando ¢ = 0 obtenemos

1
z—20= g(\/ 14+ a%t2-1) (1.41)

Escogiendo (o trasladando el eje z a) zp = 1/a llegamos finalmente a la
ecuacion

1
2 2
—t° = 1.42
z a2 ( )

Esto es, el movimiento uniformemente acelerado corresponde a una hipérbola
con asintotas z ¢ = 0. La ecuacion

22—t =2 (1.43)

representa, para cada valor del parametro ¢, un punto de una varilla en la
direccién z acelerandose rigidamente. Esto es, de tal manera que la longitud
propia de cada uno de sus elementos infinitesimales se preserva. Se puede
ver que para dos puntos de la varilla separados por d¢ se tiene que cuando
gdg“ = %, (1.44)
z gl

donde ~ corresponde al factor de Lorentz asociado a la velocidad del marco

dt = 0 entonces
dz =

en el que la particula estd momentaneamente en reposo con respecto al
sistema {t, z}.

SRecuérdese que estamos usando unidades en las que ¢ = 1.
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Para fijar a ¢ como una coordenada espacial, podemos pensar que la
barra se ha estado acelerando desde ¢ = —oo. Observadores en cada punto
¢ de la barra pueden sincronizar sus relojes de tal manera que no se atrasan
ni se adelantan ente si; si todos acuerdan que su coordenada temporal tenga
el valor 7 = 0 cuando la barra pasa por ¢ = 0 podemos dar coordenadas
“aceleradas” a la regién z > [t| por

t =(sinht z=(_coshr, 0<(<0 —00<T<O00. (1.45)

donde ¢ = const. representa un observador uniformemente acelerado. Al
considerar la familia de observadores acelerados definida por la ec. (1.43),
el espacio-tiempo de Minkowski queda separado en cuatro distintas regiones
[t] < z, |z| <t, |t| < —z, |z| < —t. Llamamos a cada una de estas cunas R,
F, L, P respectivamente. A la cuna R se le conoce como el espacio-tiempo
de Rindler que, visto como un espacio-tiempo en si mismo, es estatico y
globalmente hiperbdlico. En efecto, de la ec. (1.45) se puede ver que

ds® = —dt> + dz? = —2dr? + d¢3. (1.46)
|
F
t+z=0 / \
¢=to
L
B/
t—zzo\ T = const.
P

Figura 1.1: El espacio tiempo de Rindler y la trayectoria de una particula
con aceleracién propia constante a*a, =1/ Cg.
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Nétese que el campo de Killing temporal 7¢ = zt® + t2® corresponde al
campo de Killing que genera boosts en la direccion z. Las superficies { = 0
(z £t = 0) son horizontes de Killing de 7%. Podemos definir coordenadas de
Rindler en cada una de la cunas usando la propiedad de que la coordenada
T esté siempre asociada al pardmetro de las orbitas del generador de boosts
b* = zt*+tz*, con excepcién de L, donde 7¢ corresponde a —b® para asegurar
que la direccién futura coincida con la del tiempo inercial. En las cunas F'

y P la coordenada 7 es espacial. Tenemos entonces [4]

z = (coshr t = (sinhT (t,z) € R (1.47)
z=—(coshTt t = (sinht (t,z) € L (1.48)
z = (sinht t =(cosht (t,z) € F (1.49)
z=—(sinhT t = —(cosht (t,z) e P (1.50)

donde ¢ > 0 en cada region.En estas coordenadas la métrica de Minkowski
es de la forma
ds® = +(— dr® + d¢?) (1.51)

donde el signo + (—) corresponde a las cunas Ry L (F'y P).

1.2.2.  Campo asociado a una carga uniformemente acelerada

Tomemos una particula con carga g y aceleracién unifome a en la direc-
cién z y que pasa por z = 1/a cuando t = 0. En las coordenadas inerciales
{t,z,y, 2}, esta trayectoria se puede parametrizar por

2% = (sinh(an)/a, 0,0, cosh(an)/a), u® = (cosh(an), 0,0, sinh(an))
(1.52)
donde n = 7/a es el tiempo propio de la particula. El tiempo retardado u
estd determinado por o(z%, 2%) = 0 (ver la ec. (1.8)), esto es,

(t — sinh(au)/a)? = (z — cosh(au)/a)? + p?, (1.53)
donde p? = 2% + 32 y la condicién t — 2(u) > 0. El tiempo retardado u

esta dado implicitamente por la ecuacién

1
z cosh(au) — tsinh(au) = % <p2 + 22—t + 2) : (1.54)
a
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Usando las ecs. (1.15) y (1.3) se pueden obtener expresiones para el campo
generado por la carga uniformemente acelerada [5, 9]

Pz = 4;;3 a(2? —t* — p* — %) O(t+ z) (1.55a)
Fte = Q%P,ﬁaze(t +2) (1.55b)
ja - QLR?)[)atG(t +2) (1.55¢)
donde : 2 12
R:;<(22—t2+p2+a2)2—4z - ) : (1.56)

y p representa el vector unitario de coordenadas cilindricas {z, p, 0}. Como es
de esperarse, el campo dado por las ec. (1.55) presenta una singularidad en la
trayectoria de la particula, p = 0y 22 —t? = 1/a?. El campo en la ec. (1.55)
satisface las ecuaciones de Maxwell en la regién z +t > 0 y, trivialmente, en
la regién z 4+t < 0; sin embargo, no las satisface en la hipersuperficie nula
t + z = 0 como se puede ver en las siguientes ecuaciones:

2(1 + a2p?)? ’ (1.57)

0, FP = 0.

Por lo tanto, no se puede considerar a la ec. (1.55) como el campo global
generado por la carga. Dado que la trayectoria de la carga es invariante bajo
boosts en la direccién z, el campo que genera debe ser, también, invariante
ante estas transformaciones. Para encontrar el campo global de la carga,
Boulware propone agregar un campo AFH, definido sobre t + z = 0 e
invariante bajo boosts en la direccién z. El tnico campo que satisface estos
requerimientos es de la forma [5]

AF%? =0,  AF% = pA(p)s(t+ z), (1.58)

donde la componente

2qa?

Alp) = T+a2? (1.59)

se escogi6 de tal manera que F* = FM 4 AFM satisfaga las ecuaciones de
Maxwell en todo el espacio-tiempo. De esta manera, el campo generado por
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la carga uniformemente acelerada y definido (distribucionalmente) en todo
el espacio-tiempo es

tz _ 94 / 2 2 2 1
2
th_ 9,022 20
F Qp[R?)G(t—i-z) + 2 +a2p25(t+z)}, (1.60b)
2
N N
F 2p{R39(t+z) - +a2p26(7§+z)}. (1.60¢)

Claramente, este campo satisface las ecuaciones de Maxwell en todo el
espacio-tiempo pues asi fue construido. Aunque el campo AF* fue agregado
“a mano”, se puede obtener directamente de las Ecs. (1.6) y (1.3) haciendo
un tratamiento cuidadoso del campo como distribucién [5].

Se puede interpretar al campo AF*” como la transformacion de Lorentz
del campo de Coulomb de la carga “antes” de que empezara a acelerarse, via
un proceso limite. En efecto, consideremos el campo generado por una carga
que es inercial desde t = —oo hasta t = ¢, y que se acelera uniformemente a
partir de este momento. El campo de una carga acelerandose uniformemente
desde t = —oo se puede obtener como la transformacion de Lorentz de este
campo al sistema en el que t, — —00.

Consideremos un marco de referencia en el que la carga esté en reposo
instantdneamente y transformemos el campo dado por la ec. (1.55) a este
sistema. La restriccién del campo a lo largo del cono de luz futuro del punto
donde la carga esta en reposo a la cuna R estd dado por

0
Ftr = % [COSQ ~ T in? 9} , (1.61a)
T T
R in @
Fth — %ﬁ [sz + % sin b cos 6] , (1.61b)
T T
R in @
F* = gpasin : (1.61c)

donde t = r (pues estamos en el cono de luz), 6 es el angulo (espacial) entre
la (tres-) aceleracién de la carga a y el punto p = (z,p) donde se evalia
el campo en el marco de referencia instantaneo de la carga. Los términos
proporcionales a 1/r2 corresponden al campo de Coulomb de la carga y
los términos proporcionales a asin@/r al campo de radiacién de una carga
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con aceleracion a. Notemos que 8 = 0 corresponde a medir el campo en la
direccion de la aceleracién de la carga.

Se puede ver que en la cuna R el campo de radiacién o es comparable
o decae con la distancia como un campo de Coulomb, lo que hace experi-
mentalmente complicado distinguir estos campos en esta region. Al hacer
una medicién dentro de la cuna R la distancia relevante serd la del punto
a la trayectoria de la particula. En este caso, se escoge la mdzima distancia
invarianteS, 1, que es la distancia entre el punto y la trayectoria en el mar-
co en el que la carga estd instantaneamente en reposo, en coordenadas de
Rindler es simplemente

1
2 2 2
I“=p+( —9). (1.62)
Se puede ver que en la cuia R se tiene que para ar grandes, ar ~ (al)?/2
para cualquier valor de 6 y, por lo tanto, si se quiere medir la radiacién lejos
de la carga este campo decaerd con la distancia a la carga como 1/1%, tal y
como un campo de Coulomb.

Por otro lado, tomando E = —F® en las Ecs.(1.61), se puede ver que
E
_Braal = rasinf (1.63)
|Ecoulomb|

donde E¢qyomb s la parte proporcional a 1/ 72 y Eyaq es la parte proporcional
a asinf/r. En la regién R, definida por z —t > 0, se tiene que

1
< — 1.64
ar 1—cosf ( )

y finalmente que,
|Erad| sin 0

. 1.
‘ECOulomb| 1—cosf ( 65)

Noétese que este cociente es de orden 1 excepto para 6 cercanas a cero. Esto
es, excepto en direcciones muy cercanas a la de la aceleracion de la carga,
el campo de radiacion es menor que el de Coulomb.

En cambio, en la cufia F' el campo de radiacién se puede hacer arbitra-
riamente grande para cualquier 6 distinto de cero. Ademaés, no existe ningin
marco de coordenadas que sea estatico, en el que la carga esté en reposo y

5Hemos usado el nombre que usa Boulware. Nétese que no es un invariante de Lorentz.
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que cubra la cuna F' por lo que no se puede asociar ninguna distancia in-
variante a la carga. De ninguna manera se podrian confundir los campos de
radiaciéon con campos que van como 1/I? como ocurre en la cuiia R. En F
no se puede usar ningiin argumento (como el Principio de Equivalencia) en
contra de la radiacién de la carga uniformemente acelerada, esta radiacion
esta ahi y puede ser detectada sin ningin problema.

Todo este andlisis se hizo en coordenadas inerciales y, por lo tanto, se
aplica directamente a cualquier observador inercial. En este caso, el campo
de radiacién existe pero, sin embargo, no se puede distinguir del de Cou-
lomb. En cambio, para un observador que se acelera con la carga —y la ve
estatica—, el campo es estatico y el campo de radiacién es nulo. Para ver
ésto, se calcula el tensor de energia-momento del campo asociado a la carga
en coordenadas de Rindler [5]:

1
TT 2
T =T =0 (1.66b)
¢ ¢
2 2+2( 2 —2 2
o ¢ @’ +a? =)
T TP 75 (1.66d)
2 T 2,2
pp_C[ 1 aCpp
4 [2}24 RS ] (1.66e)

donde p = prsin@ y I es la diddica unitaria en el plano zy. De la ec. (1.66D)
se puede ver que no hay ningun flujo de energia y por lo tanto no hay radia-
cién en el sistema de referencia que se coacelera con la carga. Sin embargo,
como vimos mas arriba, el campo de radiacién de la carga es detectable en
la cuna F', aunque no les es accesible a los observadores de Rindler.

Como veremos méas adelante, cuando analicemos la radiacién cuantica-
mente, también hay una diferencia fundamental entre el comportamiento
del campo en la cuna R y la cuiia F'. En este caso, se ha concluido que
el namero de clicks que hace un detector uniformemente acelerado con res-
pecto a observadores inerciales coincide con el nimero de clicks (de emisién
y absorcién) que hace el detector con respecto a observadores coacelerados.
Es interesante contrastar este resultado con los resultados clasicos obtenidos
en este capitulo, pues aunque la radiacién es dependiente del observador y
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de la regién del espacio-tiempo en la que se encuentre, el hecho de que los
clicks de un detector coincidan para observadores inerciales y de Rindler, es
indicativo de algun aspecto invariante del fenémeno de radiacién.



Capitulo 2

El campo cuantico para
observadores acelerados

En este capitulo presentamos un esbozo del analisis de la corresponden-
cia entre las descripciones cuanticas de los campos sin interaccién cuando
son realizadas desde un marco de referencia inercial y uno acelerado. Como
veremos, para ésto es necesario determinar con respecto a qué campos de
Killing estacionarios se va cuantizar al campo. En la métrica de Minkowski,
ademads de los campos de Killing de traslacién temporal usuales (correspon-
dientes a todas las posibles elecciones de la direccién temporal que puedan
hacer observadores inerciales), los generadores de boosts también son campos
de Killing de este espacio-tiempo. Estos campos son tipo tiempo en algunas
regiones del espacio-tiempo. En términos de un sistema de coordenadas glo-
bal inercial {t,z,y, z}, el campo de Killing que genera boosts a lo largo del
eje z esta dado por

b = a(=t" + tz%), (2.1)

donde a es una constante que corresponde a la la aceleracién propia de la
6rbita de b* cuando se parametriza con respecto al tiempo propio [39].

El campo b* también corresponde a un campo de Killing de la cuna de
Rindler R, donde es estatico y tipo tiempo. Entonces, dado que R es un
espacio-tiempo globalmente hiperbdlico, se puede aplicar en esta region el
formalismo de cuantizacién sobre espacio-tiempos estaticos y globalmente
hiperbdlicos al campo de Klein-Gordon. Andlogamente, la cunia L también
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es estatica y globalmente hiperbdlica y en esta regién se puede llevar a
cabo la cuantizacién del campo con el campo de Killing adecuado (ver més
adelante).

Como resultado de este proceso en la cufia R, se obtiene un estado de
vacio conocido como el vacio de Rindler, |Ogr). Para la cuna L se obtiene
un estado de vacio andlogo, |0r). Los estados en el espacio de Fock aso-
ciado a esta cuantizacién son interpretados como estados de particulas por
observadores de Rindler, esto es, observadores que siguen las érbitas de b®.
Como estos observadores son estdticos con respecto al tiempo de Rindler,

esta cuantizacion del campo es la mds natural para ellos.

2.1. Teoria cuantica de campos en espacios curvos

En la mayoria de las presentaciones de la teoria cuantica de campos,
ésta se motiva a partir de la construccién de una versién relativista de la
teoria cuantica de una particula. Sin embargo, por este camino aparecen va-
rios problemas matematicos y de interpretacién, por lo que al final se opta
por construir una teoria cudntica del campo en cuestién [32]. Notemos por
ejemplo, que el espacio de Fock que corresponde al espacio de estados se in-
troduce para poder representar estados de muchas particulas. Sin embargo,
la teoria del campo cudntico no es, per se, una teoria de particulas y en gene-
ral, en cada situacion en la que se cuantice el campo se debera justificar una
interpretacién en términos de particulas (por ejemplo, mediante el uso de
detectores [42]). Esta caracteristica de la teoria cudntica de campos es muy
evidente cuando el espacio-tiempo no es plano. Resulta que en el espacio-
tiempo de Minkowski, el estado de vacio (usual) es invariante de Lorentz,
ésto es, si se realizan los mismos procedimientos de cuantizacién en cua-
lesquiera sistemas inerciales, se obtendrian estados de vacio unitariamente
equivalentes. Sin embargo, cuando el espacio-tiempo no posee esta simetria,
no se puede garantizar que los mismos métodos de cuantizacién sobre di-
ferentes conjuntos de observadores generen estados de vacio equivalentes,
aunque cada estado de éstos sigue siendo un estado de vacio de la teoria —
cada uno representa un estado sin particulas para cada marco de referencia
donde se efectud la cuantizacion. Lo mismo ocurre si cuantizamos el campo
en el espacio-tiempo de Minkowski con respecto a marcos de referencia no
inerciales. Por ejemplo, si se cuantiza con respecto a observadores de Rind-
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ler se puede mostrar que la restriccién de |0p7) a la cuna R corresponde a
un estado térmico con un nimero indefinido de particulas. En esta seccion
vamos a revisar las ideas fundamentales de la teoria cudntica del campo de
Klein Gordon tanto en un espacio-tiempo plano como en uno curvo, haciendo
énfasis en el caso particular de espacio-tiempos estacionarios.

La teoria del campo clésico se puede reformular directamente sobre cual-
quier espacio-tiempo globalmente hiperbdlico'. La ecuacién diferencial sobre
la variedad que define a un espacio-tiempo globalmente hiperbdlico debe
tener datos iniciales definidos sobre alguna hipersuperficie de Cauchy, X.
Cuando los datos iniciales tienen asociada una unica solucién decimos que
la formulacién de datos iniciales de la ecuacion estd bien definida [43]; este
es el caso de la ecuacion del campo de Klein-Gordon,

O¢ —m?¢p=0. (2.2)

El siguiente teorema sirve para relacionar las soluciones de una ecuacién
diferencial con datos iniciales de soporte compacto sobre una hipersuperficie
de Cauchy en cualquier espacio-tiempo globalmente hiperbdlico. Siguiendo
a Kay [23], definimos

D(D) = CF(D) & C°(X) (2.3)

como el espacio de datos iniciales? (funciones) reales, suaves y de soporte
compacto sobre la hipersuperficie 3.

Teorema 1 (Leray) Sea (M, g) un espacio-tiempo orientable y globalmen-
te hiperbdlico, ¥ alguna hipersuperficie de Cauchy con vector normal uni-
tario dirigido a futuro n®. Entonces, los datos de Cauchy ® € D(X) dados
por
f
¢ = f=9¢|. p=n"Vuo (2.4)
P X p)
definen una unica solucion ¢ € C°(M), teniendo soporte compacto en cual-
quier otra hipersuperficie de Cauchy.

'Este tipo de espacios son aquéllos donde se puede encontrar una hipersuperficie es-
pacial tal que toda curva causal (que tiene vector tangente temporal o nulo) que pase
por cualquier evento siempre intersecte a la hipersuperficie; en este caso decimos que la
hipersuperficie es de Cauchy [42].

2No confundir el espacio de datos iniciales en X, D(X), con el dominio de dependencia
de X, D(X).
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Un punto en el espacio fase clasico I' corresponde a la especificacién de
un par de funciones, el campo ¢ y la densidad de momento conjugado T,
sobre una hipersuperficie de Cauchy ¥ (por ejemplo, una hipersuperficie de
t constante en el espacio de Minkowski en coordenadas inerciales).

La teoria de campo escalar real tiene asociada una forma simpléctica
Q:T'xTI — R dada por

Q([e1, m1], [p2, m2]) = /E(Wupz — Top1) dX. (2.5)

Para poder garantizar que €2 esta bien definida, vamos a restringir el espacio
fase a soluciones que tengan soporte compacto sobre superficies de Cauchy.
Entonces, en este caso, el teorema 1 permite identificar el espacio de da-
tos iniciales D(X) con el espacio-fase clasico del campo I'. Nos referiremos
indistintamente a una solucién ¢ como un punto de I" o de D(X).

En una teoria cuantica del campo se requiere que las funciones
Qe1,m], - ) : T =R, (2.6)

asociadas a la solucién real 1) con datos iniciales 1, 71, estén representadas
irreduciblemente por operadores Q2([¢1, 1], - ) sobre algin espacio de Hilbert
complejo y que satisfagan ciertas condiciones de conmutacién :

[Q([pr,m], ), [p2,m2], -) | = =i Q([1, m], [02, m2] )T (2.7)

Tomemos una solucién ¢ € D(X) (real y con datos iniciales de soporte
compacto), y descompongdmosla en sus partes que oscilan con frecuencia
positiva y negativa con respecto al tiempo inercial ¢:

b=+, (2.8)

por ejemplo, mediante su expansién de Fourier. Sea D1 () el espacio gene-
rado por las partes de frecuencia positiva de las soluciones en D(X), nétese
que es necesariamente complejo. Sobre este espacio se define el producto de
Klein Gordon por

La funcién € se puede extender de D(X) a DT (X) por continuidad usando

la ec. (2.5). Se puede mostrar que el producto interno dado por la ec. (2.9)
en efecto es positivo definido. Luego, se completa DT (X) con este producto
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interno con lo que se obtiene un espacio de Hilbert complejo 2, al que
llamaremos espacio de Hilbert de una particula (que no es el espacio de
estados de la teorfa cudntica, ver mas adelante). Asimismo, la asociacién
¢ — T define un mapeo lineal K : D(X) — 4 de rango denso [42].

La teoria cudntica se implementa tomando como espacio de Hilbert de
estados al espacio de Fock asociado a J#, .Z4(s#)3. Finalmente, para cada
¥ € D(X) se define el operador de campo (1), -) sobre .Z,(#) como:

Oy, ) = ia(K) —ial (Kv), (2.11)

donde @ y af, los operadores de aniquilacién y creacién en .#, estén defini-
dos de la siguiente manera: Dado ¢ € 7 y |[¢) = (¢, ¢p*, ™2 ) € F
tenemos

a(p) ) = (Bat®, B, ... ), (2.12)
af(p) [0) = (0,90%, V2pl"?, .., (2.13)

donde ®,¢* = (pl1),, es el producto interno de . Nétese que en la
notacion que adoptamos, el operador a(p) es antilineal en (.4

En resumen, la idea central del procedimiento de cuantizacién para cual-
quier sistema lineal (D,Q,.7(t)), donde D es un espacio vectorial, ) :
D x D — R una forma simpléctica y 7 (t) un operador de evolucién tempo-
ral, es construir una estructura de una particula (K, 7,U(t)), donde S es
un espacio de Hilbert separable, U(t) un grupo unitario con ‘energia’ estric-
tamente positiva® y K : D — J# es un mapeo real, lineal de rango denso
compatible con la forma simpléctica, 2Im (K| K1) = Q(¢, 1), y que satisfa-
ce K(7(t)p) = U(t)(K(¢)) [23]. Teniendo la estructura de una particula, la
teoria cuantica se realiza construyendo el espacio de Fock de 7 y definiendo
los operadores dados por la ec. (2.11).

Antes de pasar a la construccién de la estructura de una particula para el
campo de Klein Gordon en espacio-tiempos estacionarios, vamos a discutir

3Definido por

La suma directa se toma simetrizada para campos bosénicos. Si no hay ambigiiedad, lo
llamaremos solo .%.

“Para remediar esto y hacerse lineal en ¢ se puede definir como (%) [42]. Sin embargo,
optamos por la convencién de Wald [42] dada por la ec. (2.12).

5Esto es, que tiene un generador h autoadjunto, positivo y de rango denso.
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la relacién de la ec. (2.11) con la expresién mas “comun” del campo cudntico:

. 1 o0 1 , . . .
ot,2) = ——= / dp [apeienttivs - gleint=iz] - (2.14)
—00

v/ 2wp

Esta expresién no esta bien definida mateméticamente pues la integral no

converge [42], en este sentido, no se le puede considerar como un operador
sobre el espacio de estados. Lo que si representa la ec. (2.14) es una dis-
tribucién que arroja operadores cuando se evalia en funciones de prueba.
Para darle sentido a ésto, consideremos las funciones de prueba f € C§°(M).
Dada f de este tipo, construimos las soluciones avanzada Af y retardada
Rf de la ecuacion de KG con fuente f como

(O-—mHAf=f (A-mH)Rf =f (2.15)

donde Af = 0 fuera del pasado causal del soporte de f y Rf = 0 fuera
del futuro causal del soporte de f. En términos de éstas funciones se puede
construir una solucién a la ecuacién homogénea de KG dada por

Ef = Af — Rf. (2.16)

Con ésta ecuacién se esté definiendo un mapeo suprayectivo E : C§°(M) — D(X).
Se puede ver [42] que para toda solucién ¢ € D(X) y para toda funcién de
prueba f se tiene que

/ Of diz = Q(Ef, ). (2.17)
M

Esto se puede interpretar como que la funcién Q(Ef,-) actia ‘integrando’
la solucién 1 sobre todo M ‘pesada’ con f. Esto sugiere que el operador
Q(Ef, -) esté relacionado con gﬁ(a:, t). En efecto, si multiplicamos QZB(:IT, t) por
f e integramos sobre todo el espacio de Minkowski obtenemos

o(f) = QUES,) = ia(K(Ef)) —ia' (K(Ef)), (2.18)

donde hemos usado la ec. (2.11). De aqui la interpretacién de ¢(x,t) como
una distribucién y que, para obtener el operador de campo, haya que eva-
luarla en alguna funciéon de prueba. Es por ésto que el operador de campo
no tiene sentido si se le evaliia en un punto del espacio-tiempo.
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2.1.1. Teoria cudantica de campos en espacio-tiempos estacionarios

En un espacio-tiempo estacionario (M, g.p) se cuenta con un grupo uni-
paramétrico de isometrias oy : M — M con 6rbitas tipo tiempo. Sea £% el
vector de Killing que las genera. Haciendo uso del teorema 1 se define el
espacio de soluciones con datos iniciales de soporte compacto, D(X); sobre
este espacio estd definida la forma simpléctica 2 dada por la ec. (2.5).

La idea basica de la construccién de la teoria de campo cudntico en
espacio-tiempos estacionarios es escoger el espacio de Hilbert de una particu-
la 7 como el subespacio de soluciones (complejas) que tienen frecuencia
puramente positiva con respecto al tiempo de Killing ¢. Esto se podria lo-
grar mediante un andlisis de Fourier a lo largo de las érbitas de €% aunque,
sin embargo, no se puede garantizar de antemano que a lo largo de éstas
curvas las soluciones tengan el comportamiento asintético adecuado para
que exista su descomposicién de Fourier. Una construccién detallada de es-
ta teoria cudntica del campo de Klein Gordon resulta demasiado técnica y
va mas alld de los propédsitos de esta tesis, por lo que a continuacién presen-
tamos s6lo un esbozo de la construccién que hace Wald [42] del espacio de
Hilbert de una particula de la teoria cuantica del campo en espacio-tiempos
estacionarios que se basa en una descomposicién en frecuencias positivas y
negativas sin utilizar el andlisis de Fourier (Ashtekar [1] también la desarro-
lla y se puede ver una versién matemdticamente rigurosa en Kay [23]) . Sin
embargo, esta construccién no es tan general, pues esta limitada por el re-
querimiento de que exista una superficie de Cauchy ¥ donde, para alguna
€ > 0, se cumpla que

—£%, > —eng > €2, (2.19)

donde n® corresponde al vector de shift. Notemos que esta condiciéon no se
cumple en el espacio-tiempo de Rindler, mas adelante trataremos éste caso.

Se complexifica el espacio de soluciones, esto es, se toma D¢ = D(X) +
iD(X) y se define la norma de energia:

(Wrlee), = /Z Ty (1, o) €%, (2.20)

donde T, representa el tensor clasico de energia-momento dado por

_ 1 _ _
Tup(Y1,v92) = V()1 Vo — o Jab [V, Vo + m*yaba) . (2.21)
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La norma (| )., es independiente de la eleccién de ¥ e invariante bajo la

en

traslacion temporal 74 = 1 o ;. Se completa D¢ en la norma (|),,, con

en’
lo que se obtiene un espacio de Hilbert complejo .##’ que nos servird para
construir el espacio de Hilbert de una particula. La accién de 7+, cuando se
extiende a %', corresponde a la de un grupo uniparamétrico fuertemente
continuo de la forma U(t) = exp(—iht) donde h : #' — ' es un operador

autoadjunto. De la definicién de 73 se tiene que para toda v € D¢
I = i L, (2.22)

donde .Z¢ denota la derivada de Lie. Usando que m > 0 y la condicién
(2.19) se puede probar [42] que el espectro de h estd acotado por arriba
de cero y por lo tanto h~1 es un operador acotado en 7. Esta condicién
es necesaria para poder definir al operador K y que sea compatible con la
forma simpléctica [23] (ver las ecs. (2.23) y (2.24)).

De la ec. (2.22) se puede ver que las “soluciones de frecuencia posi-
tiva” corresponden al subespacio espectral de h con valores propios posi-
tivos, que llamaremos . Se define el operador K : ' — J¢| como
la proyeccién sobre s#/. Con ésto, podemos definir un producto interno
p: D(X) x D(¥) — R como

p(tpr, o) = 2Re(K1p|h ™ Kbs)en (2.23)

El espacio de Hilbert 7, de la estructura de una particula se define como
el espacio que resulta de completar 7/ en el producto de Klein Gordon

(K | K)o = ~i0(K0r, Kipa) = pltha ) — 50(0n, ). (224)

Esta es la construccion de la estructura de una particula para el campo
de Klein Gordon que surge de la simetria estacionaria del espacio-tiempo.
En efecto, las isometrias a; del espacio-tiempo juegan un papel fundamen-
tal en la construccién del operador autoadjunto h que define el espacio de
‘soluciones con energia positiva’.

Como ya mencionamos, se basa en que se satisfaga la condicién (2.19),
que permite garantizar que h! es acotado. Geométricamente, la ec. (2.19)
nos dice que el vector de Killing temporal £% no puede hacerse tipo luz o cero
en el espacio-tiempo. Estas condiciones no las satisface el vector de Killing
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temporal 7% (que es el generador de boosts b*) del espacio-tiempo de Rindler.
La construccién de la estructura de una particula para el campo cuantico
en este espacio-tiempo, realizada por Kay en [24], sigue los lineamientos
generales que hemos expuesto aqui, salvo que la prueba de que el correspon-
diente operador h~1 es acotado ahora se basa en que en el espacio-tiempo
de Rindler se satisface la siguiente desigualdad

fAFf ded?¢ > / alf|? ded?¢ (2.25)

ZRr XRr

para toda f € C§°(3ZR), donde v = ¢*m? y A es el operador

(2N L2
A= aC(¢6<> ¢ ( A), (2.26)

donde A es el laplaciano en coordenadas cartesianas x, y. Esta demostra-
cién, que garantiza la existencia de una teoria del campo cudntico de Klein
Gordon en las cunas de Rindler, es bastante técnica y se puede consultar en
[24]. Nosotros procederemos construyendo una expresién andloga a la de la
ec. (2.14) en términos de modos de Unruh y sus respectivos operadores de
creacién y aniquilacién.

2.2. Cuantizacién con respecto a observadores acelerados

Sea ¥ una hipersuperficie de Cauchy del espacio-tiempo de Minkowski
que pasa por la interseccién de los horizontes de Rindler. Sean ¥j y YR las
intersecciones de ¥ con las cunas L y R, éstas van a ser hipersuperficies de
Cauchy para estas regiones. Si se realiza el procedimiento de cuantizacién
del campo de Klein Gordon sobre la cuna R descrito en la secciéon anterior,
usando como generador de traslaciones temporales al vector de Killing tem-
poral 7@ de la métrica de Rindler (que en R corresponde al generador de
boosts), ec. (1.51), se obtiene un espacio de Hilbert de una particula que
denotaremos .##%. Al cuantizar el campo de la misma manera sobre la cufia
L, ahora con respecto al generador de traslaciones temporales del tiempo de
Rindler en esa cuna (que corresponde a —b%, pues se ha cambiado la direc-
cién de este campo de Killing para que la direccién temporal futura asociada
a los observadores en esta cuna coincida con la direccién futura asociada a
observadores inerciales) se obtiene un espacio de Hilbert de una particula

H,.
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Para describir al campo en todo el espacio-tiempo de Minkowski en
términos de las cuantizaciones respecto a observadores acelerados conside-
ramos el espacio de Hilbert de una particula definido por

H = HG, D HR. (2.27)

A la cuantizacién del campo usando este espacio de Hilbert de una particula
la llamaremos cuantizacion de Unruh. El espacio de estados de esta cuanti-
zacion es el espacio

Fo( M) ~ Fo(H1) @ Fs(HR) (2.28)

donde Z4(.7) representa el espacio de Fock simétrico asociado a espacio de
Hilbert 52.

Las soluciones de la ec. (2.2) con frecuencia positiva respecto al tiempo
de Rindler en la cuna R que se anulan asintéticamente son de la forma

o ‘
Yo(§) = YT emien g (m¢) w0 (2.29)
T
donde § = (7,() y Ki,(z) es la funcién de Bessel modificada del tercer
tipo o funcién de Macdonald [44]. El factor de normalizacién se escoge de
tal manera que estas funciones sean ortonormales en el producto de Klein-
Gordon, ec. (2.9), que en la cuna R toma la forma
1

Waltig =3 [ (W09 — VL) sr,  (230)

donde X es una hipersuperficie de Cauchy del espacio-tiempo de Rindler.

Las funciones K;,(m() tienen una singularidad esencial (oscilan “infi-
nitamente”) en el limite { — 0 [44], por lo que ¥,(§) no estan definidos
en el horizonte (7 — +oo y ¢ — 0) cuando w # 0. Los modos definidos
por la ec. (2.29), llamados modos de Fulling [14], y sus conjugados ¥ (&)
forman un conjunto completo del espacio de soluciones de la ecuacién de
Kein-Gordon en el espacio-tiempo de Rindler. El espacio de Hilbert de una
particula para la cuantizacién del campo en la cuna R, ¢, se construye
completando en el sentido de Cauchy el espacio generado por las () en
el producto interno dado por la ec. (2.30) (una construccién formal de este
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espacio se hace en [24]). El operador del campo asociado a esta cuantizacién,
¢r se puede expresar como

onlE) = /0 @)+ 05O d € R (2.31)

donde los operadores 7, f’L representan, respectivamente, operadores de
aniquilacién y creacion de particulas de Rindler en la cuna R, estos opera-
dores satisfacen relaciones de conmutacién candnicas. Hay que enfatizar que
el campo dado por la ec. (2.31) estd definido sélo sobre la cunia R, que es
donde estan definidos los modos de Fulling.

Para construir el espacio de Hilbert .77, y el operador de campo gZ; 1 de
la cuantizacién en L se procede andlogamente usando como generador de
traslacién temporal al campo —b® (ver el comentario previo a la ec. (1.47))
y se define el producto de Klein-Gordon sobre una hipersuperficie Xy de L.

El operador de campo en la cuantizacién de Unruh, definida por la
ec. (2.27), toma la forma

$(z) = dr(x) @ 1 + 11 @ $r(x) (2.32)
Claramente los operadores ¢, () y ¢p(z) conmutan,
[61(x), dr(2")] =0 (2.33)

reflejando el hecho de que las regiones L y R estdn causalmente desconecta-
das.

Construida de esta manera, en términos de soluciones con soporte sobre
la doble cuna LUR, pareciera que la descripcién cuantica de Unruh no puede
describir la fisica fuera de las cunas L y R. Recuérdese que los espacios de
Hilbert de una particula .77, y %% fueron generados a partir de modos de
frecuencia positiva con datos iniciales en X; y X respectivamente. Como
ya mencionamos, éstas hipersuperficies de Cauchy se pueden ver como la
restriccién de un hipersuperficie de Cauchy X de todo el espacio-tiempo de
Minkowski a las regiones L y R respectivamente, por lo que los datos inicia-
les de los modos en las cuantizaciones en las cunas L y R definen soluciones
Unicas de la ecuacién de Klein-Gordon en todo el espacio-tiempo de Min-
kowski, llamados modos de Unruh. En la siguiente seccién vamos a definir
estos modos globales. Como veremos, los modos de Unruh, al restringirse a
la cuna R toman la forma de los modos de Fulling (comparar ec. (2.43) con
la ec. (2.29)).
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2.2.1. Modos de “boost” y de Unruh

La mayoria de las derivaciones de la cuantizacién de Unruh [37] que se
encuentran en la literatura no desarrollan explicitamente la forma funcio-
nal de los modos del campo que son de frecuencia positiva con respecto al
tiempo de Rindler en cada cufia, que llamamos modos de Unruh. En efecto,
se puede cuantizar al campo trabajando tUnicamente con las restricciones
de estos modos a los horizontes [37], [42]. Sin embargo, en el anédlisis que
desarrollaremos en el capitulo 3 necesitaremos la forma funcional de estos
modos para poder calcular explicitamente valores de expectacion del tensor
de energia-momento del campo. Para ésto, en esta seccién introducimos los
modos de “boost” y de Unruh siguiendo la referencia [28]. En el apéndice
A analizamos el comportamiento de estos modos cerca de los horizontes de
Rindler.

Consideremos el espacio de soluciones clésicas globales a la ec. (2.2).
Dentro de este espacio se pueden caracterizar las soluciones que sean de fre-
cuencia positiva respecto al pardmetro de boosts (o tiempo de Rindler) 7
dentro de las cunas L y R. Esta clase de soluciones, llamadas ‘Modos de Bes-
sel Minkowskianos’ fueron introducidas por Geroch [16]. Narozhny et.al. [28]
y Fulling y Unruh [15] las llaman modos de boost, que es el nombre que no-
sotros usaremos.

Tomamos una onda plana (no normalizada) solucién a la ec. (2.2) de la

forma
+ _ —-1/2 i(wpt—pz
PE(z) = (2m)71/2 Filert=p2), (2.34)

donde = = (t,2), wp = /p>+m? > 0y el signo — (+) corresponde a
frecuencia positiva (negativa) con respecto al tiempo inercial.

Los modos de boost se pueden definir como la siguiente superposiciéon de
ondas planas [28§]

1 * —iw

Ve | | (2.35)
/ einm(t cosh 60—z sinh 0)6—zw0 do,

32,

—0o0

donde —oo < w < 00 y se cambid la variable p por la rapidez 6 usando

msinh(0) = p, m cosh(0) = wp, —00 < 0 < 0. (2.36)
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El objeto descrito por (2.35) no estd bien definido como “funcién” de t, z,
noétese que el integrando tiene una contribucién que oscila infinitamente
cuando § — +oo0.

En general, la ec. (2.35) no se puede interpretar como la definicién de
una funcién. En particular, es divergente en el origen (t = 0,z = 0) y en-
tonces, no puede ser una solucién (global) a la ecuacién de Klein-Gordon
en todo el espacio-tiempo si se insiste en considerarla como funcién. Sin
embargo, estos problemas se pueden evitar si uno considera estas cantida-
des como distribuciones, requiriendo entonces que evaluarlas sea necesario
integrarlas con una funcién de prueba adecuada. En este trabajo estos obje-
tos (asf como los modos de Unruh que definiremos més adelante ec. (2.41))
siempre seran considerados como entes distribucionales, lo cual es consis-
tente con la naturaleza distribucional del campo cudntico (ver la ecuacién
(2.18)). Para los propdsitos de este trabajo vamos a cconsiderar solamente
funciones de prueba de soporte compacto en el espacio-tiempo de Minkowski
M (g2 (M).

Formalmente, los modos de boost son ortogonales en el producto de
Klein-Gordon ec. (2.30) (definido sobre una hipersuperficie de Cauchy de M
Y):

(BB ) oy = £0(w — ) (2.37)

y son funciones propias del generador de boosts [16] dentro de las cuatro
cunas de Rindler

BBF = —iwB* donde B = t% + z% = % (2.38)
Nétese que los modos BE son soluciones de la ecuacién de KG de frecuencia
positiva (negativa) con respecto al pardmetro de boost 7 en las cunias L y
R siempre y cuando w > 0 (w < 0). Al dividir el conjunto de los modos en
partes de frecuencia positiva y negativa se estd dejando a un lado el conjunto
de modos de frecuencia w = 0, lo que podria ser una fuente de problemas
[28] (ver més adelante).
De ahora en adelante vamos a usar solamente modos de boost con w > 0,
B}, y ya no usaremos el superindice: B, = BJ}. Este conjunto de modos se
puede usar como uan base del espacio de soluciones de frecuencia positiva
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respecto al tiempo inercial.®

La idea de Unruh [37] para dar una cuantizacién del campo asociada a
observadores acelerados consiste en la construccién de dos conjuntos de mo-
dos L, y R, a partir de combinaciones de modos de boost y sus conjugados
de tal manera que sean de frecuencia positiva con respecto al pardmetro de
boost (el tiempo de Rindler) en las cunias L y R respectivamente y nulos en
la cuna opuesta (R y L respectivamente). En las cunias F'y P serdn solucién
de la ecuacion de Klein-Gordon. Estos modos, llamados modos de Unruh,
estan definidos por

) = ; e7rw/2 ) — efﬂw/Z * (o a
Rola) = s (/2 B,.(x) B, ()] (2.41a)
1

I e7ru)/2 x _efm.u/Q (o .
2 sinh(7w) [ B_y(x) B( )] (2.41b)

donde w > 0. Sélo porque las vamos a usar posteriormente, invertimos estas

ecuaciones:
1
Bu(z) = ————[e™/?Ryy(z) + e ™/*L} (2)] (2.42a)
2 sinh(7w)
1
B_y(z) = ——=[e™/?L, () + e ™R (2)] (2.42D)
2sinh(7w)

Se puede mostrar que cuando se restringen los modos R, a R, éstos coin-
ciden con los modos de Fulling, ec. (2.29) y también ocurre lo andlogo para
los modos L, cuando se restringen a L [16]. Esto es, los datos iniciales de
los modos de Unruh coinciden con los de los modos de Fulling. Hemos visto
que las soluciones de la ecuaciéon del campo pueden ser representadas por
sus datos iniciales [23] (ver el teorema 1 de la seccién 2.1) y por lo tanto,
completando en el sentido de Cauchy el espacio generado por las L, y R,
obtendriamos, respectivamente, J¢7, y JR.

6Otras propiedades directas de los modos de boost es que para = = (t, 2),
B.,(—z)* = B_u(x). (2.39)

Para x = 0 se tiene que
B.(0) = —=d(w) (2.40)
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En efecto, como se desarrolla en el apéndice A, las representaciones de
los modos de Unruh en las diferentes cunas son las siguientes:

Ry|r(1,¢) = %\/sinhwwe_i“’TKw(mC) (2.43)
Rolp(r,¢) = —2;/2&6_}1% [ 12 (n¢) + e 1L (m¢)] (2.44)
Rolp(m,¢) = 0 | (2.45)
Rlp(r.0) = g [ Q)+ HY Q)] (240

Las partes espaciales de las representaciones de L, (z) son funcionalmen-
te iguales a las de R, (x), en las temporales hay que hacer w — —w en las

cunas f y P:
Lilr(rnQ) = 0 (2.47)
Lulp(1,Q) = _#\/LTW [emﬂg) (m¢) + e HY (mg“)} (2.48)
L,|p(m,¢) = %\/sinhﬂw e T K, (m() (2.49)
Lilp(0) = gip e (AL + B mO)] (250

El operador de campo en la cuantizacién de Unruh toma la forma de la
ec. (2.32) con ¢ (x), dr(x) expresados en términos de los modos de Unruh:

~ ~

¢($)—¢L($)+$R(x)—/OOOdw(Rw(x)iL®m+Lw(x)iw®iR+H.C.) (2.51)

donde #,, y I,, son operadores de aniquilacién en .Z (#3) y F (1) respec-
tivamente.

Para encontrar una base de .% (), ec. (2.28), basta con encontrar las
respectivas bases de los espacios .7 () y .7 (#7,). Para .Z (%) escogemos
una base ortonormal cuyos elementos sean estados con un ntmero definido
de particulas n; de Rindler en la cuna R, |J)p.

Sea J,,, el nimero de particulas en este estado cuyas frecuencias estan
centradas en el modo particular wy,, m = 0,1,.... Entonces, el estado |J)
esta definido por el conjunto

J = {Jugs Juns s Jums e } s > oy =n4. (2.52)

m=0
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Nétese que s6lo un nimero finito de las J,,, son distintas de cero. El estado
|J) p se puede construir a partir del vacio de Rindler de la siguiente manera

(D) g = g Ty ) g = Ny ()70 - (7L, ) om - [0) (2.53)

Wm

donde N; es un factor de normalizacién tal que (J|J) = 1 y el operador
f;f,m crea una particula de Rindler con frecuencia centrada en w,,. Dado un

estado |J) p se define
E(J) =Y wndon, (2.54)
m=0

que es proporcional a la energia de Rindler del estado, esto es, a la energia
del estado asociada con el campo de Killing que genera los boosts en la
direccién z. En efecto, dado que el tiempo propio de un observador de Rindler
es 7 = 7/a, la energide modo con frecuencia centrada en wy,, es aw,, y la
energfa de Rindler del estado |J) es aE(J).

Dados dos elementos de esta base, |J)p, |K)p se tiene
R<J‘K>R = (5(J, K) = 6onva0 s 6me,me s (255)

donde d;, k., son funciones delta de Kronecker. Para el espacio .7 (%)

wm

se puede construir una base de manera andloga.

El conjunto de todos lo estados |J); ® |K)p donde J y K son de la
forma de la ec. (2.52) es una base de .Z (#1;). Entonces, cualquier estado
|f) € F () se puede expresar en términos de esta base

1) =D F(LE) ) |K)g (2.56)
JK

Las sumas corren sobre el espacio de todas las posibles distribuciones J y
K, esto es, son de la forma

=11 > (2.57)
J m=0 K,,,, =0

Esta es la notacion que usaremos durante el resto del trabajo, en particular,
serd muy 1util cuando describamos los estados en términos de matrices de
densidad, como se verd en el capitulo siguiente.
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2.2.2.  Relacion entre operadores de Unruh y de Minkowsk:

Tomemos un estado de una particula de Minkowski, F' € ;. Su res-
triccién a la cuna R, que denotaremos por Fr = F|g, se puede descomponer
de la siguiente forma:

Fr =@} + ®p, (2.58)

donde @E y @5 a R son de frecuencia positiva y negativa, respectivamente,
respecto al tiempo de Rindler cuando se evalian en R. Andlogamente, la
restriccién de F' a la cufia L, se puede descomponer como

Fp =0} + 0. (2.59)
De esta manera, F' € 5 se puede escribir como
F =&} + o+ + 0 (2.60)

donde todas las funciones del lado derecho estdn definidas en todo el espacio-
tiempo de Minkowski.

Consideremos bases discretas de todos los espacios de Hilbert involucra-
dos. Estas se pueden construir a partir de las ondas planas, ¥, y de los

modos de Unruh R, L, como se explica en [18], [41].7
Se tiene que @E € HR, esto es
=) ogR (2.62)
J
Para el caso de @ € R, se tiene que
b= 3 KR = 3 G s 269
J J

donde hemos expresado ®, usando el producto por escalares x definido

"Por ejemplo, para % se puede construir una base discreta [18], [41]{ RS} definiendo

1 [utDe
R5,(1,0) = — dwe ™ <Y R, (T, 2.61
in (T, C) NG B we (7,¢) ( )
donde € > 0 es fijo para toda la base y n,j > 0 son los indices de la base, n € Z, j € N.
Este modo tiene energia del orden je + €/2 para € pequeno.
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para el espacio de Hilbert conjugado [42]. 8 Los operadores de aniquilacién
y creacion de Minkowski en el estado de una particula F' se pueden expresar
en términos del campo ¢ como

a(F) = (F,),  al(F)=—(F",d). (2.65)

Usando las Ecs. (2.60), (2.65) y el hecho de que el producto interno es
antilineal en la primera entrada, se puede mostrar que [39]

a(F) = #(®F) — #1(®5") + 1(®F) — I1(®, ). (2.66)

Los modos de boost B,,, B_,, son estados de una particula de la cuanti-
zacién de Minkowski (frecuencia positiva respecto al tiempo inercial) y sus
descomposiciones en términos de elementos de 7 r vy %L, Rr estan dadas
por las Ecs. (2.42a), (2.42b). Usando la ec. (2.66) se tiene que

1

a _ eﬂw/Qf’ _ 6—7rw/2”r )
(B.) = s (iR — R, 260
a _ 1 emu/QA _ e—7rw/2,,gT
(B) = s (L (R).  (269)

Finalmente, de estas dos ecuaciones se puede obtener

a(B,) + e ™al(B_,)
(1 _ e—?mu)l/? ’
a(B_,) + e ™al(B,)

(L) = T (2.70)

(2.69)

Estos operadores definen formalmente® los operadores ., l,, de la siguiente
manera

lo=1l(L,), #,=7#Rw). (2.71)

8Sea (V,+, x) un espacio vectorial done + denota la suma de sus elementos y x la
multiplicaciéon por escalares. El espacio complejo conjugado de este espacio vectorial es el
espacio (V,+, X) donde la multiplicacién por escalares X : C x V — V estd definida por

cXp=c" x (2.64)

El espacio conjugado se denota por V.
9Los modos R.,, L. no son elementos de .#%, #7, respectivamente y por lo tanto #(R.,),
{(L.) no estdn definidos por la ec. (2.12).
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De la misma manera, de la ec. (2.67) se define el operador b, = a(B,), que
se puede usar para dar una cuantizacién unitariamente equivalente a la de
ondas planas en el espacio-tiempo de Minkowski, denominada cuantizacion
en modos de boost [28]:

) = / dw (Bu(@)by + B (2)i) (2.72)
donde [b,, BL/] = §(w — w'). Por construccién de by, se tiene que
b [0ar) = @y [02r) = 0. (2.73)

2.2.8. Comentarios sobre la cuantizacion de Unruh

Recientemente ha habido una controversia acerca de la cuantizacién de
Unruh. Narozhny et.al. [28] afirman que la “cuantizacién de Unruh no es
un esquema valido de cuantizacion para el campo en el espacio tiempo de
Minkowski” (a diferencia de la cuantizacién en modos de boost, que si lo
es, ver la ec. (2.72)). Para argumentar esto afirman, entre otras cosas, que
la expansion de (;AS en modos de Unruh, ec. (2.51), no cubre todos los grados
de libertad del campo cuantico en el espacio-tiempo de Minkowski. Esto
ocurre, segin estos autores, porque al “evaluar en el origen” los modos de
boost tienen una singularidad cuando w = 0. El comportamiento en w = 0
es decisivo en nuestro estudio, en particular porque parece ser que solo estos
modos contribuyen a las probabilidades de emisién/absorcién de particulas
debido a cargas aceleradas [20)].

La légica de los autores de [28] es que, entonces, en la transicién de
ec. (2.72) a la ec. (2.51) —usando las ec. (2.42)— uno debe de tomar el valor
principal de Cauchy de la integral en el origen, lo que excluye el modo
w = 0.19 Ellos afirman que sin este modo, el conjunto de modos de boost

0Tomamos (2.72), separamos el intervalo de integracién en (—oo,0), (0,00) y en el
primer intervalo cambiamos w — —w:

6= / dw [waw S bLBY 4 b_wB_w + b B, (2.74)
0

Los modos B, son singulares en w = 0 y = 0, como se puede ver de la ec.(2.40). Esto
hace sospechar que esta separacion del intervalo de integraciéon en w = 0 sea no trivial. En
caso de que en efecto sean singulares, esta separacién implicaria tomar el valor principal
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restante pierde la propiedad de ser completo y por lo tanto, la capacidad
de de generar cualquier estado (de una particula) del campo (Ref. [28],
p. 025004-12).

Por otro lado, Fulling y Unruh [15] han argumentado en contra de estas
conclusiones. Como ellos afirman, dado que la expansién en modos es una
integral y por lo tanto un modo es de medida cero (medida de Lebesgue), la
omisién del modo w = 0 es totalmente inofensiva en la expansién en modos
del campo. La cuantizaciéon de Unruh es valida para expresar la restriccion
a L U R de estados del campo globales.

En este trabajo compartimos la posiciéon de Fulling y Unruh al respecto
de la cuantizaciéon de Unruh por las siguientes razones. Como hemos dicho,
los modos de boost deben ser considerados como objetos distribucionales vy,
por lo tanto, no tiene sentido ewvaluarlos en un punto. Pero esto es total-
mente consistente con la naturaleza distribucional del campo cudntico, al
que tampoco tiene sentido evaluar en un punto; sélo su convolucién con una
funcién de prueba esta definida.

En su articulo, Fulling y Unruh argumentan firmemente que la cuantiza-
cién de Unruh es valida en la doble cuna LU R pero, sin embargo, mencionan
que no estan del todo seguros de la posibilidad de extender un estado de
Unruh a todo el espacio-tiempo de Minkowski ([15] p.048701-2).

Seamos un poco mas precisos. Los datos iniciales en la cuantizacién de
Unruh consisten de funciones suaves de soporte compacto en ambas super-
ficies de Cauchy Y y 1. Para concretar, tomemos Xr = {(0,z)|z > 0} y
Y1, ={(0,2)|z < 0}. Para estas hipersuperficies de Cauchy las funciones de
soporte compacto son cero en el origen (0, 0). Sin embargo, una cuantizacién
del campo valida en todo el espacio-tiempo debe considerar el conjunto de
todas los datos iniciales C§® sobre la hipersuperficie de Cauchy

EM:ELUERU{O}, (2.75)

que incluyen, por supuesto, funciones que no son cero en el origen. Al respec-
to, Fulling y Unruh notan que “el anélisis de los datos iniciales en el origen es
bastante sutil matematicamente y datos iniciales en ese punto pueden influir
en la solucién a la ecuacion de Klein-Gordon en las regiones F' 'y P”. Este

de Cauchy en la integral, que le “da la vuelta” al polo en w = 0 por lo que a final de
cuentas no se estarfa tomando en cuenta la contribucién de los modos con w = 0 [28].
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punto es bastante relevante para nuestro trabajo. Aunque no estamos dando
ninguna prueba formal del hecho de que la cuantizacién de Unruh puede ser
extendida a todo el espacio-tiempo de Minkowski, en el capitulo 3 mostra-
mos que, al menos para el caso particular que estudiamos, la cuantizacién
de Unruh arroja los mismos resultados fisicos que la cuantizacién estandar
en ondas planas. Tomamos esto como evidencia de que estas cuantizaciones
son equivalentes fisicamente.

2.3. El Efecto Unruh

En esta seccién se describe la relacién entre |0,7) y |0r7), conocida como
el efecto Unruh. La derivacion del efecto Unruh se basa fundamentalmente
en la construccién de un mapeo entre el espacio de Hilbert de una particula
de la cuantizacién inercial, 7 y el espacio de Hilbert 5, = 5k ® 7. No-
temos que los espacios 7y, %37 1, corresponden a los espacios de Hilbert
asociados a soluciones de frecuencia negativa. Una solucién de frecuencia
positiva respecto a t debe ser una superposiciéon de soluciones de frecuen-
cia positiva y negativa respecto a 7. El mapeo entre 3 v 7 estd dado
en términos de las respectivas proyecciones de una solucién en 5#3; sobre
Jr,1, y sus conjugados; de este mapeo se obtiene la correspondiente trans-
formacién entre los espacios de estados % () y F (). En particular
estamos interesados en la imagen bajo este mapeo del estado de vacio de la
cuantizacién inercial:

081) 0y € F (Hs) — Onr)y € F (D). (2.76)
Aplicando al estado de vacio

00) = (¢, %, 9™, ...) € F(Hp), (2.77)

los operadores a(B,,) y a(B_,) expresados en términos de los operadores 7,

[ (ver las Ecs. (2.67) y (2.68)), se puede obtener por iteracién que [42]

0a7) = exp [ > e ™kl (Ry)IT (Ly,)] [00) (2.78)
k

donde Ry, Lj son modos de Unruh con frecuencia centrada en wy y k corre
sobre todos los indices de las bases discretas { Ry}, {Li}. Expandiendo esta
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expresiéon tenemos

oo o
’OM> _ 2 : 2 : 2 : [ —Trkowoe—ﬂklcUl L. 6—7rkjw]- ceex
ko=0 k1=0 A

< ). o). ) ® ho(wo), ki (wr), )| (279)

donde k;(wp) representa k; particulas con frecuencia wy. Notemos que este
|0as) tiene ko particulas de Rindler en la cuia Ry ezactamente kg particulas
en el mismo modo en la cuna L, y asi para cada j. El término en la suma
con todos los k; = 0 corresponde al vacio de Unruh |0y) = [0); ® |0),. La
expresion (2.79) se puede expresar de una manera mas compacta como

100) = Ze‘”E |K) | K)p =Y e ™IS K)|1), | K)g  (2:80)
J,K

donde E(K) estd dada por la ec. (2.54) y las sumatorias han sido expresadas
en términos de la ec. (2.57). Estados enredados en la cuantizacién de Unruh
(aquéllos que no se pueden expresar de la forma |g1) ; ®|g2) ) tienen correla-
ciones no triviales entre estados “izquierdos” L y “derechos” R. El vacio de
Minkowski |057) es un estado enredado en la cuantizacién de Unruh. Dado
que |0ps) es un estado enredado su restriccién a la cuna R no puede ser un
estado puro [25], y su descripcién se debe hacer en términos de matrices de
densidad. La restriccién de |[0pr);; a la cuna R, es de la forma de una matriz
de densidad térmica con temperatura

a

= (2.81)

(tomando h = ¢ = 1) donde a es la aceleracién que define a la familia de
observadores acelerados (i.e. a los espacio-tiempos Ry L). Esto es, la restric-
cion del estado |0pr),, a la region R es un estado térmico con temperatura
dada por la ec. (2.81).

La norma del estado de vacio de Minkowski es

o0

1
(Oarl0ar) = T T (2.82)

m=0

El hecho de que este estado normalizable en la cuantizacién de ondas planas

tenga una norma infinita en la cuantizacién de Unruh es una consecuencia
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de que estas cuantizaciones no son unitariamente equivalentes y pareciera
que no podrian ser fisicamente equivalentes. Sin embargo, diferentes repre-
sentaciones del dlgebra del campo, inclusive no unitariamente equivalentes,
son equivalentes “fisicamente” en el sentido del Teorema de Fell [42] y por
lo tanto uno espera obtener la misma informacién fisica como resultado de
calculos de valores de expectacion tanto en la cuantizacién inercial como en
la de Unruh (siempre que la cuantizacién de Unruh sea una representacion
fiel del élgebra del campo).

2.4. Detectores acelerados

Experimentalmente, para saber el contenido de particulas en un estado
del campo, se le hace interactuar con un detector. En general, se espera que
las particulas descritas formalmente (como las particulas de Rindler) actien
como las particulas que excitan al detector. Esto nos permitiria analizar el
estado del vacio de Minkowski con respecto al contenido de particulas de
Rindler mediante el uso de detectores con aceleracién uniforme. Parece ser
que la equivalencia entre las particulas definidas por los modos de frecuencia
positiva respecto al parametro asociado a las érbitas que sigue el detector
y las particulas que excitan al detector, se presenta sdélo para el caso de
aceleracion uniforme. En efecto, se pueden ver ejemplos de trayectorias del
detector en las que esto no sucede [30].

Un detector de particulas acelerado en el vacio de Minkowski se exci-
tard debido al banio de particulas. Dado que el estado del campo, desde el
punto de vista inercial, es el vacio, el detector sélo podria, a lo més, emitir
particulas de Minkowski hacia el campo. Sin embargo, desde el punto de
vista de un observador de Rindler el proceso implica la absorcién y emisién
de particulas de Rindler desde y hacia el bano. Uno esperaria que ambas
descripciones fueran fisicamente equivalentes y dado que los procesos aso-
ciados al detector afectan el campo cuantico presente, resulta interesante
ver de qué manera se da esa equivalencia. Esta es altamente no trivial. Uno
se puede hacer la pregunta opuesta al efecto Unruh: ; Qué ve un observador
inercial en el vacio de Rindler? Aun cuando ambos vacios no son unita-
riamente equivalentes —y por lo tanto, hay un contenido de particulas de
Minkowski en este estado— se ha probado que el detector es excitado por
particulas cuyo espectro es, al menos a primer orden, P(w) = 0 [30, 7]. Si
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el detector que se modela no es excitado por las particulas de Minkowski
presentes en ese estado, entonces, jqué “tan reales” son estas particulas?
Esta pregunta es demasiado ambigua como para dedicar algin esfuerzo en
contestarla pero muestra la delicada relacion entre los diferentes conceptos
de particula.

En esta seccién presentaremos algunos de los resultados en la literatura
que apuntan a establecer la equivalencia entre las particulas de Minkowski,
las de Unruh y aquéllas que excitan un detector en aceleracién uniforme.
Habiendo hecho esto, tendremos una base para intepretar los resultados que
obtengamos para el caso de una carga acelerada en el capitulo siguiente.
El primer resultado que presentaremos se debe a Unruh y Wald [39]: un
observador inercial interpreta la absorcion de una particula de Rindler por
un detector como la emision de una particula de Minkowsks.

2.4.1. Interaccion con un detector de dos niveles

El modelo de detector que usaremos es el de una particula en una caja,
que corresponde a un campo cuantico confinado a una cierta vecindad de la
trayectoria del detector. Supondremos que el detector sigue las 6rbitas del
campo de Killing 7% en la cunia R, es decir, es estatico respecto a observadores
de Rindler. El detector es un sistema cudntico de dos niveles, |1), |]), cuyo
Hamiltoniano respecto al campo de Killing 7 es

Hp = QATA, (2.83)
donde
Ally=A4At 1y =0, AM|)=11), AN =|l). (2.84)

El estado |]) es el estado base de Hp y |1) es el estado excitado con energia
de Rindler Q. El acople entre del detector con el campo ¢ estda dado por el
Hamiltoniano de interaccién

i = ) [ o) [p@) A+ (@) AT V=g da, (2.85)

donde 1 es una funcién suave (sobre una hipersuperficie de Cauchy X) que
se anula fuera del detector. Vamos a suponer que €(t) se anula para |t| >
T > Q! y que es aproximadamente constante para |t] < T.
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En la imagen de interaccién un estado evoluciona del estado inicial |s, in)
a un estado final |s, out) via la aplicacién de la matriz S:

t
|s, out) = T exp [—z/ e(t’)/ o(x) [w(x)/i + ¢*(a:)/ﬁ] V—gd®zdt'| |s,in),

*o (2.86)
donde T es el operador de ordenamiento temporal y ¢ es un tiempo posterior
al tiempo en el que termina la interaccion. Sea el estado inicial del sistema un
estado del campo que corresponda a n particulas en el modo x y el detector
en su estado base, |]). En realidad, nos interesa que el estado inicial del
campo sea el bano térmico asociado al vacio de Minkowski, que corresponde
a una superposicion de estados de n particulas en todos los modos posibles,
después regresaremos a este estado.

Podemos escribir |s,in) = |n) ||). A primer orden en € se tiene que [39]
|5, out) = |n; |) — i / e Me(t )y ()t 2" )dt' d*a' |n, 1) (2.87)

El factor e corresponde a la dependencia temporal del operador Af. Aho-
ra, como se vio en la Seccién 2.1, se tiene que para cualquier funcién de
prueba f el operador de campo asociado toma la forma

3(f) = / fov—gdte =a(T) - al(r,), (2.88)

donde I'_ y T'y son, respectivamente, las partes de frecuencia negativa y
positiva respecto al campo de Killing temporal en cuestién (en este caso 7%,
que corresponde al campo temporal en donde el detector estd estético) de
la solucién retardada menos adelantada I' con fuente f (ver la ec. (2.18)).
Para el caso en el que f = €(t)e™*y*(z) se tiene que T'y ~ 0 pues €(t) es
casi constante [39]. Escribiendo v = T'* se tiene que

|s,out) = [n; ) —i[1) @a(y) |n)
=In; ) —ivn{y,x)In—1;1).

Tenemos entonces que, a primer orden en e, el estado del campo se vera re-

(2.89)

ducido en una particula si y sélo si el detector se excita. Adicionalmente, se
puede mostrar que la probabilidad (al orden més bajo) de que el detector
se excite es

Py =nl(v, ), (2.90)
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esto es, es proporcional al niimero de particulas presentes en el estado y al
traslape entre el modo del detector y el modo en el que se encuentran las
particulas en cuestion. Esto muestra que el modelo de detector de particulas
que hemos usado funciona correctamente. Notemos que para el caso en el
que el detector sigue una 6rbita de 7¢, la particula absorbida (en la que

disminuyd el campo) serd una de Rindler.

Regresemos al caso especifico del bano térmico correspondiente al vacio
de Minkowski. Un bafio térmico consiste en una superposicién incoherente
de estados de n particulas en cada uno de los posibles modos con energia FE.
La probabilidad de que el estado se encuentre en un estado de n particulas
con energia w estd dada por el factor de Boltzmann e™™. La probabilidad
de que el detector se excite en el bano térmico estd dada por

Pp=Y" p(n, xw)n | (7, xw)l?
Xw,T
" o0 2 (2.91)
~ m(%’ﬁ

donde las x,, son un conjunto completo de estados de una particula con
frecuencia positiva w y
e—ﬁnw

p(n, Xw) = S (2.92)

es la probabilidad de encontrar n particulas en el modo x,,. Para obtener la
aproximacion en el iltimo renglén de la ec. (2.91) usamos el hecho de que ~
es un modo de frecuencia positiva centrado en w = Q.

Es interesante ver cudl es la opinién de un observador inercial acerca de
la deteccion de una particula de Rindler. Una construccién andloga a la de
la ecuacién ec. (2.89) cuando el estado inicial estd dado por |0as) ® |T) nos
lleva a

|s,0ut) = [0ar) [1) — i (7) [0ar) |T) (2.93)

donde ahora hemos utilizado directamente el campo de Killing 7 y hemos
puesto el operador de aniquilacién 7. El modo de Rindler « es el mismo que
en la seccién anterior, tomando en cuenta que aqui 7 representa al tiempo
de Rindler. Notemos que « es superposicion de modos R,,, sin embargo,
recordemos que como f = €(7)e*¥"¢* el modo de Rindler asociado tiene
frecuencia centrada en w = € y por lo tanto, podemos considerar que v =
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Rq. Expresdndolo en términos de modos de boost (ver la ecuacién (2.69))
se tiene que

e—TrQ/a

|870Ut> = |0M> |~L> - 7’(1 _ 672779/11)

720" (B—a) [0ar) @ 1) (2.94)

Como lo muestra la ec. (2.93), si el detector se excita entonces el estado
del campo corresponde a una desexcitacion de una particula de Rindler del
estado de vacio inercial original.

Entonces, lo que hemos hecho es que hemos calculado en el esquema de
Unruh la evoluciéon del estado |s,in) y en particular la del detector, que fue
caracterizado en términos de la descripcién acelerada. Al final solamente
transcribimos el operador de creacién 7 a su expresion en términos de ondas
planas (modos de boost) y obtenemos que el detector se excita (por una
particula de Rindler) si y sdlo si se crea una particula de Minkowski en el
modo B_q. Nétese que la particula emitida por el detector no corresponde a
una desexcitacién de este; este proceso, a su vez, también emitiria particulas.

2.4.2.  Cambios en el valor de expectacion de la energia

Ahora queremos analizar el estado del campo después de la interaccién
con el detector, en particular, cudl es éste cuando el detector ha sido excita-
do. De acuerdo a la ec. (2.89), el estado del sistema campo-detector estd en
una superposicién de estados, donde el detector puede estar o no excitado.
Para investigar el comportamiento cuando se ha excitado, debemos reducir
el estado. Siguiendo a [39] definimos

C = [Al, A]. (2.95)
Entonces %(i—i—é) es la proyeccién del estado del detector sobre |1) y (1 -0

lo es sobre ||). En el caso en el que el detector se ha excitado se tiene que

() (s,out| (14 )T i1+ C) s, out)
it = S HEIPI ) (2.9

donde p(s) es la probabilidad de que el estado inicial sea |s) y P;(s) es la

probabilidad de excitacién cuando el estado es |s).

Aplicando la ec. (2.96) al estado ec. (2.89) se tiene que

. . R 6_’69 v
0(Ty) = (D)t = (T )vac = 1—e P2 t{; (’Z;

(2.97)
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Esta ecuacién representa el cambio en la expectacién de la energia-momento
asociada a observadores acelerados, para los cuales el detector esta en reposo.
Recordemos que  es de frecuencia positiva respecto al tiempo acelerado y
tiene energia positiva, por lo que el cambio en la energia es positivo, esto
es, la energia del campo aumenta desde el punto de vista de observadores
acelerados. Si el estado del bafio ha sido reducido en una particula, ;cémo
puede entonces aumentar la energia del campo en vez de disminuir? La clave
estd en el factor de n en la ec. (2.90), que indica que la probabilidad de que
el detector se excite crece con el nimero de particulas. Como lo mencionan
Wald y Unruh [39], esto quiere decir que el proceso en el que el detector
se excita equivale a que el detector haga una medicién parcial del estado
del campo. Asimismo, si el detector no logra excitarse, la energia del campo
debe decrecer.

Como hemos visto, un observador inercial asocia una particula de Min-
kowski en el modo Fp al proceso por el cual el detector se excita. El cambio
en la expectacién de T,“, es t,(Fa)/(FaFq), de donde se puede mostrar que
la energia del campo aumenta en todo M. Expresando Fq en términos de
modos de Unruh se obtiene que en la cuna R el cambio en la expectacion
de Tuv es el mismo que el de la ec. (2.97). Esto es, para ambos observadores
la energia en la cuna R aumenta, sélo que la razon es diferente. En un caso
aumenta debido a que el detector ha hecho una medicién parcial del estado
del campo y en la otra debido a la emisién de una particula por el detector.

Sin embargo, para algunos autores esta interpretacién es errénea [17].
Wald y Unruh debieron reducir el estado a uno en el que el detector se
encuentra excitado para poder asociar la emision de una particula de Min-
kowski. Que la energia aumentara en R para observadores acelerados tam-
bién fue un efecto de la reduccién del estado. Ahora, se sabe que los efectos
de reduccién pueden traer problemas de causalidad. Grove calcula 5(’f ) €n
una situacién analoga, sin reducir el estado y obtiene que a segundo orden

en la cuna R,

A a2

Tyw) = tuw (Ry)- (2.98)

_627rw -1

Esta ecuacién dice que a segundo orden la energia del campo se reduce, lo
cual interpreta en términos de que el detector absorbe energia del campo de
manera causal. Sin embargo, esto crea una paradoja pues el estado inicial
del campo era el vacio, jque se encuentra en el minimo de energia!
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Los autores que coiciden con Grove (ver por ejemplo, [6, 26, 34] ) afir-
man que esta energia absorbida del campo eventualmente es emitida por el
detector cuando pase de un estado excitado a su estado base. Este proceso se
vuelve estacionario y resulta que el valor de expectacion final § <T w) = 0. Es-
to implicaria que el detector acelerado no radia (Ver también las referencias
[2, 21, 38]).



Capitulo 3

Aspectos globales del estado
de radiacion descrito por
observadores acelerados

A scientist can soar high like a poet,
but also knows how high he flies. ..
R. E6tvos

Como hemos visto en el capitulo 1, cuando se describe cldsicamente, la radia-
cién emitida por una carga uniformemente acelerada se va a la cuna F, region que
es inaccesible a los observadores coacelerados con ella. El comportamiento del cam-
po clésico es muy diferente en las cunas F'y R. En este capitulo consideramos el
estado del campo cuantico resultante de la interaccién de la carga uniformemente
acelerada con el campo en el estado de vacio de Minkowski. Al igual que en el caso
clésico, dicho estado del campo inicialmente tiene comportamientos muy diferentes
dependiendo en qué region del espacio-tiempo nos encontremos. El punto principal
en nuestro andlisis es entender cémo es que estos comportamientos tan dispares
se pueden codificar en el mismo estado cudntico. En este capitulo, los estados de-
notados simplemente por |¢) corresponden estados en la cuantizacién de Unruh,

|) € Fy. Estados de la descripcién inercial, se denotardn con el subindice M,
|9 € P
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3.1. Radiacién en la cuna R

Supongamos que una particula cargada se acelera uniformemente inmer-
sa en un campo en el estado de vacio de Minkowski. Desde el punto de vista
de un observador inercial la carga va a emitir (radiar) particulas de Min-
kowski. Desde el punto de vista de un observador que se coacelera con la
carga, ésta es estdtica e interactia con un bafio térmico. En este marco de
referencia la particula cargada va a emitir y absorber particulas de Rindler
hacia y desde el campo. Notemos que esta descripcién sélo se puede asociar
al estado del campo restringido a la cuna R pues ésta es la regién a la que
los observadores coacelerados tienen acceso.

Estamos interesados en definir cudl es la diferencia entre el estado inicial
del campo (el vacio de Minkowski) y el estado final después de la inte-
raccion. Para un observador inercial esta diferencia es, simplemente, que el
estado final contiene las particulas radiadas mientras que el vacio no contiene
particulas. Sin embargo, el estado que ven los observadores coacelerados
cuando el campo estd en el estado de vacio de Minkowski, representa una
superposicion incoherente de estados de particulas con una temperatura
asociada. De nuevo, enfatizamos que esta descripcion sélo corresponde a la
restriccién del campo a las cufias L y R. Como hemos dicho, la interaccién
genera emisién y absorcién de particulas de este bano térmico, ;qué tan
diferente es este estado del estado térmico original?

Una manera de entender mejor el cambio en el estado del campo en la
cuna R es comparar las tasas de emisién y absorcion de fotones de Rindler
(lo que veria un observador acelerado) con la tasa de emisién de fotones
de Minkowski (lo que veria un observador inercial) por parte de la carga
acelerada. Estos calculos fueron hechos por Higuchi, Matsas y Sudarsky
[20, 19], mismos que a continuacién explicamos.

Estos autores trabajan en cuatro dimensiones y con signatura + — — —;
en este caso, las coordenadas de Rindler de la cuna R toman la forma

ds? = 2dr? — d¢? — da?® — dy?, (3.1)

donde ¢, 7 estédn definidas por las Ecs. (1.47). Una carga eléctrica ¢ que siga
la linea de mundo ¢ = 1/a, x = y = 0 tiene aceleracién propia constante a
y 7/a es su tiempo propio. La corriente conservada asociada a esta carga es
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entonces

JT=agd(C — 3)o()o(y) j¢ =4 =j"=0. (3.2)
Este calculo esta basado fundamentalmente en el comportamiento de los
modos de Rindler de energia cero. La razon de esto es que para los obser-
vadores coacelerados la carga es estatica, por lo que sélo se podra acoplar a
los modos de frecuencia cero con respecto al tiempo de Rindler. De hecho,
debido a las expresiones de la forma 0 X oo que aparecen en los cédlculos
que involucran modos de Rindler de energia cero en el andlisis de [20], es
necesario introducir, a manera de regularizador, una frecuencia de oscilacion
¥ en la fuente que permite trabajar con modos de energia finita. Al final del
calculo se toma el limite ¥ — 0.

Ma3s adelante vamos a trabajar con un método de regularizacién parecido
para una ‘corriente’ escalar (que no es conservada), por lo que aqui vamos
a explicar con cierto detalle el procedimiento usado en [20]. Como primer
paso, se introduce un factor oscilante cos(¥7) en la intensidad de la carga.
La frecuencia de oscilacion 9 garantiza que la corriente se acople a modos
del campo distintos de cero. Las tasas de emisién/absorcién a primer orden
perturbativo son proporcionales al cuadrado de la carga, por lo que debemos
asegurar que cuando sea tomado el limite ¥ — 0 obtengamos ¢2. Dado que
limy_,o{cos?(I7)) = 1/2, el factor oscilante se debe multiplicar por v/2. De
este modo, la corriente quedaria de la forma

JT=av2qeos(I)d(¢ — )o()d(y) ¢ =j"=j"=0.  (33)

a

Sin embargo, con esta corriente no hay conservacién de carga por lo que en
[20] se reemplaza por la corriente debida a un dipolo oscilante descrita por

77 = aV3qeos)[5(C ~ 1)~ —0(C - D]S@0)  (34)
€ = V2q0sin(97) 2350(C — 1)(E ~ )8()o(y) (3.4b)

donde L representa la posicién de la otra carga. En este caso, al final del
calculo se toma el limite ¥ — 0y L — +o00. Ni la carga extra ni el flujo de
corriente j¢ entre ellas contribuyen al resultado final; sélo se afiaden para
que se satisfaga la condicién V#j, = 0 y que el cdlculo sea indepediente de
la eleccién de norma antes de tomar el limite § — 0 [20].
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En el citado trabajo se analiza la interacciéon de la corriente descrita
por la ec. (3.4) con el campo electromagnético. Para ésto, se cuantiza este
campo por separaciéon de frecuencias y tomando los modos de frecuencia
positiva con respecto al tiempo de Rindler 7. Este procedimiento es analogo
al que llevamos a cabo para cuantizar el campo escalar en la seccién 2.2 y no
se incluirdn aqui los detalles, (se pueden consultar en [20]). La interaccién
entre el campo cudntico Au y la corriente clasica (ec. (3.4)) estd dada por
el lagrangiano de interaccién

Lint = v —gj“/iu. (3'5)

En el trabajo citado se calcula, a nivel de arbol, la amplitud de emision
A?ﬁkkay) de un fotén en el modo fisico relevante (con frecuencia respecto
al tiempo de Rindler w y momentos k;, ky en las direcciones x y y respecti-
vamente) hacia el vacio de Rindler |0) ,. Este es un paso intermedio pues el
objetivo es calcular la amplitud de emisién hacia el vacio de Minkowski en

la cuna R.

En esta cuantizacion el vacio de Rindler esta definido por

AN\ kasky) 0) g =0 (3.6)

donde a( k, k,) €s el operador de aniquilacién de una particula con los
nimeros cudnticos \,w, ks, ky. Al orden més bajo en la expansién perturba-
tiva la amplitud de emisién estd dada por

m = (H,w,km,ky|Ri/d4a:\ﬁ—gj”(x)flu(x) 0. (37)

donde
L W (V) (3.8)

La probabilidad diferencial de emision al vacio de Rindler, por unidad de
tiempo y por unidad de momento transversal cuadrado, para un momento
transversal (kg, ky) fijo estd dada por [20]

2 dw

AWE™ (w0, kg, k) = ’A‘Eﬂkz’ky) =, (3.9)

donde T es la longitud del intervalo de tiempo durante el cual la interaccion
se mantiene fija. La probabilidad de emision de un fotén extra hacia un
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estado de n fotones dIWW ™ estd relacionada con la probabilidad de emisién
de un fotén hacia el vacio (de Rindler) por dWS™ = (n+1)dW§™. Ahora, la
probabilidad de que el bafio térmico se encuentre en un estado de n fotones
con energia w estd dada por

pn(w) = Z e (3.10)

donde 37! = a/27 es la temperatura del bafio y Z es un factor de normali-
zacion. Entonces, la tasa diferencial total de emisién de fotones (por unidad
de momento transversal al cuadrado), con un momento transversal (k,, ky)
fijo hacia el bano térmico es

Blen k) :/0 an JAW ™ (w, kg Ky). (3.11)

Evaluando esta integral y tomando los respectivos limites ¢ — 0, L — oo se
obtiene finalmente que

2
em q 2

donde K7 representa la funcion de Bessel modificada de orden 1 y k&, =
(k2 + ki)l/ 2. Mediante un procedimiento anilogo se calcula la tasa total de
absorcion de fotones con (kg, ky) fijo, que resulta ser funcionalmente igual
que la ec. (3.12) [20]:

2
abs q
Py ydkgdky = o Kk 1/a) | dkydk, (3.13)

La razén de que se de una igualdad entre P(“‘krg ky) P(k k) 5€ debe a que la
probabilidad de emisién espontanea se hace muy pequena en comparacién
con la emisién inducida cuando la energia de los fotones (proporcional a
) se aproxima a cero [20]. A pesar de que la ec. (3.9) va dividida por un
factor T' que es infinito (pues corresponde al tiempo en el que esta activa la
interaccién, que en nuestro caso es infinito), los valores de P, (k ) P&Eﬁky)
no se anulan debido a que en el limite en que la energia de los fotones se va a
cero, el nimero de fotones es infinito. En el caso en el que el estado no fuera
un bano térmico, las tasas de emisién y absorcion se anularian. Finalmente,
la tasa total de emisién y absorcién con respecto a observadores acelerados
se obtiene sumando las ecuaciones (3.12) y (3.13):

2
ac O q
Ekﬁ,ky)dkxdky = mml(m/a)ﬁdkxdky. (3.14)
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El siguiente paso en [20] consiste en calcular la tasa de emisién de fotones
que verfa un observador inercial para compararla con la ec. (3.14). Para
poder comparar los fotones de Rindler con fotones inerciales, se realiza este
célculo para fotones inerciales con el mismo momento transversal (nétese
que es invariante ante boosts en la direccién z). La corriente (3.2) toma la
siguiente forma en coordenadas inerciales [20]:

== v =0, (3.15)

donde
0z — Vit +a7?)
B ra?

En este caso se usa la cuantizacién inercial estdndar del campo (con los mo-

(3.16)

dos de frecuencia positivos con respecto al tiempo inercial ¢). La amplitud de
emisién de un fotéon con momento k y polarizacién A por la carga acelerada
hacia el vacio de Minkowski estd dada por [20]

ACK) — (1 A, i / a2 (2) A () |0, (3.17)

La tasa total de emisién de fotones con momento transversal (k;, ky) fijo,
dividida por el tiempo propio total T' de la carga acelerada durante el cual
actud la interaccién estd dada por

2 )
in ptot _ Z - dk |A()\,k)|2/T (3 18)
(ko k) =) o (2m)2ko ’ '

donde ko = 4/k2 + k‘f_, y la suma corre sobre las dos polarizaciones fisicas
A = 1,2 [20]. Al final del cdlculo, los autores de [20] obtienen

2

in pto q
P(tk;ky) = 413a |K1(ki/a)‘2dkazdkya (319)

que coincide funcionalmente con la tasa total de emisién y absorcién para
fotones de Rindler con el mismo momento transversal como la describiria
un observador acelerado, ec. (3.14).
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3.1.1.  ;Una nueva paradoja?

El resultado explicado en la secciéon anterior da una clara equivalencia
entre las descripciones inercial y acelerada del fenémeno de radiacién de una
carga acelerada, pues se puede concluir que para ambas clases de observado-
res la radiacion se manifiesta de la misma manera en términos del niimero de
‘clicks’ de detectores (ver discusion en el capitulo 1). Ademads, es consistente
con los resultados de [39] (la absorcién de una particula de Rindler desde
el punto de vista acelerado es equivalente a la emisién de un fotén desde el
punto de vista inercial, ver la seccién 2.4.1), en el sentido de que la emisién
de un fotén desde el punto de vista inercial corresponde a la emision o a la
absorcion de un fotén de Rindler en el marco de referencia acelerado.

Esto es, en la cuna R, ambos observadores, tanto el inercial como el ace-
lerado coinciden en la descripcién fisica del estado final del campo generado
por la interaccién con la carga uniformemente acelerada. No hay ninguna
violacién del Principio de Equivalencia pues para ambos observadores hay
radiacién. Sin embargo, como es comun en este tipo de fenémenos la solucién
a una pregunta trae consigo nuevos interrogantes que deben ser analizados.

En [20], los autores también consideraron la pregunta de que si un obser-
vador acelerado podria notar algin cambio en el bano térmico asociado al
vacio inercial debido a la emision y absorcién de los fotones de energia cero.
Para ver ésto, notan que en el limite de energia cero la razén de transicion
de un estado de n fotones a un estado de n+ 1 fotones y la razén del proceso
inverso se hacen iguales. Si ademdés consideramos que las tasas de emision y
absorcion de fotones de Rindler son iguales, se puede concluir que la fuente
y el bano térmico estdn en ‘equilibrio térmico’". Entonces, desde el punto de
vista de un observador acelerado, en la cufia R, no habra diferencia entre el
estado inicial del campo (el estado térmico inicial) y el estado generado por
la interaccién con la carga acelerada. Lo mismo ocurrird en la cuna L, pues
esta regién no puede ser afectada de ninguna manera por lo que ocurra en

'El equilibrio térmico entre dos objetos se da cuando los flujos de energia de un objeto
a otro son iguales. Aunque aqui se estd considerando a la carga como un objeto cldsico,
sin grados de libertad internos, y que por lo tanto éstos no podrian ser excitados por su
interaccién con el campo, la igualdad entre las razones de emisién y absorcién nos permite
concluir que si estos modos se consideraran, en efecto, habria un equilibrio térmico entre
la carga y el campo.
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otra regién causalmente desconectada de ésta, como lo es la cuna R.

Sin embargo, ambos observadores también deben de coincidir en la des-
cripcion fisica del cambio en el estado en la cuna F. Para observadores
inerciales el estado final en la region F' es diferente al estado de vacio pues,
como hemos visto contiene las particulas (de Minkowski) radiadas. Para ob-
servadores acelerados la restriccion a las cunias L y R de ambos estados, el
vacio de Minkowski y el estado que resulta de la interaccion con la carga uni-
formemente acelerada es, en ambos casos, un bano térmico. Recordemos que
en la cuantizaciéon de Unruh los estados del campo en todo el espacio-tiempo
estan descritos como estados de un sistema compuesto por los subsistemas
que consisten en las restricciones del campo a las cunas L y R. En efecto,
como vimos en el Capitulo 2, el espacio de estados en la cuantizacion de
Unruh, %y, esté definido por %y = %1 ® Fg. Los estados en esta cuan-
tizacién estan descritos en términos de las restricciones del campo a ambas
cunas, mismas que parecen no haber cambiado por la interaccion con la car-
ga acelerada. Entonces, jcémo puede el estado final del sistema compuesto
contener la informacién de que en efecto hubo un cambio fisico en la cuna
F?

El andlisis que sigue en este capitulo estd enfocado a desarrollar los ele-
mentos necesarios para responder esta pregunta desde el punto de vista de
observadores acelerados y en determinar cémo es que se codifica la informa-
cién acerca del cambio fisico en la cuna F' en el estado final del campo. Para
poder comparar el cambio en el contenido fisico en los estados descritos por
ambos tipos de observadores estudiaremos el cambio en el valor de expecta-
cién del tensor de energia momento T uv- Notemos que el hecho de que un
estado de un sistema compuesto en general no se pueda especificar en térmi-
nos de sus restricciones a cada subsistema, es una propiedad que presentan
los estados no separables. Como explicaremos mas adelante, el estado de
vacio de Minkowski en la descripcion de Unruh y el estado generado por la
interaccion con la carga acelerada son estados no separables. En la siguiente
seccion vamos a describir estos estados y proponer una descomposiciéon del
operador de densidad del estado producido por la interaccién entre la carga
y el campo, en la que se pueda aislar la informacién que nos interesa sobre
el cambio en el estado con respecto al estado de vacio inercial.



3.2 Informacién en el enredamiento del estado 58

3.2. Informacion en el enredamiento del estado

3.2.1. Operador de densidad

Como hemos visto en el capitulo 2, la descripcién cudntica del cam-
po realizada por observadores acelerados se debe hacer necesariamente en
términos de dos subsistemas: los espacios de Hilbert en las cunas L y R.
Estos subsistemas conforman el espacio de Hilbert de la cuantizacion del
campo en todo el espacio-tiempo, 7 = H#7, $ H#R. La manera més tutil de
describir sistemas compuestos es la formulacion de los estados en términos
del operador de densidad o la matriz de densidad (usaremos ambos términos
indistintamente). Esto se debe a que, dado un estado del sistema completo,
se pueden describir los estados correspondientes a los subsistemas tomando
la traza parcial del operador de densidad, como explicaremos a continuacion,
pero también el lenguaje del operador de densidad permite describir estados
cuanticos en los que el estado no se conoce completamente. Supongamos que
un sistema cudntico puede estar en alguno de los diferentes estados [1;) con
una probabilidad p; (al conjunto {p;, |1;)} se le llama ensamble de estados
puros), el operador de densidad del sistema estd definido por la ecuacién

p= sz- |) (Wil - (3.20)

Si se sabe con exactitud en qué estado cuantico estéa el sistema, decimos que
el sistema se encuentra en un estado puro. En este caso, el operador de den-
sidad es simplemente p = |1) (¢|. En el caso en el que el sistema pueda estar
en varios de los estados del ensamble, decimos que el sistema se encuentra
en un estado mezcla. La matriz de densidad de un estado puro satisface
Tr(p?) = 1, mientras que para un estado mezcla se tiene que Tr(p?) < 1.

El operador de densidad se puede definir en términos de caracteristicas
intrinsecas y no necesariamente en términos de ensambles (o en términos de
vectores de estado). La clase de operadores que son operadores de densidad
estd caracterizada por el siguiente teorema (para su demostracién se puede
ver [29])

Teorema 2 Un operador p es un operador de densidad asociado a algin

ensamble {p1,|Y1)} si y sdlo si satisface las siguientes condiciones:

1. La traza de p es igual a uno.
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2. p es un operador positivo

Usando este teorema, se puede definir un operador de densidad como un
operador p positivo que tenga traza igual a uno.

Una de las aplicaciones més profundas del operador de densidad es como
herramienta descriptiva de subsistemas de un sistema cudntico compuesto.
Esta descripcién se hace en términos del operador de densidad reducido.
Supongamos que tenemos dos sistemas fisicos A y B, cuyos estados estan
definidos por una matriz de densidad p4Z. El operador de densidad reducido
para el sistema A estd definido por

p* = Trp (p*P), (3.21)

donde Trp es un mapeo de operadores llamado la traza parcial sobre el
sistema B. La traza parcial estd definida por

TI‘B( |a1> (a2| X ‘b1> <b2‘) = |a1> <CL2| TI‘( |b1> <b2| ), (3.22)

donde |ay), |ag) son dos vectores cualesquiera en el espacio de estados de A
y |b1), |b2) son dos vectores cualesquiera en el espacio de estados de B.

No es obvio que el operador de densidad reducido para el sistema A es, de
alguna manera, una descripcién del estado del sistema A. Se puede ver que
los promedios de mediciones son los mismos si son calculados via p4 o pAB.
Para ver ésto, determinemos primero la forma de un operador que actia
s6lo sobre un subsistema. Supongamos que se pueden hacer mediciones del
observable M en el sistema A y sea M el observable correspondiente a la
misma medicién, pero realizada sobre el sistema compuesto AB. Si el sistema
AB esta preparado en el estado |m) |¢), donde |m) es un eigenestado de M
y |#) es cualquier estado de B, entonces, la medicién de M debe resultar en
m con probabilidad igual a uno. Si P,, es el operador de proyecciéon sobre
el espacio propio del operador M con valor propio m, el correspondiente
operador de proyeccion del operador M es P, ® Ig. Se tiene entonces que

M=) mP,®Ip=M®]Is. (3.23)

Ahora, usando la definicién del operador de densidad reducido, dada por la
ec. (3.21), se tiene que

Te(Mp?) = Te(M @ Ip pAP) = Te(MpAP), (3.24)
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de donde se puede ver que los promedios de las mediciones con ambos proce-
dimientos coinciden. Se puede demostrar que el inico mapeo de operadores
de densidad en AB a operadores de densidad en A que satisface la ec. (3.24)
es la traza parcial [29].

3.2.2.  Enredamiento y caracterizacion de estados puros no separables

Uno de los fenémenos mas interesantes de la Mecanica Cuédntica ocurre
cuando se consideran estados de sistemas compuestos. Para cierto tipo de
estos estados, las correlaciones entre mediciones independientes sobre dos
subsistemas cudnticos presentan propiedades que no se pueden modelar clasi-
camente, ni siquiera considerando ‘variables ocultas’ locales, como ha sido
demostrado experimentalmente en términos de las desigualdades de Bell
(ver, por ejemplo, [8]). Para explicar esto de manera mas precisa, conside-
remos dos sistemas A y B de dos niveles (qubits) y dos bases ortonormales
{10) 4, 11) 4}, {I0) 5, |1) 5} de los respectivos espacios de Hilbert. Suponga-
mos, ademas, que los estados que forman las bases son estado propios de
operadores 6 4, 6 con valores propios 0 y 1 respectivamente. En un estado
del sistema compuesto AB de la forma

59 = 51004 +11.4) @ (10 + 1g). (3.25)

las mediciones de los operadores 64 y 6p no estan correlacionadas pues,
por ejemplo, el resultado del observable 6 puede ser 0 6 1 sin importar
cual haya sido el resultado de la medicién de 4. A estados de la forma de
la ec. (3.25) se les llaman estados separables (o estados producto pues son
de la forma |a) 4 ® |b) 5). Cuando el sistema compuesto se encuentra en un
estado separable, se puede saber en qué estado se encuentran cada uno de
los subsistemas, es decir, los subsistemas se encuentran en estados puros.

Consideremos ahora el estado

1
\€>:\ﬁ

Este es un estado altamente correlacionado, para ver esto, supongamos que

(104 ®[1)p—[1),®(0)5). (3.26)

una medicién de 64 arroja como resultado 0, entonces, como producto del
proceso de medicidn, el estado del sistema se colapsa al estado [0) 4 ® [1) 5.
(Si el resultado es 1 entonces el estado del sistema se colapsa a [1), ®
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|0) 5.) Si esto ocurre, entonces la medicién del operador 6 en el sistema B
arrojard como resultado 1. Esto podria no ser nada inesperado si no fuera
porque los sistemas A y B pueden estar causalmente desconectados cuando
se realicen las mediciones; en este caso pareceria que la informacién acerca de
la modificacién del estado compuesto por la medicién en A se transmitié no
causalmente al sistema B. Este es el fundamento de la “paradoja” EPR [11].
Sin embargo, se puede ver que no es posible enviar informaciéon mediante
este mecanismo, esencialmente porque el observador que realiza la medicién
en A no puede escoger el estado al cual se colapsara el sistema (es aleatorio)
y por lo tanto no puede enviar informacién al observador que actia sobre el
sistema B.

Calculemos ahora el operador de densidad del sistema A cuando el siste-
ma AB se encuentra en el estado dado por la ec. (3.26). Usando la ec. (3.21)
obtenemos

5 = 51004 (0L, + 1), €114) = 51 (3.27)

Notemos que Tr(([)A)Q) < 1y, por lo tanto, el estado del sistema A es un
estado mezcla (estd en un estado de un conjunto de posibles estados, cada
uno con una probabilidad definida). Para el sistema B también se tiene que
pP = Ip /2. Esto es, es imposible asignarles a cada subsistema un estado
puro definido; en este sentido es que los sistemas estdn “enredados”. El
enredamiento es un efecto de la estructura de producto tensorial del espacio
de estados, #yp = H4 ® A3,y del principio de superposicién (en términos
de ensambles de estados).

Hemos visto que el operador de densidad de un estado, en general toma la
forma de la ec. (3.20) y que el de un estado puro es simplemente p = |¢) (¢].
Consideremos ahora un estado puro y separable |¢) = |a) 4 ®|b) 5 del sistema
compuesto; su operador de densidad toma la forma:

p=10) (0] = a4 {al, ® b} (bl (3.28)

Los operadores de densidad de los estados de los subsistemas A y B (usando
ec. (3.21)) son, respectivamente, p = |a) 4 (a| 4 y p® = |b) 5 (b| 5. Se tiene,
entonces, que la matriz de densidad de un estado puro separable es de la
forma

A

p=p"®p", (3.29)
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donde p? y pP son estados puros. Por otro lado, la matriz de densidad de
cualquier estado mezclado y separable es la correspondiente a un ensamble
de estados puros separables, cada uno con una cierta probabilidad de ocurrir
[31], en efecto, existe una base donde se pueden escribir dela forma:

p=> pip@pl, (3.30)
(2
donde ﬁf y ﬁf son estados puros de los sistemas Ay By > .pi = 1L
Notemos que, si las matrices de densidad reducidas, p?, pP representan
estados mezclados de los subsistemas A y B ( Tr((p*#)?) < 1) entonces
el operador de densidad p* ® pP también representa un estado mezclado
separable?.

En cambio, los estados no separables (enredados), en general no se pue-
den caracterizar tan facilmente [22, 31]. Para efectos de este trabajo estamos
interesados en el enredamiento que presentan dos estados particulares del
campo cuantico cuando se les describe en términos del sistema compuesto
Fr. ® Fr: el estado de vacio inercial, |0y/), y el estado que se genera a par-
tir de este debido a la interaccion del campo con una carga uniformemente
acelerada. Claramente, ambos estados son puros con respecto al espacio de
estados del campo en la cuantizacién de Unruh (y en la cuantizacién con
respecto al tiempo inercial).

Un estado puro no separable no puede escribirse de la forma de la
ec. (3.29). Queremos encontrar una manera de expresarlo en la que sean
explicitas la parte del estado que es separable y la parte que no lo es (y
que “contiene” la informacién acerca del enredamiento). Como hemos visto
mas arriba, si el estado p es puro y no separable, los operadores de densidad
reducidos p4 y pP son mezclados y ademés p4 @ pP es separable. En este
sentido proponemos la siguiente descomposicién para p:

p=p"®p" + 5", (3.31)

donde el operador j¢ es de traza nula. El operador p* ® pP representa la
parte separable del estado. El operador p¢ codifica la informacion de la
correlacién entre los estados de los subsistemas, p? y pP. Esto es, toda la

2En efecto, se tiene que Tr(([)A ® ﬁB)z) < 1 y ademads, como [)A7 pP son estados
A,B 4

mezclados, entonces son de la forma ﬁA’B =>.D; 548 donde 6P representan estados

puros. Usando este hecho, se puede expresar p* ® p en la forma de la ec. (3.30)
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informacién relativa al enredamiento debe estar codificada en este operador.
En mediciones independientes de operadores sobre los subsistemas A y B,
el operador p° no juega ningin papel. Como se puede ver de la ec. (3.24),
los valores de expectacién de operadores M4 actuando sobre el subsistema
A estén determinados por la matriz reducida de ese subsistema p?, por lo
que se tiene que

Tr(My ® 1pp°) =0, (3.32)

vy lo andlogo si el operador es de la forma 14 ® Mp. La informacién codifi-
cada en p° s6lo se manifiesta cuando se calculan valores de expectacion de
operadores con componentes A y B. En particular, esto sucede cuando se
calculan probabilidades conjuntas de mediciones en A y B.

Por ejemplo, consideremos el estado dado por la ec. (3.26), y la proba-
bilidad de que la mediciéon del operador 64 de como resultado 1 y que la
medicién de 6 de como resultado 1. Esta probabilidad conjunta esta dada
por

P(1,1) = (e| E{*EB |e) (3.33)

HA,B . Ny .
donde £} son los respectivos operadores de proyeccién en cada subsistema.

Hemos introducido la descomposicién del operador de densidad de un
estado puro separable, ec. (3.31), en el contexto de sistemas cudnticos con
un ndmero finito de grados de libertad. En nuestro estudio trabajamos con
campos cuanticos pero sin embargo, las nociones de estados puros, mezcla-
dos, separables y no separables se extrapola de manera directa, asi como la
descomposicién del operador de densidad.

3.2.3.  Enredamiento en la descripcion cudntica de Unruh: El
operador de enredamiento y el estado de vacio

El enredamiento en el estado |0p7) se puede entender a partir de las
correlaciones que el campo presenta entre regiones no causales (se puede
ver que en este estado, @(m)i)(y)) # (0 para z, y separados causalmente
[32]). A los observadores de Rindler sélo les es accesible la cuia R y por lo
tanto, “tienen acceso a sélo una parte del estado de vacio” [25]. Con esto
nos referimos a que toda la informacién del estado estd codificada en una
hipersuperficie de Cauchy del espacio-tiempo de Minkowski, sin embargo, las
superficies de Cauchy de observadores acelerados ( 7 = const.) se dividen en
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dos en el vértice de las cunas de Rindler, lo que provoca que no tengan acceso
a los grados de libertad del estado en la otra cuna. Como ya dijimos, [0xr)
presenta correlaciones entre ambas cufas, por lo que los grados de libertad
en ambas cunas estan correlacionados entre si. Esto provoca que el estado
que describen los observadores acelerados no sea un estado puro.

La descripcién del campo cuantico de Unruh estd hecha en términos de
las cuantizaciones del campo en las cunas L y R. El espacio de estados es
1, ®FR. Estados del campo puros y no separables se pueden expresar como
en la ec. (3.31):

p=p"@p"+p°, (3.34)
donde p'F and ' I representan, respectivamente, los operadores de densidad
restringidas definidos por

PR =Trp g p. (3.35)

El operador p¢ codifica la informacion de la correlacién entre las componen-
tes izquierdas y derechas del estado. Como hemos explicado més arriba, al
calcular la expectacién de operadores localizados en la cuna L 6 R (pero no
simultdneamente en ambas) el operador de enredamiento no juega ningin
papel (ver la ec. (3.32)). La informacién codificada en p¢ solo se manifiesta
cuando se calculan valores de expectaciéon de operadores con componentes L
y R. En el caso de valores de expectacion de operadores construidos a partir
del operador de campo QE(:E), la informacién en p¢ sélo se manifiesta cuando
x € F'U P pues sélo en este caso, los modos L, y R, son ambos distintos
de cero.

Como un ejemplo, podemos escribir el operador de densidad del estado
|0a7) en la forma de la ec. (3.34):
Pvac = pA\lf/ac ® pA\}/%ac + :af/ac : (336)
De la ec. (2.80) se sigue que

pvac = |00) (Ol = 2> EJEx|K) @ |K)p (JI,® (Jlp,  (3.37)
JK
donde hemos definido
Ejy=e ™) (3.38)

y hemos introducido el factor de normalizaciéon Z dado por

Z'=>"Ej (3.39)
J
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de modo que Tr(pyac) = 1. Tomando las trazas parciales Ry L en la ec. (3.37)
obtenemos respectivamente

ple =23 E5N (., pR.=2Y E3) g (g, (3.40)
J J

que corresponden a los estados del campo descritos por observadores de
Rindler en las cunas L y R. Usando las ecuaciones (3.40) y (3.37) podemos
escribir el operador de enredamiento para el estado de vacio inercial:

pA\e/ac = ﬁvac - pA\[//ac ® pA\I/%ac
= 25 BB (19), 1) (K1, (K — ZEsExc9) 1) ] (K )

JK
(3.41)

La matrices de densidad dadas por la ec. (3.40) corresponden a las ma-
trices de un ensamble de estados asociado a un bano térmico. Para ver esto,
podemos compararlas directamente con la de un sistema que se encuentra
en un bano térmico,

. exp(—pH)
Pterm = Tr(exp(—ﬂf;[)) 5 (342)

donde 8 = 1/T, y T es la temperatura del sistema (en nuestro sistema de
unidades la constante de Boltzmann toma el valor k = 1). Los estados de
muchas particulas con energia definida, |.J), son estados propios del Hamil-

toniano

H|J)=E(J)|J) (3.43)
por lo que podemos escribir

exp(—BH) = |J) (J|exp(—BH) |K) (K]

JK

=> e PEDS(1,K) | J) (K| = Ze BED) | 1y ().
J K

(3.44)

Usando esta ecuacién en la ec. (3.42) y comparando con las ec. (3.40) se
puede ver que la temperatura asociada al vacio inercial por un observador

de Rindler es T' = a/27. Hay que notar, como explicamos a continuacién de
la ec. (2.54), que la energfa del estado |J) 5 (|J) ) es aE(J).
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3.3. Cambios en la matriz de densidad del estado del campo
generado por la interaccién con una carga acelerada

Hemos conjeturado ya dénde podria estar codificada la informacién de
que, cuando una carga se acelera uniformemente, no hay un cambio fisico
apreciable en las cunias I y R en el estado descrito por observadores de
Rindler, mientras que en la cuna F' este cambio se debe poder distinguir
claramente. No resta mas que llevar a cabo el cdlculo necesario. Para atacar
el problema, vamos a considerar la interaccién de un campo escalar con
una particula escalar uniformemente acelerada; y el cambio en el valor de
expectacion del tensor de energia-momento.

3.3.1. Interaccion con una fuente escalar acelerada vy el tensor de
energia-momento

Vamos a usar una fuente escalar j(x) para modelar una particula esca-
lar clasica y puntual con aceleracién uniforme. A diferencia de la Seccién
3.1, aqui vamos a trabajar con un campo escalar de Klein-Gordon en 2 di-
mensiones. Esto nos permitird reducir la notacién y ser més claros en los
resultados. De hecho, trabajar en dos dimensiones con un campo escalar con
m # 0 es operacionalmente equivalente a trabajar con el mismo campo en
cuatro dimensiones y momento transversal k? = k2 + k‘g fijo si se hace la
identificacién m? — k? +m?.

La interaccién entre la fuente y el campo es lineal y esta descrita por el
Hamiltoniano de interaccion

Hi(z) = V=gj(2)$(x), (3.45)

donde g es el determinante de la métrica. El estado final |f) del campo
después de la interaccion estd definido perturbativamente por una matriz .S,

) = 510a), (3.46)
donde
R N Eout N
S =Texp [—z’ Hi(z) d2a:] . (3.47)
Z'Ln

Yin, Zout son las hipersuperficies de Cauchy donde la interacciéon empieza y
termina respectivamente, y T es el operador de orden temporal.
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La interaccién ocurre dentro de la cuna R, por lo que las hipersuperficies
de Cauchy X;, v Yout deben de acotar esta region y, para que puedan definir
estados en la cuantizaciéon de Unruh, a su vez deben ser hipersuperficies de
Cauchy de la doble cuna LU R. Definimos ¥;,, como la superficie construida
por la unién de {t = 0,z < 0} y una superficie espacial dentro de la cuna
R que comienza en el punto de bifurcacion de los horizontes y se desvia
levemente del horizonte ( =0, 7 = —0c0 .

Yout se define andlogamente pero su restriccién a R es una superficie
espacial que se desvia levemente del horizonte ( = 0, 7 = oo. El estado
de vacio |0p7) (el estado inicial) estd definido sobre X, y el estado final
del campo, |f) se define sobre ¥,,;. Entonces, a pesar de que la interaccién
estd presente dentro de la cuna R, el estado |f) estd definido después de
la interaccién y uno puede evaluar valores de expectacién en este estado de
operadores localizados tanto en R mismo como en F.

Para observadores acelerados, descritos por las coordenadas de Rindler,
el orden temporal dado por T estd definido con respecto a la coordenada
temporal 7. Usando la ec. (3.45) se puede poner el estado final de la forma

If) = T(i —z'/d4$ V=9i(@)d(x)
=5 [ [ dtedts VeV ) o) + Ola?)
(3.48)

donde las integraciones se hacen sobre la misma regién que en la ec. (3.47).
Por conveniencia, definimos el operador formal

&E/fmﬁw@ﬂ@ (3.49)

Noétese que gZ; 7 es de orden ¢. Ahora vamos a aplicar el teorema de Wick al
lado dercho de la ec. (3.48):

T(3@)6) = N(@@E)) + 01T (d)d6)) 0y, (3.50)

donde el ordenamiento normal N y el estado de vacio |0), corresponden al
esquema de cuantizacién que se esté utilizando. Usando la ec. (3.50) expan-
demos la ec. (3.48) para obtener

1f) = S10a) = (1= 9) |0ar) — idr [0ar) — =N(¢161) [0a1) + O(¢?), (3.51)

N
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donde
9= /_ Z i /_ Z Py j(@)i(y) O T(6()0w) 10n)  (352)

es de segundo orden en gq.

Para un observador de Rindler, la fuente escalar corresponde a una
corriente de la forma (ndtese que no es conservada)

J'(x) = a6(¢ = o), (3.53)

donde {y = 1/ay a es la aceleracién propia de la fuente, que tomaremos como
constante. Esta fuente, que se transforma como un escalar, en coordenadas
inerciales toma la forma

8z =Vt +a?)

j' () =q T (3.54)

Igual que en el caso electromagnético discutido en la seccién 3.1, para obser-

vadores acelerados, los modos del campo que son excitados por la corriente
(3.53) son los de frecuencia cero. Esto provoca que en el calculo de valores
de expectacién aparezcan expresiones de la forma 0 X co que deben de ser
regularizadas. Vamos a usar como regulador el factor oscilante que utilizan
Higuchi et.al. en [20] y que discutimos en la seccién 3.1 (ver la ec. (3.3)).
Como vimos ahi, este regularizador en la corriente genera resultados consis-
tentes cuando se toma el limite en que la frecuencia de oscilacién va a cero
y se recupera el caso de la carga acelerada. Notese que para una particula
escalar no se requiere que la carga escalar sea conservada, asi como tampoco
existe ningun requerimiento de conservacién para la ‘corriente’ escalar, por
lo que en este caso no hay que cambiar la carga por un dipolo oscilante como
hacen los autores de [20] para una carga electromagnética uniformemente
acelerada. Entonces, la fuente escalar regularizada es

j(x) = 2qcos(67)6(C — Co) (3.55)

y al final de nuestros calculos tomaremos el limite § — 0. El factor de 2 se
escoge por conveniencia. Nétese que, en principio, nuestros resultados van a
diferir en un factor de 2 con respecto a los mismos céalculos realizados en la
descripcién inercial.
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Como la corriente tiene soporte totalmente contenido en R, se puede ver
de las ec. (2.51) y ec. (3.49) que sélo los modos R, del campo seran excitados
por la fuente acelerada. El operador ¢; toma la froma

. 2 N Y . x At
o1 = /Rd x/—gj(x)pr(z) = /0 dw (Twrw + Twrw>, (3.56)
donde

T, = / d*x /—gj(z)R,(x) = Vpd(w—0), Uy = q+/sinh(76) (o K9(mdp).

f (3.57)
Para obtener la ec. (3.57) hemos usado la Ec. (2.43), w > 0, y hemos escogido
trabajar con 6 > 0 (ndtese que el regulador es una funcién par de 6). La
funcién K;,(z) es real para w y z reales. Finalmente, la ec. (3.56) toma la
forma

61 = q/sinh(0) (oKig(mlo) [Fo + 75). (3.58)

El papel que juega el regulador que hemos escogido es acoplar la fuente al
modo Ry en lugar de hacerlo a un modo con frecuencia cero, que resulta de
alguna manera patoldgico.

Para entender el cambio fisico en el estado vamos a evaluar el cambio en
el valor de expectacion del operador de energia-momento T},,. Recordemos

que en el espacio-tiempo de Minkowski el valor renormalizado de (T}, (x))
estd definido por el limite de coincidencia [42]:

(Tuw(x))f = xl/l'glx tu F(z, '), (3.59)
donde o o
F(z,2') = (flo(@)p(2") |f) — (Om] d(2)d(2") |0n1) (3.60)

y tu es el operador diferencial
tr = ViV = 29, (Vo V7 +m?). (3.61)

Entonces, el cambio en el valor de expectacién de TW depende de que haya
un cambio en la funcién de dos puntos (¢(z)p(z')). Este es el cambio que
vamos a investigar en este trabajo.



3.3 Cambios en la matriz de densidad 70

3.3.2.  Cambios en el valor de la funcion de dos puntos cuando la
fuente tiene soporte totalmente contenido en R

El estado final de la interaccién con una fuente uniformemente acelerada,
se puede obtener perturbativamente por la accién de una matriz S al vacio
de Minkowski (més adelante vamos a construir este operador en detalle):

/) =S 0a). (3.62)

Este es un estado puro del campo cuédntico en la descripcién de Unruh, por
lo que su matriz de densidad asociada es simplemente

pr =11/l (3.63)

La informacién de que no hay un cambio fisico en las cunas R y L, mientras
que en la cunia F' debe ocurrir un cambio importante debe estar codificada en
dp = pf—Pvac, donde py,c estd dada por la ec. (3.36). En particular, queremos
investigar si esta informacién esta contenida en el cambio en el enredamiento
de los estados, por lo que usaremos las descomposiciones de los operadores de
densidad propuestos en la ec. (3.34), con un énfasis especial en los operadores
p¢. Notemos que en los resultados descritos en la Seccién 3.1 la informacion
codificada en p¢ es irrelevante pues todo ese andlisis estd restringido a la
cuna R (ver la ec. (3.32)).

Antes de definir explicitamente el operador py, podemos ver cual es la
forma maés general de §p cuando el soporte de la interaccién estd totalmente
contenido en la cuna R (que es el caso de la carga uniformemente acelerada).
En la cunia R, los modos L, del campo son cero y en el caso en el que el
soporte de la fuente estd en R, el operador S sélo puede excitar los modos
R, del campo. Entonces, el operador S toma la forma

S=1,® Sg. (3.64)
La descomposicién de py esta dada por

pr =07 @ pf+ 0. (3.65)
Usando la ec. (3.64) en la ec. (3.62) y calculando p se tiene que

/jf = ﬁgac ® gR ﬁ\jz:;c S’}L% + Sﬁsac S’T (366)
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Comparando esta ecuacién con la ec. (3.65) podemos hacer las siguientes
identificaciones

ot =phe,  pF=SrpR. Sk (3.67)

P =5 e ST, (3.68)

Se puede ver directamente que el cambio en el estado en la cuna L (tomando
la traza parcial sobre estados R en 6p) es 6/35: = ﬁch — pL. = 0. Este es el
resultado esperado debido a que la cuna L estd causalmente desconectada
de la fuente.

El cambio total en la matriz de densidad se puede escribir como

5p = Phae © 6P + 5% © p + 5% @ 55 + 5p° .
= Ple ® 0P + 6p°,

donde (5/3]1? = /35? —plt  6p° = P} — Plac ¥ hemos usado que 6/3]% = 0. Como
se puede ver de esta ecuacién, el cambio en el estado estd codificado en
dos partes, el cambio en las restricciones de los estados a la cuna R, 6/3522,
y el cambio en los operadores de enredamiento, 5,6?. Ambos dependen del
operador S,

La informacién en §p° sélo esta involucrada en el cambio en los valores
de expectacién de operadores que no tengan componentes L y R triviales.
En los cambios de valores de expectacion de operadores que solo actian en el
subsistema .#x, toda la informacién del cambio est4 codificada en 5 (en el
subsistema .Z}, el cambio en el valor de expectacién de cualquier operador
es nulo). Para ser mds especificos, consideremos un operador de la forma
A =1, ®@ A sobre Z; ® Fg. De la ec. (3.69) se tiene que el cambio en el
valor de expectacién estd dado por

0Tr(Ap) = Tr(Apy) — Tr(A puac) = Tr(Ag 6pF). (3.70)

Noétese que el operador flR puede estar localizado en cualquier region del
espacio-tiempo, por ejemplo, como el operador 1® qg r(x), que tiene soporte
en todo el espacio-tiempo excepto en la cuna L. En cambio, si el operador
A tiene componentes no triviales L y R el cambio esta dado por

0Tr(Ap) = Tr(A plye ® 5p7) + Tr(A 5p°), (3.71)
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esto es, en este caso el cambio en el valor de expectaciéon puede venir de las
contribuciones tanto de 6,6]}5 como de §p°. Por ejemplo, el operador ¢(z)¢p(x)
tiene componentes L y R cuando x € F. De la ec. (2.51) tenemos que

~ ~ ~ A~ ~ ~ ~ ~

$(x)p(2') = dr(x)dr(a") + br(2)dr(a) + dr(2)dr (@) + dr(z)Pr(2).
(3.72)

Para simplificar la notacién vamos a definir:

o=0¢(x), ¢ =0o(). (3.73)

De la ec. (3.72) y ec. (3.69) se tiene que el cambio total en la funcién de dos
puntos estd dado por

Tr(pd'0p) = Tr(drd), prae @ 0p7) + Tr(drdg plae ® 55T+
+ Tr(prdRrop) + Tr(prdL,0p), (3.74)

que se puede expresar como

Tr(¢¢/6p) = Trr(drdpiac) Trr (657) + Trr (drdRIH™)+
+ Tr(3rdR6p°) + Tr(OrPLOH).  (3.75)

Para llegar a esta ecuacién hemos usado que Tr(Apr p°) = 0 (ver la
ec. (3.32)) y que, dado que estados con diferente nimero de particulas son
ortogonales, se tiene que

Trp (b1 Plac) = D B (I 611 T)r = 0. (3.76)
J

La ec. (3.75) es lo més lejos que podemos llegar para reducir el cambio
en la funcién de dos puntos, Tr(d;qg’ 0p), usando solamente el hecho de que
la fuente tiene soporte totalmente contenido en la cuna R y las propiedades
de la matriz de enredamiento. Nétese que los dos tltimos términos del lado
derecho de la ec. (3.75) son cero al evaluarse z,2’ € L 6 R ya que en estas
cunas los modos L, y R, no pueden ser diferentes de cero simultaneamente.
Para ir mas lejos en nuestro cédlculo vamos a introducir la forma explicita
del operador S, desarrollada en la seccién 3.3.1.
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3.3.3.  Cambios en la funcion de dos puntos en las cunas R y F por
una carga uniformemente acelerada

Vamos a calcular la ec. (3.75), hasta segundo orden en ¢, que es el primer
orden relevante. De la ec. (3.51) se tiene que

. [P I
§=01-9)—ior+ ;N(dror) + O(¢*), (3.77)
y de esta ecuacion obtenemos la matriz de densidad del estado final
pr =07+ 0 + 57 +0(d), (3.78)
(0)

donde p ¥ corresponde al operador de densidad renormalizado del vacio
inercial dado por

50 = Qhac Q@ = (1—2Re(¥)). (3.79)

Vamos a calcular el cambio en la matriz de densidad con respecto a este
operador de densidad:

Opren = pr — P} (3.80)
Tomando la traza sobre los grados de libertad L en la ec. (3.78) tenemos
pf =7+ o7 40P 0, (3.81)
donde
prY = —ildr, pR, (3.82)
PP = (RN (bidn)! + 26rludr + Nbrdpl).  (3.89)
R(1)

Noétese que p ¥ tiene traza nula. Para la matriz de enredamiento tenemos

6p° = 5 + 55 + 0(g?), (3.84)
donde [’);(1) y ﬁ;(Q) estan definidas como las ecs. (3.82) y (3.83) haciendo las

sustituciones R — e.

La contribucién a primer orden a la ec. (3.75) es

Tr(06/'05p") = Tri(br6 plae) Tr(0F V) + Tr(drdupy )+

+ T ((6ndk + ror)sy ). (3.85)
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R(1)

El primer término en el lado derecho de la ec. (3.85) es cero pues p 7

R(1)

traza nula. De las expresiones para p f

tiene

, ec. (3.82), se puede probar que

Te(rdnp) = Tr(drdpi})) = Te(brdyp})) = (3.86)

Este resultado se puede probar heuristicamente usando el hecho de que estas
trazas representan una suma de valores de expectacién de tres operadores
de campo en el vacio de Minkowski, que son necesariamente nulos. De la
ec. (3.86) y de la definicién de pf se tiene

Te(brdpp") = Te(drdpd})) — Tr(drdpibe © pF )
Tr(drdpp ) (3.87)
= 0.

Para obtener la segunda igualdad en la ec. (3.87) se ha usado la ec. (3.76)
para concluir que

A R (1 A 1 AR(1
Tr(¢L¢;% p\[//ac ® pf ( )) =Trg <¢Lp5ac)TrR (¢,Rpf ( )) =0. (388)
Noétese que esta ultima ecuacién es vélida para cualquier orden. Hemos pro-
bado entonces que Tr(qAScZA)’ (5,6(1)) =0.
La contribucién a segundo orden es

Tr(3¢/55®) = Trr (Grd k) Tr(5F )+

+ Te(brdpp D) + Te((brdk + FLor)5) . (3.89)

Para los términos mixtos LR, de manera similar a la ec. (3.87), tenemos que

Te(budp 55%) = Te(budln ) — Te(budly e @ 57 )

AN (3.90)
= Te(drd A7) -
Usando la ec. (3.83) se puede probar directamente que
Tr(rdpn;?) = ZU3Tr(Grdpivc), (3.91)
<¢R¢’Lﬁ; ) = ZUTe(drdpvac) (3.92)

A su vez, de la ec. (3.83) (véase su expansién en la ec. (3.115)) tenemos que
Tr(pF @) = w2
p; ) =Wy y entonces

Trp (b1, p5) Tr(py *)) = ZW3Trp (G pk.) - (3.93)
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Estos términos son proporcionales a las parte LR y LL respectivamente de
la funcién de dos puntos en el vacio y por lo tanto serdan absorbidos en la
renormalizacién del resultado final. Hemos obtenido entonces el resultado
inesperado de que al menos para el cambio en el valor de expectacién del
operador TW no hay ninguna contribucion asociada al cambio en la matriz
de enredamiento aunque, como se puede ver de la ec. (3.68), si hay un
cambio en este operador. A segundo orden, toda la contribucién al cambio
en la funcién de dos puntos, ec. (3.89), estd en el término Tr(qASRqAS’Rﬁ?(Z)).
Los céalculos para obtener explicitamente este término son largos y los vamos

a poner en la siguiente seccién 3.3.4. El resultado es

Tr(drdppt®) = 403 Im[Ry ()] Im[Ry(2')] + ZU3Tx (5, b(2)dr(a")
(3.94)
Finalmente, anadiendo las Ecs. (3.91)-(3.94) se tiene que el cambio en la
funcién de dos puntos entre el vacio inercial y el estado del campo generado
por la interaccién con la fuente escalar es

Te(¢(2)$(2')6pren) = 495 Im[Ry(x)] Tm[ Ry (a')]+

2
ng(d)( 16(@)pY) + O(¢). (3.95)

Esta ecuacién es vélida para todos x, 2’ € M. Hemos usado la ec. (3.79) para

expresar pPyac en términos del operador de densidad renormalizado del vacio

~(0)

Py - Notese que ain queda renormalizar el cambio en el valor de expectacion.
Para esto, definimos el operador de campo renormalizado por

A 12
dren(@) = (1—‘1@ (), (3.96)

y de aqui que el cambio renormalizado en la expectacién de la funcién de
dos puntos es

Co(z,2') = Tr((;gren(a:)qgren(:v'ﬁﬁren) = 402 Tm[Ry(x)] Im[Ry(2")] + O(¢?) .
El término de segundo orden en esta expresion es

09(2) (z,2') = 42 Tm[Ry(z)] Im[Ry(2")] . (3.98)
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Hemos obtenido finalmente una expresién regularizada para el cambio
en el valor de expectacién de la funcion de dos puntos. Ahora podemos
reconsiderar a la fuente como estatica eliminando la dependencia temporal
tomando el limite cuando el regulador 8 — 0.

A continuacién, antes de tomar este limite, vamos a evaluar explicita-
mente ec. (3.98) en las cufias R y F'. Primero, notamos que, de la ec. (3.57) y
del hecho de que las funciones modificadas de Bessel K;g9(m(p) son regulares
para (p # 0 se tiene que

limW¥y, =0. 3.99
Jim s (3.99)

En este caso W2 es un factor multiplicativo en C’ém(az,x’ ). Al calcular el

valor de expectacién de ¢(z)p(2') el procedimiento correcto es tomar el
limite # — 0 al final del calculo pues los operadores de campo se acoplan
a la frecuencia 6 de las particulas en |f), que corresponden a las particulas
emitidas y absorbidas por la fuente.

Trabajaremos primero el caso z,2' € R, en el que podemos expresar
estos puntos en términos de las coordenadas de Rindler z = (7,(), 2/ =
(7/,¢"). Cuando se restringen a la cuna R, los modos de Unruh R, toman la
froma de la Ec. (2.43). Usando el hecho de las funciones Kj,(z) son reales
siempre que w sea real y z > 0, se tiene que

sinh(76)
m

Im (Ry(z)) = — sin(07)K;p(m¢) r€R. (3.100)

Y entonces, de las Ecs. (3.98) y (3.57) obtenemos

C(gz) (x,2") = %qQ sinh?(760) 2 K2 (mdo) sin(07) sin(07") Kig (m¢) Kig(m(') .
(3.101)
donde z,2’ € R. La cuna R es un conjunto abierto cuya frontera son los ho-
rizontes de Rindler, en particular, ¢, (' # 0, de tal manera que las funciones
de Bessel K;g(m(), K;g(m(¢') son regulares en todo R para 6 > 0. Tenemos
entonces que el cambio a segundo orden en la funcién de dos puntos entre
el vacio inercial y el estado |f) en la cuna R estd dado por:

lim CP(z,a')=0  z,2' €R. (3.102)

Este resultado es consistente con el hecho de que, como discutimos en la
seccion 3.1.1, la fuente estd en equilibrio térmico con el campo dentro de la
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cuna R. Cualquier observador dentro de esta cunia no serd capaz de notar
cualquier cambio en el valor de expectacién de Tuy debido a la presencia de
la fuente acelerada. Es notable que la forma especifica del operador de dos
puntos ha jugado un papel muy especial para llegar a la ec. (3.98).

Ahora procederemos a evaluar la ec. (3.98) en la cunia F. Recordemos
que en F, 7 es una coordenada espacial y ¢ una temporal (cf. Eq. (1.49)).
De la ec. (2.44) se tiene que el modo Ry(z) restringido a F' toma la forma

i 6—197’

~23/2 /25inh(r0)

Ro(z) = [ef”fH}j)(mg)+e*9“H§;)(mg) . (3.103)

[ . (1),(2)
donde x € F'y las coordenadas (7, () estan definidas en la ec. (1.49) y H,,

son funciones de Hankel. Usando las definiciones de H 1‘(91 ),(2) en términos de

funciones de Bessel, ec. (A.10) y ec. (A.11), se sigue inmediatamente que

1

(e . 0T 7.
T ) £ e Tg(m)) . (3.104)

Im (Ry(z)) = —

donde = € F. Ahora, usando las ec. (3.57) y ec. (3.104) se tiene que
lim ) (2,2/) = PG K3 (mCo) Jo () Jo(m) (3.105)

para cualesquiera z,2’ € F.Compdrese esta ecuacién con la ec. (3.102).
Esta expresion representa el cambio (jdistinto de cero!) en la funcién de dos
puntos dentro de la cufia F' debida a la interaccién. Contiene la informacién
del campo radiado por la fuente hacia la cuna F'. La ec. (3.105) no es vélida
en los horizontes.

En la seccion 3.3.5 hacemos el cdlculo del mismo cambio en la funcién de
dos puntos, Tr(qg(m)é(x’)éﬁ) con z,z’ € F, pero en un marco de referencia
inercial y obtenemos exactamente la ec. (3.105). Entonces, al menos para el
caso particular que nos concierne ambas descripciones del campo cudntico,

la inercial y la de Unruh, producen los mismos resultados fisicos.
3.3.4. Calculo de la contribucion al cambio de la funcion de dos
puntos

En la seccion 3.3.3 se hacen varios cédlculos a segundo orden de valores
de expectacién de ¢(z)¢p(z’). En esta seccién vamos a poner los detalles del
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célculo del término a segundo orden de Tr (ﬁ?qg R(:):)(i r(2 )), que corresponde
a la ec. (3.94); todos los demads célculos son andlogos a éste.

El estado |f) toma la forma (2.56) en la cuantizacién de Unruh. De la
ec. (3.51) se puede expresar la funcién de correlacién de ese estado, F(J, K)
en términos de su expansion perturbativa:

F(J,K) = Fy(J,K)+ Fi(J,K) + F,(J,K) + O(¢%), (3.106)

donde el primer término es Fy(J, K) = QFac(J, K) (Q se define arriba de la
ec. (3.52)), y Fuac(J, K) es la funcién de correlacién del vacio de Minkowski
|0as), definida por la ec. (2.80):

Foae(J, K) = 212 ™P)5( ] K), (3.107)

donde Z es el factor de normalizacion definido en (3.39). Para poder expresar
los demds términos en (3.106), resulta ttil definir el factor de normalizacién
N§(K) por

Ng‘(K):{ FV?Z“ Zif , (3.108)

donde Ky es el contenido de particulas con frecuencia centrada w = 6 del
estado |K) [, p. Usando la ec. (3.58) en la ec. (3.51) se tiene que

Fy(J,K) = Qz'2e™FK)§( ] K), (3.109)

Fi(J,K) = —iZV2 Wy e~ EW) (N;(J)(S(K, J+ 1)+

+ Ny (J)O(K, T — 19)), (3.110)

1
Fy(J,K) = —521/%1/3 e EV) (Ng(J)N;(J 19) 0(K, J — 2¢)+
+ 2N, (J)N, (J — 1g) §(K, J)+
+ NS ()N (T + 1g) 6(K, J + 29)), (3.111)
donde la ecuacién (3.109) se obtiene de agregar el factor Q a la ec. (2.80) y

E(J) esté definido por la ec. (2.54). Las funciones § estdn definidas por la
ec. (2.55). La etiqueta J — 1y del estado que aparece en el tltimo término
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del lado derecho de la ec. (3.110) corresponde al contenido de particulas de
un estado normalizado |J — 1g) ;; definido por

To|J)p =Ny (J)|J —1g) g, (3.112)

donde J — 19 = {Juy,.--,Jop — 1,...}. Los términos similares en (3.109),
(3.110) y (3.111) se definen analogamente.

La matriz de densidad del estado |f) toma la forma
pr=10U1= Y FUKFJE) 1)K (J] (K, (3.113)
JK,J K’
Vamos a reescribirla en términos de su expansién perturbativa como

pr =0+ + 57 + o) (3.114)

Usando las ecuaciones (3.109), (3.110) y (3.111) en la ec. (3.113), identifi-
cando términos y tomando la traza parcial sobre L obtenemos que

A 1 N 1 R N
,0?(2) = Z\Ifg [ - 5(6 270 1)2pa _ §(627r(9 _ 1)2Pb + pel, (3115)

donde

po = 3 e K 2Ky 1K) (K + 2], (3116)

K
o= SO Ry Ry 1K) (K~ 2l (3.117)
K

po=3 e 2mEU) <_2K9 42Ky 1 e 2 (K, 1)) K (K|, (3.118)
K

Vamos a denotar al operador del campo en la cuna R como

or(x)= Y Y R (), (3.119)

a=+,—m=0

R} (¢) =R, (), R, (v)=Ru,(z), =, @, =,
(3.120)
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Usando las ecuaciones (3.119) y (3.116) podemos calcular la siguiente traza

Tr(padr(z) =>> Z —2m B /Ky + 2¢/Kg +1 x

K a,a’ mn=0
X NG (KNS, (K +15,) x B, (2) RS, (@) r( K + 20K +15, +15,)
(3.121)

donde ’K +1F ) r = |K £1,,) . El ‘bracket’ que aparece en el lado dere-
cho de la ec. (3.121) es

R<K + 2K + 1%+ 15;;>R = ot O s Oy O - (3.122)

De aqui se puede ver que s6lo hay contribucién a la ec. (3.121) cuando el
operador ¢r(z)dr(x’) crea dos particulas en el modo w = 6 en el ‘estado’
definido por p,. Usando la ec. (3.122) en la ec. (3.121) se tiene que

Tr(pabr(@)dr(@) = Ry (@) Ry(a') 3 e 220 Ky 4 2)(Ky +1). (3.123)
K
Para evaluar la suma en el lado derecho de la ec. (3.123) hay que notar que
de la ec. (2.57) se tiene

Ze—QﬂE(K)f(KO) — Z 6—271'9K9f Kg % H Z —Qmeme
K

m=0 K,,,=0
wm #0

o0

= (Op[0ar) (1—e2™) Y~ e 2mKo £(Kp),
Kp=0
(3.124)

donde f(Kj) es cualquier funcién de Ky y (0pr]0ns) estéd definido por la
ec. (2.82).

Para su uso posterior, es conveniente definir aqui la siguiente funcional
que nos ayudara a reducir la notacién

Golf(Kop)) = Y e 750 f(Ky). (3.125)
Kg=0
Usando la ec. (3.124), la ec. (3.123) toma la forma
2

Tr(padr(x)dr(2')) = (OnrOnr) TWRZ(UC)RZ@I)’ (3.126)

(1



3.3 Cambios en la matriz de densidad 81

donde hemos usado que

2

Anidlogamente, se tiene que
Tr(podr(z)dr(2')) = (Oar|Onr) (6%92_1)2}29(:3)}29(35’). (3.128)

Antes de calcular explicitamente Tr (ﬁcqu(:n)gg(x’ )) vamos a definir
Hop [K)(2,27) = Koy Ry, (2) R (27) + (Ko, + 1) R (2) RS, (21). (3.129)

Se puede ver que

Tr(plecdr(@)or(x))) =D e ™I N " 1, [K](z,a').  (3.130)
m=0

K

Ahora calculamos
ﬂ(E:‘%MKWQMKw+€%%Kw+UMKMJKM$M@$M50:
—Z e 2P (2 KE + 72 Ky (K + 1)) Ry (2) Ro (')
+ (2™ Ko(Kp +1) + e 2™ (Ky + 1)2)Re(:v)R2(:v')}

+Ze—2ﬂE(K)( 271'6K +e 27r0 K9+1 Z me

K
w"ﬁé@

Vamos a usar ciertas propiedades de Gy[f(Kpy)]; de la ec. (3.125) se pueden
probar directamente las siguientes:

MGy [KZ) 4 e 2 Gy[Kp( Ky + 1)] = Gy[K(2Ky +1)] + Gp[1], (3.132)

e Gyl Kp(Kp + 1)] + e 2™ Gol(Kg + 1)) =
= Gy[(2Ky + 1)(Kg + 1)] + Go[1], (3.133)

e?MGy[Kp] + e T Gy[(Kp + 1)] = Gy[(2Ky + 1)]. (3.134)

).

(3.131)
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Ahora, usamos la ec. (3.124) para simplificar el lado derecho de la ec. (3.131).
Usando las ecuaciones (3.132)-(3.134) se tiene que

Te(( D2 e 20 |20y - =2 (g +1)] K)o (K g () dr(a')) =
K

= <OM|0M> (Rz<$)R9(x/)+R9($)R2(.%',>)+Z efQNE(K) (2K9—|—1)) Z me [K](Q?,x’)
K m=0

(3.135)

Entonces, de la ec. (3.135) se tiene que (ver la ec. (3.118))

Tr(pedr()or(2')) = (On|0ar) (Rj(x) Ry (2') + Ro(x) Ry (') +
+ Tr(plodr(2)dr(a)), (3.136)

donde también hemos usado la ec. (3.130). Finalmente, de la ecuaciones
(3.126), (3.128), (3.136) y (3.115) llegamos a

Tr (P dr(2)dn(x')) = W3(— Ro(x)Ro(x') — Ry(x) Ry(a')+
+ Ry () Ro(x') + Ry(x) Ry (2')) + ZU5Tr(plheor()or(2))), (3.137)

y de aqui la ec. (3.94) se sigue directamente. En el apéndice B obtenemos
este mismo resultado sin usar el lenguaje de los operadores de densidad.

3.3.5.  Cambios en la funcion de dos puntos en términos de un
observador inercial

En esta seccion realizamos el mismo calculo con el que obtuvimos la
ec. (3.105), pero desde el punto de vista de un observador inercial, cuyos
modos del campo estan definidos con respecto al campo de Killing temporal
t®. En este caso la fuente escalar, ec. (3.54), estd dada por

. 0(z — V2 + ()
j(z) = qlo NCERE: K (3.138)

donde (o = 1/a y a es la aceleracién de la fuente. Sea 1, () una onda plana

con frecuencia w, = ++/p? + m?2,

1
Yp(z) = W

e~ lwpttipz (3.139)



3.3 Cambios en la matriz de densidad 83

Usando el operador de campo

6@ = [ do (byl@iy + v (2)a)) (3.140)
—00

en las Ecs. (3.45) y (3.46) se puede ver que el cambio en (¢(z)p(2’)) entre

los estados |f) y |0as), renormalizado a segundo orden, estd dado por

C?(2,2') = AIm[Q(x)Im[Q(«')] (3.141)

donde
Q) = /Md%’ / dp § ()0 V() (3.142)

Para el campo escalar la funcién de dos puntos esta dada por
o0

dp 1y (2 )y (x) (3.143)

A a ') = (0] S)3) 0ar) = [
donde [28]

) HSQ)(m t2—22)  t> |z
AP (z,0) = 1% FEomvZ 1)t <l (3.144)
—HM(mVE=22) t< -2

Vamos a hacer el calculo para x € F. Usando el hecho de que A(+)(x, x') =
A (z —2/,0) y la ec. (3.144) se puede ver que

m[Q(z)] = QTCO / ) \/t/it/fggjo(m\/—2a(t’)) (3.145)

o(t') = % (—(t — ) + (z — /U2 + (3)2> (3.146)

y o(t™) = 0. Para obtener la ec. (3.145) usamos o (y) =J(y) —iYu(y) vy
el hecho de que Jy(y), Yo(y) son reales para y > 0. Haciendo el cambio de

donde

variables t' = (g sinh(7/(y) y u = /—20(7) obtenemos

_ % [ uJo(mu) _ 4%
e 2/0 GG 2

Ko(mdo)Jo(mq)
(3.147)
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donde hemoso usado que z = (t,2) y t = (cosh(7,/{p), 2 = ¢sinh(7,/(o)
(cf. ec. (1.49)). La derivacién que lleva a la segunda igualdad en ec. (3.147)
es andloga a la que lleva a la ecuacién §13.54(1) de Watson [44].

Entonces, hemos probado que
CiM(w,a') = 4G Ko(mCo)2Jo(m) Jo(m) (3.148)

que coincide funcionalmente con la ec. (3.105). En este cédlculo uno debe
de aplicar el teorema de Wick con las nociones de tiempo y ordenamiento
normal asociadas a la coordenada temporal inercial t. Sin embargo, es nota-
ble que esta eleccion de coordenada temporal no aparece en el cambio fisico
de la funcién de dos puntos, sino sdlo en los términos de renormalizacién.
Noétese que, en contraste con el cdlculo en el marco de referencia acelerado,
en este caso no fue necesaria la introducién de un regulador en la corriente,

ni ningun corte como en el célculo de [19].

3.4. Ejemplo de interferencia entre las cunas L y R: dos
fuentes con aceleraciones opuestas

Como vimos en la seccién 3.3.3, la matriz de enredamiento no juega
ningin papel significativo en el cambio del valor de expectacién de T v para
la interaccion de una fuente acelerada con el vacio inercial. Sin embargo, la
presencia de otra fuente acelerada en la cuna L puede afectar al enredamiento
del estado final y, en este caso, p¢ podria contribuir al cambio en el valor
de expectacion de TW. En efecto, las contribuciones al cambio en la funcién
de dos puntos debidas al cambio en el operador de enredamiento se darian
s6lo cuando se evaltian las partes combinadas LR del producto ¢(z)p(z');
esto es, or(2)dr(z)) + ér(x')dr(z). En el apéndice B argumentamos que
estas contribuciones podrian ocurrir si la fuente que perturba al campo tiene
soporte en ambas cufias.

Supongamos que, adicionalmente a la particula escalar que hemos consi-
derado en las secciones anteriores, tenemos una particula escalar extra, que
se acelera uniformemente en la cuna L y con carga escalar ¢. La perturba-
ciéon producida en el campo por este par de particulas estd definida por la
corriente

j(z) = { j;((f;)) zié , (3.149)
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donde

jo(@) = Geos(071)5(C — Go)  jr(x) = qeos(07r)5(Cr — (o). (3.150)

Las coordenadas de Rindler en la cuna L, (71, (1) estan dadas por la ec. (1.48).
Para evitar confusiones, en esta seccién vamos a denotar a las coordenadas
de Rindler en la cunia R por (7g,(gr) (originalmente habiamos usado (7, ()).
Notese que los factores oscilantes en la corriente tienen diferentes frecuencias
para garantizar que las fuentes sean independientes entre si.

Usando la ec. (3.45) para j(x) dada por la expresién (3.149) se tiene que

§'=Texp [~ il(or @ 1r) + (e @ ¢1)] =
=T exp[—i¢¥] @ exp|—idpF] = Sp ® Sr, (3.151)
donde
of =Wyl +11),  f = We(rg+7}), (3.152)

y T es el operador de ordenamiento temporal. En este caso tenemos dos
coordenadas temporales independientes 77, y Tr, por lo que T va a ordenar
temporalmente los operadores L y R independientemente (ndtese ademés
que QBL y ngSR conmutan). El factor ¥y para la carga en la cunia R estd dado
por la ec. (3.57); el factor ¥; para la carga en la cufa izquierda estd dado
por

W; = ¢\/sinh(m0) (oK ;5(mCo). (3.153)

Sea |g) el estado final del campo generado por esta interaccién. Anélo-
gamente a la ec. (3.66), en este caso, su matriz de densidad toma la forma

Py = Py @ P+ 15, (3.154)
donde
py = SihacSt, Y = SritecSh, Py =SS (3.155)

Entonces, el cambio en el estado en términos del cambio en los operadores
de densidad es

0Py = Prac © 5Py + 0Py @ pise + 5py © g + 875, (3.156)
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donde 0py = pg — pPvac y todas las demds diferencias estan definidas andlo-
gamente.

Vamos a calcular ahora el cambio Tr(tié’ dpg). Andlogamente al caso de
una sola particula acelerada, el primer término relevante es el de segundo
orden en ¢ y ¢. Usando las ecuaciones (3.72) y (3.156) se puede ver que

Tr(¢¢'0p5) =Trp, (b1d7.6p) @) + Trr (drdRopf )
+ ZUGTrL, (L prac) + ZVETrR (drdRAL)
+ Tr((¢rdR + droL) 0pE W @ 658 W)
+ Tr((¢L¢R + ¢R¢L)5pg)'

(3.157)

Los primeros cuatro términos en el lado derecho de la ec. (3.157) son andlogos
ala ec. (3.93) y ec. (3.94) para el caso de un tnica fuente escalar. De hecho,
se tiene que

Tr(¢rdRdpy >)) = 4VF Im[Ry(2)] Im[Ry(a")] + ZV5 Tt (pyhedr () dr(2"))

(3.158)
Tr(¢rd}0p5®) = 402 Im[Ly(2)] Im[Ly(a")] + ZV3Tr (pledr(x)dr ().
(3.159)
Similarmente a la ec. (3.82), se puede ver que
0pg N = —i(P] Plac — Plac®T) (3.160)
5[)!}]2(1) = _i(éﬁﬁ\]z?ac - ﬁvac‘%ﬁ) (3.161)

y de estas ecuaciones se tiene que

T (916 + drdr) opy 1V @ 65 V) =
= 40Uy (Im(Lj(z))Im(Ry(z")) + Im(Ry(x))Im(Lg(z"))) (3.162)

Por otro lado, se puede probar que la contribucién de segundo orden al cam-
bio en la funcién de dos puntos relacionada con el operador de enredamiento
es

Tr((hrdn + ord7)0p5 D) = Z (V2 + UF) Tr((drdk + drOL)hvac), (3.163)

que, como en el caso de una sola fuente, también corresponde a términos
que seran absorbidos en el valor final del cambio en el valor de expectacion.
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Sumando todas las contribuciones, la ec. (3.157) toma la forma

Tr(¢¢'0p)) =4[V Im(Ly(x)) + Yolm(Ry(z))] [¥5Im(Ly(2')) + olm(Ry(2"))]

+ Z(02 + U3) Tr(¢(2)d(a") puac)
(3.164)

Entonces, el cambio en la funcién de dos puntos renormalizado y a segundo
orden queda

Tr(érené;enéﬁgﬂfn) = 4[\P9~Im(L(§(a:)) + \IIHIm(RH(x))
|[T5Im(Ly(z)) + PpIm(Ry(2"))] + ... (3.165)

Después de tomar los limites 6,0 — 0 y evaluar en z = (tp,Cp) y o =
(Tj, Cj) se obtiene

Jim Tr((z)ren(:Z;)(%ren(x/)(sﬁgren) = (gg‘OKO(mg())'i_QCOKO(mCO))2J0<mCF)JO(mC}?)

0,0—0

(3.166)
Como se esperaba, si apagamos la carga en la cuna L (§ — 0) recobramos
nuestro resultado previo para una sola carga, la ec. (3.105). Para el caso de
dos cargas aceleradas resulta que toda la contribucion al cambio en la funcion
de dos puntos viene unicamente del cambio en las matrices de densidad
reducidas en cada cuna, § ,65, 1) ﬁg. En particular, el término de interferencia,
ec. (3.162), estd determinado por este ultimo par de operadores. Esto es,
para el caso que hemos analizado, toda la informacién en el cambio en el
valor de expectacion T,W esté codificada tnicamente en 5ﬁ§, 6/35.

3.5. Discusién

Uno de los principales objetivos del andlisis desarrollado en este capitulo
fue reconciliar el hecho de que el estado final del campo parece ser el mismo
estado térmico que el estado de vacio de Minkowski en ambas cunas de Rind-
ler, con el hecho de que en la cuna F' se espera un cambio en los observables
del campo. Este problema se planted en términos de una descomposicién en
el operador de densidad del estado del campo que revelara la informacién
pertinente en el cambio en el valor de expectacién de TW. En un principio
se pensd que, como como no hay un cambio en el valor de expectacién de
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~

T, en las cunas Ry L, el cambio fisico en la cunia F' no podria ser induci-
do por los comportamientos particulares del estado cuando se le restringe a
cada cuna. En este caso, la informacién acerca de este cambio deberia estar
codificada en alguna parte del estado que no esta representada por algu-
na de las matrices de densidad restringidas [’)J]% y /3]1? (o en sus respectivos
cambios). En este sentido, propusimos la descomposiciéon de py dada por la
ec. (3.34) con la introduccién particular del ‘operador de enredamiento’ 5°.
Como explicamos en la seccion 3.3.2, este operador no juega ningin papel
cuando se calculan valores de expectacion de observables localizados en las
cunias L y R y, por lo tanto, resultaba un buen candidato para contener la
inofrmacién del cambio de (T, w) en la cuna F'. Sin embargo, calculamos este
cambio de manera perturbativa y encontramos que tiene contribuciones sélo
del cambio en el operador de densidad que describe al estado en la cuna R,
(ver las ecuaciones (3.94) y (3.97)). Esto es, cuando evaluamos (7T, wv) en las
cunas L y R, su cambio esta determinado iinicamente por la caracterizacion
del cambio en el estado en la cuna R. Este resultado contrasta con nues-

tra expectativa inicial de que la informacién en el cambio de (7),,) estarfa
codificada en el cambio en el operador de enredamiento, §p°.

Para obtener este resultado, se tuvo que introducir a priori una fun-
cién reguladora, cos(f7), en la corriente que describe a la carga (escalar)
uniformemente acelerada y llevar a cabo un limite § — 0 al final de los
calculos. Como se mencioné arriba, este regulador estd inspirado en el anali-
sis sobre un caso parecido al nuestro y que explicamos en la secciéon 3.1. A
pesar de que esta eleccién de regulador fue motivada heuristicamente, hemos
demostrado que cuando el cédlculo del mismo cambio de valor de expecta-
cién, (¢p(x)p(a')), se realiza en términos de la cuantizacién del campo en
ondas planas (descripcién inercial) se obtienen los mismos resultado que en
la cuantizacién de Unruh usando el regulador (ver la seccién 3.3.5).

Se puede dar una explicacion de la validez fisica del regulador que usa-
mos como sigue. En principio, uno quisiera describir la radiacién generada
por una particula cargada real (y no simplificada), que debe ser descrita
como un objeto cuantico. Sin embargo, esta descripcion es inconsistente con
la descripcion de la fuente como una particula con aceleracién uniforme pues
una particula cuantica no se mueve en una trayectoria definida y, por lo tan-
to, asignarle una aceleracién propia constante es imposible. Por otro lado, la
naturaleza del campo cuantico es distribucional , por lo que una descripcién
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correcta de la fuente se debe de hacer en términos de funciones de sopor-
te compacto (ndtese que la ec. (3.55) no tiene esta propiedad). Esto es, en
términos cudnticos la fuente debe corresponder a un objeto extendido. A uno
de estos objetos tampoco se le puede asignar de manera natural una acele-
racion propia constante: si el objeto debe de mantener su ‘forma’ a lo largo
de su trayectoria , entonces ciertas partes de él deben tener, necesariamente,
diferentes aceleraciones propias.

Sin embargo, modelar la fuente en términos de una fuente clasica y pun-
tual (con una aceleracién propia definida), junto con cierto tipo de regulador,
produce resultados fisicamente correctos y que son completamente consisten-
tes con el Principio de Equivalencia. El regulador usado en [20] consistié en
la introduccién de una oscilacién artificial, con frecuencia 6, en la magnitud
de la carga acelerada para poder controlar las expresiones 0 X oo mientras
se llevaba a cabo el cdlculo y al final de este retornar a la fuente original
tomando el limite # — 0. Esto es, estamos entonces asumiendo que la intro-
duccién de tal regulador, junto con la prescripcién de tomar el limite § — 0
en los valores de expectacién, sélo hasta el final del calculo, reflejan de ma-
nera efectiva la descripcién de una particula cuantica cargada en interaccion
con el campo. Sin embargo, para que los resultados que obtuvimos sean mas
solidos, se deberia confirmar que se obtienen los mismos resultados para una
clase més amplia de funciones reguladoras.

De estas consideraciones se sigue que los cdlculos que hemos hecho tienen
sentido sélo si se toma el limite § — 0 ya que se ha terminado el calculo de
los valores de expectacién cuando 6 # 0. De hecho, uno podria estar tentado
a tomar este limite directamente en la matriz de densidad py del estado.
Ignorando por el momento detalles acerca de limites de operadores se puede
ver que, debido a que el factor ¥y que multiplica todas las expresiones
se va a cero cuando 6 — 0, cada término en la expansién de py se hace
cero, exceptuando aquéllos términos proporcionales a pyac. Entonces, uno
concluiria que no ha habido ningin cambio en el estado del campo en la
cuna R debido a la presencia de la carga acelerada. Como hemos visto, éste
cambio del estado, es el tinico factor que contribuye al cambio en el valor de
expectacion de TW, por lo que llegariamos a la conclusion errénea de que
no hay un cambio en esta cantidad.

N

De los calculos en la seccién 3.3.3 concluimos que el cambio en (7),,)
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estd codificado en 5ﬁ]1?. Ahora queremos discutir cémo es que se codifica
esta informacién. La respuesta a esta pregunta recae en un sutil juego entre
el operador de campo g%(ac) y la estructura de la matriz de densidad en el
formalismo de observadores acelerados. Veamos algunos detalles especificos
de nuestro calculo: El factor Wy en el término de segundo orden en ﬁ? viene
del hecho de que la fuente estéd localizada en la cuna R. En esta region los
modos de Unruh Ry(z) — 0 cuando # — 0 (siempre que x no esté en el
horizonte, ver el apéndice A). Al calcular Tr(@Rgg’R,ﬁ?(Q)), los operadores de
campo son sensibles a la frecuencia 6. De hecho, estos operadores sdlo excitan
modos con wy como se puede esperar por consideraciones de conservacién de
energia de Rindler. La forma particular de ﬁ? determina la estructura de las
contribuciones dada por la ec. (3.98), que a su vez, debido a los diferentes
comportamientos de los modos de Unruh en las diferentes cunas, se anula
en R mientras que en F', no es idénticamente cero.

Nuestra interpretacién de estos resultados es la siguiente. Los modos con
energia de Rindler cero (que , de hecho, son de gran interés en la defincién
formal de la cuantizacién de Unruh como explicamos en la seccién 2.2.3),
son, en efecto, esenciales para obtener una descripcion idéntica tanto en el
marco acelerado como en el marco inercial. Fisicamente, se puede pensar
que estos modos son excitados por las fluctuaciones cuanticas mas débiles
de una particula cuantica realista, y esta excitacion se manifiesta determi-
nantemente en la cunia F. Estos resultados parecer estar en concordancia
con los obtenidos en [20], donde se argumenta que los modos de energia cero
son indetectables (usando una definicién apropiada de detectabilidad) cuan-
do se confinan a la cuna R. Finalmente, creemos que el anélisis desarrollado
en este capitulo ha ayudado a clarificar los cuestionamientos generados en
la seccién 3.1.1.



Capitulo 4

Conclusiones

Hemos presentado varias situaciones en las que ‘se pone a prueba’ el
Principio de Equivalencia. Desde las posibles objeciones entre este principio
y el andlisis clasico de la radiacién de cargas aceleradas, hasta las aparentes
contradicciones entre el hecho de que un observador acelerado no ve ningin
cambio en el estado del campo cuantico con la presencia de la radiacion
en otra region del espacio-tiempo. Como se ha visto de estos andlisis, la
radiacion es un fenémeno dependiente del observador y tomando esto en
cuenta desaparecen las contradicciones. En todo el trabajo hemos hecho
énfasis en la manera en que se describe la radiacién para cada caso y para
cada observador.

Para analizar el caso cudntico, en el capitulo 3 introducimos un elemento
nuevo que no se habia tratado en la literatura al respecto. Dado que desde el
punto de vista de observadores acelerados el campo cuantico se describe en
términos de un sistema compuesto, ciertos estados, como el estado de vacio
de Minkowski y el estado que resulta de la interaccién de la fuente acelerada
con el campo son estados enredados. A diferencia del caso mecdnico-cudntico
en el que los estados compuestos se refieren a estados de dos particulas, por
ejemplo; en el caso de la cuantizacion de Unruh del campo los subsistemas
involucrados son las restricciones del mismo campo a las cunas L y R. Fuera
de estas regiones, el estado del campo se debe de describir usando el estado
compuesto. Como el ‘enredamiento’ no se manifiesta en mediciones sobre
los subsistemas, en un principio pensamos que el enredamiento jugaria un
rol importante en la informacion fisica del estado cudntico fuera de la doble
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cuna L U R. Sin embargo, después de un céalculo cuidadoso concluimos que
este no fue el caso, sino que esta informacién, para la situacién particular
que analizamos (el estado final debido a la interaccién de una carga acelera-
da y el valor de expectacién del tensor de enrgia-momento en este estado)
se encontraba en la restriccién del estado a la cuna R. Este andlisis nos
permitio responder claramente a la pregunta que motivé el trabajo. Sin em-
bargo, puede ser el caso que en otras situaciones, como por ejemplo, usando
la misma interaccién pero estudiando el valor de expectacion de otro tipo de
operadores, en efecto, el enredamiento aparezca en la informacion del estado
fuera de la doble cufia. Nuestro trabajo da pie a continuar con este tipo de
andlisis.

Adicionalmente, hay una situacion técnicamente analoga a la que hemos
estudiado, que indica que una particula estacionaria fuera del horizonte de
una agujero negro estacionario podria estar ‘emitiendo’ hacia su interior.
Este trabajo muestra un camino claro para estudiar los cambios en el tensor
de energia momento en esa situacion.



Apéndice A

Representaciones y
comportamiento en los
horizontes de los modos de

Unruh

A.1. Representaciones sobre las diferentes cunas de Rindler

Dado que hemos introducido los modos de Unruh en términos de los
modos de boost, ec. (2.41), podemos obtener la expresién funcional de los
modos de Unruh en las diferentes cunias de Rindler mediante las representa-
ciones (distribucionales) de los modos de boost, ec. (2.35), en estas regiones.
Como mencionamos en el capitulo 2, los modos de boost tienen sentido como
distribuciones sobre el espacio-tiempo de Minkowski, (M ). Las funciones de
prueba que consideramos son las funciones infinitamente diferenciables y de
soporte compacto en M, Cg°(M). Con este sentido, la accién de un modo
de boost sobre la funcién f esta dada por

B, [f] :/RBW(JJ)f(.’L’)d2$. (A.1)

Notemos que, para encontrar la expresién de los modos de boost en (el
interior) de las diferentes cunas de Rindler, se deben considerar funciones
de prueba con soporte en el interior de la cufia respectiva. Sea f € C§°(R).
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La accién de B, sobre f, B,[f], estd dada por
_ / de/ A6 e—iw@ eim(zsinh(ﬂ)—tcosh(Q)f(t’ 2)7 (A2)
R —00

donde = = (¢, z) y hemos usado la expresién funcional de los modos de boost,
ec. (2.35). Expresando la ec. (A.2) en términos de las coordenadas de Rindler
(7,¢) en la cuna R, ec. (1.47), se tiene que

1 o0 o
Bulfl = o5 [ d’z [ doe ™PemesmOT) f(z ¢y (A3)
23/2 R oo
Usando la siguiente propiedad de las funciones de Bessel modificadas (o de
Macdonald) [12]:
1 an [ va ,—iusinh(a)
K,(u) = 3¢’ e’%e da, (A4)

se puede ver que

Bylf] = d*ze ™7 Ky, (mQ) f(7, Q). (A.5)

W\f R

De esta ecuacion se puede ver que la restriccion a la cuna R de la distribucién
B, esta dada por [28§]

1 wm
BW|R (z) = W—ﬂe 2 e "“TK;,(m(). (A.6)
Con un procedimiento andlogo, se puede ver que las restricciones de los
modos de boost a las demds cunas son [28] (las coordenadas que ponemos
en estas expresiones son las respectivas a la cuna en cuestion, definidas por
las ecs. (1.48), (1.49), (1.50)):

1 P
Bu|, (@) = —5e 3 e Kuu(md), (A7)
Bw}Fm:—#e% “THD (mC), (A.8)
Bul|p (z) WeTe_“”H (mC) (A.9)

donde HSY"® son funciones de Hankel definidas por [12]

H{M(z) = Zsml(w) [T_(2) — e ™I (2)] (A.10)
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1
isin(v)
Las restricciones de los modos de Unruh en cada cuna, (2.43)-(2.46), (2.47)-
(2.50), se obtienen, finalmente, de sustituir las expresiones que hemos pre-

H(2)(z =

v

[ei’”rju(z) —J_u(2)]. (A.11)

sentado para los modos de boost en la definicién de los modos de Unruh,
ec. (2.41).

A.2. Modos de Unruh en los horizontes

El comportamiento de los modos de Unruh en los horizontes de Rindler
resulta importante si se quieren analizar propiedades asintéticas de los esta-
dos de una particula desde el punto de vista de observadores acelerados. En
esta seccion hacemos un andlisis de estos comportamientos, cuyos detalles
no se encuentran en la literatura. Como vimos en la seccién anterior, las
representaciones de los modos de boost y de Unruh estan dadas en términos
de varios tipos de funciones de Bessel. Recordemos de la seccién 1.2.1 que
en todos los sistemas de coordenadas que representan las distintas cunas
de Rindler, los horizontes estan descritos por las superficies ¢ = 0. Por otro
lado, los argumentos de las funciones de Bessel que aparecen en las expresio-
nes de los modos son, en todos los casos, m({ donde m es la masa del campo
escalar y ¢ es la coordenada de Rindler de la cufia en cuestiéon. Primero
vamos a estudiar los comportamientos de las funciones K, y H, £1)7(2) cuando
sus argumentos tienden a cero.

En general, todas las funciones de Bessel de argumento complejo z son
de la forma 2¥g(z), donde g(z) es una funcién analitica [12, 44], por lo que
el comportamiento singular de la funcién alrededor de z = 0 esta gobernado
por el factor z¥. Consideremos f(z) = 2™, su expansién en series de Laurent
alrededor de z = 0 esta dada por

f2)=> anz"+> % : (A.12)
n=0 n=1

donde
nSinh(rw) n4+1—iw
T (n+1)2+w?’
n_1Sinh(rw) n—1—iw
T (n—12+4w?’

a, = (-1)

by = (-1)
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Dado que para w # 0 todas las b, son distintas de cero, se sigue que 2 tiene
una singularidad esencial en z = 0. Notemos que, sin embargo, el médulo
de la funcién no diverge. Apliquemos este resultado a las funciones K, y
7P Usando la expansion en serie de la funcién de Bessel J,(z) (estamos

tomando la convencién de [12], pdg. 4),

72) = ()Z;M%( )" el <n (A1)

la funcién de Bessel I,,(z) se puede expander como

—ivm im Z\V > 1 A
I(2)=e 2 J,(ze2) = <§> 2 —k!F(l/ TE T D) <§> . (A.14)

De aqui podemos obtener una ecuacion para K,. Expresando esta funcion
en términos de las funciones I,(z) [12] y usando la ec. (A.14), se tiene

K, (z) = Mf( 5 () = 1(2)]

- 2s1n(wr) Z : <§>2k <F(k(j-)1 —v) T(k 5—21 + I/))

Para v = iw la contribucién cuando z — 0 (k = 0) es:

R R
Kiu(2) ~ 2i sinh(7rw) {F(IQ —iw) F(12+ iw)l (A-15)

Cuando z = y > 0, esta ecuacién toma la forma

1/2
Ki(2)~ — (———— ) sin(wln(y/2 Al
x(camesy) SmenO2). A
donde hemos usado que I'(1+iw)I'(1—iw) = sih(rmy ¥ que la fase de I'(14iw)

es despreciable en comparacién con wln(y/2), y << 1.

Usando (A.12) se puede ver que cuando z — 0 (hemos eliminado los
términos 2¥ , k # 0)

Ki(2) ~ —Re (F(l — wal - )+§% ( >k+1 Re (m - zj;k - z’w))
(A17)
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De esta ecuacion no se puede apreciar claramente el comportamiento
singular de Kj,. Para esto, pensemos a la funcién en alguna vecindad de
z = 0 como combinacién lineal de 2 y 27 ec.(A.15). Estas ultimas tie-

iwln —iwln |z

nen contribuciones e 2] v e | respectivamente, de donde se ve que

cuando z — 0 la frecuencia de oscilacion se vuelve infinita.

Por otro lado, usando (A.13) y la definicién de H,Sl)(z):

HO() = — b [To(2) — e ¥, (2)] (A.18)

isin(vm)
tenemos que cuando z — (

H(l)(z)"’ -1 [P(g)_iw _ewT (%)M

~ sinh(rw) [T(1 — iw) (1 + iw) (A.19)

Anélogamente a (A.17) tenemos

(1) 1 9w o 27iw
H. ~ —
w (7)™~ <r(1 i) (1 —iw) ¢ T +im( +iw)>

1 = (_1)k 2w o 2—iw
t R (I‘(l—iw)(kz—iw)+€ F(1+iw)(k+iw)) (4.20)

k=0
y para
2) 1 v _
H; ) (2) Tsin(om) (€™ T, (2) = J_u(2)]
N —— 1 e (3) — — (2) . (A.21)
sinh 7w Nl+iw) I'(1—iw)
se tiene

() () o L 2 oW 2~
H (=) ~ T <F(1—iw)(1—iw) + F(1+iw)(1+iw)>
-1 (—1)k Qiw . 9—iw
P (F(l —i)(k—w) ¢ Tt i)k w)) - (A&22)

Como se puede ver, todas estas funciones tienen un comportamiento ‘infini-

tamente oscilante’ cerca de los horizontes.



A.2 Modos de Unruh en los horizontes 98

Finalmente, usando las ecs. (A.15), (A.19) y (A.21) se tiene que, cuando
¢ — 0 (considerando 7 fijo) los modos de Unruh se comportan de la siguiente

manera.:
) me —w me iw
e—ZWT (T) (T)
Rulr ~ - — |, A.23
IR 2,/sinh(7w) [F(l —iw) D1+ zw)} ( )
i e—in 1 mg —tw
R ~ -5 — (= , A24
“lF 2\ /sinh(rw) D(1 — i) ( 2 (A-24)
Rulp =~ 0, (A.25)
7 efin 1 mC w
R, ~ = . — . A.26
i 2¢mr(1+w><2> (A.26)
Lulr =~ 0, (A.27)
i ein 1 m< —iw
Lolp = —5 — | = , A.28
’F 2 Sinh(ﬂ—w) F(l — 7,(4)) ( 2 ( )
) me —iw me w
e*ZUJT <T> (7)
Lol = - , A.29
e [F(l—m) F(1+¢w)} (A.29)

2/ sinb(ﬂw)

1 e 1 m( w
L, — , — ] . A.30
P 2 \/sinh(7w) I'(1 + iw) ( 2 ) ( )

Q

Estos limites podrian ser uitiles cuando se calcula la accién distribucional de
los modos de Unruh sobre funciones de prueba cuyo soporte intersecta los
horizontes.



Apéndice B

Cambios en la funcion de dos
puntos en términos de
valores de expectacion

En el capitulo 3 analizamos el cambio en el estado del campo debido a
la interaccién con una carga (escalar) uniformemente acelerada en el vacio.
En particular, obtuvimos la ecuacién (3.95) para el cambio a segundo orden
del valor de la funcién de dos puntos (¢(x)¢p(x’)). Para ésto, se utilizé el
lenguaje de los operadores de densidad pues nos permitié analizar por se-
parado las contribuciones debidas a las partes separables y no separables
de los estados inicial |0p/) y final |f). En este apéndice vamos a obtener la
ec. (3.95) mediante el cdlculo directo a segundo orden del valor de expecta-
cién (f| ¢(x)d(a')|f) v poder ver, desde otra perspectiva, cémo es que s6lo
actian los operadores R del campo en el cambio en este valor de expectacién.

Usando la ec. (3.51) se puede ver que el término a segundo orden de

A = (13NN — Ol d@dE) o) (B.1)
esta dado por
AWG)SENP = (On] Srd()d)1 0nr) 5 (O] S)da)N(Brdr) lon) ~
~ 5 Ol d@)FENGdn o), (B2)
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donde N denota orden normal (con respecto a la coordenada temporal que se
esté utilizando) y ¢ esté definido por la ec. (3.49). Vamos a usar las siguien-
tes propiedades del ordenamiento normal, que son validas para operadores
lineales con respecto a operadores de creacion y aniquilacion,

N{b1o1] = 161 + (67, o7 ] (B.3)

N(¢ro1]" = ¢1or + [oF, <231_]T = o1 + [0, 07 ], (B.4)
donde ¢ representa la parte de creacién (4) o aniquilacién (—) del opera-
dor. Por otro lado, se puede ver que en general se tiene que

dré(a)d(a’)r 161+ [b1,8(a")] d() b1 + [or1, ()] d(z')r
o)+ [6(2), d1] drd(@) + [b(a"), 1] dro(z)
(B.5)

Usando estas dos tltimas ecuaciones en el primer término de la ec. (B.2),

Il
/S:>
o)
RS
%w

1;
b101 H(2)9(

éste se reduce a

( >(<0M‘¢f¢f¢< )6 (') [0a1) + (Ons| S(2) (") brbr [0ar)
= 2[6(x), &1 [6(='), 1] (OurlOrs) ). (B.6)

Y usando las ecuaciones (B.3) y (B.4), los dos tltimos términos de la ec. (B.2)
se pueden expresar, respectivamente, como

(‘i) (<0M|¢3($)<Z>(33/)¢31¢31|0M) + [0, 07] (Om] d(2)o( )|()M>)7 (B.7)

(‘i) (0] 9161 6(@)d(a') 10ar) + [9F 7] (O] Sx)(@) 10ar) ). (B:S)

Finalmente, sumando estas tres tltimas ecuaciones se tiene que la contribu-
ci6n a segundo orden a A{p(x)p(x')), ec. (B.2), toma la forma

~

AG(@)d@ N = ~[d(2), 1] [6@), 1] — [67,67] Outl d@)d@) 10as)
(B.9)
donde hemos usado que (0,/]/057) = 1. El segundo término en esta ecuacién
es proporcional a la funcién de dos puntos en el vacio por lo que es absorbido
en la renormalizacién del campo, ver la ec. (3.96).
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Recordemos que el operador de campo en la cuantizacién de Unruh actia
sobre los dos subsistemas .Z1, y .Zr: ¢(x) = ér(2)+¢r(x). Como explicamos
en la seccién 3.3.1, dado que el soporte de la corriente escalar estd contenido
en la cuna R, el operador qg 7 es un operador R, esto es, es de la forma 1 L®¢3?.
Entonces, las componentes L de ¢(z) son eliminadas en la contribucién a
Alp(z)d(z")) (a segundo orden) por los conmutadores que aparecen en el
primer término de la ec. (B.9). Esto es,

A~

—[0(x), b1] [6(z"), ¢1] = —[¢r(x), d1] [br(2'), 1] (B.10)

Usando las definiciones de ¢g(x) y ¢, ecs. (3.56)-(3.57), se puede probar
que

[¢r(2), ¢1] = 2ilm [ /O - dwa(a;)Tj;} = 2iWyIm [Ry(z)], (B.11)

donde, en la ultima igualdad hemos usado que Wy es real. De aqui se sigue
inmediatamente que el valor renormalizado de A(d(z)p(z'))@ estd dado
por la ec. (3.98), que habfamos obtenido previamente usando el lenguaje de

operadores de densidad.

En el capitulo 3 argumentamos que la informacion de que el mismo
estado haya cambiado en la cuna F mientras que en la cuna R parezca
no haber cambiado podria estar contenida en el operador de enredamiento
p¢ introducido en la ec. (3.34). Este operador sélo contribuirfa al cambio
en la funcién de dos puntos con componentes combinadas LR, que arrojan
términos con el producto Lg(x)Rp(z). De la ec. (B.10) se puede ver que a
segundo orden, si la fuente sélo tiene soporte en R entonces, necesariamente,
la contribucién a A(p(x)d(z’)) sélo puede tener componentes RR y por lo
tanto, en este caso, como concluimos en la seccién 3.3.3 usando tinicamente
el lenguaje de operadores de densidad, el operador de enredamiento no juega

ningin papel.
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