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Resumen y Objetivo

En esta tesis se hizo un estudio sobre la influencia que tiene la aplicaciéon de un campo
eléctrico en las energias del estado base de un electrén que se encuentra confinado dentro
de un pozo de potencial infinito de forma conico-esférico, es decir, el resultado de limitar
la coordenada angular cenital de un pozo esférico para obtener tal cono. Se calcularon las
energias del estado base por medio de los métodos de la mecanica cuantica, para distintos
valores del radio del cono, asi como para distintos valores de la apertura angular cenital.
Posteriormente, se calcularon los corrimientos de energia que sufre el electrén mediante un
método variacional, debido a la influencia del campo eléctrico, aplicando éste ltimo en la
direccién del eje del pozo conico-esférico, tanto hacia la parte puntiaguda del pozo como en
sentido contrario, es decir, hacia el casquete esférico, para distintas magnitudes del campo.

Este estudio tedrico tiene la finalidad de caracterizar una punta de un microscopio de
fuerza atémica, para proponer una nueva forma de obtener imdgenes mediante el corrimento
de energias que sufren los electrones que se encuentran en su interior al interactuar con la
materia. La interaccién es de caracter eléctrico, que puede ser tanto atractivo como repulsivo,
dependiendo de la distancia a la cual se encuentre la punta del sustrato a observar.

Se concluye que el comportamiento de los corrimientos de las energias del electrén dentro
del pozo cénico-esférico, se asemeja a las fuerzas que sufren punta y cantilever al interactuar
con la materia en las distintas formas de obtener imagenes por medio de un microscopio de

fuerza atémica.



0.1. Introduccion

En los ultimos anos, el estudio de las propiedades de sistemas nanoestructurados ha
sido de vital importancia en la buisqueda de nuevas aplicaciones tecnoldgicas. En especial,
las propiedades Opticas y electronicas en presencia de un campo eléctrico externo han sido
ampliamente investigadas, tanto en el campo tedrico como en el experimental. De tal manera
que el estudio de las propiedades de tales estructuras es fundamental en el desarrollo de
tecnologia cada vez mas eficiente, asi como en la investigacion y desarrollo en dreas de la
fisica tales como el estado sélido y la mecénica cuédntica.

Podemos decir que, ademas de entender los principios fisicos asociados que rigen el com-
portamiento de las propiedades citadas de sistemas nanoestructurados, tales como pozos,
alambres y puntos cuanticos, es de particular interés su aplicaciéon tecnologica. Los pozos son
estructuras de baja dimensionalidad en los cuales se confina el movimiento de una particu-
la dentro de una regién comparable a la longitud de onda de De Broglie, que es la escala
natural que rige los comportamientos cuanticos. Cuando el confinamiento se presenta en
una direccion, dando libertad al movimiento en dos direcciones, se tiene un pozo cuantico
bidimensional (2D). Ahora bien, si el confinamiento cuéntico se presenta en dos direcciones,
dejando s6lo una direccion libre de movimiento, se trata de un alambre cuéntico (1D). Si
se restringe el movimiento en las tres direcciones, se genera un punto cuantico, es decir, un
sistema cero dimensional (0D).

Como ejemplo de la aplicacion tecnoldgica de estos sistemas, se puede citar el caso de
los nanocristales semiconductores, donde un campo eléctrico externo es utilizado para el
control de la transferencia de electrones en aparatos basados en puntos cuanticos, lo que
permite controlar operaciones elementales con qubits en estos sistemas [1]. Otra aplicacién
que involucra un campo eléctrico es el mapeo de las funciones de onda electronicas de puntos
cuanticos en experimentos de microscopia de tunelaje [2].

Desde el punto de vista cientifico y tecnolégico, es decir, de la aplicacion de la ciencia

fundamental y préctica, se ha dado una atencién creciente a nuevas técnicas de deteccion que
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emplean haces y puntas de cantilevers' micro y nanomecdnicas. Sensores basados en cantile-
vers han llegado a ser comunes en sistemas micro y nanoelectromecanicos para detecciones
en la escala picométrica[12]. Se estd trabajando también en el desarrollo de modelos electro-
mecanicos para transductores basados en un cantilever de resonancia lateral[13], biosensores
basados en microcantileveres hechos de polimeros y una gama mas amplia de aparatos de
deteccién[14]. Muy recientemente, Qi Ye ha comenzado a fabricar a gran escala puntas de
prueba de nanotubos de carbén para cantileveres de microscopios de fuerza atémica (AFM,
atomic force microscope) [3] y Liwei Chen ha obtenido imagenes de nanocimulos de oro y
biomoléculas con este tipo de sondas AFM [4].

En esta tesis se estudia el confinamiento cuantico de un electrén en un pozo de potencial
infinito de forma coénico-esférica, es decir, un cono que se extrae de una esfera como se
muestra mas adelante en esta tesis, especificamente en la seccién 2.2, y se lleva a cabo un
calculo variacional para el estudio de la influencia de un campo eléctrico externo sobre la
energia de estado base del electrén en la caja cuantica cénica como funcion de sus parametros
geométricos (radio, abertura angular cenital y azimutal), asi como en funcién de la direccién
y magnitud del campo eléctrico. Este se aplica a lo largo del eje del cono desde la parte
angosta hacia la parte ancha y viceversa, ademas de que se hace la suposicién de que la
constante dieléctrica es la misma que la del medio en el cual se encuentra inmerso. Esto
simula una punta de un AFM en interaccién con un sustrato al cual se le desea medir ciertas
propiedades y obtener una imagen, suponiendo la interaccién de caracter eléctrico y sin
tomar en cuenta los efectos sobre el cantilever.

Por tanto, buscando un desarrollo tecnolégico a partir de una investigacion cientifica
para un microscopio de fuerza atomica, se propone en esta tesis una nueva forma de realizar
observaciones y mediciones de acuerdo a distintos efectos que se presentan sobre la punta

del microscopio al interactuar con el sustrato a observar. Se propone un nuevo modo de

I Ante la falta de una traduccién adecuada, podemos decir que el cantilever es aquella pieza que sobresale
de un soporte, con la propiedad de ser flexible. Lleva en un extremo alguna carga, la punta, y puede reflejar

un haz de luz en su cara anterior, en el caso de un microscopio de fuerza atémica.
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funcionamiento, el cual ya no depende de elementos opticos, es decir, el nivel éptico de
los AFM’s usuales que consta de un laser y fotodiodos, sino un método de corrimientos de
energias de los electrones dentro de la punta del cantilever, reduciendo con esto los materiales,
piezas y costos de fabricacién de estos aparatos. La simplificacion nos ayuda a obtener
sistemas cada vez mas sencillos tratando a la vez de aumentar su sensibilidad haciendo més
eficientes los aparatos de deteccion.

La tesis se estructura de la siguiente manera: En el Capitulo 1 se inicia con la explicacion
del funcionamiento y una descripcién de los elementos del AFM, para después plantear el
nuevo modo de uso que se propone. Se muestran los conceptos necesarios de la mecanica
cuantica que se empleardn para encontrar la solucion del problema central de este trabajo.
Se hace una breve revision de confinamientos simples de particulas en pozos de potencial
infinitos en sistemas coordenados diversos y con condiciones distintas, los cuales pueden ser
usados como modelos de puntas. Se hace especial énfasis en la solucion de la rebanada de
pastel 6 cuna, antecesora de este trabajo [5]. Al final de este capitulo, se presenta la teoria
del método variacional y se analiza el efecto del campo eléctrico aplicado a la cuna.

En el segundo capitulo se desarrolla el problema fundamental de esta tesis; sin embargo,
se inicia con la resolucion del pozo esférico como objeto de comparacién y como herramienta
para pasar a la soluciéon del pozo de potencial infinito de forma conica y los efectos de la
aplicacion de un campo eléctrico por medio de la ecuacién de Schrodinger. Se encuentran
primeramente las eigenfunciones y las energias para una particula dentro del pozo de paredes
rigidas e infinitas. Luego, por medio de un calculo variacional se calcula el corrimiento de
energia del estado base (efecto Stark) debido a la influencia del campo externo.

En el tercer capitulo se presentan los calculos computacionales y un analisis de los re-
sultados obtenidos en base a los calculos tedricos del capitulo anterior y finalmente, en el

capitulo 4, se presentan las conclusiones obtenidas de este trabajo.
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Capitulo 1

Microscopia de Fuerza Atémica y

Pozos de Potencial Infinito

En este capitulo se explica de manera detallada los modos 6 tipos de funcionamiento
de un microscopio de fuerza atémica (AFM) y los elementos que lo componen. Se propone
también el nuevo modo de funcionamiento del AFM. De igual manera, se recopilan algunos
sistemas de confinamiento cuantico de electrones en pozos de potencial de paredes rigidas e
infinitas. Las propiedades de los electrones en éstos, ilustran los conceptos necesarios para la
resolucion del problema fundamental de esta tesis. Una de las razones del uso de estos pozos
es que tienen la ventaja de poseer soluciones analiticas, ademas de que su funcién de onda
es real [6], [7], [10].

Se toma un especial interés en el modelo de la rebanada de pastel o cuna, la cual se
resuelve en la 3ra. seccién de este capitulo, ya que posee propiedades geométricas similares
al problema a resolverse en el capitulo 2. Las energias del pozo cilindrico y de la cuna, tienen
expresiones muy semejantes, no obstante, en su interpretacion son muy diferentes, ya que
un solo parametro es el que marca la diferencia en sus geometrias como se mostrard mas

adelante.



1.1. El Microscopio de Fuerza Atomica

Figura 1.1: Principio del AFM Figura 1.2: Diagrama del AFM

El microscopio de fuerza atémica (atomic force microscope, AFM por sus siglas en inglés)
es un tipo de microscopio que proviene de una familia de microscopios de barrido (scanning
probe microscopes), los cuales poseen ventajas significativas como herramienta de observa-
cién en comparacion con otras técnicas tales como la microscopia electrénica, ya que no sélo
logran una resolucién a nivel molecular, sino que también se pueden emplear en presencia
de fluidos, obteniendo imédgenes de muestras en condiciones casi originales, es decir, como se
encuentran en la naturaleza. El fluido se puede intercambiar mientras se capta la imagen,
permitiendo de esta manera la observacion en tiempo real de algin sustrato que de otra
manera no puede ser posible con el uso de la microscopia electrénica. El instrumento tam-
bién es capaz de manipular moléculas y medir las fuerzas de interaccién entre éstas con una
sensibilidad de piconewtons.

El modo de operacién de un AFM es el siguiente: una punta que se encuentra unida a un
cantilever barre la superficie del sustrato a observar, la deflexién horizontal y vertical que
sufre el cantilever por la interaccion con el sustrato es del orden de picometros, distancias que

mide por medio de un nivel 6ptico (Figura 1.1). El nivel 6ptico posee un laser, el cual, dirige



un haz de luz en la cara anterior del cantilever. Este dltimo es reflejado y detectado por un
fotodetector sensible a la posicién de este haz. La deflexién angular del cantilever causa una
deflexion angular dos veces mayor del haz reflejado, el cual llega al fotodetector compuesto
por un cuadrado de cuatro fotodiodos. La diferencia entre las senales de los fotodiodos indica
las deflexiones que sufre el cantilever al barrer el sustrato, con lo que se puede obtener una
imagen que representa la forma tridimensional de este tltimo (deflection image).

El barrido se lleva a cabo gracias a la accién de un caminante (walker) que se compone
de tres piezotubos y la modulacién de la distancia entre sustrato y cantilever por medio
de otros dos piezotubos (Figura 1.2). Las ceramicas piezoeléctricas son materiales que se
expanden o contraen en presencia de un gradiente de voltaje, o de manera inversa, crean un
voltaje gradiente cuando se fuerzan a contraerse o expandirse, por lo que se emplean para
crear aparatos de posicionamiento de alta precisién. Ademas, el AFM no sélo puede medir
la fuerza sobre el sustrato, sino también regularla, lo que permite la adquisicion de iméagenes
a fuerzas pequenas. Para esto es necesario un sistema de retroalimentacién que trata de
mantener la deflexion del cantilever constante, variando el voltaje aplicado a los piezotubos
del sistema de barrido, controlando de esta manera las fuerzas entre cantilever y sustrato.
Mientras mas rapida sea la correccion en deflexion del cantilever, la imagen se obtiene de
una manera mas rapida, es por esto que un buen sistema de retroalimentacion es necesario.

La deteccion de las fuerzas locales entre cantilever y sustrato tienen que ver con la

deflexion de acuerdo a la ley de Hooke:

_AF

A
z K.

(1,1,1)

en donde la deflexion Az es determinada por la fuerza actuante AF y la constante de resorte
K.. La frecuencia de resonancia de un resorte con constante K.y masa efectiva m esta dada
por:

K.
=/—. 1,1,2
Wo m (>>>

Para una mejor deteccion es necesaria una constante de resorte pequena, que se ve reflejada

en un maximo de sensibilidad de las fuerzas. Esto se contradice por los siguientes factores:
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la constante debe ser maxima para tener una maxima frecuencia de resonancia, minimizar
vibraciones y maximo indice de muestreo. Por otro lado, la sensibilidad al medir la fuerza
se limita por la excitacion térmica, y si el cantilever esta sujeto a fuerzas atractivas de
largo alcance (de van der Waals), su posicién se desestabiliza si la magnitud del gradiente
de la fuerza es igual a la constante de resorte del cantilever, lo que implica que debemos
tener una minima constante de resorte para poder acercarnos al sustrato lo suficiente sin
llegar a tocarlo. Los cantilevers comerciales poseen constantes en el rango 1072N/m < K, <
10°N /m, con frecuencias de resonancia 1Khz < wy < 500K H z, los cuales estan calibrados
para la correccion de estos fenémenos.

La resolucién también depende de la fineza de la punta, ya que normalmente tiene una
curvatura con un radio de unos pocos nanémetros. Asi que en la combinacién de interaccién
punta-muestra, este radio limita generalmente la resolucion del AFM, por lo que el desarrollo
de puntas mas finas es de gran importancia.

Como hemos visto anteriormente, al barrer la muestra con la punta, el cantilever sufre
deflexiones que se traducen en la definicion de la forma superficial de la muestra. Esto se hace,
en general, de dos maneras distintas: el barrido en el régimen de contacto con el sustrato y en
el régimen de no contacto. Las siguientes graficas muestran las fuerzas que sufre el cantilever

a distintas distancias entre éste y la muestra.
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Figura 1.3: Fuerzas en el AFM



En el lado derecho de la curva, los atomos de la muestra y de la punta se encuentran
bastante separados. Al irse acercando, se presenta una fuerza de atraccion debida a fuerzas
de van der Waals de largo alcance. Aqui es donde funciona el régimen de no contacto. Esta
atraccion se incrementa hasta que las nubes electronicas de los atomos comienzan a repelerse
electrostaticamente. La fuerza se hace cero a una distancia de unos pocos angstroms. Cuando
la fuerza de interaccién es positiva (repulsiva), los &tomos estan en contacto, lo que ocasiona
las deflexiones del cantilever en el régimen de contacto (lado izquierdo de la curva). En
el régimen de contacto, la punta toca suavemente al sustrato, causando la deflexion del
cantilever al ajustarse a los cambios de la topografia del sustrato. Si este es demasiado
suave, puede ocurrir que las fuerzas ejercidas por la punta lo deformen. La solucion a este
problema es el modo tapping (repique) del AFM. En el régimen de no contacto, la punta
se mantiene a una distancia de unos pocos angstroms de la superficie y la interaccién entre
punta y sustrato es atractiva, debido a las fuerzas de van der Waals de largo alcance. El modo
tapping combina estos dos tipos de barrido al hacer vibrar el cantilever mediante una senal
oscilatoria. La ventaja radica en que se entra en contacto periddicamente con la muestra,
evitando errores de medicion debidos a la presencia de agua condensada, que en el modo de
no contacto se presentarian dando una imagen errénea, y evitando danar la topografia de la
muestra, como suele suceder al usar puramente el modo de contacto.

Lo que se propone en esta tesis es estudiar el efecto de las fuerzas eléctricas que se
presentan entre sustrato y punta, suponiendo que la interaccion entre estos es de caracter
puramente eléctrico, es decir, no se toman en cuenta otro tipo de interacciones. Estas fuerzas
provocarian corrimientos en los niveles de energia de los electrones que se encuentran dentro
de la punta, los cuales pueden provocar corrientes eléctricas que, por medio de amplificadores
operacionales conectados directamente al cantilever y la punta, podrian proporcionar la
misma informacion que el nivel éptico sobre la topografia de la muestra. De esta manera se
tendria un modo alterno de funcionamiento del AFM, lo que reduciria el niimero de piezas

necesarias y su complejidad.



1.2. El Pozo Cilindrico

Figura 1.4: El Pozo Cilindrico

Consideremos una particula de masa m confinada a moverse dentro de un cilindro cir-
cular recto de radio d y altura L (Figura 1.4). El potencial para este caso, expresado en

coordenadas cilindricas es el siguiente:

0,r<d,0<z<L,

V(r,0,z) = { (1,2,1)

oo, en cualquier otra parte.

El movimiento de la particula queda descrito por una funcién de onda que satisface la

ecuacion de Schrodinger estacionaria:
. I
HU = EV = — —V?U, (1,2,2)
2m

Por lo que dentro del pozo, expresando el hamiltoniano en coordenadas cilindricas, se tiene

la ecuacién de Schrodinger siguiente:

PU 10 19V 9

| + KW = 0; 1,2
or? + r or a3 r2 002 022 0 (1,2,3)
en donde
h2 K2
= — (1,2,4)

2 Y



Para la resolucién de esta ecuacion, utilizamos el método de separacion de variables, de
donde se propone que V(r, 0, z) = R(r)©(0)Z(z). Por lo que la ecuacién (1.2.3) se convierte

en
1,0°R 10R 1 0’0 10*Z

- i [ - | 1,2,5
R(8T2 7“07’)+7"2@(9) 0 " 7o T ’ (125)
De aqui se sigue que

1d*’Z

i 4 1,26
Zdaz = (126)

1 20 ,
i 1,2,7
ede " (1,27)

d o dR(r) 2,2 ?
_ = 1,2

e (7“ o )—l— (y*r* —m"™)R(r) =0, (1,2,8)
en donde 72 = K2 — k%, k? y m/? son constantes de separacién y K? viene de la ecuacién

(1.2.4).

De acuerdo a las condiciones a la frontera U(r, 0,z = 0) = ¥(r, 0,2 = L) =0y ¥(r, 0, 2) =
U(r,0 + 27, z), es necesario que las soluciones de las ecuaciones (1.2.6) y (1.2.7) sean de la
forma Z(z) = Asenk.z, k. = n. T, n., = 1,2,...y ©() = Bexpim'0, respectivamente, donde
m' = 0,£1,4£2,..., con A y B constantes. En la ecuacién (1.2.8), haciendo el cambio de

variable p = vr obtenemos la ecuacién de Bessel:
P*R" + pR' + (p* — m*)R =0, (1,2,9)

cuyas soluciones son R(p) = CyJ,/(p) + CalNpw(p), con Cy y Cy constantes. Las funciones
I (P) ¥ Ny (p) son llamadas funciones de Bessel y de Neumann de primera clase, respec-
tivamente. Debido a que las funciones de Neumann divergen en p = 0, Cy debe ser igual
a cero para satisfacer las condiciones a la frontera. Por lo tanto, las soluciones fisicamente
aceptables son las funciones J,,, (p).

De acuerdo a la condicién a la frontera R(r = d) = 0 = CyJ,(dv), la funcién J,,(dv)

debe ser igual a cero. Sea v, el n-ésimo cero finito de la funcién de Bessel de orden m/,
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de tal forma que J, (dVmm) = Jp (V) = 0, satisface la ultima condicién a la frontera con
dfym’n = Vm/n.
La ecuacion de las energias propias del sistema, de acuerdo a las condiciones anteriormente

dadas, queda como sigue:

_ PR I nT, (1,2,10)

E— 2 g2y = V(2
2m 2m(7+z> 2mh+(L

Insertando en la ecuacion anterior la condicién dv,,/, = Vs, ésta finalmente se reescribe

CcOo1mao:

2
B, = ;n[(”’;’”)z + (";)2} (1,2,11)

Las funciones propias de este sistema cuantico estan dadas por:

Ui (1,0, 2) = N Jp (TVzin'n ) sin(mzzz)exp im'0, (1,2,12)

en donde N es una constante de normalizacion de la funcién propia y los parametros de
cuantizaciéon son nimeros enteros tales que m’ > 0, n > 0 y n, > 1. Cabe destacar esta
propiedad de los pardmetros de cuantizacion, ya que el hecho de ser enteros indican ciertas
propiedades geométricas del pozo cuantico.

Para el estado base de este sistema, la energia y la eigenfuncion estan dadas por:

n? 1(2,40)2 72
B0 =oml @ D) (12,13
B (2,40)r\ . 7z
Up(r,0,z) = NJ0< g )sm(f), (1,2,14)

respectivamente, donde vy = 2,40 es el primer cero de la funcién de Bessel Jy;. Como se
observa, el estado base tiene energia positiva dentro de la caja cilindrica o pozo de potencial
cilindrico de paredes infinitas.

Las condiciones de ortogonalidad que deben cumplir las componentes de la funcién de

onda encontrada en esta seccién, se dan en el apéndice A.
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1.3. La Cuna o Rebanada de Pastel

s
=
r=cl
=t
..-"".-:-"'f
- & - &
-'---.r lf
4 T Lr2LrE)
r
y.
- F
- L

Figura 1.5: El Pozo en forma de Cuna

Para el pozo cuantico en forma de cuna o de rebanada de pastel, se utiliza un sistema
coordenado polar cilindrico al igual que para el primer pozo de esta seccion, solamente que
ahora hay una restriccién en la parte angular por un angulo 6, que nos da la abertura de la
cunia o rebanada (figura 1.5), por lo que el potencial se transforma de la siguiente manera

0,r<d—-%<f<b Lcrck

V(r,0,z) = { (1,3,1)

00, en cualquier otra parte.

Al solucionar este problema hacemos uso de las ecuaciones (1.2.2) a (1.2.9), sélo que ahora
la restriccion de movimiento de la particula —%)- <fg< 9423-, cambia la condicién a la frontera

en la ecuacién (1.2.7). En este caso se tiene que W(r,0 = 6y, z) = 0, por lo que la solucién es

ahora
m'm
Acos(ﬁ), (1,3,2)
con m' = m(z) = (2ng + 1)(F), en donde ny = 0,1,2,... De aquf se puede observar la

diferencia entre el pozo de la seccién 1.2 y éste. En el pozo inicial la m’ acepta valores
enteros, a diferencia de este caso, ya que ahora m’ acepta valores reales debido a su relacion

con la abertura angular 6y, que puede tener cualquier valor real entre 0 y 2.
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De acuerdo a la condicién a la frontera W(r,6, z = =£) = W(r, 6,z = £) = 0, la solucién

de la ecuacion (1.2.6) toma la forma
Beos(k,z), (1,3,3)

donde k., =17, conl=2n.+1yn,=0,1,2,... Se puede observar que el cardcter entero de
[ se conserva en comparacion con m’ de la solucién anterior.

La solucién radial la obtenemos a partir de la ecuacién (1.2.9) retomando el cambio de
variable, cuyas soluciones son R(p) = CiJ,(p) + CalNy(p). Debido al caracter no entero
de m/, denotamos ésta por u para evitar confusiones, por lo que nuestra solucién es R(p) =
C1J,(p), en donde hemos desechado la funcién de Neumann por su cardcter divergente en
p = 0. Por la condicién a la frontera R(p = d) = 0 = C1J,(dK), se tiene que J,(dK,,) =
Ju(Vun) = 0, siendo v, el cero de la funcién de Bessel, por lo que la solucién radial es
R(kr) = C1J,(%r).

Las eigenfunciones y eigenenergias de la rebanada de pastel quedan entonces como

Ui (1, 0, 2) = NJN(%T)COS(/LQ)COS(%—Z), (1,3,4)
B? [t vmn2  lmy2

con po = myg- y N una constante de normalizacion. En el estado base, los subindices toman los

siguientes valores: n=m=I=1, entonces la energia del estado base tiene la siguiente expresion

B = 2 [(“2) 4 (5, (136)

en donde pg = %, y la eigenfuncién del estado base queda como

Viol 7T 77
Uo(r,0,2) = NOJuO(%T)COS(Q—OG)COS(ZZ), (1,3,7)

Evidentemente, W (r, 0, 2z) = 0 fuera de la rebanada y Ny es la constante de normalizacién
del estado base. Comparando con la seccion 1.2, podemos ver la diferencia entre poseer

parametros enteros y parametros reales. El parametro real indica en este caso la abertura
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de la cuna. Al aumentar éste, la cuna se vuelve méas angosta, en tanto que al disminuir, la

rebanada tiende al cilindro a medida que p — %= (%.

Este pozo puede simular la punta del cantilever de un AFM como primera aproximacion,
suponiendo que se trata de un pozo de potencial infinito y constantes dieléctricas iguales
dentro y fuera de la punta, y que la interaccién con la materia a analizar es de caracter
eléctrico (figura 1.6). Debido a esta tltima suposicién, se debe calcular la influencia de un
campo eléctrico sobre las energias encontradas, es decir, el efecto Stark [6], [7]. Esto se puede
hacer por medio de un Método Variacional, cuya descripcion se encuentra en la siguiente

seccion.

1.4. EIl Método Variacional y el Campo Eléctrico

Figura 1.6: El Campo Eléctrico Aplicado

Al suponer que la interaccion entre la punta y el sustrato a analizar es de tipo puramente
eléctrico, es necesario estudiar los efectos que produce el campo eléctrico a los niveles de

energias de los electrones en la cuna. En 1913, Johannes Stark observé que las lineas de la
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serie de Balmer en el atomo de hidrégeno se separan en varias componentes en presencia de un
campo eléctrico uniforme, es decir, experimentan un corrimiento en energia. Sus experimentos
probaron que el efecto del campo eléctrico aplicado al atomo de Hidrogeno y a otros atomos,
depende de la magnitud de éste. Desde entonces este fenémeno se conoce como efecto Stark.

Para estudiar este efecto en la punta del cantilever, hacemos uso de un método variacio-
nal. Lord Rayleigh demostré mediante un principio variacional que la frecuencia fundamental
de oscilacion de un sistema clasico es un minimo, donde pequenas variaciones de las ampli-
tudes de oscilacion respecto de sus valores para el modo fundamental producen cambios en
la frecuencia dada una energia. Este principio fue generalizado més tarde por W. Ritz, quien
propuso un método variacional para resolver aproximadamente una ecuacién de eigenvalores.
El método es el siguiente:

Sean H el hamiltoniano a estudiar y U, la eigenfuncién que corresponde al eigenvalor Ej,
HU), = B0, (1,4,1)

donde k es tal que la energia crece con él, es decir, £, > Fy para k > k', donde k = 0
corresponde al estado base con energia Ey. Sea ¢ una funcion arbitraria normalizada a la

unidad tal que
b = Zak¢k7 (1,4,2)
k

donde, de acuerdo a la normalizacion de ®, se cumple
Sl = 1. (143)
k
Del valor esperado de H calculado con la funcién arbitraria ®, obtenemos
(@ H|D) =3 alyan / U H,de = Y a0y Bndymn

= Z|an|2En > EOZ|an|2a (17474>
en donde se toma en cuenta que E, > Ej, por lo que se tiene que
(D|H|P) > Ep. (14,5)
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Esto significa que cualquier estado W, el cual difiere del estado base Wy, tiene una energia

mayor que V. Este resultado puede ser escrito en la forma

. U|H |
E() = MiNyey {<<\‘If‘\1‘/>>} . (1,4,6)

La expresion entre brackets es estacionaria, y del calculo de variaciones sabemos que ésta es
una condicién necesaria para encontrar un extremo(minimo)

(V| H|W)

OF =0 R0

=0, (1,4,7)

Usando la regla de diferenciacién del cociente de dos funciones, se sigue que

(50U H W) (¥ ) — (V| H| ) (5T P))
(W|w)?

=0, (1,4,8)

en donde es suficiente que el numerador se anule. Como W es una funciéon compleja en general,
podemos tomar a ¥ y ¥* como dos funciones independientes. Y como en el caso del principio

de Hamilton en mecanica, se encuentra

5

T [ v (i) = fru), (1.4,90)
0 3 * _

0 /d PO = (7). (1.4,90)

Con ayuda de la ecuacién (1.4.8), obtenemos entonces una ecuacién de eigenvalores para W

(U|W)HU(r) — (U|H|¥)T(r) = 0

o SHID)
Hiy(r) = (0w U(r)= EV(r), (1,4,10)

la cual es exactamente la ecuacion de Schrodinger.

El método de Ritz se utiliza para muchos propésitos procediendo de la siguiente manera:

la funcién de prueba W(r,aq,---, ) se construye tal que dependa de los pardmetros «;.
Entonces buscamos el minimo de E(ay, -+, a,) de acuerdo a la ecuacién (1.4.7)
0 (E( ))=0 (1,4,11)
Qy, -, 0y = U. )Xy
80zi 1, )
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De esta manera, tenemos una aproximacion para las energias en el estado base para un
sistema que cumple con una ecuacién de eigenvalores como la ecuacién (1.4.1).

En el caso de la cuna y el cono de la siguiente seccién, el hamiltoniano se transforma de
acuerdo al sistema coordenado y direccion en que se aplica el campo eléctrico. En el caso de
coordenadas cilindricas quedaria de la siguiente manera

2

b
2m

H = -—+|e|Frcosd + V,, (1,4,12)

donde F' es la magnitud del campo eléctrico, m y |e| la masa y carga efectivas del electrén,
respectivamente; rcosf la direccién en que se aplica el campo y V, el potencial de confina-
miento usando el modelo del pozo infinito. Al aplicarse el campo, usamos como funcién de
prueba variacional la funcién de estado base del sistema sin campo en el caso respectivo. Para
la cuna, usamos la funcién de la ecuacién (1.3.7), multiplicada por un factor exponencial,
el cual posee el parametro variacional para el estudio del efecto Stark, por lo que nuestra
funcién queda como

U(r,0,z) = Woexp(FLreost), (1,4,13)

y [ es el parametro variacional que depende del campo F'. Para el caso de electrones, el signo
— corresponde a un campo eléctrico en la direccion positiva del eje x, de acuerdo a la figura
1.6 y el signo + corresponde a la direcciéon opuesta. El calculo de la energia de estado base

se hace por medio de las ecuaciones (1.4.6) y (1.4.7) minimizando
E(8) = (W|H|W) = / ' /_90 / U Hrdrddds, (1,4,14)
=L J=% Jo
2 2
con respecto a 3, y entonces definimos el corrimiento Stark como
AFE = E(ﬁ) - E1117 (174715)

donde F4;; viene de la ecuacién (1.3.6). Los calculos numéricos y resultados de este problema
se encuentran con detalle en la referencia [5]. Lo que nos concierne en esta tesis es el uso de

este método para analizar los efectos de la aplicacion del campo eléctrico en los niveles de
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energia de los electrones que se encuentran dentro de la punta de forma conica-esférica, la
cual es una aproximacién maés real de la punta de un cantilever de un microscopio de fuerza
atémica (AFM). El estudio y anédlisis correspondientes se mostrarén en el siguiente capitulo,
especificamente en la seccion 2.2 y los calculos y resultados de tal andlisis se presentaran a

lo largo del capitulo 3.
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Capitulo 2

El Electron en la Punta de un

Cantilever de forma Coénica-Esférica

Este capitulo se inicia con la resolucién y el cdlculo de las energias de un electrén dentro
de un pozo esférico infinito, sélo como medio de comparacion de los parametros, como se
efectud con el pozo cilindrico y la rebanada de pastel. Lo que nos concierne es la resolucién
y calculo de las energias del electrén dentro del pozo conico-esférico, el cual se utiliza como
la simulacion de la punta.

Para este estudio se considera un electrén en un pozo infinito de potencial de forma cénico-
esférico, con € = gy, la misma constante dieléctrica dentro y fuera de la punta, suponiendo
que la punta del cantilever posee esta geometria, ademéas de que los efectos de atraccién y
repulsion sobre la punta se deben a fuerzas electrostaticas entre ésta y el sustrato a analizar.
Se supone por ultimo un campo eléctrico homogéneo aplicado a lo largo del eje Z del cono.
El estudio de los efectos de la aplicacion del campo eléctrico se hace por medio del Método
Variacional visto al final del capitulo anterior. Cualquier otro tipo de interaccién queda
descartado, como las fuerzas de capilaridad, por ejemplo. No obstante se deja el problema
abierto para el analisis de los efectos aqui no tomados en cuenta y que, sin embargo, son de

gran importancia debido a su influencia durante una medicién real.
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2.1. El Pozo Esférico

hls

Figura 2.1: El Pozo Esférico

Al igual que en el capitulo anterior, confinamos la particula en un pozo infinito, sélo que
en esta ocasion es de forma esférica de radio a, por lo que el potencial se escribe como:
0,r < a,

V(r,0,¢) = { (2,1,1)

o0, en cualquier otra parte.

El comportamiento de la particula descrito por la funcién de onda ¥(r, 6, ¢) cumple con
la ecuacién (1.2.1). Dentro del pozo, expresando el gradiente en coordenadas esféricas se
obtiene la ecuacion de Schodinger:

1 0 [0V 1 0 ov 1 0%

—— = —— | stnf— _— 2y =0, 2,1,2

r2 Or? <8r) + r2sinf 00 (sm ) i r2sin?0 0¢? o ( )
en donde « se relaciona con la energia por medio de

K22

2m

E (2,1,3)

Esta ecuacion es resuelta una vez més por el método de separacion de variables, en donde la
funcién de onda serd V(r, 0, ¢) = R(r)0(0)®(¢). Introduciéndola en (2.1.2) y desarrollando
obtenemos las ecuaciones:

2d
— + K20 =0, (2,1,4)
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1 d( . ,dO k>
0 20 <szn9%> + (l(l +1)— 3@'n29> 0 =0, (2,1,5)

o’r? =1+ 1)) R=0. (2,1,6)

La ecuacién (2.1.4) corresponde a la ecuacién de eigenvalores del cuadrado de la com-
ponente z del momento angular orbital del electron, cuyos eigenvalores estan cuantizados a

causa de la condicion de unicidad de los valores de la eigenfuncion

exp ko

D(p) = , 2,1,7
()= 21,7
con k = 0,%1,+2, ..., cuando la variable angular azimutal, 0 < ¢ < 27, cambia por un

entero multiplo de 27. La ecuacién (2.1.5) corresponde a la ecuacién de eigenvalores del
cuadrado del momento angular orbital del electron. Cambiando de variable en esta ecuacion
por x = cos#, al desarrollar se obtiene la ecuacién

(1— x2)d2—P - 21:6”; + <l(l +1) — &) =0, (2,1,8)

la cual es la llamada ecuacion asociada de Legendre, cuyas soluciones son los polinomios
Pk(z) = (1 — 2?)34 f,ﬁ””’ en donde P(x) es un polinomio asociado de Legendre y | acepta
valores [ = 0,1,2,.... En conjunto, las soluciones de las ecuaciones (2.1.4) y (2.1.8) son
muy comunes en muchas ramas de la fisica y son llamadas armonicos esféricos, cuya
notacién universal es Y;¥(6, ¢) = %Pf (cosfl). Cabe destacar que tanto el subindice como
el superindice son enteros.

Si en la ecuacién (2.1.6) hacemos el cambio R(ar) = \(/—), ésta se transforma en

2j  dj 1
2 — ] =
e T T (a = (+) )J 0, (2,1,9)

que se conoce como ecuacién esférica de Bessel con soluciones Dy j;(ar) + Dyny(ar). Las fun-
ciones esféricas de Bessel se relacionan con las funciones cilindricas por ji(ar) = |/550=J; 1 +1 (aur)

con [ entero. Al igual que las soluciones N;(p) de la seccién anterior divergen, las soluciones
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esféricas n;(ar) también divergen en r = 0, por lo que las soluciones fisicamente aceptables
son las funciones j;(ar). De acuerdo a la condicién a la frontera V(r = a,6,¢) = 0, la so-
lucién en la parte radial toma la forma R(aa) = ji(aa) = 0, donde aa = vy, es el n-ésimo
cero de la funcién de Bessel esférica. Entonces la solucién es R(ar) = Dyj;(*=r), siendo D,
una constante real, [ > 0y n > 1.

Por tanto, las soluciones de (2.1.2) toman la forma de acuerdo a las soluciones de las

ecuaciones (2.1.4) a (2.1.6)

¥(r.0,0) = Nii(22r) Fi(eost) o2 — N (Hnt0.0) (2110)

y las energias se escriben como

h2v2
E, = —= 2.1,11
[ 2ma2 ( P )
El estado base de este problema se describe por las siguientes ecuaciones
(.0, 6) = ——jo (") (2,1.12)
r = —
B\I,U, \/ZEJO a ) yLy
hin?
Ep = . 2,1,13
B 2ma2 ( YA )

Cabe notar que el estado base es no degenerado. En el Apéndice A, se muestra la ortogo-

nalizacion de funciones especiales de los pozos cilindrico y esférico.

2.2. El Pozo Conico-Esférico

En la resolucién de este pozo, un pozo de forma cénica con un casquete esférico como se
muestra en la figura 2.2, hacemos uso de las ecuaciones de la seccion 2.1 de la misma manera
que se hizo en la resolucién de la cuna, anadiendo la restriccion 0 < 6 < 6, en la ecuacion

(2.1.1). Por tal motivo, el potencial se transforma en
0,7 <a,0<0 <6,
V(r7 97 ¢) = (27271)

00, en cualquier otra parte.
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Figura 2.2: El Pozo Coénico-Esférico

Las eigenfunciones y energias deben de cumplir con las ecuaciones (2.1.2) y (2.1.3), respec-
tivamente. Ademads, las soluciones cumplen con las ecuaciones (2.1.4) a (2.1.6) al resolverse
por el método de separacién de variables.

En este caso, la solucién de la ecuacién (2.1.4) aparece inalterada, debido a la simetria

alrededor del eje Z, ya que en la variable azimutal se tiene la condicién 0 < ¢ < 27.

_ expiko

2(¢) = 22,

Sin embargo, al tratar de resolver la ecuacién (2.1.5) con la condicién 0 < 6 < 6, trans-

(2,2,2)

forméndola por medio del cambio de variable x = cosf en la ecuacién (2.1.8),

d*P dP k?
-2 — 22— + (Il +1) ——— | =
( I)dﬁ Ida:+<(+ ) (1—x2)> 0

la solucién obtenida por el método de Frobenius ya no puede desarrollarse alrededor del
cero, debido a que el dominio se encuentra restringido. Por este motivo, el desarrollo en serie
se hace alrededor de x = 1, ya que en este punto debe de haber regularidad. Se propone el
cambio de variable £ = $(1—x) [8], insertando en (2.1.8) y desarrollando se tiene la ecuacién

2

d*P )
46(1-¢)

S 25)% + (1 +1) -

20

P =0, (2,2,3)



la cual es conocida como ecuacién hipergeométrica, cuya solucién (ver Apéndice B) estd da-

da por
(I+ k) (1 —a2)2 1—x
PF(z) = (I 2Fi(k —LE+1+Lk+ 1 ——). (2,2,4)
Como x = cos#, sustituyendo en la ecuacién anterior y usando las identidades (kgﬂ =
sen?%, sen®0 = 1 — cos®0, se obtiene
X I+ k) (sinf)* ' L0
Pf(cost) = Tk 2% oFi(k—1LE+1+1k+1;sen 5) (2,2,5)

El valor de [ es determinado explicitamente por la condicién a la frontera ©(6 = 6,) = 0

[9], de donde es necesario que se cumpla la siguiente condicién
P} (costy) = 0. (2,2,6)

Para esto se escoge un angulo 6 y una k, las cuales se dejan fijas en la ecuacién (2.2.4) y
se iguala ésta a cero. Ahora, procedemos a encontrar las [’s que satisfacen las condiciones
anteriores. Para [ entero, la funciéon hipergeométrica se convierte en un polinomio de grado
[—Fk. Pero para valores no enteros de [, la serie o funcion hipergeométrica diverge, sin embargo
con el propdsito de encontrar sus ceros, la serie se puede truncar tomando un nimero finito
de términos de acuerdo a la precisién deseada [9]. Asi, los ceros obtenidos de esta manera
determinan la posicion de la frontera del pozo cénico- esférico. La cantidad de ceros 6 raices
de [, la denotamos por el subindice p, con p natural. Hay que notar también el hecho de que
si fijamos las [’s en vez de la abertura angular, debemos de encontrar ahora tal abertura
angular de la frontera que satisface la ecuacién (2.2.6), es decir, la situacion se invierte. No
obstante, se usa el mismo método descrito anteriormente, con la diferencia de que ahora se
escoge una [ y una k constantes y se procede a encontrar la abertura angular 6y, la cual
satisface la condicién a la frontera de la ecuacién hipergeométrica.

De esta manera hemos obtenido las [,’s, que ya no poseen el caracter de ser enteras al
igual que sucedié con las m’s de la cuna. El valor de [, nos da la abertura angular del cono,

asi en funcién de su valor, se puede trabajar tanto con un cono muy agudo, como con una
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esfera con una hendidura en forma de cono, o también con una semiesfera. Hay que senalar
que el valor de k y p repercuten en [,, tomando ésta tltima un valor mayor al aumentar el
valor de las primeras, para un angulo fijo.

La solucién de la ecuacién (2.1.6), transformada en la ecuacion (2.1.9) por medio del cam-
bio de variable R(ar) = %, posee las mismas soluciones del pozo esférico, con la diferencia
de que ahora el subindice ya no es entero sino toma cualquier valor real, dependiendo de la
abertura angular del cono. La solucién fisicamente aceptable es R(ar) = D17, (ar), que con
la condicién a la frontera W(r = a,6,¢) = 0, se convierte en R(ar) = Dljlp(%r), donde
Vi,n €s el n-ésimo cero de la funcién esférica de Bessel de orden [,. Debido a la propiedad de
no ser entero [,, la denotamos ahora por A, para evitar confusiones con el pozo de la seccién

anterior. Por tanto, las eigenfunciones y eigenenergias toman las formas siguientes

Ui (1,0, 0) = Njy, (”A;” r) pr(cose)e%¢, (2,2,7)
By, = " o (228)
" = oma? -
en donde Py (cosf) = E;zf:;: (S;r,iz!)ngl(kz— Ap, k+Ap+1;k+1;sin” §) y N es una constante de

normalizacion. En el estado base, estado al cual se refiere este estudio, los subindices tienen

los valores p=n =1y k = 0, por lo que las ecuaciones anteriores toman las formas

. (Vg .01
U 0 =N L) o B (=M, A 1;1; —)— 2,29
B(Ta 7¢) 0.])\1( a T)Q 1( 15 1+ ; Lysin 2)\/ﬂ’ ( 34y )
h21/§ 1
Ep = = 2,2.10
B 2ma2 ( 1= )
Si definimos
h?
a=——s. (2,2,11)

como el radio de Bohr, donde m y e son la masa y carga del electrén respectivamente, nuestra

energia en términos de éste se reescribe como sigue
2.9

ape vy
20

Esta definicién se usard en el capitulo 3 como patréon de referencia de unidades en las cuales

Ep = (2,2,12)

estan medidas las dimensiones del cono.
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2.3. El Campo Eléctrico y los Corrimientos de Energia

(Efecto Stark)

Y
N

+F \‘\ _r,»"’ F
: M/ ;

afen s

Figura 2.3: El Campo Eléctrico en las Direcciones Aplicadas.

Al momento de introducir el campo eléctrico, de acuerdo al método visto en la seccién 1.4,
debemos usar una funcién de prueba para la descripcién del efecto provocado por el campo.
Al restringirnos al caso del estado base, hacemos uso de la ecuacion (2.2.9), la cual denotamos
por ¥,. Segtn el tratamiento de la cuna con el campo aplicado, nuestro hamiltoniano debe
contener el término del campo, que adecuado a nuestra geometria queda como

A 2

H= 2p—mi le|F'rcost + V, (2,3,1)
donde cabe senalar que 6 es en este caso la variable angular cenital de las coordenadas
esféricas a diferencia de la cuna, F' es la magnitud del campo eléctrico, rcosf la direccién
en que se aplica este ultimo (a lo largo del eje Z), |e| y m la carga y masa del electrén,
respectivamente; y V, el potencial de confinamiento de acuerdo al modelo del pozo infinito,
dado por la ecuacién (2.2.1). Para el estudio del efecto Stark, usamos la funcién de prueba

multiplicada por el factor exponencial que contiene el parametro variacional 3 del campo
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eléctrico, obteniendo la funcion
U(r,0,¢,3) = Yoexp(LLrcosh). (2,3,2)

Al tratar con electrones, el signo — corresponde a un campo aplicado en la direccion positiva
del eje del cono, mientras el signo + corresponde al campo aplicado en la direcciéon opuesta.

El célculo de la energia del estado base se hace por medio de la ecuacién (2.2.12), la
cual es comparada con las energias obtenidas cuando se aplica el campo eléctrico. El calculo
de estas energias se hace por medio de la ecuacién (1.4.6), donde la energia del estado ¥
es mayor que la energia de Wy, por ser ésta la funciéon de estado base. Diferenciamos con
respectro a 3 de acuerdo a la ecuacién (1.4.7) para encontrar el extremo o minimo de energia
E(f) (ecuacién (1.4.11)). Finalmente, para ver el corrimiento Stark definido como AFE, se

contrasta esta energia con la correspondiente energia de estado base Ep, es decir,
AE = E(p) — Ep. (2,3,3)

Ya que nuestra funcién de estado base estd dada por la ecuacién (2.2.9), es necesario
calcular primero las raices de la funcién hipergeométrica, dadas por medio de la ecuacion
(2.2.6), ademds de encontrar las correspondientes raices de las funciones de Bessel esféricas.

El siguiente capitulo muestra los calculos y andlisis de las ultimas dos secciones.
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Capitulo 3

Calculos y Analisis de los Resultados

En este capitulo se presentan, inicialmente, los calculos de las condiciones sobre las fun-
ciones especiales que componen la funciéon de onda involucrada en el problema, en particular
la de estado base. A partir de estos resultados, se calculan las energias del electrén dentro
del pozo conico-esférico y los corrimientos de energia que se presentan debido a la influencia
del campo eléctrico aplicado, en funcion de los parametros dimensionales de la caja cuantica
y de la magnitud del campo eléctrico, de acuerdo al andlisis tedrico hecho en el capitulo
anterior. La programacion se realiz6 en Mathematica y para el manejo y analisis de los

datos se empled Origin, cuyos resultados se muestran a continuacion.

3.1. Calculos Preliminares

De nuevo, observando la ecuacién (2.2.9), es necesario comenzar por el célculo de las
A, de la funcién hipergeométrica, es decir, sus raices de acuerdo a la condicién (2.2.6) para
un angulo 6y y k£ dados. En el estado base, k = 0 por lo que el cédlculo se simplifica en la

coordenanda azimutal. Los angulos en la coordenada cenital escogidos son: o5, 5, %, 5, 5,

iy

4?”. Segun el método visto en la seccion 2.2, se debe truncar la serie para encontrar las raices

necesarias en cada caso, no obstante, con el uso del computo, estas raices se obtuvieron de
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una grafica de A contra Py(cosf) con la ayuda de Mathematica. Cabe hacer notar que el

exp itk¢

W—)’ se debe al hecho de que en el

no comenzar con la funcién arménica (2.2.2), (®(¢) =
estado base k£ = 0, por lo que no es necesario hablar de esta funcién en dicho estado. Las
siguientes graficas muestran el comportamiento de la funcién hipergeométrica con respecto

de A y como varfan las A, respecto del angulo.

2 i e
Sy
£ / /
\ Illlu III| ! II' il i ""l. I'r 1
¥ L
| " 1 ! “\ ,“'33 Yoo L
: N ! ! ) :
III l|'lll v l:I :.I H -:% -::.' -I.
il M "
Figura 3.1: Funciéon Hipergeométrica Figura 3.2: Raiz A, vs. Angulo

Como se puede observar de la grafica 3.2, mientras mas pequeno sea el angulo cenital del
cono, el valor de la raiz es un niimero real mayor y tiende a disminuir al aumentar la abertura
angular. Por otro lado, al tender el angulo a Z, el valor de la raiz tiende a un nimero entero,
el cual pierde nuevamente su cardcter de entero al aumentar el angulo (3 < 6y < 27). La
tabla de la pagina siguiente muestra los valores de A\; para los angulos dados anteriormente.

Ya que se ha obtenido la primer raiz A\; de la funcién hipergeométrica en la ecuacion
(2.2.9), se observa que esta rafz repercute en la funcién radial por medio del cero de la
funcién de Bessel, ademés de que repercute también en la ecuacién (2.2.12), esto es, en las

energias del electron. Esto se debe al hecho de que el valor de A\, nos da la abertura angular
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Figura 3.3: Valores de las Raices de la funcién Hipergeométrica

del cono y, por ser la constante de separacién de la ecuacién cenital, esta constante influye
en la ecuacién radial como lo muestra la ecuaciéon (2.1.6). La siguiente figura muestra la
evolucién de los ceros de la funcién de Bessel esférica al aumentar la abertura angular, o

dicho de otro modo, al disminuir el valor de A;.

Figura 3.4: Raiz de la Funcién Bessel vs. 6

Una vez que se obtuvieron las raices necesarias para el calculo de las energias, se procede

ahora a encontrar dichas energias del estado base del electrén en el pozo cénico-esférico,
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para distintos radios de éste dada una abertura angular cenital y sin aplicacién del campo

eléctrico. Esto se trabaja en la siguiente seccién.

3.2. Las Energias dentro del Pozo Cénico

Se calcularon las energias del electrén en funcién del radio del cono a distintos angulos
fijos, donde la abertura angular esta dada por el respectivo valor de \;. Todos los resultados
se presentan en unidades atémicas reducidas (a. u.), que corresponden a la unidad de longitud
de un radio efectivo de Bohr definido por la ecuacién (2.2.11), y un Rydberg efectivo definido
de la siguiente manera: R = %; En la referencia [11] se muestran los cambios de las energfas
en funcién de las dimensiones de pozos con geometrias como las que se presentan en esta
tesis y su posible aplicacion tecnoldgica. La siguiente tabla muestra las energias calculadas

para distintos valores del radio del cono, manteniendo un dngulo fijo o viceversa.
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Figura 3.5: Energias

Como se observa de la ecuacién (2.2.12), los valores de las energias decaen en forma de
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hipérbola cuadratica con el radio del cono para una Aq, la cual da la abertura angular. Estas

energias también fueron calculadas por medio de la ecuacién
N 2w By ra N
(U H W) = / / / U HUr2senfdrdfds, (3.2,1)
o Jo Jo

de acuerdo a los principios de la mecédnica cudntica [6], [7], obteniéndose el mismo resultado
tal como se esperaba. La energia del electron disminuye al aumentar las dimensiones del
cono, no solo al aumentar el radio, sino también al aumentar la abertura angular, como se
puede leer de la tabla en direccion horizontal, de izquierda a derecha. Es decir, la energia
siempre disminuye al aumentar las dimensiones del pozo cénico.

La siguiente grafica muestra la evolucién de las energias de la figura anterior sin aplicacion

del campo eléctrico respecto del radio, a las aberturas angulares dadas anteriormente.

A5 I | I | L | 1 | 1 1
4004 " = F=0,0=120|
i . F=0,0=2M10}
350 — _e—E-Dfede |
300 | —m—F=00=2/3
i F=0,6=1/2
250 m F=0,0=4x/5|
200 [
E . 'I L
=4 i
150 i -
R}: i - L
100 4 . -
&0 t :.--.-.- :-.._--.----.l .__‘___- - __
0 s FEEN e ‘=..—_.._=I — B —F— — B—» s
=60 T T T T T
{ 2 4 & & 10
'eu’aLfJ

Figura 3.6: Las Energias en el Pozo Coénico-Esférico
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En esta grafica, es bastante notorio el decaimiento hiperbodlico de las energias, las cuales
parecen tender al mismo valor al ir aumentando el radio del cono, es decir, se nota una
convergencia a una misma energia sin importar la abertura angular del pozo cénico. No
obstante, los valores dados en la tabla para un radio grande, muestran ain una energia
mayor para una abertura angular pequena. Ahora falta ver el cambio que experimentan
estas energias al aplicarse el campo eléctrico para su posible aplicacién en la microscopia de

fuerza atémica.

3.3. El Campo Eléctrico y sus Efectos

El siguiente paso es analizar los efectos de la aplicacion del campo eléctrico al pozo
conico, el cual también estd dado en unidades atémicas (u. a.) como Fy = ﬁ Este es
aplicado a lo largo del eje del cono dirigido desde la parte méas angosta hacia el casquete
esférico y viceversa. De acuerdo al tratamiento de la seccién 1.4, adaptado a este problema
en la seccion 2.3, nuestra funcion de prueba mas el término exponencial del campo nos da

la funcion siguiente

e(:i:,@v“cos@)

0
W(r,0,6,8) = Nojay (“27) 2Py (=i, A + L 1isin? ) (33.1)

27 \2rw
Teniéndo ya nuestra funciéon con el término variacional del campo eléctrico, es necesario

calcular las energias del electrén, las cuales seran mayores que las energias de estado base.

De este calculo, buscamos el minimo con respecto a (3 de acuerdo a las ecuaciones

_ (U|H|V) _

3B = 5y =0 (1,4,7)
0
%(E(ﬁ)) = 0. (1,4,11)

Las energias de estado base con campo aplicado E() son obtenidas de esta manera y son
comparadas con las de estado base sin campo aplicado. La diferencia de energias se da por

la ecuacién (2.3.3), la cual muestra los corrimientos debido a la influencia del campo.
AE = E(f) — Ep. (2,3,3)
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La grafica siguiente muestra los corrimientos que provoca el campo al aplicarse en la
direccién positiva del eje Z, es decir, de la parte puntiaguda hacia el casquete esférico. Esto

provoca que el electrén sea empujado por la fuerza eléctrica hacia dicha parte puntiaguda.
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Figura 3.7: Corrimientos de Energia debidos al Campo eléctrico

Para el analisis de los efectos del campo eléctrico aplicado, dividimos el problema en dos
partes: para angulos 6y < 3 y para angulos 6y > 7.

De la grafica podemos observar que para angulos pequenos, el corrimiento de las energias
es mayor al aumentar la magnitud del campo. Para angulos mayores, el corrimiento es mas
pequeno o menos intenso. El efecto neto es un confinamiento del electrén hacia la punta

del cono, presentandose un aumento en la energia cinética de éste. El confinamiento para
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angulos mayores es menor debido a que la energia disminuye al aumentar la abertura angular
como se observa en la figura 3.6. Ademads, de la figura 3.7 se muestra que el confinamiento es
mayor a medida que se reduce el radio del cono, debido al aumento de energia que presenta
el electron en la caja cuantica como consecuencia de una compresion en la funcion de onda.
Sin embargo, al llegar a una abertura angular de 7, es decir, cuando la punta se convierte
en una semiesfera, el efecto del campo es dirigir al electron a la parte central plana de la
semiesfera.

Al aumentar la abertura angular hasta tener una esfera menos una seccién coénica, el
efecto del campo es confinar al electrén en la zona donde z < 0, es decir, si tomamos un
corte transversal de la esfera se obtiene una figura como la de un Packman, entonces el
electréon se confina en las partes puntiagudas del Packman3D.

Al graficar la densidad electrénica en estado base (¥?) sin campo y con campo aplicado,
se observa claramente el corrimiento en energia, 6 confinamiento del electrén hacia la punta

del cono, en el caso de un angulo 6y <. En las siguientes figuras se muestra este efecto

a

- =08 la izquierda, sin campo aplicado y a la derecha con

para el angulo de [, radio

campo 150 = 10. Este campo es constante para todas las graficas.

—

Figura 3.8: U2 sin Campo ()~ Figura 3.9: 2 con Campo
Graficando la misma ¥? con respecto a angulos 6y > 5, e observa el confinamiento del
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electrén, en el primer caso (6 = 7 ); hacia la parte central de la cara plana de la semiesfera,
y en el otro caso (6 > 7 ) hacia las partes puntiagudas de la cara del packman. Esto se

muestra claramente en las siguientes figuras.

Figura 3.10: ¥? s/Campo & Figura 3.11: ¥2 con Campo

Cabe hacer notar aqui el cambio de signo que se presenta en el corrimiento cuando se
pasa a dngulos ¢y > 7. El confinamiénto siempre se presenta en el mismo sentido, a pesar

del cambio de signo en el corrimiento de energias.

Figura 3.12: ¥2 s/Campo=" Figura 3.13: U2 con Campo

Ahora se grafica el cambio de energias que experimenta el electron al aumentar la inten-
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sidad del campo eléctrico, manteniendo el radio constante. Este efecto es el que nos interesa
para la aplicacién directa al microscopio de fuerza atémica, ya que el aumento de la inten-
sidad del campo eléctrico asemeja el acercamiento de la punta al sustrato en el régimen de
no contacto o regimen atractivo, como se explicé en el capitulo 1 de esta tesis. La figura 3.7
muestra vagamente el efecto que provoca el campo eléctrico a las energias del electrén, pero
la siguiente figura muestra con gran detalle el corrimiento de las energias al ir aumentando

gradualmente la intensidad del campo manteniendo el radio fijo.
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Figura 3.14: Corrimientos de Energia vs. Campo a Radio fijo.

Como se observa, el corrimiento es positivo al aumentar la intensidad del campo para

dngulos 6y < 7, es decir, el campo confina hacia la punta del cono en el caso de un éangulo
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pequeno y confina hacia el centro de la cara plana de la semiesfera, como se explicé ante-
riormente. De la misma manera, para angulos fy > 7, el corrimiento de energfas es negativo,
no obstante el campo confina al electron hacia las partes puntiagudas del packman3D, cuya
figura, si se rota 360° alrededor del eje Z, permite apreciar una esfera menos un cono y el
confinamiento se da en la zona negativa del eje Z.

De esta manera, centrandonos un poco en las puntas cuya abertura angular es pequena,
el corrimiento en energia es tal que, en forma, se asemeja a la fuerza que sienten punta y
cantilever en el régimen de no contanto, como se muestra en la parte izquierda de las graficas
de la figura 1.3. Esto nos lleva a considerar los corrimientos de energia como métodos alternos
para realizar observaciones con el AFM, ya que producirian una corriente en una direccion,
la cual puede ser amplificada y manipulada para obtener la informacién deseada, que en
este caso es obtener una imagen y fuerzas de interaciéon. Cabe hacer notar que las puntas
con abertura angular pequena y radio mayor son las mas sensibles a los efectos del campo
eléctrico aplicado.

Si nos centramos en los packmans, podemos observar que el confinamiento hace que
los electrones tiendan a estar en un circulo. Una ventaja de esta consecuencia es que la
interaccién en distintas partes de este circulo puede ser distinta, obteniéndose corrientes
distintas dentro del packman, las cuales se pueden aprovechar para obtener una imagen de
una superficie mayor, haciéndo posible una velocidad de barrido mayor que con una punta
muy fina. Sin embargo, se ve sacrificada la sensibilidad, ya que este tipo de puntas no se
acerca tanto a finas depresiones que pudiesen encontrarse en el sustrato, lo que ocasionaria
que la imagen resultante fuese de poca calidad, al no poder sondear de buena manera esas
depresiones.

A pesar de que la sensibilidad se sacrifica con los packmans, es de notar el hecho de que
pueden sustituir el método de mediciéon de uso de varias puntas a la vez, un método que es
muy frecuentemente usado en microscopia de fuerza atomica, ya que la superficie que barre

el circulo es un equivalente a tener varias puntas en un cantilever.
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Una vez que se han observado los efectos que produce el campo eléctrico aplicado en la
direccién positiva del eje del cono, se procede a analizar los efectos que produce éste al ser
aplicado en la direccién contraria, es decir, en la direcciéon —z, lo que hace que el electrén se

mueva hacia la parte mas ancha del cono, a lo largo del eje de simetria.

4004 —m—F=-1,0=r/20
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Figura 3.15: Evolucién de las Energias con Campo Negativo

La grafica 3.15 presenta las energias del electrén al aumentar el radio del cono para los
mismos angulos y campos, pero estos ultimos con signo contrario. Las unidades siguen siendo
las mismas, no obstante cambia el signo a positivo en la ecuacién (2.3.2), ya que corresponde
a la aplicacion del campo en direccion negativa del eje del cono, como se explico en la seccion

2.3. La siguiente gréfica presenta los corrimientos de energia con respecto al radio del cono.
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Figura 3.16: Corrimientos de Energia con Campo Negativo

Al observar la grafica, se aprecia que el corrimiento de energia en este caso es negativo,
lo que puede interpretarse como desconfinamiento. Es decir, el electrén ya no se dirige hacia
la punta del cono, sino al lado contrario presentandose el desconfinamiento. Este es mayor
al aumentar la magnitud del campo eléctrico como se observa directamente de la gréfica.

Un hecho que es muy notorio es la poca dependencia de la abertura angular. Como
se observa, las curvas se traslapan al aumentar la abertura angular del cono. El efecto ya
no es distinto para las distintas aberturas, el electrén se desconfina dependiendo solamente
de la magnitud del campo. Este efecto es el que se presentaria en el régimen de contacto

del microscopio de fuerza atémica, es decir, como se observa en la parte izquierda de las
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graficas de la figura 1.3. Al estar en contacto el sustrato y la punta, el campo provoca un
desconfinamiento de los electrones de la punta, mandandolos hacia la parte ancha del cono.
Esto provocaria una corriente que se puede amplificar para obtener la imagen deseada del
sustrato. Ademads, la manera en que las energias se corren, se asemeja a la fuerza que sienten
tanto punta como cantilever en este régimen, las graficas son muy similares a pesar de medir
distintos efectos.

De acuerdo a los resultados encontrados en este capitulo, la propuesta de funcionamiento
del AFM tiene que ver con corrimientos en energia de los electrones de la punta, debido a la
influencia de las fuerzas eléctricas que se presentan entre la materia a escala microscopica.
Comparando las graficas de la figura 1.3 con los resultados obtenidos, se observa una similitud
entre las graficas de los dos regimenes con respecto a las graficas de corrimiento de energias
obtenidas en este capitulo. No hay que olvidar que las graficas de la figura 1.3, corresponden
a la fuerza entre el sustrato y el sistema cantilever-punta. Esto puede hacer suponer un
nuevo funcionamiento del AFM, obteniendo mediciones por un método maés sencillo que

simplificaria las piezas necesarias de este microscopio.
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Capitulo 4

Conclusiones

De acuerdo a los resultados y andlisis hechos en el capitulo anterior sobre el pozo cénico
se concluye lo siguiente:

Se presenta confinamiento cuantico del electron al aplicarle un campo eléctrico externo
en la direccién del eje del cono. El confinamiento se da hacia la punta del cono para angu-
los menores a 5. Al llegar la abertura a una semiesfera, el electrén se confina en el centro
de la cara plana de ésta. Al aumentar la abertura, el electron se confina en la zona donde
z < 0, cuando se tendria una esfera con una hendidura cénica. El confinamiento depende
fuertemente de las dimensiones del cono, en particular del radio y de la abertura angular,
y de la intensidad del campo eléctrico aplicado. No obstante, el confinamiento se da siem-
pre en la misma direccién, contraria a la direccion de aplicacion del campo eléctrico. Este
comportamiento asemeja al funcionamiento del AFM en el régimen de no contacto.

Al aplicar el campo eléctrico en la direccién contraria, se observa un desconfinamiento
de los electrones de la punta, presentandose de una manera que depende muy poco de la
abertura angular del cono. El confinamiento depende solamente del radio del cono y de la
intensidad del campo eléctrico. Este comportamiento asemeja al AFM funcionando en el
régimen de contacto.

En ambos casos, el confinamiento es mas sensible a radios grandes, ya que en radios
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pequenos la funcion de onda se encuentra en un espacio muy pequeno, por lo que se puede
pensar que se encuentra comprimida, sobre todo si ademas se tiene una abertura angular
pequena. Es por eso que al aumentar las dimensiones del cono, tanto angulares como radiales,
la funcion de onda se descomprime, siendo a la vez mas sensible a la aplicacién del campo
eléctrico. La diferencia radica en la abertura angular. Si se tiene un dngulo pequeno, a la vez
que se tiene un radio grande, el efecto es mas claramente observado, como se mostrd en el
capitulo anterior. Por esta razon, conviene al AFM una punta con abertura angular pequena
para una mejor observacion. No obtante, para una medicién en el régimen de contacto,
tedricamente no importa la abertura angular de la punta a utilizar, da lo mismo una punta
muy fina que una semiesfera o una esfera menos una seccién coénica.

Sin embargo, el empleo de la punta fina de radio grande es mejor, ya que puede llegar a
depresiones en el sustrato, las cuales no podrian ser captadas de una buena manera con el
uso de una punta burda.

En resumen, esta tesis estudio teéricamente de una manera sencilla un efecto que ocurre
en la naturaleza a nivel microscopico, el cual puede ser aprovechado para un desarrollo
tecnologico futuro. Un estudio méas profundo consideraria una constante dieléctrica de la
punta distinta de la del vacio, un potencial de confinamiento finito, campos eléctricos mas

reales, efectos de polarizacion del material, teoria de bandas del estado sélido, etcétera.
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Apéndice A
Ortogonalizacion

Ortogonalizacion de las funciones que componen la funcién de onda de los pozos cilindrico
y cénico de las secciones 1.2 y 2.1 [10].

De la definicion de la integral de Riemann

N

[ s@oterie = Jin (5 1ot A, (A1)

donde xy = ay xy = b, z; — x;_1 = Ax, si interpretamos a f(x;) y a g(z;) como la

i' =" esima componente de un vector de N componentes, entonces la suma (y por lo tanto la

integral) corresponde directamente a un producto escalar de vectores (funciones). Al anularse
el producto escalar, se obtiene la condicién de ortogonalidad para vectores o funciones.

Las soluciones de la ecuacién (1.2.2) deben ser ortonormales. En el caso del pozo cilindrico,
la funcién de onda estd dada por la ecuacién (1.2.12). Debemos de ver que las funciones que
componen a dicha funcién son ortogonales. Usamos la identidad e** = cos(kx) + isen(kx),
por lo que necesitamos ver la ortogonalidad de estas funciones. De acuerdo a (A.1), se tiene
que

o
/0 cos(nx)sen(mz)dr = 270y, (A)2)
donde 6,,, es la delta de Kronecker. Por lo tanto, estas funciones representan un conjunto
ortogonal, y como sen?0+cos?0 = 1, se sigue que es un conjunto ortonormal, cuya constante

de normalizacién es 27.
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La ortogonalidad de las funciones de Bessel en un intervalo [0, a], se obtiene a partir de
la teoria de Sturm-Liouville, la cual puede encontrarse en la referencia [10]. Tomemos la
ecuacion (1.2.9) con soluciones Jy (Vimn2) ¥ Jos (Vmyp?), entonces tendremos dos ecuaciones
iguales a (1.2.9), con subindices distintos (n # p). Multiplicando la solucién con subindice n

por Jo (Vmyp?), a la ecuacién con subindice p por Jy (Vs 2) y restando ambas obtenemos

pydp d P pydi d P
Jm’ m'n~ ) 7 _Jm’ m'p— )| — Jm/ m'p~ )7 _Jm/ m/n
i) g [P T Wi )] = T W) o [ Tt (i)
_ Mjm,(ym,ng)Jm,(ym, B)pdp‘ (A,3)
a? a Pa ’

Integrando por partes con respecto a p desde 0 hasta a obtenemos

f p.dp d p / p.dp d p
m/'\Ym'n"" ) 7 |F 7 Im'"\Fm/'p— dp — m/'\Vm'p™ )7 \FV 7 Im'\Fm/n— d
R P R ) Ll R A Rl L
_ M/ajm,(ym,nﬁ)Jm,(,}m, Py pdp. (A4)
a? a Pa ’

0
Al efectuar la integracién, el lado izquierdo de (A.4) da

a

iJm’(Vm’nB)

dp a (A’5>

P d NG p
‘me’(Vm’na>7Jm’(Vm’Pa) 0_‘p<]m’(”m’pa)

dp 0
Para v > 0, el factor p garantiza un cero en el limite inferior p = 0. En el limite superior
p = a, cada factor se anula debido a las raices vm’n, p. Entonces, para n # p, el lado izquierdo

se desvenece, por lo que
p P
/ T Vit 2) T vy ) pp = 0. (A,6)
0

Esta tltima ecuacién nos da la ortogonalidad de las funciones Bessel en [0,a]. Su normaliza-
cion estd dada por
r P2 a’ 2
/[Jm’(’/m’na)] pdp = ?[Jm’(ym’n)] . (A,7)
0
Para las funciones del pozo esférico, puesto que estan compuestas de funciones armoni-

cas, polinomios de Legendre y funciones Bessel esféricas y dos de estas funciones ya estan

ortogonalizadas, debemos ahora ortogonalizar las soluciones de la ecuacién de Legendre. La
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ortogonalidad de las funciones esféricas de Bessel se obtiene de la misma manera que hemos
hecho con las cilindricas. Para esto usamos la identidad ju(z) = /5=, 1 , obteniéndo
la ortogonalizacion

a 3

a ..
/]m’<’/m np)jm’<’/m pa) de = []m’+1(Vm’n)]25np' (A78>
0

Para la ortogonalizacion de los polinomios asociados de Legendre, usamos la formula de
Rodrigues para P*(z) [10], de donde se tiene que
1 1

/P;”(x)P;"(x)dx: (-Hm / e " Ja+m

N7 q
2p+‘1p!q! dxptm dxq-i-mX d([), (A79>
—1 -1

con X = (z2—1). Si p # q, y de hecho, suponemos que p < ¢, integrando repetidamente por
partes, éstas se anularan mientras exista X, asi que integrando g + m veces obtenemos

1

/ P ()P (z)dz =

-1

(—1)m(—1)a+m L Jatm qr+m

m p q
e e (X X)X (4,10)
1

El integrando del lado derecho se expande usando la formula de Leibniz, lo cual nos da

dq+m dp+m gtm (C] + m)| dq+m7i dp+m+i
mn XP) X1 = X1 - X - XP. A1l
dxq+m( daptm ) ; il(qg+m — i)l deatm=—i""  dgptmti (4,11)

2m se deben de tener las

Ya que el término X™ implica potencias de  no mayores a x
condiciones

g+m—1<2m, p+m+i < 2p, (A,12)

o la derivada se anula. La condicién para un resultado distinto de cero es

i>q—m, 1< p—m. (A,13)

Para el caso p = ¢, caso en que no se anula la integral, permanece un término i = ¢ — m

Introduciéndo (A.11) en (A.10) tenemos

—

JIARIREE

-1

(Db m) [ P
)/X X9, (A,14)

22q 92 — q(d 2m m)<d 2q
q'q!(2m)!(q T x
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Ya que

d?m
m __ 2 m __ _.2m 2m—2 m __
X"=(z"—-1)"=z"" —mx +..., demX = (2m)!, (A,15)
la ecuacién (A.14) se reduce de la siguiente manera
1 1
—1 q+2m 2q)! I
/ [P? (2)]2dz = ( )2 (29)!g +m) / Xdx. (A4,16)
J 224glq! (¢ — m)! J,

La integral de lado derecho vale

(—1)P221tiglg!
(2¢+1)

(—1)? / sen?+19dg = (A,17)
0
Entonces tenemos finalmente la condicién de ortogonalizacion

/1 P ()P (v)dr =

-1

2 (¢g+m)
Opq-
2¢+1(g—m)! ™

(A,18)

Escrita en coordenadas esféricas, la condicién de ortogonalizacién queda como

/Pf(cas&)Pﬁ(cosﬁ)sen@dG =
0

2 (¢+m)
Op.q-
2q+1(g—m)l' ™

(A4,19)

De la misma manera, se puede obtener una condiciéon de ortogonalizacion para subindices
distintos y superindices iguales dada por
1 (n+m)
n—+m)!
[ P Pi) (1~ 2) do = Do (4,20)

J, m(n —m)

La ortogonalizacion de las funciones que componen a la funcion de onda de la rebanada
de pastel son las mismas que para el pozo cilindrico, debido a que la teoria es para indices
reales. En el caso del pozo cénico, la ortogonalizacion de la funcion hipergeométrica se puede
realizar de manera numérica con la ayuda del cémputo, basados en la teoria que se da en

este apéndice.
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Apéndice B
Funcién Hipergeométrica

Se soluciona ahora la ecuacién hipergeométrica (2.2.3) con £ = %(1 — z), por el método

de desarrollo en serie de potencias de Frobenius. La solucion de la ecuacion

g(1-§)d§2+(1—2§)2}£+ (l(l+1)—4§(1k_§>

debe de obtenerse por un desarrollo en serie de potencias alrededor de & = 0 (es decir,

d2P
)P =0, (B,1)

alrededor de x = 1). Para obtener la representaciéon usada en esta tesis, es decir, la ecuacién
(2.2.5), resolvemos para el caso k = 0. En este caso desaparece el dltimo término de la
ecuacién anterior, quedando solamente el término de la constate de separacién (I 4 1). Se
obtiene entonces la ecuacion

d*P

dP
1=z + (=205 + (i+1)P=0, (B,2)
y usamos la identidad
p db
PE(w) = (~DH(1 = 2% R(). (B,3)

Entonces nuestra solucion esta dada por la serie de potencias

P(g) = §m<(l0 + a1§ + CL2§2 + CL3§3 + .. ) = i (l)fk-i_y, (B,4>
A=0

con ag # 0, el exponente m y los coeficientes a, aun indeterminados y donde la potencia &™

es el término mas pequeno de la serie que no se anula. Entonces, diferenciando una y dos
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veces la solucién (B.4), sustituyendo estos resultados en la ecuacién (B.2) y reacomodando

términos se obtiene

i((l(l +1))a, —2a,(v+m) — a,(v+m)(v+m+ 1))+
i(ay(uqtm) +a,(v+m)(v+m—1))tm = 0. (B,5)

Para la minima potencia se tiene que v = 0, de donde se obtiene la relacién agm + agm(m —
1)) =06 m = 0. Entonces, sea v = Ay v = A+ 1 en la primera y segunda sumatoria de
(B.5), respectivamente. Sustituyendo y despejando se obtiene la relaciéon de recurrencia

axt1 A=0DA+1+1)

o = O+ 172 : (B,6)
Sea ag = 1, sustituyendo se obtienen los coeficientes a; = _)‘(1\“), ay = (_’\)(_/\Jr;!)é;\“)@”),
etc. Por lo que la solucién esta dada por
P =1+ IO, ENOATDOF O
JFL (=AM + 15 156) = Py(6). (B.7)
Como ¢ = 1(1 — ), al sustituir, tenemos finalmente que
PA(x):zFl(—)\aA‘f‘l;l;l_x)- (B.8)

Para obtener finalmente la ecuacién (2.2.5), hacemos uso de la ecuacién (B.3). Entonces,

derivando (B.8) k veces se tiene

Pi) = (GHEAED by g1zt
() = (—21)(—21) (=A)(=A+ 1)2(!>\ +1)(A+ 2)2171(_A fori3 1;3)7 )

Por lo tanto, generalizando y sustituyendo en (B.3), haciendo el cambio de variable x = cos#,
obtenemos finalmente el resultado deseado

(I + k)! (sind)*
(I — k) 2FK!

0
PF(cosh) = oF (k= 1Lk +14 1k +1;sen=). (2,2,5)
: 2
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