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Este trabajo comenz6 a escribirse cerca de febrero de 2006. Ano y medio después, luego
de todas las dificultades, contratiempos y trabas imaginables (bueno, tal vez no todas las
imaginables, pero si muchas de ellas) qued6 por fin terminado en la forma que tiene
aqui.

El proceso fue largo y sinuoso, y hay que decir que por momentos no se le vefan
posibilidades de llegar a concluir alguna vez. Escribir, atorarse, volver a escribir, borrarlo
todo, empezar otra vez, pasar dias enteros frente al teclado de la computadora sin que
saliera una sola pagina —vaya, a veces ni una frase coherente— fue sélo una parte de
aquello contra lo que hubo que empujar.

Pero ya ha pasado todo. El trabajo esta hecho y aunque no es perfecto (no lo sera
nunca), tiene ya cierto nivel de decencia que le permiti6 salir airoso del analisis al que lo
sometieron los sinodales designados para tal fin. Hay que agradecérselo a mucha gente,
pero principalmente a la Dra. Asela Carlon Monroy, una de las personas que mas
contribuyeron a la forma que tomarfa la tesis; al Dr. Sergio Cruz Contreras, siempre
ofreciendo consejos y haciendo observaciones agudas y utiles. Ambos representaron un
apoyo sin el cual el trabajo no hubiera pasado del estado embrionario; al Dr. Enrique
Ruiz-Velasco Sanchez, que de manera casi heroica acepté dirigirlo y con ello lo salvé de
terminar en el limbo de las tesis; por supuesto, se agradecen también las atinadas
observaciones de los sinodales, los Mtros. Juan Bautista Recio Zubieta, Porfirio Moran
Oviedo, Francisco de Jesus Struck Chavez y la Dra. Leticia Barba Martin.

Los auspicios de la Direcciéon General del Personal Académico de la UNAM, a través de
una beca del Programa de Formacién de Profesores para el Bachillerato Universitario,
fueron también fundamentales para la realizacion del trabajo.

Se aprende mucho haciendo una tesis de éstas, lo que después de todo parece ser lo mas
importante. Principalmente, se abren los ojos ante el hecho de la propia ignorancia, lo
que posibilita comenzar a moverse para hacer algo al respecto.

A mis dos Jaimes y mis dos Beatrices, queridos todos.

Con amor para mi esposa, Sugeidi, que aguanté ausencias y estrés durante el afo y

medio que estuve sentado escribiendo.

Daniel Cruz Vazquez.
México, D.F., octubre de 2007.
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PRESENTACION

En el presente documento se expone el trabajo de tesis que para obtener el grado de Maestro en

Docencia para la Educaciéon Media Superior (matemadticas) presenta el autor. El trabajo estd centrado

en el disefio de un ambiente de aprendizaje —en el sentido de Bransford, Brown y Cocking (1999)—

orientado a la comprensiéon (Hiebert y Carpenter, 1992) de ciertos aspectos fundamentales de la

nocién de funcidn, en el primer semestre del bachillerato. Dicho ambiente fue llevado a la practica

frente a grupo con estudiantes del Colegio de Ciencias y Humanidades, buscando evaluar hasta qué

punto se consiguen comprensiones de tales conceptos matematicos.

El trabajo se ha organizado en los apartados siguientes:

En primer lugar, una Introduccion en la que se habla sucintamente de la temética en torno a la
cual se desarrolla la tesis.

En segundo término se presenta el Capitulo 1, Antecedentes y planteamiento del problema, en
donde se exponen los antecedentes que llevan al planteamiento del problema sobre el cual se
trabaja, asi como su importancia.

El Capitulo 2 viene en tercer lugar. El titulo de este capitulo es Revision de literatura y supuestos
aceptados, y contiene una revision de la literatura consultada respecto al tema de tesis,
especificdndose los supuestos tedricos que se han considerado adecuados para ser aceptados en el
trabajo.

Posteriormente se incluye el Capitulo 3, Propuesta de diseiio del ambiente de aprendizaje. En €l
se explica la metodologia seguida en la realizacién del estudio, junto con informacién
concerniente a la concepcidn, disefio y puesta en practica del ambiente de aprendizaje. También
se hace una descripcion sucinta de las sesiones de trabajo en las cuales el ambiente fue
implementado, para pasar posteriormente al anélisis de los resultados encontrados.

En el Capitulo 4, Conclusiones y vias de desarrollo, se discuten algunas conclusiones derivadas
de la investigacioén y con relacién al problema planteado en el Capitulo 1 y se proponen algunas
posibles maneras de continuar desarrollando el trabajo expuesto.

Dos anexos aparecen enseguida. El primero de ellos contiene los Instrumentos de Instruccion
empleados durante la implementacion del ambiente de aprendizaje. El segundo estd constituido
por el Instrumento de evaluacion de la comprension aplicado, en forma de pre-test, antes de
poner en practica el ambiente, y como post-test, al finalizar éste.

Finalmente, se incluye la Bibliografia consultada para la realizacién de la tesis.



INTRODUCCION

En este trabajo result6 de interés el aprendizaje con comprension (Hiebert y Carpenter, 1992) de
funciones lineales, como casos particulares del concepto mas amplio de funcion, por parte de
estudiantes de primer semestre de bachillerato. El tema parece pertinente dentro del panorama de
la educacion media superior, sobre todo en una época en la que el aprendizaje con comprension
en matemadticas (Hiebert y Carpenter, 1992; NCTM, 2000) ha cobrado gran importancia.

Como se examinard en el capitulo 1, hay un consenso generalizado en la literatura (Arteaga y
Santos, 1999; Bransford, Brown y Cocking, 1999; Brown, Collins y Duguid, 1989; Fernandez,
2005; Kalchman y Fuson 2001; Mason y Spence, 1999; NCTM, 2000; O’Callaghan, 1998)
respecto al hecho de que la ensefianza que proporciona el sistema educativo no estd logrando que
los alumnos obtengan aprendizajes con comprension de mateméticas (Arteaga y Santos, 1999;
Bransford et al., 1999; Fernandez, 2005; Kalchman y Fuson 2001; NCTM, 2000) o bien,
aprendizajes que resulten duraderos, organizados y coherentes (Brown et al., 1989; Mason y
Spence, 1999; O’Callaghan, 1998). El concepto de funcién no queda fuera de esta apreciacion ni,
mds especificamente, el de funcién lineal (Moschkovich, 1999; Moschkovich, Schoenfeld y
Arcavi, 1993). Dado que el concepto de funcion es considerado fundamental para la ensefianza de
las matemadticas (Billings y McClure, 2005; Davidenko, 1997; Hines, 2002; Hollar y Norwood,
1999; Kalchman y Fuson, 2001; NCTM, 2000; O’Callaghan, 1998; Schwartz y Yerushalmy,
1992; Tall, McGowen y DeMarois, 2000), resulta deseable la elaboraciéon de propuestas que
aborden esta problemdtica y exploren posibilidades que tiendan al mejoramiento de la situacion.
Bajo esta dptica, en este trabajo se disefié un ambiente de aprendizaje (Bransford et al., 1999) el
cual fue puesto en practica ante un grupo de estudiantes de primer ingreso al Colegio de Ciencias
y Humanidades, buscandose averiguar en qué grado el desarrollo de la comprensién mencionada

se vio favorecida.



Capitulo 1. Antecedentes y planteamiento del problema.

Una revision de la literatura especializada en lo concerniente al tema de educacién y de
educacién matematica, muestra no pocos reportes (Arteaga y Santos, 1999; Bransford et al.,
1999; Brown et al., 1989; Davis, 2005; Goldenberg 1988; Kline, 1976; Mason y Spence, 1999;
Ornelas, 1995) que expresan afirmaciones en el sentido de que la ensefianza de las matematicas
estd fracasando en la tarea de lograr aprendizajes con comprension (Hiebert y Carpenter, 1992).
En cambio, en los estudiantes se observan aprendizajes memoristicos, mecanizados, aislados y
carentes de significado, que ademds se olvidan rapidamente (Arteaga y Santos, 1999; Bransford
et al, 1999; Kalkman y Fuson, 2001; Kline, 1974; Kline, 1976; Mason y Spence, 1999). Con base
en ello, es posible apoyar la percepcion predominante en varios sectores de la sociedad
(profesores, alumnos, padres de familia): la situacién de la educaciéon matematica en el mundo, y
nuestro pais no es la excepcion (Ornelas, 1995), atraviesa una etapa dificil. En un mundo en el
que la necesidad de entender y la capacidad de usar herramientas matemadticas son fundamentales
(NCTM, 2000; Ornelas, 1995), este escenario llama la atencion.

El aprendizaje del concepto de funciéon no queda excluido de las apreciaciones anteriores: varias
investigaciones han mostrado que dicho concepto resulta dificil de comprender para los
estudiantes de varios niveles, incluido el medio superior (Arteaga y Santos, 1999; Davidenko,
1997; Goldenberg, 1988; Hollar y Norwood, 1999; Kalchman y Fuson, 2001; O’Callaghan, 1998;
Tall, 1992; Tall et al., 2000). Siendo que la nocién de funcién se considera central, tanto para el
conocimiento matematico como para la educacion matemdtica (Billings y McClure, 2005;
Davidenko, 1997; Hines, 2002; Kalchman y Fuson, 2001; NCTM, 1989; NCTM, 2000;
O’Callaghan, 1998; Schwartz y Yerushalmy, 1992; Tall et al., 2000), el hecho de que los
estudiantes logren s6lo comprensiones pobres del concepto revela la necesidad de buscar maneras

de contribuir al alivio de este problema.

El concepto de funcion en matematicas
De acuerdo a lo afirmado por varios autores (Davidenko, 1997; Hines, 2002; Hollar y Norwood,

1999; Kalkman y Fuson, 2001; O’Callaghan, 1998; Shaaf, 1930; Tall, 1992; Tall et al., 2000), es
generalmente aceptado que el concepto de funcién es uno de los mdas importantes dentro del
conocimiento matematico, al grado de que ha llegado a considerarsele la piedra angular de las

matematicas: se trata, en efecto, de una importante idea unificadora en esta disciplina (NCTM,



1989). Las funciones aparecen desde la aritmética, como las operaciones usuales sobre nimeros,
en donde una pareja de nimeros corresponde a otro nimero (como la suma de la pareja); en
algebra, son relaciones entre variables que representan nimeros; en geometria, las funciones
relacionan conjuntos de puntos con sus imdgenes bajo transformaciones tales como rotaciones y
traslaciones; en probabilidad, relacionan eventos con la probabilidad de que ocurran; el célculo
diferencial e integral es el estudio de la variacion, y como tal se basa en la nocién de funcion;
otro tanto sucede con ramas mas avanzadas, que van desde el andlisis matemaético hasta la teoria
de conjuntos, pasando por estudios tan aparentemente disimiles como la variable compleja, la
criptografia, entre muchos otros. Para Castelnuovo (1970), este concepto es hilo conductor de las
mads diversas teorias, después de haber constituido por siglos un poderoso instrumento de andlisis
y de sintesis. En la apreciacion de Castelnuovo, la nocién de funcién es “fundamental porque
sefala el inicio de la matemética moderna ‘cldsica’, que en €l ha encontrado las raices y la linfa
para desarrollarse” (Castelnuovo, 1970, p. 165).

Histéricamente, la idea de funcién se ha desarrollado lentamente a lo largo de un prolongado
periodo de tiempo. De hecho, Kleiner (1989) hace retroceder sus origenes hasta hace 4000 afios,
de los cuales “3700 consistieron de anticipaciones” (p. 282). De acuerdo con Atkinson (2002), el
concepto comenzd a emerger del estudio del movimiento, que no es sino un ejemplo particular de
cambio. Los antiguos griegos estuvieron muy interesados en la idea de cambio, pero
curiosamente el movimiento no les parecié un ejemplo interesante. Posiblemente por ello nunca
llegaron a desarrollar la idea de funcién.

Siglos mds tarde, el estudio del movimiento de los cuerpos celestes llevé a la publicacion del
Almagesto de Ptolomeo (alrededor del afio 150 de nuestra era), el cual contiene “muchos
ejemplos de tablas en las que se muestran relaciones funcionales entre conjuntos de cantidades”
(Katz, citado en Atkinson, 2002). Sin embargo, Ptolomeo estaba interesado sélo en la aplicacion
de sus observaciones, por lo que tampoco llegd a abstraer de sus tablas la propiedad que tenian en
comun: representar funciones.

Fue hasta la edad media, coincidiendo con la proliferacion de los primeros relojes mecédnicos y
por consiguiente la capacidad de medir el tiempo con cierta precision (Atkinson, 2002), que los
estudiosos comenzaron a obtener resultados de mads trascendencia respecto al estudio del
movimiento. Oresme (1323-1382) representé el movimiento geométricamente, obteniendo una

representacion de la relacion funcional del tiempo con la velocidad. Por desgracia, los pensadores



medievales se encontraban en el extremo opuesto a Ptolomeo: al no preocuparles nada mds que
la especulacion abstracta, nunca vieron que en sus estudios habia mas que pura filosofia
escoldstica.

Las funciones ya se encontraban implicitas en el trabajo de Galileo (1564-1642) sobre el
movimiento, asi como en la geometria analitica de Descartes (1596-1650). Sin embargo, la
posibilidad de operar con ellas se relacionaba inevitablemente con sus expresiones concretas: con
los medios de la geometria o con expresiones analiticas simbdlicas. Por su parte Newton (1642-
1727) concibid sus fluyentes como cantidades dependientes del tiempo (o de alguna otra cantidad
que se relacionara directamente con el tiempo, o bien, que “fluyera” uniformemente); ademads,

sus fluxiones pueden interpretarse hoy como las derivadas de los fluyentes con respecto al

tiempo. Newton incluso introdujo la notacién y, donde y es el fluente y y es la fluxién (Newton,
2005, p. 82).

Fue Leibniz (1646-1716) quien primero us6 la palabra funcién (de acuerdo con Océriz, 1997, el
término era functio-onis, voz latina que se traduce por funcion) usando también la simbologia
correspondiente a todos los segmentos relacionados con una curva y tales que su longitud
depende de la posiciébn de un punto sobre la curva (ordenadas, segmentos de tangentes,
subtangentes, normales, subnormales).

Para esta época, el andlisis matematico ya habia alcanzado un estado de desarrollo tal que sus
éxitos practicos impulsaron una mayor atencion al concepto de funcioén. Hacia 1718 Jo. Bernoulli
propuso que una funcidn era una expresion analitica, mds o menos en la misma linea que Euler
(1707-1783) quien definié “una funcién de una cantidad variable es una expresion analitica,
compuesta de alguna manera por esta cantidad variable y nimeros o cantidades constantes”
(Ribnikov, 1987, p. 220). Buscando mayor generalidad, Euler admitia que el argumento tomara
tanto valores reales como imaginarios; sin embargo su definicion se veia seriamente limitada por
el requerimento de poder expresar analiticamente una funcidn, lo cual ademéas dejaba de lado el
concepto general de funcién como correspondencia.

Para 1755, problemas fisico-matematicos (como el del llamado oscilador arménico simple o
cuerda vibratoria, para usar los términos corrientes en esos tiempos) llevaron al mismo Euler a
conceder que era posible la existencia de funciones que no pudieran expresarse analiticamente,

con lo que llegd a una nueva definicién:



“Si, de algtin modo, varias cantidades dependen de otras de tal manera que si éstas ultimas se
cambian las primeras también sufren cambios, dichas primeras cantidades se llaman funciones
de las ultimas [...] Si, por tanto, x denota una cantidad variable, todas las cantidades que
dependen de x de cualquier maneta o son determinadas por ella, se llaman sus funciones”

(Ocdériz, 1997, p. 4)

La discusion sobre la naturaleza de las funciones continué durante todo el siglo XVIII. Para la

primera década del XIX, Lacroix establecié que

“Cada cantidad, el valor de la cual depende de una o varias cantidades, se denomina funcién de
éstas dltimas independientemente de que sepamos o no por qué operaciones es necesario

atravesar para pasar de éstas ultimas a la primera” (Ribnikov, 1987, p. 229)

En la primera mitad del siglo XIX Fourier y Lobachevski proporcionaron definiciones de algin

modo andlogas; Lobachevski, por ejemplo, escribi6 en 1834:

“El concepto general exige llamar funcién de x a un ndmero, el cual se da para cada x y
paulatinamente varia junto con x. El valor de la funcién pede estar dado o por una expresion
analitica, o por una condicion, la cual ofrece el medio de expresar todos los nimeros y elegir a
uno de ellos, o, por dltimo, la dependencia puede existir y quedarse desconocida” (Ribnikov,

1987, p. 229)

En 1837, Dirichlet identificé la propiedad esencial de unicidad: “y es una funcién de x cuando a
cada valor de x en un intervalo dado corresponde un tnico valor de y” (Kline, 1972, p. 950). Con
el tiempo, se hizo evidente que x y y no tenian que ser nimeros. El paso de los afios llevé a la
definicién de Bourbaki (1939), que concibe a las funciones como subconjuntos del producto
cartesiano de dos conjuntos.

Este desarrollo histérico lleva a que, en la actualidad, pueda hablarse de la existencia de dos
concepciones de lo que es una funcién. Por un lado, se tiene la “concepcién mds fundamental”
(Sierpinska, 1988, citada en Tall, 1992, p. 497) de funcion como una relacion entre dos
magnitudes —por ejemplo, la definicion de Granville, Smith y Longley (1991, p. 12): “Cuando
dos variables estdn relacionadas de modo que el valor de la primera queda determinado cuando se
da el valor de la segunda, entonces se dice que la primera variable es funcién de la segunda”—,

hasta las definiciones modernas que conciben a las funciones como subconjuntos del producto



cartesiano de dos conjuntos —tal es la incluida en Tall (1992, p. 497): “Sean A y B conjuntos, y
sea AxB el producto cartesiano de A y B. Un subconjunto f de AxB es una funcion si, siempre que
(x1, y1) ¥ (x2, y2) son elementos de f, y x| = x,, entonces y; = y,”.

Esta evolucion de la manera de concebir las funciones, y de los aspectos asociados a ellas —entre
los que se encuentran operacion, correspondencia, relacion, transformacion...— revela
circunstancias histéricas y campos en los cuales las funciones han aparecido. Entre estos se
encuentran las matemadticas, la 16gica, la fisica (Castelnuovo, 1970), lo cual vuelve a hablar de la
flexibilidad y poder del concepto: ya de por si importante en matematicas, no se circunscribe a
ése ambito, sino que se extiende con facilidad y permea otras disciplinas.

Asi pues, son numerosos los campos —fisica, economia, informética,...— para los cuales la idea de
funcion resulta central: sin ella, la aspiracion cientifica de describir, entender y predecir los
fenémenos del mundo que nos rodea resultaria practicamente imposible de alcanzar. Que las
funciones trasciendan los dominios de la matemaética no resulta sorprendente, si se considera que
practicamente todos los problemas cientificos tratan con ciertas cantidades y que las relaciones

entre ellas son de naturaleza funcional (Granville et al., 1991, p. 12).

Las funciones en educacion matematica.
El reconocimiento de las funciones como fundamentales dentro de la disciplina matematica se ha

visto reflejado en una correspondiente importancia del concepto de funcién en la educacién
matematica (Billings y McClure, 2005; Davidenko, 1997; Hines, 2002; Kalchman y Fuson, 2001;
NCTM, 1989; NCTM, 2000; O’Callaghan, 1998; Schwartz y Yerushalmy, 1992; Tall et al.,
2000). Al considerar que las funciones —vistas como relaciones especiales de interdependencia
entre dos o mds variables— aparecen en numerosos aspectos de la vida cotidiana (pensemos en
funciones del tipo cantidad-costo, distancia-tiempo de recorrido, tiempo de calefaccion-
temperatura del agua, etc.), y en gran cantidad de aplicaciones dentro del quehacer profesional en
campos diversos (fisica, economia, informadtica, quimica, medicina, las ingenierias, etc.), la
importancia que se les concede en el terreno de la educacién matematica se vuelve mds clara. El
hecho de que, en mayor o menor medida, el concepto de funcidn esté involucrado en varias de las
ramas de las matemadticas (lo encontramos en el estudio del calculo diferencial e integral, la
estadistica, el dlgebra, asi como en ramas mds avanzadas como el andlisis matemadtico, los

estudios sobre variable compleja y la teoria de conjuntos) refuerza estas ideas.



Siendo las funciones, como se comenta lineas arriba, un hilo conductor para las matemaéticas y
otras disciplinas (Castelnuovo, 1970), resulta de interés buscar estrategias didécticas que ayuden
a lograr que los estudiantes comprendan qué es una funcién. Ahora bien, quiza el énfasis no
deberia colocarse en la concepcién moderna, conjuntista de funcién (Tall, 1992). Aparentemente
las definiciones modernas, si bien son poderosas herramientas en el curriculum matematico
formal, no contribuyen a que los estudiantes de bachillerato desarrollen una comprension
profunda de las funciones como procesos de covariacion de variables (Hines, 2002). Para
Sierpinska (1988, citada en Tall, 1992, p. 497), si esta concepciéon no logra desarrollarse
adecuadamente, las distintas representaciones de una funcién pierden significado y se perciben
como aisladas unas de otras.

Tomando en cuenta estas consideraciones, en el presente trabajo se ha optado por poner el acento
en la concepcion de funcidon como interrelacion de variables. De este modo, se espera contribuir
al desarrollo de una comprension de lo que, bajo esta perspectiva, es una funcioén. En particular,

interesa la comprension de funciones lineales.

Dificultades con la ensenanza de funciones lineales
Existen muchos tipos de funciones: polinomiales, trigonométricas, exponenciales, logaritmicas,

hiperbdlicas, elipticas, entre otros. La funcién gamma de Euler, por ejemplo, se define como la

integral I'(z) = L t*""e”' dt y para enteros positivos, puede considerarse una generalizacién de la

funcion factorial: I'(n) = (n—1)!, ne Z*.

Dentro de todos estos tipos, en este proyecto interesan de modo particular las llamadas funciones
lineales. Ellas suelen ser las primeras a las que se enfrentan los estudiantes en nuestro sistema
educativo, como puede verificarse en el Plan y Programas de Estudio de la SEP (1993) y en los
Programas de Estudios Actualizados del CCH (s/f). Matematicamente, puede decirse que se trata
de una clase ‘elemental’ de funciones, por lo que se estaria tentado a afirmar que, por ello, su
enseflanza no deberia ofrecer dificultades mayores.

Sin embargo, es interesante notar que, de acuerdo a la literatura, aspectos que para el experto son
triviales resultan ser fuentes importantes de dificultad para el estudiante (Moschkovich et al.,
1993). Este pareciera ser el caso para el concepto de funcién (Arteaga y Santos, 1999;

Davidenko, 1997; Goldenberg, 1988; Hollar y Norwood, 1999; Kalchman y Fuson, 2001;



O’Callaghan, 1998; Tall, 1992; Tall et al., 2000), y en particular, para el de funcién lineal
(Moschkovich, 1999; Moschkovich ef al., 1993). De hecho, ejercicios de evaluacién como la
National Assesment of Educational Progress del afio 1990 (referida en Moschkovich et al., 1993)
asi como evaluaciones diagnésticas aplicadas a estudiantes de primer ingreso en el Colegio de
Ciencias y Humanidades de la UNAM (Lopez, 2006), muestran un desempefio més bien pobre
por parte de estudiantes de nivel medio superior, en tareas relacionadas con la comprension de lo
que es una funcion lineal. En ambos casos, los jovenes evaluados habian estudiado las funciones
lineales en niveles anteriores: la Nacional Assesment of Educational Progress se aplica a alumnos
del doceavo grado, en un curriculum que introduce estas funciones desde antes del noveno grado;
en el caso de los estudiantes de primer ingreso del CCH, el Plan y Programas de Estudio de la
SEP (1993), incluye a las funciones lineales desde el tercer grado de secundaria.

Considérese ahora que, en los Programas de Estudios Actualizados del CCH (s/f), el estudio de la
funcién lineal se incluye en el curso de Matemadticas I —en el primer semestre—, presentdndose
como una base para el estudio de la funcién cuadratica en el curso de Matematicas II; para
Matematicas III los estudiantes se encuentran con el estudio de la recta y su ecuacion cartesiana,
analizando entre otras cosas los conceptos de pendiente y ordenada al origen —los cuales pueden
ser mas sencillos de comprender si previamente se ha desarrollado una comprension de las
representaciones gréfica y algebraica de una funcion lineal (NCTM, 2000). En el siguiente curso,
Matemadticas IV, los alumnos estudian funciones polinomiales, racionales y con radicales,
trigonométricas, logaritmicas y exponenciales; sin bases sélidas que cimenten estos nuevos
conocimientos (bases que en el CCH comienzan a desarrollarse desde el curso de Matematicas I,
con el estudio de la funcién lineal) los estudiantes se encontraran con serias dificultades al
enfrentarse a estas nuevas funciones.

El célculo diferencial e integral y la estadistica son campos que descansan fuertemente en la idea
de funcién, y que se ensefian en los ultimos semestres del CCH. A ese nivel, los futuros
ingenieros, arquitectos, actuarios, fisicos, matematicos, entre otros, deben contar ya con una
comprension sélida del concepto de funcidn y, por supuesto, del de funcién lineal. De no ser €ste
el caso —como parecen mostrarlo la evidencia empirica y las evaluaciones relacionadas con el
tema (Moschkovich et al., 1993; Loépez, 2006)— resultaria dificil esperar un desempefio aceptable

de los estudiantes no s6lo en las materias mencionadas, sino también en sus estudios posteriores.
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Las funciones lineales no son importantes inicamente dentro de la educacién matemaética. Juegan
también un papel importante en campos como el de la educacion en Fisica: fendmenos como el
movimiento de un objeto puntual a velocidad constante, o la fuerza que ejerce un resorte sobre un
objeto fijo a uno de sus extremos, pueden describirse utilizando una funcién lineal; una adecuada

interpretacion matemadtica de los pardmetros a 'y b (en y =ax- b) puede ayudar a los estudiantes

a comprender tanto el modelo matemadtico utilizado para la descripcion de situaciones de este tipo
(contempladas dentro el programa de estudios de fisica en el CCH), como sus implicaciones

fisicas.

El problema

La situacion es preocupante dados los argumentos vertidos: las funciones en general, y las
funciones lineales en particular, parecen resultar complejas y dificiles para los estudiantes,
quienes consecuentemente muestran una comprension limitada sobre ellas (Arteaga y Santos,
1999; Davidenko, 1997; Goldenberg, 1988; Hollar y Norwood, 1999; Kalchman y Fuson, 2001;
Lopez, 2006; Moschkovich, 1999; Moshckovich et al., 1993; O’Callaghan, 1998; Tall, 1992; Tall
et al., 2000). La trascendencia del problema queda expuesta con mayor claridad al considerar que
se trata de conceptos que permean parte importante del curriculum de educacién matemaética.

Tomando en cuenta dicha situacién, puede derivarse una primera cuestién: dado que la literatura
parece mostrar que los estudiantes de nivel medio superior cuentan con una comprension muy
limitada respecto a aspectos fundamentales de la nocién de funcidn, y particularmente de
funciones lineales, ;como disefiar ambientes de aprendizaje que favorezcan en los alumnos el
desarrollo de comprensiones mas desarrolladas sobre estos conceptos? El conseguir que los
alumnos comprendan un concepto matematico ha sido el foco de atencién de numerosos trabajos:
uno de ellos es el relacionado con la ensefianza con significado de Sigurdson y Olson (1992), en
donde muestran que dicha ensefianza con significado es de ayuda para conseguir mejores
comprensiones de las matemadticas en estudiantes de nivel medio superior, en comparacién con
las observadas en clases con disefios de instruccién tradicionales; otro trabajo en la misma
direccion es el dedicado a la ensefianza para la comprension de Hiebert y Carpenter (1992), la
cual se enfoca a la construccion y consolidacion de redes de significados internos por parte de los

aprendices.
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Considerando la comprension desde el punto de vista de Hiebert y Carpenter (1992), en este
proyecto se plantea el disefio de un ambiente de aprendizaje siguiendo lineamientos establecidos
por Bransford er al., (1999), enfocado hacia la comprensién sobre ciertos aspectos de la nocién
de funcién —con énfasis en funciones lineales— en alumnos del primer semestre de bachillerato,
asf como su posterior implementacion en un grupo de estudiantes de primer semestre del Colegio

de Ciencias y Humanidades. Se desprende entonces, el problema en los términos siguientes:

(Hasta qué punto la implementacién de un ambiente de aprendizaje orientado a la comprension
de aspectos de la nocidén de funcién, con particular énfasis en funciones lineales, se ve reflejada
en el desarrollo de una comprension de tales conceptos, en estudiantes de primer semestre de

bachillerato?
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Capitulo 2. Revision de la literatura y supuestos aceptados.

Aprendizaje con Comprension

Hiebert y Carpenter, en su articulo de 1992, Learning and teaching with understanding, proponen
un modelo de aprendizaje con comprension, que ha parecido adecuado para este trabajo. De
acuerdo al modelo, para tratar con algiin conocimiento es necesario representarlo de alguna
manera. Las representaciones pueden ser externas, para fines de comunicacion: lenguaje hablado,
simbolos escritos, dibujos, objetos fisicos,... Por otro lado, para pensar en determinado
conocimiento o idea necesitamos representarlo infernamente. Estas representaciones internas
constituyen entidades mentales desarrolladas por el individuo que permiten a la mente operar
sobre ideas y conocimientos.

Hiebert y Carpenter (1992) entienden la comprensién en términos de conexiones entre
representaciones internas de conocimientos: un nuevo conocimiento adquirido por un individuo
serd representado internamente por éste; dicha representacion puede quedar incluida en una red
de representaciones de conocimientos previos, la cual ha ido desarrolldandose a lo largo de la vida
de la persona. Se dice que hay comprension cuando el conocimiento nuevo queda efectivamente
incluido en una de estas redes, a través de conexiones numerosas y robustas; la comprension
también se desarrolla al generarse nuevas relaciones entre informaciones previamente inconexas.
Mientras mds extensas sean las redes, mas fuertes y numerosas las conexiones, mayor serd el
grado de comprension de un concepto dado.

Del modelo descrito se desprende que las redes internas se describan mejor “como dindmicas que
como estéticas (...) sufren realineaciones y reconfiguraciones constantes al construirse nuevas
relaciones” (Hiebert y Carpenter, 1992, p. 70). Asi, la comprensiéon puede entenderse como un
proceso dindmico en constante desarrollo. De la misma manera, la consideracién cuidadosa de los
conocimientos previos de un alumno es fundamental para lograr aprendizajes con comprension,
pues en caso de que las redes previas con las que cuente un individuo no permitan la inclusién de
los nuevos conocimientos, se obtendrdn comprensiones de bajo nivel; la comprensién serda
igualmente limitada en el caso de que los nuevos conocimientos si logren incluirse en una red
previa, pero las conexiones sean poco numerosas y débiles. Otra idea que se desprende del
modelo es la posibilidad de obtener comprensiones erroneas y sin embargo bien arraigadas en el

individuo, cuando las conexiones que éste realiza no son las adecuadas.
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Es importante mencionar también que Hiebert y Carpenter (1992) afirman que una de las
consecuencias de la comprension, es una mejora en la habilidad para transferir conocimientos a
nuevas areas.

De acuerdo a Hiebert y Carpenter (1992), lograr aprendizajes con comprension requiere que el
profesor sea capaz de lograr que sus estudiantes hagan conexiones entre conocimientos, para
construir redes de representaciones internas tan extensas y robustas como sea posible. Uno de los
caminos, manejado por los autores, por el cual se puede tratar de llegar a este objetivo, es un
enfoque denominado “abajo-arriba’, en el cual se busca conectar los nuevos conocimientos con
las redes previas que ya poseen los estudiantes. Este enfoque es el que, hasta el momento, se
considera mas adecuado para servir de guia del presente trabajo. De acuerdo con ello, para que
puedan desarrollarse comprensiones profundas es de vital importancia que en el disefio del
ambiente se tengan en consideracion los conocimientos previos de los estudiantes.

Si la ensefianza para la comprension trata de fomentar la construccion de conexiones de
representaciones internas, una cuestion de importancia es en qué grado la instruccién deberia
explicitar dichas conexiones. La cuestién se divide en dos partes: ;seria conveniente que las
conexiones se hagan explicitas a los estudiantes? y ;cudles son las conexiones especificas que
deberian ensefiarse? Hiebert y Carpenter (1992) reportan un consenso general respecto a la
primera pregunta, en cuanto a la idea de que se deberia promover que los alumnos discutan y
reflexionen sobre conexiones entre ideas mateméticas. No se quiere decir que el profesor deba
tener en mente ciertas conexiones para discutirlas con el grupo: los estudiantes podrian hablar
sobre las conexiones que ellos mismos han formado. La segunda pregunta acarrea supuestos
como el de que existen conexiones criticas en la obtencion de aprendizajes con comprension. La
literatura proporciona ciertos lineamientos (Moschkovich er al., 1993; NCTM, 2000) en el
sentido de que si hay tales conexiones criticas; se sugiere, por ejemplo, buscar que los estudiantes
puedan hacer conexiones entre varias representaciones externas de una funcién (grifica,
algebraica, tabular, verbal), entre diferentes perspectivas del concepto de funcién, y que sean
capaces de distinguir cudles son mds convenientes en una situacion dada. Se considera que estos
lineamientos serdn de utilidad en nuestro trabajo sobre funciones, en particular funciones lineales.
Del mismo modo, se considera que los lineamientos sefialados también serdn de ayuda en la tarea

de evaluar el grado de comprensién alcanzado por un individuo en un tépico determinado, como
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se explicard en el apartado Disefio de los instrumentos para la evaluacion de la comprension.
Condiciones de su aplicacion.

La comprensién se entenderd entonces como la formacion de redes extensas de representaciones
internas, caracterizadas por conexiones robustas entre conocimientos previos y nuevos en un
individuo; esta concepcion es vélida para el caso particular de la comprension de ciertos aspectos
de la nocién de funcion, y en particular de funciones lineales, la cual se concebird como la
formacion de conexiones entre diversas representaciones internas sobre los mencionados
conceptos. Una manera de conseguir conexiones de este tipo es el paso entre diferentes
representaciones de los mismos (Arteaga y Santos, 1999; Davis, 2005; Hines, 2002; Kalkman y
Fuson, 2001; McGowen et al., 2000; Moschkovich, 2004; Moschkovich et al., 1993; NCTM,
1989; NCTM, 2000; O’Callaghan, 1998) asi como la utilizacién de modelos extraidos de
situaciones practicas para su introduccion al salén de clases (Hines, 2002; Orton, 1990; Sigurdson
y Olson, 1992; Simon, 1995) y de representaciones que puedan servir de raices cognitivas —
conceptos de “anclaje” que puedan ser facilmente comprendidos por el estudiante, y que formen
la base sobre la cual sea posible construir una teoria mas amplia (Tall, 1992) — adecuadas para
que los aprendices construyan una imagen conceptual rica de las nociones de interés (McGowen
et al., 2000; Tall et al., 2000).

En la literatura (Moschkovich et al., 1993) se resaltan, ademds del paso entre representaciones,
las conexiones entre las perspectivas de objeto y de proceso de una funcién. Se afirma que una
funcién se concibe como proceso cuando se piensa en ella en términos de una “receta numérica”
(Schwartz y Yerushalmy, 1992), en la cual se toman unos nimeros para producir otros que
pueden o no ser diferentes a los de entrada, o cuando se le concibe como una transformacién
dindmica de ciertas cantidades de acuerdo con algin medio reproducible, que dada la misma
cantidad original, siempre producird la misma cantidad transformada. Por otra parte, se piensa en
una funcién como objeto cuando el individuo es capaz de efectuar acciones sobre ella, en general,
acciones que la transforman (Breidenbach ef al., 1992, citados en Moschkovich et al., 1993, p.

72).
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Diseno de ambientes de aprendizaje

El disefio de ambientes de aprendizaje' orientados hacia la comprensién ha sido retomado por
varios autores. Por ejemplo, el trabajo de Diaz y Herndndez (2002), en donde se aboga por una

enseflanza constructivista al afirmar que

“enseflar no es s6lo proporcionar informacién, sino ayudar a aprender, y para ello el docente debe
tener un buen conocimiento de sus alumnos; cudles son sus ideas previas, qué son capaces de
aprender en un momento determinado, su estilo de aprendizaje (...) La clase no puede ser ya (...)
unidireccional, sino interactiva, donde el manejo de la relacién con el alumno y de los alumnos entre

si forme parte de la calidad de la docencia misma” (Diaz y Herndndez, 2002, p. 6)

En la misma ténica que Diaz y Herndndez se expresa Carranza (2002), al escribir que la actividad
del alumno es condicion necesaria para un proceso educativo exitoso.

Las sugerencias de Broekman y Scott (1999) respecto a la necesidad de un equilibrio entre
aprendizajes dependiente e independiente del profesor, al tomar en cuenta que los estudiantes
necesitan ayuda (aprendizaje dependiente) para construir un sustrato sélido sobre el cual, a su
vez, puedan construir (aprendizaje independiente) una relacién entre conocimiento y
comprension; asi como las aportaciones de Leikin y Zaslavsky (1999) sobre la pertinencia de
utilizar disenos de aprendizaje cooperativo en la ensefianza matemdtica, también son cercanas al
disefio de ambientes de aprendizaje orientados a la comprension

Otro modelo para el disefio de ambientes de aprendizaje orientados a la comprension es el
propuesto por Bransford et al. (1999); su modelo es el que se ha considerado mas adecuado para
disefar el ambiente de aprendizaje propuesto en este trabajo. Los lineamientos especificados por
estos autores se detallan a continuacion.

Bransford et al. (1999) coinciden con Hiebert y Carpenter (1992) en cuanto a la pertinencia de
tomar en consideracion los conocimientos previos de los alumnos al disefiar la instruccién sobre
un topico dado. Estos autores consideran que en el disefio de un ambiente de aprendizaje deben

contemplarse cuatro perspectivas, que denominan centradas en el aprendiz, en el conocimiento,

" En términos generales se considera al ambiente como la suma de elementos que se encuentran alrededor de un
individuo o de un proceso. En tal sentido, el estudiante, el maestro, el aula de clase, el conocimiento, la metodologia
y otros factores que toman parte, activa o pasiva, en el desarrollo del acto educativo, constituyen los referentes
basicos de un ambiente de aprendizaje.

Bransford er al. (1999), al hablar del diseiio de ambientes de aprendizaje, 1o haran considerando cuatro perspectivas:
centrada en el aprendiz, centrada en el conocimiento, centrada en la evaluacién y centrada en la comunidad.
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en la evaluacion y en la comunidad. Estas se desarrollan por separado a continuacién; sin
embargo, debe tomarse en cuenta que de acuerdo a Bransford et al. (1999), las cuatro
perspectivas son inseparables y deben apoyarse unas a otras.

Desde la perspectiva centrada en el aprendiz, es importante prestar atencion a los conocimientos
que los aprendices traen al entorno educacional; éstos pueden servir como cimientos sobre los
cuales es posible construir “puentes hacia nuevas comprensiones” (Duckworth, 1987, en
Bransford et al., 1999, p. 124).

Para Bransford et al. (1999), limitarse a una perspectiva centrada en el aprendiz no es suficiente
si lo que se busca con el disefio del ambiente de aprendizaje es promover la comprension de
conocimientos. Estos autores reconocen la necesidad de que el disefio contemple cuerpos de
conocimiento bien estructurados y organizados; esta perspectiva, la centrada en el conocimiento,
hace énfasis en la conveniencia de dar a los conceptos una estructura coherente y sélida, que
favorezca la comprension y la transferencia de lo que se aprende a nuevos escenarios.

Por otro lado, esté la perspectiva centrada en la evaluacion; de acuerdo a Bransford et al (1999),
la evaluacion debe ser congruente con los objetivos de aprendizaje establecidos: asi, en un
ambiente de aprendizaje disefiado para la comprensién deberd contarse con instrumentos de
evaluacién que permitan, precisamente, inferir el grado de comprensién que se haya logrado en
los aprendices. Bransford er al. sefialan también que, en lo posible, debe evitarse que la
evaluacién resulte disruptiva respecto a la instruccion. Por otra parte, debe favorecerse lo més
posible la presencia de retroalimentacién que permita la reflexion sobre lo aprendido, sobre los
errores cometidos, las posibilidades de corregirlos y de no cometerlos nuevamente.

De acuerdo a la posicion de Bransford et al, (1999), es necesario tener presente también una
perspectiva centrada en la comunidad del salén de clases; al respecto, estos autores destacan la
importancia de que el disefio del ambiente de aprendizaje contemple normas que fomenten un
ambiente en el que los individuos aprendan unos de otros, mientras se esfuerzan continuamente
por mejorar. Estas normas deberian tender hacia una valoracion del aprendizaje a través del error,
asi como de la busqueda de una comprension de los conocimientos.

No debe olvidarse que las cuatro perspectivas mencionadas por Bransford et al (1999) se

complementan entre si, por lo que no puede considerarseles como aisladas unas de otras.
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Uso de tecnologia en educacion matematica

De acuerdo con varias investigaciones sobre el tema, la educacién matemadtica de los dltimos
aflos ha presenciado un cambio revolucionario impulsado por la presencia de herramientas
tecnoldgicas cada vez mds accesibles (Hollar y Norwood, 1999; Kaput, 1992; NCTM, 1989;
2000; O’Callaghan, 1992). En estas investigaciones se recomienda el uso de tales herramientas en
la ensefianza de las matematicas, si bien se advierte que su empleo debe ser bien pensado para
evitar caer en errores que afecten negativamente la comprension de los estudiantes (Goldenberg,
1988; Schwartz y Yerushalmy, 1992).

Por lo general, la tecnologia ha entrado al aula en la forma de software didactico, disefiado con el
proposito de auxiliar en el proceso de ensefianza-aprendizaje de topicos determinados. Por otro
lado, en tiempos mds recientes una herramienta que ha adquirido mayor importancia es la
Internet. Con el gran caudal de informacién que pone al alcance de préacticamente cualquier
persona, su utilidad potencial en la educacion matematica es innegable, y ya existen ejemplos
importantes de sus posibles usos educativos (Dodge, 1995; 1998; 1999; March, 1998; 2000).
Entre dichos empleos se encuentran las llamadas Webquests (Dodge, 1995), proyectos de
investigacion en los que se presenta a los alumnos un problema con un conjunto de recursos, de
modo que para su solucién deben seleccionar y recuperar datos de la Internet al tiempo que
desarrollan habilidades de pensamiento critico. Es importante sefialar que una webquest no se
reduce a contestar preguntas concretas sobre hechos o conceptos, ni a simplemente copiar lo que
aparece en la pantalla de la computadora: se trata de que los alumnos busquen, clasifiquen,
discriminen, seleccionen, recuperen, usen, analicen, sinteticen y socialicen informacién que esta
en la Internet, para solucionar un problema real.

Siguiendo las sugerencias de la literatura, en este trabajo se ha optado por incluir una webquest
sencilla que servird para introducir a los alumnos al concepto de funcién. El disefio detallado de
la misma se presenta mas adelante, dentro del apartado correspondiente a los instrumentos
empleados para la implementacion del ambiente de aprendizaje. Cabe resaltar que si bien una
webgquest, por lo regular, coloca sus fuentes de informacién en la Internet, esto no es un requisito
sine qua non, y es posible concebir este tipo de recursos proporcionando fuentes de informacién

como libros y articulos de diversa especie.
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Capitulo 3. Propuesta de disefio del ambiente de aprendizaje.

El estudio.

El proposito del estudio fue explorar en qué medida la implementacion de un ambiente de
aprendizaje disefiado bajo las perspectivas especificadas por Bransford et al. (1999), favorece la
comprension —entendida ésta en el sentido de Hiebert y Carpenter (1992)— de ciertos aspectos
fundamentales de la nocion de funcion, en particular de funciones lineales, entre estudiantes de
primer ingreso al nivel bachillerato.

Para ello, el autor se encarg6 del disefio de un ambiente de aprendizaje sobre los tdpicos
mencionados, el cual implement6 ante un grupo estudiantes de primer semestre de bachillerato.
Antes de comenzar dicha implementacion, se aplico a los alumnos un pre-test diseniado con un
doble proposito: por un lado, servir como instrumento de evaluacion de la comprension, cuyos
resultados fueron comparados con los de un post-test aplicado finalizada la puesta en practica del
ambiente de aprendizaje, con lo cual se procur6 evaluar el grado en que se consigue el desarrollo
de comprensiones profundas sobre los conceptos de interés. Por otro lado, este instrumento

procurd informacion sobre los conocimientos previos de los estudiantes.

La poblacion.

El ambiente de aprendizaje fue implementado ante un grupo de estudiantes de primer ingreso al
Colegio de Ciencias y Humanidades. Se trat6 de un grupo de 25 estudiantes cuyas edades
fluctuaban los 15 y los 17 afios. Estos estudiantes constituian un grupo normal del CCH, en su
entorno natural, con los cuales se trabajo usando el curriculum usual de Matematicas I, de

acuerdo a lo contemplado en los Programas de Estudio Actualizados (s/f) del colegio.

Disefio del ambiente de aprendizaje.

Los estudiantes de primer semestre del CCH ya se han enfrentado antes a las nociones de funcion
y de funcion lineal, de acuerdo a lo establecido en el Plan y Programas de Estudio de la SEP
(1993), nivel secundaria; sin embargo, y como se discute en el apartado Antecedentes y
planteamiento del problema, la literatura, la evidencia empirica y las evaluaciones relacionadas
con el tema (Arteaga y Santos, 1999; Davidenko, 1997; Goldenberg, 1988; Hollar y Norwood,
1999; Kalchman y Fuson, 2001; Lopez, 2006; Moschkovich, 1999; Moshckovich et al., 1993;
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O’Callaghan, 1998; Tall, 1992; Tall et al., 2000) parecen mostrar que los alumnos del nivel
medio superior tienen comprensiones pobres de lo que es una funcién y, en particular, una
funcion lineal. Con el ambiente de aprendizaje disefiado para el presente proyecto se buscod
incidir sobre dicha situacion, pues se pretendid lograr en los estudiantes comprensiones mas
desarrolladas sobre estos conceptos.

Con ello en mente, en el disefio del ambiente se procurd seguir los lineamientos propuestos por
Bransford et al. (1999), en el sentido de tomar en consideracion las cuatro perspectivas (centrarse
en el aprendiz, en el conocimiento, en la evaluaciéon y en la comunidad del salén de clases)
mencionadas por estos autores.

Desde una perspectiva centrada en el aprendiz, la literatura (Bransford et al., 1999; Hiebert y
Carpenter, 1992) sefiala que es fundamental que el disefio del ambiente de aprendizaje preste
atencion a los conocimientos previos de los estudiantes; por tal razon, antes de comenzar a poner
en practica el ambiente de aprendizaje se aplico una prueba diagndstica de la cual ya se ha
hablado en el apartado El estudio, la cual permitid obtener informacion respecto a dichos
conocimientos previos. Esta prueba también hizo las veces de instrumento de evaluacion de la
comprension que sobre los conceptos a abordarse tenian los estudiantes, funcionando asi como un
pre-test cuyos resultados fueron comparados con los de un post-test aplicado al final de la
implementacion del ambiente de aprendizaje. De esta comparacion pudo inferirse en qué medida
se consiguio la comprension deseada.

Para que la implementacion del ambiente de aprendizaje pudiera llevarse a cabo, era necesario
que los aprendices tuvieran ya cierta experiencia con las operaciones numéricas bdasicas, la
nocion de razon, el concepto de plano cartesiano y su manejo —localizacion de puntos sobre el
mismo y graficacion de expresiones algebraicas de dos variables—. Dado que el plan de estudios
de matematicas I en el CCH tiene programados estos conocimientos antes de los temas de interés
(funcioén y funcion lineal), este requisito pudo ser satisfecho.

Debe recalcarse que dentro del disefio del ambiente se considerd importante respetar el lenguaje,
las experiencias y comprensiones previas de los alumnos, asumiendo que sobre ellas es posible
construir las nuevas comprensiones de interés para el proyecto.

Desde la perspectiva centrada en el conocimiento, es necesario buscar que los estudiantes
desarrollen comprensiones ricas de lo que aprenden y la habilidad para transferir conocimientos

(Bransford et al., 1999); para alcanzar estos objetivos, Bransford et al. recomiendan recurrir a los
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estandares que, en cada rama del conocimiento, definen los conocimientos y competencias que
los estudiantes necesitan adquirir. En el caso de matematicas, entre tales estandares se encuentran
los publicados por el National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 1989; 2000). En
ellos se sugiere que una instruccion sobre funciones comience por presentar a los estudiantes
ejemplos de funciones que existan en el mundo real.

El NCTM (1989; 2000) recomienda también el estudio de situaciones que puedan modelarse por
funciones de distintas clases. De este modo, dentro del trabajo se consider6é adecuado introducir
primero el concepto de funcion, haciendo patente la existencia de varios tipos de relaciones
funcionales y la posibilidad de representarlas por diversos medios, para luego concentrarse en un
tipo particular: las funciones lineales. Asi se busco dar a los contenidos una estructura en la que
las funciones lineales son vistas como una clase particular de un concepto mas amplio, el
concepto de funcion. Bransford et al. (1999) afirman que la habilidad para pensar y resolver
problemas no viene dada sdélo por ciertas habilidades y estrategias de pensamiento, sino que
requiere de cuerpos de conocimiento bien organizados; al estructurar los contenidos del modo
referido, también se pretendi6 contribuir al desarrollo de tales cuerpos de conocimiento.

Bajo este enfoque, se trabajo sobre una serie de situaciones didacticas disefiadas para la
introduccion y comprension de los conceptos a estudiar. La presentacion de estas situaciones
ocurri6 en dos fases: la primera, dedicada a la nocion de funcidon de un modo general; la segunda,
centrada en el estudio de una clase particular de funciones, las llamadas lineales.

Es importante sefialar que las situaciones didécticas estaban inmersas en contextos no
matematicos, con lo que se esperaba favorecer una comprension mas profunda de los conceptos a
trabajarse (Brown et al., 1989; Cramer, 2001, en Billings y Schultz, 2005; Coes, 1994;
Davidenko, 1997; NCTM, 1989; NCTM, 2000). Algunas de ellas proponian tareas de corte
experimental, mientras en otras el enfoque fue hacia el trabajo con lapiz y papel y otras mas
planteaban trabajo con tecnologia.

Se busco también que cada nueva situacion didéactica exigiera a los estudiantes un mayor nivel de
pensamiento; asi, en las primeras situaciones responder a los cuestionamientos planteados no
requeria de habilidades particularmente avanzadas, mientras que las Ultimas situaciones si

suponian procesos cognitivos de mayor nivel.
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Cabe destacar que, en este trabajo, se asume una concepcion de funcidén como covariacion de
variables, enfoque sugerido en la literatura sobre el tema (Hines, 2002; NCTM, 1989; NCTM,
2000; Tall, 1992).

La perspectiva centrada en la evaluacion lleva a tomar en cuenta ciertos principios (Bransford et
al., 1999): por un lado, la evaluacion debe ofrecer oportunidades de retroalimentacion y revision,
asi como ser lo menos disruptiva posible; por otro, lo que se evaltia debe ser congruente con las
metas de aprendizaje establecidas.

Respecto al primer principio, al sondear los avances y dificultades de los aprendices durante
cada una de las sesiones de trabajo, el autor obtenia informacion sobre el nivel de comprension
que los alumnos mostraban en un topico determinado (Hiebert y Carpenter, 1992; Pirie y Kieren,
1992). Esto se llevo a cabo dentro de la dindmica de trabajo de cada sesion, de manera que los
estudiantes no percibian disrupcion alguna en sus actividades. El analisis de sus respuestas a las
tareas, registradas en los materiales proporcionados a los aprendices —los cuales quedaron en
poder del autor—, asi como las notas que el propio autor tomaba en su bitdcora de clase, sirvieron
como apoyo a la evaluacion de la comprension.

Por otra parte, el instrumento disenado para la evaluacion de la comprension fue aplicado al final
de la implementacion del ambiente de aprendizaje, pero en una sesion que para los alumnos tuvo
un aspecto ‘cotidiano’. Asi se procurd evitar, nuevamente, cualquier caracter disruptivo en la
evaluacion.

Ademas, durante la implementacion del ambiente de aprendizaje se contempl6 la organizacion de
trabajo en equipo y discusiones grupales, durante las cuales era posible ofrecer la
retroalimentacion sugerida por Bransford et al. (1999).

En cuanto al segundo principio (concerniente a la congruencia entre lo que se evalua y los
objetivos de aprendizaje que se hayan establecido), dado que se pretende conseguir aprendizajes
con comprension, el instrumento de evaluacion disefiado —y descrito en detalle mas adelante, en
el apartado Disefio del instrumento para la evaluacion de la comprension. Condiciones de su
aplicacion- exige del aprendiz habilidades que la literatura considera esenciales en la
comprension (Hiebert y Carpenter, 1992) de aspectos fundamentales de la nocion de funcién, y
en particular de funciones lineales (Arteaga y Santos, 1999; Billings y McClure, 2005; Davis,
2005; Hines, 2002; Moschkovich, 2004; Moschkovich et al., 1993; NCTM, 1989; NCTM, 2000;
Schwartz y Yerushalmy, 1992; O’Callaghan, 1998): capacidad para moverse flexiblemente entre
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varias representaciones y perspectivas, asi como habilidad para transferir conocimientos a nuevos
contextos.

La perspectiva centrada en la comunidad (Bransford et al., 1999), por su parte, hace necesario el
establecimiento de normas para fomentar que los alumnos aprendan unos de otros, en un esfuerzo
colectivo por mejorar; ademas, a través de estas normas deben valorarse practicas como aprender
a través de los errores y la busqueda de comprension.

El establecimiento de dichas normas de trabajo tiene un importante rol en el disefio de un
ambiente de aprendizaje; en el caso presente, se procurd que éstas se fijaran de mutuo acuerdo
con los estudiantes (encontrandose aqui una interseccion con la perspectiva centrada en el
aprendiz): el respeto a la opinion del otro, el esperar turno para hacer uso de la palabra en las
discusiones grupales, el ceiiirse a las formas de trabajo establecidas, la validez de cometer errores
en la tarea de construir el conocimiento, el conceder importancia a la busqueda de comprension,
fueron normas con las que se traté de favorecer el logro de los objetivos del ambiente de
aprendizaje.

Considerando esta perspectiva (centrada en la comunidad) parecié conveniente adoptar una
dindmica de trabajo que contemplara para los aprendices trabajo individual, en equipo y grupal.
En este punto, puede verse como la perspectiva centrada en la comunidad se intersecta con la
centrada en la evaluacion: parrafos arriba, se menciona que la organizacion de trabajos en equipo
y discusiones grupales obedece también a la posibilidad de dar a los aprendices la oportunidad de
obtener retroalimentacion sobre sus avances y dificultades.

El trabajo en equipo y las discusiones grupales originaron opiniones y enfoques diversos que
debian ser —y fueron— respetados y rescatados, en la medida de lo posible, con el objeto de que el
grupo construyera sobre esas bases la comprension de los contenidos a estudiar. Puede
observarse, a este respecto, una interseccion entre perspectivas centradas en el aprendiz y en la

comunidad.

El ambiente de aprendizaje.

Como ya se hizo mencidn, antes de comenzar a implementar el ambiente de aprendizaje se aplicd
a los alumnos una prueba diagnostica con dos propdsitos: uno, obtener informacion respecto a sus
conocimientos previos, la cual resultd central para la manera de conducir la puesta en practica del

ambiente de aprendizaje. Dos, servir de instrumento de evaluacion de la comprension, haciendo
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las veces de un pre-test que fue comparado con un post-test aplicado al final de Ia
implementacion del ambiente de aprendizaje; de éste andlisis fue posible valorar hasta qué punto
tal implementacion resultd significativa en el desarrollo de los aprendizajes con comprension en
los topicos de interés.

La puesta en practica del ambiente de aprendizaje tuvo lugar a lo largo de once sesiones de
trabajo. Cada una de ellas tuvo una estructura similar. En ocasiones, los estudiantes trabajaban
individualmente, en otras debieron hacerlo en parejas o en equipos de tres a cuatro integrantes.
Cuando era el caso, cada equipo designaba a uno de sus integrantes como ‘vocero’, encargado de
comunicar las respuestas de su equipo al resto del grupo, en las discusiones plenarias que tenian
lugar al finalizar cada una de las situaciones didacticas sobre las cuales se trabajo. Los
estudiantes recibian por escrito el planteamiento de la situacion didactica a trabajarse, con las
instrucciones y datos respectivos, asi como las preguntas a responder —en su caso—. En el caso de
trabajo en equipo, se les proporcionaba un escrito por equipo. En el cuerpo de dichos materiales
habia espacios para que escribieran sus respuestas. El planteamiento de la situacion, la consigna,
datos, etc. eran discutidos en el grupo hasta que todos los estudiantes parecian tenerlos claros, y
s6lo entonces comenzaba la actividad.

Se considerd conveniente dosificar las tareas a realizar. De este modo, las situaciones didacticas
se diseflaron de manera que algunas quedaron divididas en parte 1, parte 2,... S6lo hasta que se
concluia el trabajo sobre una parte se pasaba a la siguiente. Con ello se buscaba que los
estudiantes no recibieran simultineamente todas las tareas que se trabajarian sobre un tdpico
dado. De no procederse asi, la solucion a algunas tareas pudo haberse visto sesgada cuando los
estudiantes “espiaran” tareas subsecuentes.

Asi, los alumnos recibian en cada situacion tareas especificas, enfocadas a determinados
conceptos, sobre los cuales se consideré adecuado efectuar precisiones y/o definiciones,
reflexionar, discutir, etc. Como ya se ha hecho mencion, el comenzar por introducir una nocion
general de funcion, responde a la estructuracion matematica de los contenidos definida para este
trabajo; la dosificacion mencionada busca contribuir a que los aprendizajes de los alumnos
reflejen, en cierta medida, esta organizacion, al construir paulatinamente los conceptos y las
conexiones adecuadas.

Parte de las situaciones debian resolverse mediante el uso exclusivo de lapiz y papel; algunas

otras planteaban que los estudiantes realizaran una actividad experimental, por medio de la cual
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se pretendia llevarlos a percibir la relacion funcional existente entre dos cantidades. La literatura
ofrece varios reportes que sugieren el uso de actividades de este tipo, pues, se afirma, contribuyen
a que los alumnos aprecien el poder y la versatilidad del concepto de funcion, asi como a la
construccion de comprensiones mas ricas (Billings y McClure, 2005; Coes, 1994; Davidenko,
1997; Hines, 2002; NCTM, 1989).

Cabe recalcar que el ambiente de aprendizaje se dividid en dos fases: la primera, dedicada a la
introduccion de la idea general de funcion, la segunda, a profundizar en el concepto de funcion
lineal.

En las situaciones, se planteaba que en un primer momento cada estudiante meditara
individualmente sobre la situacion dada y las preguntas propuestas. Transcurridos alrededor de 5
minutos, se les indicaba que el trabajo debia comenzar. Los alumnos trabajaba entonces en las
tareas planteadas, discutiendo —cuando era el caso— en sus equipos las ideas que surgian,
escribiendo tanto en sus cuadernos como en la fotocopia proporcionada —en los espacios
designados para este fin — sus soluciones, propuestas y/o respuestas, debiendo especificar los
casos en los que el equipo llegaba a acuerdos sobre determinada respuesta, y aquellos en los que
tal cosa no sucedia, detallando en la medida de lo posible las razones por las cuales no habia
acuerdo, y consignando, cuando correspondiera, los distintos enfoques que surgieran en el
equipo.

Desde luego, todos los miembros de los equipos trabajaron en todas las tareas.

Una vez que los equipos terminaban con la situacion en turno (para lo cual, en las tareas de lapiz
y papel, disponian de entre 10 y 20 minutos; en tareas de corte experimental este tiempo llego a
prolongarse hasta abarcar toda una sesion de trabajo), se procedia a organizar una discusion
grupal, en la que, por turnos, los alumnos designados por sus compafieros como ‘voceros’
comunicaban al resto de la clase las conclusiones a las que hubieran llegado con sus equipos.
Durante dichos discusiones las conclusiones alcanzadas por los equipos respecto a una tarea eran
analizadas, discutidas y, en su caso, validadas por el grupo. Finalizada esta discusion grupal, se
proporcionaba a los equipos un nuevo escrito con una nueva situacion didéctica, o bien, la parte
siguiente de la situacion anterior. En este ultimo caso, las tareas a desarrollar guardaban
relacionadas con la misma situacion didactica, pero se enfocaban hacia conceptos o habilidades
diferentes. El esquema de trabajo (reflexion individual, trabajo en equipo, corte para discusion

grupal) se repetia para esta nueva situacion, y se procedia asi sucesivamente hasta agotar todas
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las situaciones planeadas para la sesion. Llegados a este punto, se organizaba una discusion
plenaria de cierre, en la cual se retomaban los conceptos principales trabajados, y se llegaba a
conclusiones generales.

Por ejemplo, la situacion IV, ‘Cuadrados’ (ver Anexo |. Instrumentos de Instruccion), planteaba 6
tareas en total. La situacion se dividia en 4 partes, cada una de las cuales perseguia una finalidad
particular (la cual, en este escrito, se especifica en letras cursivas). Para comenzar, los estudiantes
recibieron el escrito con la primera parte de la situacion; meditaron individualmente las tareas
consignadas por espacio de 5 minutos aproximadamente, para pasar luego a trabajarlas en equipo.
Cuando los jovenes terminaron con esta actividad, sus conclusiones fueron discutidas con todo el
grupo. Una vez finalizada esta discusion, se les proporcioné la segunda parte, repitiéndose el
esquema anterior. Habiendo concluido el trabajo con las 4 partes, se procedié a una discusion
plenaria de cierre, en la que el grupo retomd los conceptos trabajados y llegé a conclusiones
generales al respecto.

La existencia de situaciones de variacidon codependiente de dos cantidades, las diferentes maneras
de representar una relacion funcional, las caracteristicas particulares de cada representacion, son
topicos que, se procurd quedaran tan claros como fue posible para todo el grupo. Otro punto de
importancia fue discutir las ventajas y desventajas que los alumnos notaran para cada
representacion, al enfrentar una tarea determinada (NCTM, 2000).

Por lo regular, al término de cada sesion se pedia a los estudiantes un trabajo para casa, que en
ocasiones consistia (individualmente y/o en equipo) en resolver cuestiones relacionadas con una
actividad vista en clase, o en recabar datos para su utilizacion en la proxima sesion, o en
comenzar la resolucion de una nueva situacion didactica. De esta manera, se contemplaron en
total cinco modalidades de trabajo para los alumnos: trabajo individual en clase, trabajo en
equipo en clase, trabajo grupal en clase, trabajo en equipo fuera de clase, y trabajo individual
fuera de clase.

Por su parte, se pretendid que la intervencion directa del profesor quedara reducida al minimo
posible. Su papel fue procurar que todo el grupo entendiera el planteamiento de la situacion
didactica y luego, durante el desarrollo de las sesiones, sondear los avances y dificultades de los
alumnos al enfrentar las tareas, asi como promover discusiones sobre los conceptos clave, fungir
como moderador en las discusiones plenarias, dar nombre a los conceptos clave, lanzar preguntas

problematizadoras que ayudaran a los estudiantes a descubrir lo inadecuado de alguna conclusion
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obtenida por ellos, evaluar sus avances y el grado en que se iban obteniendo aprendizajes con
comprension (Hiebert y Carpenter, 1992, con conexiones del tipo especificado por Moschkovich
et al., 1993). Al momento de que los alumnos le pedian ayuda en alguna tarea, el profesor
procuraba hacerlos reflexionar sobre sus formas de proceder, buscando que fueran ellos quienes
determinaran la validez de sus avances, localizaran las posibles fallas e, idealmente, encontraran

modos de seguir avanzando.

Contenidos abordados

Durante el ambiente de aprendizaje se abordaron varias situaciones didacticas que presentaban el
concepto de funcién en contextos no matematicos. La tabla 1, mostrada a continuacion, detalla
los nombres dados a cada una de estas situaciones (incluidas en el anexo 1), el tiempo que llevd
ponerlas en practica asi como los contenidos y propdsitos que se buscod lograr con cada una. Si
bien los conocimientos previos necesarios para tratar con dichos contenidos (operaciones
numéricas basicas, nocion de razon, concepto de plano cartesiano y su uso) ya eran manejados a
un nivel adecuado por parte de los estudiantes al inicio de la instruccion, la aplicacion del pre-test
mostrd que la comprension sobre funciones se encontraba en un nivel muy bajo, como se discute

en el apartado Andlisis de los datos.

Tabla 1. Situaciones didacticas, tiemposy contenidos

Situacion didactica | Tiempo Propositos/Contenidos

empleado
Péndulos, primera | Proyecto de Se espera que los alumnos especulen y descubran que
parte. investigacidn a | existe una relacion de interdependencia entre el periodo

desarrollarse en | de un péndulo y su longitud.
dos semanas

Péndulos, segunda | 60 minutos Se introduciran los conceptos de variable, variable

parte. dependiente, variable independiente, funcion, rango y
dominio. Debera ponerse cuidado en especificar que con
una funcion debe ser posible predecir el valor de la
variable dependiente si se conoce el de la independiente.

El clima, primera 30 minutos Hacer surgir la idea de que entre la hora del dia y la
parte. temperatura ambiente existe una relacion funcional. Se
identificaran las variables dependiente e independiente.
Discutir sobre los conceptos de variable dependiente e
independiente, funcion, rango y dominio. Introducir la
posibilidad de representar una funcién en mas de una
forma. En particular, se estableceran las
representaciones grafica y tabular de una funcion.
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El clima, segunda 30 minutos Hacer ver la utilidad de una funcion particular, al

parte. permitir, aunque sea de modo aproximado, encontrar la
temperatura en un momento dado del dia. Se espera que
los alumnos empleen representaciones grafica y tabular.
Se discutiran ventajas y desventajas encontradas en el
uso de cada una de ellas.

Cuadrados, primera | 20 minutos Los alumnos concluirdn que el rea de un cuadrado es

parte. funcion de la longitud de su lado. Determinaran las
variables dependiente e independiente, rango y dominio
de esta relacion funcional.

Cuadrados, 40 minutos Profundizar en la posibilidad de representar funciones

segunda parte. de varias maneras. Se introducird la notacion formal
f(x)=y.

Cuadrados, tercera | 40 minutos Emplear las diferentes representaciones de la funcién

parte.

area de un cuadrado para resolver problemas sencillos.
Discutir posibles ventajas y desventajas que los
estudiantes encuentren al usar cada representacion.

Cuadrados, cuarta
parte.

Tarea para casa
(discusion en
clase: 50 min)

Los chicos especularan respecto a qué funcion —en

contexto— podria estar representada en la grafica de y =
2

X"+ 4.

Funciones en el
mundo.

Tarea para casa
(discusion en
clase: 20 min)

Los alumnos buscaran en su mundo cotidiano ejemplos
de funciones de dos variables. Ademas, tendran que
especificar qué cantidades son las variables dependiente
e independiente, e identificar el rango y el dominio para
las funciones qu

e elijan.

Electricidad,
primera parte.

20 minutos

Mostrar a los alumnos como el valor de la corriente
eléctrica a través de una resistencia cambia al cambiar el
voltaje aplicado. Se espera que los alumnos reparen en
la existencia de una funcion entre el voltaje y la
corriente a través de este ci

rcuito.

Electricidad,
segunda parte.

30 minutos

Obtener datos experimentales para valores distintos de
la resistencia del circuito. Que los estudiantes noten que
la corriente sigue siendo una funcion del voltaje
aplicado, pero que al cambiar la resistencia, esta deja de
ser la misma.
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Electricidad, tercera
parte.

40 minutos

Que los estudiantes representen la funcion I(V) de varias
maneras, entre las que se espera se encontraran la
algebraica y la grafica. De esta manera, se pretende
discutir con ellos algunas caracteristicas de esta funcion,
la primera de caracter lineal que se presenta en el
ambiente de aprendizaje. Se dara ese nombre (“lineal”) a
la funcion I(V),

Tarea para casa
(discusion en
clase: 120
minutos)

Que los alumnos observen el efecto del parametro ‘a’
sobre distintas representaciones de una funcion de la
forma y = ax. Se espera que entre las representaciones
propuestas por los alumnos se encuentren la algebraica y
la grafica, de modo que la discusion respecto a los
resultados de esta tarea permita llegar a relacionar el
valor de ‘a’ con la ‘inclinacién’ de la recta que
representa graficamente a la funcion.

El tiempo se extendi6 debido a que la discusion derivo
hacia la caracteristica de proporcionalidad de la
representacion tabular.

Ganancias en el
cine, primera parte.

Ganancias en el
cine, segunda parte.

Tarea para casa
(discusion en
clase: 60
minutos)

Que los alumnos reparen en la existencia de una relacion
funcional entre la ganancia obtenida por la venta de
boletos en un cine y el nimero de boletos vendidos.
Retomar a mayor profundidad los conceptos de
variables dependiente e independiente, rango y dominio.
Esta es una funcién con dominio discreto, lo cual debera
hacerse notar.

Representar la funcion G(B) de al menos tres maneras
distintas, y usar estas representaciones para responder
una pregunta concreta. Se sefialard que esta funcion es
lineal, lo cual dard pie a reafirmar lo discutido respecto a
las caracteristicas de esta clase de funciones.

Ganancias en el
cine, tercera parte.

Ganancias en el
cine, cuarta parte.

120 minutos

Que los alumnos descubran el rol del pardmetro ‘b’ (en
y = ax + b) en varias representaciones.

Que los jovenes extraigan informacion de la
representacion grafica de una funcion lineal, y que se
trasladen de la representacion gréfica a la representacion
algebraica. Se pretende discutir también en profundidad
el papel de los pardmetros ‘a’ y ‘b’ (en y = ax +b) y sus
implicaciones gréficas.

Corriendo, primera
parte.

15 minutos

Los estudiantes deberan observar que la distancia
recorrida al viajar a una velocidad determinada es una
funcion del tiempo de recorrido. Especificaran las
variables dependiente e independiente asi como el rango
y dominio de esta funcion, consolidando su
conocimiento de estos conceptos.
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Corriendo, segunda | 30 minutos Los alumnos representaran algebraica y graficamente
parte. funciones d(t) para velocidades constantes, con lo que se
hara notar que dichas funciones son lineales, ademas del
papel que juega la velocidad en ambas representaciones.

Corriendo, tercera | 60 minutos Los alumnos interpretaran las graficas de tres funciones
parte. lineales para obtener informacion sobre la situacion que
les dio lugar. Se trasladaran de la representacion grafica
a la algebraica. Se buscard que profundicen su
conocimiento del papel de los parametros ‘a’ y ‘b’ en
ambas representaciones.

Agua, primera parte | Tarea para casa | Se discutira el efecto de un parametro ‘a’ negativo en las

(Discusion en representaciones algebraica y grafica de una funcion
clase: 20 lineal.
minutos
Agua, segunda 40 minutos Se profundizara en el estudio de funciones lineales con
parte pardmetro ‘a’ negativo, discutiéndose mas a fondo el

papel de este parametro en las representaciones grafica y
algebraica de las funciones en cuestion.

Gas 60 minutos Los estudiantes deberan resolver una serie de cuestiones
que requieren flexibilidad en el paso entre diferentes
representaciones 'y perspectivas de las funciones
lineales.

A continuacion se hace una descripcion sucinta de las once sesiones de trabajo, especificandose

los conocimientos y conceptos que fueron tratandose en cada una de ellas:

Sesion 1.

Para introducir a los alumnos al concepto de funcion se les planted una Webquest (Dodge, 1995)
cuya resolucion requirié entre otras cosas que los alumnos descubrieran la dependencia entre dos
cantidades fisicas (el periodo T de un péndulo simple y su longitud L). Los alumnos recibieron un
material escrito con la consigna a realizar y algunas fuentes sugeridas de informacion, a las
cuales podian acudir para auxiliarse en la resolucion de la tarea. En este escrito también se
introdujo la notacion T para el periodo y L para la longitud. Los alumnos contaron con un tiempo
(fijado de mutuo acuerdo entre ellos y el profesor) de dos semanas para llevar a cabo lo solicitado
en la webguest. Mas adelante, en el anexo I, se muestra el material escrito que recibieron los
alumnos.

Para esta webquest los estudiantes debieron organizarse en equipos de tres integrantes, cada uno

de los cuales asumiria un rol diferente especificado en la consigna. Siguiendo las sugerencias de
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la literatura (Dodge, 1995), esta tarea requeria que los estudiantes analizaran, sintetizaran y
comprendieran la informacion a su alcance con el objeto de solucionar un problema real, que en
este caso fue el disefio y construccion de un péndulo simple cuyo periodo T pudiera modificarse a
voluntad.

Llegada la fecha acordada, cada equipo entreg6 el péndulo que construyé asi como un reporte
escrito del proceso que siguieron para resolver la tarea encomendada. Los alumnos observaron
que existe una relacion de dependencia entre T —el periodo de un péndulo simple— y L —su
longitud— y razonaron que debian explotar ese conocimiento para que el péndulo que ellos
construyeran permitiera modificar el valor de T. De este modo presentaron diversos disefios,
todos con el denominador comin de que el valor de L (relativamente facil de manipular
directamente) podia ajustarse a conveniencia.

Con el proposito de averiguar hasta qué punto los estudiantes conocian la forma de la funcién
T(L), durante la sesion se le solicité a cada equipo que ajustara su péndulo para que tuviera un

periodo especificado por el autor. Resolver esta tarea implicaba saber de alguna manera que,

especificamente, T(L) = 277& (ecuacion valida para oscilaciones del péndulo con amplitud

pequefia; T~ 3.1416, g = 9.81 m/s’), y emplear este conocimiento para determinar qué valores de
L darian los valores solicitados para T. L mayoria de los alumnos tuvo éxito ante este problema, y
fueron capaces de encontrar tales valores. Los que fallaron lo hicieron por dificultades con la
evaluacion numérica de la ecuacion para T (s6lo un equipo tuvo este problema) o por errores en
la mediciéon de la longitud del péndulo. Los propios alumnos reconocieron en donde habian
estado sus errores y pudieron decir qué debieron haber hecho para lograr la solucidén correcta de
la tarea.

Esta primera sesion tuvo una duracion de s6lo una hora, y inicamente se llegaron a remarcar los
aspectos sefialados arriba: la existencia de una dependencia entre el periodo y la longitud de un
péndulo simple, la forma algebraica de esta dependencia, y cdmo emplear este conocimiento para

solucionar el problema planteado.

Sesion II.
Al comienzo de la siguiente sesion, se recapitularon los aspectos fundamentales involucrados en
la resolucion de la tarea planteada en la webquest: el periodo T de un péndulo depende de su

longitud L; la forma especifica de esta dependencia puede expresarse —representarse, término
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introducido por el autor durante esta recapitulacion grupal— mediante la ecuacion T = 277& ; se

retomo también el hecho de que, con el fin de ahorrarse el trabajo de realizar una y otra vez los
calculos necesarios para determinar el valor de L correspondiente a un valor dado de T, varios
equipos elaboraron tablas en las que consignaron esta informacion. El autor remarcod que estas
tablas eran otra manera de representar la relacion entre el periodo T y la longitud L de sus
péndulos, y a continuacion cuestion6 a los estudiantes sobre otras formas en las que podria
representarse tal relacion. Rapidamente hubo respuestas del grupo en el sentido de que podrian
emplearse estas tablas para dibujar una grafica en un plano cartesiano, la cual seria una
representacion mas de la dependencia en discusion. El autor propuso entonces que cada alumno
dibujara dicha grafica en su cuaderno de notas.

En este punto, surgieron dificultades entre algunos estudiantes, relacionadas con la manera de
tratar las escalas de los ejes en un plano cartesiano; varios de ellos dibujaban sobre éstos marcas
equidistantes pero las hacian corresponder a valores no equidistantes, los cuales venian dados en

las tablas que habian elaborado previamente. Por ejemplo, una tabla consignaba (textualmente):

Segundos Centimetros
0.2006 1
0.2837 2
0.3474 3
0.4012 4

5

0.4485

La grafica correspondiente presentaba al periodo sobre el eje horizontal (como si de la variable
independiente se tratase, error conceptual sobre el que se trabajaria mas tarde) y a la longitud
sobre el vertical. En este ultimo, los alumnos habian dibujado marcas equidistantes que
correspondian a las longitudes 1 cm, 2 cm, 3 cm, 4cm, Scm,... Pero en el eje horizontal, las
marcas, también equidistantes, correspondian a los periodos 0.2006 s, 0.2837 s, 0.3474 s, 0.4012
s, 0.4485 s,... El autor, al notar esto, buscd que los alumnos se dieran cuenta de lo errdneo de esta
situacion al hacerles cuestionamientos del tipo “si la distancia entre estas dos marcas representa
0.0831 segundos, ;jno deberia valer lo mismo la distancia entre las siguientes dos marcas?” Al

3

obtener una respuesta afirmativa de los jovenes, venia alguna pregunta del tipo “;y entonces

porqué no es asi? Porque segin lo que escribieron, las siguientes marcas estarian separadas por
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0.2837 segundos. ;Qué pasa?”’ Poco a poco los estudiantes repararon en su error y lo corrigieron,
con lo que poco tiempo después todos tenian listas sus graficas.

El profesor instruy6 a los alumnos para seguir la convencion aceptada, que consiste en colocar en
el eje horizontal de sus graficas a la variable independiente, y en el vertical a la dependiente.

Se concluyd, pues, que existia una dependencia entre el periodo T y la longitud L de un péndulo
simple, y que esta podia representarse de, al menos, tres maneras: una ecuacion, una tabla o una
grafica. Los nombres formales de estas representaciones, Representacion Algebraica,
Representacion Tabular y Representacion Grafica fueron introducidos en ese momento por el
autor. Ademas, se dio el nombre de funcidn a la relacion de dependencia que existia entre T y L,
cantidades que fueron denominadas variables una vez que el grupo se hubo manifestado de
acuerdo con el hecho de que eran cantidades cuyos valores podian modificarse. Al discutir sobre
cudl de ellas era la que “hacia cambiar” a la otra, se lleg6 a la conclusion de que T era una
variable dependiente de al longitud L, la cual fue nombrada variable independiente.

El grupo llego asi a una primera aproximacion de los conceptos de funcion (la dependencia entre
dos cantidades, de modo que al cambiar una, cambia la otra), variable (una cantidad cuyo valor
puede cambiar, no ser constante) y variables dependiente e independiente (en una funcion, si la
segunda cambia “provoca” que la primera también lo haga).

Acto seguido se pidid a los alumnos que se organizaran en parejas, para pasar a la siguiente
situaciéon didactica. Elaborando sobre el tema funcidn, el autor preguntd al grupo si la
temperatura ambiente a lo largo de un dia, en un lugar determinado, deberia considerarse una
cantidad variable. Sin dudarlo demasiado, varios alumnos argumentaron que si deberia serlo.
Ante la ausencia de argumentos en contra, las siguientes preguntas del autor fueron jen qué
momento del dia seria mayor la temperatura ambiente? ;y en qué momento seria menor?. Luego
de pedirles a los alumnos que anotaran sus respuestas en sus cuadernos, se les hizo entrega de un
segundo escrito con la nueva tarea a realizar. Esta vez, el escrito presentaba una grafica de la
variacion de la temperatura ambiente con la hora del dia, grafica obtenida con datos reales
recabados por investigadores del Centro de Investigaciones en Matematicas (CIMAT). En el
documento —incluido en el Anexo I- se planteaban una pregunta: ;de acuerdo a esta grafica,
tenian razoén en sus respuestas respecto a los momentos mas frio y mas calurosos de un dia?
Ademads, se les pedia que construyeran una representacion tabular de la relacion funcional

Temperatura Ambiente—Hora del Dia.
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Esta tarea fue resuelta con rapidez, pues los estudiantes fueron capaces de interpretar
correctamente la grafica. Reconocieron que, al menos para el dia en que se habian tomado los
datos presentados, sus suposiciones sobre los momentos mas caluroso y mas frio de un dia habian
estado equivocadas, pudiendo ubicar estos momentos en la grafica.

Construir una tabla a partir de la grafica dada tampoco supuso dificultades mayores. En poco
tiempo la tarea estaba realizada, y los alumnos recibieron un nuevo documento escrito
relacionado con la misma situacion didactica. La nueva tarea consistia en hallar, por lo menos de
forma aproximada, la temperatura ambiente a ciertas horas del dia, horas que requerian que los
estudiantes interpolaran los datos con los que contaban.

Esta interpolacion fue llevada a cabo por distintos métodos: algunas parejas propusieron emplear
la gréfica, usando regla y lapiz para determinar las temperaturas correspondientes a las horas
dadas. Otros sugirieron emplear la informacion contenida en la tabla, hallando la media entre las
dos temperaturas correspondientes a las dos horas mas cercanas a las que estaban preguntandose.
La falla de este método, que supone que la relacion Temperatura Ambiente—Hora del Dia es
lineal, seria discutida hasta la siguiente sesion.

En relativamente poco tiempo la tarea fue resuelta, y todos los métodos arrojaron resultados muy
similares (debido a que, por segmentos, la grafica se aproximaba bastante a relaciones lineales).

Después de poner en comun los resultados obtenidos, se dio por terminada la sesion.

Sesion I11.

La sesion comenzd con una recapitulacion de lo realizado en la anterior, recapitulacion
constituida por participaciones orales de varios estudiantes. El profesor resalté el empleo de
varias representaciones para expresar la dependencia entre el periodo de un péndulo y su
longitud, asi como entre la hora del dia y la temperatura ambiente en una determinada localidad,
y pidi6 a los alumnos recordar los métodos que se habian empleado par resolver la Gltima tarea
planteada en la sesion anterior, hallar la temperatura ambiente a ciertas horas del dia.
Répidamente los estudiantes dieron cuenta de los métodos empleados, e incluso, aquellos que
habian empleado interpolaciones lineales expresaron que su método fallaria, aunque no supieron
explicar la razon. Como una actividad dirigida a clarificar un poco mas este hecho, se les entreg6

un documento que presentaba la grafica de la funcion f(X) = Xx* (sin especificar la ecuacion que

le daba origen); sobre ella aparecian sefialados los puntos (1, 1) y (3, 9). La tarea consistian en



34

determinar el valor de la ordenada correspondiente a X =2. De emplearse una interpolacion
lineal, el resultado se alejaria sensiblemente del obtenido al emplear la grafica.

No le tom6 demasiado tiempo a los aprendices llevar a cabo esta tarea, y los resultados —correctos
en practicamente todo el grupo— fueron comparados con los que se habrian obtenido con una
interpolacion lineal; ambos puntos fueron sefialados sobre la grafica, y algunos alumnos hicieron
notar que el punto obtenido con la interpolacion lineal se encontraba alineado con los dos puntos
dados en el problema. El profesor, al escuchar esta intervencion, trazo la recta que unia a los tres
puntos, reconociendo que, efectivamente, el obtenido al hallar la media entre las dos abscisas
correspondientes a las dos ordenadas vecinas estaba alineado con (1, 1) y (3, 9). Sélo se hizo
mencion, por parte del profesor, que este hecho probablemente queria decir que el método que
daba el resultado equivocado tal vez funcionaria cuando las graficas fueran lineas rectas; pero
antes de profundizar en ello, se pas6 a la siguiente tarea, la cual tenia por objetivo presentar al
grupo una nueva relacion funcional y reforzar los conceptos recién introducidos: variable,
variable dependiente e independiente, funcion.

Antes de comenzar con la siguiente situacion didéctica, el profesor definidé dos nuevos términos
para el grupo: el dominio de una funcién como € conjunto de valores que puede tomar la
variable independiente, y el rango de una funcion como € conjunto de valores que puede tomar
la variable dependiente. Estos conceptos formarian parte de la consigna de la siguiente tarea.

En la primera parte de esta nueva tarea se preguntaba Gnicamente si existiria una funcion entre la
longitud de un cuadrado y su area. Tanto en caso negativo como afirmativo, los aprendices
debian justificar su respuesta. En caso afirmativo, debian especificar ademds quiénes serian las
variables dependiente e independiente, y quiénes el dominio y el rango.

Los estudiantes debian trabajar en parejas, y en poco tiempo la mayoria del grupo habia
concluido que si existia una funcion entre la cantidades mencionadas. Tampoco tardaron mucho
en determinar que la longitud del lado del cuadrado jugaria el papel de variable independiente
mientras su drea quedaria como variable dependiente. Del mismo modo, llegaron a sus primeras
expresiones respecto al rango y el dominio de la funcion sobre la que se trabajaba, expresiones
del tipo “el dominio son los niimeros del cero al infinito”.

A continuacion se entregd a los aprendices la segunda parte de la tarea, en la cual se les pedia
representar la funcion anterior de por lo menos tres maneras diferentes. Ante los titubeos iniciales

de una parte importante del grupo, el profesor los refiri¢ al trabajo de las clases anteriores, en las



35

que se habia llegado a varias representaciones de dos funciones. Esto parecio aclarar el
panorama, de manera que los aprendices se dispusieron a encontrar ecuaciones, graficas y tablas
que expresaran la relacion entre el lado de un cuadrado y su area.

Después de unos minutos practicamente todas las parejas habian construido sus representaciones,
de modo que se paso a discutirlas grupalmente. Las gréaficas, ecuaciones y tablas obtenidas eran

correctas en general, aunque una pareja optd por escribir tres ecuaciones distintas
(A=1°, A=10, y /A =1) ypresentarlas como sus tres representaciones de la funcién; en rigor,

los estudiantes habian hallado tres maneras distintas de representarla, de modo que esta respuesta
también fue retomada y validada como correcta en el grupo; sin embargo, el profesor solicité a
esa pareja encontrar otras representaciones que no fueran algebraicas, con lo que después de unos
minutos obtuvieron una grafica y una tabla similar a las de sus compafieros.

Para la recta final de la sesion se plante6 al grupo la tercera parte de esta situacion didactica.
Ahora debian emplear sus tres representaciones para encontrar el area de un cuadrado cuyos
lados midieran 5.5cm (medida elegida considerando que, con toda probabilidad, los estudiantes
emplearian s6lo nimeros enteros en sus graficas y tablas, por lo que al serles planteado este valor
no entero, se veria obligados a usar sus representaciones para interpolar el area requerida).
También se les pedia escribir cual de las representaciones les resultaba mas conveniente en este
trabajo, y discutir las posibles ventajas y desventajas de cada una.

Encontrar el drea no era, de manera alguna, una tarea novedosa para los estudiantes, al menos

mediante la representacion algebraica A=1?; pero utilizar las representaciones alternativas que
habian propuesto anteriormente si parecid resultarles poco familiar, aunque aparentemente no
encontraron complicaciones mayores. Hacia el final de la sesion todo el grupo habia concluido
esta tarea, cuya solucion fue puesta en comin y rapidamente se concluyd que era correcta.
Respecto a cudl de las representaciones resultaba mas conveniente, la mayor parte del grupo se
inclind por la ecuacidon —probablemente debido a la mayor familiaridad que tenian con ella—,
mientras la grafica les parecia la menos practica, pues, argumentaban, era “poco precisa” y
necesitaba “mas cuidado”.

Como tarea para realizar en casa y discutir en la siguiente clase, los alumnos recibieron la cuarta

parte de la situacion didactica, en la que se les presentaba la grafica de la funcién y = x> +4 y se

les solicitaba proponer alguna relacion funcional “real” que pudiera representarse por esa grafica

(la ecuacion no se les proporcionaba).
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Sesion IV.

En esta sesion se tenia planeado trabajar con las soluciones que los aprendices hubieran dado a la
tarea para casa planteada al final de la clase anterior; sin embargo, un nimero importante de
estudiantes afirm6 no haber podido pensar en alguna situacion en la cual dos variables cambiaran
una con la otra del modo mostrado en la grafica proporcionada. Ante ello, se decidié que el grupo
trataria de proponer una relacion funcional de la naturaleza requerida.

Algunos alumnos habian empleado la grafica para obtener representaciones tabulares de la
funcion, pero no habian ido mas alla; estas representaciones tabulares fueron recuperadas y el

profesor sugirié encontrar también una representacion algebraica que se ajustara a ellas. Después
de un tiempo, algunos estudiantes lograron determinar que y = X* +4 era la ecuacion buscada. El

hallazgo se comunicé al resto del grupo, para ser discutido y validado. Ello no tom¢ mas de diez
minutos, pero el siguiente paso aun le parecia incierto a la mayor parte de los alumnos: encontrar
una situacion en la que dos cantidades variaran de acuerdo con la ecuacion recién encontrada.

Notando la dificultad para avanzar en este punto, el profesor recordo al grupo que, en ausencia
=2

del ntimero 4, la ecuacion se reduciria a y = X*, muy parecida a la representacion A con la

que se habia trabajado en la clase anterior. Esto parecié dar ideas a varios alumnos, y cerca del
fin de la sesion se tuvieron diversas variantes de la propuesta siguiente: Y podria representar el
area de un jardin (patio, habitacion, etc) cuadrado, sumada a la de una superficie cuadrada de 2
unidades por lado; los lados del jardin serian variables (X) mientras esta superficie cuadrada (una
estancia, una losa, etc) se mantendria constante. La propuesta fue luego consensuada por el
grupo, pero no se encontraron otras sustancialmente diferentes. La sesion llegd a su fin, y como
tarea para casa se pidid a los estudiantes elaborar una lista de tres relaciones funcionales que
observaran en el mundo real, especificando en cada una variables dependiente e independiente,

rango y dominio.

Sesion V.

Los estudiantes cumplieron con la tarea para casa, y se le pidi6 a tres de ellos, al inicio de la
sesidn, mencionar las relaciones funcionales que habian propuesto. Entre las funciones
observadas por estos alumnos se encontraban la que existe entre la humedad de una localidad y la

cantidad de vegetacion presente, entre la distancia recorrida por un objeto en caida libre y el
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tiempo de caida transcurrido, la poblacion relativa de un pais y su nimero de habitantes, el
numero de copas de licor que puede llenar una botella y el contenido neto de la misma, etc.

Esta tarea también permitid notar que algunos estudiantes no tenian claro el significado del
término variable, ni en qué sentido se entendia la “dependencia” entre dos de ellas. Asi, se
encontrd que un alumno propuso como relacion funcional la existente entre los hijos y sus padres,
pues los segundos “dependen” de los primeros; la misma idea se encontrd en otro estudiante,
quien afirm6 que habria una funcién entre los antiguos egipcios y el Rio Nilo, dado que
dependian de sus aguas para su subsistencia. Estas concepciones erroneas se discutirian
posteriormente con los alumnos que las expresaron.

Luego de ser discutidas las propuestas de los alumnos respecto a la tarea para casa, se paso a la
siguiente situacion didéactica., con la que se presentaria la primera funcion lineal a trabajarse en
ambiente de aprendizaje. Ademads, en la tercera parte de esta situacion didactica se estudiaria

brevemente el papel grafico del parametro a (en la representacion y = ax+b)

Los aprendices recibieron un nuevo documento escrito, en el que brevemente se explicaba qué es
un circuito eléctrico; luego se pedia a los alumnos anotar, en las tablas que el mismo documento
incluia, los valores de corriente y voltaje que irian obteniéndose al manipular una fuente de
voltaje (construida previamente por el profesor) conectada a una resistencia eléctrica. Para
efectuar las mediciones, el grupo se traslado a los laboratorios de fisica del plantel, en donde
previamente el profesor habia montado el circuito (constituido por la fuente de voltaje y una
resistencia) descrito en el documento.

Se solicitaron dos voluntarios para tomar las mediciones: uno de ellos manipularia la fuente de
voltaje mientras el otro realizaria las lecturas en los multimetros que, también previamente, el
profesor habia instalado con ese proposito.

El profesor solicitd al primer voluntario que manipulara la fuente de modo que se tuviera un
voltaje de OV. A continuacion debia incrementarlo en “pasos” de 5V; el segundo voluntario debia
comunicar al resto del grupo los valores de voltaje y corriente arrojados por los multimetros en
cada uno de estos “pasos”. Se procederia asi hasta alcanzar un voltaje de 30V.

En cuestion de minutos las mediciones estuvieron completas, y todo el grupo las tuvo registradas
en sus tablas. Entonces el profesor sustituyo la resistencia del circuito por otra de distinto valor, y

solicito la participacion de dos nuevos voluntarios, para repetir las mediciones anteriores con la
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nueva resistencia. El proceso se repitié hasta contar con mediciones voltaje-corriente para cuatro
resistencias eléctricas distintas.

Concluida esta toma de datos experimentales, el grupo regresé al salon de clases, en donde se
discutio si existia una funcion entre el voltaje y la corriente eléctrica que pasaba por el circuito.
Después de una breve discusion, el grupo llegd al acuerdo de que asi era, efectivamente: ademas,
para cada una de las resistencias empleadas en el experimento se tenia una funcion diferente, la
dependencia voltaje-corriente eléctrica no era la misma. Entonces se entregd a cada alumno un
escrito con la segunda parte de la tarea. En ella se les solicitaba emplear al menos dos nuevas
representaciones para expresar cada una de las funciones encontradas en la primera parte.
Répidamente el grupo optd por graficar los datos de sus tablas, y el profesor indic6 que se
limitaran a ello; la segunda representacion seria una tarea para casa.

Al avanzar en esta labor, pronto result6 claro para varios aprendices que los puntos encontrados
se ajustarian a lineas rectas; este hecho se plante6 al grupo entero, al mismo tiempo que el
profesor cuestiond si seria valido unir los puntos con rectas: jtendrian algin significado los
puntos que constituirian dichas rectas, aun cuando no se les hubiera obtenido experimentalmente?
Los estudiantes no vieron en esta cuestion algin impedimento para trazarlas; los puntos
intermedios, argumentaban, corresponderian a los valores de corriente y voltaje que se obtendrian
en caso de disminuir el tamafio del “paso”, el cual en la practica habia sido de 5V pero que podria
ser mas pequefio, tanto como lo permitieran las limitaciones experimentales; en principio, y si se
contara con aparatos lo suficientemente precisos, podria ser tan pequeio como se deseara.

Esta apreciacion es en principio correcta, y aunque pudo haberse profundizado en ella para llegar
a la posibilidad de una gréfica discreta a nivel cuantico —o simplemente debido a las limitaciones
experimentales—, esto no se llevd a cabo. De haberse hecho asi, posiblemente se habria evitado el
surgimiento de algunas concepciones erroneas encontradas durante la aplicacion del instrumento
de evaluacién de la comprension, después de finalizado el ambiente de aprendizaje. Estas se
discuten a profundidad en los apartados Andlisis de los resultados del post-test y Comparacion
entre los resultados del pre-test y el post-test.

De este modo, hacia el final de la sesion los estudiantes habian construido cuatro graficas —por
sugerencia del profesor, lo habian hecho en el mismo plano cartesiano— cuya naturaleza se
discutié brevemente: los puntos se ajustaban a lineas rectas, y era en principio valido trazar esas

rectas, uniendo los puntos experimentales. Como tarea para la clase siguiente, deberian proponer
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otra representacion para cada una de las cuatro funciones cuyas graficas se habian obtenido asi.
De esta manera se buscaba que, por lo menos algunos de ellos, encontraran las ecuaciones
correspondientes a las cuatro rectas obtenidas, con lo cual podrian discutirse algunas

caracteristicas basicas de las funciones lineales en la siguiente sesion.

Sesion VI.

Al comienzo de la sesion, el profesor reconstruy6 en el pizarrén, con ayuda del grupo, las cuatro
graficas de la clase anterior. Hecho esto, pregunto6 a los alumnos qué representaciones alternativas
habian propuesto para cada una de las cuatro funciones. Los aprendices expresaron que habian
tratado de encontrar representaciones algebraicas para las cuatro rectas, y que habian conseguido
hallarlas aunque algunos de los puntos experimentales no se ajustaban de manera exacta a los
valores obtenidos al emplear las ecuaciones que habian propuesto. El profesor mencioné que esto
no era motivo para suponer que las ecuaciones eran incorrectas, y un alumno pidi6 la palabra para
afirmar que seguramente las mediciones tenian errores que hacian que los puntos no ajustaran
exactamente. Esta explicacion fue bien acogida por el grupo, y a continuacion el profesor pidio a
cuatro alumnos escribir en el pizarron una representacion cada uno, junto a la grafica
correspondiente.

Las representaciones propuestas por estos alumnos resultaron correctas, y cuando estuvieron
registradas en el pizarrdn, otros aprendices llamaron la atencidon sobre el hecho de que todas
tenian la forma | =CV, en donde | = intensidad de la corriente eléctrica, V = voltaje aplicado y
C = conductancia del circuito (la simbologia |, V' y C habia sido introducida en la sesién anterior
cuando se realizaba la toma de datos experimentales; C se define formalmente como el inverso
multiplicativo de la resistencia R de un elemento eléctrico; ante el grupo, el profesor habia
definido esta cantidad en términos de la “facilidad” con que dicho elemento “deja pasar” la
electricidad). Resaltando este hecho, el profesor hizo notar que, a mayor valor de C, las gréficas
se volvian mas “verticales”, de modo que el valor de la constante C parecia “controlar la
inclinacion” de las rectas.

Retomando conocimientos construidos antes de la implementacion del ambiente de aprendizaje,
el profesor inquiri6 a los estudiantes sobre el nombre que se da a ecuaciones como | =CV . Los
estudiantes sabian ya que se les conoce como ecuaciones lineales, y asi lo expresaron. En este

punto el profesor introdujo la notacion | (V) =CV , especificando que, al hablar de funciones, el
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paréntesis no indicaba multiplicacion sino dependencia, de manera que | (V) se leeria “l, que

depende de V’ o “l de V’. Ademas, dio el nombre de “funciones lineales” a aquellas cuya
representacion algebraica consistiera en una ecuacion lineal; de este modo se llegd a una primera
definicion de funcion lineal.

En este punto, el profesor cuestion6 al grupo sobre qué otras caracteristicas distinguirian a una
funcion lineal, tomando en cuenta las cuatro funciones de este tipo registradas en el pizarrén. Un
alumno menciond el hecho de que sus representaciones graficas eran lineas rectas, y otro mas
afirm6 que sus representaciones serian “proporcionales”. Ante esta ultima respuesta, el profesor
preguntd el significado de la palabra proporcional, a lo cual no hubo respuesta. Al parecer, en el
grupo habia un conocimiento intuitivo sobre lo que significaba la proporcionalidad, pero este no
era lo suficientemente s6lido como para ofrecer una definicion clara. Para intentar clarificar este
punto, el profesor solicité a cada alumno que escribiera su propia definicion de “proporcional”.
Cuando todos tuvieron listas sus definiciones, se les pidi6 que intercambiaran la propia con la de
alglin compafiero, y acto seguido tres estudiantes debieron leer las definiciones que tenian en las
manos. Estas resultaron poco claras, al punto de que aun quienes las habian leido afirmaron no
comprenderlas (pero debe mencionarse que la idea correcta de proporcionalidad subyacia en
todas ellas).

Haciendo notar la poca claridad de las definiciones leidas, y ante la ausencia de una mejor
definicién en este sentido, el profesor fijo6 como objetivo de la sesion tratar de llegar a una
definicién consensuada de proporcionalidad, la cual resultara clara para todos. Dibuj6é en el
pizarrén cinco tablas, en tres de las cuales habia proporcionalidad entre parejas de datos. Acto
seguido preguntd al grupo en cudles de las tablas habria proporcionalidad, y porqué. Los
estudiantes identificaron rdpidamente las tablas correctas, y siguié una discusion sobre qué
caracteristica las hacia ser proporcionales.

Poco a poco el grupo llegd a una definicion segun la cual, en una tabla de datos habria
proporcionalidad cuando algebraicamente esta tabla pudiera representarse con una ecuacion del
tipo y=ax; si bien esta definicion es incompleta, se considerd6 que tenia potencial para
desarrollarse posteriormente, por lo que una vez que el grupo estuvo de acuerdo con ella, se dio
por terminada la sesion. Los estudiantes llevaron, como tarea para casa, una nueva situacion
didactica en la cual deberian especificar si la ganancia producto de la venta de boletos en un cine

(entendidas como el dinero que ingresa por ese concepto, una vez recuperada la inversion
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necesaria para solventar costos de operacion) seria funcion del niimero de boletos vendidos; tanto
en caso negativo como afirmativo, debian justificar su respuesta, y en el segundo, debian ademas
especificar quiénes serian las variables dependiente e independiente asi como el rango y el

dominio de la supuesta funcion.

Sesion VII.

Se retomaron, con ayuda del grupo, aspectos trabajados en sesiones anteriores: la definicion de
funcion en términos de la dependencia entre dos cantidades, llamadas variables; una funcion se
denominaria lineal si su representacion algebraica es una ecuacion lineal; la representacion
grafica de una funcion lineal seria una linea recta, cuya “inclinacion” estaria controlada por el
valor de la constante que apareciera multiplicando a la variable independiente.

A continuacion se paso a revisar el trabajo de los alumnos en su tarea par casa, la cual debia
haberse realizado por equipos. Sin embargo, argumentando que les habia resultado complicado
reunirse por la tarde del dia anterior (cuando habian recibido esta tarea), la mayor parte del grupo
afirm6 no haber concluido el trabajo solicitado. En vista de ello, se decidid trabajar en la
situacion didactica durante la clase.

No hubo dificultades para que el grupo llegar a la conclusion de que la ganancia G era funcion
del nimero de boletos vendidos B en un cine. Las variables dependiente e independiente
involucradas en esta funcién quedaron definidas como G y B, respectivamente (nomenclatura
introducida en el texto de la situacién didactica), mientras que hubo ligeras complicaciones para
definir el dominio y el rango de la funcion: los alumnos tendian a decir, por ejemplo, que el
dominio serian “los boletos” y el rango “las ganancias”. Fue necesario recordar la definicion
anterior de dominio y rango como los conjuntos de valores que podrian tomar las variables
independiente y dependiente, respectivamente. Desde este punto de vista, se logréo que los
aprendices identificaran el dominio con “los nimeros del 0 hasta la cantidad de boletos que llene
el cine” y el rango con “los nimeros desde el 0 hasta la cantidad de dinero ganada por la venta de
todos los boletos”.

Acto seguido se paso a la segunda parte de la situacion didactica, en la cual, en primer lugar, los
estudiantes debian representar la funcion G(B) de por lo menos tres maneras diferentes. Habiendo
trabajado con graficas, tablas y ecuaciones anteriormente, esas fueron las representaciones

elegidas por los estudiantes para resolver esta tarea. En poco tiempo el grupo obtuvo las
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representaciones necesarias; aqui pudo notarse que algunos alumnos tenian problemas con la
eleccion de escalas adecuadas en el plano cartesiano, e incluso llegaban a considerar valido
emplear una escala en un segmento de un eje, y usar otra distinta en otro segmento. Cuando esto
les fue sefialado por el profesor, admitieron en seguida que no seria correcto, pero que lo hacian
“por comodidad”. Se les solicitd que lo hicieran, entonces, segiin lo que consideraban “correcto”,
y mostraron saber, efectivamente, como debia procederse a este respecto. Sin embargo, durante la
aplicacion del instrumento de evaluacion de la comprension, al final del ambiente de aprendizaje,
se encontr6 evidencia de que seguian dando un uso errdneo a las escalas en un plano cartesiano.
Esta fue una deficiencia del ambiente de aprendizaje, dado que no se puso mayor atencion a la
limitacion detectada.

Contando ya con las tres representaciones solicitadas, se les puso en comin y se acordd que se
habia llegado a representaciones correctas. En este punto, sin embargo, debid discutirse a
profundidad el hecho de que las gréficas eran discretas. Al no hacerse asi, probablemente se
fomentd una concepcion errdnea segin la cual, la grafica de una funcion lineal es siempre
continua. Esta concepcion pudo registrarse durante la aplicacion del instrumento de post-test.

Se paso a la siguiente tarea. Ahora, debian emplearse las tres representaciones para determinar el
numero minimo de boletos que debian venderse para lograr una ganancia de mas de $20 000. El
sentido de la pregunta pareci6 claro para todo el grupo y los alumnos pusieron manos a la obra.
Hacia el final de la sesion la pregunta estaba respondida, y la solucién se validd en una breve
discusion grupal.

Esta fue la iltima sesion antes de un periodo vacacional de una semana de duracién. Buscando
que los estudiantes tuvieran un tiempo de descanso, no se les propuso tarea para casa. El

ambiente de aprendizaje continuaria hasta transcurrido este periodo vacacional.

Sesion VIII.

Al ser la primera sesion después de un periodo vacacional, el inicio se dedico a retomar los
conceptos trabajados en la primera parte del ambiente de aprendizaje. Para ello se pidio a los
estudiantes que reconstruyeran lo visto hasta ese momento dentro del tema de funciones. A juzgar
por el tipo de participaciones y su cantidad, parecié que los conocimientos se recordaban bien:
primeras nociones de los conceptos de funcidn, variable, variable dependiente e independiente,

rango, dominio, representaciones de funciones, funciones lineales y caracteristicas basicas. A
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estas alturas del ambiente de aprendizaje, también parecia que los estudiantes tenian conciencia
de que tablas, graficas y ecuaciones eran representaciones de la misma entidad, y no las
concebian como objetos aislados entre si.

Se paso después a la tercera parte de la situacion didéctica que habia comenzado a trabajarse en la
sesion anterior. Se pretendia mostrar el efecto grafico de cambiar el valor del parametro b (en la

representacion Y = ax+b). Los estudiantes debian suponer que los costos de operacion del cine

eran a) de $10 000 y b) de $30 000, para a continuacion obtener tres representaciones de las
funciones G(B) que resultaban de cada caso. La tarea resultd conceptualmente sencilla para la
mayoria del grupo, aunque procedimentalmente mostrd ser larga.

Después de varios minutos, los aprendices, trabajando en equipos de tres a cuatro personas,
habian construido las representaciones solicitadas. Se solicitd a tres estudiantes de tres equipos
registrarlas en el pizarron (cada alumno una representacion diferente), y cuando esto se hubo
realizado, hubo acuerdo en el grupo en el sentido de que las representaciones eran correctas. El
profesor llamo la atencion respecto a la forma de las representaciones algebraicas obtenidas:

G(B) =42B-c, donde c era el costo de operaciones en cada inciso. Pregunt6 al grupo de qué

manera afectaba el valor de C a la representacion grafica correspondiente. Varios estudiantes
pidieron la palabra, y se llegd a la conclusion de que € determinaba el punto en el que las rectas
tocaban al eje vertical. El profesor senald que este hecho era de importancia, y retomd lo
estudiado sesiones atras respecto a la “inclinacion” de las graficas de funciones lineales. Se
recordd que dicha “inclinacion” era “controlada” por el valor del numero que multiplicaba a la
variable independiente. En este punto, el profesor dio la denominacion de “pardmetros™ a estas
dos constantes, las cuales determinaban, cada una, la “inclinacion” y el punto de interseccion con
el eje vertical de las graficas de funciones lineales.

Discutido esto, se pasoé a la cuarta parte de la situacion didactica. En ella, se presentaba un plano
cartesiano en el cual se encontraban la graficas de cuatro funciones G(B) correspondientes a
distintos precios de los boletos y distintos costos de operacion. Se planteaban cinco preguntas, de
las que solo se responderian dos; las tres restantes serian tarea para casa y se trabajaria con ellas
en la siguiente sesion.

La primera pregunta pedia determinar cual de las graficas representaba la situacion en la que los
costos de operacion eran mas altos. Minutos antes, se habia llegado a la conclusion de que la

interseccion de estas rectas con el eje vertical daria esa informacidon, de modo que en poco tiempo
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esta pregunta fue contestada por todo el grupo. En la siguiente pregunta los aprendices debian
especificar qué grafica correspondia a la situacion en la que los boletos eran mas baratos.
Responder esto llevo algo més de tiempo: los estudiantes tuvieron que recordar primero que el
precio de los boletos aparecia, en las representaciones algebraicas de las funciones involucradas
en esta situacion, multiplicando a la variable independiente (el nimero de boletos vendidos, B), y
luego debieron conectar esto con un hecho discutido antes: ese nimero, ese parametro,
“controlaba” la “inclinacion” de las rectas, de modo que a mayor valor, mayor inclinaciéon y
viceversa. Entonces, llegaron a la conclusion de que la “mas horizontal” de las rectas, la “menos
inclinada”, corresponderia al menor valor de dicho parametro, y por ende, al menor precio de los
boletos. Los alumnos llegaban a este resultado cerca del fin de la sesion; se pasd a una breve
discusion grupal de las respuestas proporcionadas, que fueron las mismas en todo el grupo.

Como tarea para casa, los aprendices debian resolver las tres preguntas restantes: determinar qué
graficas representaban situaciones en las que el costo de los boletos era el mismo; escribir el
costo de operacion y el precio de los boletos correspondiente a cada grafica, y finalmente obtener

la representacion algebraica de cada una.

Sesion IX.

La sesidon comenzo con la revision de la tarea para casa. Las tres preguntas fueron respondidas,
aparentemente, sin dificultades importantes. Al discutir las respuestas del grupo y sus razones
para darlas, se recapitularon algunos hechos fundamentales: la representacion algebraica de

funciones lineales tenia la forma V.D. =ctelV.l. +cte. Sus representaciones graficas eran lineas

rectas, cuya “inclinacion” era controlada por el valor de la constante que, en la representacion
algebraica, multiplicaba a la variable independiente, mientras la otra constante determinaba el
punto de interseccion de la gréfica con el eje vertical. Con ello en mente, resultaba claro para los
estudiantes como encontrar los costos de operacion correspondientes a cada grafica: s6lo debia
localizarse la interseccion de cada una con el eje vertical.

Por otra parte, para determinar el costo de los boletos se propusieron varios métodos. Al trabajar
con graficas, los aprendices hicieron amplio uso de sus reglas y escuadras. Los métodos
registrados, y que fueron compartidos en una discusion grupal organizada con este proposito,

fueron los siguientes:
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Algunos estudiantes habian localizado graficamente el nimero de boletos que debia venderse
para recuperar el dinero invertido en costos de operacion, en cada grafica; luego habian dividido
el dinero invertido entre la cantidad de boletos asi determinada: el resultado era el costo de un
boleto.

Otro método consistia en buscar un punto sobre cada grafica, que correspondiera a valores
enteros de G y B (aparentemente, esto se hacia en aras de la “comodidad” en los célculos, pero en
realidad s6lo significdé mas trabajo). Una vez localizado un punto con estas caracteristicas, se
hallaba la distancia entre la interseccion de la gréafica con el eje vertical (correspondiente al
dinero invertido en costos de operacion) y la ganancia correspondiente a ese punto; el resultado
era dividido entre el valor de B determinado por el punto localizado, lo cual arrojaba el precio de
un boleto.

Un método mas fue tomar el “extremo superior” de una grafica, y determinar los valores de Gy B
para ese punto. Asi se encontraba, graficamente, el dinero obtenido por la venta de un nimero
conocido de boletos, y se dividia la primera cantidad por la segunda (principio subyacente a todos
los métodos encontrados). Esto llevaba al precio de un boleto.

El método considerado como “estdndar” aparecidé también: se tomaba cualquier punto en la
gréafica, se determinaban los valores correspondientes para G y B, se dividia uno entre otro y el
resultado era el precio de cada boleto. A estas alturas de la sesion, los estudiantes no tuvieron
dificultad en ver que éste método era equivalente a los demés y resultaba mas eficiente.
Discutidos los diferentes procedimientos para determinar el costo de un boleto, se volvio a la
tarea principal, la respuesta a las tres preguntas planteadas en la sesion anterior. La primera ya
habia sido resuelta sin tener que encontrar los precios exactos de los boletos en cada situacion,
pues para determinar qué graficas correspondian al mismo precio s6lo era necesario encontrar dos
rectas que fueran paralelas (los estudiantes ya habian notado que el precio del boleto
correspondia al parametro que “controlaba” la “inclinacion”). La respuesta a la segunda pregunta,
que requeria escribir los precios de los boletos y los costos de operacion para cada funcion, quedd
dada una vez discutidos los métodos para determinar los precios de los boletos (encontrar los
costos de operacion era mas sencillo, como ya se ha mencionada; bastaba localizar el punto de
interseccion de la grafica en cuestion con el eje vertical). Conociendo ambas cantidades, y
concientes de que ellas correspondian a las constantes de la representacion algebraica

V.D. =ctelV.I. +cte, la tercera pregunta fue contestada practicamente de inmediato.
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Después de discutir los resultados, se pas6 a la siguiente situacion didactica. Colocandolos en la
situacion hipotética de una persona que corre a una velocidad dada, se le pregunt6 a los alumnos
si la distancia recorrida por esta persona seria funcion del tiempo que lleva corriendo. Sin
dudarlo, varios estudiantes respondieron afirmativamente. Esta respuesta fue puesta a
consideracion del grupo, que la respaldd con argumentos sencillos como “la distancia que recorra
depende de cuanto tiempo lleve corriendo”. Entonces se hizo entrega del documento sobre el cual
se trabajaria. En la consigna se proporcionaban las velocidades maximas que alcanzan un caballo
y un perro. Los estudiantes debian representar grafica y algebraicamente las funciones d(t) para
cada uno de estos animales.

Transcurrido un tiempo la mayor parte del grupo habia obtenido las graficas y ecuaciones
solicitadas. En algunos casos se encontraron dificultades con el concepto de velocidad, las cuales
aparentemente no resultaron graves y pudieron ser resueltas en breve. La manera de proceder, en
general, consistia en obtener una tabla en la que se consignaran algunos valores para t y d, para
graficarlos en un plano cartesiano. Hecho esto, se les unia con una recta, lo cual parecia correcto
pues los puntos se ajustaban a una, y era ademas valido pues el tiempo transcurre continuamente;
esto se menciond pero no se profundizé en ello.

Se pas6 a discutir la forma de las representaciones obtenidas. De nuevo, las ecuaciones eran
lineales y las graficas rectas, de modo que se trataba de funciones lineales. Las ecuaciones eran

de la forma d(t) =cteld, y la constante habia resultado ser la velocidad de cada animal. La

grafica correspondiente al mas rapido era mas “vertical” que la otra, lo que dio pie a una breve
discusion en la que volvid a tocarse el hecho de que ese pardmetro determinaba la “inclinacion”
de una recta.

Para finalizar la sesion, se entregd, por parejas, el documento con la segunda parte de esta
situacion didactica. Se presentaba un plano cartesiano con las graficas de tres funciones lineales,
correspondientes a las tres funciones d(t) de una liebre, un perro y una persona, cuyas velocidades
—distintas para cada una— se daban en el texto. En ¢l también se explicaba que, en una carrera
ficticia, los tres competidores habian partido desde distintas posiciones, uno con ventaja sobre el
otro, y el tercero con ventaja sobre los otros dos, con el objeto de volver la carrera mas equitativa,
pues la liebre —la mas rapida de los tres— corria a una velocidad significativamente mayor que la
persona —la mas lenta— Esto se veia reflejado en las graficas presentadas. En la situacion se

planteaban cinco preguntas.
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La primera pregunta solicitaba identificar qué grafica correspondia a cada competidor de esta
carrera ficticia, con base en la informacién proporcionada. Para responder correctamente, podia
procederse de dos maneras: una, identificar las ordenadas al origen de las tres rectas; asi se
conocerian las “ventajas” de cada competidor y podria inferirse qué linea correspondia a cada
uno. La otra manera de encontrar la respuesta era asociar la recta mas “inclinada” con el
competidor mas veloz, y proceder similarmente con los otros dos.

La consigna especificaba que debian explicarse las razones por las cuales daba determinada
respuesta, y al discutir grupalmente las soluciones de los alumnos se observd que el primer
método habia predominado.

En la segunda pregunta debia determinarse la ventaja con la que habia salido cada competidor.
Implicitamente los alumnos habian resuelto esta cuestion en la pregunta anterior, asi que en unos
momentos pudo pasarse a la tercera pregunta.

Esta pregunta consistia en determinar si la liebre alcanzaba al perro, y de ser asi, después de
cuanto tiempo. Los estudiantes comprendieron rdpidamente que para responder esto debian
determinar si la grafica de la liebre intersectaba a la del perro; notaron que asi era, y con ayuda de
escuadras determinaron el valor de t para el que esto sucedia, con lo que obtuvieron la respuesta.
La manera de encontrar la solucion fue discutida y validada en grupo, antes de dar por terminada

la sesion y establecer la tarea para casa: resolver las dos preguntas restantes.

Sesion X.

La sesion comenz6 recapitulando el trabajo de la anterior y pidiendo soluciones a las preguntas
que habian quedado como tarea para casa. En la primera de estas los estudiantes tenian que
averiguar si el perro alcanzaba a la persona, y de ser asi, en cudnto tiempo. La respuesta se habia
encontrado del mismo modo que la de la pregunta anterior, lo cual no presenté mayor dificultad.
La ultima pregunta de esta situacion requeria escribir las representaciones algebraicas de las tres
funciones lineales involucradas. Algunos aprendices tuvieron problemas para resolverla; no
habian comprendido que las ecuaciones que obtuvieran debian ser consistentes con las graficas
del problema. Después de unos minutos en los que fue evidente a estos alumnos les seria dificil
superar esta dificultad, se organizd una discusion grupal para poner en comin los métodos de
solucidon que estaban intentdndose en el grupo. Un alumno dio la clave que sus compaieros

aparentemente necesitaban: la ecuacion para una recta dada debia producir puntos de esa recta al



48

sustituir en ella distintos valores de t, la variable independiente. Al recibir esta informacion, los
aprendices que habian tenido problemas pudieron comenzar a resolver la tarea, y después de unos
minutos mas se tuvieron listas las primeras ecuaciones que solucionaban la tarea.

Al exponer al grupo sus métodos de solucidn, varios alumnos afirmaron haber procedido de la
manera “estandar”, localizando puntos sobre cada recta, colocandolos en forma tabular y luego
buscando una ecuacion que se ajustara a ellos. Algunos agregaron que habian empleado la
informacién del problema, buscando incluir la velocidad y la ventaja de cada competidor en sus
ecuaciones. Resultaba claro que la ventaja debia aparecer sumando, pero solo se convencieron de
que la velocidad debia multiplicar a la variable independiente hasta que notaron que asi obtenian
una ecuacion que se ajustaba a los puntos localizados.

El fin de la sesion llegd después de esta discusion. Como tarea para casa, se entregd a cada
alumno el escrito que planteaba la siguiente situacion didactica. Esta mostraba la grafica de una
funcion lineal decreciente. Se explicaba que la grafica correspondia a la variacion con el tiempo
de la cantidad de agua en un tinaco, y se preguntaba si el tinaco estaba llenandose o vaciandose, y
en cualquier caso, cuanta agua habia inicialmente. También se pedia encontrar una representacion

algebraica para esta grafica.

Sesion XI.

La ultima sesion del ambiente de aprendizaje comenz6 con la discusion de las respuestas del
grupo a las preguntas que habian quedado como tarea para casa.

Determinar la cantidad inicial de agua, y si la grafica correspondia a un tinaco llenandose o a uno
vaciandose, no pareciod causar dificultades. Encontrar la representacion algebraica de la grafica
mostrada también le fue posible a todo el grupo, y al discutirse los modos de hacerlo se encontro
que se habian empleado diversas variantes del expuesto por algunos estudiantes en la sesion
anterior.

En este punto, el profesor preguntd cudl seria el valor de la constante que multiplicaba a la
variable independiente. Un alumno dio la respuesta, -1. Se resaltd que la constante era negativa,
la primera que se encontraba con esa caracteristica. Se sefiald también que la recta tenia una
“inclinacion hacia abajo”, por oposicion a las rectas anteriores que tenian siempre “inclinaciones
hacia arriba”. Esto se asocid con el hecho de que la constante fuera negativa, y se le denominé

“pendiente”.
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Una vez discutidos los puntos anteriores, se pasé a la segunda parte de la situacion didactica. Se
solicitaba encontrar la representaciones grafica y algebraica de varias funciones C(t), con C =
cantidad de agua en el tinaco y t = tiempo, para diversas condiciones dadas. A veces el tinaco
debia estar llenandose, otras vaciandose. Se daban la cantidad inicial de agua y la velocidad a la
que el tinaco se vaciaba o se llenaba en cada caso.

El grupo, trabajando por parejas, puso manos a la obra, y después de un tiempo razonable las
graficas y ecuaciones solicitadas estaban listas. Siguiendo la metodologia de trabajo de otras
sesiones, se pasd a discutir en grupo las distintas soluciones y métodos que pudieran haber
surgido. Al no haberse presentado problemas de mayor envergadura, las ecuaciones y graficas
correctas fueron validadas y consensuadas con relativa facilidad. De nuevo, se hizo notar que
aquellas ecuaciones con “pendiente negativa” correspondian a graficas “inclinadas hacia abajo”,
y coOmo mientras mayor valor absoluto tuviera la pendiente, mayor “verticalidad” para la recta.
Volvid a senalarse el papel que jugaba la otra constante, determinando la interseccion de las
graficas con el eje vertical. También se relaciond esto con los roles particulares que en este caso
jugaban ambas constantes: velocidad de llenado o vaciado y cantidad inicial de agua.

Finalizada esta fase, se procedid a entregar, por parejas, el documento que planteaba la Gltima
situacion didactica del ambiente. En un breve texto se explicaba el sistema de cobro por consumo
de gas aplicado por algunas empresas; el gas se surte desde un tanque de cientos de litros de
capacidad, y al usuario se le cobra la instalacion de un medidor cuyas lecturas permitiran
determinar la cantidad de gas que consume. Asi, el usuario paga, en total, la instalacion del
medidor més lo correspondiente a los litros de gas que haya consumido.

Después del texto se mostraba un plano cartesiano en el que aparecian dos rectas paralelas, ambas
con ordenadas al origen positivas, una mayor que la otra. Los ejes del plano no tenian marca
alguna, salvo las indicaciones “C (en litros)” y “D (en $)” en el horizontal y el vertical,
respectivamente. C era la cantidad de gas consumida por un usuario y D el dinero que deberia
pagar en total (instalacion del medidor mas consumo de gas). Asi, las dos rectas representaban
dos funciones D(C) correspondientes al mismo precio del gas, pero a diferentes costos por la
instalacion del medidor.

La situacion planteaba seis preguntas. La primera de ellas inquiria cudl de las dos graficas
representaba la situacion en la que la instalacion del medidor era mas cara. Algunos estudiantes

tuvieron dificultades para responder esto; fue necesario indicarles que, para un consumo de cero
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litros de gas, en ambas graficas ya se tenia un costo a pagar. La informacion fue suficiente para
que dieran con la respuesta correcta.

La segunda pregunta consistia en especificar qué grafica representaba la situacion en la que el
litro de gas era mas caro. Hubo algunos aprendices que notaron que, al ser ambas rectas paralelas,
el precio del gas seria el mismo en ambos casos; pero una parte importante del grupo tuvo
problemas en esta pregunta, pues en la grafica no habia ninguna indicacion numérica y les
parecia necesario contar con alguna para responder. Algunos de estos alumnos definieron escalas
arbitrarias para tomar valores hipotéticos de consumo, que les daban precios hipotéticos a pagar.
Este método pronto fue adoptado por practicamente todos los estudiantes que habian tenido
dificultades con la pregunta. Al emplearlo, se obtiene una cantidad de dinero mayor para la recta
con la instalacion mas cara, lo que llevo a algunos a afirmar que el gas era mas caro para esa
recta; el profesor les recordd que, en la cantidad a pagar que habian encontrado, estaba incluida la
instalacion del medidor, la cual debia descontarse si lo que se buscaba era el precio del gas. Al
tomar esto en cuenta, llegaron a la conclusion correcta, el precio del gas era el mismo en ambos
Casos.

En la tercera pregunta se mostraba una lista de cuatro ecuaciones lineales, entre las que se
hallaban las correspondientes a las rectas de la grafica. Los alumnos debian indicar qué ecuacion
correspondia a cada recta. Conscientes ya de que la pendiente de las rectas era la misma y de que
la interseccion con el eje D era mayor en una que en la otra, la mayor parte del grupo determind
rapidamente las ecuaciones correctas. Pudo pasarse asi a la siguiente pregunta.

En la cuarta pregunta era necesario establecer cudl era el costo por la instalacion del medidor en
cada caso. Contando con las ecuaciones de las rectas, la pregunta fue resuelta en poco tiempo por
practicamente todo el grupo. Sélo algunos alumnos tuvieron dificultades para asociar la ordenada
al origen de las rectas con el costo de instalacion del medidor, pero no fue necesaria ninguna
intervencion; después de pensarlo un poco, lograron dar la respuesta correcta.

La quinta pregunta requeria hallar el precio del gas en cada caso. El método predominante para
encontrar la respuesta consistié en emplear las ecuaciones para calcular el precio a pagar por un
consumo dado de gas. Al resultado se le restaba lo correspondiente a la instalacion del medidor, y
la cantidad obtenida se dividia entre los litros de gas consumidos. Asi se obtenia el precio de un
litro de gas. También se registraron algunos estudiantes que evitaron este trabajo extra, notando

que el precio del litro de gas correspondia a la pendiente de las rectas. Al discutir grupalmente las
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respuestas a esta pregunta, varios aprendices cayeron en la cuenta de que habian trabajado mas de
lo necesario.

En la dltima pregunta se pedia suponer que un punto sefialado sobre una de las rectas
correspondia a un consumo de setenta litros de gas. El segmento de recta que iba desde este punto
hasta la segunda grafica era paralelo al eje D. Se debia encontrar el dinero total a pagarse por este
consumo, para ambas funciones. Una vez resueltas la preguntas anteriores, ésta no parecid
ofrecer dificultades importantes a la generalidad del grupo, que pudo encontrar las cantidades
solicitadas.

Como cierre de sesion, se discutieron los diferentes métodos y respuestas encontrados para cada
pregunta. Aunque se registraron algunas variantes, todo el grupo habia empleado esencialmente
las mismas ideas en sus soluciones, por lo que no fue dificil llegar a un acuerdo sobre las maneras
mas eficientes de proceder y respecto a las respuestas correctas a esta tarea.

Durante la siguiente sesion se aplico el instrumento post-test, lo cual se llevo a cabo sin previo
aviso a los estudiantes. Los resultados registrados en este instrumento, y su comparacion con los
del pre-test, arrojan luz respecto a los logros y limitaciones del ambiente de aprendizaje descrito

en las paginas precedentes. Esto se discute en profundidad en el apartado Analisis de los datos.

Disefio del instrumento para la evaluacion de la comprension.
Condiciones de su aplicacion.

Evaluar hasta qué punto se ha conseguido un aprendizaje con comprension hace necesario contar
con algln instrumento que permita explorar en qué medida los estudiantes son competentes en
tareas que impliquen la comprension de los temas a tratar. El modelo de comprension adoptado
hasta el momento estd basado en las conexiones entre representaciones internas de dichos
conocimientos, por lo que idealmente lo deseable seria contar con un instrumento con el cual
fuera posible observar directamente esta clase de conexiones; pero sucede que las
representaciones internas son entidades mentales no observables directamente. Al respecto,
Hiebert y Carpenter (1992) sugieren la posibilidad de trabajar con representaciones externas
(lenguaje hablado y escrito, graficas, objetos fisicos), al tiempo que otras fuentes (Moschkovich
etal., 1993; NCTM, 2000), proporcionan lineamientos concretos en el sentido de explorar en qué

medida los estudiantes hacen conexiones entre representaciones externas de una funcion (gréfica,
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algebraica, tabular, verbal), entre diferentes perspectivas del concepto (funcion como objeto y
funcién como proceso), y distinguen cudles son mas utiles en una situacion dada. Todo ello es
aplicable al caso particular de funciones lineales. Por su parte, Hiebert y Carpenter (1992)
afirman que una de las consecuencias del aprendizaje con comprension es que la habilidad para
transferir conocimientos a nuevas areas se ve afectada favorablemente.

De esta manera, para evaluar el grado de comprension del concepto de funcion, y en particular
del de funcion lineal, que los estudiantes poseyeran antes y después de la implementacion del
ambiente de aprendizaje, se diseid una prueba escrita constituida por 36 reactivos cuya
resolucion demanda las habilidades mencionadas, consideradas en la literatura como esenciales
para la comprension (Hiebert y Carpenter, 1992) de los conceptos de interés (Arteaga y Santos,
1999; Billings y McClure, 2005; Davis, 2005; Hines, 2002; Moschkovich, 2004; Moschkovich et
al., 1993; NCTM, 1989; NCTM, 2000; Schwartz y Yerushalmy, 1992; O’Callaghan, 1998).
Recapitulando, tales habilidades incluirian capacidad para moverse flexiblemente entre varias
representaciones y perspectivas de una funcion, asi como para transferir conocimientos a nuevos
contextos.

Para explorar ésta ultima habilidad, durante la implementacion del ambiente de aprendizaje los
contenidos fueron presentados dentro de contextos no matematicos. El instrumento de evaluacion
de la comprension incluyd unicamente tareas en contextos puramente matematicos, de modo que
para su resolucion los estudiantes tuvieron que transferir lo aprendido en un tipo de contexto, a
otro completamente diferente.

El instrumento de evaluacion de la comprension fue aplicado a los alumnos, de manera
individual, en dos momentos distintos: el primero, antes de comenzar con la implementacion del
ambiente de aprendizaje, cuando tomo el doble papel de un pre-test con el cual explorar el nivel
de comprension que los alumnos ya tenian sobre los conceptos a trabajarse, y el de una prueba
diagnoéstica que permitiera evaluar los conocimientos previos de los aprendices.

El segundo momento de su aplicacion fue una vez finalizada la implementacion del ambiente. En
esta segunda aplicacion, el instrumento sirvi6 como un post-test cuyos resultados fueron
comparados con los del pretest, con lo que se recabd informacion sobre la incidencia del
ambiente de aprendizaje en la comprension que los estudiantes alcanzaron sobre los conceptos

estudiados.
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Cabe mencionar que durante la implementacion del ambiente de aprendizaje, el autor sonde6 los

avances y dificultades de los alumnos en su trabajo en las tareas asignadas, con lo cual pudo

obtenerse informacion extra sobre el desarrollo de la comprension que los alumnos mostraban en

un tépico determinado (Hiebert y Carpenter, 1992; Pirie y Kieren, 1992). El analisis de las

respuestas de los estudiantes a las tareas, registradas en los materiales que les fueron

proporcionados —los cuales quedaron en poder del autor—, asi como las notas que el propio autor

tomaba en su bitacora de clase, han servido también como apoyo al instrumento de evaluacion de

la comprension.

El instrumento se presenta, tal y como lo recibieron los estudiantes para su solucion, en el anexo

2 de este trabajo. Las habilidades y conocimientos que se evalian en cada uno de los reactivos

que lo constituyen quedan especificadas en la tabla 2:

Tabla 2. Habilidades y conocimientos evaluados por reactivo.

Habilidades/Conocimientos Reactivo

Conceptos basicos: variable, funcion, funcion lineal. 1
2
3

Identificacion de los elementos dey = ax + b. 4a
4b

Identificacion de la forma de la grafica de y = ax + b. Perspectiva de 4c

funcidbn como objeto

Identificacion de regularidades en representaciones tabulares de relaciones 5

lineales. Perspectiva de funcidon como proceso. 6a

Paso de la representacion tabular a la representacion algebraica de una 6b

funcion lineal. Perspectiva de funcién como proceso.

Conocimiento del plano cartesiano. Paso de la representacion tabular a la 7

representacion grafica de una funcion lineal. Perspectiva de funcién como

proceso.

Conocimiento del plano cartesiano. Paso de la representacion algebraica a 8

la representacion grafica de una funcion lineal. Perspectiva de funcion

COMO Proceso.

Conocimiento del plano cartesiano. Paralelismo y pendiente. Perspectiva de 9a

funcidon como objeto.

Conocimiento del plano cartesiano. Intersecciones de graficas de funciones 9

lineales con el eje y. Perspectiva de funcion como objeto.

Paso de la representacion grafica a la representacion algebraica de 9¢

funciones lineales y cuadraticas. Perspectiva de funcion como objeto. lla-111
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Paso de la representacion grafica a la representacion algebraica de una 9d, 9d’,9d”’, 9d°
funcion lineal. Paso de la perspectiva de funcidén como objeto a la de 9e, 9¢’
funcidén como proceso. of, o

9g, 9¢’
Conocimiento del plano cartesiano. Paralelismo. Perspectiva de funcion 10a
como objeto. 10c
Paso de la representacion algebraica a la representacion grafica de una 10b
funcion lineal. Paso entre las perspectivas de funcién como objeto y como 10d
proceso.

Recabaciéon de datos.

La principal fuente de datos para valorar las comprensiones desarrolladas por los alumnos fue el
instrumento para la evaluacion de la comprension, consistente en una prueba escrita disefiada
siguiendo los lineamientos sugeridos por literatura pertinente (Hiebert y Carpenter, 1992,
Moschkovish et al., 1993). Esta fue aplicada antes y después de la puesta en practica del ambiente
de aprendizaje, y la comparacion entre los resultados de ambas aplicaciones permitidé explorar en
qué medida se lograron las comprensiones deseadas.

Por otra parte, durante la implementacion del ambiente de aprendizaje también se recabaron datos
concernientes al desarrollo de las comprensiones de interés. Durante cada sesion de trabajo con
los alumnos, éstos recibian un escrito con la tarea a realizar y espacio para escribir sus desarrollos
y respuestas. Dicho material quedo en poder del autor, constituyendo una suerte de registro del
desarrollo de la comprension de cada estudiante, asi como de algunos obstaculos y dificultades
que éstos encontraron durante la instrumentacion del ambiente de aprendizaje.

Finalmente, la bitdcora de clase del autor sirvié como apoyo a las dos fuentes de datos anteriores.
Durante y después de cada sesion de trabajo, se tomaban notas concernientes al desarrollo de la
clase, las dificultades que se presentaban y los modos de enfrentarlas, estrategias seguidas por los
estudiantes para resolver las tareas encomendadas, entre otras generalidades relacionadas con la

implementacion del ambiente.

Analisis de los datos.

Los datos recabados han sido analizados e interpretados bajo la luz del modelo de aprendizaje
con comprension de Hiebert y Carpenter (1992) y de los lineamientos sugeridos por
Moschkovich et al. (1993) y el NCTM (1989; 2000) en cuanto a la comprension de los conceptos

de funcion y funcion lineal. Estos datos son de naturaleza primordialmente cualitativa, y de su
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analisis es posible inferir hasta qué punto el ambiente de aprendizaje disefiado favorecid que los
estudiantes desarrollaran una comprension de los contenidos sefialados.

En particular, se examind en qué medida los estudiantes llegaron a comprender a las funciones
como relaciones de dependencia entre variables, que pueden ser representadas de diversas
maneras, y hasta qué punto eran capaces de realizar conexiones entre diversas representaciones y
perspectivas de estas entidades matematicas (Moschkovich, et al., 1993, NCTM, 1989; NCTM,
2000). También fue de interés evaluar el desempeno de los alumnos al transferir conocimientos
adquiridos en contextos no matematicos a contextos puramente matematicos. Recuérdese que,
siguiendo a Hiebert y Carpenter (1992), una consecuencia de la comprension es que esta clase de
procesos de transferencia se ve favorecida.

El instrumento de evaluacion de la comprension constd de una prueba escrita de 36 reactivos,
seleccionados siguiendo las sugerencias de literatura pertinente al tema de la comprension de
funciones (Moschkovich, et al., 1993). Como ya se hizo mencion, este instrumento fue aplicado
individualmente a los estudiantes, antes y después de la implementacion del ambiente de
aprendizaje al cual fueron sometidos. Esto, con la finalidad de evaluar en qué medida dicho
ambiente incidi6 en el desarrollo de comprensiones sobre los conceptos en estudio. En los
parrafos que siguen, se analizan los resultados encontrados al aplicar el instrumento antes de la
implementacion del ambiente (pre-test), después de dicha implementacion (post-test) para acto

seguido realizar una comparacion entre ambas pruebas.

Analisis de los resultados del pre-test

La aplicacion de este instrumento antes de la implementacion del ambiente de aprendizaje arrojé
los resultados consignados en la grafica 1, la cual especifica el nimero de respuestas ‘correctas’
(en una primera aproximacion; la mayoria de los reactivos permitia respuestas abiertas y en
muchos casos no se puede hablar de una respuesta absolutamente ‘correcta’ o ‘incorrecta’) para
cada reactivo. La prueba se aplicd a un total de 21 alumnos, de modo que 21 es el nimero

maximo de respuestas correctas que un reactivo hubiera podido registrar:
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Gréfica 1.
Respuestas correctas por reactivo, pre-test

18

16

14 -

12

NUumero de respuestas correctas

Las etiquetas del eje horizontal corresponden a los aspectos que, para la elaboracion de la gréfica,

fueron evaluados en reactivo; estos se enlistan a continuacion (puede también consultarse el

Instrumento de Evaluacion de la Comprension, incluido en el Anexo 2):

Tabla 3. Aspectos evaluados por reactivo

Reactivo Aspectos evaluados
1 Dar una definicion matematicamente correcta del concepto de variable.
2 Dar una definicion matematicamente correcta del concepto de funcion.
3 Dar una definicion matematicamente correcta del concepto de funcion lineal.
4a Identificar correctamente las variables de y = ax + b.
4b Identificar correctamente las constantes de y = ax+ b.
4c Especificar correctamente la forma de la grafica de y = ax+ b.
5 Identificar la regularidad que caracteriza a la representacion tabular de una funcion lineal.
6a Especificar verbalmente la regularidad hallada en la representacion tabular de una funcion
lineal.
6b Pasar correctamente de la representacion tabular de una funcion lineal a su representacion

algebraica.
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7,7 Graficar en un plano cartesiano los puntos especificados en la representacion tabular de
una funcién lineal.
(7°: No unir con una linea recta los puntos graficados en el reactivo anterior).
8 Pasar correctamente de la representacion algebraica de una funcion lineal a su
representacion grafica
9a, 9a’ Especificar que dos rectas paralelas tienen la misma pendiente.
(9a’: Especificar que la pendiente de funciones lineales decrecientes es negativa)
9 Especificar el signo de la ordenada al origen de funciones lineales cuyas representaciones
graficas estdn a la vista.
9c Identificar las ecuaciones correspondientes a las graficas de dos funciones lineales.
9¢’ (9¢’: En el reactivo anterior, especificar claramente qué ecuacion corresponde a qué
grafica)
9d Determinacion de las coordenadas del primer punto solicitado.
9d’ Determinacion de las coordenadas del segundo punto solicitado.
9d” Determinacion de las coordenadas del tercer punto solicitado.
9d>”’ Determinacion de las coordenadas del cuarto punto solicitado.
9¢ Determinacion de las coordenadas del quinto punto solicitado.
9¢’ Determinacion de las coordenadas del sexto punto solicitado.
of Especificar que varios segmentos paralelos al eje Y, los cuales unen dos puntos en dos
rectas paralelas, tienen la misma longitud.
9of Encontrar la longitud de los segmentos involucrados en el reactivo anterior.
9¢g, 9g’ Especificar que es posible conocer la longitud de un segmento paralelo al eje y, que una
dos puntos en dos rectas paralelas, si se conoce la de otro segmento de las mismas
caracteristicas. (9g’: Encontrar la longitud de dicho segmento)
10a Dibujar en un plano cartesiano la recta que se solicita.
10b Encontrar una ecuacion para la recta dibujada en el reactivo anterior.
10c Dibujar en un plano cartesiano la recta que se solicita.
10d Encontrar una ecuacion para la recta dibujada en el reactivo anterior.
11a-111 Asociar ecuaciones de funciones lineales y cuadraticas con sus correspondientes graficas.

Como puede observarse en la grafica 1, el desempeio de los estudiantes en el pre-test muestra, en

términos generales, una comprension mas bien pobre del concepto de funcion. Ningiin alumno

supo decir qué es una funcidon en matematicas (reactivo 2), ni resolver tareas que exigian el paso

de una representacion a otra para una funcion dada, o de una perspectiva a otra (reactivos 9c al

9¢). Tampoco hubo un estudiante que pudiera trasladarse correctamente de la representacion

grafica de una funcion lineal a su representacion algebraica (reactivos 10b y 10d)

Por otro lado, los aprendices fueron mas exitosos en tareas como la identificacion de

regularidades en representaciones tabulares de funciones lineales (reactivos 5 y 6a) y el paso de

esta representacion a la grafica (reactivo 7). Demostraron también capacidad para identificar dos
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rectas paralelas en el plano cartesiano (reactivo 9a), aunque ninguno de ellos mencion6 que las
pendientes de dos de tales rectas deben ser iguales.

Un andlisis reactivo por reactivo resulta de ayuda para profundizar en los resultados encontrados:

Reactivo 1.

Sélo dos de los alumnos a los que se aplico el pre-test pudieron dar una respuesta satisfactoria al
reactivo 1, el cual consistia en la pregunta ¢Qué es una variable?

Para que una respuesta fuera considerada matematicamente correcta, debia hacer especifico el
caracter de variacion de este concepto. En cambio, en las respuestas de los alumnos al pre-test
pudieron encontrarse concepciones erroneas que colocaban al término variable como sinénimo
de incognita (“Es una incognita en cualquier ecuacion”, “Es la incognita a despejar”), o hacian
referencia a representaciones graficas (“Es el eje de un plano cartesiano”, “Es una linea que se
trabaja en un plano cartesiano”). También se encontraron alumnos que expresaron no saber el
significado del término (cinco alumnos), y casos que dejaron la pregunta sin responder (tres
alumnos). Un estudiante escribid no recordar lo que es una variable, de donde podria decirse que
el término no le es completamente novedoso. Esto no seria de extrafiar si se toma en cuenta que,
de acuerdo al plan de estudios vigente (SEP, 1993), los alumnos se enfrentan al concepto en
cuestion desde el segundo afio de secundaria. Esta situacion también hace que llame la atencion
el reducido nimero de estudiantes que, en la aplicacion de esta prueba, pudieron dar una

definicidn matematicamente correcta de variable.

Reactivo 2.

El segundo reactivo preguntaba al estudiante ¢Queé es una funcién? Ningtin alumno supo dar una
respuesta satisfactoria a esta pregunta, cuando una respuesta matematicamente correcta —para el
nivel escolar de los jovenes— habria tenido que mencionar, de un modo o de otro, que una funcién
es a)una relacion entre variables, o b)un conjunto de parejas ordenadas.

En las respuestas a este reactivo se encontraron desde concepciones relativas al uso cotidiano de
la palabra (“Es para lo que sirve algo”) hasta otras en las cuales funcion es considerado sindonimo
de ecuacion (“Es una ecuacion”, “Es la ecuacion que se usa en el plano cartesiano para marcar
una linea”, mas cercano a una respuesta correcta, pero que carece del componente esencial de la

covariacion de dos cantidades) o parece confundirsele con la nocion de expresion algebraica
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(“Es cualquier operacion en la que intervenga una incognita”). No faltaron los casos de alumnos
que escribieron “No s¢€” (seis alumnos) o que dejaron el reactivo sin responder (tres alumnos).
Del mismo modo a lo encontrado en el reactivo 1, un estudiante expresd no recordar lo que es
una funcién, aunque no se tratd del mismo alumno que respondié de esa manera en el reactivo

anterior.

Reactivo 3.

En el reactivo 2 se preguntaba a los estudiantes qué es una funcion. El tercer reactivo lanzaba la
pregunta ¢Cuando se dice que una funcion es ‘lineal’ ? Para que una respuesta fuera considerada
matematicamente correcta, debia especificar de alguna forma que una funcién es lineal si su
representacion algebraica es una ecuacion lineal, y/o su representacion grafica es una linea recta
no vertical, y/o existe proporcionalidad entre incrementos correspondientes de las variables
dependiente e independiente.

Unicamente dos estudiantes dieron una respuesta de este tipo en el pre-test. Las concepciones
errobneas que se tenian sobre lo que es una funcién parecen haber afectado negativamente el
desempefio en este reactivo: al tomar funcion como sinénimo de ecuacion, se caia en el mismo
error en el caso funcion lineal-ecuacion lineal. Por otro lado algunas respuestas mostraban las
deficiencias en la concepcion de ecuacion lineal: “Cuando no tiene exponentes”, “Cuando el
exponente tiene valor 0”. Seis estudiantes expresaron no saber cuando una funcion se considera

lineal, mientras tres dejaron el reactivo sin responder.

Reactivo 4.
El reactivo 4 pedia identificar, en un contexto puramente matematico, los elementos de la

ecuacion Y = ax+b. El reactivo constaba de tres incisos:
4a) En primer lugar, se pedia a los alumnos identificar quiénes eran las variables en y = ax+Db.

Unicamente cuatro estudiantes dieron una respuesta correcta, lo que significaba indicar que x
y Y representan las variables en dicha ecuacion. Fue comun encontrar respuestas en el sentido
de que las variables de la ecuacion eran a 'y b, o incluso que ax representaba una variable y b
a otra. Si bien es posible decir que siendo X variable, la cantidad ax también lo serd, o que ay
b podrian tomar los roles de variables si se toma a X y Y como constantes, esto va en contra

de las convenciones aceptadas matematicamente. Convenciones que, si se toma en cuenta el



60

plan de estudios del nivel secundaria (SEP, 1993), no deberian resultar novedosas para los
alumnos. Ningln estudiante expresd no saber la respuesta, mientras tres dejaron el reactivo
sin responder.

4b) La segunda parte del reactivo 4 era un complemento de la primera, preguntando esta vez

quiénes serian las constantes de y =ax+Db. Soélo los cuatro alumnos que respondieron

correctamente la parte a) hicieron lo propio en este inciso. De modo semejante a lo hallado
en el inciso a), varios alumnos afirmaron que las constantes de la ecuacion serian X y VY,
unicamente Yy (el alumno que respondid esto habia establecido antes que las variables eran ax
+ b), 0 @, b y x. Es posible interpretar algunas de estas respuestas como “correctas”, si se
considera, por ejemplo, que tomando a y b como variables, X y y podrian tomar el papel de
constantes. Pero en cualquier caso, esto contradice la convencion aceptada.
Dos estudiantes escribieron “No s€” en este reactivo, mientras cuatro lo dejaron sin
responder.

4c) La tercera parte del reactivo 4 inquiria a los estudiantes sobre la forma de la gréafica de

expresiones del tipo Yy =ax+Db. Para que una respuesta fuera considerada correcta era

necesario que expresara, de alguna forma, que la grafica seria una linea recta. Solo cinco
estudiantes proporcionaron una respuesta en este sentido, siendo mas comunes afirmaciones
como “Lineal” (en caso de que los estudiantes entiendan por “linea” una linea recta, esta
respuesta podria considerarse correcta; pero ese no es necesariamente el caso). Dos
estudiantes escribieron que la grafica tendria “forma de U” o seria “una pardbola”. Siete

alumnos manifestaron no saber la forma de la grafica; cinco dejaron el reactivo sin contestar.

Reactivo 5.

Este reactivo presentaba una representacion tabular de una funcion lineal. Requeria unicamente
que los estudiantes observaran la regularidad presente en dicha tabla, y expresaran si percibian
dicha regularidad. Dieciocho estudiantes asi lo afirmaron. De los tres alumnos restantes, dos
dejaron el reactivo sin responder y el otro expresd no percibir la regularidad. Fue comun
encontrar que los estudiantes desatendian la consigna escrita, pues no s6lo escribian si percibian
la regularidad sino que ademads hacian intentos por describirla, cosa que s6lo debian realizar hasta

el siguiente reactivo.
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Reactivo 6.

Dividido en dos incisos, la consigna del reactivo 6 especificaba que s6lo debia ser respondido si

la respuesta al reactivo anterior habia sido afirmativa, a saber, si el alumno percibia la regularidad

existente en una tabla que representaba una relacion lineal.

6a) Se solicitaba al alumno describir verbalmente la regularidad que habia observado en la tabla
que se mostraba en el reactivo 5. Trece estudiantes describieron correctamente la regularidad,
estableciendo, de distintas maneras, que los nimeros de la segunda columna de la tabla eran
el triple de los de la primera. Un estudiante afirm6 “no recordar” la relacion que existia entre
ambas columnas de numeros, mientras tres omitieron responder. Los restantes describieron
relaciones incorrectas (“Sus diferencias son de 2, “los nimeros de la segunda columna se
obtienen sumando el doble de los de la primera mas 2”).

6b) La segunda parte del reactivo pedia a los estudiantes escribir la regularidad anterior
empleando una expresion algebraica. Una respuesta correcta debia presentar la ecuacion y =
3X o alguna variante equivalente a ella. Siguiendo este criterio, s6lo ocho alumnos dieron una
contestacion matematicamente correcta. Entre las respuestas equivocadas destacan el
intercambiar los papeles de las variables (“X = 3y”) o el malinterpretar el hecho de que y
crecia tres veces mas rapido que X (dando afirmaciones del tipo “y = X + 3”). Una alumna
habia escrito que los valores de y se obtenian, a partir de X, “sumando lo doble de ese numero
[X] y luego +2 para que nos dé el resultado”. Su traduccion algebraica de tal afirmacion fue y
= X* + 2, mostrando una deficiencia en su dominio del lenguaje algebraico.
Se encontré que un alumno expresd no saber escribir la ecuacion correspondiente, mientras

cuatro omitieron responder.

Reactivo 7.

El reactivo 7 mantenia relacion con los reactivos 5 y 6. Se le presentaba al estudiante un plano
cartesiano, y se le pedia graficar en ¢l los datos de la tabla mostrada en el reactivo 5. Una
respuesta matematicamente correcta requeria exclusivamente localizar y sefialar los puntos
indicados en la tabla. El error mds comin encontrado en esta tarea fue el unir los puntos con una
linea recta, pues no se solicitaba graficar la funcion lineal representada en la tabla: solo se

requeria graficar los puntos dados.
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Sélo cinco estudiantes realizaron exactamente lo que se pedia, a saber, limitarse a encontrar y
sefialar en el plano cartesiano los untos dados en la tabla (a esto se refiere la etiqueta 7° de la
Grafica 1). Sin embargo, practicamente todo el grupo (diecinueve alumnos) localizd
correctamente los puntos, cometiendo unicamente el error de unirlos después con una linea recta.
Este hecho parece mostrar que habia en el grupo un manejo aceptable del plano cartesiano,
aunque con poca claridad respecto al significado de unir puntos en dicho plano con una linea.
Sélo una alumna mostr6 dificultades con el uso del plano, al marcar las abscisas y ordenadas

correctas pero luego uniéndolas, por parejas, con segmentos de recta.

Reactivo 8.
Continuando con la representacion grafica de funciones lineales, en este reactivo se requeria que

los estudiantes obtuvieran la grafica de la ecuaciéon y =2X+1 en un plano cartesiano que se les

presentaba en el mismo reactivo.

Sélo cinco estudiantes obtuvieron la grafica solicitada. Ellos y varios otros de sus compaiieros
intentaron la resolucion del problema a través de métodos tabulares: daban valores —enteros— a X
y obtenian los correspondientes valores de y. A partir de esta informacion, marcaban algunos
puntos en el plano y los unian con una recta. El hecho de que no se encontrara ninglin intento por
resolver esta tarea siguiendo un método distinto sugiere que los estudiantes habian desarrollado
una comprension de las ecuaciones con dos variables como ‘“recetas numéricas” (Schwartz y
Yerushalmyu, 1992, p. 265), y que posiblemente no eran capaces de concebirlas como objetos. Es
razonable suponer que, al enfrentarse al concepto de funcion durante el ambiente de aprendizaje
implementado, lo hicieran primeramente desde una perspectiva de proceso. Durante dicha
implementacion se pretendié que, paulatinamente, pudieran percibir a las funciones como objetos
y llegaran a pasar de una perspectiva a otra con flexibilidad.

Entre los errores encontrados al tratar de resolver este reactivo se encuentran desde

equivocaciones al evaluar la expresion Yy =2Xx+1 hasta dificultades para entender lo que

significa obtener la grafica de dicha expresion: por ejemplo, un estudiante sefialé en el plano los
puntos (0, 1) y (2, 0) (quiza atendiendo a los valores de los parametros ay b en la ecuacion dada,
relacionando a con el eje de las abscisas y b con el de las ordenadas) y los uni6é con un segmento

de recta, anotando a su lado la expresion cuya grafica se solicitaba.
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Cuatro estudiantes manifestaron no saber como obtener la grafica requerida, y tres no dieron

respuesta alguna.

Reactivo 9.

Este reactivo constituia un problema mas extenso que el resto de los incluidos en el instrumento
de evaluacion de la comprension. El problema, tomado del trabajo de Moschkovich et al. (1993),
busca que en su solucion el aprendiz se mueva entre las perspectivas objeto y proceso de una
funcion, asi como entre las representaciones grafica y algebraica de la misma. Se le reproduce

integramente a continuacion (también puede encontrarsele en el Anexo 2):

9. Observa la grafica siguiente y responde:

¥
I
1T d

a
U\
(R =
b £
f

a. /Qué puedes decir sobre las pendientes de las rectas [ y I1?

b. (Qué puedes decir de las intersecciones de ambas rectas con el eje y?

c. La siguiente lista incluye las ecuaciones de las dos rectas. Sefiala a qué ecuacion

le corresponde cada recta:

y=2X+6 y=-2x-2

y=2x-6 y=-2X+6
d. Encuentra las coordenadas de los puntos a, b, ¢ y d, sabiendo que los segmentos

cd y ef son paralelos al eje y.

e. Sila coordenada X del punto e es 5, encuentra su coordenada Y y las coordenadas

del punto f. ; Aparenta esto ser correcto en la grafica?
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f.  Encuentra las longitudes de los segmentos ef, cd y ab. ;Tiene sentido tu

resultado? ;por qué?

g. Dibuja otro segmento que conecte ambas rectas, paralelo al eje y. ;Puedes
predecir su longitud sin saber las coordenadas de sus extremos? Explica. ;La

ecuacion seria util en esta tarea? ;por qué?

El problema comienza presentando las graficas de dos funciones lineales. Parece ser que esta
representacion hace sobresalir el aspecto de objeto de una funcidon (Schwartz y Yerushalmy,
1992), de modo que quien comienza a trabajar en el problema tenderd a resolverlo desde esa
perspectiva. De hecho, los primeros tres incisos pueden resolverse enteramente dentro de ella,
efectuando conexiones entre las representaciones grafica y algebraica de las funciones
involucradas; sin embargo, al avanzar al inciso d), el problema requiere que quien lo resuelve
pase a una perspectiva de proceso, mientras sigue moviéndose entre las representaciones grafica
y algebraica. La literatura (Moschkovich et al., 1993) reporta que realizar este cambio de
perspectiva resulta problematico para estudiantes de nivel medio superior, y que se trata de una
habilidad que no se desarrolla facilmente.
9a) Para que una respuesta se considerara completamente correcta, debia contener la afirmacion
de que las pendientes de las rectas eran iguales (en la gréafica 1, etiqueta 9a) y negativas
(etiqueta 92a’). En la aplicacion del pre-test, ningiin estudiante estableci6é alguna de las dos
afirmaciones. Por el contrario, la mayor parte de ellos (diecisiete) notd que las lineas eran
paralelas, pero no menciond mas. El resto de los aprendices hizo afirmaciones falsas, como
que las rectas eran perpendiculares o que eran paralelas al eje .
9b) La segunda parte del reactivo 9 se referia a las intersecciones de las rectas presentadas con el
eje Y. Una respuesta completa exigia mencionar que una de ellas era negativa y la otra
positiva, aunque afirmar que una era mayor que la otra también se considero
matematicamente correcto. Sin embargo, s6lo uno de los alumnos dio una respuesta que en
este sentido resultara satisfactoria. Seis estudiantes expresaron no saber qué decir al respecto,
en tanto que dos dejaron la pregunta si responder. El resto lanzé afirmaciones diversas pero
que no cumplieron con los criterios para ser consideradas “correctas”, entre las que se
encontraron “que las intersecciones son en el centro” o “que forman dngulos y son

perpendiculares”. Es de notar que dos alumnos, dejando practicamente de lado lo que se
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preguntaba, manifestaron que al ser paralelas las rectas involucradas, los segmentos ab, dc y
ef (ver la grafica incluida en el texto del reactivo 9) tendrian la misma longitud.

9¢) Este tercer inciso presentaba una lista de cuatro ecuaciones lineales, entre las cuales se
encontraban las de las graficas involucradas. Se solicitaba al estudiante que sefalara qué
ecuacion correspondia a cada recta. Ningiin alumno indicod correctamente las ecuaciones de
las dos rectas. Ocurrid, sin embargo, que algun aprendiz sefialaba una ecuacién correcta pero
no indicaba a qué recta corresponderia (faltando a lo solicitado en la consigna). Debido a
esto, en la Grafica 1 la etiqueta 9c se refiere a elegir las ecuaciones correctas, mientras que
9¢’’ indica haber sefialado a qué recta correspondia cada una.
Tres estudiantes escribieron no saber qué ecuacion debia asociarse a cada recta; otros tres
dejaron el reactivo sin realizar ninguna indicacion.

9d) Mientras que los incisos anteriores podian ser resueltos completamente dentro de la
perspectiva de funcidén como objeto, el inciso d) requiere que se pase a una perspectiva de
funcion como proceso. Concretamente, se le pedia al alumno que encontrara las coordenadas
de los puntos a, b, c y d (ver la grafica incluida en el texto del reactivo). Ninglin estudiante
pudo hacerlo, encontrandose que varios (siete) manifestaban no saber como proceder para
encontrar las coordenadas solicitadas. Uno escribidé no recordarlo, mientras otros trataron de
resolver la tarea definiendo arbitrariamente una unidad de longitud sobre los ejes de la grafica
para asi asignar coordenadas a los puntos en cuestion (en la Gréfica 1, las etiquetas 9d, 9d°,
9d’’ y 9d’”’ corresponden a hallar las coordenadas de los puntos a, b, € y d, respectivamente).
Siete aprendices omitieron responder este inciso.

9¢) Con la coordenada X del punto e (ver grafica) dada, se pedia a los estudiantes encontrar su
coordenada Yy, asi como las coordenadas del punto f. Tampoco en este inciso hubo un
estudiante que pudiera encontrar las coordenadas solicitadas (en la Grafica 1, las etiquetas 9e
y 9¢’ corresponden a hallar las coordenadas de e y f, respectivamente). De hecho, cinco
estudiantes afirman no saber como encontrar las coordenadas solicitadas, en tanto que diez no
dieron respuesta alguna.
Ninguno de los estudiantes que traté de resolver el inciso parecid utilizar las ecuaciones
dadas, intentando determinar las coordenadas que se solicitaban asignando una unidad de

longitud arbitraria a cada eje en la grafica en cuestion.
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91) Resolver este inciso requeria que los estudiantes notaran que, al ser paralelas las rectas [ y II
(ver grafica incluida en el texto del reactivo 9) los segmentos ab, cd y ef tendrian la misma
longitud: 8 unidades. En la Grafica 1, la etiqueta 9f corresponde a que los alumno notaran el
primer hecho (los segmentos miden lo mismo) mientras la etiqueta 9f” sirve para indicar si el
estudiante pudo hallar la longitud correcta de los segmentos.

Sélo dos aprendices notaron que los segmentos deberian tener la misma longitud, y ninguno
pudo encontrar su valor. Siete alumnos escribieron “No s¢” mientras doce no dieron respuesta
alguna.

9¢g) El ultimo inciso del reactivo 9 pedia dibujar un segmento que conectara las rectas I y II (ver
grafica), paralelo al eje y, y determinar si era posible hallar su longitud sin conocer las
coordenadas de sus extremos. Dar una respuesta correcta requeria haber determinado las
ecuaciones de las rectas en cuestion; notar su paralelismo pudo haber sido de ayuda pero no
era indispensable.

Ninguno de los alumnos pudo responder correctamente este inciso. Quince de ellos omitid dar

respuesta, seis afirmé no saber como encontrar lo que se solicitaba.

Reactivo 10.

Este reactivo involucra habilidades que en la literatura son consideradas esenciales para la
comprension de las funciones lineales (Moschkovich et al., 1993). Se le transcribe integramente a
continuacion:

10. a) En el siguiente plano cartesiano, dibuja una linea paralela a y = 2X — 5, que pase por
el origen.
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b) Encuentra una ecuacion para la recta anterior y escribela a continuacion.

¢) En el mismo plano, dibuja una linea paralela a las anteriores, que pase por el
punto (1, 4).

d) Encuentra una ecuacion para la recta anterior y escribela a continuacion.

El problema, modificado a partir de una tarea que aparecio en la Nacional Assesment of
Educational Progress del ano 1990 (referida en Moschkovich et al., 1993), exige en su solucion
un empleo flexible de las perspectivas de objeto y proceso de una funcion lineal, mientras se
realizan conexiones entre las representaciones grafica y algebraica de las funciones involucradas.
Debe mencionarse que de acuerdo a lo reportado (Moschkovich et al., 1993), este problema
plantea un reto serio incluso para alumnos del doceavo grado (en el sistema escolar
norteamericano): unicamente el 16% de los estudiantes que presentaron esa evaluacion dibujo las
rectas requeridas y escribid sus ecuaciones correctamente.

Resolver el primer inciso del problema 10 requiere, esencialmente, la habilidad de localizar el
origen en la grafica, la rectay = 2x—5, y comprender el término paralela (es notable el hecho de
que, segin Moschkovich et al., s6lo 32% de los estudiantes de doceavo grado que presentaron la
evaluacion en 1990 respondieron correctamente esta parte del problema).

Una manera de atacar el siguiente inciso es como sigue: en primer lugar, el problema puede
resolverse puesto que para determinar una recta, en cualquiera de sus representaciones, bastan
dos trozos de informacién independientes (como dos puntos por los que pasa esta recta, los
valores de su pendiente y su ordenada al origen, etc.) Por otro lado, dado que la ecuacion de la

recta dada se presenta en la forma y =ax+b, resulta razonable usar esa forma. Comprendiendo

el papel de cada letra en esa ecuacion, la cuestion se reduce a hallar los valores correctos de los
parametros ay b.

La perspectiva de funcidon como objeto resulta natural para encontrar a (Moschkovich et al.,
1993), dado que la pendiente es un atributo de una recta como un todo. Conociendo el significado
del término paralela, se concluye rapidamente que dos rectas paralelas tienen la misma
pendiente, de modo que la recta solicitada tendra el mismo valor de a que la recta dada. De este
modo, a = 2. Queda por determinarse el valor de b. Pero puesto que la recta solicitada debe pasar
por el origen, se sabe que su interseccion con el eje Y es cero, de modo que b = 0. Queda entonces
y = 2X, con lo que el inciso b) esta resuelto.

La tercera parte es similar a la primera, requiriéndose basicamente las mismas habilidades en

ambas. La tarea se vuelve matematicamente mas compleja al avanzar hacia la parte d). Después
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de hallar el valor de a de un modo similar a como se hizo en el inciso b), debe encontrarse el
valor del parametro b. Es en este punto en el que se requiere un cambio de perspectiva: la
informacioén del problema establece que la recta solicitada pasa por el punto (1, 4). Explotar
correctamente este dato necesita que el sujeto esté familiarizado con el hecho de que, si un punto
del plano estd sobre una recta, entonces sus coordenadas satisfaran la ecuacion que la representa
algebraicamente. Desde una perspectiva de funcion como proceso, esto significa que la ecuacion

que se busca debe producir el valor y = 4 cuando se hace X = 1. Esto da 4 =2(1)+b, de donde b

=2,y la ecuacion solicitada es y = 2X + 2.

Conviene recalcar que, si bien el experto en la materia podria encontrar el andlisis anterior

excesivamente detallado para una tarea tan aparentemente sencilla, la evidencia parece indicar

que el estudiante de bachillerato, todavia en sus primeros pasos en el dominio de las funciones,

necesita seguir una trayectoria similar a la descrita para desarrollar un aprendizaje con

comprension de tales conceptos. No debe olvidarse que muchos de los elementos que pueden

parecer triviales para el experto resultan fuentes mayores de dificultad para el aprendiz

(Moschkovich et al., 1993).

10a) El primer inciso requeria unicamente el trazo de una recta con las caracteristicas dadas, pero
solo seis estudiantes lo realizaron correctamente. Un alumno trat6 de marcar puntos sobre el
plano, los cuales definieran una recta que reuniera las caracteristicas deseadas. Sin embargo,
so6lo marco dos de estos puntos y no los unid; aparentemente renuncié a ese camino de
solucion. Se encontraron también respuestas que eran definitivamente incorrectas: un

alumno trazo la recta y = —X, otros dibujaron rectas que pasaban por el origen pero no eran

paralelas a la dada. Siete estudiantes dejaron el problema sin solucion.

10b) Aqui se pedia hallar una ecuacion para la recta dibujada en el inciso anterior. Ningun
estudiante lo hizo correctamente. Se encontr6 una gran variedad de respuestas: dos alumnos
pretendieron encontrar la ecuacion deseada cambiando los signos de la ecuacion dada,

obteniendo y=-2Xx+5 y y=-2x-5. Otros afirmaron que la ecuaciéon seria y=X o

intentaron hallarla sumando algtn valor constante a ésta Gltima.
Un alumno expresé no saber como encontrar la ecuacion, otro escribid no recordar como
hacerlo. Diez no dieron respuesta alguna.

10c) Aumentando la complejidad de la tarea, se pedia ahora dibujar una paralela a la recta dada a

través del punto (1, 4). Solo un estudiante dibujo la recta solicitada, mientras cuatro
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parecieron tener problemas con la notacion convencional (X, Y): trazaron segmentos de recta
que unian los puntos (0, 4) y (1, 0), o sefalaban el punto (4, 1) —sin dibujar nada mas—. Otros
trataron de dibujar rectas paralelas a la dada, pero que no pasaban por (1, 4). Unos mas
seflalaban el punto (1, 4), pero no dibujaron la recta solicitada. Un estudiante escribié “No
s€”, mientras siete dejaron el inciso sin contestar.

10d) El ultimo inciso solicitaba encontrar una ecuacion para la recta anterior. De nueva cuenta,
s6lo un alumno encontrd una ecuacion correcta para la recta en cuestion: y =2X+2. Se
registraron varios intentos, que aparentemente trataban de obtener la respuesta directamente
de las coordenadas del punto por el que la recta debia pasar, (1, 4). Asi, algunos alumnos

escribieron ecuaciones como Yy = X—4 o y = X+4. Otras respuestas fueron las expresiones
—2y+4,0 x=1y+4. Un estudiante afirmé no saber como proceder, doce no respondieron

el inciso.

Reactivo 11.

Este reactivo estaba compuesto por nueve incisos, y mostraba, de un lado de la hoja, una lista de
nueve funciones en su representacion algebraica, algunas lineales y otras cuadraticas. Frente a
esta lista, aparecian las representaciones graficas de ocho de las funciones anteriores. La consigna
era asociar cada ecuacion con su grafica correspondiente. El incluir més ecuaciones que graficas
pretendia minimizar las posibilidades de que los estudiantes respondieran el reactivo al azar.

11a) Tres alumnos asociaron correctamente Yy =3X+1 con su grafica. Siete dejaron el inciso en

blanco. El resto efectud asociaciones incorrectas. La tabla siguiente muestra la frecuencia

con la que se asociaron distintas graficas con la ecuacion y =3x+1:

Grafica Numero de alumnos que la asocio con la ecuacion Yy =3X+1
y=3x+1 3
y=-x 2
y=Xx-2 3
y=-2x-3 1
y=X 2
y=x>-2 1
y=-Xx+1 1
y= X2 +1 1
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11b) Tres alumnos asociaron Yy =-X> con la grifica que le correspondia, mientras ocho

omitieron dar respuesta. Las frecuencias con las que los estudiantes asociaron las graficas

disponibles con esta ecuacion se muestran en la tabla siguiente:

Grafica Numero de alumnos que la asoci6 con la ecuaciéon y = —X°
y=3x+1 4

y=-x 3

y=Xx-2 0
y=-2x-3 0

y=X 1
y=x>-2 4
y=-x+1 0

y= X2 +1 1

11c) Tres estudiantes supieron asociar correctamente Yy = X—2 con la grafica que le correspondia.

Diez no asociaron la ecuacion a grafica alguna. Las frecuencias con las que el grupo asocio las

graficas mostradas con la ecuacion Y = X —2 se especifican a continuacion:

Grafica Numero de alumnos que la asocid con la ecuaciéon Y = X —2
y=3x+1 3
y=-x !
y=Xx-2 3
y=-2x-3 0
y=X 1
y=x>-2 1
y=-x+1 0
y= X2 +1 2

11d) Cuatro estudiantes asociaron Y =-2X—3 con la grafica que le correspondia. Diez dejaron el

inciso sin responder. A continuacion se consignan las frecuencias con las que los alumnos que

contestaron el inciso asociaron diversas graficas a esta ecuacion:

Grafica Numero de alumnos que la asoci6 con la ecuacion Yy = —2X—3
y=3x+1 0
y=-x !
y=Xx-2 4
y=-2x-3 4
y=X 0
y=x>-2 1
y=-x+1 0
y= X2 +1 1
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11e) Seis estudiantes parecieron notar que la grafica de y = —3%’ no aparecia en la lista, por lo que
esa ecuacion no debia asociarse con ninguna grafica. Por otro lado, se ha considerado que un
estudiante no habia contestado a este inciso cuando habia dejado en blanco mas de la mitad de los
que constituian el reactivo. Nueve estudiantes se encontraron en este caso. Las frecuencias con que

el resto de los alumnos asoci6 distintas graficas a esta ecuacion se muestran en la tabla (un alumno

asoci6 dos graficasa Yy =—3X>,lade y=%> -2 ylade y=-X’):

2

Grafica Numero de alumnos que la asocid con la ecuacion Yy = —3X
y=3x+1 0
y=-x 1
y=x-2 1
y=-2x-3 2
y=X 1
y=x*-2 1
y=-x+1 0
y= X2 +1 1

11f) Siete alumnos asociaron correctamente Y = X con su grafica. Otros siete dejaron el inciso en

blanco. El resto le asoci6 distintas graficas, con las siguientes frecuencias (un estudiante la asocio

con dos graficas; una, la correcta, Yy = X, y otra, lade y=—-X+1):

Grafica Numero de alumnos que la asocio con la ecuaciéon Yy = X
y=3x+1 0
y=-x 3
y=x-2 1
y=-2Xx-3 0
y=X 7
y=x*-2 0
y=-x+1 1
y= X2 +1 2

11g) Dos estudiantes asociaron Y = X> —2 con su grafica. Diez dejaron el inciso sin responder. Las

frecuencias con las que los aprendices asociaron a esta ecuacion distintas graficas aparecen a

continuacion:
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Grafica Numero de alumnos que la asoci6 con la ecuacién y = X* —2
y=3x+1 1

y=-x 1

y=Xx-2 0
y=-2x-3 2

y=X 1
y=x*-2 2
y=-x+1 4

y= X2 +1 0

11h) En el pretest, ningiin estudiante pudo asociar la ecuacion Y =—X+1 con su correspondiente
grafica. Trece dejaron el inciso sin respuesta, siendo éste el que registr6 mayor numero de omisiones
entre todos los que constituyeron el reactivo 11. Los alumnos asociaron varias graficas a esta

ecuacion, con las frecuencias especificadas en la tabla:

Grafica Numero de alumnos que la asocid con la ecuacién Yy = —X+1
y=3x+1 1

y=-x !

y=Xx-2 0
y=-2x-3 3

y=X 0
y=x>-2 1
y=-x+1 0

y= X2 +1 2

11i) Cinco estudiantes respondieron correctamente el ultimo inciso del reactivo 11, mientras que diez

estudiantes lo dejaron sin respuesta. La tabla siguiente presenta las frecuencias con las que los

. . , - — 2
alumnos asociaron varias graficas a la ecuacion y = X" +1:

Grafica Numero de alumnos que la asoci6 con la ecuacion y = X* +1
y=3x+1 0

y=-x 0

y=Xx-2 0
y=-2x-3 1

y=X 0
y=x>-2 1
y=-x+1 4

y= X2 +1 5




73

Por lo que puede observarse en las tablas anteriores, parece ser que, en el momento en que el pre-test fue
aplicado, el paso entre las representaciones algebraica y grafica de funciones lineales y cuadraticas
suponia una dificultad importante para los estudiantes. Es notorio el hecho de que varios de ellos
asociaron la ecuacion de una funcidn lineal con la grafica de una funcion cuadratica (incisos 11a, 1lc,

11d, 111, 11h) y viceversa (incisos 11b, 11e, 11g, 11i).

De acuerdo con los resultados arrojados por la aplicacion del pre-test, los estudiantes poseian, al comienzo
de la implementacion del ambiente de aprendizaje, una comprension poco desarrollada sobre los
conceptos de interés: funciones —en general- y funciones lineales —en particular—. El andlisis de los
resultados obtenidos con la aplicacion del post-test, y su comparacion con los ya expuestos, permitira

evaluar en qué medida el ambiente de aprendizaje incidid en el desarrollo de comprensiones mas ricas.

Anadlisis de los resultados del post-test

Concluida la implementacion del ambiente de aprendizaje, los alumnos fueron sometidos a una
prueba post-test con la finalidad de evaluar las comprensiones que hubieran desarrollado sobre
los conceptos en estudio. La grafica 2 presenta el nimero de respuestas correctas registradas para
cada reactivo en esta prueba (al igual que como sucede en la Gréfica 1, algunos reactivos
permitian respuestas abiertas dificilmente calificables como absolutamente ‘“correctas” o
“incorrectas”, de manera que la Grafica 2 es s6lo una primera aproximacion a los resultados del
post-test):

Grafica 2.
Respuestas correctas por reactivo, post-test
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Cada etiqueta del eje horizontal corresponde a un aspecto que, en cada reactivo, se evalud para
construir la Gréafica 2 (aspectos idénticos a los considerados en la elaboracion de la Grafica 1; ver
la tabla 3 en el apartado Andlisis de los resultados del pre-test).

En términos generales, al trabajar en este instrumento los estudiantes mostraron comprensiones
de cierto nivel sobre el concepto general de funcion —y el de funcidn lineal en particular—. Mas de
la mitad de los alumnos dio respuestas matematicamente correctas en reactivos relativos a
conceptos basicos (2 a 4b), en tareas que requerian observar la regularidad en la representacion
tabular de una funcion lineal y el paso a su representacion grafica (reactivos 5 a 7), o el paso de la
representacion grafica a la algebraica (reactivos 9c, llc, 1le, 11f), y viceversa (reactivo 8).
Igualmente ocurri® con problemas en los que el aprendiz debia moverse entre las
representaciones grafica y algebraica mientras también lo hacia entre las perspectivas de funcion
como objeto y funcidén como proceso (reactivos 9d, 10a-10d).

Se observo un desempetio ligeramente inferior en tareas como la planteada en la pregunta 9b, que

requeria una correcta interpretacion grafica del parametro b (en y =ax+b), o en el reactivo 9f,

en cuya solucion estaba involucrada la habilidad de moverse entre diferentes representaciones y
perspectivas de una funcion lineal (de un modo similar a lo que ocurria en los reactivos 9d, 10a-
10d, en los cuales, sin embargo, el desempefio fue levemente superior). Las preguntas 11d, 11hy
11i se encuentran en el mismo caso, pues requiriendo habilidades similares a las de otros
reactivos (paso entre representaciones grafica y algebraica en una perspectiva de proceso)
obtuvieron resultados poco por debajo de los de aquellos.

Por otra parte, el nimero de respuestas correctas fue sensiblemente menor en algunos reactivos
que, desde el punto de vista de las habilidades requeridas en su solucion, no eran sustancialmente
distintos a los ya mencionados. Es el caso de las tareas planteadas en las partes tercera y cuarta de
la pregunta 9d, y de la 9¢ a la 9g (paso entre representaciones y perspectivas), o las preguntas
Ila, 11b y 1lg en las cuales era necesario que el estudiantes se moviera entre las
representaciones grafica y algebraica de funciones lineales y cuadraticas. También se encontraron
resultados poco favorables en una pregunta relacionada con el uso correcto del plano cartesiano
(7°, ningun estudiante dio una respuesta matematicamente correcta y completa), y en otra relativa

a la interpretacion grafica del parametro aen y = ax+b (9a’, no hubo tampoco un estudiante que

diera una respuesta matematicamente correcta y completa). El bajo desempefio se observd

asimismo en dos preguntas sobre conceptos basicos (1 y 4c), y en la segunda parte del reactivo
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9c, donde era necesario efectuar conexiones entre representaciones grafica y algebraica de
funciones lineales.

Un andlisis reactivo por reactivo sera util para profundizar en estos resultados:

Reactivo 1.

Ante la pregunta ¢QuUé es una variable?, una respuesta matematicamente correcta debia hacer
especifico, de alguna manera, el caracter de variacion de este concepto. En el post-test, se
encontrd6 que nueve estudiantes proporcionaron una respuesta de este tipo. Cuatro no dieron
respuesta alguna, y no hubo un alumno que expresara no saber qué contestar.

Entre las respuestas consideradas como incorrectas se encontraron afirmaciones que reflejaban
una comprension limitada del concepto, circunscribiéndolo al &mbito algebraico y/o
identificandolo con un valor determinado, el cual no variaria (“es el valor que pueden tomar y o
X’, “es el valor que toman las cantidades dependiente e independiente en una tabla o grafica”).
También se encontraron respuestas que reducian el concepto a aquellas variables que “aparecen
en una funcion lineal”. Un alumno identifico variable e incdgnita como sindnimos.

Estas respuestas se obtuvieron después de que los estudiantes participaron en un ambiente de
aprendizaje disefiado con el fin de favorecer la comprension de la nocion de funcion, y
particularmente de funcion lineal. Se habrian esperado mejores resultados en este reactivo, siendo
que el concepto de variable esta intimamente ligado al de funcion. Sin embargo, hay por lo
menos dos factores que deberian tomarse en cuenta: uno de ellos es el bajo nivel de comprension
—sobre estos topicos— con el cual los estudiantes contaban al iniciarse el trabajo en el ambiente de
aprendizaje. El otro factor tiene que ver con el propio disefio del ambiente, el cual tal vez, al
poner el acento en la nocion de funcion, descuidd otros conceptos relacionados, entre ellos el de

variable.

Reactivo 2.

Apoyando esta posibilidad, se encontr6 que practicamente todos los estudiantes dieron una
respuesta matematicamente correcta a la pregunta ¢Qué es una funcion?, cuando hacerlo requeria
que de un modo u otro se especificara que una funcion es a) un tipo de relacion entre variables o
b) un subconjunto del producto cartesiano de dos conjuntos. En el ambiente de aprendizaje se

busco que los alumnos llegaran a una definiciéon de funciéon acorde con la primera opcion,
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siguiendo las sugerencias de la literatura (Hines, 2002; Sierpinska, 1988, citada en Tall, 1992, p.
497), segun las cuales la segunda opcion, si se emplea para introducir el concepto, tiende a hacer
que las diversas representaciones de una funcién pierdan su significado y se perciban
esencialmente como aisladas.

Dado lo anterior, era de esperarse un nimero importante de respuestas que definieran funcion en
términos de una dependencia, covariacion, o relacidon entre variables, como realmente ocurrié. Un
total de dieciocho alumnos lo hizo asi, encontrandose, por otro lado, s6lo un estudiante que dejé
el reactivo sin respuesta y ninguno que afirmara no saber qué responder.

Entre las respuestas consideradas como matematicamente incorrectas se encontrd la afirmacion
de que una funcion es “la cantidad de variables que puede tener una ecuacion”, o definiciones
mas imprecisas como “‘es algo que depende de otra cosa”, en la cual estd presente la nocion de

dependencia pero aparentemente se identifica funcion con variable.

Reactivo 3.

Diecinueve de veintitin estudiantes dieron una respuesta correcta a la pregunta ¢Cudndo se dice
que una funcion es lineal?, lo cual significaba que de alguna forma establecieran que hay
linealidad si la representacion algebraica de una de estas funciones es una ecuacion lineal, y/o su
representacion grafica es una linea recta (no vertical), y/o se tiene proporcionalidad entre
incrementos correspondientes de las variables dependiente e independiente. Un estudiante omitid
responder a la pregunta y otro afirmé que una funcion seria lineal cuando “su ecuacion no esta
elevada al cuadrado [condicidn que, si se interpreta como que son las variables las que no deben
estar elevadas al cuadrado, es necesaria pero no suficiente], también podria ser cuando esta va
consecutiva [condicion que parece hacer referencia a la proporcionalidad, pero sin llegar a
establecerlo claramente]”.

Dado que durante la implementacion del ambiente de aprendizaje se puso el acento sobre esta
clase de funciones, el resultado obtenido es el esperado. Sin embargo, como ya se ha mencionado
y se analiza en detalle mas adelante, algunos reactivos cuya solucidon requeria el empleo de
habilidades esenciales para la comprension de funciones lineales demostraron ser dificiles de

resolver para los estudiantes.
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Reactivo 4.

El reactivo 4 contenia tres incisos, todos construidos alrededor de la representacion algebraica

y =ax+Db. En el primero de ellos, los estudiantes debian identificar correctamente las variables

de esa ecuacion; en el segundo, se les pedia hacer lo mismo con las constantes de la misma, y en

el tercero se les preguntaba por la forma que tendria la grafica de una ecuacion de ese tipo.

4a).

Un total de catorce alumnos identifico correctamente las variables de y=ax+Db,

estableciendo —en concordancia con la convencion aceptada— que éstas son X y Y. De los
siete estudiantes restantes, uno omitié responder el reactivo mientras seis dieron respuestas
diversas, entre las que se encontraron que “y es la variable”, o que “y es la variable
dependiente, ax + b la dependiente” (respuesta que sugiere una comprension poco
desarrollada del concepto de ecuacion, al igual que “y es la variable, ax + b es la
constante”). Se encontraron tres casos en los que se respondi6é que “y y a son las variables”,
o que lo son “y y b”, lo cual podria interpretarse como correcto si se toma a Xy b —o a
como constantes (inciso siguiente), cosa que solo realizd uno de éstos alumnos. De cualquier

modo, este tipo de afirmaciones no concuerdan con la convencion aceptada.

4b). Trece de veintiin estudiantes sefialaron que las constantes en y=ax+b sonay b, lo cual

4¢).

constituia la tnica respuesta que se consideré6 matematicamente correcta. Tres aprendices
dejaron el reactivo sin respuesta; cinco contestaron de forma incorrecta al afirmar, por
ejemplo, que unicamente b es constante (dos estudiantes), o que lo es la expresion ax. Como
se comentd en el inciso anterior, en un caso un alumno establecid que, mientras y era
variable, ax + b era constante, lo cual lleva a pensar que no consiguié desarrollar una
comprension robusta de la nocién de ecuacion. En un caso mas, se afirmd que mientras las
variables serian Yy y &, las constantes serian X y b. Si bien la respuesta podria interpretarse
como correcta, esta en desacuerdo con la convencion aceptada.

El tercer inciso requeria que se mencionara que la grafica de una ecuacion del tipo
y = ax+b es una linea recta. Diez estudiantes lo hicieron asi. No se considerd correcto decir
unicamente que la grafica era “lineal” (tal fue la respuesta de cinco alumnos), pues dicho
término no es, rigurosamente, sinénimo de “linea recta” —como parecen haberlo entendido
los estudiantes que dieron esa respuesta— Tres alumnos dejaron sin respuesta este inciso; en

un caso se afirmod que la grafica seria “curva, no recta”, justamente lo opuesto a lo esperado.
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Otro estudiante expresd en su respuesta que la grafica tendria la forma de una “linea recta
ascendente”. Si su uso de la palabra “ascendente” se interpreta como queriendo decir que la
pendiente de la recta es positiva, esta respuesta deja de lado la posibilidad de que la
pendiente sea negativa y asi la grafica sea una linea recta “descendente”. Tal interpretacion
podria significar que el alumno concibe a la recta como generada de izquierda a derecha; a
esta concepcion pueden haber contribuido numerosos factores, desde el hecho mismo de que
la escritura del espafiol es de izquierda a derecha hasta el propio disefio de las situaciones
didacticas con las que se trabajé en el ambiente de aprendizaje. En éstas, por lo regular se
construian las representaciones graficas de funciones lineales asignando valores crecientes a
la variable independiente.

En un caso mas, un alumno escribié que la grafica seria “paralela”, respuesta que deja al

descubierto una concepcion errénea sobre la nocion de paralelismo.

Reactivo 5.

En este reactivo, se mostraba al alumno una representacion tabular de la funcion lineal y =3X.

Se le preguntaba unicamente si observaba alguna relacion entre los valores de X y Y consignados
en la tabla. Todos los estudiantes afirmaron notar una relacion, siendo notorio el hecho de que un
numero significativo de ellos fue mas alld de la consigna y no s6lo afirmaba ver una relacion sino

que hacia intentos por describirla, cosa que sélo debia realizarse en el siguiente reactivo.

Reactivo 6.

Este reactivo, compuesto de dos incisos, se relaciona con el anterior en cuanto a que hacia

referencia a la misma tabla mostrada en aquel. Se buscaba que los estudiantes se trasladaran de

esta representacion tabular a una representacion verbal (primer inciso) y a una algebraica

(segundo inciso). En la consigna se especificaba que solo debia ser respondido en caso de haberse

contestado afirmativamente al reactivo 5. En el primer inciso se pedia al estudiante que

describiera la relacion que hubiera percibido entre los valores de X y y. En el segundo, el aprendiz

debia dar una representacion algebraica para tal relacion.

6a). Veinte de veintiin estudiantes describid correctamente la relacion en cuestion, empleando
afirmaciones del tipo “los valores de X y Y van aumentando proporcionalmente”, “los valores

de y son tres veces mas grandes que los de X” o “los valores de X se obtienen multiplicando
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los de y por 3”. S6lo un estudiante ofrecid una respuesta incorrecta, de acuerdo a la cual “por
cada X son 3y”. Asi, invirtid los papeles de ambas variables, error que otros estudiantes
cometieron en el siguiente inciso.

6b). Dieciocho aprendices proporcionaron una ecuacién correcta para la tabla que se les

presentaba en el reactivo 5. Esta ecuacion debia ser equivalente a y =3X; se registraron
varias respuestas entre las que se encontraba la propia y =3X (nueve respuestas) pero

también y = X(3) (nueve respuestas) o X =7 (una respuesta; un alumno dio ambas

representaciones, Y = X(3) y X =7). Es razonable suponer que la alta incidencia de la forma
Yy = X(3) pueda deberse a la manera en que el estudiante piensa en la relacion que media

entre los valores de X y los de y: “para obtener Y, debo multiplicar X por 3” y asi se llega, de

forma natural, a y = X(3).
Entre las ecuaciones incorrectas, por otra parte, un estudiante escribi6 X=Yy+3,

aparentemente trasladandose equivocadamente de la afirmacion verbal “y es tres veces mas
grande que X’ a su representacion algebraica. En otro caso, se afirmé que la ecuacion debia

ser X =3y, con lo que se invierten los roles de ambas variables. Un estudiante omitié dar

respuesta al reactivo.

Reactivo 7.

La consigna de este reactivo pedia que se graficaran, en un plano cartesiano que aparecia junto al
texto, los datos contenidos en la tabla presentada en el reactivo 5; de este modo se pretendia
llevar a los alumnos a trasladarse de la representacion tabular de una funcion lineal a su
representacion grafica. Todos los estudiantes localizaron los puntos en el plano y los sehalaron
correctamente, pero también sin excepcion, unieron estos puntos con una linea recta, lo cual iba
mas alla de lo solicitado y posiblemente sea evidencia de una concepcion erronea respecto a las
representaciones graficas de funciones: parece ser que los alumnos conciben la grafica de una
funcion como invariablemente continua. En el ambiente de aprendizaje se trabajé con varios
ejemplos de funciones, pero s6lo en uno de ellos el dominio de la funciébn era discreto,
obteniéndose asi una representacion grafica no continua; es de suponer que una mayor cantidad

de ejemplos con esta caracteristica, u otras formas de enfatizar la posibilidad de que el dominio



80

sea un conjunto discreto, habrian contribuido a una comprension mas completa en lo tocante a las
representaciones graficas de funciones.

En la Graéfica 2, la etiqueta 7 corresponde a haber localizado correctamente los puntos de la tabla
(presentada a los alumnos en el reactivo 5) en el plano cartesiano; la etiqueta 7’ corresponde a no

unir estos puntos con una linea recta.

Reactivo 8.

En este reactivo, se presentaba a los estudiantes la ecuacion y =2x+1 y se les pedia dibujar su

grafica en el plano cartesiano que se mostraba junto al texto. El objeto era propiciar un traslado
de la representacion algebraica de una funcion lineal a su representacion grafica. Catorce de
veintitn aprendices dieron una representacion grafica correcta, mientras uno omitié responder. Se
encontrd una variedad de respuestas incorrectas. Se observd que en muchos casos los estudiantes
obtenian la grafica solicitada al asignar valores arbitrarios a la variable X para calcular los
correspondientes valores de la variable y; graficaban estos puntos en el plano cartesiano y los
unian con una linea recta. Este método, que podria considerarse como el mas “rudimentario”,
deja ver una concepcion de las funciones como procesos mas que como objetos. Sin embargo, en
reactivos posteriores los aprendices mostraron capacidad para pensar en una funcién como
objeto, si bien se observd que el paso entre ambas perspectivas resultd dificil para la generalidad.

Un alumno traté de seguir este método pero aparentemente encontrd serias dificultades para

conectar la representacion algebraica Yy =2X+1 con el plano cartesiano. Su grafica revela

limitaciones para relacionar correctamente puntos del plano con valores de X y Yy en la ecuacion
dada; fue el unico caso en el que se encontraron, de forma evidente, dificultades de este tipo.

De acuerdo con Moschkovich et al. (1993), en ausencia de herramientas tecnologicas que apoyen
el proceso de aprendizaje, parece existir una progresion “natural”’ en el desarrollo de la
comprension del concepto de funcion, progresion que comenzaria en la perspectiva de proceso
para luego pasar a la perspectiva de objeto, llegando eventualmente a la capacidad de establecer
conexiones entre ambas. Dado que en el ambiente de aprendizaje implementado en este trabajo
las herramientas tecnologicas se emplearon exclusivamente como fuentes de informacion
(Internet), resulta plausible suponer que las comprensiones desarrolladas por los estudiantes

siguieron esta progresion, de manera que al enfrentar tareas como la planteada en este reactivo
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los aprendices tendieron a invocar primero la perspectiva de proceso, al resultarles de alguna
manera mas solida.

Cuatro estudiantes dibujaron rectas que pasaban por los puntos (2, 0) y (0, 1); aparentemente
buscaron emplear en su grafica los valores de los parametros a y b (los cuales eran 2 y 1,
respectivamente) de la ecuacion dada, pero su interpretacion de los mismos resulté equivocada.
Pareceria que estos estudiantes asociaron el parametro a con la interseccion de la grafica con el
eje X, haciendo lo propio con el parametro b y la interseccion de la grafica con el eje y. Mientras
tal asociacion es correcta para el caso de b, no ocurre lo mismo con a. Esta manera de proceder
por parte de los cuatro aprendices lleva a hacer, al menos, dos consideraciones: una,
aparentemente atacaron el problema desde la perspectiva de funcidn como objeto; dos, es posible
que su comprension del papel de b haya alcanzado un desarrollo sustancialmente superior al de su
comprension del rol de a.

Respecto a la primera consideracion, los resultados que estos aprendices lograron en otros
reactivos (9a y 9b) parecen confirmar que se sentian comodos trabajando con la perspectiva de
objeto, lo cual los colocaria en una situacién de excepcion respecto al grueso del grupo, que
mostraba tendencia a atacar los problemas desde la perspectiva de proceso. Sin embargo, el pobre
desempeiio de estos tres alumnos en el resto del post-test confirma que no basta entender a las
funciones como objetos (de acuerdo a la literatura, tampoco es suficiente entenderlas como
procesos, cosa que los resultados obtenidos en este trabajo también parece confirmar; hace falta
la habilidad de moverse entre ambas perspectivas) para desarrollar una comprension robusta de
las mismas.

En cuanto a la segunda consideracion, resulta razonable pensar que la interpretacion grafica del
parametro b —la interseccion de la grafica de la funcion con el eje y— es mas sencilla de
comprender que la del pardmetro a —nada menos que la pendiente de la grafica, nocion mas
relacionada con el caracter dinamico, de cambio, de una funcion—. Es posible que los estudiantes,
al encontrarse con dificultades para interpretar a graficamente, hayan optado por lo que parecia el
camino mas corto para salir del problema: asignarle un papel analogo al de b, de manera que a
diera la interseccion de la grafica con el eje X. Se han encontrado reportes en la literatura en los
que estudiantes de noveno y décimo grado (en el sistema escolar norteamericano) proceden de
esta manera (Moschkovich, 1999). En otro caso, un alumno dibujo la grafica de la recta

y = X+1, en apariencia interpretando de manera correcta el papel del parametro b en la ecuacion
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dada, pero fallando en hacer lo mismo con el pardmetro a. Aunque procedi6é de manera distinta a
aquellos que interpretaron a como la interseccion de la grafica con el eje X, su dificultad parecid
encontrarse en el mismo punto: la comprension del papel de a en la representacion grafica de una

funcidn lineal.

Reactivo 9.

En el apartado Analisis de los resultados del pre-test se incluye el texto integro del reactivo 9, el
cual constituyd uno de los mas extensos de la prueba. También puede encontrarsele en el Anexo
2. Los estudiantes debian responder siete incisos, en los que se planteaba una serie de preguntas

con base en la grafica siguiente:

¥
I
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La soluciéon de este problema, tomado del trabajo de Moschkovich et al. (1993), propicia el

empleo de habilidades que se consideran fundamentales para la comprension de las funciones

lineales; habilidades ya mencionadas con anterioridad y que incluyen el trasladarse flexiblemente

entre representaciones y perspectivas diversas de estas funciones.

9a) En el primer inciso del problema se pedia a los estudiantes decir todo lo que pudieran sobre
las pendientes de las rectas I y II, mostradas en la grafica. En una primera instancia, todo lo
que puede decirse sobre esas pendientes es de caracter cualitativo: ambas son iguales y de
signo negativo. Ocho aprendices mencionaron la primera caracteristica, mientras que no
hubo uno que hiciera lo propio respecto a la segunda. Entre el resto de los alumnos, la
respuesta —practicamente unanime— consistio en sefialar que las rectas “son paralelas”, pero
sin hacer alusion especifica a sus pendientes. Un estudiante no dio respuesta alguna.
Esta falta de mencion de las caracteristicas de las pendientes parece haberse debido a una
comprension pobre del concepto pendiente. Todos los alumnos notaron que las rectas eran

paralelas, sin embargo pocos llevaron esta observacion al plano formal y hablaron
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propiamente de pendientes. De esta manera, la mayor parte del grupo falld6 en dar una
respuesta matematicamente correcta a la pregunta que se planteaba.

Durante la implementacion del ambiente de aprendizaje, hubo varias ocasiones en las que el
grupo discutié sobre el parametro a (en la representacion y =ax+b) y sus efectos sobre la

representacion grafica de una funcion lineal. Sin embargo, no se llegé a profundizar en la

definicion formal de pendiente (M= % ), aunque si se registraron menciones en el sentido

de que a definiria la “pendiente” (término introducido por el autor durante las sesiones de
trabajo; los estudiantes hablaban de “inclinacion” de las rectas) de la representacion gréafica

de y=ax+b. Como pudo constatarse durante la implementacion del ambiente, los

estudiantes sabian que las ecuaciones de dos rectas paralelas tendrian el mismo valor para a,
pero posiblemente el término pendiente les resultaba todavia poco familiar al realizar el post-
test.
De la misma manera fue posible observar, durante las sesiones de trabajo, que los aprendices
sabian que una funcidon lineal decreciente tendria una representacion algebraica con a
negativa. De nueva cuenta, parece razonable suponer que su poca experiencia con la
terminologia formal les llevo a no identificar el pardmetro a con la pendiente de las rectas.
Es posible que el disefio del ambiente de aprendizaje haya adolecido de carencias en cuanto a
la formalizacion del concepto de pendiente; lo que pudo constatarse fue que los estudiantes
lograron una comprension, en un primer nivel, del papel del parametro a en la representacion
grafica de funciones lineales.
En la Gréafica 2, la etiqueta 9a corresponde a haber escrito que las pendientes de las rectas
eran iguales; la etiqueta 9a’, a haber expresado que ambas pendientes serian negativas.

9b) En el segundo inciso se pedia a los alumnos decir todo lo que les fuera posible respecto a las
intersecciones de las rectas I y II con el eje y. Sin otra informacion, todo lo que puede decirse
respecto a estas intersecciones es que una de ellas es negativa y la otra positiva. Doce
estudiantes asi lo hicieron. Un alumno no respondi6. Entre los otros ocho aprendices se
encontré una variedad de respuestas, que incluyd tres en las cuales aparentemente los
aprendices malinterpretaron la pregunta, al establecer que las intersecciones “también son
paralelas”. Es posible, por otra parte, que al encontrarse sin recursos para responder lo que se
pedia, estos alumnos hayan optado por establecer de nuevo el paralelismo de las rectas —

caracteristica que pudo parecerles sobresaliente en la grafica—.
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Un estudiante afirmé que las intersecciones serian “el punto de partida” de las rectas. Su
aseveracion hace pensar que concibe a las rectas como generadas de izquierda a derecha; en
la discusion del reactivo 4c en este mismo apartado, otro estudiante, al hablar de “rectas
ascendentes”, exhibe lo que podria ser una concepcion muy similar. Esta es posiblemente
debida a la manera de estudiar a las funciones lineales durante las sesiones de trabajo; en
todas ellas, se discutid sobre situaciones didacticas en contextos no matematicos, en los
cuales, por lo general, los valores de la variable independiente eran vistos como crecientes.
Asi, pudo haberse generado una tendencia a que los estudiantes pensaran en las rectas siendo
generadas, siempre, de izquierda a derecha. Esta puede ser una deficiencia del disefio del
ambiente de aprendizaje, en el cual se pretendid lograr una instruccidbn centrada
completamente en situaciones didacticas dentro de contextos no matematicos.
Otras respuestas establecian hechos que podrian interpretarse como correctos, pero que no
constituian una respuesta, en rigor, a la pregunta planteada. Por ejemplo, que en el punto de
interseccion, ambas rectas —el eje y y la representacion grafica de alguna de las funciones—
“tendrian el mismo valor” en la coordenada y. Otro estudiante afirmé que “la diferencia entre
las rectas I y II serd la misma”. Si se entiende por diferencia “distancia”, la respuesta sefiala
un hecho cierto, pues al ser las rectas paralelas la distancia entre ellas siempre se mantendra
constante. También se encontré una respuesta en la que el alumno establecia que “las
intersecciones se dan cuando X es cero”, lo cual es correcto pero no llega a ser una respuesta
que pueda considerarse completa.
En una respuesta mas se dice que el eje Yy “corta exactamente en el mismo punto a ambas”
rectas. Parece ser que este estudiante hace referencia, con la expresion “el mismo punto”, al
hecho de que la coordenada X en el punto de interseccion es la misma para ambas rectas (a
saber, X = 0). Asi interpretada, la respuesta establece algo cierto pero alejado de lo que se
pregunta; ademads, el estudiante deja ver una deficiencia importante en el uso del lenguaje
matematico.

9¢) En este inciso se presentaba a los alumnos una lista de cuatro ecuaciones lineales, entre las
cuales se encontraban las correspondientes a las rectas I y II. Las ecuaciones incluidas en la
lista eran y=2X+6, y=-2Xx-2, y=2x—-6, y=-2Xx+6. La consigna especificaba que
debia sefialarse qué ecuacion correspondia a cada recta. Catorce aprendices sefialaron las

ecuaciones correctas; sin embargo, s6lo siete de ellos especificaron con claridad a qué recta
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correspondia cada una de las ecuaciones que habian sefialado, faltando con ello a lo que se
solicitaba en la consigna.

Hubo cuatro casos en los que los estudiantes sefialaron que la ecuacion Yy =2X+6
corresponderia a la recta I, mientras que y =—-2X—2 corresponderia a la recta II. De ambas

asociaciones, s6lo la segunda es correcta. Otros dos alumnos sefialaron esas ecuaciones, pero
sin indicar a qué recta corresponderia cada una. Resulta interesante observar que, en esos seis
casos, los alumnos parecen haberse guiado por el valor de la ordenada al origen b para
realizar su eleccion; habiendo observado en el inciso anterior que, en la recta I, b seria mayor
que en la recta II, optaron por dos ecuaciones que mostraran esas caracteristicas. Este
resultado podria ser indicativo de que los estudiantes lograron comprensiones mas
desarrolladas de la interpretacion grafica de b que de la de a, impresion que se ve reforzada
por lo encontrado en otros reactivos (ver discusion de los resultados para el reactivo 8, en
este mismo apartado).

En concordancia con lo anterior, un aprendiz sefiald las ecuaciones Yy =2X—6 (asociandola
incorrectamente con la recta II) y y=-2X+6 (asocidndola con la recta I, lo cual es

correcto). Este estudiante también parece haberse guiado por el hecho de que b debia ser
positiva para I y negativa para II. Pero como otros de sus compaiieros, fall6 al no considerar
que a debia ser negativa para ambas rectas.

En la Grafica 2, la etiqueta 9c corresponde a haber sefialado las ecuaciones correctas,
mientras 9¢’ corresponde a haber indicado claramente qué ecuacion correspondia a cada
recta.

Los tres incisos anteriores podian ser resueltos enteramente dentro de la perspectiva de
funcion como objeto: por un lado, la pendiente y la ordenada al origen son atributos de una
recta como un todo; por otro, al presentar las graficas de las funciones involucradas al inicio
del problema, la perspectiva de objeto resulta natural para comenzar a resolverlo (Schwartz y
Yerushalmy, 1992). El cuarto inciso, a diferencia de aquellos, demandaba un cambio de
perspectiva —a la perspectiva de funcion como proceso— pues en ¢l se solicitaba a los
estudiantes encontrar las coordenadas de los puntos sefialados en la grafica como a, b, cy d.
Dado que la gréfica solo aportaba informacidn cualitativa, la inica manera de encontrar estas
coordenadas era a través del empleo de las ecuaciones de las rectas I y II. En el caso de los

puntos C y d, resulta crucial estar consciente de dos factores: por un lado, los puntos en
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cuestion se encuentran sobre las mencionadas rectas; por otro, las coordenadas de cualquier
punto que forme parte de una curva satisfaran la ecuacion de dicha curva. Atacando un punto
a la vez, pronto resulta evidente que se tienen dos incognitas (las dos coordenadas del punto)
y s6lo una ecuacion; el problema no podré resolverse en tanto no se cuente con dos piezas
independientes de informacion; pero al observar la grafica, puede concluirse que la
coordenada y de, por ejemplo, el punto C, es cero, y entonces serd posible emplear la
ecuacion de la recta II para encontrar su coordenada X. Es aqui donde se requiere cambiar de
perspectiva: emplear la ecuacion para encontrar las coordenadas de un punto de la recta es
trabajar desde la perspectiva de funcién como proceso.

Una vez encontradas las coordenadas de cC, los estudiantes podrian regresar a la grafica y
notar que el segmento que une Cy d es paralelo al eje y, lo cual indica que sus coordenadas X
son idénticas. Empleando la ecuacion de la recta I se encontraria la coordenada y del punto d.
Ahora bien, para el caso de los puntos & y b no resulta imprescindible hacer conciencia de
que las coordenadas de un punto sobre una curva satisfacen su ecuacion; es posible que los
estudiantes notaran que ay b corresponden a las intersecciones de las rectas con el eje Y, lo
que les daria la informacion de que X = 0 para ambos puntos. Encontrarian sus ordenadas
“leyéndolas” directamente de los valores de b en las ecuaciones para [ y II. Es posible llevar
esto a cabo manteniéndose dentro de la perspectiva de funcién como objeto.

Se encontrd que 16 estudiantes pudieron encontrar las coordenadas de los puntos ay b, pero
s6lo tres lograron lo propio con las de ¢ y d. Dado que, como se discute en los parrafos
precedentes, hallar las primeras era posible dentro de la perspectiva de objeto mientras que
hallar las segundas demandaba un cambio de perspectiva, pareceria que el paso de una
perspectiva a otra resultd problematico para los estudiantes, resultado que reporta también la
literatura (Moschkovich et al., 1993). Esta es una de las habilidades consideradas como mas
complejas y mas importantes para la comprension del concepto de funcion (Moschkovich et
al., 1993; NCTM, 2000). Los resultados indicarian que el nivel de comprension alcanzado
por los estudiantes no llegd a desarrollarse lo suficiente como para verse reflejado en un
mejor desempefio en este reactivo. Sin embargo, debe tomarse en cuenta que encontrar las
coordenadas de cualquiera de los puntos requiere que se realicen conexiones entre las
representaciones grafica y algebraica de las funciones involucradas (al igual que las tareas

planteadas en los incisos 9a, 9b y 9c¢). En este punto, los alumnos se mostraron capaces de
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lograr resultados aceptables, encontrdndose un nimero significativo de estudiantes que
consiguieron resolver correctamente dichas tareas. El paso entre diferentes representaciones
de una funcidon también es considerado en la literatura como esencial para la comprension del
concepto (Moschkovich et al., 1993; NCTM, 2000).

Por otra parte, al estudiar el tipo de errores cometidos por los estudiantes en sus intentos por
resolver la tarea, surge otra posible interpretacion de los resultados, que se discute a
continuacion.

Al analizar las formas en que los alumnos trataron de resolver esta tarea, se encontrd que
varios de ellos pretendieron hallar las coordenadas solicitadas de la siguiente manera: una
vez conocidas las de los puntos a y b, dibujaron marcas equidistantes sobre el eje y de la
grafica, de manera que las coordenadas de a y b, en el plano, coincidieran con las halladas
algebraicamente (por ejemplo, las coordenadas de &, calculadas mediante la ecuacion de la
recta I, son (0, 6). El alumno haria entonces seis marcas equidistantes entre el origen y el
punto @, extendiéndolas después para cubrir todo el eje y; luego dibujaria marcas
equidistantes sobre el eje X). Empleando la escala que de este modo obtenian, trataron de de
determinar las coordenadas de los puntos Cy d.

Algunos de estos alumnos emplearon la misma escala en ambos ejes. Su método falld pues
en la grafica que se les proporciond cada eje estd dibujado a una escala diferente. Los otros,
al avanzar al reactivo 9e notaron que ambos ejes debian tener escalas diferentes, y realizaron
sus marcas en concordancia con este hecho.

Esta manera de proceder revela cierta comprension de las convenciones del plano cartesiano;
pero en el caso de los cinco estudiantes que emplearon la misma escala en los dos ejes,
también deja ver que tal comprension es limitada, pues no tomaron en cuenta la posibilidad
de que cada eje estuviera dibujado con una escala distinta. También queda de manifiesto el
desarrollo de cierta habilidad para moverse entre las representaciones grafica y algebraica de
funciones lineales.

Dos estudiantes omitieron responder todo el reactivo. Los resultados para cada uno de los
puntos, &, b, ¢y d, quedaron como sigue:

Para el punto a, dieciséis alumnos hallaron las coordenadas correctas, uno tratd de hallarlas
con el método de marcar los ejes —llegando a valores erréneos al emplear escalas

aparentemente arbitrarias—, y dos tuvieron errores de caracter aritmético-algebraico.
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Respecto al punto b, dieciséis alumnos dieron sus coordenadas correctas, uno intentd
hallarlas usando marcas arbitrarias sobre los ejes (llegando a valores equivocados debido a la
arbitrariedad de su escala), uno cometié errores de tipo aritmético-algebraico y otro mas no
dio respuesta.

En cuanto al punto C, tres estudiantes encontraron las coordenadas que le correspondian; siete
dieron coordenadas erroneas al parecer debido a equivocaciones aritméticas y en la

manipulacion algebraica de y =-2X-2; estos alumnos pudieron obtener de la grafica la
informacién de que, para el punto Cc, Yy =0, pero cometieron errores al operar con la

ecuacion, llegando a valores incorrectos para X. Ademads, algunos de ellos habian elegido
ecuaciones erroneas para las rectas I y II, con lo que sus intentos estaban dirigidos al fracaso.
Un alumno noté que la ordenada de ¢ debia ser cero, pero al pasar a las ecuaciones pareciod
invertir los papeles de las variables X y Y, escribiendo que X =0. Tres estudiantes omitieron
responder, y siete trataron de encontrar las coordenadas del punto usando marcas sobre los
ejes, que en ocasiones eran arbitrarias, y en otras se definian para ser consistentes con las
coordenadas —ya conocidas a esta altura del problema— de los puntos a y b. Dentro de esta
vertiente se distinguieron dos casos: algunos estudiantes emplearon la misma escala para
ambos ejes; otros parecen haber notado, en el reactivo siguiente, que las escalas no podian
ser iguales, pero esto Unicamente los causd desconcierto y terminaron por asignar valores
arbitrarios a dichas escalas.

Respecto al punto d, tres aprendices encontraron las coordenadas correctas, mientras doce
erraron en el calculo de las coordenadas: aunque notaron que el segmento que une Cy d es
paralelo al eje y, de modo que ambos puntos compartirian la misma abscisa, habian
encontrado un valor errdneo para la abscisa de C, y lo emplearon para tratar de hallar la
ordenada de d, llegando a resultados incorrectos. Tres alumnos mas habian elegido, en el
reactivo anterior, una ecuacion equivocada para la recta I; cometieron ademas el mismo error
que sus compatfieros, fallando al calcular la abscisa de Cc y usando ese valor en el célculo de
las coordenadas de d. El estudiante que habia invertido los papeles de X y Y al calcular la
ordenada de € cometié aqui el mismo error; dos mas no dieron respuesta.

Es de destacar que, de acuerdo a lo discutido en los parrafos precedentes, el grueso de los
aprendices fue capaz de trasladarse entre las representaciones grafica y algebraica de las

funciones involucradas, y de efectuar el paso de la perspectiva de funcidon como objeto a la
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de funcidon como proceso: habiendo resuelto los incisos anteriores dentro de la primera
perspectiva, una parte significativa del grupo supo que debia usar las ecuaciones de las rectas
—y como hacerlo— para encontrar las coordenadas requeridas. Emplear asi dichas ecuaciones
significa trabajar desde la perspectiva de proceso.

Una parte importante de los errores cometidos por los estudiantes se relaciond con
dificultades aritmético-algebraicas, con no haber elegido correctamente —en el inciso
anterior— las ecuaciones para las rectas I y II, o con no haber considerado la posibilidad de
que cada eje de un plano cartesiano esté dibujado a una escala diferente (o con el
desconcierto que esta posibilidad parece haber generado en algunos estudiantes).
Aparentemente, y en términos generales, los estudiantes desarrollaron habilidades para
trasladarse entre perspectivas y representaciones diferentes de las funciones con las cuales
debian trabajar, pero se encontraron con dificultades de tipo procedimental, o con una falta
de competencia al tratar con representaciones especificas.

En la Grafica 2, las etiquetas 9d, 9d°, 9d”’ y 9d”*’ corresponden a encontrar las coordenadas

correctas de los puntos &, b, Cy d, respectivamente.

9e) En este reactivo se solicitaba a los alumnos suponer que la abscisa del punto € en la grafica

era 5, y a partir de ello encontrar su ordenada asi como las coordenadas del punto f.

¥
I
II d
3\
I:“““*-E: =
b £
£

Cuatro de veintiun estudiantes hallaron el valor correcto de la ordenada de €; dos pudieron
hallar las coordenadas de f. En una primera aproximacion, estos numeros harian pensar que
los estudiantes no lograron desarrollar una comprension lo suficientemente robusta como
para enfrentar la tarea; sin embargo, y como sucede en el inciso anterior, al analizar los
procedimientos seguidos por los aprendices puede constatarse que fueron capaces de realizar

conexiones cruciales entre las representaciones grafica y algebraica de las funciones en
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juego, ademas de trabajar con ellas como procesos —después de haber venido tratdndolas
como objetos en los tres primeros incisos—, con lo que mostraron habilidad para moverse
entre ambas perspectivas. El andlisis de los procedimientos empleados por los estudiantes
revela, esencialmente, las mismas fallas halladas en el inciso anterior: errores
procedimentales y en el trabajo dentro de representaciones especificas.

Siete estudiantes dejaron el reactivo completo sin respuesta. Los resultados para cada punto,
ey f, se discuten a continuacion:

Para el punto € cuatro estudiantes encontraron correctamente las coordenadas
correspondientes. Cuatro cometieron errores de tipo aritmético-algebraico; uno de ellos,
ademads, habia elegido una ecuacidn incorrecta para la recta I. Seis trataron de hallar sus
coordenadas dibujando marcas sobre los ejes de la grafica; cuatro de ellos emplearon para
este fin la informacion dada en el inciso, a saber, la abscisa de e debia ser 5. Sin embargo, al
proceder asi llegaron a inconsistencias con el inciso anterior, pues para resolverlo ya habian
asignado una escala al eje X que no podria ser igual a la que asignaban para resolver este
inciso. Aparentemente esto les resultd problematico y en general, determinaron escalas mas o
menos arbitrarias que no les permitieron hallar las coordenadas correctas del punto €. Los
otros dos pasaron por alto el dato X =5 y emplearon la misma escala para ambos ejes (escala
determinada en el inciso anterior, al hallar las coordenadas de los puntos ay b).

En el caso del punto f, dos alumnos proporcionaron sus coordenadas correctamente. Tres
omitieron responder. Cinco aprendices presentaron errores de tipo aritmético-algebraico,
mientras cuatro intentaron hallar las coordenadas empleando el método de dibujar marcas
sobre los ejes de la grafica. De ellos, tres cayeron en inconsistencias con la escala que habian
definido previamente para resolver el inciso 9d, lo cual aparentemente les llevo a definir
escalas arbitrarias que arrojaron valores incorrectos para las coordenadas buscadas. El otro
supuso la misma escala para ambos ejes, enfoque que no lo llevo a la solucion de la tarea.

De un modo similar a lo registrado para el inciso anterior, las dificultades de los estudiantes
en este reactivo parecen haberse encontrado en el terreno de lo procedimental y en el de la
competencia al trabajar dentro de una misma representacion: si bien hay muestras de que los
aprendices sabian qué camino tomar para solucionar la tarea planteada, y de que fueron

capaces de moverse entre dos representaciones distintas, su dominio de cada una de ellas



91

aparentd6 no encontrarse lo suficientemente desarrollado como para permitirles llegar a
resoluciones completas y correctas.
Cabe mencionar que, de acuerdo con lo reportado en la literatura (Msschkovich et al., 1993),
desarrollar las habilidades descritas —paso entre representaciones y perspectivas de una
funcion— resulta arduo y complejo. El ambiente de aprendizaje disefiado para este trabajo
parece haber conseguido pasos importantes en este sentido entre los alumnos que formaron
parte del ambiente; en un momento posterior, serd necesario realizar adecuaciones que
permitan atacar las debilidades halladas en la competencia procedimental y al interior de una
representacion dada.
En la Gréfica 2, las etiquetas 9¢ y 9¢’ corresponden a haber encontrado correctamente las
coordenadas de los puntos ey f, respectivamente.

9f) Atendiendo a la misma grafica de la cual emanaban las tareas anteriores, en el inciso f se
pedia a los estudiantes hallar las longitudes de los segmentos €f, cd y ab. Mientras doce
alumnos notaron que los tres segmentos deberian tener la misma longitud, s6lo siete de ellos
hallaron el valor correcto de ésta. Los otros cinco dieron valores erréneos debido a que
también lo habian sido sus respuestas para los reactivos 9d y 9e, en los cuales debian dar las
coordenadas de los puntos involucrados: a, b, ¢, d, e y f. De este modo, aunque procedieron
correctamente en este reactivo, sus respuestas fueron incorrectas numéricamente.
Es interesante notar que algunos de los estudiantes que respondieron correctamente habian
obtenido coordenadas erroneas para C, d, e y f; s6lo para los puntos a y b encontraron las
coordenadas correctas. De este modo, aparentemente emplearon éstas ultimas en su célculo
de la longitud de los segmentos solicitados. Dado el paralelismo de las rectas 1 y II,
probablemente emplearon este resultado para inferir las longitudes de los otros segmentos.
De hecho, varios de estos estudiantes manifestaron por escrito estar conscientes de que
debian haber cometido algun error, pues sus calculos arrojaban longitudes diferentes para
cada segmento, cuando esperaban que fueran iguales. En este punto, dejaron ver que estaban
mas seguros de haber obtenido las coordenadas correctas para los puntos a y b (que
correspondian a las ordenadas al origen de las rectas I y II) que del resto de los puntos, por lo
que adoptaron el valor que obtenian empleando las primeras. Esto es consistente con lo
expuesto en la discusion de los resultados de los reactivos 8 y 9c, en este mismo apartado.

Nueve aprendices omitieron dar respuesta a este inciso.
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9¢g) En el tltimo inciso del problema 9, los estudiantes debian trazar un segmento de recta,
paralelo al eje y, que uniera a las rectas [ y II, y decir si seria posible predecir su longitud.
Siete alumnos asi lo hicieron, mientras trece dejaron el reactivo sin respuesta, el nimero mas
elevado de omisiones entre todos los reactivos que constituyeron la prueba. Es posible que,
siendo el problema 9 el mas largo y el mas complejo, matematicamente hablando, de todo el
instrumento, los estudiantes hayan llegado a un punto en el que el agotamiento los haya
hecho preferir omitir sus ultimos incisos.
Aparentemente un estudiante malinterpret6 la consigna de este reactivo, pues trazd un
segmento de recta paralelo al eje X, no al y como se pedia. Afirm6 que para conocer la
longitud de este segmento seria necesario contar con las coordenadas de sus extremos, lo cual
—dadas las condiciones del problema— es correcto pero falta a lo que se solicitaba en la
consigna. El desempeio de este aprendiz en el resto de la prueba hace pensar que, de haber
interpretado correctamente el reactivo, habria notado que la longitud del segmento solicitado
podia conocerse sin conocer las coordenadas de sus extremos, dado que las rectas I y II eran
paralelas y que ya conocia las longitudes de otros segmentos congruentes al propuesto en este

Inciso.

Reactivo 10.

El siguiente reactivo contenia cuatro incisos; tomado del trabajo de Moschkovich et al., (1993),
las tareas propuestas en dichos incisos pretenden llevar al alumno a efectuar conexiones entre las
representaciones algebraica y grafica de funciones lineales, asi como a moverse entre las
perspectivas de funcidon como objeto y funcidn como proceso. Cabe destacar que una version de
este problema fue incluida en la Nacional Assesment of Educational Progress (NAEP) del aiio
1990 (referida en Moschkovich et al., 1993), y de acuerdo a los resultados reportados, plantea un
reto serio incluso para alumnos del doceavo grado (en el sistema escolar norteamericano):
unicamente el 16% de los estudiantes que presentaron esa evaluacion respondid correctamente
todo el problema.

10a) En el primer inciso se presentaba a los estudiantes el siguiente plano cartesiano:
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Se pedia trazar una paralela a y=2X-5, que pasara por el origen. Veinte alumnos
dibujaron la recta solicitada; uno trazd una recta paralela a la dada, pero que no pasaba por
el origen de la grafica. En cambio, intersectaba al eje y en y = —2. Aparentemente ignord o
malinterpretd la consigna planteada. Otra posibilidad es que el alumno no haya podido
localizar el origen en la grafica, aunque tal situacion resulta poco probable pues este
aprendiz habia mostrado familiaridad con el plano cartesiano durante la implementacion del
ambiente de aprendizaje.
Si bien el experto podria considerar la tarea como trivial, debe recalcarse que la literatura
reporta que en la NAEP del afio 1990, solo el 32% de los estudiantes dibujaron la linea
solicitada en este problema (Moschkovich et al., 1993).

10b) Al pasar al siguiente inciso, los aprendices debian encontrar y escribir una ecuacion para la
linea que acababan de trazar. Hacer esto demanda conexiones entre representaciones y
perspectivas de las funcidon involucradas (ver la discusion sobre éste mismo reactivo, en el
apartado Andlisis de los resultados del pre-test). Se encontr6 que trece estudiantes
escribieron ecuaciones correctas para la recta en cuestion, como y =2X o y = X2. La tltima
forma parece reflejar la manera en la que algunos alumnos piensan en la ecuacion de la
recta: “y es igual a X por 2”, de un modo similar a lo que se encontr6 en el reactivo 6b (ver
discusion al respecto, en este mismo apartado).

Por otra parte, se registr6 una variedad de ecuaciones incorrectas, como Y =2X—-4 o
y =2X—2 (un caso cada una). Parece ser que los estudiantes que dieron estas respuestas

comprendian que dos lineas paralelas deberian tener la misma pendiente, la cual podian
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identificar con el parametro a en y = ax+b. Sin embargo, fallaron al determinar el valor

correcto del parametro b. Ahora bien, determinar a resulta natural desde la perspectiva de
funcion como objeto (Moschkovich et al., 1993), y al trabajar con la representacion grafica
de una funcion, ésa es la perspectiva que tiende a invocarse en primer lugar (Schwartz y
Yerushalmy, 1992). Dado que en este problema se presentaba a los estudiantes,

precisamente, una grafica de la funcion Yy =2X-5, resulta razonable suponer que

comenzaron la resolucion del problema desde la perspectiva de objeto, y que emplearon esa
misma perspectiva para encontrar el valor de a. Pero ella no es la mas natural para encontrar
el valor de b; en cambio, parece ser que los estudiantes tienden a hallar ese parametro
pensando en la funcion como un proceso (Moschkovich et al., 1993). Asi, es posible que los
alumnos se hayan visto en la necesidad de efectuar un cambio de perspectiva para calcular b.
Moshckovich et al., (1993) han reportado que este cambio de perspectiva resulta complicado
y dificil de dominar para los aprendices de matematicas, lo cual podria explicar el hecho de
que, en este caso, los alumnos hayan dado un valor correcto para a pero uno incorrecto para
b.

Un alumno dio por respuesta en este inciso la ecuaciéon y =2xX—2, pero la recta que habia

trazado en el inciso anterior correspondia precisamente a esa ecuacion. Con ello, el
estudiante estaria mostrando haber desarrollado ciertas habilidades para el traslado entre
representaciones y perspectivas de la funcién con la que trabajaba. Respecto al hecho de
haber trazado una recta que no era la solicitada, aparentemente el alumno malinterpretd o
ignoro las especificaciones que se hacian en la consigna del reactivo.

Se registraron tres aprendices que dieron por respuesta la ecuacion Yy =X-—1. En ella,

ninguno de los parametros a o b tiene el valor correcto. El desempefio de estos estudiantes
en el resto de la prueba hace pensar que su comprension de las funciones lineales alcanz6 un
desarrollo limitado, el cual se veria reflejado en su respuesta equivocada a este inciso.

Un alumno respondié con la ecuacién y =%, otro mas con X=2Yy. Ambos intentaron

encontrar la ecuacion de la recta que habian trazado de la siguiente manera: en el plano
cartesiano, localizaron puntos sobre dicha recta y determinaron sus coordenadas; luego
trataron de hallar una ecuacion que se ajustara a las mismas. Al hacer esto, evidenciaron
estar trabajando desde la perspectiva de proceso; es dificil saber si comenzaron el problema

en la perspectiva de objeto (cosa probable, de acuerdo a lo reportado por Moschkovich et
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al., 1993) y de este modo realizaron después un cambio de perspectiva. En cualquier caso,
efectuaron conexiones entre las representaciones algebraica y grafica de la funcion
examinada, y aparentemente notaron que los valores de Yy eran el doble que los de X (o que
los de X eran la mitad de los de y). Sin embargo, erraron al pasar de esta regla verbal a una
representacion algebraica; la fuente de su equivocacidn parece encontrarse en que la

afirmacion verbal “y es el doble de X” tiende a visualizarse como “y2 = X, o bien, X =2V.
Otro tanto puede decirse respecto a y = %, . Fue comiin encontrar esta clase de error durante

la sesiones de trabajo con el grupo; es necesario disefiar instrumentos de instruccion
especificos para atacar las dificultades mostradas al respecto por los estudiantes.

10c) En el tercer inciso los estudiantes debian dibujar una nueva recta, paralela a las anteriores,
que pasara por el punto (1, 4). Diecisiete aprendices trazaron la recta correctamente.
Un alumno se limitd a sefialar el punto (1, 4) en el plano, sin llegar a trazar la recta
solicitada. Por el modo en que habia procedido en el inciso 10a, parece ser que este alumno
marcaba puntos en el plano que se encontraran sobre la recta solicitada, para luego trazar la
recta y encontrar una ecuacion que se ajustara a los puntos asi localizados. El hecho de que,
en este inciso, se haya limitado a sefialar el punto por el que debia pasar la recta requerida,
parece indicar que se disponia a proceder del mismo modo, pero quiza por razones de
tiempo omiti6 el trazo de la recta.
En otro caso, un estudiante traz6 una recta que pasaba por (1, 4) pero que no era paralela a
las anteriores; en cambio, pasaba por el origen de la grafica. Es posible que el estudiante
tuviera problemas con el término “paralela”.
Se encontrd también una respuesta en la que el alumno traz6 una recta paralela a las demas,
pero que no pasaba por el punto especificado. Sobre esta recta, sefialo los puntos (1, 0) y (3,
4) (pues pasaba por ellos). Puede ser que el alumno haya interpretado incorrectamente la
parte de la consigna en la que se especificaba que la nueva recta debia pasar por el punto (1,
4); quizas la notacion le resulté poco familiar (durante las sesiones de trabajo, se dedicd
poco tiempo a la notacion (X, Y); practicamente todo el grupo habia dado muestras de
conocerla con anterioridad y de poder trabajar con ella), de modo que parece haber pensado
en la condicion “la recta debe pasar por el punto (1, 4)” como “la recta debe pasar por X =1
y Yy =4”. La recta que trazd, al pasar por (1, 0) y (3, 4), cumple con esta interpretacion —

incorrecta— de la consigna.
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Un aprendiz dejo el reactivo sin contestar.

10d) En el ultimo inciso, los estudiantes debian encontrar y escribir una ecuacion para la recta
que hubieran trazado en el inciso 10c. Doce aprendices dieron una ecuacion valida para esta
recta. Cuatro dejaron el inciso sin respuesta.

Un estudiante escribid que la ecuacion de la recta seria Y =4X. La manera en que trataron

de resolver esta tarea revela que lo hicieron efectuando conexiones entre las
representaciones grafica y algebraica desde la perspectiva de funcion como proceso;
esencialmente, parece que la idea era localizar puntos sobre la recta en cuestion y luego
hallar una ecuacion que se ajustara a ellos. Sin embargo, en este caso, s6lo se ocuparon de
localizar un punto, (1, 4) —por el cual se pedia que pasara la recta—. Este satisface la
ecuacion Yy =4X, razon por la cual posiblemente la reportaron en lugar de la ecuacion
correcta, y =2X+2, o alguna forma equivalente. Al dar esta respuesta, el alumno mostré
una comprension pobre de las funciones como objetos: no repard en que su ecuacion debia
tener el mismo valor de a que la ecuacion dada en el inciso 10a. Ademads, no consideré que
para determinar completamente una recta son necesarios dos puntos, y no sélo uno como
pretendi6 hacerlo.

Dos alumnos escribieron la ecuacion X=4Yy. Por lo que puede observarse, siguieron el
mismo procedimiento y cometieron los mismos errores que su compaiero del parrafo
precedente, mas una equivocacion adicional: al darse cuenta de que, para el punto que
analizaba, y era “cuatro veces mayor que X°, escribieron una expresidon equivalente a
y4 = x. Como se discute en el reactivo 10b (en este mismo apartado), parece ser que hay
una tendencia a visualizar frases del tipo “y es n veces mas grande que X’ como yn = X. Es
necesario disefiar instrumentos de instruccion especificos para atacar esta situacion.

Un estudiante dio por respuesta la ecuacion y = X+4, aunque no trazo la recta solicitada en
el inciso anterior: se limitd a sefalar el punto (1, 4). Parece que tratd6 de encontrar una
ecuacion que produjera el valor y =4 cuando se hace x =1, pero fracasé en ello. Por otra
parte, hubiera necesitado al menos dos puntos de la recta para asegurar encontrar una
ecuacion correcta. La comprension de este estudiante respecto a las funciones lineales no
llegd a desarrollarse de manera importante, de acuerdo a lo que pudo apreciarse en su

desempefio en el post-test.
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Otro aprendiz escribi6 la ecuacion y = 4Xx—1. Posiblemente tratd de incluir en su expresion

algebraica, de una manera directa, el hecho de que la recta deberia pasar por (1, 4). Esta
manera de proceder se ha reportado con anterioridad en la literatura (Moschkovich, 1999), y
parece constituir una concepcion transicional hacia comprensiones mas desarrolladas. Sin
embargo, no se cuenta con evidencia de que este aprendiz realmente se encontrara
empleando esta concepcion transicional. Lo que puede afirmarse es que su situacion es
similar a la de su compaifiero del parrafo anterior, y su comprension de las funciones lineales

parece no haber alcanzado niveles de desarrollo sustanciales.

Reactivo 11.

Constituido por nueve incisos, este reactivo mostraba, de un lado de la hoja, una lista de nueve
funciones en su representacion algebraica, algunas lineales y otras cuadraticas. Frente a esta lista,
aparecian las representaciones graficas de ocho de las funciones anteriores. La consigna era
asociar cada ecuacion con su grafica correspondiente. El incluir més ecuaciones que graficas fue
un medio para minimizar las posibilidades de que los estudiantes obtuvieran respuestas correctas
asociando graficas y ecuaciones al azar.

11a) Siete estudiantes asociaron la ecuacion y =3Xx+1 con la grafica que le correspondia. El

resto asocid a esa ecuacion las gréficas de una variedad de funciones, y en la tabla siguiente

se consignan las frecuencias con las que asociaron distintas graficas con la ecuacion

y=3x+1:
Grafica Numero de alumnos que la asocié con la ecuacion
y=3x+1

y=3x+1 7
y=-x 0
y=x-2 1
y=-2x-3 1

y =X 0
y=x*-2 1
y=-x+1 2
y=x>+1 1

Ocho estudiantes dejaron la ecuacidn sin asociarla con ninguna grafica. Por otro lado, la

mayor parte de asociaciones erroneas fue con la grafica de y =—x+1; es posible que los

estudiantes se hayan guiado, en sus asociaciones, por el valor del parametro b, el cual
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identificaban con la interseccion de la grafica con el eje y. Esto es consistente con lo
discutido en los reactivos 8, 9c y 91, en cuanto a que parece que, al efectuar conexiones entre
las representaciones grafica y algebraica, los estudiantes tendieron a guiarse por el
parametro b y a dejar de lado, o malinterpretar, el parametro a —cuyo rol en la representacion

grafica es aparentemente mas dificil de comprender—.

Un alumno asocié la grafica con la ecuacion y = x> +1, la cual probablemente trato de ver
en una manera andloga a la forma y = ax+b, identificando el nfimero 1 en y=x>+1 conb
en y=ax+b. De esta manera, como otros de sus compaiieros, da la apariencia de haber

atendido mas al valor de b para realizar la asociacion que, incluso, al hecho de que estaba
asociando una ecuacion cuadratica con la grafica de una funcion lineal, lo cual refuerza la
impresion mencionada en el parrafo anterior.

Cabe mencionar que, en este inciso, se encontr6 a dos alumnos que asociaron la grafica de
una ecuacion cuadratica con una ecuacion lineal. Esto refleja una deficiencia importante al

realizar conexiones entre las representaciones grafica y algebraica de funciones.
11b) Se encontrd que nueve alumnos asociaron correctamente la ecuacion y = —x* con la grafica

correspondiente. Seis omitieron asociar la ecuacion con alguna gréfica, y el resto del grupo
realiz6 asociaciones incorrectas. El grupo en general asoci6 varias graficas a esta ecuacion,

con las frecuencias que aparecen en la tabla que sigue:

Grafica Numero de alumnos que la asoci6 con la ecuaciéon y = —X*
y=3x+1 0
y=-x 9
y=x-2 1
y=-2x-3 1
y=X 0
y=x*-2 3
y=-x+1 1
y= X2 +1 0

Aunque la asociacidon incorrecta mas frecuente fue con la grafica de y=Xx>—2 —tres

alumnos lo hicieron asi— se encuentra también que otros tres estudiantes asociaron
ecuaciones lineales a la grafica de una ecuacion cuadratica. Dicho resultado parece indicar
que, en su mayor parte, los estudiantes comenzaron a reconocer que una funcidon cuadratica

no podria asociarse con una linea recta, pero que esta falla persistia en algunos estudiantes.



99

11c) Trece aprendices asociaron correctamente Yy = X—2 con su grafica, en tanto que dos no

indicaron ninguna asociacion. Se observaron varias asociaciones incorrectas, que se

incluyen en esta tabla junto a las correctas:

Grafica Numero de alumnos que la asocid con la ecuaciéon Yy = X—2
y=3x+1 2

y=-x !

y=x-2 13
y=-2x-3 2

y=X 0
y=x>-2 2
y=-x+1 0
y= X2 +1 0

Un estudiante asocié la ecuacién y=X—2 con dos graficas, la de y=x>—-2 y la de
y =-2Xx-3. Tres aprendices le asociaron a Yy =X—2 —una ecuacion lineal- graficas de

ecuaciones cuadraticas. En dos de estos casos, se le asocié la grafica de y=x>—2. Es
posible que los alumnos siguieran guiandose por el valor de b para realizar sus asociaciones,
tratando de establecer una analogia entre y = X*> —2 y la forma y = ax+b. Pero al pasar por

alto que estaban asociando ecuaciones lineales con graficas de funciones cuadraticas,
mostraron una pobre habilidad para trasladarse entre las representaciones grafica y
algebraica de funciones de este tipo.

11d) Once alumnos realizaron una asociacion correcta entre las representaciones grafica y

algebraica de la funcion representada por Yy = —-2Xx—3. Las frecuencias con las que el grupo

asoci6 distintas graficas a esa ecuacion se refieren en la tabla siguiente:

Grafica Numero de alumnos que la asoci6 con la ecuacion Yy = -2X—3
y=3x+1 2

y=-x 0

y=Xx-2 1
y=-2x-3 11

y=X 0
y=x>-2 1
y=-x+1 2
y= x> +1 0
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Cuatro aprendices omitieron asociar esta ecuacion con alguna grafica. En esta ocasion, s6lo
se encontrd un caso en el que el estudiante asoci6 una ecuacion lineal con la grafica de una
ecuacion cuadratica. Sin embargo, dicha asociacion, asi como las otras realizadas de manera
incorrecta en este inciso (seis en total) no parecen haberse guiado —al menos no de una
forma tan directa como en otros incisos— por los valores de los parametros a o b. Parece que
algunos aprendices hicieron uso de su conocimiento de que un valor negativo para a
resultaria en una recta “inclinada hacia abajo”, mientras otros ignoraron este hecho y se
enfocaron en quizd s6lo en la forma de las gréficas, recordando que la grafica deberia ser
una linea recta pues la ecuacion era lineal.

l11e) En este inciso se encontraba la ecuacion Yy =-3X, cuya grafica no aparecia entre las
mostradas para esta tarea; de esta manera, lo correcto era no asociar esta ecuacidon con
ninguna grafica. Sin embargo, era posible que algiin alumno dejara de contestar el inciso
simplemente por el hecho de omitirlo. Por ello, la falta de asociacion de este inciso con
alguna ecuacion solo se considerd correcta cuando el estudiante habia respondido mas de la
mitad de los incisos de este problema. Doce alumnos se encontraron en este caso. Se
considerd, asimismo, que tres estudiantes no contestaron el inciso.
Por otra parte, algunos aprendices si asociaron la ecuacién y = —3x> con alguna gréfica, con

las frecuencias siguientes:

Grafica Numero de alumnos que la asocié con la ecuaciéon y = —3%°
y=3x+1 0
y=-x 0
y=Xx-2 0
y=-2x-3 1
y=X 1
y=x*-2 1
y=-x+1 1
y= X2 +1 2

Aqui vuelve a encontrarse que tres estudiantes asociaron una ecuacion cuadratica con la
grafica de una funcion lineal, dando muestras de pobres conexiones entre representaciones

grafica y algebraica de esta clase de funciones. Otros tres estudiantes asociaron con la

ecuacion y = -3x* las graficas de distintas funciones cuadraticas; aparentemente, el inico
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criterio que emplearon fue el asociar lineas rectas con ecuaciones lineales, y curvas con

ecuaciones cuadraticas.

11f) Diecinueve aprendices asociaron la ecuacién y = X con la grafica que le correspondia. Un

alumno no contesto el inciso mientras otro asocid esa ecuacion con la grafica de y =x-2.

En este caso, no hubo un alumno que asociara ecuaciones lineales con graficas de funciones

cuadraticas, o viceversa. La tabla muestra las frecuencias con las que se asociaron distintas

graficas a esta ecuacion:

Grafica Numero de alumnos que la asocio con la ecuacion Y = X
y=3x+1 0

y=-x 0

y=Xx-2 1
y=-2Xx-3 0

y=X 19
y=x*-2 0
y=-Xx+1 0

y= X2 +1 0

11g) Nueve alumnos efectuaron una asociacion correcta entre la ecuacion y = x> —2 y su gréfica.

Seis aprendices omitieron dar respuesta en este inciso. En todo el grupo, se observaron

algunas asociaciones entre esta ecuacion y otras graficas. Estas se enlistan a continuacion:

; - -, — 2
Numero de alumnos que la asoci6 con la ecuacion Yy = X° —2

1

Grafica
y=3x+1
y=-x
y=x-2
y=-2Xx-3
y=X
y=x*-2
y=-x+1
y=x>+1

OSIO| O ||| N

Como puede verse en la tabla anterior, un estudiante asocid la grafica de y =3x+1, una

ecuacion lineal, con la ecuacion cuadritica y=x>—2. No es claro que lo haya hecho asi

atendiendo a los valores de los parametros a o b (en y =ax+b) y buscando una analogia

con la forma y=ax’+b, como parece ser el caso en otros incisos del problema. El

desempefio de este alumno en el resto de la tarea parece indicar que tuvo problemas para
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efectuar conexiones entre las representaciones grafica y algebraica de las funciones

involucradas.
El grueso de las asociaciones incorrectas en este inciso fue con la grafica de y = —x*; como

en otros incisos, esto da la impresion de que varios alumnos atacaron el problema asociando
las graficas de lineas rectas con ecuaciones lineales, y aquellas de lineas curvas con
ecuaciones cuadraticas, sin tomar en cuenta mas informacion.

11h) Once estudiantes realizaron la asociacion correcta entre la ecuacion y = —X+1 y su grafica.
Tres de los aprendices que presentaron la prueba omitieron responder este inciso, al tiempo
que se encontraron varias asociaciones entre esta ecuacion y graficas diversas. Estas se

presentan en la siguiente tabla:

Grafica Numero de alumnos que la asoci6 con la ecuacion Y = =X +1
y=3x+1 2
y=-x 0
y=x-2 1
y=-2x-3 2
y=X 1
y=x>-2 0
y=-x+1 11
y= X2 +1 1

Entre las asociaciones realizadas incorrectamente, una relaciona esta ecuacion lineal con la
grafica de una funcion cuadritica, y = X> +1. Las respuestas del estudiante que hizo esto
hacen pensar que se guiaba por el valor del parametro b en la forma y =ax+Db, incluso
dejando de lado el hecho de que asociaba una ecuacion lineal con la grafica de una funcion
cuadratica.

Otros dos estudiantes asociaron la grafica de y =3x+1 con la ecuacion de este inciso, por
lo que parece ser que también prestaban atencion al valor de b.

Se observaron también dos casos en los que se asocid la grafica de y=-2X-3 con la
ecuacion de este inciso. Aparentemente, los aprendices que asi lo hicieron tomaron en
cuenta que un valor negativo de a resulta en lineas “inclinadas hacia abajo”, pero no
consideraron otros factores, como el valor de b o una interpretacion mas precisa del papel de

aen la representacion grafica de una funcion lineal.
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111) Finalmente, se registraron once respuestas correctas en el inciso 11i, en las que los alumnos
. ., U2 , , . .
asociaron la ecuacion y =X +1 con la grafica que le correspondia. Siete estudiantes

dejaron el inciso sin responder. En todo el grupo hubo distintas asociaciones de esta

ecuacion con varias graficas. Dichas asociaciones se presentan en la tabla:

Grafica Numero de alumnos que la asoci6 con la ecuacion y = X +1
y=3x+1 1
y=-x 0
y=x-2 0
y=-2x-3 0
y=X 1
y=x>-2 0
y=-x+1 1
y= X2 +1 11

En dos de las tres asociaciones erroneas del inciso, los estudiantes parecen hacer observado

el valor de b (en la forma y =ax+b) y tratado de buscarle un analogo en la ecuacion de

este inciso, y=x>+1. En ambos casos, el empleo de este recurso los llevd a asociar

ecuaciones cuadraticas con graficas de funciones lineales, probablemente al dejar de lado
otros datos importantes para la tarea.
En general, a lo largo del reactivo 11 fue posible observar que una porcién pequeiia del grupo
podia asociar ecuaciones lineales a graficas de funciones cuadraticas, y viceversa, sin reparar
aparentemente en lo incorrecto de dicha respuesta. Por otra parte, una parte significativa del
grupo fue capaz de asociar correctamente la ecuacion de una funcién con su grafica, tarea para la
cual es necesario realizar conexiones entre las representaciones grafica y algebraica de las

funciones con las que esté trabajandose.

Los resultados encontrados parecen apuntalar la suposicion, ya mencionada en el andlisis de los
reactivos 8, 9c, 9f, 11a y 111, de que los estudiantes llegaron a una comprension del papel grafico
del parametro b mas desarrollada que la que pudieron construir para el rol del parametro a (en la
representacion Y = ax+Db). Esto ultimo puede haberse debido, entre otras causas, a un reducido
tiempo en las sesiones de trabajo dedicado al concepto de pendiente, el cual se relaciona

intimamente con el pardmetro a
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Se encontrd también, en términos generales, que algunos aprendices caian frecuentemente en el

error de escribir ecuaciones del tipo X=ny, cuando lo que en querian expresar era

probablemente “y es N veces mas grande que X’ (reactivos 6b, 10b de este mismo apartado).

Del mismo modo, hay evidencia de que los aprendices desarrollaron, hasta cierto nivel,
habilidades para pasar de una representacion a otra, y de una perspectiva a otra de las funciones
con las que debian trabajar, habilidades que se consideran esenciales para la comprension del
rubro (Moschkovich et al., 1993; NCTM, 2000). Sin embargo, los resultados hallados también
parecen indicar que los alumnos alcanzaron un dominio limitado de cada representacion y
perspectiva por separado, y que tuvieron que lidiar con dificultades de tipo procedimental
(reactivos 9d, 9¢). Lo aqui expuesto parece indicar que es necesario el disefio de instrumentos de

instruccion especificos para la atencion de este tipo de deficiencias.

Comparacién entre los resultados del pre-test y el post-test

El instrumento de evaluacion de la comprension fue aplicado, a modo de pre-test y post-test, en
dos momentos diferentes: antes y después de la implementacion del ambiente de aprendizaje,
respectivamente. Con ello se esperaba obtener informacidn respecto a la comprension que sobre
los conceptos de interés lograron desarrollar los estudiantes, asi como respecto a la incidencia del
ambiente de aprendizaje en dicho desarrollo.

Aunque este instrumento contenia varias preguntas abiertas, cuyas respuestas dificilmente pueden
calificarse como absolutamente “correctas” o “incorrectas”, en un primer analisis —el cual resulta
ilustrativo—, se adopt6 un criterio de “correcto-incorrecto” para la elaboracion de las graficas 1 y
2 (apartados Analisis de los resultados del pre-test y Andlisis de los resultatos del post-test). La
Grafica 3, que a continuacion se incluye, es una comparacion entre las dos primeras, y permite

observar, grosso modo, las diferencias registradas en los resultados de pre- y post-test:
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Gréfica 3.
Comparacion entre respuestas correctas, pre- y post-test
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Es posible notar una mejoria —si bien ligera en algunos casos— en el desempefio de los alumnos en
practicamente todos los reactivos de la prueba. Una excepcidn se encuentra en la etiqueta 7°, que
forma parte del reactivo 7: los estudiantes debian graficar en un plano cartesiano los datos que se
les presentaban en una tabla; puesto que estos datos eran discretos, una grafica correcta debia
consistir unicamente de una serie de puntos discretos. Gran parte de los estudiantes (todo el
grupo, en el post-test) localizé los puntos en el plano y los sefiald correctamente (a esto se refiere
la etiqueta 7 de la grafica 3); pero varios alumnos (el grupo entero, en el post-test) unian luego
estos puntos con una linea recta, lo cual es incorrecto pues no se pedia graficar una funcion lineal
de dominio continuo que se ajustara a los puntos dados, sino simplemente graficar estos puntos (a
esto se refiere la etiqueta 7°).

Otra excepcion se encuentra en la etiqueta 9a’, la cual forma parte del reactivo 9a. En éste, se
pedia a los estudiantes mencionar todo lo que pudieran respecto a las pendientes de dos rectas
paralelas en un plano cartesiano, grafica que se les mostraba en el reactivo. Las pendientes de las
rectas eran negativas. La etiqueta 9a corresponde a mencionar que las pendientes de ambas rectas
eran iguales, mientras que 9a’ corresponde a mencionar que son negativas (esa era toda la
informacioén que podia extraerse de la grafica). En la aplicacion del post-test (al igual que en la
del pre-test), ningin estudiante mencion6 la segunda caracteristica —que las pendientes eran

negativas—.
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En una primera aproximacion, en el post-test se observa un desempefio sustancialmente superior
—respecto al pre-test — en reactivos sobre conceptos basicos (2 a 4b), sobre caracteristicas de la
representacion grafica de funciones lineales desde una perspectiva de funcién como objeto (9b),
concernientes a la habilidad para pasar de la representacion grafica a la algebraica —dentro de la
perspectiva de objeto— (9c), y viceversa (10a a 10d), relacionados con el paso de una perspectiva
de objeto a una de proceso mientras se pasa también de la representacion grafica a la algebraica
(9d y 91). Se observo también una mejor actuacion al relacionar las graficas de diversas funciones
lineales y cuadraticas con sus correspondientes representaciones algebraicas (reactivos 11a a 111).
Para profundizar en los resultados de la comparacidn es conveniente pasar a estudiar lo

encontrado reactivo por reactivo:

Reactivo 1.

A pesar de que, de acuerdo al plan de estudios vigente (SEP, 1993), los alumnos del sistema
educativo mexicano se enfrentan al concepto de variable desde el nivel secundaria, en la
aplicacion del pre-test s6lo dos estudiantes dieron respuestas matematicamente correctas a la
pregunta ¢QuUé es una variable? El nimero aumenté a nueve estudiantes en la aplicacion del
post-test. Este aumento, sin embargo, es inferior al que se hubiera esperado, tomando en cuenta
que el ambiente de aprendizaje disefiado pretendia favorecer la comprension del concepto de
funcidn, y el de variable se encuentra intimamente relacionado con aquel.

Muchos son los factores que pueden haber influido en este resultado. Entre ellos, es posible que
durante el propio ambiente de aprendizaje se haya hecho poco énfasis en la nocion de variable
para concentrarse mas en la de funcion; asi, los estudiantes pueden haber desarrollado su
comprension del segundo concepto mientras entendian el primero a un nivel informal, pero sin
llegar a ser capaces de dar una definicion clara del mismo: entre las definiciones “incorrectas”
registradas en el post-test, se encontraban algunas como “es el valor que pueden tomar y o X”, “es
el valor que toman las cantidades dependiente e independiente en una tabla o grafica”. Este tipo
de definicidén muestra una circunscripcion a &mbitos especificos, ya sea el algebraico, el tabular o
el grafico, y no deja claro el caracter de variacion detras del concepto de variable. Sin embargo,
como pudo constatarse en el siguiente reactivo, varios de los alumnos que daban estas

definiciones entendian el concepto de funcién como la “dependencia entre dos cantidades”, y en
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reactivos posteriores mostraron cierta capacidad para trasladarse entre diferentes representaciones
y perspectivas de algunas funciones.

Dado lo anterior, es posible que la ausencia de mas respuestas matematicamente correctas a la
pregunta ¢Qué es una variable? guarde relacion con una dificultad para verbalizar el concepto,
producto de una comprension poco desarrollada. Parece razonable suponer que, de haberse
puesto mayor énfasis en este concepto durante la implementacion del ambiente de aprendizaje,
esta deficiencia se habria presentado en menor medida. Por otra parte, parece que el tener
dificultades para verbalizar una definicion matematicamente correcta del concepto de variable
tuvo poca influencia en el desarrollo de otras habilidades consideradas de interés en este estudio:
el paso entre distintas representaciones y perspectivas de funciones.

Cabe mencionar también que, en el pre-test, cinco alumnos expresaron no saber qué responder,
mientras otros tres dejaron el reactivo sin respuesta. En el post-test, ningiin alumno se encontro
en alguno de estos casos.

Reactivo 2.

En la aplicacion del pre-test se halldo que ningun estudiante pudo dar una definicion
matematicamente correcta de funcién, cuando de acuerdo al plan de estudios vigente (SEP, 1993)
este concepto es introducido desde el nivel secundaria. Por su parte, en el post-test se registraron
dieciocho respuestas correctas (entre veintiin estudiantes que presentaron la prueba) en este
sentido. Mientras en el primer ejercicio hubo seis alumnos que expresaron no saber lo que es una
funcion y tres que dejaron el reactivo sin contestar, en el segundo estos nimeros se redujeron a
un estudiante que omiti6 responder y a ninguno que afirmara no saber lo que era una funcion.
Varias concepciones erroneas que pudieron detectarse en el pre-test (una funciéon “es la incognita
a despejar”, “es el eje de un plano cartesiano”, “es una ecuacion”) no aparecieron mas en el post-
test, viéndose sustituidas en practicamente todos los casos por definiciones que pueden
considerarse como correctas.

Parece ser que, a nivel conceptual, los alumnos consiguieron desarrollar una comprension de la
nocion de funcion en términos de dependencia entre dos cantidades —en el plan de estudios
actualizado para el CCH, (UNAM, s/f) solo se contemplan funciones de dos variables a este
nivel; la instruccion efectuada durante el ambiente de aprendizaje se atuvo a esta restriccion—.
Esta, de acuerdo a la literatura (Hines, 2002; Sierpinska, 1988, citada en Tall, 1992, p. 497),

resulta conveniente para introducir el concepto pues favorece las conexiones entre las distintas
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representaciones de una funcidon dada, en oposicion a lo que sucede con definiciones de corte
conjuntista.

Sin embargo, por lo que pudo observarse en reactivos posteriores, quedaron deficiencias en
cuanto a conocimientos procedimentales, asi como en la competencia para trabajar dentro de una
representacion determinada de una funcion. Estos resultados parecen indican que haber
desarrollado una nociéon conceptual correcta del concepto de funcidon no es suficiente para
garantizar un desempefio aceptable en tareas que requieran las habilidades mencionadas, las
cuales se han considerado esenciales en la comprension del concepto de funcion (Moshkovich et

al., 1993; NCTM, 2000).

Reactivo 3.

Ante la pregunta ¢Cuando se dice que una funcion es lineal?, dos alumnos dieron una respuesta
matematicamente correcta al aplicarseles el pre-test. Por su lado, al llegar el momento de aplicar
el post-test, este numero se elevo a diecinueve estudiantes. Ademas, en la aplicacion de la
primera prueba se registraron seis casos en los que los alumnos manifestaron ignorar cuando una
funcion seria lineal, mientras tres omitieron responder el reactivo. Para la segunda prueba, s6lo
un estudiante dejo este reactivo sin respuesta, y no se encontrd a ninguno que expresara no saber
cudndo una funcidn seria lineal.

Entre las respuestas a este reactivo registradas en el pre-test, se encontraron varias en las que se
identificaba funcion lineal con ecuacion lineal, del mismo modo en que en el reactivo anterior se
llegd a identificar funcidn con ecuacion; esta concepcion errdénea no se registrd en los resultados
del post-test. En éste ultimo, unicamente un estudiante dio una definicién incorrecta de funcion
lineal, en la cual establecia que una funcion seria lineal si “su ecuacion no estd elevada al
cuadrado [si se supone que son las variables las que no deben estar elevadas al cuadrado, esta
condicion es necesaria pero no suficiente], también podria ser cuando esta va consecutiva
[condicidbn que parece hacer referencia a la proporcionalidad, pero sin llegar a establecerlo
claramente]”. El desempefio del estudiante que dio esta respuesta fue pobre en el resto del post-
test, lo que lleva a pensar que no consiguid desarrollar una comprension robusta de los conceptos

tratados.
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Reactivo 4.

Este se componia de tres incisos, los cuales hacian referencia a la representacion algebraica

y=ax+b.

4a) Cuando, en el pre-test, se preguntd a los estudiantes quiénes serian las variables en la
ecuacion anterior, cuatro estudiantes dieron la respuesta convencional (X y Yy). Para la
aplicacion del post-test, se registraron catorce respuestas correctas. En la primera instancia,
tres aprendices omitieron dar respuesta al reactivo, mientras que en la segunda un estudiante
se encontrd en esa situacion.
Debe tomarse en cuenta que durante las sesiones de trabajo, se emplearon situaciones
didéacticas en las que se presentaban distintas funciones y se trabajaba con ellas en diferentes
representaciones y desde distintas perspectivas, todo ello dentro de contextos no-
matematicos. Por otra parte, éste reactivo se encuentra situado en un contexto puramente
matematico, de manera que la correcta identificacion de las variables de la ecuacion

y =ax+Db es hasta cierto punto una medida de la capacidad de los estudiantes para transferir

sus conocimientos de un contexto a otro. Al encontrarse un elevado nimero de aprendices
que dieron respuestas correctas en este reactivo, resulta razonable suponer que una porcion
importante del grupo desarrollé su capacidad de transferencia en forma significativa. De
acuerdo a lo afirmado por Hiebert y Carpenter (1992), una de las consecuencias del
desarrollo de la comprension es que la capacidad para transferir conocimientos se ve
favorecida.

4b) Similarmente a lo que se solicitaba en el reactivo 4a, en el 4b los alumnos debian sefialar

quiénes eran las constantes en la ecuacion y =ax+Db. En los resultados correspondientes al

pre-test, se encontrd que cuatro aprendices dieron una respuesta correcta de acuerdo a lo
establecido convencionalmente. En el post-test el nimero fue de trece estudiantes. Del
mismo modo, al aplicarse el instrumento por primera vez cuatro alumnos dejaron este
reactivo sin contestar, mientras dos afirmaron no saber quiénes serian las constantes en la
ecuacion. Cuando se le aplicd por segunda vez, tres alumnos omitieron dar respuesta, y
ninguno expresd no saber qué contestar.

Como ocurre con el inciso anterior, haber proporcionado una respuesta correcta a la pregunta
que se planteaba en este inciso puede interpretarse como sefial de que la capacidad de

transferencia de conocimientos de un contexto a otro fue desarrollada de manera significativa
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por una parte importante del grupo; en la literatura se afirma que entre las consecuencias de
la comprension se encuentra una mejora en dicha capacidad de transferencia.
Cabe mencionar que en el pre-test las respuestas erroneas incluian afirmar que las constantes
de la ecuacion serian X y Y, unicamente Y o @, b y X juntas. Este tipo de concepciones
erroneas no se encontrd en el post-test, aunque aparecieron otras como el establecer que
unicamente b es constante, o que lo es la expresion ax. En un caso un alumno afirmoé que,
mientras Yy era variable, ax + b era constante, lo cual lleva a pensar que este estudiante no
consiguid desarrollar una comprension robusta de la nocion de ecuacion. En otro caso, se
afirmé que mientras las variables serian Y y &, las constantes serian X y b. Si bien esta
respuesta podria interpretarse como correcta, estd en desacuerdo con la convencion
aceptada.

4c) En el tercer inciso, los aprendices debian decir qué forma tendria la grafica de una ecuacion

del tipo y=ax+b. Cuando esta pregunta se plante6 en el pre-test, se encontraron cinco

respuestas correctas; para el post-test se registraron diez. Ademds, en el pre-test siete
alumnos manifestaron no saber la forma de la grafica y cinco dejaron el reactivo sin
contestar. Para el post-test, fueron tres los aprendices que no dieron una respuesta en este
reactivo, y ninguno manifesto no saber la forma de la gréfica.

De cualquier manera, en ambas aplicaciones se encontraron respuestas erroneas; en el caso
del pre-test, seis alumnos escribian que la grafica seria simplemente “lineal”, al tiempo que
dos afirmaron que tendria forma parabdlica y uno escribidé que seria “paralela”, dejando ver
lo que parece ser una concepcion erronea de la nocion de paralelismo.

En el post-test, volvieron a observarse respuestas incorrectas en el sentido de que la grafica
seria “lineal” (cinco alumnos), mientras en un caso se afirmé que la grafica seria “curva, no
recta”, justamente lo opuesto a lo esperado. El alumno que en el pre-test habia afirmado que
la grafica seria “paralela” manifestd esta vez que debia ser una linea recta, pero la respuesta
de otro aprendiz volvio a emplear el término “paralela” para referirse a la forma de la grafica
en cuestion. Este, en el pre-test, habia respondido que la grafica seria “lineal”. El desempefio
general de este alumno hace pensar que su comprension de los conceptos tratados alcanz6 un
desarrollo limitado, debido probablemente a serias deficiencias en sus conocimientos previos,
situacion detectada en el pre-test y que, por lo que los resultados dejan ver, no fue posible

remediar.
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Un aprendiz afirmo, en el post-test, que la grafica seria una “linea recta ascendente”, con lo
que parece expresar dos concepciones erroneas: una, la ecuacion Yy =ax+b representara
siempre funciones lineales crecientes; dos, sus graficas son generadas de izquierda a derecha.
La primera revela una vision limitada de las posibilidades encerradas en la ecuacion

y=ax+b, la cual parece haber persistido ain cuando durante la implementacion del

ambiente de aprendizaje se trataron algunos casos de funciones lineales decrecientes; quiza
un mayor nimero de ejemplos de esta clase de funciones ayudaria a cambiar esta concepcion.
La segunda parece ser debida a la manera en la que se trabajo en el ambiente de aprendizaje,
en el que se estudiaron estas funciones en contextos no matematicos: en las situaciones
didacticas planteadas siempre se hacia aumentar a variable independiente para observar los
cambios en la dependiente, lo cual probablemente contribuyd de manera importante a que el
alumno pensara que la grafica de una funcion lineal siempre es generada, en el plano
cartesiano, de izquierda a derecha. Por esta razon parece recomendable incluir situaciones
didacticas en las que la variable independiente decrezca. También es posible que el uso de
software didactico ayude a combatir este tipo de concepciones.

Como ya se hizo mencion en los dos reactivos anteriores, durante la implementacion del
ambiente de aprendizaje se trabajo en situaciones didacticas dentro de contextos no-

matematicos; asi, la representacion algebraica y =ax+b aparecié siempre en esa clase de

contextos. Es posible que al identificarla como la representacion algebraica de una funcion
lineal, como aquellas con las que habian trabajado, los estudiantes hayan estado mostrando

cierta capacidad para transferir conocimientos adquiridos en un contexto hacia otro distinto.

Reactivo 5.
En el reactivo 5 se presentaba a los estudiantes una tabla en la que los valores de dos variables, X

y Y, cambiaban de acuerdo a la ecuacion Yy =3X. Se les preguntaba Gnicamente si percibian la

relacion entre las dos columnas de la tabla.

Dieciocho estudiantes afirmaron percibir la relacion en el pre-test; veintiuno —la totalidad del
grupo—hicieron lo propio en el post-test. En ambas pruebas, una parte importante del grupo fue
mas alla de la consigna y tratd de especificar la naturaleza de la relacion entre ambas columnas.
En el pre-test, fueron trece los aprendices que procedieron asi, de los cuales uno realizd6 una

afirmacion incorrecta respecto a la relacion entre las dos columnas de la tabla: “y va aumentando
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el doble de X mas dos numeros mas”. En cuanto al post-test, once estudiantes explicaron la
relacion entre las columnas, haciéndolo todos correctamente, pero recuérdese que ello no se
solicitaba.

Tres estudiantes no dieron respuesta a este reactivo en el pre-test; todos lo contestaron en el post-

test.

Reactivo 6.
Este reactivo se dividia en dos incisos. Era en el primero de ellos en donde se pedia a los alumnos
que especificaran cudl era la relacion que veian entre las dos columnas de la tabla presentada. En
el segundo, se les solicitaba expresar dicha relacion mediante una ecuacidon. Ambos incisos
debian contestarse solo en caso de haber respondido afirmativamente al reactivo 5.
6a) La primera parte del reactivo fue respondida correctamente por trece estudiantes en el pre-
test, y por veinte en el post-test. En la primera aplicacion, tres estudiantes omitieron dar una
respuesta, mientras todo el grupo contesto el reactivo en la segunda.
En los resultados del pre-test se encontraron respuestas erroneas o incompletas como “ambas
columnas son variables”, “sumdndole a X su doble y luego 2 nos da el valor de y”, “tienen una

diferencia de 2”. Este tipo de respuesta dio paso, en el post-test, a diversas expresiones

verbales que remitian correctamente a la ecuacidon Yy =3X; por otro lado, en el post-test se

registrd una respuesta incorrecta, en la que el alumno afirmaba que “por cada X son 3y”. Asi,
invirtio los papeles de ambas variables, error que otros estudiantes cometieron en el siguiente
inciso. Este estudiante cometid el mismo error en reactivos posteriores, a saber, escribir

expresiones de la forma X =ny cuando, aparentemente, lo que queria expresar era “y es n

veces mas grande que X”. Los resultados hallados muestran que resulta problematico subsanar
esta dificultad para pasar de la representacion verbal de una relacion a su representacion
algebraica.

6b) La segunda parte del reactivo reveld ser un reto mayor para los estudiantes, aunque en mayor
medida en el pre-test que en el post-test. En el primero, se registraron ocho respuestas
correctas, contra las dieciocho encontradas en el segundo. Ademas, cuatro aprendices dejaron
el reactivo sin responder en el pre-test, en tanto que uno hizo lo mismo en el post-test.
Se hallaron varias respuestas incorrectas; en la primera aplicacion del instrumento

aparecieron ecuaciones como X = 3Y (dos casos, en los que se invierten los roles de ambas
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variables), y = X + 3, (tres casos, en los que los alumnos muestran dificultad para pasar de la
expresion verbal “y es tres veces mas grande que X’ a una representacion algebraica) o

y =X+2 (un caso; el estudiante aparentemente empled el primer renglon de la tabla para

corroborar la validez de esta expresion, sin hacerlo con otros renglones). Una alumna habia
escrito que los valores de Y se obtenian, a partir de X, “sumando lo doble de ese nimero [X] y
luego +2 para que nos dé el resultado”. Su traduccion algebraica de tal afirmacion fue y = X°
+ 2, mostrando una deficiencia en su dominio del lenguaje algebraico.

En la segunda aplicacion de la prueba los errores volvieron a incluir X=Yy+3 y Xx=3y (un

caso cada una). Las razones de estas equivocaciones parecen haber sido las mismas que en el
pre-test: dificultad para pasar de las representaciones verbales a las algebraicas. En el
ambiente de aprendizaje se dedicod poco tiempo a las representaciones verbales de funciones,

hecho que podria haber influido en este resultado.

Reactivo 7.

En este reactivo, los estudiantes debian graficar, en un plano cartesiano que se les proporcionaba,
los datos incluidos en la tabla del reactivo 5. Aparentemente la tarea no supuso una dificultad
mayor para los estudiantes en ninguno de los dos momentos en los que se implementd el
instrumento de evaluacion, aunque los resultados encontrados sefialan que probablemente,
durante las sesiones de trabajo con el grupo se favoreci6 la proliferacion de una concepcion
erronea respecto a la graficacion de datos: después de la implementacion del ambiente de
aprendizaje, todos los estudiantes parecian considerar que una grafica en el plano cartesiano
debia ser siempre continua, lo cual no ocurria antes de comenzar el trabajo con el ambiente de
aprendizaje; en el pre-test, cinco estudiantes se limitaron, como era lo correcto, a marcar en el
plano los puntos indicados por la tabla. En el post-test, todos los aprendices unieron estos puntos
con una linea recta, con lo cual su gréfica es, en rigor, incorrecta.

Es necesario tomar muy en cuenta este punto, para evitar caer en el mismo error en disefios

posteriores de ambientes de aprendizaje sobre este rubro.
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Reactivo 8.
En el siguiente reactivo, los estudiantes debian dibujar, en un plano cartesiano que se les

proporcionaba, la grafica de la funcion y =2x+1. Cinco estudiantes obtuvieron la grafica

solicitada en la aplicacion del pre-test, registrandose también que cuatro expresaron no saber
como dibujar la grafica y tres dejaron el reactivo sin contestar; al realizarse el post-test, catorce
aprendices dieron una gréafica correcta y uno omitio responder.

Pudo observarse, en los resultados de ambos instrumentos, que el método predominante para
trazar la grafica solicitada consistia en asignar valores a la variable X, y emplear la ecuacion dada
para calcular los correspondientes valores de y. A continuacién, se marcarian sobre el plano los
puntos definidos por estas dos variables, y después de calcular dos o mas puntos, se les uniria con
una linea recta.

Al proceder asi, se esta trabajando con la funcion desde la perspectiva de proceso, por lo que los
resultados registrados parecen indicar que la mayoria de los aprendices tendia a trabajar desde esa
perspectiva. En la literatura (Moschkovich et al., 1993) se han encontrado reportes en el sentido
de que, en ausencia de software didactico que apoye la ensefianza-aprendizaje del concepto
funcion, parece existir una “progresion natural” en el desarrollo de la comprension del concepto
de funcién. Esta comenzaria en la perspectiva de proceso para luego pasar a la perspectiva de
objeto, llegando eventualmente a la capacidad de establecer conexiones entre ambas. Una
caracteristica del ambiente de aprendizaje implementado en este trabajo fue que las herramientas
tecnologicas se emplearon exclusivamente como fuentes de informacion (Internet), por lo que es
factible que las comprensiones desarrolladas por los estudiantes hayan seguido dicha progresion.
Asi, al enfrentar tareas como la planteada en este reactivo la atacaron primero desde la
perspectiva de proceso, al resultarles de alguna manera mas solida.

Sélo en el post-test se encontraron métodos de solucion distintos al expuesto arriba; algunos
alumnos parecen haber intentado obtener la grafica directamente de los valores de los parametros
ay b dados en la ecuacion, aparentemente tratando la funcion desde la perspectiva de objeto. Sin
embargo, estos alumnos no llegaron a dibujar una grafica correcta, pues asociaban —
correctamente— el valor de b a la interseccion de la grafica con el eje y, pero el valor de a lo
asociaban a su interseccion con el eje X. Esta concepcion se ha reportado en otros trabajos
(Moschkovich, 1999), y parece tratarse no de una concepcion erronea sino de una “concepcion

transicional” con el potencial de refinarse para contribuir a una comprension mas desarrollada.
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De acuerdo con estos resultados, parece ser que antes de la implementacion del ambiente de
aprendizaje un parte importante del grupo de alumnos habia desarrollado cierta comprension de
las funciones desde la perspectiva de proceso, la cual se volvid mas sélida después de
implementado el ambiente; algunos estudiantes llegaron a desarrollar, paralelamente, una
comprension de las funciones como objetos, pero ésta no fue aun lo suficientemente robusta
como para ayudarles a encontrar una respuesta correcta a esta tarea.

Lo encontrado en otros reactivos permite suponer que, al mismo tiempo, una parte sustancial del
grupo llegd a ser capaz de efectuar conexiones entre ambas perspectivas, asi como entre
diferentes representaciones de las funciones con las que trabajaban, aunque dichas habilidades no

alcanzaron el nivel necesario para hablar de comprensiones profundas y robustas de este dominio.

Reactivo 9.
El reactivo nueve podria considerarse como el mas extenso y mas matematicamente complejo de
toda la prueba. Tomado del trabajo de Moschkovich et al., (1993) constaba de varios incisos

elaborados alrededor de la grafica siguiente:

¥
I
II d
3\
I:“““*-E: %
b £
£

El disefio del problema busca que al resolverlo, los estudiantes efectien conexiones entre
distintas representaciones y perspectivas de las funciones involucradas; realizar dichas
conexiones, y explotarlas correctamente para la solucién de tareas como la propuesta en el
problema, ha mostrado ser complejo y dificil de desarrollar en estudiantes de niveles similares a
los que participaron en este trabajo (Moschkovich et al., 1993). Los resultados hallados parecen
confirmar lo anterior.
9a) Cuando, en el pre-test, se pedia a los alumnos decir todo lo que pudieran sobre las pendientes
de las rectas I y II, ninguno expres6 alguna de las dos caracteristicas que pueden obtenerse de

la grafica: las pendientes son iguales y negativas. Esta situacidn cambi6 ligeramente en al
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aplicarse el post-test, en el cual se encontrd6 que ocho aprendices mencionaron que las
pendientes eran iguales. Sin embargo, tampoco se registraron respuestas en las que se
mencionara que eran negativas. Este tiltimo aspecto, junto al correspondiente al reactivo 7 —
en el que no debian unirse los puntos graficados con ninguna clase de linea—, fueron los
unicos en lo que no se registré una mejora cuantitativa del pre-test al post-test.

Lo que pudo observarse es que en ambas pruebas, la respuesta mayoritaria consistio en
afirmar que las rectas eran paralelas, lo cual es correcto pero matematicamente no responde a
la pregunta planteada. Dicho resultado indicaria que la comprension de concepto pendiente
no llegd a desarrollarse de forma importante entre el grueso del grupo.

Durante las sesiones de trabajo los alumnos mostraron comprender, en un primer nivel, el
papel grafico del parametro a, siendo capaces de establecer que tendria el mismo valor en las
ecuaciones de dos rectas paralelas, e incluso que seria negativo para la representacion
algebraica de una funcion lineal decreciente. Sin embargo, no hubo un momento en el que

Y2=%
X=X *

llegara a formalizarse el concepto de pendiente, en el sentido de m= El grupo si lleg6 a

establecer que el valor de a determinaria la “pendiente” de una recta (con afirmaciones del
tipo “a mayor valor de & mayor ‘inclinacion’ de la recta”), pero ese término, “pendiente”, fue
introducido por el profesor y es posible que aln resultara poco familiar para varios
estudiantes al llegar el momento de la aplicacion del post-test.
Lo anterior lleva a pensar que el disefio posterior de un ambiente de aprendizaje en el que se
busque el desarrollo de comprensiones del concepto de funcion, y en particular del de funcion
lineal, debera tomar en cuenta tareas dirigidas a formalizar la nocién de pendiente.

9b) El segundo inciso era similar al primero, en cuanto a que se solicitaba a los alumnos escribir
todo lo que pudieran respecto a las intersecciones de las rectas I y II con el eje y. Durante la
aplicacion del pre-test, un estudiante dio una respuesta correcta, lo cual requeria establecer de
alguna manera que en la recta I la interseccion seria positiva, y negativa en la recta II. El
numero de respuestas correctas aument6 a doce en el post-test.
El tipo de respuestas erroneas también cambié del pre-test al post-test. En el primero, seis
alumnos dejaron el reactivo sin contestar, mientras otros hicieron afirmaciones diversas entre
las que se encontraron “que las intersecciones son en el centro” o “que forman angulos y son
perpendiculares”., las cuales reflejan aspectos sobre los conocimientos previos de estos

estudiantes —conocimientos que parecen haber sido pobres—, y se alejan de lo que se hubiera
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podido considerarse afirmaciones correctas. Dos alumnos manifestaron que al ser paralelas
las rectas involucradas, los segmentos ab, dc y ef tendrian la misma longitud.
En el post-test, un estudiante omitid contestar el reactivo, y las respuestas consideradas como
incorrectas son de otra naturaleza; en muchas de ellas se afirman hechos ciertos, pero que no
constituyen en rigor una respuesta completa a la pregunta planteada: es el caso del alumno
que escribid que “las intersecciones se dan cuando X es cero”, o del que afirmé que “la
diferencia entre las rectas I y II serd la misma”, aparentemente entendiendo “distancia” por
“diferencia”.
Se hallaron dos casos en los que los estudiantes dejaron entrever que concebian a estas rectas
como siendo generadas de izquierda a derecha: uno de ellos expresd que sus intersecciones
con el eje y son “el punto de partida”, otro habld de “rectas ascendentes” (reactivo 4c). Parece
ser que esta concepcion fue favorecida en el ambiente de aprendizaje, en el cual la variable
independiente en las relaciones funcionales estudiadas siempre se hacia aumentar para
observar los cambios correspondientes en la variable independiente. Disefiar situaciones
didacticas en las que la variable independiente también decrezca podria ayudar a subsanar
esta falla; es posible que el uso de software didéactico apropiado para la graficacion de
funciones también resulte util.

9c¢) En el tercer inciso los alumnos debian seleccionar, de una lista de cuatro ecuaciones, las que
correspondian a las rectas I y II. Ningun estudiante selecciond las ecuaciones correctas en el
pre-test, mientras que catorce si las sefialaron en el post-test.
Pudo observarse, en el post-test, que varios estudiantes parecieron guiarse en su eleccion por
el valor del parametro b, el cual interpretaban correctamente como la interseccion de la recta
con el eje y; sin embargo, no tomaron en cuenta —o lo hicieron equivocadamente— el valor de
a, de manera que en varios casos seleccionaron ecuaciones en las que b era correcta pero no
a. Esto parece ser sefial de que una parte importante del grupo consiguié desarrollar su
comprension del rol grafico del parametro b mas alla de lo correspondiente para el parametro
a; el disefio del ambiente de aprendizaje puede haber contribuido a este resultado, pues se
dedico aproximadamente el mismo tiempo —y el mismo tipo de tareas— a la construccion de
los roles graficos de cada parametro, ay b, cuando aparentemente el de a resulta mas dificil

de comprender. Disefo s posteriores deberan tomar este punto en cuenta.
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9d) Los incisos cuarto y siguientes mostraron resultar sensiblemente mas problematicos para los
alumnos que los tres primeros. Esto era de esperarse, pues en ellos se requiere efectuar
cambios de representaciones al tiempo que se pasa de una perspectiva a otra, habilidad
considerada en la literatura como compleja y dificil de desarrollar (Moschkovich et al., 1993).
Ninguno de los estudiantes que presentaron el pre-test pudo calcular correctamente las
coordenadas de los puntos &, b, cy d de la grafica, que era lo solicitado en este inciso. Para el
post-test se observd un cambio en esta situacion: diecis€is alumnos encontraron las

coordenadas de a y b, aunque s6lo tres hicieron lo propio con las de c y d.
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Parece ser que, en el post-test, varios estudiantes localizaron a y b “leyendo” el valor de su
ordenada directamente de las ecuaciones para las rectas I y II, las cuales habian debido
determinar en el inciso anterior. Esto confirma parcialmente la suposicion de que en términos
generales, en el grupo se desarrolld una comprension de cierto nivel sobre el papel grafico
que juega el parametro b. Estos alumnos se vieron en dificultades al tratar de localizar los
puntos Cy d, en ocasiones debido a errores de tipo aritmético-algebraico, en otras por causa
de haber seleccionado una ecuacidon incorrecta para alguna —o ambas— de las rectas
involucradas.

Otro modo de proceder consistid en tratar de localizar los puntos realizando marcas
equidistantes sobre los ejes de la grafica, para asi contar con una escala que permitiera dar
con las coordenadas de los puntos en cuestion. Algunos de los alumnos que procedieron de
este modo parecen haber elegido dicha escala de manera arbitraria, mostrando una
comprension limitada del plano cartesiano; la mayoria, por otro lado, eligié la escala de modo
que fuera consistente con las coordenadas, que a esta altura del problema ya conocian, de los
puntos a y b. El método hubiera tenido buenas posibilidades de funcionar, de no ser porque

no tomaron en cuenta que cada eje estaba dibujado a una escala diferente. Aunque algunos
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estudiantes notaron esto al avanzar al siguiente inciso, parece ser que ya no tuvieron la
oportunidad o el &nimo de regresar y corregir sus calculos anteriores.
En la realizacion del pre-test se registré un alto numero de estudiantes que o bien dejaron el
inciso sin responder o bien expresaron no saber como dar con la solucion. Los que intentaron
resolver el problema lo hicieron por métodos similares al expuesto en el parrafo anterior, con
la diferencia de que todos ellos parecieron haber empleado escalas completamente arbitrarias.
Resulta de interés notar que, aunque una gran parte del grupo no encontr6 las coordenadas de
todos los puntos requeridos en el post-test, si fue capaz de trasladarse entre las diferentes
representaciones y perspectivas involucradas en el problema, habilidad que se considera
fundamental para la comprension del concepto de funcidon (Moschkovich et al., 1993; NCTM,
2000).

9e) Tanto en el pre-test como en el post-test, los resultados para este inciso fueron similares a los
registrados en el anterior, lo cual era de esperarse pues las tareas planteadas en ambos son
hasta cierto punto similares. Lo que se requeria era suponer que la abscisa del punto e era
igual a cinco, y a partir de ello encontrar su ordenada asi como las coordenadas del punto f.
En el pre-test ningin alumno hallo dichos datos, en tanto que en el post-test hubo cuatro
estudiantes que encontraron la ordenada de € y dos que hicieron lo propio con las
coordenadas de f.
Los métodos de solucion en este inciso fueron semejantes a los empleados en el anterior; asi,
en el pre-test ninguno de los estudiantes parecid emplear las ecuaciones para calcular los
datos solicitados, intentando encontrarlos definiendo una escala arbitraria sobre el plano
cartesiano que se les mostraba. Por otra parte, en el post-test hubo casos de estudiantes que
trataron de calcular las coordenadas a través de las ecuaciones de las rectas, aunque erraron
en sus céalculos debido, en general, a problemas aritmético-algebraicos o a haber elegido
incorrectamente la ecuacion correspondiente a una —o ambas— rectas. También se tienen
registrados intentos de solucion en los que emplearon la informacion del problema —la abscisa
de ees cinco— para dibujar marcas sobre los ejes, definiendo asi una escala que les permitiera
localizar los puntos en cuestion. Aqui entraron en conflicto con lo hallado en el problema
anterior, pues notaron que las coordenadas adoptadas entonces no eran consistentes con las
actuales, si se suponia que ambos ejes estaban dibujados con la misma escala. Esto fue la

fuente de practicamente todos los errores de quienes siguieron dicho procedimiento.
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9f) En este inciso los estudiantes debian hallar las longitudes de los segmentos €f, cd y ab. En el
pre-test, ningiin alumno pudo hacerlo, aunque dos expresaron que los tres segmentos tendrian
la misma longitud debido a que las rectas I y II eran paralelas. En el post-test, doce
estudiantes notaron esto, pero solo siete hallaron las longitudes requeridas. En la primera
prueba fueron muchos —diecinueve de veintiuno— los estudiantes que dejaron el inciso sin
respuesta o que expresaron no saber como proceder. En la segunda, nueve se encontraron en
este caso, en tanto el resto del grupo tratd de hallar la respuesta explotando el paralelismo de
las rectas, en donde revelaron estar mas seguros de sus calculos de las coordenadas de los
puntos ay b que de c, d, e y f, pues el resultado obtenido empleando las primeras era
considerado como “el correcto”; cuando el valor arrojado al usar las segundas diferia de éste,
manifestaban que debian haber cometido un error pues, afirmaban, todas las longitudes
deberian ser iguales a la del segmento ab.
Una de las fuentes mas importantes de error en este inciso fue la eleccion equivocada de las
ecuaciones que representaban correctamente a las rectas [ y II —inciso 9¢c—, otra fue el calculo
erroneo de las coordenadas de los puntos involucrados —incisos 9d y 9e—. Fuera de ello, el
grueso del grupo mostrd, en el post-test, haber desarrollado habilidades para trasladarse entre
las representaciones y perspectivas necesarias en este problema. Dichas habilidades no se
observaron en el pre-test.

9¢) El ultimo inciso del problema era semejante al anterior, pues en €l se preguntaba si seria
posible predecir la longitud de otro segmento arbitrario, cuyos extremos fueran puntos de las
rectas [ y II, paralelo al eje y. Ningtn estudiante en el pre-test dio una respuesta satisfactoria,
en tanto que en el post-test se registraron siete respuestas en las que los aprendices notaban
que la longitud del nuevo segmento podia predecirse con la informaciéon conocida a esta
altura del problema.
Fue notorio el elevado nimero de alumnos que, en ambas pruebas, dejo ésta pregunta sin
contestar. Es posible que esto se haya debido a la complejidad y extension del problema 9,
caracteristicas que tal vez hayan llevado a varios estudiantes a “dejar para después” sus
ultimos incisos. El instrumento de evaluacion no era una prueba corta, y puede ser que en el
ultimo momento estos alumnos hayan decidido que no tenian tiempo —o animos— para

responder completo este problema.
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En términos generales, la comparacion entre los resultados obtenidos para esta tarea, en el pre-
test y en el post-test, arroja evidencia en el sentido de que los estudiantes llegaron a desarrollar
comprensiones de cierto nivel sobre las funciones lineales, siendo capaces de moverse entre
diferentes perspectivas y representaciones de las funciones involucradas en este problema; pudo
observarse que la mayor parte de los errores cometidos tuvo relacion con conocimientos
procedimentales —errores de calculo aritmético-algebraico— o con su dominio de determinadas
representaciones en particular (algunos alumnos mostraron problemas para trabajar con

representaciones algebraicas, otros con representaciones graficas).

Reactivo 10

En el siguiente reactivo de la prueba, tomado con ligeras modificaciones del trabajo de
Moschkovich et al., (1993) se planteaba otro problema cuya solucion demandaba el paso entre
perspectivas y representaciones distintas de funciones lineales. Este constaba de cuatro incisos, y

comenzaba presentando a los alumnos el siguiente plano cartesiano:
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10a) El primer inciso del problema requeria inicamente que se trazara, en el plano anterior, una
recta paralelaa y =2X—5, que pasara por el origen. En el pre-test, seis estudiantes trazaron
esta recta; veinte lo hicieron en el post-test. El tinico estudiante que en el post-test no
respondid correctamente esta pregunta parecid haber ignorado la consigna, pues trazd una
linea paralela a la dada pero que intersectaba al eje de las ordenadas en y = 2, cuando su

desempefio durante las sesiones de trabajo mostraba que era capaz de localizar del origen de

un plano cartesiano.
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Es notable que un nimero grande de alumnos no trazara la recta requerida en el pre-test,
cuando hacerlo exigia, basicamente, una comprension del término “paralela”, y la capacidad

de localizar el origen y la recta Yy =2X—5 en el plano. Este y los resultados de otros

reactivos hacen pensar que los estudiantes habian llegado al ambiente de aprendizaje con
una comprension pobremente desarrollada del concepto de funcion lineal. Asimismo, lo
encontrado en el post-test parece indicar que las comprensiones de la generalidad del grupo
habian alcanzado un desarrollo mayor al finalizar la implementacion del ambiente de
aprendizaje.

10b) La segunda tarea que se planteaba en el problema consistia en escribir una ecuacion para la
recta que se habia trazado en el inciso anterior. Ninguno de los estudiantes que presento el
pre-test encontré una ecuacion correcta para dicha linea. En el post-test se registraron trece
respuestas correctas. Un nimero importante de aprendices (diez) omitié responder el inciso
en el pre-test, cifra que se redujo a cero en la segunda aplicacion del instrumento, cuando
las respuestas incorrectas se relacionaron, en ocasiones, con dificultades para trasladarse
correctamente de la representacion grafica a la algebraica, y en otras con problemas con el
paso de una representacion verbal a una algebraica, todo ello al tiempo que los alumnos
debian moverse entre las perspectivas de proceso y de objeto. Esto es sefial de que, si bien
en términos generales los alumnos desarrollaron su comprension de los conceptos
involucrados, éste desarrollo no alcanz6 la solidez necesaria para que la totalidad del grupo
resolviera correctamente tareas como la de este inciso.

10c) En el tercer inciso se debia trazar otra paralela, esta vez por el punto (1, 4). Un alumno en el
pre-test trazo la linea solicitada, diecisiete en el post-test lo hicieron asi. En el pre-test se
registraron algunas dificultades con la notacion (X, y), las cuales practicamente
desaparecieron para cuando se aplico el post-test. En éste ultimo, un alumno omitié dibujar
alguna linea, y los tres que no trazaron correctamente las linea que se requeria tuvieron
errores de diferentes indoles; uno de ellos seguia teniendo problemas con la notacion (X, Y),
otro parece haberse quedado sin tiempo, y otro mas interpretd incorrectamente el término
“paralela”.

10d) El altimo inciso de este problema era similar al segundo, pues se pedia a los aprendices
escribir una ecuacion para la linea trazada en el inciso 10c. Al aplicarse el pre-test, ningun

estudiante dio una respuesta correcta, en tanto que doce si lo hicieron en el post-test.
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En la primera aplicacion del instrumento se detectd que varios estudiantes aparentemente
trataban de incluir directamente en su ecuacion al punto (1, 4), con lo que daban respuestas
como Y=X—-4 o y=Xx+4. Este tipo de respuesta practicamente desaparecié al aplicarse
el post-test, en el cual, entre los errores cometidos se encontraron varios intentos por
encontrar ecuaciones que produjeran el valor y =4 cuando X =1, sin considerar que son
necesarios dos puntos para definir una recta. También se encontraron casos en los que los
estudiantes tenian dificultades para pasar de la representacion verbal a la algebraica de una
funcion lineal, al escribir, por ejemplo, X =4y cuando lo que tenian en mente eran
afirmaciones del tipo “y es cuatro veces mas grande que X”.

El hecho de que el grueso del grupo haya conseguido un desempefio aceptable en la resolucion de

este problema, arroja evidencia en el sentido de que lograron desarrollar, por lo menos en un

primer nivel, habilidades para moverse entre diferentes perspectivas y representaciones de

funciones lineales, habilidades que conforman una base para la comprension de las mismas.

Reactivo 11

El ultimo reactivo de la prueba consistia en un ejercicio de asociacion de varias ecuaciones que
representaban funciones de dos variables, con las graficas que les correspondian. Se incluian
funciones lineales y cuadraticas, ademas de que el nimero de ecuaciones era distinto al de
graficas, como una medida para evitar, hasta donde fuera posible, que los estudiantes realizaran
asociaciones al azar.

El reactivo se presenta a continuacion, tal cual como aparecio en el instrumento de evaluacion de

la comprension (también se le puede encontrar en el Anexo 2):
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11. Asocia cada ecuacién con su grafica, anotando entre los paréntesis la letra de la
ecuacion correcta.
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Tanto en el pre-test como en el post-test, se encontré que varios alumnos efectuaban asociaciones
incorrectas, aunque el nimero de esta clase de asociaciones disminuy6 sensiblemente en el post-
test, en todos los incisos. Esto puede observarse en las siguientes graficas, que consignan, inciso
por inciso, las frecuencias con las que los alumnos asociaban cada ecuacion con las graficas del
problema.

En el eje horizontal estd representada cada una de las graficas del problema; en el eje vertical se
representa el nimero de asociaciones que, en cada inciso, los alumnos realizaban entre la

ecuacion indicada y cada una de las graficas listadas en el eje horizontal.

11a) Asociaciones de la ecuacion Y =3x+1 con las graficas del
8 - problema
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11c) Asociaciones de la ecuacion Y = X—2 con las graficas del
14 problema
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11d) Asociaciones de la ecuacion y = —-2X—3 con las graficas
del problema
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11e) La grafica de la ecuacion y = —3x* no aparecia en el problema.
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Asociaciones de la ecuacion y = X con las gréaficas del

111) problema
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11i) Asociaciones de la ecuacion y = x* +1 con las graficas del
12 4 problema

8 —e— Pre-test

—a— Post-test
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3 Graficas

En las graficas anteriores puede apreciarse como, en el post-test, las asociaciones correctas
aumentaron significativamente respecto a las registradas en el pre-test. Parece ser que en el
momento de aplicacion del post-test, los alumnos habian desarrollado su habilidad para efectuar
conexiones entre las representaciones grafica y algebraica, a un grado mayor que el que

presentaban al implementarse el pre-test.

Esta comparacion entre los resultados hallados en la aplicacion de ambas pruebas parece indicar
que, en términos generales, los estudiantes contaban con comprensiones sobre las funciones
lineales mas desarrolladas después de la implementacion del ambiente de aprendizaje que antes
de la misma. Sin embargo, se encontraron algunos aspectos que seguian resultdndoles
problematicos: en el post-test, varios alumnos mostraron dificultades de tipo aritmético-
algebraico, de corte procedimental, asi como una competencia limitada en el trato con
determinadas representaciones de las funciones estudiadas; algunos estudiantes efectuaban
“traducciones” de afirmaciones del tipo “y es n veces mas grande que X” al lenguaje algebraico de
manera erronea; el grupo entero llegd a concebir la grafica de una funcion lineal como una linea
continua, invariablemente; una parte significativa del mismo parece haber alcanzado una mayor

comprension del papel grafico del parametro a (en y = ax+b) que aquella desarrollada para el

de &, que mas bien fue limitada; aunque el grueso del grupo mostré ser capaz de trasladarse entre

representaciones y perspectivas de funciones, muchos aprendices cometian errores en el proceso;
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algunos alumnos parecieron concebir las graficas de funciones lineales como siendo generadas de
izquierda a derecha.
El disefio de ambientes de aprendizaje posteriores, que busquen la comprension del concepto de

funcion, deberia considerar seriamente estas dificultades.

Correlaciones encontradas entre los reactivos del instrumento de

evaluacién de la comprension

Al analizar los resultados obtenidos en la aplicacion del instrumento de evaluacion de la
comprension, se hallaron ciertas correlaciones entre algunos de los reactivos que lo constituyen.
Buscar estas correlaciones perseguia dos objetivos principales: uno, contar con herramientas para
optimizar versiones posteriores del instrumento; las correlaciones entre diversos items podrian
indicar si algunos de éstos estaban arrojando informacién redundante. Dos, esta informacion
también podria ser Util para detectar posibles relaciones entre diferentes habilidades importantes
para la comprension del concepto de funcion.
Se consider6 adecuado buscar las correlaciones unicamente entre los resultados del post-test,
dado que los estudiantes habrian pasado ya por un periodo de instruccion dedicado a los
conceptos de interés y presumiblemente habrian desarrollado hasta cierto nivel las habilidades
que interesaba correlacionar.
A la respuesta de cada estudiante a cada reactivo del post-test le fue asignada una calificacion del
0 al 10, para lo cual se siguieron los criterios que se indican en la tabla 3 (apartado Analisisdelos
resultados del pre-test). De este modo pudo construirse una matriz de tamafio 21x31 —veintiiin
estudiantes, treinta y un reactivos— que contenia todas las calificaciones, obtenidas en todo el
post-test, por todo el grupo. A continuacion, con ayuda del software MS Excel se calcularon los
coeficientes de correlacion para cada columna de datos respecto a todas las demas.
El coeficiente de correlacion se obtiene a través de la formula

o ZOS R K

V6= ) Sy - )

en donde X;, Yi son cada uno de los datos medidos, y fk, L4 son las medias de cada conjunto de

datos a correlacionar. Se trata de un coeficiente adimensional que indica en qué medida dos
conjuntos de datos varian conjuntamente a través de una relacion lineal. Un valor de g y cercano

a1l o a-1 es senal de una correlacion lineal fuerte, mientras que si su valor es cercano a 0, las
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correlacion lineal es débil o completamente inexistente. Debe tomarse en cuenta que, por
ejemplo, si los datos variaran conjuntamente, pero a través de alguna relacion no-lineal, ésta no
seria detectada mediante el calculo de g y. Para este apartado, interesaba principalmente
encontrar si entre los diversos items del instrumento de evaluacion de la comprension habia una
correlacion de tipo lineal.

Se encontraron correlaciones altas (g y> 0.8) para los resultados de los reactivos que aparecen

en la tabla 4:

Tabla 4. Reactivos para los cuales se encontraron correlaciones altas

Reactivos Py
4ay4b 0.8090
10ay 10c 0.8210
10by 10d 0.8633
llay11b 0.8165
llayllg 0.8165
llbyllg 0.8056
llcylle 0.8257
lleyllg 0.9083

Las correlaciones que se registran en la tabla 4 eran las esperadas, pues, efectivamente, los
contenidos de los reactivos que aparecen en ella se relacionaban matematicamente de manera

muy cercana. La tabla 5 recoge dichos contenidos:

Tabla 5. Contenidos matematicos de |os reactivos con correlacion alta.

Reactivos Contenidos

4a Identificacion de los elementos de la representacion algebraica

4b y=ax+b.

10a Conocimiento del plano cartesiano. Paralelismo. Perspectiva de funcion
10c como objeto.
10b Paso de la representacion algebraica a la representacion grafica de una

lod funcion lineal. Paso entre las perspectivas de funcién como objeto y
funcidén como proceso.
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11a-111 | Paso de la representacion grafica a la representacion algebraica de

funciones lineales y cuadraticas. Perspectiva de funcidon como objeto.

De esta manera, el andlisis de las correlaciones entre los reactivos del post-test no arroja
informacién novedosa o inesperada, respecto a las posibles relaciones que pudieran existir entre
las diferentes habilidades involucradas en la comprension de la nocion de funcion: los reactivos
con correlaciones altas fueron precisamente aquellos cuyos contenidos matematicos ya estaban
intimamente relacionados.

Del mismo modo, parece ser que el diseio del instrumento de evaluacion de la comprension
resultd adecuado, en cuanto a que no se encontraron reactivos que proporcionaran informacion
redundante. Aquellos cuyos resultados mostraron tener cierta correlacion habian sido disefiados
de manera que asi debia ocurrir, y permitieron obtener informacién mas profunda respecto a las

comprensiones desarrolladas por los aprendices.
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Capitulo 4. Conclusiones y vias de desarrollo

En el presente trabajo se planted un problema relativo al desarrollo de comprensiones sobre el
concepto de funcidn, y el de funcién lineal como un caso particular del primero. El problema

planteado es:

(Hasta qué punto la implementacion de un ambiente de aprendizaje orientado a la comprension
de aspectos de la nocién de funcion, con particular énfasis en funciones lineales, se ve reflejada
en el desarrollo de una comprension de tales conceptos, en estudiantes de primer semestre de

bachillerato?

Con el fin de obtener informacién que arrojara luz sobre dicho problema, se concibid, disefié e
implemento6 frente a un grupo de alumnos del CCH, un ambiente de aprendizaje enfocado hacia
la comprensién de los conceptos matematicos sefialados, presentdndolos ademds en contextos no-
matematicos. Asimismo, se diseié e implementé un instrumento de evaluacién de la
comprension, el cual fue aplicado en dos momentos diferentes sirviendo como pre-test y post-
test. Del andlisis y comparacion entre los resultados de ambos fue posible extraer, hasta cierto
punto, la informacion requerida.

Se encontré que los estudiantes lograron desarrollar ciertas habilidades que la literatura ha
considerado esenciales para la comprensioén del concepto de funciéon (Moschkovich et al., 1993;
NCTM, 2000): el paso entre distintas representaciones y perspectivas del mismo. El trasladarse
entre dichas representaciones y perspectivas conlleva la realizaciéon de conexiones entre ellas. La
comprension se caracteriza, entre otras cosas, por el grado en que a un individuo le es posible
efectuar estas conexiones (Hiebert y Carpenter, 1992).

De igual manera, la mejoria registrada en el desempefio de los estudiantes en el post-test —
respecto a lo observado en el pre-test— es sefial de que los alumnos fueron capaces, en términos
generales, de transferir conocimientos construidos en contextos no-matematicos a contextos
puramente matematicos. De acuerdo al modelo adoptado en este trabajo, la comprension tiene
entre sus consecuencias el favorecer los procesos de transferencia (Hiebert y Carpenter, 1992).
De esta manera, los resultados parecen indicar que el desarrollo de las comprensiones de interés

se vio de alguna manera favorecido por la implementacién del ambiente de aprendizaje disefiado.
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Por otra parte también se encontrd que, si bien los estudiantes parecian estar haciendo conexiones
entre representaciones y perspectivas, en varias ocasiones fallas en el proceso les impedian llegar
a resoluciones correctas de las tareas que se planteaban en el instrumento de evaluacién de la
comprension. Esto no significa necesariamente que los aprendices fracasaran en hacer las
conexiones; mds bien, parece ser —en la mayor parte de los casos— que las dificultades eran de
orden procedimental (problemas para lidiar con manipulaciones aritméticas-algebraicas), o se
encontraban en el dominio de una representacion dada. Asi, algunos estudiantes mostraban
entender que graficas, tablas y ecuaciones, lejos de constituir entidades aisladas, eran
representaciones del mismo objeto (o proceso), la misma funcion, aunque al momento de efectuar
el traslado de una a otra representacion o perspectiva, complicaciones con el dlgebra involucrada
—e incluso con la artimética— impedian llegar a soluciones correctas de los problemas en cuestion.
Igualmente pudieron observarse algunos casos en los que los aprendices, aunque aparentemente
conscientes de la existencia de relaciones fundamentales entre representaciones y perspectivas, se
veian limitados por una falta de dominio de una determinada representacion: problemas con
aspectos sutiles del plano cartesiano, o del terreno de las representaciones algebraicas, o del de
las tabulares. La puesta en practica de nuevos ambientes de aprendizaje enfocados a la
comprension de funciones, deberian poner mayor cuidado al tratar con esta clase de dificultades.

Por otro lado, se registr6 que algunos alumnos tuvieron problemas para ir de la representacion
verbal de una relacién lineal a su representacion algebraica; el mds comun consistié en escribir

ecuaciones del tipo x = ny cuando, verbalmente, el alumno expresaba que “y es n veces mayor

que x”. Esto, aparentemente, tiene su origen en la manera en que estas expresiones son
visualizadas por el estudiante; en su representacién mental, la n y la y aparecerian mas ligadas

que la n y la x. Al llevarse al lenguaje algebraico, se tenderia a escribir x =ny en lugar de la
ecuacion correcta, y =nx. En la bisqueda de informacién para la realizacion de este trabajo no

se encontrd literatura concerniente a dificultades de esta naturaleza; es posible que sean
necesarios estudios que las exploren, para contribuir asi al posterior disefio de ambientes de
aprendizaje sobre éstos conceptos.

En lo que parece ser una de las deficiencias mds importantes del ambiente de aprendizaje
disefiado, los resultados indican que la generalidad de los estudiantes llegé a desarrollar algunas
concepciones erroneas en cuanto a las representaciones graficas de funciones: tal parece que, para

ellos, la grafica de una funcién debia ser siempre continua (a tal punto, que mientras en el pre-test
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algunos alumnos parecian considerar la posibilidad de graficas discretas, para el post-test ningin
estudiante dio muestras de tener esto en cuenta). Algunos alumnos, ademads, aparentaban concebir
—al serles aplicado el instrumento de post-test— la grafica de una funciéon como siendo generada
siempre de izquierda a derecha. Resulta plausible que el desarrollo de estas concepciones haya
sido favorecido por el tipo de situaciones diddcticas empleadas en el ambiente de aprendizaje: en
practicamente todas ellas, las funciones manejadas se caracterizaban por tener dominio y rango
continuos, y se tendia a efectuar incrementos en la variable independiente para observar cambios
en la dependiente. De este modo, los aprendices trabajaron casi exclusivamente con funciones de
gréificas continuas, construidas de izquierda a derecha en el plano cartesiano.

Es posible argumentar que estas concepciones no deberian considerarse como absolutamente
incorrectas; de hecho, se piensa en este trabajo que tienen potencial para ser empleadas como
cimientos sobre los cuales construir “puentes hacia nuevas comprensiones” (Duckworth, 1987, en
Bransford et al., 1999, p. 124). En cualquier caso, el disefio de nuevos ambientes de aprendizaje
para el concepto de funcidon deberia considerar estas limitaciones para hallar maneras de
aminorarlas.

Otro aspecto que cabe resaltar es el hecho de que los alumnos parecieron haber desarrollado

comprensiones sobre el rol que juega el pardmetro b (de la representacion y =ax- b) maés

sOlidas que aquellas desarrolladas para el parametro a. Siendo que, grificamente, b representa
directamente el punto de interseccion de la grafica de una funcién lineal con el eje de las
ordenadas, mientras que el papel de a no resulta interpretable de una manera tan “inmediata”, el
que los aprendices hayan desarrollado mejores comprensiones sobre el primer pardmetro que
sobre el segundo no parece sorprendente; sin embargo, este hecho si es indicativo de que en el
ambiente de aprendizaje no se consiguié que los estudiantes desarrollaran comprensiones
razonablemente robustas y profundas para ambos parametros. De nuevo, es factible que las
situaciones didacticas empleadas en el ambiente, asi como el modo de trabajar con ellas, hayan
contribuido a este resultado, dado que las tareas dirigidas a la comprensién de b fueron, en
tiempo y forma, similares a las correspondientes para a, cuando probablemente éstas ultimas
deberian haberse disefiado tomando en consideracién la mayor complejidad que, aparentemente,
presenta la comprension de nociones como razon de cambio y pendiente.

Es interesante mencionar que, al inicio de la implementacién del ambiente de aprendizaje, una

parte sustancial del grupo de estudiantes contaba ya con cierta comprension de la nocién de
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funcion desde la perspectiva de proceso; la informacion recabada mediante el instrumento de
evaluacién de la comprension da pie a pensar que ésta se volvié mds solida después de concluido
el ambiente, al tiempo que habrian comenzado a desarrollarse comprensiones de las funciones
como objetos (las cuales no llegaron a ser, en varios casos, lo suficientemente robustas como para
reflejarse en soluciones correctas de tareas matemdticas complejas). Esta “secuencia” en el
desarrollo de la comprension, de la perspectiva de proceso a la de objeto, para luego pasar a
efectuar conexiones entre ambas, ya ha sido sostenida por Moschkovich et al., (1993) en su
trabajo sobre funciones lineales. De acuerdo a este reporte, la secuencia caracteriza procesos de
aprendizaje en los que no se recurre a herramientas tecnoldgicas como los software didacticos.
Parece que es posible alterarla con ayuda de esta clase de herramientas, de modo que los
estudiantes estarian en posibilidad de desarrollar primero su comprension de las funciones como
objetos y mas tarde como procesos, o incluso de realizar conexiones entre ambas perspectivas
desde etapas muy tempranas del proceso instruccional (Shoenfeld, 1990). Este aspecto se cuenta
entre aquellos que vuelven atractivo el uso de tecnologia en la ensefianza de conceptos como el
de funcidn.

Es precisamente en el empleo de herramientas tecnoldgicas donde se encuentran grandes
posibilidades de desarrollo para el trabajo presentado aqui. Es factible que algunas de las
limitaciones discutidas arriba puedan atacarse con ayuda de software didactico. Una vez
consideradas dichas limitaciones, es posible pensar en el disefio de nuevas situaciones didacticas,
y/o en la adecuacién de algunas de las ya disefiadas, incluyendo un mayor empleo de las
herramientas tecnoldgicas (recuérdese que, en este trabajo, s6lo se utilizo6 la Internet, como fuente
de informacién).

La propia Internet resulta de gran ayuda en la bisqueda de herramientas adecuadas. Por ejemplo,

a través de paginas como www.google.com pueden emprenderse buisquedas que de ordinario no

tomaran més alld de unos minutos, y que arrojardn decenas de programas disefiados para servir a
la ensefianza-aprendizaje de varios conceptos matemaéticos, incluido el de funcién. En particular,
aqui se han considerado interesantes algunos programas que, empleados adecuadamente, tienen
potencial para ayudar a los estudiantes a desarrollar fluidez en el paso entre las representaciones
grafica y algebraica de funciones. Uno de ellos es el programa Graphmatica, el cual resulta muy
util para dibujar numerosos tipos de funciones en varios sistemas de coordenadas (cartesianas,

polares, paramétricas). El programa también permite el cdlculo de derivadas, integrales, etc. Los
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desarrolladores del programa ofrecen licencias asequibles para centros educativos y se permite
“descargar” de la red una versién de demostracién completamente operativa durante un mes, a

través de la direccion http://www8.pair.com/ksoft/. Hay disponible una versién en espafiol.

En la misma linea se encuentra el programa Derive, cuyos creadores también ofrecen licencias a
precios reducidos para centros educativos y estudiantes. Derive permite realizar cdlculos
algebraicos, resolver ecuaciones y sistemas de ecuaciones simultdneas, efectuar calculos
matriciales, estudiar funciones y sus graficas, obtener derivadas, integrales, trabajar con
trigonometria, etc.

La udltima version, la version 5, incluye considerables mejoras respecto a la anterior, en lo
referente a graficos 3D, hojas de trabajo, etc. Es distribuida por Derisoft y pueden hallarse

mayores informes en la pagina http://www.derive.com/.

Otro programa que ha parecido de interés y con potencial para incorporarse al disefio de
posteriores ambientes de aprendizaje con ésta temética es Cabri. Este es un programa comercial
disefiado para “hacer geometria” al estilo sintético o métrico. Permite estudiar en el plano todo
tipo de propiedades geométricas y lugares geométricos de forma sencilla e intuitiva, de manera
que resulta por lo general muy facil de utilizar para los alumnos. El programa puede

“descargarse” desde la pagina http://www.cabri.com/fr/, y aunque podria parecer més apropiado

para la ensefianza-aprendizaje de la geometria, no es dificil hallar maneras de adaptarlo a una
instruccion sobre funciones.

Mathematica es el nombre de un software que permite realizar una gran variedad de tareas, desde
efectuar cdlculos aritméticos hasta resolver complejas ecuaciones integro-diferenciales. Entre sus
capacidades, estd la de dibujar la gréifica de practicamente cualquier funcién, ademds de que da al
usuario una gran libertad para elegir diversos pardmetros en la presentacion de estas gréficas:
posicion del origen, inclusién o no de ejes, sus escalas, el sistema de coordenadas a utilizar,
incluso el tipo de letra a presentar y el ancho que se desea para las lineas. En Mathematica —al
igual que en los otros programas mencionados aqui, con la excepcion de Graphmatica— pueden
obtenerse vistosas grificas en tres dimensiones, las cuales, en un momento dado, pueden
emplearse para ayudar a los estudiantes a desarrollar comprensiones mads profundas sobre esta
manera de representar funciones. El programa puede obtenerse en la pagina

http://www.wolfram.com, con la posibilidad de licencias accesibles para estudiantes y centros

educativos.
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La Internet también proporciona acceso a multitud de programas educativos que pueden ser
empleados en la enseflanza-aprendizaje de las funciones, y que ademds pueden obtenerse
gratuitamente. Estas son herramientas que deberian por lo menos ser exploradas y su pertinencia
evaluada en lo que respecta a su uso para los fines aqui sefialados.

Como ocurre regularmente al llevar nuevos elementos a un dominio dado, su introduccién debe
conducirse cuidadosamente para que existan posibilidades de conseguir resultados alentadores.
Goldenberg (1988) sefiala que el mero uso de computadoras para generar graficas que sustituyan
los “crudos dibujos que uno realiza a mano” (Moschkovich et al., 1993, p. 76) no garantiza el
desarrollo de la comprension entre los estudiantes, y que incluso, el empleo “poco informado [...]
de cualquier software graficador conlleva varias trampas” (Goldenberg, 1988, p. 136) que
conviene evitar. Si las herramientas tecnolégicas no se utilizan de una manera “bien pensada”
(Goldenberg, 1988, p. 136), resulta muy probable que incluso contribuyan al desarrollo de
concepciones erroneas similares a las encontradas en este trabajo. Por otro lado, en la literatura se
ha encontrado evidencia sustancial en el sentido de que en el uso “bien pensado” de software
educativo hay mucho que ganar, encontrdndose que resulta de ayuda a los estudiantes para
desarrollar nuevas visiones para atacar problemas, asi como mayor profundidad y claridad en
diversos conceptos, incluido el de funcidén (Goldengerg, 1988; Hollar y Norwood, 1999; NCTM,
2000; O’Callaghan, 1998; Schwartz y Yerushalmy, 1992).

Dadas las consideraciones anteriores, no resulta aventurado afirmar que el trabajo que se ha
presentado en estas paginas tiene posibilidades de continuar desarrollandose, buscandose maneras
de trabajar en sus limitaciones asi como de explotar de mejor forma sus puntos fuertes. Ello
podria ser el tema de posteriores estudios que quiza llevarian a nuevos resultados de interés para

la educacidon matematica.
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Anexo |. Instrumentos de Instruccion.

En la instruccion propuesta para este trabajo, se presentaron a los alumnos situaciones didacticas
en contextos no mateméticos. Se trabajo con un total de 9 situaciones, algunas de ellas
constituidas por varias tareas, disefiadas con la finalidad de ayudar a los estudiantes a construir
comprensiones o mas profundas posible sobre la idea de funcion, y en particular, de funcién
lineal.

Varios autores (Brown et al., 1989; Cramer, 2001, en Billings y Schultz, 2005; Davidenko, 1997,
NCTM, 1989; NCTM, 2000) hablan de la conveniencia de colocar el concepto de funcién en un
contexto rico, para lograr una comprension mas profunda del concepto. Como ya se ha hecho
mencion, se considerd adecuado introducir primero la nocién general de funcién, de modo que se
comenzd por un estudio de diferentes clases de funciones gue tienen lugar en el mundo real
(NCTM, 1989; 2000). De esta forma, se pretendié estructurar los contenidos de manera que el
tema de interés, funciones lineales, pudiera conectarse a la nocion mas general de funcién. Al
proceder asi, se busco contribuir al desarrollo de cuerpos de conocimiento bien organizados,
fundamentales para el disefio de un ambiente de aprendizaje desde una perspectiva centrada en el
conocimiento (Bransford et al., 1999).

Las situaciones propuestas involucraban la dependencia de dos cantidades, y buscaban llamar la
atencion sobre la posibilidad de representar esta dependencia de diversas maneras, asi como
sobre las diferentes caracteristicas de dichas representaciones.

En este anexo se incluyen notas explicativas en cursivas, que no aparecieron en las versiones para
los alumnos. La forma de trabajo ya se he especificado en el apartado EI ambiente de
aprendizaje; recuérdese que algunas situaciones estan divididas en varias partes, y que al final de
cada situacion —o de cada parte, S es el caso— se organizaban discusiones grupales sobre las
conclusiones de los equipos, antes de que se proporcionara a los alumnos el escrito con la
siguiente situacion didactica.

A continuacion, se incluyen los escritos en los que se planteaban las situaciones didéacticas a

trabajar:



139

W UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO.
f:r'.‘r", ﬁCOLEGIO DE CIENCIAS Y HUMANIDADES PLANTEL NAUCALPAN
~=' Mateméaticas Il1. Grupo 129B Profesor Daniel Cruz Vazquez
Péndulos
Alumnos:

Un péndulo simple (constituido por un hilo sujeto por uno de sus extremos a algun
soporte fijo, mientras que del otro extremo cuelga una masa) puede servir para
medir el tiempo, si se conoce su periodo. El periodo de un péndulo es el tiempo que
le toma realizar una oscilacion completa, ida y vuelta.

El objetivo de esta tarea es fabricar un péndulo cuyo periodo podamos modificar a
voluntad. Para ello, habra que determinar de qué depende el periodo de un péndulo,

si es que depende de algo, y como usar esa informacién para fabricar el péndulo
solicitado.

Para cumplir con el objetivo, se organizaran en equipos de tres personas. Una vez
organizados, lean atentamente las especificaciones siguientes:

1. Uno de ustedes sera el Cientifico del equipo, otro el Ingeniero y otro mas el

Técnico. Las responsabilidades de cada miembro del equipo son las siguientes:

e EIl Cientifico tendra la responsabilidad de averiguar de qué depende el
periodo de un péndulo, y como es esa dependencia. Por ejemplo, si el periodo
del péndulo dependiera de su temperatura (que desde luego no es asi, jesto
es so6lo un ejemplo!) el cientifico tendra que averiguar eso y también como
afectan los cambios de temperatura al periodo del péndulo: a mas
temperatura ¢mayor periodo? (0 al revés? ;existird alguna formula que
permita calcular el periodo para una temperatura determinada? Etc.
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 El Ingeniero se encargara de emplear la informacién obtenida por el
Cientifico para decirle al Técnico cémo fabricar el péndulo para que su
periodo pueda modificarse. Por ejemplo, regresando al supuesto de que el
periodo dependiera de la temperatura, el Ingeniero tendra que decirle al
Técnico a qué temperaturas debe colocar el péndulo para que tenga los
periodos que se necesitan

» EIl trabajo del Técnico sera fabricar el péndulo, con base en la informacion
qgue le proporcionen el Cientifico y el Ingeniero. El péndulo debera estar
hecho de materiales tan sencillos y faciles de conseguir como sea posible.

2. Los tres integrantes tendran que trabajar cooperativamente; por ejemplo,
aunqgue el Unico encargado de encontrar la informacion necesaria sea el
Cientifico, todos los miembros deben conocer esa informacion. Otro ejemplo:
aungue el Técnico sea el Unico encargado de la fabricacién del péndulo, todos los
miembros deben conocer detalladamente como lo hizo. Si llegara a ser necesario
comprar algin material para la realizacién de esta tarea, los tres integrantes
deberan contribuir con los gastos (jprocuren no gastar mucho!).

3. Podran utilizar cualquier libro o revista que encuentren sobre el tema. La
internet puede ser una fuente importante de informacion; de hecho, en las
paginas siguientes encontraran datos que quiza les sean utiles:

e www.areamatema.org. Deben ir al vinculo “alumnos” y ahi buscar otro vinculo
gue dice “material del profesor Daniel Cruz”.

e« Si tuvieran problemas con la direcciébn anterior, pueden ir a
www.pendulos.blogspot.com, en donde se encuentra la misma informacion.

e En http://darkmatter.blogalia.com/historias/43824 hay datos Utiles con una
curiosa redaccion.

e« Otra pagina que podria ser atil es
http://usuarios.lycos.es/pefeco/pendulo.htm.

4. En la fecha acordada en el grupo, cada equipo entregara su péndulo asi como un
reporte escrito, en el que explicaran claramente todo el proceso que siguieron
para completar la tarea, desde responder a la pregunta ¢de qué depende el
periodo de un péndulo? hasta los detalles de su fabricacién.

5. Los péndulos seran sometidos a prueba: el profesor solicitara a cada equipo que
ajuste el suyo para que tenga ciertos periodos.
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6. Este es un trabajo en equipo, por lo que todos sus miembros compartiran la
misma calificacion.

7. El trabajo se evaluara de acuerdo con la tabla siguiente:

El periodo del El equipo pudo Todos los miembros |El reporte escrito
péndulo se puede ajustar su péndulo del equipo del equipo explica

modificar a para obtener el colaboraron en la claramente todo el
voluntad. periodo solicitado por |realizacion del proceso que

el profesor.

trabajo.

siguieron.

Si

Medianamente

Suficientemente

No

Si=10 Medianamente=8 Suficientemente=6 No=5

Por ejemplo, un equipo cuyo péndulo ST (10) permita modificar el periodo a voluntad,
pero que ajusten SUFICIENTEMENTE (6) su péndulo al periodo solicitado,
mientras que sus miembros conocen MEDIANAMENTE (8) lo realizado por sus
compafieros, y cuyo reporte NO (5) sea claro, tendra un total de 10+6+8+5=29
puntos, que divididos entre los cuatro criterios de evaluacién dan una calificacién de
29/4=7,25.

Adelante y que la Fuerza los acompaiie.

Fecha de entrega:
Tiempo estimado: 60 minutos.

Recursos: |4pices, papel, hilo, masas de diver sos tamafios, crondmetros, reglas, transportadores, soportes
universales.

Como un proyecto para realizarse en ocho dias, los alumnos deberan averiguar de qué depende el
periodo de un péndulo para asi fabricar uno cuyo periodo pueda modificarse a voluntad.

Una vez que los chicos presenten | os resultados de su proyecto, se introduciran los conceptos de variable,
variable dependiente, variable independiente, funcién, rango y dominio, empleando para ello la relacion
funcional que existe entre e periodo de un péndulo y su longitud. Seintroduciré también la notacion T(L).
Se pondra especial cuidado en especificar que con una funcion debe ser posible predecir univocamente el
valor de la variable dependiente si se conoce el de la independiente. En términos de esta tarea, el periodo
del péndulo seré una funcion de alguna variable independiente, si dado €l valor de ésta Ultima es posible
saber e del periodo.

De este modo, hay una funcién entre dos variable s al cambiar una cambia la otra, pero también s al
cambiar la independiente, la dependiente se mantiene constante; no existe funcion si para un solo valor
de la variable independiente pueden darse mdltiples valores de la dependiente, pues en ese caso es
imposible predecir univocamente e valor de la segunda (el periodo del péndulo) aunque se conozca €l de
la primera.
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Péndulos, segunda parte

Alumnos:

Como encontraron en la tarea anterior, el periodo de un péndulo depende de su longitud. En
matematicas, se dice que existe una funcién entre el periodo del péndulo y su longitud, o
bien, que el periodo del péndulo es funcion de su longitud.

La ecuacion T :27T\/f nos dice la forma exacta de la dependencia longitud-periodo.
g

Podemos usar esa ecuacion para encontrar el periodo que tendrd un péndulo de
determinada longitud. Sin embargo, realizar los célculos cada vez que necesitemos
esa informacion puede llegar a ser poco practico. ¢(De qué manera podriamos
evitarnos ese trabajo extra?

Tiempo aprox: 60 minutos.

Recursos: Lépices, papel, papel milimétrico, reglas, escuadras.

Esta tarea probablemente formara parte de la discusion que seguira a la tarea denominada “ Péndulos’ .
Es decir, probablemente su desarrollo sea completamente verbal; se pretende llegar a que los chicos
perciban la posibilidad de representar la funcion T(L) tabuldndola y/o graficandola, ademéas de hacerlo
algebraicamente. Al final, los chicos deberian entregar un escrito con las formas de representar la
funcion T(L) que ellos propongan.
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TR El clima, primera parte.
Alumnos:

Trabajando en parejas, lean y respondan las siguientes preguntas en los espacios en blanco,

jJustificando lo mejor que puedan sus afirmaciones.

1. La gréafica 1 representa la variacion de
la temperatura a lo largo de un dia en !
la Ciudad de México, de acuerdo con 2t
datos obtenidos en la pagina Web I
(www.cimat.mx) del CIMAT (Centro de
Investigacion en Matematicas).

De acuerdo a la gréfica, ¢tenian razon
en sus respuestas a las preguntas
planteadas en clase? En caso negativo,
scuales serian las respuestas 121
correctas? I

24

Temperatura (*C)

Hara del dia

Gréfical

2. Construyan una representacion tabular de la funcién anterior.

Tiempo aprox: 30 minutos.

Recursos: Lépices, papel.

Antes de entrar a esta tarea, se preguntara verbalmente a los alumnos sobre a qué hora consderan que
hace més frio y a qué hora hace mas calor. Asi, se procurara hacerles reflexionar sobre el hecho de que
la temperatura ambiente es una funcion de la hora del dia, a lo largo de un dia dado. Una vez conseguido
esto, se profundizara en los conceptos de variable dependiente e independiente, funcion, rango y dominio.
En esta tarea sereiterara la posibilidad de representar una funcién de diversas maneras, centrandose en
las representaciones grafica y tabular.
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El clima, segunda parte
Alumnos:

3. Encuentren, aunque sea de manera aproximada, cual fue la temperatura ambiente a las
6:30, a las 11:30 y a las 13:30 horas. Expliquen con todo el detalle posible como lo
hicieron.

Tiempo aprox. 30 minutos.

Recursos: |épices, papel, reglas, escuadras.

Esta tarea pretende hacer ver la utilidad de una funcién particular, al permitir, aunque sea de modo
aproximado, encontrar la temperatura en un momento dado del dia. Se respetaran todos los métodos de
los chicos consideren adecuados para realizar la tarea. Se les discutira grupalmente una vez concluida la
tarea, hablandose sobre sus ventajas y desventajas. Se espera que los alumnos empleen alguna de las dos
representaciones con las que contaran (gréafica y tabular), y que en todo € grupo podran encontrarse
glemplos de usos de ambas representaciones. De ser asi, se discutiran también las ventajas y desventajas
encontradas en el uso de cada una de ellas.

e
A UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO.
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Matematicas 11. Grupo 129B Profesor Daniel Cruz Vazquez
Funciones en el mundo

Alumno:

Usa las hojas blancas que te proporcionara el profesor para responder las preguntas

siguientes.

1. Individualmente, menciona por lo menos tres funciones de dos variables. Especifica
claramente quién es la variable dependiente y quién la independiente.

2. Para cada una de las relaciones que escribas, especifica quién es el dominio y quién el
rango.

3. ¢Para qué podria servir conocer las funciones que mencionaste?

Tarea para casa

Recursos: Léapiz, papel.

Los alumnos deberén buscar en su mundo cotidiano ejemplos de funciones de dos variables. Ademas,
tendran que especificar qué cantidades son las variables dependiente e independiente, e identificar el
rango y el dominio para las funciones que elijan.
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Cuadrados, primera parte

Alumnos:

Trabajen con una pareja distinta a la de las tareas anteriores. Lean atentamente y

respondan lo que se pide en los espacios en blanco.

1. Discutan si hay una funcién entre la longitud del lado de un cuadrado y su &rea. En caso
afirmativo, especifiquen quiénes serian las variables dependiente e independiente, el
rango y el dominio. Anoten sus conclusiones, justificdndolas lo mejor que puedan.

Tiempo aproximado: 20 minutos

Recursos: Lépices, papel.

Se espera, con esta tarea, que los alumnos se convenzan de que, efectivamente, el area de un cuadrado es
funcién dela longitud de su lado.

il s
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Cuadrados, segunda parte

TR

Alumnos:

Trabajando con la misma pareja, lean atentamente y respondan lo que se pide en los
espacios en blanco.

2. Representen la funcion que existe entre la longitud del lado de un cuadrado y su area
por lo menos de tres maneras diferentes.

Tiempo aprox: 40 minutos.

Recursos: Lépiz, papel, papel milimétrico, reglas, escuadras.

Esta situacion buscara profundizar en la posibilidad de representar funciones de varias maneras. En
particular, se espera obtener la representacion algebraica de la funcion area de un cuadrado. Se
nombrara “cuadratica” a esta funcion, en referencia al tipo de ecuacion que la representa
algebraicamente. Seintroducira la notacion formal f(x)=y.
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T Cuadrados, tercera parte
Alumnos:

Trabajando con la misma pareja, lean atentamente y respondan lo que se pide en los

espacios en blanco.
3. Encuentren el &rea de un cuadrado cuyos lados midan 5.5 cm. Empleen todas las

representaciones que hayan propuesto en la tarea anterior.

4. (Cuél de las representaciones les parece mas conveniente para resolver la pregunta

anterior? Discutan y anoten ventajas y desventajas de unas y otras.
Tiempo aprox: 40 minutos.
Recursos: Lépices, papel, papel milimétrico, reglas, escuadras, calculadoras.
Con esta tarea se buscaré que los alumnos profundicen en la posibilidad de representar una funcion de
varias maneras, ademéas de emplearlas para resolver un problema sencillo. Se pretende discutir estos
hechos ademas de las posibles ventajas y desventajas que los estudiantes encuentren al usar cada
representacion.

sitzm UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO.
¥ 9. COLEGIO DE CIENCIAS Y HUMANIDADES PLANTEL NAUCALPAN

Matematicas 11. Grupo 129B Profesor Daniel Cruz Vazquez
Cuadrados, cuarta parte

Alumnos:

5. Observen la grafica siguiente. ¢ Qué relacion funcional de
la vida real podria representar? ¢Quiénes serian las
variables dependiente e independiente, quiénes el rango y
el dominio?
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Cuadrados, quinta parte

Alumno:

6. ¢Cuanto mide el lado de un cuadrado que tiene un area de 6.25 cm?? Emplea todas las
representaciones gque hayas propuesto con tu pareja en clase.

7. ¢Cudl de las representaciones te parece mas conveniente para resolver la pregunta
anterior? Discute y anota ventajas y desventajas de cada una.

Tarea para casa.

Recursos: |épices, papel, papel milimétrico, reglas, escuadras, calculadora.

Esta tarea pretende gercitar a los chicos en e empleo de diversas representaciones de una funcién
sencilla para resolver un problema simple. Las ventajas y desventajas encontradas por los chicos serén
discutidas grupalmente de regreso en e salon de clases.

Con este primer grupo de situaciones se busco introducir los conceptos de funcién, variable
dependiente e independiente, rango y dominio, asi como la posibilidad de representar una
relaciéon funcional mediante una variedad de medios. Pogteriormente, la instruccién se concentrd
en una clase especifica de funciones, las funciones lineales:
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Electricidad, primera parte

Alumno:

Trabaja individualmente. Lee con atencion y realiza lo que se pide.

Un circuito eléctrico es el trayecto o ruta que sigue una corriente eléctrica. Usualmente
esté constituido por ciertos dispositivos capaces de conducir la electricidad, y una fuente
de energia (voltaje) que haga fluir la corriente a través del circuito. En esta actividad,
trabajaremos con un circuito eléctrico sencillo, como el que se muestra en la figura 1. Este
circuito consta de una fuente de energia (voltaje) y un elemento que opone cierta

ghilas

[_E _-f“!;'t-.".%m": I »

& -
|' L, |. % | ﬁ Rasistancia

- e . |l - =

Figura1
resistencia al paso de la corriente.
1. Anota en la tabla 1 los valores de voltaje y corriente eléctrica que vayan obteniéndose.
Tabla 1. (Conductancia: 0.15 mS)
Voltaie (\) Carriente (mA)

Tiempo aprox: 20 minutos.

Recursos: Lépices, papel, fuente de voltaje directo, multimetros, cable, resistencias de varios valores.

El profesor empleara una fuente de voltaje directo, construida por é, para mostrar a los alumnos cdmo
el valor de la corriente eléctrica a través de una resistencia cambia al cambiar e voltaje aplicado. Se
espera gque los alumnos reparen en la existencia de una funcion entre el voltaje y la corriente a través de
este circuito, cuestion que sera discutida al concluir esta parte de la tarea.

Dado que € concepto de interés es la relacion funcional —lineal— existente entre la Corriente eléctrica y
el Voltaje en un circuito sencillo como éste, no se profundizara en e funcionamiento del circuito ni en
cuestiones relacionadas a errores de medicion o incertidumbre experimental.

En esta tarea, alumnos voluntarios usaran la fuente de voltaje para variar su valor y comunicar a sus
compafieros las lecturas de |los multimetros.
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Electricidad, segunda parte

Alumno:

Trabaja individualmente. Lee con atencion y realiza lo que se pide.

2. Anota en las tablas 2, 3 y 4 los valores de voltaje y corriente eléctrica que vayan
obteniéndose con las nuevas resistencias.

Tabla 2. (Conductancia: 0.18 mS) Tabla 3. (Conductancia: 0.26 mS)

Voltaje (V) Corriente (mA) Voltaje (V) Corriente (mA)

Tabla 4. (Conductancia: 0.30 mS)
Voltaje (V) Corriente (mA)

Tiempo aprox: 30 minutos

Recursos: Lépices, papel, fuente de voltaje directo, multimetros, cable, resistencias de varios valores.
Empleando € mismo arreglo de la tarea anterior, se obtendran datos experimentales para valores
distintos de la resistencia que forma parte del circuito el éctrico.

Se buscaré hacer que los estudiantes noten que la corriente eléctrica sigue siendo una funcion del voltaje
aplicado, pero que al cambiar la resistencia, la funcion deja de ser la misma.
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Electricidad, tercera parte

Alumno:

Trabaja individualmente. Lee con atencion y realiza lo que se pide.
3. Las tablas 1, 2, 3, y 4 son representaciones tabulares de varias funciones 1(V). Emplea
al menos otras dos representaciones para expresar cada una.

4. En cada caso, emplea tus dos representaciones para encontrar:
a) el valor de la corriente eléctrica para un voltaje de 12V.
b) el voltaje necesario para tener una corriente eléctrica de 10 mA.
c) el valor de la corriente eléctrica para 20V.

Tiempo aprox: 60 minutos

Recursos: Lépices, papel, papel milimétrico, reglas, escuadras.

Se busca que los estudiantes representen la funcion 1(V) de varias maneras, entre las que se espera se
encontraran la algebraica y la grafica. De esta manera, se pretende discutir con ellos algunas
caracteristicas de esta funcién, la primera de carécter lineal que se presenta en e ambiente de
aprendizaje. Se dara ese nombre (“lineal”) a la funcién 1(V), en referencia a la ecuacion que la
representa algebraicamente, y procurando que los estudiantes conecten esta denominacion a la de
“funcion cuadrética”, que ya se habra discutido con anterioridad en la tarea “ Cuadrados, segunda
parte’.

Se pretende también que los alumnos observen e efecto del parametro ‘a’ sobre distintas
representaciones de una funcion de la forma y = ax. La discusion respecto a los resultados de esta tarea
deberd permitir Ilegar a relacionar e valor de ‘a’ con la ‘inclinacion’ de la recta que representa
graficamente a la funcién. Para ello, antes de que comiencen a representar las funciones, se acordara que
de usarse una representacion gréfica, se emplee e mismo plano cartesiano para las de todas las
funciones (V).

La pregunta 4 pretende gercitar a los alumnos en una tarea que ya habran realizado a estas alturas,
emplear varias representaciones para resolver un problema sencillo.
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Ganancias en el cine, primera parte

Alumnos:

En equipos de tres personas, lean atentamente y respondan lo que se pregunta. Procuren
llegar a un acuerdo sobre lo que responderén. Tanto si lo logran como si no, especifiquenlo
en su respuesta. En caso de que no logren un acuerdo, especifiquen también porqué no lo
consiguieron y escriban los puntos de vista de todos los integrantes del equipo.

Cuando una persona invierte cierta cantidad de dinero en un negocio (una tienda, una

papeleria, etc.), parte de sus ventas solo servird para recuperar el dinero invertido, por lo

que de ellas no obtendra ninguna ganancia. Sélo hasta que haya recuperado lo que invirtio,
obtendréa ganancias por lo que siga vendiendo.

Los costos de operacion de un cine (sueldos de los empleados, adquisicion de las peliculas,

mantenimiento) ascienden a $20,000 diarios. Los boletos cuestan $42.

1. Bajo las condiciones especificadas, ¢es la ganancia una funcion del nimero de boletos
vendidos? En caso negativo, justifiquen claramente por qué lo creen asi. En caso
afirmativo, especifiquen claramente: a) porqué lo creen asi, b) quién seria la variable
dependiente y quién la variable independiente, c) quién seria el dominio y quién el rango.

Tiempo aprox: 15 minutos.

Recursos: Lépices, papel.

Se busca que los alumnos reparen en la existencia de una relacion funcional entre la ganancia obtenida
por la venta de boletos en un cine y € nimero de boletos vendidos. En la discusion grupal procuraréd
llegarse a la conclusion de que esa funcidn efectivamente existe, y se retomarén los conceptos de
variables dependiente e independiente, rango y dominio.



152

OF

ALE UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO.
,,“ s COLEGIO DE CIENCIAS Y HUMANIDADES PLANTEL NAUCALPAN
= T Matematicas 11. Grupo 129BProfesor Daniel Cruz Vazquez

Ganancias en el cine, segunda parte

u-‘h&_‘a-

Alumnos:

Trabajando con el mismo equipo, lean con atencion y realicen lo que se pide.
2. Representen la funcién G(B) por lo menos de tres maneras distintas.

3. Empleen todas las representaciones que hayan propuesto para determinar el nimero

minimo de boletos que deben venderse para obtener una ganancia de mas de $20000.
Tiempo aprox: 40 minutos
Recursos: Lépices, papel, papel milimétrico, reglas, escuadras
Una vez que | os chicos concluyan que la ganancia G es una funcién del nimero de bol etos vendidos B, se
les pedird que representen esta relacion utilizando al menos tres maneras distintas, y que usen estas
representaciones para responder una pregunta concreta. Se espera que, quiza entre otras, emerjan las
representaciones gréfica y algebraica de la funcion G(B). Se sefialard que esta funcion, como la de la
tarea anterior (Electricidad) es una funcién lineal, lo cual daré& pie a reafirmar lo discutido respecto a
las caracterigticas de esta clase de funciones.
Habrén de discutirse también las maneras de emplear cada representacion para resolver la pregunta
planteada.

oA £ UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO.
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Ganancias en el cine, tercera parte

Alumnos:

Trabajen con el mismo equipo.

4. Supongamos que los costos de operacion fueran a) de $10000 b) de $30000.
Representa las funciones G(B) que resultarian de estas nuevas condiciones de por lo
menos tres maneras.

Tiempo aprox: 50 minutos.

Recursos: Lépices, papel, papel milimétrico, reglas, escuadras.

El objetivo de esta tarea es que los alumnos descubran € rol del pardmetro ‘b’ (eny = ax + b) en varias

representaciones. En particular, se espera que entre las representaciones por ellos propuestas se

encuentren la algebraica y la grafica, en las cuales €l papel de ‘b’ es especialmente claro.
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T Ganancias en el cine, cuarta parte

Alumnos:

Trabajando con el mismo equipo, lean con atencion y realicen lo que se pide.

Las cuatro rectas que se muestran en la gréfica siguiente representan cuatro funciones
G(B) para diferentes condiciones (distintos precios para los boletos, distintos costos de
operacion). Respondan lo que se pregunta, justificando claramente sus respuestas.

Fanancia (§) A B -

o
ARO00
100
35000 (b
0000
SROA0N
20000
15000
10000
B0
l'-l Bk
00 00 0 800 POO 1000 1900 1200 1300 1400
Mumero de
boletos

000
=100
15000
- 20000
25000
S0
=F5000
B [aln]
=4 5000

-D000

5. ¢Qué grafica representa la situacion en la que los costos de operacion son més altos?
6. ¢De acuerdo a qué grafica los boletos son més baratos?

7. Dos gréficas representan funciones en las que el costo de los boletos es el mismo.
¢Cuéles son?
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8. Escriban cual es el costo de operacion y cudl el precio de los boletos de acuerdo a cada
gréfica.
A)

B)
C)
D)

9. Escriban la representacion algebraica correspondiente a cada gréfica.
A)

B)
C)

D)
Tiempo aprox: 70 minutos
Recursos: Lépices, papel, reglas, escuadras.
Con esta actividad se pretende que |os jOvenes extraigan informacion de la representacion grafica de una
funcion lineal, y que se trasladen de la representacion grafica a la representacion algebraica. Se
pretende discutir también en profundidad € papel de los parametros ‘a’ y ‘b’ (en y = ax +b) y sus
implicaciones gréficas.

Matematicas Il1. Grupo 129BProfesor Daniel Cruz Vazquez
Corriendo

Alumnos:

Lean con detenimiento y respondan lo que se pregunta.

Cuando se corre a cierta velocidad, ¢es la distancia recorrida funcion del tiempo que se
lleva corriendo? Tanto en caso negativo como afirmativo, justifiquen claramente porqué lo
consideran asi. En caso afirmativo, especifiquen también quiénes serian las variables
dependiente e independiente, quién el rango y quién el dominio.
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Tiempo aprox: 15 minutos.

Recursos: Lépices, papel.

Esta serie de preguntas se plantear& de manera verbal. Los jovenes no las recibiran por escrito. Deberan
observar que la distancia recorrida al viajar a una velocidad determinada es una funcion del tiempo de
recorrido. Especificaran las variables dependiente e independiente asi como e rango y dominio de esta
funcion, consolidando su conocimiento de estos conceptos.

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO.
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] Corriendo, primera parte

Alumnos:

Trabajando en parejas, lean con atencion y respondan lo que se pide.

1. Un caballo a galope puede recorrer 19 metros en un segundo. Un perro alcanza los 16
m/s. Supongan que ambos animales se mueven sin cambiar sus velocidades. Con
d=distancia recorrida y t=tiempo transcurrido, representen las funciones d(t) del
caballo a galope y del perro corriendo, algebraica y graficamente.

Tiempo aprox: 30 minutos.
Recursos: Lépices, papel, papel milimétrico, reglas, escuadras.
Los alumnos representaran algebraica y gréficamente funciones d(t) para vel ocidades constantes, con o

gue se hara notar que dichas funciones son lineales, ademéas del papel que juega la velocidad en ambas
representaciones.
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Matematicas 11. Grupo 129BProfesor Daniel Cruz Vazquez
Corriendo, segunda parte

..'5.;3! 'aL.-EI' UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO.
-ﬁﬂ‘rﬁi COLEGIO DE CIENCIAS Y HUMANIDADES PLANTEL NAUCALPAN
T, ':"r'__

Alumnos:

Trabajando con la misma pareja, lean con atencién y respondan lo que se pide. Justifiquen
claramente y con todo el detalle posible cada una de sus respuestas.

Una liebre puede correr a una velocidad de 20 m/s. Un perro puede hacerlo a 16 m/s, y una
persona, a unos 8 m/s. En una carrera entre los tres, la liebre ganaria seguramente,
simplemente porque corre mas rapido. Pero si les damos ventaja a la persona y al perro
haciendo que salgan desde una posicion adelantada respecto a la liebre, tal vez la
competencia sea mas equilibrada.

La gréafica siguiente representa las funciones d(t) para la liebre, el perro y la persona, en
una carrera en la que se le permitié al perro arrancar desde una posicion adelantada
respecto a la liebre, mientras que a la persona se le permitié arrancar desde una posicion

adelantada respecto a la del perro.
Listancia
recarrida (m}
o

i .-‘ll""
80 i}
I' |.' .-i__'_d.'.. -
70 ) T
] %_.___,. = g
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[ 1 T 3 i £ E »

Tigmpo (seq)
2. ¢Qué gréfica corresponde a la funcién d(t) del perro? ¢(Qué grafica representa la
funcién d(t) de la liebre? ¢Cual de las graficas muestra la funcién d(t) de la persona?

3. ¢Cuénta ventaja se le dio al perro? sy a la persona?
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4. De acuerdo a lo mostrado en la grafica, ¢alcanza la liebre al perro? ¢a los cuantos
segundos?

5. De acuerdo a lo mostrado en la gréfica, ¢alcanza el perro a la persona? ¢a los cuantos
segundos?

6. Escribe las representaciones algebraicas de las tres funciones, especificando
claramente cudl corresponde a quién.

Tiempo aprox: 60 minutos

Recursos: Lépices, papel, papel milimétrico, reglas, escuadras.

Los alumnos interpretaran las graficas de tres funciones lineales para obtener informacion sobre la
situacion que les dio lugar. Se trasladaran de la representacion grafica a la algebraica. Se buscara que
profundicen su conocimiento del papel de los parametros‘a’ y ‘b’ en ambas representaciones.
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Matematicas 11. Grupo 129BProfesor Daniel Cruz Vazquez
Agua, primera parte.

Alumnos:

Trabajando en parejas, lean con atencion y respondan lo que se pregunta.

Un viejo amigo me conté que subi6 un dia a su azotea y observé que la cantidad de agua en
su tinaco estaba cambiando cada segundo. Por pura curiosidad (el hombre es un cientifico),
se tomo la molestia de medir la cantidad de agua en el tinado conforme pasaba el tiempo.
Con sus mediciones obtuvo la siguiente grafica, que representa la funcion entre la cantidad
de agua y el tiempo transcurrido desde el momento en que comenzo a tomar mediciones.

Canhoad de
aqua {litres)

S

Tgmpa
[Fwiitaa

Mi amigo me lanzé un reto: sélo viendo esta grafica, decirle cuanta agua habia en su tinaco
cuando comenzd a tomar sus mediciones, y si el tinaco se estaba llenando o se estaba
vaciando.

En ese entonces yo no habia tomado mi curso de Matematicas 11, asi que me costé bastante
trabajo responderle. Pero a ustedes deberia resultarles mas sencillo. Respondan las dos
preguntas de mi amigo, y ademas:

2. Escriban la representacion algebraica de esta funcion.

Tiempo aprox: 20 minutos.

Recursos: Lépices, papel, reglasy escuadras.

Esta situacién presenta por primera vez una funcion lineal en la que el parametro ‘a’ es negativo. En
esta primera parte, seinterpretara la gréafica para obtener informacion sobre la situacion préctica que le
dio origen y se obtendré& la representacion algebraica de la funcion, con € objetivo de discutir el efecto
de tener un parametro ‘a’ negativo.
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'f_ i Matematicas 11. Grupo 129BProfesor Daniel Cruz Vazquez
Agua, segunda parte.

u-‘h&_

Alumnos:

Trabajando con la misma pareja de la tarea anterior, lean las preguntas siguientes y
respondanlas correctamente:
3. Dibujen la representacion grafica de la funcion C(t) para los siguientes casos:
a) El tinaco contiene inicialmente 250 litros y esté vaciandose a una razén de 3 litros
cada minuto
b) EIl tinaco contienen inicialmente 150 litros y esta vaciandose a una razon de 0.5
litros cada minuto.
c) El tinaco no contiene agua originalmente y esta llenandose a una razon de 1 litro
cada minuto.
A lado de cada grafica escriban la representacion algebraica correspondiente.

Tiempo aprox: 50 minutos

Recursos: Lépices, papel, papel milimétrico, reglas, escuadras.

Esta tarea profundiza en el estudio de funciones lineales con parametro ‘a’ negativo. Se discutira mas a
fondo e pape de este parametro en las representaciones grafica y algebraica de las funciones en
cuestion.

ol UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO.
e:irﬁ-hp i1 COLEGIO DE CIENCIAS Y HUMANIDADES PLANTEL NAUCALPAN
=._-T":'_ =" Matematicas 11. Grupo 129BProfesor Daniel Cruz Vazquez
bdopry Gas.
Alumnos:

Trabajen por parejas. Lean con atencion y respondan lo que se pregunta, explicando y/o
justificando en detalle sus dichos.

El consumo de gas doméstico es en nuestros dias algo bastante comun. La gente suele
comprar el gas en tanques de unos 20 o 30 litros de capacidad. Estos son instalados por los
repartidores de gas y duran mas o menos un mes. Al término de este mes, los repartidores
vuelven, se llevan el tanque y lo reemplazan por uno lleno.

En fechas méas recientes, se ha vuelto popular otra forma de servicio, generalmente llamada
Servicio de Gas Estacionario: la compafiia de gas instala un tanque de gran capacidad
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(cientos o miles de litros) en la casa habitacion y un medidor de consumo. En lugar de
reemplazar el tangue cada mes, se le rellena de gas cuando el usuario lo solicita.

Los edificios de departamentos suelen contar con Servicio de Gas Estacionario. Por lo
regular, cuando una persona adquiere un departamento, en el precio viene incluido el costo
de la instalacion del tanque. Cuando comienza a vivir en el departamento, contacta a la
compafiia de gas para que vengan, le instalen el medidor y pueda contar con el servicio.
Llamemos C a la cantidad de gas (en litros) que consumen en un departamento de estos, y D
al dinero (en pesos) que sus habitantes deben pagar por la instalacion del medidor y por su
consumo de gas.

Las siguientes graficas representan dos funciones D(C) (¢quiénes son el rango y el dominio
de estas funciones?).

[ fen §)
A b
2 a
|
< ] »  (en litros)
y

1. ¢Cuadl de las gréaficas representa la situacion en la que resulté més cara la instalacion del
medidor?

2. ¢En cudl de ellas el precio del gas es mas alto?
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La siguiente lista incluye las representaciones algebraicas de las dos funciones. Sefiala

qué ecuacion corresponde a qué gréafica.
i) D=5C+400 i) D=7C+300

i) D=3C+600 iv) D =5C + 600
¢Cuanto costo la instalacion del medidor en cada caso?

¢Cual es el precio del litro de gas en cada caso?

El punto 1 de la gréfica corresponde a un consumo de 70 litros de gas. El segmento de
recta que va de 1 a 2 es paralelo al eje D. Encuentra el dinero a pagarse
correspondiente a los puntos 1y 2.
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Anexo 2. Instrumento de evaluacion de la comprension.

Valorar el grado en que la puesta en practica del ambiente de aprendizaje favorecio e desarrollo
de comprensiones del concepto de funcién y del de funcién lineal, requirié del disefio de un
instrumento que permitiera observar el desempefio de los estudiantes en tareas cuya resolucion
demandara habilidades que la literatura considera fundamentales para la comprensién de estos
conceptos (Hiebert y Carpenter, 1992; Moschkovich et al., 1993): flexibilidad para moverse entre
diferentes representaciones y perspectivas de las funciones bajo estudio.

Con este fin, se disefid una prueba escrita constituida por 31 reactivos del tipo sugerido por la
literatura (Moschkovich et al., 1993). Los estudiantes debieron resolver dicha prueba,
individualmente, antes (a manera de pre-test) y después (haciendo el rol de post-test) de la

instrumentacion del ambiente de aprendizaje. El instrumento prueba escrita se incluye a

Sy

EXAMEN DIAGNOSTICO

continuacion:
-q..! -a"ﬁ- UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
i e
P:_F; COLEGIO DE CIENCIAS Y HUMANIDADES PLANTEL NAUCALPAN

&
T
Profesor Daniel Cruz Vazquez.

Alumno:

Grupo:

Lee con atencion:

Este es un examen diagnostico. Eso significa que sélo sirve para que el profesor obtenga
informacion sobre los conocimientos que tienes sobre los temas que se preguntan en el
examen. También significa que NO TENDRA NINGUN VALOR PARA FINES DE
CALIFICACION.

Lee detenidamente las siguientes preguntas, y contéstalas con tanto detalle como puedas en
los espacios en blanco. Si requieres més espacio, comunicaselo al profesor y él te
proporcionara hojas blancas.

1. ¢Qué es una variable?
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2. ¢ Qué es una funcion?

3. ¢Cuéndo se dice que una funcion es /ineal?

4. Considera la expresion y =ax + b.
a) ¢Quiénes son variables?

b) ¢Quiénes son constantes?

c) ¢Qué forma tiene la grafica de expresiones de ese tipo?

5. Observa la tabla de la derecha. ¢ Notas alguna relacién entre los valores de “x’

y los correspondientes valores de “y’?

GDCD(J&JO\<

AW IN|P|O|x
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6. Si respondiste afirmativamente a la pregunta anterior, contesta los siguientes dos
iNnCisos; en caso contrario, pasa a la pregunta 7.
a) Explica cual es la relacion entre los valores “xX” y los correspondientes valores de “y".
b) Expresa esta relacion utilizando una expresion algebraica.

=

Fo o o i a o B

U R R T B - | 1 31 48 & | R3]

- FET P F

7. n el siguiente plano cartesiano, grafica los datos de la tabla anterior.

8. En el siguiente plano cartesiano dibuja la grafica de la expresion y = 2x+1.

maBEE
—
%

o

=105 - l-!---l-lﬁ'-lﬂ LT 1Al e FEYED

5 b b o
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9. Observa la gréfica siguiente y responde:

1T d

a. ¢Qué puedes decir sobre las pendientes de las rectas 1 'y 11?

b. ¢Qué puedes decir de las intersecciones con el eje y de ambas rectas?

c. La siguiente lista incluye las ecuaciones de las dos rectas. Sefiala a qué ecuacion le
corresponde cada recta:

y=2X+6 y=-2x-2
y=2x-6 y=-2X+6
d. Encuentra las coordenadas de los puntos a, b, ¢y d, sabiendo que los segmentos cd

y efson paralelos al eje y.

e. Si la coordenada x del punto e es 5, encuentra su coordenada yy las coordenadas
del punto 7. ;Aparenta esto ser correcto en la grafica?

f. Encuentra las longitudes de los segmentos ef, cd'y ab. ¢ Tiene sentido tu resultado?
¢por quée?

g. Dibuja otro segmento que conecte ambas rectas, paralelo al eje y. ¢Puedes predecir
su longitud sin saber las coordenadas de sus extremos? Explica. ¢La ecuacion seria
atil en esta tarea? ¢por qué?
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10. a) En el siguiente plano cartesiano, dibuja una linea paralela a y= 2x- 5, que pase por el
origen.

=
T,

P TR FAT T TR B .

-LI-II:I-'i'-U-T-E--ﬂ--d-!-E-I'J:' WEE LY

27

b) Encuentra una ecuacion para la recta anterior y escribela a continuacion.

c¢) En el mismo plano, dibuja una linea paralela a las anteriores, que pase por el punto
1, 4).

d) Encuentra una ecuacion para la recta anterior y escribela a continuacion.
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11. Asocia cada ecuacion con su gréafica, anotando entre los paréntesis la letra de la
ecuacion correcta.

2y
3
2
1
0 x
5 4 -3 -2 -1,/ 1 2 3 W4
/1
-2
5 1y
‘ = 3/
| () 2
() 1
x
A) y=3x+1 -3 -2 -1/10 1z 5
_ 2 =
B) y=-X -3
C) y=x-2 5
4 ()
D) y=-2x-3 \ oo/
2
L
E) y:_3X2 0 X
-3 -2 -1 o 1 2 3 4
N DO W
( 2
G) y=x*-2 2
1
H) y:—X+1 ( )—2 —1730 1,2 3 4 5 B
-2
) y=x>+1 &
-4
J) y=4x+3
gy

-3
—4
-5
-6
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