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La interaccion de la radiacion electromagnética con la materia genera una serie de
fenémenos, los cuales se pueden clasificar en los que conllevan absorcion de radiacién y en
los que se produce dispersién. Para el andlisis vibracional de moléculas poliatémicas son de
especial importancia la absorcién de radiacién infrarroja y el efecto Raman [1, 2]. Ambos son
fendmenos muy selectivos y se complementan para generar un espectro, especifico para la
molécula en estudio. El espectro estd formado por pequenos intervalos de energias o bandas
que corresponden a diferentes tipos de movimiento vibracional.

Las técnicas experimentales modernas han permitido la disponibilidad de una gran cantidad
de espectros, cada vez méas amplios y mas precisos, lo cual representa un estimulo para el
desarrollo de nuevos métodos tedricos que contribuyan a la comprension y el anélisis de dichos
espectros [3].

La descripcién de las excitaciones vibracionales se puede llevar a cabo en términos de
coordenadas Cartesianas o internas [1, 2, 4]. Ambas tienen ventajas y desventajas, algunas
son intrinsecas a la seleccion del sistema de coordenadas y otras dependen del tamano de la
molécula. Las coordenadas Cartesianas tienen la ventaja de que la energia cinética es diagonal,
lo que simplifica mucho el Hamiltoniano, como se verd en el desarrollo de este trabajo. Sin
embargo, los grados de libertad traslacionales y rotacionales quedan incluidos y se deben
identificar para poder eliminarse. Otro problema tiene que ver con la energia potencial, cuyas
derivadas involucradas en el desarrollo en serie de Taylor no tienen directamente un significado
fisico relacionado con el concepto de unién quimica.

Por otro lado, el uso de coordenadas internas permite eliminar desde el principio las trasla-
ciones y rotaciones, pero aparecen términos cruzados en la energia cinética y una contribucién
independiente de los momentos. Otra desventaja de las coordenadas internas es la aparicion de
coordenadas redundantes, como consecuencia de la simetria de la molécula. Mientras mayor sea
la simetria de la molécula, mayor resulta el nimero de redundancias que aparecen. A pesar de
las desventajas, para moléculas de tamano mediano se usan preferentemente las coordenadas
internas, ya que los métodos de teoria de grupos permiten solucionar algunos de estos problemas
[5, 6], ademads de que las constantes de fuerza en la energia potencial adquieren significado fisico.

Los grados de libertad redundantes, al igual que los traslacionales y rotacionales en el
sistema coordenado Cartesiano, deben identificarse para ser eliminados. En ambos casos, los
estados no fisicos reciben el nombre de estados espurios. Con el uso de coordenadas Cartesianas,
los grados de libertad espurios sélo se pueden quitar de forma exacta en la aproximacién
armoénica. Por su parte, el uso de la llamada condicién de redundancia [2, 7], en principio
puede eliminar las redundancias en cualquier Hamiltoniano, sin embargo en la préctica solo
se puede aplicar para pequenas oscilaciones. Es notorio, entonces, que la eliminacién de los
estados espurios se convierte en un problema al introducir anarmonicidades.

El uso de las coordenadas internas conduce en forma natural a una descripcién local del
sistema. Si el sistema se comporta localmente, esta descripcion es la mas adecuada. Se observa
un comportamiento local cuando se presentan degeneraciones inesperadas y un acercamiento
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

notable entre los niveles de energia [12]. Esto se puede reproducir hasta con la versién maés
sencilla de un modelo local, que consiste en considerar un oscilador anarmonico para cada
coordenada interna e interacciones armonicas entre ellos [13]. Los modelos locales se han
vuelto relevantes porque pueden caracterizar estados vibracionales altamente excitados. En
las regiones altas del espectro una base local se aproxima a los estados propios del sistema,
de manera que da mas informaciéon sobre los estados fisicos que el método tradicional de
Darling-Dennison [8, 9, 10, 11], el cual se construye un Hamiltoniano efectivo basado en una
representacion de modos normales. La importancia de la teoria local tardé en ser reconocida
debido al éxito que tuvieron Darling y Dennison al describir los sobretonos del agua [14].
Tuvo que pasar més de un cuarto de siglo para que reapareciera el concepto del modelo local [15].

Los modelos locales pueden establecerse ya sea en el espacio de coordenadas y momentos
o en el marco de una represetacién algebraica [16, 17, 18]. Una aproximacién algebraica
trata de manera unificada la energia cinética y la potencial. En consecuencia, los parametros
espectroscépicos involucran tanto las constantes de estructura, que son las masas y las
posiciones relativas de equilibrio, como las constantes de fuerza, provenientes de las derivadas
de la energia potencial.

Los métodos algebraicos se han usado ampliamente para describir vibraciones moleculares.
En un principio se utilizaron para construir Hamiltonianos efectivos dentro del marco de
una base armonica, estableciendo la conexién con el espacio de configuraciones mediante
teoria de perturbaciones. Con esta conexion se pueden obtener las constantes de fuerza, es
decir, la superfice de energia potencial, la cual es fundamental para la prediccion de espectros
de especies isotopicas [1, 2]. Ademads, dentro de este contexto se pueden calcular las inten-
sidades de transicién a partir de un desarrollo en serie del momento dipolar en coordenadas [23].

Una ventaja practica que trae consigo el uso de una representacion algebraica es la sepa-
racién del Hamiltoniano en diferentes interacciones. Tras utilizar varias veces estos modelos
se aprende a distinguir la relevancia de las diferentes interacciones y la existencia de cierta
dependencia entre ellas.

Cuando se consideran potenciales de Morse y de Poschl-Teller para cada oscilador local
en la descripcién de vibraciones moleculares, el dlgebra dindamica corresponde a una suma
directa de algebras su(2). Para este caso se ha establecido una correspondencia clara entre los
generadores del grupo y los operadores de creacién y aniquilacién de las funciones de Morse y
de Péschl-Teller [19, 20, 21], por lo que la conexién entre un Hamiltoniano en el espacio de
configuraciones y en el algebraico es transparente. La seleccién de uno de estos potenciales
para cada coordenada interna depende basicamente de su simetria.

Un método algebraico alternativo para el andlisis de excitaciones vibracionales en un
esquema local, es el basado en los grupos unitarios U(v + 1). Recientemente se reformulé este
método para obtener constantes de fuerza y calcular en forma sistematica intensidades de
transicién [22, 23]. Aunque en este trabajo no haremos uso de este método, es importante
mencionar que el modelo que se desarrollara, basado en potenciales de Morse y Poschl-Teller,



tiene una correspondencia biunivoca con el modelo basado en el grupo U(v + 1).

Las moléculas planas del tipo AB; presentan grados de libertad espurios cuando se
describen con un modelo local, por lo que deberan ser eliminados. Se han propuesto dos
métodos para hacerlo desde la representacion algebraica. Uno de ellos estd basado en métodos
empleados en fisica nuclear [24] y consiste en incluir en el Hamiltoniano ciertos operadores que
proyectan los estados espurios a energia infinita o al menos suficientemente alta para minimizar
la interaccién con los estados fisicos [17, 25]. Este método es exacto sélo en la aproximacién
armoénica. Un método alternativo consiste en escribir el Hamiltoniano en un esquema normal,
lo cual se lleva a cabo definiendo tensores adaptados por simetria en términos de los operadores
de creacién y aniquilacién. En el limite armonico estos tensores basicos se reducen a operadores
bosoénicos de una base normal. Por acoplamientos sucesivos de estos tensores se logra establecer
la relacién con el Hamiltoniano local. De esta manera, cualquier interaccién que involucre
tensores asociados con los modos espurios se eliminan del Hamiltoniano [26]. Por su parte,
los estados espurios deben ser eliminados también de la base [27], construyendo una base
adaptada por simetria que es isomorfa a la base normal.

Antes de abordar la descripcién de las excitaciones vibracionales en moléculas planas
de tipo ABj3, se llevard a cabo un estudio detallado de las moléculas piramidales SbHs y
AsHs. El proposito de hacerlo es el de establecer los fundamentos del modelo propuesto,
tanto desde el punto de vista conceptual como del procedimiento para obtener las constantes
de fuerza. Este estudio se realizarda comenzando por establecer un Hamiltoniano local en
primera aproximacion, en términos de seis osciladores de Morse independientes. El potencial
de interaccién se obtendra introduciendo la representacion algebraica para las coordenadas y
momentos en términos de operadores de creacién y aniquilaciéon para dichos potenciales, en
una aproximacion lineal [19, 21, 28, 29]. Desde esta aproximacién, se buscard el conjunto de
parametros espectroscopicos que mejor reproduzcan las energias experimentales. Posterior-
mente, se encontrara la transformacién local-normal.

La transofrmaciéon local-normal es de gran importancia debido a que permite efectuar la
descripcién del sistema en cualquiera de los dos esquemas, independientemente del compor-
tamiento fisico, ya sea normal o local, de tal forma que en una u otra descripcién, la conexién
entre los parametros espectroscépicos y las constantes de fuerza quede bien establecida.
Asimismo, esta transformacion resulta ser fundamental cuando aparecen redundancias y per-
mite comprender el tipo de interacciones que predominan en un sistema dado. Es importante
enfatizar que como parte de esta tesis se desarrollé un programa con el que se obtiene esta
transformacién local-normal para cualquier sistema.

Finalmente se presentard un analisis de las moléculas planas de tipo ABjs, utilizando una
representacion algebraica para osciladores de Morse asociados a las coordenadas internas de
tension y de flexién, y osciladores de Poschl-Teller para las coordenadas que describen las vi-
braciones fuera del plano [28]. En este caso se propone primeramente una representacién normal
del Hamitloniano. Desde este esquema es posible eliminar las redundancias. Para ejemplificar la
utilidad del modelo, se presentard un ajsute a todos los niveles de energfa del ' BFy conocidos
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

hasta la fecha y al final se estableceran dos alternativas para obtener las constantes de fuerza,
ambas basadas en la transformacién normal-local del Hamiltoniano, en forma analoga al caso
de las moléculas piramidales. De esta manera un ajuste de energias podra proveer de constantes
de fuerza y de estructura con la capacidad de predecir el espectro de isotopomeros asociados.



Capitulo 2

HAMILTONIANO VIBRACIONAL

s N
- = VA NN
. N . " \\ \\‘
i " \\
g . . —
: = 3
. e,
. . —_. 2
. =5
y =

e s
; . K \




SECCION 2.1 APROXIMACION DE BORN-OPPENHEIMER

Las leyes de la mecanica cuantica constituyen el marco apropiado para describir los sistemas
microscopicos. Esta descripcién implica la obtencion de la Funcién de Onda a partir de la
solucion de la ecuacién de Schrodinger

L o0VU(x,t) -
th = H(t)¥(x,1). (2.1)

Resolver esta ecuacion de manera exacta sélo es posible para ciertos casos simples, como
el atomo de hidrégeno o el oscilador armoénico. En general es necesario hacer una serie
de aproximaciones para escribir el Hamiltoniano de la manera mas simplificada posible,
conservando la esencia del problema fisico.

Como se mencioné en la introduccion, el objetivo es encontrar una expresién que permi-
ta describir las vibraciones moleculares, para lo cual se parte de la aproximacion de Born-
Oppenheimer [30, 31]. Esta permite extraer la contribucion electrénica, para posteriormente
separar en la contribucién nuclear, la parte vibracional de la rotacional [1, 4, 33].

2.1. Aproximaciéon de Born-Oppenheimer

La descripciéon vibracional de un sistema molecular parte de la aproximacion no relativista,
en la que el Hamiltoniano se puede escribir como la suma de la energia cinética de todas
las particulas (ntcleos y electrones) y un potencial independiente del tiempo que proviene de
la interaccién electrostatica entre ellas. La ecuacién a resolver es la ecuacion de Schrodinger
independiente del tiempo

HU(x) = BU(x), (2.2)

donde el Hamiltoniano tiene la forma general
H=T+V, (2.3)
siendo 7" la energfa cinética y V la energfa potencial.

En un sistema de referencia de laboratorio, la energia cinética depende de las coordenadas de
todas las particulas, aunque parte de esa energia corresponde al movimiento de la molécula como
un todo. Por consiguiente es apropiado separar este movimiento del resto de las contribuciones al
Hamiltoniano, lo cual se logra escogiendo un nuevo sistema de referencia paralelo al laboratorio
pero ubicado en el centro de masa molecular. En el nuevo sistema, la energia cinética se separa
en un término Tey que dnicamente depende de las coordenadas del centro de masa (Ro) ¥
términos adicionales que dependen de las coordenadas (r) de A — 1 particulas en el nuevo
sistema de referencia, siendo A el niimero total de particulas. El potencial V', por su naturaleza,
depende de las distancias entre las particulas. Asi pues, se tiene

H(Ro,r) = Ton(Ro) 4+ T(r) + V(r). (2.4)

Siempre que el Hamiltoniano se pueda descomponer en contribuciones que dependan de
diferentes variables independientes, la funcién de onda se puede factorizar en un producto
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CAPITULO 2. HAMILTONIANO VIBRACIONAL

directo de funciones y la ecuacion de Schrodinger puede replantearse en ecuaciones més simples.
En este caso, la sustitucion de la solucién factorizada

U(Ro,r) = Yo (Ro) ¥ pe(r) (2.5)
en la ecuacion de Schrédinger
H(Rg,r)¥(Ro,r) = E¥(Rq, 1), (2.6)
lleva a
(Terr(Ro) + Hyue(r)) Wens(Ro) e (v) = (Ecas + Erue) Wons(Ro) Ure (), (2.7)

lo cual es equivalente al sistema de ecuaciones

Tem(Ro)¥en(Ro) = EcnrPen(Ro) (2.8)
y .
Hrve(r)\PT’Ue(r) == ET’UG\IIT’UG(I.)7 (2'9)
donde
E = FE.e+ Ecu. (210>

La ecuacion (2.8) corresponde al problema de una particula libre con energia

h?k?
Ery = —— 2.11
CM IM ) ( )
mientras que la funcién de onda asociada es la onda plana
Ve (Ro) = ik Ro, (2.12)

donde M es la masa total y k es el momento lineal, p = hk.

La ecuacién (2.9), cuyo Hamiltoniano asociado recibe el nombre de Hamiltoniano rovibrénico
(de rotacién-vibracién-electrénico), es la que se debe resolver. Para ello es preciso cambiar de
nuevo el sistema de referencia, ahora al centro de masa nuclear, para separar lo mejor posible
los términos electrénicos de los nucleares. El Hamiltoniano rovibrénico desde este sistema de
referencia se puede expresar como [6]

FIrve = Te(re) + TN(RN> + V(RNv I'e), (213>

donde T,(r,) es la energfa cinética de los electrones, Ti(Ry) la energfa cinética de los nticleos
y V(RN, re) es el potencial electrostético de todo el sistema. Hay que observar que no aparecen
en la energia cinética términos cruzados entre electrones y ntucleos. Asimismo se debe recordar
que en las coordenadas nucleares Ry se han excluido las coordenadas de uno de los ntcleos al
escribirlas con referencia al centro de masa molecular.
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SECCION 2.1 APROXIMACION DE BORN-OPPENHEIMER

La aproximacién de Born-Oppenheimer consiste en considerar que el movimiento de los
electrones no depende del movimiento de los ntucleos, sino sélo de las posiciones nucleares, por
el hecho de que los nicleos son mucho mas pesados que los electrones [30, 31, 6]. Es decir que
si en una aproximacion de orden cero se descomponen las soluciones en la forma

U0 = W, (re; Ry) V. (RN, (2.14)

rve

se puede resolver por separado la parte electronica despreciando del Hamiltoniano H,,. la
energia cinética de los nucleos Tn(Rn) y el potencial proveniente de la repulsion electrostatica
entre nucleos Vyn(RN), lo que conduce a la ecuacién

[T.(re) + [V(Rn, Te) — Van (Rn)]] e (re; Rn) = Vo(Rn) U (re; Ry), (2.15)

donde a V,(RN) se le conoce como Energia Molecular en la Aproximacién de Nicleos Fijos,
ya que tanto esta energia como la funcién de onda dependen de Ry en forma paramétrica.
Otra aproximacién que se hace en (2.15) es tomar en cuenta unicamente los términos
no cruzados de Te(re). Lo que se hace es resolver esta ecuacién para ciertas posiciones
nucleares y obtener una superficie de energia V.(Rn), o superficie de Born-Oppenheimer.
Esta superficie, en general, presenta minimos cuyas posiciones nucleares correspondientes
dan origen a configuraciones estables de la molécula. En la figura 2.1 se muestran ejemplos
de curvas de Born-Oppenheimer de una molécula diatémica para diferentes estados electrénicos.

v

70,000 —

60,000 —
50,000 $—

V(Ry) (em”)

40,000 $—

30,000 —

20,000 —

10,000 $—

3

' rd)

Figura 2.1: Curvas de energfa molecular en la aproximacién de Born-Oppenheimer para la molécula CH [32].

La parte rotovibracional (inicamente rotacién-vibracién) involucra el movimiento de los
nicleos, la repulsion entre ntcleos que no se habia tomado en cuenta y el potencial de Born-
Oppenheimer, que depende también de las posiciones nucleares. Para obtener la ecuacién nu-
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CAPITULO 2. HAMILTONIANO VIBRACIONAL

clear a resolver, se sustituye la aproximacién (2.14) en (2.9)

(Te(re) + TN(RN) + [V(RN, re) — VNN(RN)] + VNN(RN))‘I’e(Fe; Rn)¥,(Rn)
= Erve\Ile(re; RN)\I!TU(RN)7 (216>

y rearreglando términos

(Te(re) + [‘A/:(RN, re) - VNN(RN)])‘I’e(I'e; Rn)V,(Ry)
+ (In(Rn) + Van(BRN))Ve(re; Rn) ¥ (Riv)

- Erveq]e(re; RN)\I]T’U(RN)‘ (217)

Se observa que en el segundo término del lado izquierdo de esta ecuacion se puede considerar
que los operadores s6lo actian sobre la parte nuclear, ya que se espera que la funcién de onda
electronica no cambie apreciablemente con respecto a las posiciones nucleares. De esta manera
la funcion de onda electréonica es “transparente” frente a los operadores nucleares. En el primer
término se identifica la parte puramente electrénica, que segin la ecuacién (2.15) se puede
resolver. La sustituimos e indicamos que la energia ya es una aproximacién con el superindice
), Asf pues, se obtiene

Vo(RN)Ue(re; Rn)V,u(Ry) +  Wo(re; Rn)(Tv(R) + Vyw(Rn)) ¥, (R)
= E(O)\Pe(re;RN)\Prv(RN>7 (218>

es decir
U, (re; RN)<TN(RN) +Ve.(RN) + VNN(RN))‘I’M(RN)
= E(O) \De(re; RN)\IIT’U(RN)‘ (219)

rve

Ambos lados de la ecuacién tienen como factor comun la funcién de onda electrénica. Divi-
diendo, queda la ecuacion nuclear

[TN(RN) + Ve(Rn) + ‘A/NN(RN)]\IIM(RN) = ET(’?))e\Ilrv(RN>' (2.20)

La energia nuclear F,, se acostumbra referirla al minimo de la energia V,, que se designa
como energia electronica E,, es decir

E.,=E°’, —E.. (2.21)
Si ademas definimos R R
Vi = [Ve(Rn) + Vv (Rn)] — E, (2.22)
entonces . R
[TN + VN]\II’I"U = E’I"U\I]TU' (223)

La aproximaciéon de Born-Oppenheimer es muy 1til, pero no siempre se puede aplicar, por
ejemplo cuando las distancias entre los estados vibracionales son comparables a las distancias
entre los estados electrénicos.
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SECCION 2.2 HAMILTONIANO ROTO-VIBRACIONAL

2.2. Hamiltoniano Roto-Vibracional

Hasta ahora se tiene una ecuacion que involucra todos los 3N grados de libertad nucleares
para N ntcleos, incluyendo rotaciones y vibraciones. Esta ecuacién es todavia muy dificil de
resolver. Para poder simplificar atin mas el problema, es conveniente efectuar un cambio de
coordenadas a un Sistema Fijo en la Molécula, rotado con respecto al anterior. Cabe mencionar
que al hacer el cambio de coordenadas vuelven a aparecer en la energia cinética términos de
acoplamiento electrén-nicleo, pero en primera aproximacién se pueden despreciar [6].

La relacién entre las nuevas coordenadas nucleares y las anteriores esta dada por una
matriz de rotacion, cuyos elementos son funciones de tres angulos llamados Angulos de Euler
[34].

Para poder explicar cémo es que el sistema de referencia rota con la molécula se presentan
un par de ejemplos, en dos dimensiones para simplificar. El primero es una molécula que rota,
pero no vibra, lo que se conoce como rotor rigido y se ejemplifica en la figura 2.2. Una vez
que la molécula ha rotado, se puede saber cémo colocar los nuevos ejes de manera que “hayan
rotado con la molécula”. Conociendo la rotacién del sistema de referencia se pueden obtener
las nuevas coordenadas nucleares mediante la matriz de rotacion.

a) b)

Figura 2.2: a) Molécula en posicién de equilibrio con sistema de referencia paralelo al laboratorio. b) Molécula en posicién de
equilibrio rotada con sistema de referencia rotado.

El otro caso es que la molécula ademéas de rotar, se deforme, como se ilustra en la figura
2.3. En este ejemplo no queda claro cudnto hay que rotar el sistema de referencia. Este es
precisamente el caso en el andlisis rotovibracional de moléculas, donde se observa que no es
trivial determinar los angulos de Euler. Para fijarlos se imponen las condiciones de Eckart

> mur§ xr; =0, (2.24)

donde r; es el vector de posicion del i-ésimo nicleo en el sistema rotado y el superindice e
hace referencia a la posicion de equilibrio o configuracion estable determinada por el minimo
en el potencial de Born-Oppenheimer. Las posiciones de equilibrio se seleccionan al demandar
la diagonalizacion del tensor de inercia.

Se puede llegar a las ecuaciones (2.24) siguiendo el procedimiento sugerido en [35]. Este
consiste en proponer que el momento angular total

L=> mr; x1; (2.25)
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CAPITULO 2. HAMILTONIANO VIBRACIONAL

a) b)

Figura 2.3: a) Molécula en posicién de equilibrio con sistema de referencia paralelo al laboratorio. b) Molécula rotada y fuera de
su posicién de equilibrio. El sistema de referencia rotado no se ha podido colocar.

se anule al elegir el sistema de referencia rotado, lo cual sélo se puede lograr en forma aproximada
para oscilaciones pequenas. Es decir, si se expresan las posiciones nucleares en términos de su
desplazamiento Ar, entonces

r; = Ar; + 15, (2.26)

donde se supone que la desviacién Ar; es pequena. A esta desviacién se le conoce como
coordenada de desplazamiento. Si en (2.25) se sustituyen las posiciones y velocidades en
términos de las coordenadas de desplazamiento y sélo se toman términos de primer orden, se
obtiene

L~ ) mr{ x Ar; = %Zmirf X Ar; = %Zmirf X 1. (2.27)

Las condiciones de Eckart claramente anulan esta aproximacion para L. Ademds, como lo
expresa la ultima igualdad, trabajar con r; es equivalente a hacerlo con su correspondiente
coordenada de desplazamiento. De hecho, se acostumbra utilizar ciertas combinaciones de
éstas, llamadas Coordenadas Normales (). Las coordenadas normales se analizaran en el
siguiente capitulo.

Con estas relaciones: la matriz de rotacién, el tensor de inercia y las condiciones de Eckart;
se reescribe todo el problema en términos de los tres angulos de Euler y 3N — 6 coordenadas
normales (si la molécula no es lineal). La energfa cinética de los niicleos que se obtiene es [36]

1 N R . R 1 R
TN:§Zﬂaﬁ(t]oe_pa)(Jﬁ_pﬁ)+§ZP7*2+U> (228)
a, r
donde
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SECCION 2.2 HAMILTONIANO ROTO-VIBRACIONAL

ayf toman los valores x,y y z.
r va desde 1 hasta 3N — 6.
m inversa de la matriz I’, la cual involucra la matriz de

los momentos de inercia y las coordenadas normales.

Ja componentes del momento angular rotacional a lo
largo de los ejes fijos en la molécula.

P, componentes del momento asociado a las
coordenadas normales.

Pa componentes del momento angular vibracional

= Zr,s ffs QP
o constantes de acoplamiento de Coriolis.
2 . ., ; . .
U= —% Yo Moo contribucion a la energia potencial dependiente de

la masa.

El tratamiento para obtener (2.28) es complicado, pero con la energia cinética expresada de
esta manera, el Hamitoniano se puede escribir como [6]

Hy = 5 Z T Z(Pf + Q%) (2.29a)
+ 3 Z pas — 1ag) (Jo = Pa) (Js — Ps) (2.20b)
- Z Mo oPa + = Z uiaﬁi (2.29¢)
+ U+ ;f)’"“@@ Qi+ 55 4 th DpstuQrQsQiQu + - ., (2.29d)

donde el renglén (2.29a) incluye términos de rotor rigido y oscilador arménico; el (2.29b), los
términos provenientes de la fuerza centrifuga; el (2.29¢), los de los efectos de Coriolis, y (2.29d)
involucra términos anarmoénicos en el potencial.

La expresion (2.29) se puede simplificar para moléculas rigidas. Una molécula se considera
rigida cuando las oscilaciones alrededor de las posiciones de equilibrio son pequenas y cuando
se puede despreciar la interaccion vibracion-rotacion. Esto se toma en cuenta

s utilizando solo términos de orden cuadratico en el potencial, como en el oscilador
armonico,

» despreciando los términos (2.29b) y (2.29¢), y
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CAPITULO 2. HAMILTONIANO VIBRACIONAL

m considerando

Hap =~ II"LZIB 50:5’ (230>

En esta aproximacién (indicada con el superindice 0), el Hamiltoniano se puede separar en
términos que involucran tinicamente rotacién y términos que solo dependen de las coordenadas
normales

£ 1 1 A
Hyy =52 oo da+ 5 2 (BF +0Q7), (2.31)

«

de manera que en la ecuacién de valores propios asociada
)y oY) = B o (2.32)
la funcién de onda y la energia se pueden separar en

D = Drot (6, 6, x) Py (Q) (2.33)

ER = Erot + By (2.34)

Se puede por fin escribir una ecuacién para describir exclusivamente las vibraciones mole-
culares

~

Hvib (I)Vib = Evib (I)Vib (2-35>
con 1
Hyih, = 5 2 (PP + Q) (2.36)

T

siempre y cuando se verifique que se satisfacen las condiciones para realizar todas las aproxi-
maciones mencionadas en este capitulo.
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Capitulo 3

GRADOS DE LIBERTAD
VIBRACIONALES




SECCION 3.1 COORDENADAS NORMALES

En el capitulo anterior se mencioné al obtener la ecuacién (2.27), que se podian utilizar co-
ordenadas de desplazamientos nucleares, o bien, combinaciones lineales de éstas para describir
el Hamiltoniano rotovibracional. Las coordenadas normales son unas de estas combinaciones y
se derivan directamente del andlisis clasico de una molécula sujeta a un potencial arménico.

3.1. Coordenadas Normales

El presente andlisis es ampliamente conocido y se puede consultar en las referencias
(35, 1, 2, 6]. Aqui sélo se describen las ideas fundamentales.

Se definen unas coordenadas de desplazamiento ¢; de la siguiente manera:

d=(n @ . - sy, (3.1)

con
q1 = \/mlAZEh g2 = \/mlAyla g3 = VmilAzy, @1 = /maAx,, . .. (3.2)

y se considera un potencial arménico

3N/ 52y 3N
V(aq) = Z (aqiaq])eq qiq; = Z fij @45 (3.3)

i,j=1 i,j=1

en donde se han definido las constantes de fuerza f;;.

El Lagrangiano clasico asociado a estas coordenadas es

1 3N ) 1 3N
L= ) >4 - 5 > fij @igs- (3.4)
i=1 ij=1

Al sustituir este Lagrangiano en las ecuaciones de Euler se obtiene un conjunto de ecuaciones
diferenciales acopladas

3N
G—> fiya=0 j=12,...,3N. (3.5)
i=1

Se proponen soluciones del tipo
4 = A; cos(\2t — ), (3.6)

donde A, A; y ¢ son constantes a determinar. Sustituyendo estas soluciones en (3.5) se obtiene
un conjunto lineal homogéneo de ecuaciones algebraicas, equivalente a la expresion matricial

fll f12 e f1,3N Alk Alk
f fl A,% — A Af’“ . (3.7)
f3N,1 f3N,2 e f3N73N A3N7k A3N,k
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CAPITULO 3. GRADOS DE LIBERTAD VIBRACIONALES

El sistema (3.7) corresponde a un problema de valores propios [37]. El indice k se ha introducido
para distinguir entre los diferentes valores propios que se obtengan. Definiendo una matriz
diagonal A con elementos A\, y una matriz A compuesta por las columnas Ay, se puede reescribir
(3.7) como

FA=AA, (3.8)

o lo que es lo mismo

A=A"FA. (3.9)

La matriz A es unitaria y diagonaliza al Lagrangiano, es decir

1 ... 1
L=5Q1Q-5Q'AQ, (3.10)
donde se han introducido las coordenadas normales Q definidas por

Q' =(Q1 Q2 ... Qsv)=q'A. (3.11)

La importancia de usar las coordenadas normales es que las ecuaciones de movimiento se
desacoplan en 3N ecuaciones de oscilador arménico

Qr —MQr=0, k=1,2...3N. (3.12)

Cada solucién esta dada por
1
Qr = By cos(\it — d), (3.13)

donde By v ¢ dependen de las condiciones iniciales del sistema. Si las condiciones iniciales
anulan a todos los coeficientes By, excepto de uno, digamos el B,, el modo de vibracion de
la molécula recibe el nombre de modo normal puro y la frecuencia asociada se conoce como
frecuencia normal o fundamental.

Hay que observar lo que ocurre con las coordenadas ¢;. De la ec. (3.11) se encuentra la
relacién inversa y se sustituyen las soluciones (3.13) para obtener

3N X
g =Y Ai Brcos( A\t — o). (3.14)

k=1

Como el tnico coeficiente que sobrevive es B, se pierde la suma en k y queda
G = Aiq cos(\V2t — ¢,). (3.15)

Lo que significa que todas las coordenadas ¢; oscilan con la misma frecuencia )\é y comienzan
igualmente desplazadas del equilibrio segin ¢,. Es decir que todas las particulas pasan si-
multdneamente tanto por la posicién de equilibrio como por su maximo desplazamiento. Cada
coordenada, sin embargo, tiene su propia amplitud A;,. En el caso en que hay degeneracion,
es decir que al menos hay un par de valores propios iguales, se pueden hacer combinaciones
lineales independientes de los modos normales degenerados de manera que el Hamiltoniano
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SECCION 3.1 COORDENADAS NORMALES

(que se obtendra a continuacién) queda invariante.

Es posible demostrar, usando la ecuacién del centro de masa y las condiciones de Eckart
(2.24) que los valores propios asociados a la traslacion y rotacién de la molécula son nulos. Por
lo que, en realidad, la dimensién de Q en (3.10) es 3N — 6, para moléculas no lineales [33].

Para recuperar el Hamiltoniano (2.36) se puede identificar a Q) como el momento conjugado
Py, ya que

oL .
P.=—— =0.. 3.16
=3, = & (3.16)
En mecéanica cuantica se sustituye el momento P, conjugado a (), por
Py — —n2 (3.17)
H _ [— .
k an Y

lo cual se puede hacer en este caso porque se cumplen las relaciones de conmutacion
[Qr, Prr] = th S (3.18)

De esta manera se obtiene el operador del Hamiltoniano que se debe sustituir en la ecuacion
de valores propios (2.35)

R h2 3%6 82 1 3%6 )
H=—— — t+ = Q7. (319)
2 k=1 aQ% 2 k=1 :

Por su parte, la funciéon de onda se puede escribir como el producto directo de osciladores
armonicos

3N—6
Duin(Q) = I .. (Qn), (3.20)
k=1
y cuya sustitucién en (2.35) conduce al conjunto de ecuaciones independientes
oot o1
<_38Q% + 5)‘]962%) \Ijvk (Qk) = Gvk \ka (Qk) (3.21)

La forma explicita de ¥,, (Qx) es bien conocida y corresponde a [38]

2

1 e
\I]Uk(Qk) :vaHvk(ang)e k2 ) (322>
donde
)\k o _1 [0 %
oz,i:F , Ny, = (2% )2 (?) (3.23)

v Hy, (z) son polinomios de Hermite [37]. Para la energia vibracional tenemos

3N—-6

E,= > G, (3.24)
k=1
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CAPITULO 3. GRADOS DE LIBERTAD VIBRACIONALES

donde .
1
G, = hA? (vk + 5) (3.25)

El oscilador arménico es de gran importancia en mecanica cuantica, especialmente en el
tratamiento de vibraciones moleculares. En este caso ha servido para definir las coordenadas
normales y nos ha provisto de un conjunto de soluciones ¥, (Qx). Estas soluciones generan
un espectro de energias muy caracteristico, con un nuimero infinito de niveles igualmente
espaciados, como se muestra esquematicamente en la figura 4.1.

En general, los espectros vibracionales experimentales difieren de éste en que la distancia
entre niveles se va acortando a mayor energia. Ademds un potencial armoénico tiene un nimero
infinito de niveles mientras que el experimento muestra que ante vibraciones con energias muy
grandes la molécula se disocia. Esto era de esperarse ya que se habian supuesto vibraciones
pequenas, es decir, energias bajas. Sin embargo, se puede lograr una mejor descripcion incluyen-
do en el potencial términos de mayor orden en (), como los que se despreciaron en (2.29d). Al
introducir estas “Anarmonicidades”, el Hamiltoniano deja de ser diagonal, pero el conjunto de
soluciones (3.22) se puede utilizar como base para diagonalizar el nuevo Hamiltoniano.

3.2. Coordenadas Normales en Términos de
Coordenadas Internas

Se debe recordar que el potencial que se ha desarrollado en serie de potencias de las
coordenadas proviene de la interaccion electrostatica entre nicleos y de la parte electronica,
como indica la ecuacién (2.22). La cantidad de términos que se requieren en el Hamiltoniano
para lograr una buena descripcion depende de las coordenadas seleccionadas. Con el fin de
simplificar el Hamiltoniano, se propone el uso de coordenadas que tengan sentido fisico, como
las coordenadas internas. Estas se definen en términos de las posiciones relativas entre los
nicleos: distancias, angulos de enlace y angulos diedros, los cuales se pueden traducir en
tensiones, flexiones y torsiones.

Se considerara un oscilador para cada una de las 3N — 6 coordenadas internas (las coor-
denadas internas excluyen por definicién a las traslaciones y rotaciones). Cuando en primera
aproximacién el Hamiltoniano se escribe como la suma de los Hamiltonianos individuales de
estos osciladores, se habla de un esquema local puro. La solucion en este esquema, como se ha
explicado, es el producto de las soluciones individuales

3N—6

Toin(t) = [[ Wo,(t:), (3.26)
i=1
donde ¢; es la i-ésima coordenada interna.

El potencial del sistema de osciladores interactuantes es muy simple. Mas simple que con las
coordenadas Cartesianas. Sin embargo, la energia cinética se modifica y deja de ser diagonal.
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COORDENADAS INTERNAS

La energia cinética en las nuevas coordenadas t,, con sus momentos asociados p,, es [39]

1
T = BGp. (3.27)
donde se ha introducido la matriz de Wilson, G = ||gag||, cuyos elementos establecen la relacion

entre las nuevas coordenadas t, y las Cartesianas x;c de la siguiente manera:

gaﬁ:§ > i<at“><(%ﬁ>. (3.28)

i=1{=x,y,2z m; axlﬁ axlﬁ

Esta relacion funcional entre ¢ y x es, en general, no lineal. De modo que para escribir un
Lagrangiano hasta segundo orden usando la energia cinética (3.27), basta con hacer una
aproximacién lineal de ¢(z) o, en forma equivalente, evaluar G en el equilibrio. Algo que es
importante cuidar es que la matriz G no sea singular, pues es necesario poder obtener la
inversa, como se muestra mas adelante.

Siguiendo el desarrollo que se encuentra en el libro de Wilson [1], se empezara por suponer
un potencial de segundo orden. El Hamiltoniano se puede escribir entonces como

1 1
H= 5f)G.p + EH F.t, (3.29)

y segtn las ecuaciones de Hamilton, el Lagrangiano en funcién de t se puede encontrar

1, .1
L= 51;T G 't — 5tTFtt. (3.30)

Las ecuaciones de movimiento asociadas a este Lagrangiano son

Z{(G_l)ji tj + (Fe)jit;} =0, (3.31)

Al sustituir las soluciones del tipo
t; = A; cos(A\? +e) (3.32)
en (3.31), se obtiene un sistema de 3N — 6 ecuaciones algebraicas

Z{(Ft)ji — (G A} A =0 (3.33)

Debido a que tanto Fy como G~! son por definicién simétricas, la ecuacién anterior puede
escribirse en forma matricial y expresarse de tal forma que reconozca de nuevo el problema de

valores propios
AT'GFA = A (3.34)

Este resultado sugiere que al definir unas coordenadas () mediante

t = AQ, (3.35)
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CAPITULO 3. GRADOS DE LIBERTAD VIBRACIONALES

éstas resulten ser precisamente coordenadas normales. Sin embargo, el Lagrangiano toma la
forma diagonal esperada (3.10) sélo si A cumple con las condiciones [1, 2, 33]

ATG'A=1 y AF,A=A. (3.36)

Esto no sucede autométicamente ya que A no es unitaria, como consecuencia de que la
matriz GF no es en general Hermitiana. En cualquier caso, las coordenadas ) hacen que el
Lagrangiano sea al menos diagonal en bloques.

3.3. Analisis del H;

Para ejemplificar lo que hasta aquf se ha mencionado, se mostrard el caso de la molécula Hy
[33]. Esta molécula tiene la misma simetria que las moléculas planas de tipo ABj3, sin embargo,
tiene la ventaja de que siempre se encuentra sobre el plano, asi que se puede describir con
vectores bidimensionales. En la figura 3.1 se muestra la asignacion de la numeracién de los tres
atomos de hidréogeno. Cada vector x; estd referido al sistema Cartesiano con origen en el centro
de masa de la molécula en equilibrio e indica la posicién instantanea del i—ésimo ntcleo. En
la misma figura se muestran las coordenadas internas adecuadas para este sistema, que son las
distancias de enlace 7;.

Figura 3.1: Posicién relativa entre el sistema de coordenadas (z,y) y el sistema de coordenadas internas

Como se explico en este capitulo, se suelen usar coordenadas, tanto Cartesianas como inter-
nas, de desplazamiento. Estas se refieren a las posiciones y distancias de equilibrio, designadas
por el subindice e y el superindice eq respectivamente.

Ax; = % —x, 4, (3.37)
Ary, = ri—r1. 1=1,2,3. (3.38)

Los vectores de desplazamiento Ax; se pueden proyectar sobre sistemas Cartesianos con
origen en las posiciones de equilibrio. Por cuestiones de simetria, es 1til colocarlos como se
indica en la figura 3.2. De esta manera se obtiene el vector q' (3.1), con la particularidad de
que solo tiene seis componentes. Cada componente incluye ya el factor de la raiz de la masa m,
que en este caso es igual para todos ellos.
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Figura 3.2: Vectores base e; seleccionados para describir los vectores de desplazamiento Ax;.

Al escoger el sistema Cartesiano, la descripcién de la energia cinética es muy sencilla

1 6
T=3 > gl (3.39)
i=1

Por su parte, la energia potencial contiene, segiin la ecuacién (3.4), 36 términos. Es decir, la
matriz F de constantes de fuerza es de 6 x 6 y la tnica informaciéon que se tiene sobre ella
es que es simétrica. En principio hay que encontrar los valores de 21 constantes de fuerza
aparentemente independientes entre si. Aparentemente, puesto que en estas coordenadas
las constantes de fuerza no tienen directamente un significado fisico que justifique algunas
relaciones entre ellas.

Para continuar con la eleccién de coordenadas normales como combinacién lineal de las
Cartesianas, una opcion seria definir un potencial en coordenadas internas, que tuviera sentido
fisico, y después encontrar esas coordenadas internas en funcién de las Carteisanas. Este poten-
cial se encuentra al suponer, como se ha venido haciendo, que existe una interaccién armoénica
entre los tres pares de nicleos, con lo cual el potencial toma la forma simple esperada

1
V= §k(Ar§ + Ary + Ar3), (3.40)

donde k es la tnica constante de fuerza. Clasicamente, este potencial equivale a un sistema de
tres particulas unidas mediante resortes que obedecen la ley de Hook, con la misma costante
de fuerza ya que los tres enlaces son equivalentes. Al comparar con la ecuacién (3.3), se
puede observar que se han despreciado las constantes de fuerza cruzadas f;;, para lograr la
simplicidad de este ejemplo.

La otra opcién seria plantear el Hamiltoniano en coordenadas internas de desplazamiento
(3.29), en donde en este caso, las componentes del vector t son las coordenadas Ar; y el
potencial es directamente (3.40). La matriz F es constante, es decir, F = k1. Por el otro lado,
la expresién para la nueva energia cinética implicaria obtener la matriz G (3.28), es decir, la
relacién entre las coordenadas Ar; con las coordenadas cartesianas.
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Como se puede observar, ambas opciones llevan a buscar esta relacion entre unas coorde-
nadas y otras. Por ejemplo, con un trabajo geométrico largo pero sencillo, se obtiene la siguiente
relacion [33]

2 2
Te 1 \/§ \/g \/g 1
Ary = \J <5 + 53 + DR + Q1> + <_7Te + o B35 Q2> — Te. (3.41)

Es notorio que la relacién no es lineal y de hecho su introduccién, ya sea en (3.40) o en (3.28),
conduciria a un Hamiltoniano y un Lagrangiano que no son de segundo orden, como se habia
planteado. Por lo tanto, basta con tomar la aproximacién lineal de la relacién (3.41). Las
aproximaciones conducen a las expresiones

sz Pt a) + -} (3.420)
Ary =~ \/% {?(CM +qs) + %(CB - C_Is)} ; (3.42b)
1

V3 ! } (3.42¢)

Arg o~ ﬁ {7(612 +qs) + 5(615 —q1)

Si se escoge la primera opcidén, sigue sustituir (3.42) en (3.40) y el resultado en (3.4) para
obtener el Lagrangiano

1 ko1
L = = ‘.2——-—{3 —q3))?
: i;qz 5 11 V3(@ + a) + (0 — as)]
+HV3(qs + g6) + (g5 — 45)]° + [V3(q2 + g6) + (5 — ql)]2} ; (3.43)
y en forma matricial
1 1
L= 5qTq — 5qTFq . (3.44)

La matriz de constantes de fuerza F estda dada por

(2 0 -1 V3 -1 —v3]
6 —v3 3 V3 3
I 2 0 -1 3
F = o , (3.45)
m 6 —/3 3
2 0
. 6 -

la cual es simétrica, de ahi que no se haya incluido la parte inferior.

27



SECCION 3.3 ANALISIS DEL H;

De la diagonalizacion de esta matriz se obtienen unos valores y vectores propios. Los valores
propios son
E 3k 3k

A={3—, ——, —-—, 0, 0, 0} 3.46

{ m 2m  2m } ( )

El segundo valor propio y el tercero son iguales, se dice que los vectores propios asociados

estan degenerados. Cualquier combinacion de vectores propios degenerados sigue siendo vector

propio. Con ayuda de la simetria, se eligen los vectores propios que al sustituirlos en (3.11)
definen las coordenadas normales

Q1 = %(fh + g4 + q6) A= 3%)
sz—q—%+%EQ3+%;+%E—Q5+%) A=32E
Q=—%+3(%-a)+i(H+e) (A=3F
Q4=%(Q1+Q3+Q5) A=0)
Q=—%+1(-u+%)+i(s+%) (=0
Q=%—5(%+a) -3 (5-u) (=0

(3.47)

Las tres coordenadas normales que tienen valor propio 0, corresponden a las traslaciones y
rotaciones.

Si se elige la alternativa de transformar la energia cinética a coordenadas internas, se debe
obtener la matriz G a través de la definicién de sus elementos (3.28)

2 3 3
1
G=—-|1 21 3.48
223 (3.48)
33 2

la cual se puede invertir.

Para obtener las coordenadas normales como combinacién lineal de las internas se debe
diagonalizar la matriz

2 3 3
k 1 1
y 3 2

procedimiento del cual se obtienen los siguientes valores y vectores propios

28



CAPITULO 3. GRADOS DE LIBERTAD VIBRACIONALES

Valor propio | Vector propio

A=3E (1,1,1)

\— %% (=1,0,1) (3.50)
A=3E (—1,1,0)

En este resultado todavia existen ciertos grados de libertad. Unos provienen del hecho de

que se puede cambiar la norma de los vectores sin que dejen de ser vectores propios, y otros

de que se pueden hacer combinaciones lineales de los vectores degenerados, en este caso %%

Con el manejo de estos grados de libertad, se pueden imponer las condiciones (3.36). Esta
imposicion lleva a unos vectores propios de los cuales se obtienen los coeficientes para definir

las coordenadas normales

1 :@(Tl_‘_’ré“_r?)) ; (3.51a)
Q2 = @(—h +2ry —13) (3.51Db)
Q3 = %(—ﬁ +73) (3.51¢)

las cuales corresponden a las tres primeras coordenadas normales (3.47) o a multimplos de
ellas. Las rotaciones y traslaciones quedaron excluidas al seleccionar las coordenadas internas.

Para el caso de las moléculas piramidales y las moléculas planas de tipo ABj3, este proce-
dimiento es aiin mas largo y las matrices a diagonalizar son més grandes. Para hacerlo viable,
se toma ventaja de la simetria de los sistemas con ayuda de la teoria de grupos. Haciendo esto,
las matrices a diagonalizar se reducen a matrices diagonales en bloques. Ademas, al utilizar la
teoria de grupos, las coordenadas normales se pueden etiquetar con la notacion usual. Esto se
muestra explicitamente en el capitulo 6.

3.4. Hamiltoniano Local-Normal

Se observa entonces céomo en el marco de las coordenadas internas también se pueden
definir coordenadas normales, lo cual vuelve a facilitar la formulaciéon cuantica. Una vez que
se tiene el conjunto de estados normales puros, se puede usar como base para diagonalizar
un Hamiltonano més completo. Se espera que dicho Hamiltoniano contenga términos o inter-
acciones que mezclan los estados normales puros. En algunos casos, cuando las interacciones
necesarias para una buena descripcion son pequenas, se dice que el comportamiento de la
molécula es normal o que se puede describir bien en un esquema normal.
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SECCION 3.4 HAMILTONIANO LOCAL-NORMAL

En general, para llevar a cabo la descripcién vibracional de una molécula en el esquema local,
es necesario adicionar interacciones entre los osciladores asociados a las coordenadas internas,
de tal forma que el Hamiltoniano toma la forma general

) 3N—6 R
Hlocal — Z Hfocal+‘/int(t>, (352)

i=1

en donde H!°°? es el Hamiltoniano asociado al oscilador correspondiente a la i-ésima coordenada
interna. Si se selecciona una base normal, se tiene una forma similar para el Hamiltoniano

3N—-6

gnormal _ Z ﬁZOA+‘7znt(Q)> (353)
i=1

donde en este caso el Hamiltoniano a orden cero corresponde a la suma de Hamiltonianos
armoénicos dado por (3.19). Es posible obtener una correspondencia, aunque aproximada entre
los Hamiltonianos (3.52) y (3.53). Un ntimero pequeno de interacciones en el esquema local
implica un nimero mayor en el esquema normal, aunque con restricciones, como se verificara en
el capitulo 5. Algo similar sucede en el caso inverso, cuando (3.53) demanda un nimero reducido
de interacciones, en (3.52) aparece una mayor cantidad de interacciones, aunque restringidas
de alguna manera.
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REPRESENTACION ALGEBRAICA
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SECCION 4.1 OSCILADOR ARMONICO

Para ciertas moléculas se sabe qué interacciones son las mas relevantes, es decir, qué es-
tados son los que se mezclan. Sin embargo, cuando se incluyen términos de mayor orden en

el Hamiltoniano, expresados en coordenadas y momentos, como se ha sugerido en el capitulo
anterior, no es posible aislar las interacciones de interés.

Este problema se resuelve encontrando una representacion algebraica para las coordenadas

y momentos, lo que equivale a introducir operadores de creacién y aniquilacién asociados a las
funciones a considerar a orden cero.

En este capitulo se desarrolla la descripcion algebraica de tres potenciales: El de oscilador
armonico, el de oscilador de Morse y el de Poschl-Teller. Para una dimensién, que es el caso
que se analizard, la forma de los potenciales es la que se muestra en la figura 4.1.

<

v=2
v=]

i

Figura 4.1: a) Potencial arménico. b) Potencial de Morse. ¢) Potencial de Poschl-Teller
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Cualitativamente se puede observar que, a diferencia del oscilador arménico, los potenciales
(b) v (c) tienen un ntmero finito de niveles que se van acercando a medida que aumenta la

energia hasta llegar a un umbral hacia el continuo. Por su parte, la principal diferencia entre
estos dos 1ltimos potenciales es la simetria.

Por razones practicas, el valor de la energia V' = 0 se ha colocado en el minimo de cada
potencial. El uso y significado de los parametros indicados en la figura, se explicard mas
adelante.

4.1. Oscilador Armonico

El oscilador armoénico unidimensional se utilizara para introducir el concepto de la re-
presentacién algebraica. Para ello se considerara el Hamiltoniano (3.19) correspondiente a un
potencial de oscilador armoénico unidimensional (OA), pero con coordenada ¢. Se trata de una
coordenada interna de desplazamiento, de manera que el minimo del potencial, es decir la
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CAPITULO 4. REPRESENTACION ALGEBRAICA

posicién de equilibrio, corresponde a ¢ = 0. Asf se tiene

. ool
0A _ 2
HY" = T3P + SHW, (4.1)

donde w es la frecuencia del oscilador y p la masa reducida. La ecuacion de valores propios
toma la forma

[—%7 + lquﬂ d(q) = E¢(q). (4.2)

Con la intenciéon de que el Hamiltoniano se vea mas sencillo, se suelen usar observables
adimensionales, para lo cual se sustituyen ¢ y p por X y P, definidas como

x = 2 (4.3a)
n
1

. th d
p - - _ i 4.3b
vV pwh P Viwh dq’ (4.3b)
de manera que R
X, P|=i. (4.4)
Al hacer la sustitucién en (4.1), se obtiene
. B .
0A _ MW (19 2
04 = 2(X +P?). (4.5)
Escrito de esta manera, parece que se puede factorizar
(X*+ P?) — (X +iP) (X —iP), (4.6)

pero esto sélo seria cierto si X y P conmutaran. De cualquier modo, esta factorizacion, en la
que un factor es el adjunto del otro, da la idea de definir los operadores

. 1 A
a= NG (X + ZP) (4.7)
y
ot = 1 (X —iP). (4.8)

V2

El conmutador de estos operadores es facil de calcular tomando en cuenta (4.4),
6,6 = 1. (4.9)
El Hamiltoniano se puede escribir en términos de estos operadores como [38]

jo _ 1w

HOA 5 (a'a + aal). (4.10)

Si ahora se define un nuevo operador

N =adfa (4.11)
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y se utiliza la relacién (4.9), el Hamiltoniano se puede escribir de manera mas sencilla [38]

5 |
HOY =N + 5 (4.12)

Escrito de esta forma se observa que los valores propios y las funciones propias son iguales
tanto para H como para N por lo tanto basta resolver la ecuacién

Ny =y, (4.13)

para obtener los valores propios de H. En la ecuacién (4.13) se han designado a las funciones
propias ¢, con los kets |y). Suponiendo que las funciones estdn normalizadas y haciendo uso
de los conmutadores

(N.a| = -a, (4.14a)
[NVaf] = at, (4.14b)

se demuestran las siguientes propiedades [38, 40]:

(7) Los valores propios 7 de N son positivos o nulos. Esto se puede demostrar utilizando la

propiedad del producto interno
(avylavy) > 0. (4.15)

Ahora se busca ver que la parte izquierda de la desiguladad es precisamente . Multiplicando
la ecuacién (4.13) por el bra (~y| se despeja 7,

7= (NI = (ylataly) = {aylar). (4.16)
La igualdad v = 0 se cumple sélo si |ay) = 0, es decir a|0) = 0.

(#) Si vy > 0, entonces el ket G|y) es un vector propio de N con valor propio v — 1. Para
demostrarlo, se aplica el operador N a dicho ket, recordando (4.14),

Naly) = (aN = a)ly) = (v - Daly). (4.17)
(iii) af|y) es un vector propio de N con valor propio 7+ 1. Se demuestra de manera similar
a (i1), A A
Na'ly) = (a'N +ah)y) = (v + 1)ally). (4.18)
Ademas, a'|y) siempre es diferente de cero. Si fuera cero, la norma dada por

(atylaty) = (Yadlly) = (YN + 1]7) =y + 1, (4.19)

también lo seria, lo cual es una contradiccion ya que se estd suponiendo que vy > 0.

Las propiedades (ii) y (i77) se pueden generalizar, para obtener

N(a)"lv) = (v =n)a)"), (4.20a)
N@h"y) = (v +n)@h) ). (4.20b)
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CAPITULO 4. REPRESENTACION ALGEBRAICA

Los operadores a' y @ reciben el nombre de operadores de creacién y aniquilacién, respectiva-
mente. Esto se debe a que al aplicarlos sobre un estado, se relacionan con el estado siguiente o
anterior en el espectro. Es posible encontrar los factores de proporcionalidad y conocer exacta-
mente la accion de los operadores de creacién y aniquilacién sobre el estado v:

ally) = Jy+1|yv+1), (4.21a)
aly) = Vvlv—1). (4.21Db)

A partir del primer estado |0), se pueden generar una infinidad de estados al aplicar a" un
nimero n entero de veces. La pregunta que surge es si existen mas estados propios de N, ademés
de los que se pueden generar de esta manera. A continuaciéon se demostrara que no existen.
Cualquier « se puede expresar como v = n + s, donde n es entero y 0 < s < 1. Entonces se
puede construir el estado

|s) = (a)"|n + s). (4.22)

De hecho, es posible volver a aplicar el operador a y generar el vector propio de a|s), cuyo
valor propio serfa (s — 1). El tinico valor de s para el cual el valor propio es no negativo, como
debe ser segtin (i), es s = 1. Por lo tanto se puede asegurar que los valores propios de N son
enteros, es decir, v = n.

Se han encontrado los valores propios del operador N. Ahora hay que recordar la ecuacién
(4.12) para encontrar las energias para el Hamiltoniano de oscilador arménico,

1
E, = hw <n 4 5) . (4.23)
Una conclusién importante es que para cualquier Hamiltoniano en el espacio de coorde-

nadas y momentos, se puede encontrar una representacion algebraica, utilizando las relaciones
inversas a (4.7) y (4.8).

4.2. Oscilador de Morse

Con el potencial de Morse se pueden describir los grados de libertad de tension, caracteri-
zados por ser asimétricos y por presentar disociacion.

La ecuacién de Schrodinger asociada con el potencial de Morse es [41]
M My — MM
H |\Ilj7v> - Ev |\Ilj7v>‘ (424)

H™ es el Hamiltoniano de Morse, que escrito en términos de la variable

y=1—e" (4.25)
toma la forma . . F
Y = 2005 4 Dy — S S v (4.26)



SECCION 4.2 OSCILADOR DE MORSE

donde ¢ es la coordenada interna de desplazamiento, f,, = 2D3? es la segunda derivada
del potencial respecto a ¢ evaluada en ¢ = 0, D es la profundidad del pozo y, junto con el
parametro [ indica el alcance del potencial.

La solucién a la ecuacién (4.24) se conoce y es [41]
\If%(z) = N/ e"2 7Y L?}(j_”)(z) (4.27)
donde se ha cambiado a la variable natural z dada por

z=(2j+ 1)e ", (4.28)

mientras que la constante de normalizacion es

i 26(j —v)I'(v+1)
Ny _J T2j—v+1) (4.29)

L2U=)(2) es el polinomio asociado de Laguerre [37] y j y v estdn relacionadas con la profundidad
del pozo y la energia de la siguiente manera

: 8D 4 —2uE
k=2]+1= #, s=j—v= 62’;_;2. (4.30)

Las energias correspondientes son [41]

Eu(v) = hw [(v 4 %) 1 (v 4 %ﬂ , (4.31)

donde

Jaq
= 249 4.32
w . ( )

La representacién algebraica se obtiene de forma similar que en el oscialdor arménico, in-
troduciendo los operadores de creacién y aniquilacién b, b y © cuya accién sobre las funciones
de Morse [42] es

O [UN) = he(v) [W), (4.33a)
bIwT) = ko(v) W30, (4.33b)

con

ki(v) = \I(U+ 1) <1 Y Chs 1)>, (4.34a)

k(v) — 0(1——). (4.34b)
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Sin embargo, estos operadores no son suficientes, sino que dependen del nimero de cuantos v
de las funciones [¥}}) sobre la cual actiian [42]. Por lo tanto, es necesario definir el operador
diagonal

<M M

0 =0 [P (4.35)

Los tres operadores {b'. b, 0} tienen las relaciones de conmutacién
) )

b, = 1—2@:1, (4.36a)
[UT} = I, (4.36b)
[0,0] = -b, (4.36¢)

las cuales coinciden con las conocidas relaciones de conmutacién del grupo SU(2) [18, 19, 20, 42],
al hacer la identificacién [34]

g e

Vi vk

Es importante notar que en el limite cuando k — oo, los conmutadores (4.36) se reducen a los
de oscilador armonico. En el espacio algebraico las funciones propias toman la forma

y v=7—Jo (4.37)

W) = N7 (b)" W) (4.38)
con constante de normalizacion
. (25 —v)!
) — v
N = |k 2 (4.39)

Dado que su(2) es el algebra dindmica de los estados ligados del potencial de Morse [18, 42,
se puede obtener una realizacién para las coordenadas [43] y momentos [20] de la siguiente
manera

Yoo o A b (a8 ) +O0) (a0
]5 = %\/ 2hw:u {fvi)]L - va + % (gviﬁgJr - 6691}) + O (1/"{’)} (440b)
donde
. J(H—2U—1)(K—2U+1)’ (4.412)
(k= v)?
B K2(k—2v—1)(k — 20+ 3)
Jo = _\J (k—v)2(k—v+1)2 (4.410)
&= 1+2v. (4.41c¢)
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SECCION 4.3 OSCILADOR DE POSCHL-TELLER

En el limite armonico, las funciones f, y g, van a la unidad. Este hecho permite identificar los
de-sarrollos (4.40) como serie de potencias de ﬁ

Haciendo una aproximacién lineal se tienen expresiones sencillas para las coordenadas y
momentos

% ~ %[guq, (4.42a)
b ;,/%wu (bt =] . (4.42D)

Por supuesto que se espera que esta aproximacion sea valida para valores grandes de k y
ntmeros de cuantos pequenos en relacién a la profundidad del pozo. La sustitucion de (4.42)
en el Hamitoniano de Morse (4.26) conduce a la realizacién algebraica

. hw son s 1
M _ T T
H 5 (b'0 + bb") + 5 (4.43)

donde se ha agregado el término 1/(2k), para obtener exactamente el espectro de energias
(4.31). Es notable la similitud de (4.10) con (4.43).

4.3. Oscilador de Poschl-Teller

El potencial de Poschl-Teller se caracteriza por tener simetria bien definida y profundidad
finita. El Hamiltoniano, la energia y las funciones se designaran con el superindice (PT), de
manera que la ecuacién de Schrodinger asociada es

AP W) = BYT (0T, (4.44)
Escogiendo la variable natural u = tanh(aq), la energia potencial adquiere la forma simple

D _ Ja

VPT — —
cosh’(aq) 202

(u? —1). (4.45)
Las soluciones de (4.44) en términos de esta coordenada son [44]

. s el
WP (u) = NJ(1—u?)2C7 2 (u), (4.46)

con constante de normalizacion

Ni =

Jav!(j—v—%)!(%j—v)){ (4.47)

72(j —v—1)(2] — v)!

S 1 . . . ’ .
Cv+2(u) son los polinomios de Gegenbauer [37]. De nuevo j y v estdn relacionadas con la
profundidad del pozo y la energia. En este caso v s6lo puede tomar valores enteros no negativos.
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La variable s estd definida de la misma manera que en el potencial de Morse en (4.30), pero &

es un poco diferente,
. [8uD

El espectro de energias generado es igual al de las energias del potencial de Morse (4.31),
con la tunica diferencia de que en este caso

h2a
fu

4.49
PR (4.49)

donde f,, = 2Da?.

Al igual que en los casos anteriores, se pueden encontrar representaciones algebraicas para
las funciones propias en términos de operadores de creaciéon y aniquilacion, que en este caso
también se pueden identificar con los generadores de SU(2). La accién de estos operadores
sobre las funciones de PT es [21, 28]

R 1

bugﬁ>=:¢@+1wﬁ—”: )mﬁ;> (4.50a)
blwsTy = (o (1-2) 1wEL), (4.50b)
oy = v W), (4.50c¢)

Esta accién es idéntica a la del caso de Morse (4.33).
Las funciones en el espacio algebraico son de nuevo (4.38), ya que los operadores {BT, b, 0}

satisfacen las mismas reglas de conmutacion (4.36). La realizaciéon del momento en términos de
los generadores estd dada por

1 N 1
,&mw bu-g(w Kﬂ@@f+0&§—ﬂd, (4.51)

donde H.c. quiere decir Hermitiano conjugado. Mientras que para la coordenada

Mwwfﬂﬁ+ ﬂ%m)+ =g w>+o( )+Hc] (4.52)

Para el PT, las funciones g{) and f{) son més complicadas [45] que las funciones definidas en el
desarrollo de la variable de Morse, sin embargo en el limite armdnico también son constantes

Rhngogz()) = Hhrgof (4.53a)
1

lim g = lim £ =, (4.53b)

Rhngogz()) = Hhrgof : (4.53¢)
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De esta manera se pueden identificar u y p como series en términos de 1/k, asi que para valores
grandes de kK 0 pequenas energias, se puede proponer de igual manera la aproximacién lineal

Lol T

P~ 5\/2h,uw [b" — 0], (4.54a)
U h -

— o — [0 . 4.54
- 2 (b + b] (4.54Db)

La ventaja de obtener expresiones tan parecidas para las coordenadas y momentos, es
que se pueden incluir diferentes potenciales para las coordenadas internas de una molécula
y ser tratados en forma unificada en términos del algebra su(2). La diferencia radica en la
identificacion de los parametros espectroscépicos.

4.4. Representaciéon Algebraica del Hamiltoniano Local

De manera similar a (3.52), el Hamiltoniano algebraico en el esquema local se puede escribir
como

donde d puede ser un operador de cualquier tipo de oscilador. f[,(aij, OZZ) son los Hamiltonianos
independientes de cada oscilador, mientras que V;,,; depende de los operadores asociados a todas
las coordenadas internas. En Vj,,; se pueden identificar facilmente

» Correcciones anarmonicas.
= Interacciones de Darling-Dennison.
s Interacciones de Fermi.

Estas interacciones generalmente estan caracterizadas por conservar la poliada. La poliada
es un pseudonumero cuantico que establece subespacios de funciones conectadas con las
interacciones mas relevantes. Kellman se refiere a ella como una “constante de movimiento
aproximada” [46]. La poliada, como se verd en los siguietnes capitulos, es fundamental tanto
desde el punto de vista practico como fisico.
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MOLECULAS PIRAMIDALES

’
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SECCION 5.1 HAMILTONIANO EN COORDENADAS INTERNAS

En este capitulo se presentard a manera de ejemplo el analisis vibracional de las moléculas
piramidales, y especificamente el ajuste de energias de las moléculas AsHs y SbHj3. Estas
moléculas son del tipo X H3 similares a las que se proponen en el titulo de la tesis, pero el
hecho de que en el equilibrio no sean planas, simplifica considerablemente el modelo y los
calculos. Se trata de un par de moléculas piramidales, con un amplio espectro experimental y
que presentan claramente un comportamiento local, como se explicard mas adelante.

Las moléculas que aqui se estudian ya han sido analizadas con anterioridad dentro del
esquema de osciladores locales interactuantes. El método maés simple para abordar este
estudio consiste en asociar a las tensiones osciladores de Morse y a las flexiones osciladores
armoénicos. Ademds se considera el limite armonico para las interacciones entre tensiones.
Esta aproximaciéon se conoce como el modelo de osciladores anarmonicos con interaccion
armoénica y fue desarrollado por Child [9, 13] y posteriormente aplicado por Halonen [51, 55]
a las moléculas en cuestién. Recientemente se efectud su estudio dentro del marco del modelo
u(4) x u(4), desarrollado inicialmente por Michelot [50] y reformulado por Alvarez [22].

El trabajo que se presenta en este capitulo consiste en considerar un conjunto de osciladores
anarmoénicos interactuantes para todos los grados de libertad, lo cual representa una extensién
al esquema de Halonen. Se efecttia en una representacion algebraica, lo cual resulta fundamental
para establecer la correspondencia local-normal mencionada en la introduccién. Asi pues, este
modelo representa un procedimiento sistematico para el andlisis de vibraciones moleculares
que puede ser aplicado a cualquier sistema, pero que resulta crucial cuando hay aparicién de
redundancias, como se vera en el siguiente capitulo.

5.1. Hamiltoniano en Coordenadas Internas

En la figura 5.1 se muestra la asignacién de las coordenadas (r;, ¢ = 1, 2, 3.) que corresponden
al espacio de tensién (s) y las coordendas (6;, i = 4,5, 6.) que corresponden al espacio de flexién
(D).

Para efectos practicos, se suelen utilizar las siguientes coordenadas internas de desplazamiento
para escribir el Hamiltoniano

q; = Aria 1= ]-727 3a q; = T6A9j> ] - 4>5a67 (51)

donde r, es la distancia de equilibrio X — H. A cada una de las seis coordenadas internas se le
asigna un oscilador de Morse, de manera que las soluciones independientes proporcionan una
base local

|f€s,Hb;U1,U27U3,U4,U577)6)7 (5-2)

donde Kk, y Ky estdn definidas segiin (4.30), para un oscilador de tensién o de flexién segun el
subindice. En estos sistemas los tres osciladores de tension son equivalentes entre si, igual que
los tres de flexion, por eso se necesita un solo valor k para cada subespacio. Nuevamente los
tres primeros niimeros cuanticos v; corresponden al subespacio de tensién y los otros tres al de
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CAPITULO 5. MOLECULAS PIRAMIDALES

Figura 5.1: Proyeccién en el plano de las coordenadas internas que describen las vibraciones de una molécula piramidal.

flexion. Ademas, para la construccion del Hamiltoniano se ha de considerar la conservacion de
la poliada [46]

P= 2(1)1 + vy + ’03) + V4 + U5 + Vg, (53)

la cual para este tipo de moléculas corresponde a la poliada fisica, como se vera mas adelante
(ver seccién 5.6).

Por su parte, la aproximaciéon armonica provee de una base completa en términos de las
coordenadas normales que pueden diagonalizar el Hamiltoniano del tipo (3.19). En la notacién
usual, esta base se etiqueta como [47]

|l (5.4)

donde v y 3 corresponden a los modos de tension simétrico y degenerado respectivamente,
etiquetados segtn el grupo de simetria Cs, como A; y E, mientras que vy y v4 corresponden a
los modos de flexién que también portan las representaciones A, y F, respectivamente.

En el Hamiltoniano, que se considerara hasta cuarto orden, se pueden distinguir tres contri-
buciones. La primera de pura tensiéon, la segunda de pura flexién y una iltima de interaccién
entre la tensién y la flexién.

H=H,+ H,+ Hy,. (5.5)

Las contribuciones H, y H, incluyen tnicamente términos cuadraticos y de cuarto orden, por
la imposicion de conservacion de la poliada. Cada una de estas contribuciones es, a su vez, de la
forma (3.52), donde los elementos de la matriz G se encuentran en ref. [48]. A continuacién se
presentan las expresiones explicitas para las tres contribuciones. Existe una manera sistematica
de obtener estas expresiones, dado que las constantes de fuerza son equivalentes para diferentes
combinaciones de coordenadas internas que se conectan por alguna operacion de simetria. De-
bido a esta sistematizacion, se pudo elaborar un programa de Mathematica para obtener las
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expresiones. Para tension se tiene

H, = ZHM‘FQW Z plpj fTT Z YilY;
i=1

i>j=1 S i>j=1

1 3
+ IFunlquh ny
: i=1

4
+ ~Fhage [?/%(?h +y3) + yg(yl +ys) + yg(yl +y2)]

A1
3

+ lnase i3 +y3) +u3(y3 +u7) + 3 (i + v3)]
12

+ A1 a0 [y1y2y3 + ?/291?/3 + ygyly2]

(5.6)

Se observa que no hay términos de cuarto orden provenientes de la energia cinética, ya que los
elementos de matriz g, y g~ son independientes de las mismas coordenadas de tensién. Para
la contribucion de flexion, el Hamiltoniano tiene la forma

~

H, =

+

_|_

6

M
ZH + ngz’) Z png 6 Yiy;
i=4 i1>j=4 b i>j=4
1 0 9q4q4> <8Qq4q4> ] ) 2 2 2
=5 + |5 Bs| By~ [Payips + PsysDs + DeYisPs
4 [( aqz . 8Q4 . b [ 4 5 6 ]
1[[0%g dg _
1 K 85:2:%) + (ﬁ By | By *[(payi + peye)ps + (psy3 + Peys)pa
0 0
+(payi + psys)ps + H.c.]
1 (0%G0,0- _
- < %) By 2 [payaysps + PeYeysps + Payayeps + H.c.]
2\ 0q10gs5 0
1 (0%
- <ﬂ> By ? [payaysPe + PeVeUsPa + DPsYsyaPs + PayaleDs
2 aQ48Q5 0
+D5YsYePa + Peyeyaps + H.c.|
1[[0%g dg _
3 l( 8;?6) - (ﬁ Bo| By 2 [pavaps + psyape + Psygpa + H.c.]
0 0
1

Fiiquqaan Z Yis

4
Fouaaanas (Y3 (U5 + Y6) + v5 (ya + ye) + Yo (Ya + ys)]

4!
3
11 Fosasasas lwi(ys +vg) + va(yi +vg) + vg(vi + v2)]
12

A1 — 7 aiaiasas [Y2ysys + y5y4y6 + y6y4y5]

(5.7)

En cuanto a la interaccion tensién-flexion, aparecen términos que conservan la poliada tanto de
tercer (Hgy) como de cuarto (Hggp) orden. Las primeras son llamadas interacciones de Fermi,
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puesto que Fermi encontré que estas interacciones son relevantes [49]. Ahora el término se ha
generalizado al intercambio de diferente ntimero de cuantos de un subespacio a otro, segin la
poliada. Explicitamente, son

: 1 (0g _
Hap = 5 (%) By [pryapa + p1yeps + p2yaps + Paysps + Paysps + psyeps + H.c.]
4 /o
1 8gq1‘15 -1
+ 5 2 By " 2[p1yaps + P1yeDs + P2yaPe + P2YsPe + D3YsPa + P3YeDal
4 /o
1 (0g _
+ 3 ( a‘“‘“) Byt [p1ysps + payepe + payaps + H.c.]
ds 0
L (0940 —1
+ 5 g B [Payipa + Payapa + DsYaPs + DsYsPs + DeYiDe + DeYsDs)
1 Jo
1 agl]zub —1
+ 3 24 By 2[payips + payabe + PsyaPe + PsYsPa + Dey1Ps + PelsDal
1 Jo
1 (0g _
+ 3 aq4"6> B 2[payipe + payaps + Psyspe)
a /g
1
+ 37 Foan 3[yi (1 + v2) + y2(y2 + y3) + vg (v + y3)]
1
+ 30 Foiquqs 6lY1Y1Ys + v1YeYs + Y2YaYs + Y2UsYs + Y3YsYa + Y3Yeyal
1
g Fyiq1q6 6lY1Y1Y6 + Y2yays + YsYsys)
1
+ 57 Fonases 3105 + v215 + ysi] (5.8)

La parte de las interacciones de cuarto orden que preserva la poliada es

. 1 (0% i
Hegpy = — | =222 f; lﬂb 12[(p1y2 + pay1)yapa + (P1Ys + D3y1)YeDs
4 aQ2aQ4 0

+(p2ys + p3y2)ysps + H.c|

1 [(9%g L
- < q1q5> B, lﬁb 14[p1y2y4p5 + P1YsYePs + P3Y2YsP4 + D2Y1YaPe
4\ 0q20q4 0
+P2ysyspe + P3y1YePal
1 829qlqs —15-1
+1 1500 By By 2[(p1y2 + p1ys)ysps + (Psye + Dsy1)yapa
42 0
+(pay1 + p2ys3)yeps + H.c|
1 azg‘hqs “1p-1
+— B By Alp1Y2yePs + P1ysyaps + P3yaYsPa + D2y1YsPe
4 anaqG 0
+P2ysyape + P3y1Yspal
1 <829q4q4> 3722 [Piyiye + pRyas + piviys]
4 8q1 8q2 o S 4 5 6
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1 (Pgigs | -
4 (ﬁ)o B, 24[(174175 + pape)y1ye + (PaDe + PsP6)Y1Y3

+(paps + PsP6)Y2Ys3]

+i (%) ) B4 [y192psP6 + YayspaPs + Y1Y3paDs)
+i _<aag;%q2>0 " <%>0 @’_ G, 2 [p1p2yi + Pipsys +p2p3y§}
07 | (Tae) + (%) ] 50 i0h+-0) 4 368 +00)+ 440
+% _<a2éq;§q5>o + <%>0 /68_ B, 22[yi (paps + peps)
) :l'yg(p4p6 + psps) + Y3 (Pspa + Pepa)]
+% _<8§;§q6>0 * <aqu41q6>o /68_ B 22[yipaps + Yapaps + Yapsps)
+%Fq1q1q4q4 6lyr (vF + y5) + v (vi + 43) + y3 (3 + u3)]
+%Fqunqwsm [?J%?JS(?M + ye) + ygyﬁ(% +ys) + y§y4(y5 + yﬁ)}
+%Fq1q1q4qa 12 [y%y&yﬁ + y§y4y5 + y§y5y6}
+%FQ1Q1QSQ5 6 [yiv2 + u3yi + vaug)
_'_%qumwa 12 [yiyl?ﬁ + y?yzyg + yéylyg}
+%Fq1q2q5q6 24 [y192y4(Y5 + Ys) + Y1YsYs (s + Ys) + Y2ysys (Y + o))
_'_%qumms 12 [y§y1 (y2 +y3) + yiys,(yz + 1) + y§y2(y1 + yg)}
_'_%quzqsqa 24 [y1y2YsYs + Y1Y3Yays + YoYsYale) - (5.9)

En estas ecuaciones se han escrito algunas constantes de fuerza con mayuscula, las cuales tienen
la definicién general

FQLQijQi = ﬁi_l/@k_lﬁj_lﬁl_l{(ﬁiéil + ﬁjdﬂ + ﬁkdkl)[(ﬁjdﬂﬂ + /Gi(sik)qu‘h
+ ﬂi(siqu;kfh + kaQjQi]
+ (ﬁjdjk + /Gi(sik)(/@iéijfm% + f‘ﬂ‘]j‘h) + /Gi(siijmk‘h' + fQinQkQI}‘ (5'10)

Para comparar con la notacién de Lukka et al [51], se deben tomar en cuenta la correspondencia
establecida en la figura (5.1) y las definiciones (5.1), por ejemplo

Fq1q1q4qs = (ﬁs fq1q4qs + fq1q1q4qs)ﬁs_2ﬁb_2
froor  frro0r\ o
= (B, ~=)0:%6, 2. (5.11)

_l_
72 r
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5.2. Hamiltoniano Algebraico

Una vez obtenido el Hamiltoniano en coordenadas, se llevan a cabo las sustituciones (4.42)
en (5.6), (5.7), (5.8) y (5.9) para obtener un Hamiltoniano algebraico. Al hacer la sustitucion,
se agrega un subindice a cada operador de creacién o aniquilaciéon segun el oscilador del que
proviene. Después de despreciar los términos que no conservan poliada, el Hamiltoniano se
puede escribir de la siguiente manera

H,
he

i
he

~- +

3 3
s ZHZM + A Y. bjbj +ail2 + asliie

=1 i#j=1
a§(2f11/33 + 8jn1n2) + OéZ(fll/Qg + anlg/g), (512&)

6 6
W Z HZM + Ay Z bjb] + Oélilni + Ong44/45 + Ozg(2144/55 + 8[n4n5)
i—4 itj=4

O‘Z(f44/56 + 2jn46/5) + 711)];4/55 + 73j44/56 + 7§(f44/56 — 2jn46/5)7 (5.12Db)
C1f1/44 + §2f1/55 + Csf1/45 + C4f1/467 (5.12¢)
n10n1n4 + 772On14/6 + 13 [014/36 + 014/26] + M [014/35 + 015/34]

ﬁ50n41/2 + 7}6On1n5 + U?On14/5 + 7]8On41/3
V1014736 + 1201426 + 13014735 + 7401534, (5.12d)
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donde se ha introducido una serie de interacciones locales I y O para simplificar la expresion.
Estas interacciones estan multiplicadas por unos coeficientes que corresponden a los parametros
espectroscépicos. Explicitamente las interacciones son, para el Hamiltoniano de tension

3 3
Lp = Y (blby)* =3"n7, (5.13a)
i=1

i=1
fnan - ’fllle + ﬂ1ﬁ3 + le’ng, (513b)
Lipa = b%bi(by + bs) + bba(by + by) + b2bs(by + by) + H.c., (5.13¢)
jnlg/g = 'fll(;g[;Q + TAlQi)J{[A):; —+ ﬂ3i)£i)1 + H.C., (513d)
Lijss = OB+ 002 + 002 + H.c., (5.13¢)
f11/23 = 8];28283 + 8;28183 + 8;28182 + H.C., (513f)
donde los operadores de ntimero se definen en este caso como

que en el limite arménico corresponden al operador (4.11). De manera muy similar se definen
las interacciones del Hamiltoniano de flexién, haciendo las sustituciones s,1,2,3 — b,4,5,6,
respectivamente.

Las interacciones provenientes de la contribucién de Fermi son

Ourajzs = bibjbabs + bhbLbsby + bLbED1bs + BIDLbsbs + DLOLD2bG + DLDYD1bs + H.c., (5.16g
@n41/3 = (3%113364 + 8%%165 + 3;,6(23286 + 151132(;2136 + 3;,(3;(31(35 + 3;131(33134 + H.c., (5.16h
@15/34 = 61823384 + 13513213185 + 3;,513236 + H.c., (5.16i
Ouijzs = bibhbsbs + bhblbibes + bibibaby + H.c. (5.16]

f1/44 = 318434 + 8%686 + Bgi)(jgﬁ + 5;13555 + 35134134 + 5;5535 + H.c., (5.15a)

f1/45 = 8%4??5 + 618665 + 8;,64(;6 + 3;,134135 + 8;(34156 + 132136135 + H.c., (5.15b)

fijas = blbabg + blbsbs + bybsbs + H.c., (5.15¢)

f1/55 = blbsbs + blbsby + blbebs + H.c., (5.15d)
mientras que las de tension-flexién de cuarto orden se definen como

Ommy = M(fa +g) + Np(Aia + 05) + (s + Ng), (5.16a)

Onins = N5 + Nafg + Nz, (5.16b)

@n14/5 = (3%118165 + BEBEB2B6 + 3;,6(23384 + 151132151135 + 5;,13;(33134 + 32(31(32136 + H.c., (5.16¢)

Opaje = bibibibg + biblboby + biblbsbs + Hec., (5.16d)

@n41/2 = biblboby + bLbibsbs + bibibibe + H.c., (5.16€)

Owyse = biblbsbe + bhbibiby + Diblbabs + blBLbabs + Dbl bs + biDibsbs + H.c., (5.16f)

: )

)

)

)

Los pardametros espectroscépicos mencionados, se pueden escribir en términos de las cons-
tantes de fuerza. Es importante esta conexion no sélo para mantener el significado fisico de las
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interacciones, sino con el proposito de poder obtener una superficie de energia potencial que
permita predecir espectros de especies isotopicas. La conexion para los pardmetros de tension
es
2 4
N 12 h” B,
he 0 = hwgs + Z(thqﬂ]l(h + 2Fq1¢11¢12¢12)4 2

S

12 ERE
—(2F F e 7875
+ 4' ( 41919494 _I_ QIQIQQQQ)ZLWSMwaMb

h2 [<a2gqu]4> <agq4tI4> ‘| <wb:ub>
+ - - a— ‘I’ /68 ) 517&
4 dqt 0 oq 0 Ws s ( )
hwsps 12 54
he Ay = Gppr T 2w frr A1 — (Fuqigeas + 2Fq1q1q1q2)4 22

2

12 320
+ I(quu]z%% + th%%%)W

(), + (), o] (55)
+ —— || =52 + | =22 5 5.17c
42 [( oqi /), 944 Oﬂ Wy (>47¢)

hz 82gq q ) <wblub>
+ - 5.17d
((‘M&Jz o \Wsfls ( )
2 94
he o7 = 6 0, —=F (5.17e)

4' 45‘}2#2 q1919191>

41 w2p4
he oy = ——AF (5.17f)

4'24&)2 2 q19191492>

. 31 h254
he Qg = 4' 2 4w2’u2 Fq1q1q2q2’ (5.17g)

, 121 p*p!
he Qy = 4| 64&)2#2 F414142437 (517}1)

(5.17b)

mientras que para los parametros de flexién se tiene

i 12 n* By
hc w, = hwy,+ E(Fq4q4q4q4 + 2Fq4q4q5q5>4w§,ug +

12 n? 3262
+ J(2FQ1Q1Q4Q4 + qul%%)m

h? 82944114 ) <89q4q4 ) 1
+ — + [ —
4 K 9q3 0 dqs ), K

1), o) o] G52
+ —|l—==—)] +|=—] 5 : 5.18
4 [( aq% 0 8QI 06 Ws s ( a)

Bty ho1 12 h’ By

he Ay = 9 Yaaas T mr_gf%’ + 1(2Fq4q4q4q5 + Fq4q4q5q6)4wg,ug

12 n?p32 62
+ E(2FQ1Q1Q4Q5 + Fq1q1q4Q6)m

+
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o (), ()

=), o) o) (5

- | (Ghe), ()

o () () ) (2), 515
he ot = %2 [(azag;gq4>o + (ag(;z%)oﬁb} + %%quwww (5.18¢)
he of = %2 l(é‘gggqs)O + (6‘?;24:5)0 &] L % o (5.18d)
he of = Z fzfngwm, (5.18e)
he o = f Zif 2 F yrgaasas (5.18f)
he b = g(%)(), (5.18¢)
he vy = " <%)0, (5.18h)
hed = l<3?;;q6>0+ <aqu‘:’6>oﬁb]. (5.181)

La conexion entre los parametros de tensién-flexion de Fermi se encuentra mediante

- i (094,44 994104 h
he ¢ = Z<—> \ 2hwspis — 4< e, Owbub 5

Vs Wstts

- 4w:Lub(ﬁb J:"g f;eg,el )\/;sﬂs (5.19a)

he G = Z <%f)o V/2heopis + %%(ﬁbi—f + f;gg) QJZMS, (5.19b)
he (3 = Z <%;Z5>0 \/m - Z (%;qs Owbub QC‘ZMS

ho frer | R
5.19
+ 2wb,ub r2 \ 2wt ( c)
9y / h frgen | R
h = ﬂ 5.19d
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y en los parametros de las interacciones de cuarto orden a través de

he m

he e

he 3

he s

he s

he ng

he n7

he ns

he

he 7

he 7

he 74

a29(14(14)
%_
K dqt 0
a2gq4qr>
“Haas )
K dg0* 0

24 B*B232

I 4,uswslubwb

24 1*B25;
4! 4,uswslubwb

a29(11(12)
%_
K 9q3 0

oq 4 paw,

0qo 4 psws

9149249495

41492495496

<ag¢hq2> /6] h_2ﬂbwb
a1 )y "] 4 psws

pwy 24 RPB237

2h_2 <82-gq41q4 )
4 \0q10q,

24 1W*Bi6;
4! 4,uswslubwb

a29«14«1r )
—=] +
K Iq? 0

24 1G5,
4! 4,uswslubwb

<329q4q5> h? puwy n
0q10q> o 4 1sws

o HsWs

I 4usws,ubwb

q14914595>

oq 4 pews

9149249595

? (829q1q5 )
042044 0 ’

h

4
<82944Q5> h_zrubwb _h_z <a2gqu]5>
0010q2 ), 4 psws 4 \9q20q4 ),

h_2 HpWh

<829¢14q5> +2h_2 <829q1q5>
010q3 ), 4 psws 4 \0q20qs ),
h2

<82QQ4Q5> h_zrubwb _ 9" (82ng5> )
0q10q3 o 4 psws 4 \0¢20qs 0

Las masas reducidas estan dadas por

s =

— R
gTT

1 1

o= —5—

<ag¢Z4q4> ﬂ] h2 HyWh +
0

<59q4q5> /6] h_Z,ubwb I
0

<59q4q5> /6] h_2,ubwb I
0

24 h*B23}

24 R*B23}

q19249494>

24 h*B2p3}

1

0 2.0
9qsqs  Teo0

E 4:uswslubwb

I 4:uswslubwb

I 4:uswslubwb

q14919494>

91919496

q91919495>

(5.20a)
(5.20b)

(5.20¢)

(5.20d)

(5.20¢)
(5.20f)
(5.20g)
(5.20h)

(5.201)
(5.20j)
(5.20k)

(5.201)

(5.21)

El Hamiltoniano obtenido se puede diagonalizar en la base local (5.2) o bien en una base
adaptada por simetria, lo cual simplifica los calculos en forma considerable. La obtencién de
esta base se explicara mas adelante, tras obtener la representacion normal del Hamiltoniano.

En este trabajo se propone encontrar el conjunto de parametros espectroscopicos que mejor
reproduzca las energias experimentales disponibles tanto para la arsina (AsHj) como para
la estibina (S0Hj) [52]. Los pardmetros se optimizan por el método de minimos cuadrados.
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Las energias experimentales no son suficientes para ajustar todos los parametros involucrados
en el Hamiltoniano (5.12a-5.12d), es decir, que a algunas interacciones les corresponden muy
pocas transiciones experimentales y se vuelven inestables al intentar ajustar su parametro
espectroscdpico respectivo. Sin embargo, se pueden lograr muy buenos resultados seleccionando
solamente algunos de los parametros, los que correspondan a las interacciones mas relevantes.
La seleccion de los pardmetros se basa en tres criterios: (a) El orden de la interaccién, (b) el
andlisis estadistico y (c) el sentido fisico.

A continuacién se presenta el Hamiltoniano simplificado y los parametros obtenidos para
cada una de las moléculas mencionadas.

5.3. Arsina

La configuracion de equilibrio de la arsina es piramidal con parametros estructurales r, =
1,51106 A y LHAsH = 92,069° [51]. El Hamiltoniano simplificado que se ha considerado es

~

3 3
g _ Gy SOHM 4N D blb; + ajl,
hC = it 1
6 6 R
+ @ Y HM N Y bby+ ol + ablus
i—4 itj=4
+ Cufijaa + Cafiyss + Cafryas + Cafijas + Milning- (5.22)

Al despreciar algunos términos del Hamiltoniano, se simplifican las expresiones para algunos
parame-tros espectroscopicos ws, Ag, Wy, Ay, €l resto de ellos tienen la definicién antes escrita.

Se observa que en el Hamiltoniano estan incluidas interacciones de Fermi. Estas inter-
acciones son importantes, pero no hay suficientes energias para determinar los parametros
correspondientes. Por esta razon, sus valores se han obtenido a partir de las constantes de
fuerza a primeros principios.

Para poder diagonalizar (5.22) se deben determinar las constantes x relacionadas con la
profundidad del pozo de los potenciales de Morse, tanto para la tension como para la flexién.
Estas se determinaron haciendo ajustes para el subespacio de energias de tension y energias de
flexién por separado, involucrando diferentes valores para k4 v Kp, en cada caso. Para la arsina,
los valores que resultaron dar el mejor ajuste fueron ks = 56 y x;, = 200. Una vez determinadas
estas constantes, se realizo un ajuste con todas las energias disponibles hasta poliada P = 10,
que son 33 y otro ajuste hasta poliada P = 12, con las 35 energias reportadas en [51, 53].
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Poliada  Estado Contribucién Estado Contribucién Energias

(normal)  (normal) (local) (local) Exp.[01, 531 Teor. AFE

Simetria A
1 21 1.00 000100 1.00 906.752 906.738 0.0
2 29 0.99 000110 0.64 1806.15 1808.08 -1.9
2 4o 0.99 000200 0.63 1991.0 1994.62 -3.6
2 11 0.99 100000 0.99 2115.16 2114.33 0.8
3 1121 0.97 100100 0.71 3013.0 3014.36 -1.4
4 32 0.52 200000 0.95 4166.77 416541 1.4
4 12 0.52 110000 0.96 4237.7 4236.02 0.7
5 2132 0.57 200100 0.74 5057.0 5054.18 2.8
5 1221 0.56 110100 0.39 5128.0 5126.79 1.2
5 113141 0.69 200010 0.76 5158.0 5159.41 -1.4
6 1132 0.54 300000 0.79 6136.34 6138.4 -2.1
6 13 0.69 210000 0.93 6275.83 6275.83 0.4
6 33 0.55 111000 0.97 6365.95 6365.67 0.3
8 1232 0.26 400000 0.56 8028.98 8029.32 0.3
8 14 0.34 310000 0.83 8249.51 8252.79 -3.3
10 1334 0.15 500000 0.43 9841.4 9840.69 0.7
Simetria E

1 44 1.00 000010 1.00 999.225 1001.13 -1.9
2 214 0.99 000020 0.71 1904.12 1901.04 3.1
2 4o 0.99 000101 0.71 2003.48 1998.8 4.7
2 31 0.99 100000 0.99 2126.42 2125.1 1.3
3 1141 0.85 001010 0.86 3102.0 3104.45 -2.4
4 1131 0.70 200000 0.97 4167.94 4166.48 1.5
4 32 0.72 011000 0.99 4247.52 4246.74 0.8
5 112131 0.66 200100 0.75 5057.0 5054.47 2.5
5 2132 0.69 011010 0.40 5128.0 5133.37 -5.4
5 113141 0.37 200010 0.75 5158.0 5158.69 -0.7
6 1231 0.31 300000 0.81 6136.7 6138.42 -1.7
6 1231 0.56 012000 0.96 6282.35 6282.14 0.2
6 33 0.65 120000 0.98 6294.71 6293.9 0.8
8 1133 0.24 400000 0.56 8028.97 8029.33 -0.4
8 1331 0.43 310000 0.77 8257.27 8254.35 2.9
8 1232 0.41 130000 0.85 8258.37 8260.61 -2.2
10 1233 0.17 500000 0.43 9841.4 9840.7 0.7

Tabla 5.1: Energfas de la arsina ajustadas hasta P = 10 con un rms de 2.34 cm—!. Para el ajuste se utilizaron los valores de

Ks = 56 y Kkp = 200.
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En el primer ajuste se obtuvo un rms de 2.34 cm~!. Fue necesario hacer o} = of = 0, los

demads parametros se muestran en la tabla 5.2 en la columna llamada “Ajuste 1”7. Las energias
ajustadas se muestran en la tabla 5.1

Aunque éste es un buen ajuste, la prediccién de las siguientes energias asociadas a la poliada
P = 12 resulta ser muy mala. Por esta razén se hizo un segundo ajuste hasta P = 12, en el

cual se tuvieron que incluir los pardmetros a? y of para obtener un rms razonable. El rms fue
de 3.07 cm™!, con los pardmetros que se muestran en la misma tabla 5.2, bajo “Ajuste 2”.

Parametro Arsina Estibina
Ajuste 1 Ajuste 2

wE 2197,87  2196,98 | 1961,78
As —4,591 —4,548 —2,031
aj 0,751 1,229 3,678
@b 979,45 976,40 | 826,571
Ap —31,620 —31,821 | —16,140
ol - 2,081 | —3,419
a5 - 1,352 -
1 7,915% 7,808% 5,927%
(2 1,670 1,706 1,272¢
(3 5,529% 5,531% 3,769%
Ca 3,627¢ 3,754¢ 3,050%
n —16,021 —15,241 | —20,237

Tabla 5.2: Parametros espectroscopicos optimizados para los dos ajustes de energia de la arsina y el de la estibina.

Con los valores encontrados para los parametros, se pueden obtener las constantes de fuerza
y compararse con las constantes publicadas en trabajos anteriores con otros modelos e incluso
con los valores obtenidos a primeros principios. Esta comparacién se incluye en la tabla 5.3,
para la arsina.

Constante Ajuste 1 Ajuste 2 Sanchez et al Lukka et al ~ Ab initio
Bs(A™1) 1.527 1.526 - - -
By(A~1) 0.383 0.381 - - -

frr(aJA=2) 2.868 2.861 2.862 2.876 2.829
frpr (aJA=2) -0.0105  -0.0104 -0.0092 -0.0099 -0.0097
fror(aJA™3)  -13.14%  -13.10% - - -
Frorr(aJ A=%) 47.82° 48.30° -51.443 46.323 54.40
foo(ad) 0.6627 0.6251 0.647 0.647 0.642
foor (aJ) -0.0341  -0.0377 -0.033 -0.033 -0.027
fooo(aJ) - -1.128% - - -
foooo(al) - 2.249° - - -
fggggl (G,J) - 0.2625¢ - - -
fro(aJ A~ ) 0.0147¢ - - - 0.0147
fT@/(aJA ) 0.0617¢ - - - 0.0617
frgg(aJA ) 0.0403¢  0.0403¢ 0.0403¢ 0.0403¢ 0.0403
frorgr(@JA=1)  -0.2341¢  -0.2341¢ -0.2341¢ -0.23414 -0.2341
Frogr (aJ A=) 0.0662¢  0.0662¢ 0.0662¢ 0.0662¢ 0.0662
froren (aJA™1)  0.0686¢  0.0686< 0.0686¢ 0.06867 0.0686
frrorer (@JA=2)  -2.683¢ -2.520 -2.809 -3.634 -
mlqlqlq1 (aJ) 0.1872 0.3063 - - -
q4q4q4q4 (aJ) - 6.617 - - -
q4q4q4q) (a) - 2.149 - - -
F41919494(a]) -3.822 -3.647 - - -
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Tabla 5.3: Constantes de fuerza calculadas a partir de los pardmetros de la tabla 5.2, correspondientes a la arsina. Los pardmetros
Sanchez se tomaron de Ref. [48], la superfice de Lukka de Ref. [51], mientras que los valores a primeros principios fueron tomados
de Ref. [51] segin [54].

a) Calculado con los pardmetros de Morse kg y Be, = 8, b.

b) Obtenido de (5.10) con la estimacién de los pardmetros de tercer orden.

¢) Calculado con (5.10) despreciando fggg:-

d) Valor restringido durante la optimizacién.

e) Calculado con (5.10) despreciando f,.,.g/.

En la tabla 5.4 se muestran las energias experimentales y las energias calculadas para el
segundo ajuste de la arsina.

Poliada  Estado Contribucién Estado Contribucién Energias

(normal)  (normal) (local) (local) Exp.[01, 531 Teor. AFE

Simetria A
1 21 1.00 000100 1.00 906.752 905.377 14
2 22 0.99 000110 0.65 1806.15 1810.37  -4.2
2 49 0.99 000200 0.64 1991.0 1992.15 -1.1
2 11 0.99 100000 0.99 2115.16 2114.01 1.1
3 1121 0.97 100100 0.70 3013 3013.66  -0.7
4 32 0.52 200000 0.95 4166.77 4165.5 1.3
4 12 0.52 110000 0.96 4237.7 4236.28 1.4
5 2132 0.57 200100 0.73 5057.0 5054.76 2.2
5 1221 0.56 110100 0.39 5128.0 5126.28 1.7
5 113141 0.69 200010 0.75 5158.0 5159.03 -1.0
6 1132 0.53 300000 0.80 6136.34 6139.63 -3.3
6 13 0.69 210000 0.94 6275.83 6276.1 -0.3
6 33 0.55 111000 0.97 6365.95 6364.45 1.5
8 1232 0.30 400000 0.76 8028.98 8030.4 -1.4
8 14 0.34 310000 0.83 8249.51 8253.91 -4.4
10 1334 0.24 500000 0.41 9841.4 9844.36  -3.0
12 1234 0.12 600000 0.35 11576.3 115719 4.4
Simetria F

1 41 1.00 000010 1.00 999.225 1001.36  -1.1
2 2141 0.99 000020 0.71 1904.12 1903.52 0.6
2 42 0.99 000101 0.70 2003.48 1996.76 6.7
2 31 0.99 100000 0.99 2126.42 2124.64 1.8
3 1141 0.86 001010 0.86 3102 3103.98 -2.0
4 1131 0.70 200000 0.97 4167.94 4166.55 1.4
4 32 0.72 011000 0.99 4247.52 4245.88 1.6
5 11213 0.65 200100 0.74 5057.0 5054.94 2.1
5 2132 0.69 011010 0.39 5128.0 5132.37 -4.4
5 113141 0.37 200010 0.74 5158.0 5158.35 -0.3
6 1231 0.30 300000 0.80 6136.7 6139.65 -2.9
6 1231 0.56 012000 0.96 6282.35 6281.92 0.4
6 33 0.65 120000 0.98 6294.71 6293.39 1.2
8 1133 0.33 400000 0.64 8028.97 8030.43 -1.5
8 1331 0.44 310000 0.82 8257.27 8254.74 2.0
8 1232 0.40 130000 0.86 8258.37 8261.57 -3.2
10 1233 0.25 500000 0.67 9841.4 9844.37  -3.0
12 1333 0.12 600000 0.48 11576.3 11570.2 6.1

Tabla 5.4: Energias en cm~! para la arsina hasta poliada 12, obtenidas con el ajuste 2 con rms =3.07 cm™!, utilizando

Ks = 56 y Kkp = 200.
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5.4. Estibina

La configuracién de equilibrio de la estibina es también piramidal pero con parametros
estructurales r, =1.7 A y ZHSbH =91.54° [55]. Se utilizé el mismo Hamiltoniano (5.22), pero
con un parametro menos, o = 0. La determinacién de los pardmetros s arrojé los valores
ks = 54 y Ky = 200. El ajuste se realizé para todas las energias [55] hasta P = 14 y se obtuvo
un rms de 1.18 cm™!, el cual es un valor comparable al obtenido en ref. [56] y mucho mejor
a los reportados en [57, 58]. Los valores para los pardametros espectroscopicos se enlistan en la

tabla 5.2, mientras que las costantes de fuerza se comparan con las obtenidas en otros trabajos
en la tabla 5.5.

Como se observa en todas las tablas 5.1, 5.4 y 5.6 ademas de energias, hay columnas
tituladas Estado y Contribucién, tanto para el esquema normal como para el local. El estado
del sistema es en realidad una combinaciéon lineal de todas las funciones base, sin embargo,
se etiqueta segun la funcion base que tenga el mayor coeficiente en esa combinacion. La
Contribucién es precisamente el cuadrado de ese coeficiente simetrizado. El hecho de que se
puedan obtener tanto las etiquetas normales como las locales se explica por la forma en que
se construye la base adaptada por simetria, como se vera més adelante. Ademas, esto permite
comparar la asignaciéon de estados con otros trabajos, por ejemplo con ref. [55].

Pardmetro Estibina  Amezcua et al Lummila et al ~ Ab initio
Bs(A—T) 1.473 - - -
Bp(A™1) 0.355 - - -

frr(aJA™2) 2.297 2.310 2.293 2.243
fr.r/(aJA*Q) -0.0042 -0.0049 -0.0042 -0.0037
frrr(aJA=3)  -10.010% - -9.656 -9.887
frrrr(aJ A=) 38.87° -36.92 31.62 35.20
feg(ad) 0.621 0.6170 0.5797 0.5703
fogr (aJ) -0.0174 -0.0171 -0.0161 -0.0117
fooo(ad) -1.125¢ - - -
fogee(aJ) 0.1338% -2.985 - -
fro(aJ A1) 0.0137¢ - - 0.0137
frg/(aJA ) 0.0407¢ - - 0.0407
froo (aJA 1) 0.0308¢ 0.0308¢ 0.0308¢ 0.0308
froro! aJA~ -0.2001¢ -0.2001¢ -0.2001¢ -0.2001
76’60
froo (aJAfl) 0.0504¢ 0.0504¢ 0.0504¢ 0.0504
froron (@JA™Y)  0.0562¢ 0.0562¢ 0.0562¢ 0.0562
frrorer (aJA=2)  -3.2914 -3.899 -2.936 -
Foyqra1a1 (@) 0.852 - - -
Fayqaasas(ad) -10.87 - - -
Farq1aaq4(ad) -4.476 - - -

Tabla 5.5: Constantes de fuerza calculadas a partir de los pardmetros de la tabla 5.2. Los valores de la columna de Amezcua se
toamron de Ref. [56], la de Lummila se tomé de Ref. [55], mientras que los valores a primeros principios provienen de Ref. [55]
segun [54].

a) Calculado con los pardmetros de Morse kg y Be, = 8, b.

b) Obtenido de (5.10) con la estimacién de los pardmetros de tercer orden.

¢) Calculado con (5.10) despreciando fggg: -
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d) Valor restringido durante la optimizacién.

e) Calculado con (5.10) despreciando f,.,.g/.

En la tabla 5.6 se muestran las energias experimentales y las energias calculadas para la

estibina, en cm™!.

Poliada  Estado Contribucién Estado Contribucién Energias
(normal)  (normal) (local) (local) Exp.[?5  Teor. AFE
Simetria A
1 21 1.00 000100 1.00 782.24 782.80 -0.6
2 2 0.99 000110 0.59 1559.0 1559.03 0.0
2 42 0.99 000200 0.59 1652.7 1652.22 0.5
2 11 0.99 100000 0.99 1890.5 1890.09 0.4
3 1121 0.97 100100 0.79 2661.0 2660.46 0.5
4 32 0.58 200000 0.99 3719.93  3720.17 -0.2
5 11314 0.67 200010 0.87 4545.0 4543.47 1.5
6 1132 0.66 300000 0.99 5480.29 5480.9 -0.6
6 13 0.70 210000 0.98 5607.0 5608.59  -1.6
8 1232 0.45 400000 0.98 7173.79 7174.12 0.3
12 1234 0.33 600000 0.90 10358.0 10357.7 0.3
12 1432 0.37 510000 0.97 10691.5 10690.5 1.0
14 1334 0.23 700000 0.79 11843.5 11844.1 -0.6
Simetria
1 41 1.00 000010 1.00 827.85 830.979 -3.1
2 31 1.0 100000 1.00 1894.5 1894.82  -0.3
3 1141 0.65 001001 0.98 2705.0 2703.69 1.3
4 1131 0.70 200000 0.99 3719.86  3720.41 -0.5
5 3241 0.45 002010 0.99 4513.0 4513.15 -0.2
6 1231 0.35 300000 0.99 5480.0 5480.92 -0.9
8 1133 0.43 400000 0.95 7173.78 7174.13  -0.3
12 1234 0.20 600000 0.90 10358.0 10357.7 0.3
12 1432 0.18 510000 0.97 10691.5 10690.5 1.0
14 1334 0.23 700000 0.80 11843.5 11844.1 -0.6

Tabla 5.6: Energias para el ajuste de la estibina hasta P = 14, con el que se obtuvo un rms de 1.18 cm~1. Se han utilizado los

valores ks = 54 y kp = 200.

5.5. Comportamiento local

En la siguiente discusion se hard hincapié en las caracteristicas que permiten reconocer el
comportamiento local de una molécula [9, 10, 11].

= En primer lugar se anticipa un comportamiento local cuando la diferencia entre las masas
de los atomos es grande. Por ser el antimonio mas pesado que el arsénico, se espera que
la estibina sea mas local.

= Una caracteristica muy notoria en un espectro local es que los niveles de energia
presentan degeneracion sistemética accidental. En la tabla 5.6 se puede observar que
las energias con simetria A; son comparables una a una con las de simetria F. Es-
ta degeneracién indica la independencia o poca interaccion entre los diferentes osciladores.

= Otro detalle que se debe observar es la separacién entre los niveles de energia. En un
espectro normal la separacién entre niveles de energia consecutivos es constante. Por
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el contrario, en un espectro local la distancia entre niveles de energia se va acortando
mientras crece la energia. Como ejemplo se puede ver la sucesion de diferencias entre
las energias de los sobretonos de un oscilador de tension de la estibina. De acuerdo a la
etiqueta local, las diferencias de energia son

1829, 1760, 1693, - , - , 1485.

(No se tiene energia experimental para el estado [500000)).

= Por ultimo, hay que hacer notar que las componentes de los estados locales son mayores
a las de los estados normales. Incluso se puede observar que las componentes locales son
mayores en la estibina que en la arsina.

En el siguiente capitulo se hara el andlisis de las moléculas planas de tipo ABj, para el que
se ha de considerar como ejemplo el trifloruro de bromo. La poca diferencia entre las masas de
los atomos involucrados indica un comportamiento normal, que tendra caracteristicas opuestas
a las mencionadas.

5.6. Representacion Normal del Hamiltoniano Alge-
braico

El comportamiento local de estos sistemas indica que la forma natural de describirlos es
a través de una representacion local del Hamiltoniano, como se ha hecho. Sin embargo, es
posible también plantear la representacién normal del Hamiltoniano del tipo (3.53) en el que
el Hamiltoniano a orden cero es diagonal en la base (5.4).

La traduccion de la poliada (5.3) a este esquema es
P =21 +uv3)+ 1+ vy (5.23)
De las tablas de energias 5.4 y 5.6 se puede observar que se satisfacen las aproximaciones
vs &2 2Uy, v =205 & 20y, (5.24)

lo cual justifica que las poliadas (5.3) y (5.23) sean llamadas poliadas fisicas.

Con el fin de obtener la representacion algebraica del Hamiltoniano en un esquema normal,
se definen unos tensores adaptados por siemtria, cuyos coeficientes se obtienen proyectando, de
manera semejante a la que se explica en el capitulo 6. Para el subespacio s se tienen los tensores

. 1 ar ae s
T = (b + bl 4 b)), (5.25a)
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TP = %(261 —bf —b]), (5.25b)
A"'E,A" 1 /\-I» /\-I»
T = ﬁ(bz — b3), (5.25¢)
(5.25d)
mientras que para el subespacio b se tienen
. 1 wr e »
Tt = ﬁ(bl + b+ b)), (5.25€)
~ / 1 ~ ~ ~
TiEA = —_(2bf — bl — b}), 5.25f
b \/6( 5 — by — b) (5.25f)
~ " 1 - ~
e = —ﬁ(bjx — b)), (5.25g)
Para etiquetarlos se ha utilizado la cadena
Csy D CS C={FE, o0} (5.26)

Los elementos de simetria estan indicados en la figura 5.1. Los tensores (5.25) constituyen un
ingre-diente béasico para construir tanto el Hamiltoniano como la base.

A continuacién se introduce un conjunto de operadores de segundo orden, a través de
acoplamientos tensoriales, como se define a continuacion:

R A i (5.27a)
by = [TJAﬁfoﬁ}Al, (5.27b)
by = V2[TIP TP (5.27¢)
o= V2[TE T (5.27d)

donde el simbolo x designa acoplamientos que se efectiian de forma explicita mediante los
coeficientes de Clebsch-Gordan [63].

Estos operadores en el limite arménico van a operadores de nimero (4.11)

NE = lim /nr [Tjr x TT

K—00

A
™, (5.28)
lo cual explica que en las definiciones (5.27) la notacién utilizada sea la de los modos normales.

Los operadores cuadréticos derivados de (5.27) corresponden a las anarmonicidades del
Hamiltoniano normal.

Con acoplamientos sucesivos de los tensores (5.25), se puede reproducir el Hamiltoniano

(5.5). Para poder escribirlo en forma compacta, son necesarias las definiciones de los acoplamien-
tos de tensores para las diferentes contribuciones. En primer lugar estan los acoplamientos de
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segundo orden que se definieron en (5.27), junto con unos operadores relacionados con el mo-
mento angular vibracional

. . LA

L= —iv2 [T x TF] ™. (5.29)
Si bien estos operadores por si solos no forman parte del Hamiltoniano, algunos acoplamientos
entre ellos generan interacciones de mayor orden.

Ahora se estableceran los acoplamientos de tercer y cuaro orden de una manera sistemaética.
Exis-ten, para las contribuciones de un solo subespacio, seis interacciones de cuarto orden tipo
Darling-Dennison, término que se ha extendido a todas las interacciones que trasfieren cuantos
en un mismo subespacio. De las seis, tres se identifican con los operadores anarménicos y otro
con el momento angular vibracional. Estos se pueden escribir en términos de los acoplamientos

de segundo orden

A R 1. . A a
7 5:2’)7 5(51173+773171), 2. (5.30a)

Los otros dos, para el espacio de tension se definen como

Dugs = [[F% < T8 x [1F x 27 AT“ fHe (5.30b)
Drgss = [T x 15" x [18 < 78] " 1 e (5.30¢)
Para el espacio de flexion se tienen
ﬁ,ﬁ,;@m+mm,g (5.31a)
y en forma similar
Dopas = [T x )™ x [1F x 7] Alr‘l e (5.31D)
Do = [ % 717)° x (18 < 7]°) "+ e (5.31¢)

En estas ecuaciones se enfatiza que los operadores de niimero asociados al mismo subespacio
no conmutan.

Ahora se definen los acoplamientos para interacciones entre distintos subespacios. Para
tercer orden los acoplamientos corresponden a interacciones tipo Fermi

- [ #ia YR B

Fim = |TH x [T < T + He. (5.32a)
N ! N N .1 A4

Fia = |TH x {TbE X TbE} } + H.c. (5.32b)
- [ E ~A L B

Fym = |17 x [T < 1] } + He. (5.32¢)
~ :A R .~ ~E141

By = [T x [T xTF]"| +He. (5.32d)
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Para cuarto orden se tienen, al igual que en las interacciones tipo Darling-Dennison, anarmoni-
cidades representadas por productos de operadores de ntimero y productos de operadores de
momento angular o

IA711A72, 131134, 133132, 133134, ZS . lb, (533&)

ademas de otros acoplamientos independientes a los anteriores

Ry = [T x T [TSEbeE}AT1+H.C. (5.33b)
Noaa = [[10F < 27" (28 < 7] 1 e (5.33¢)
Fum = |[i < 22" x [72 < )]+ He (5.33)
R = [[F14 < )% x [27 x 37]"] "+ Hee (5.33¢)
Ry = [[F17 x F]° x [27 < 37]"] " + He (5.330)

Asi pues, el Hamiltoniano en el esquema normal se puede escribir de la siguiente forma
familiar

1

e w11 + w33 + 931113? + 93335:23 + 93135(5153 + U301)
+  Kiuss ﬁfl/?,s + K333 ﬁf3/33 +9. 12, (5.34a)
F[b A A ~2 ~2 A A A A
E = Wxl5 + wyly + Ts5V5 + LgqlVy + 1’545(V5V4 + V4V5)
+ Kssu ﬁ§5/44 + K44 ﬁ§4/44 + g5 1, (5.34b)
Hgy, A ~ A ~
e Fiss Fiyss + Fraa Frjaa + Fasa Fypsa + Faaa F3aa, (5.34c)
IA{SSZ)I) o oA oA Al Al
e T15V1V5 + L1411V + T35V3V5 + T34V30 4,
+ Kz N15/34 + K334 /\734/34 + K435 N14/35 + K434 N14/34 + K3534 /\735/34
+ gy s+ by (5.34d)

Hasta ahora se podria diagonalizar este Hamiltoniano independientemente del resultado del
ajuste local. Sin embargo, se tendrian que tomar en cuenta todas las interacciones normales,
pues se des-conoce cudles de ellas son las mas importantes.

5.7. Relacion Local-Normal

Lo que se puede hacer para encontrar los parametros normales, usando la informacion
obtenida en la diagonalizacion en el esquema local, es buscar una relacién entre las interacciones
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locales y las normales [59, 60, 61, 62]. Esto se logra desarrollando los productos tensoriales en
términos de los operadores de creacion y aniquilacién. La relacion entre las interacciones es la
misma que mantienen los parametros entre si. De esta manera se obtiene la relacién matricial
general

N =L M, (5.35)

donde los vectores de parametros normales se definen para cada contribucién

N, = {wi, w3, T11, @33, 13, Kuzz, Kizss, gs), (5.36a)
N, = {ws, wa, Ts5, Taa, T5a, Kssaa, Ksaaa, b}, (5.36D)
Nay = {Fiss, Fraa, Fasa, Faaa}, (5.36¢)
Noaww = {15, @14, T35, T34, Kisza, Kaaza, Kiags, Kiaza, Ksssa, g}, (5.36d)

y para los vectores que involucran a los parametros locales

L, = {&° X, af, 803, a3, 4ay, a3, aj}, (5.37a)
Ly, = {&% X\, ob) 8ab, b, 408 — 288, ob + 6%, of + 05 + 88}, (5.37b)
Lapy = {Clsbv 2b= §baCZb}a (5.37¢)
Lo = {nis m5's 03y 03’y 0"y g + 03, mig + 057, n”y g’ + 08, g’ + 05}, (5.37d)

mientras que las matrices de transformacién correspondientes son

11 1 4 2 4 1 2
3 3 9 9 9 9 9 9
2 1 4 10 4 2 1 2
3 3 9 9 9 9 9 9

2 2 1 1 1 2
00 3 9 s "o "o o
M, = M, = (5.38a)
0 0 2V _4vE M2 _4v3 22 A2
9 9 9 9 9 9
0 0 22 42 1 22 V2 V2
9 9 9 V2 9 9 9
2 1 2 2 1 2
5 =3 0 3 0 -3 -3 3
1 2 2 1
3 V3 3 V3 3v3 343
3 3 3 3
M.y, = (5.38b)
S R TR VA BRvA
3v6 346 3 3
1 Vi o2VE V4
3 V6 3 3 3
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
9 9 9 9 9 9 9 9 9 9
2 2 _1 _1 2 _1 _1 2 _1 _1
9 9 9 9 9 9 9 9 9 9
2 2 2 2 _1 _1 _1 _1 _1 _1
9 9 9 9 9 9 9 9 9 9
4 4 _2 _2 _2 1 1 _2 1 1
9 9 9 9 9 9 9 9 9 9
V2 242 1 V2 V2 V2 1 1 2v2 V2
9 9 92 9 9 9 92 9 V2 9 9
Moty = 1 4 2 1 1 1 2 2 4 1 (5'380)
9 9 ) 9 9 9 9 9 9 9
V222 1 V2 V2 1 _ V2 1 V2 242
9 9 9 V2 9 9 9 V2 9 9 V2 9 9
V2242 V2 22 V2 1 _ 1 1 V2 V2
9 9 9 9 9 9 V2 9 V2 9 V2 9 9
V2 o2v2 1 V2 242 1 1 V2 V2 V2
9 9 9 V2 9 9 9 V2 9 V2 9 9 9
1 _1 1 _1
0 0 0 0 0 3 3 0 3 3

Como se propuso anteriormente, el hecho de que se necesiten pocas interacciones en el
Hamilto-niano local usado para la arsina y la estibina, crea ciertas restricciones entre los
pardmetros normales. A estas restricciones se les conoce como relaciones x, K [61, 62] y se
obtienen utilizando las transformaciones (5.38). Ademads, de esta manera se obtiene la relacién
entre los parametros normales y las constantes de fuerza.

Especificamente, para la estibina se obtienen las relaciones

2 1 1 1
T11 = ;X33 = 7X13 = —

—K =-—K = —2¢,
3 1 \/§ 1133 2\@ 1333 g

para los parametros de tensién y unas muy similares para los de flexién, mientras que para los
parame-tros de interaccién de cuarto orden se obtienen

(5.39)

4
T12 = T32 = 5$34 = \/§K1234 = —2K343 = —\/§K1432 = —\/§K£432 = \/§K3234 = —4gq.

(5.40)
Por otra parte, para la arsina se obtienen las mismas relaciones (5.39) y (5.40), sélo difieren
de la estibina en las relaciones de los pardametros de flexion, por la interacciéon que se agregd.
Estas relaciones son

I = —5T4, (5.41a)
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4
Loy = 2:1722—|—§I44, (541b)
1 V2
Kooy = \/—$22+ — T4, (5.41c)
1
K2444 = —7§(l’22+2$44). (541d)

5.8. Funciones Base

Tanto la representacién local como la normal del Hamiltoniano (5.5) pueden diagonalizarse
en la base local (5.2). Sin embargo, establecer una base adaptada por simetria resulta muy ttil
desde el punto de vista computacional. Ademé&s permite etiquetar las funciones en el esquema
normal [26, 27].

Un método general para obtener las nuevas funciones es diagonalizando primeramente el
conjunto completo de operadores que conmutan [63] en la base (5.2). Las funciones asi obtenidas
portan la representacion irreducible I del grupo C3, y su componente ~ asociada al subgrupo
Ce. Esta es una manera eficiente de obtener las funciones adaptadas por simetria, ya que el
espacio de toda la base (5.2) se puede dividir en subespacios invariantes caracterizados por el
numero total de cuantos v, en cada subespacio x. Tras la proyeccién, se obtienen funciones que
son combinaciones lineales de las funciones base originales (5.2)

{raHuabial,7) = 3 AR kb {vi}), (5.42)

CH

donde ¢ es un indice de multiplicidad que indica que puede haber repeticion de representaciones.

La base adaptada por simetria (5.42) no es suficiente para identificar las funciones normales
(5.4), pues no hay un nimero cudntico asociado a los modos de vibracién. Por lo tanto, es conve-
niente establecer una nueva transformacién. Para ello se deben tomar en cuenta los operadores
de nimero (5.28). Lo que se hace es diagonalizar simultaneamente la matriz de representacion
de los operadores Nfﬁ junto con el cuadrado de los operadores (5.29) en el limite arménico de
la base (5.42) [27]. Esta diagonalizacién da como resultado un conjunto de funciones carac-
terizadas por los seis modos. La relacion entre la numeracién del 1 — 4 y las etiquetas z, " es
equivalente a la usada para las definiciones (5.27).

vg 1,
|{K':c}>{vx};nlan2an3>n4ara7> ZBE%};}Z] |{K'}{'Ux}aqr>7>a (543)
q
con R
Ni‘{’iw}v{vx};nlvn%ni’, 7n4 7F7’Y> ni|{"€m}7{U:E};nlun27ng37nl4;r77> (544)
Y l
Lil{ka}, {va}: 1, ng, 03, 0k T 7)) = Li{ka}, {va}; 01, no, nf 0! T, 4). (5.45)

Hay que hacer notar que las bases (5.43) y (5.4) son isomorfas y no iguales porque los tensores
estan caracterizados por un solo subespacio, mientras que una base normal, en general,
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involucra varios subespacios. A pesar de eso, casi siempre domina la contribucién de uno de
los subespacios y se puede establecer el isomorfismo.

Después de este procedimiento se debe llevar a cabo la sustitucién af — b ( &; — ;) para
obtener finalmente la base anarménica [26, 27]

I vg 1,
[{ka} {va s 71,0, 7, 7 T, 9) = 30 BRI T [{k e} aT', ) (5.46)

q

la cual también es isomorfa a (5.4).
Utilizando esta base para diagonalizar el Hamiltoniano, se obtienen unas funciones propias
que son combinaciones lineales de la forma

W) = > Oy Hkad {vn}i o, i, 032, 0 T, ). (5.47)

{Uz'vljiylj}

La componente mayoritaria de este desarrollo provee de la etiqueta normal de los estados. La
etiqueta local se puede recuperar encontrando la méxima componente D al sustituir (5.46) en

(5.47)
-71_‘7 .
i)y = D Dy Hedi{ud), (5.48)
{Uacvvi}
o {va} {va}
j7F7’Y J— jvl—‘v'\f Vx Fvﬁ/ Uz 7qF7'\/
D{vzyvi} o {Zl }C{Uz,Di,lj}B{Di,lj},qA{vi} . (549)
q\Visbi

Teniendo estas relaciones es posible poner etiquetas locales y normales aproximadas, aunque
se estén considerando osciladores locales anarménicos. Ademas, como se verd en el siguiente
capitulo, este procedimiento es indispensable para eliminar de la base los estados espurios,
cuando éstos se presentan.
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Capitulo 6

MOLECULAS PLANAS DE TIPO ABs
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SECCION 6.1 SIMETRIA

En este capitulo se analizard la descripcién de las excitaciones vibracionales de las moléculas
planas de tipo AB3. Estos sistemas tienen un comportamiento totalmente diferente al caso de las
moléculas piramidales presentadas, no solamente por la relacién entre las masas de sus constituyentes,
sino por la aparicién de redundancias en las coordenadas internas. Se verd céomo hacer el analisis
de estas moléculas a través de un Hamiltoniano efectivo y también se porpondrian métodos para
establecer la conexion con el Hamiltoniano local en coordenadas para obtener las constantes de fuerza,
en forma andloga a los sistemas piramidales.

En la figura 6.1 se muestra el conjunto de coordenadas internas usual para describir las vibraciones
de estas moléculas. Se pueden distinguir tres subespacios. El conjunto de coordenadas (r;, i = 1,2,3.)
corresponde al espacio de tensién (s), el segundo conjunto (0;, i = 4,5,6.) pertenece al espacio de
flexién (b), mientras que el tercero (v;, i = 7,8,9.) estd asociado con los dngulos fuera del plano
(7). Un sistema tetratémico tiene en total 12 grados de libertad espaciales, de los cuales tinicamente
6 corresponden a vibraciones, por lo que se deduce que en el conjunto de 9 coordenadas internas
propuesto hay 3 redundancias. Se sabe de antemano que deben pertenecer a los espacios b y v debido
a que estas coordenadas son dependientes entre si. Es imprescindible, sin embargo, establecer estas
redundancias con precision, para lo cual se recurre a la teoria de grupos.

b)

Figura 6.1: a) Conjunto de coordenadas internas para una molécula plana tipo AB3. b) Angulos ~ fuera del plano.

6.1. Simetria

La simetria de una molécula de este tipo es Dsp. Las representaciones irreducibles (irreps) del
grupo son All, AIQ, E, Alll, Ag y E”. En la figura 6.2 se presenta el diagrama de elementos de simetria
respecto a un sistema de coordenadas Cartesianas. Si cada atomo tiene asignado un sistema Cartesiano,
se pueden identificar claramente dos subespacios invariantes, el de las coordenadas que estan sobre
el plano (zy) y el de las coordenadas que salen de éste (z). Utilizando el diagrama 6.2 se obtiene la
representacion reducible I'; generada por la accién de los operadores sobre cada subespacio j cuyas
reducciones conducen a

T, = A ®A,®3E, (6.1a)
., = 24,0 E". (6.1b)

De una tabla de caracteres es posible apreciar qué representaciones generan las traslaciones y las
rotaciones (tR). De estas funciones, las que estédn asociadas al plano son las traslaciones en z y en y,
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y las rotaciones en el eje z, R,. Estas generan la representacién
r'f=A,eF, (6.2)

mientras que la molécula sale del plano al rotar en = y en y con las funciones R, R, y al trasladarse
en z. Estas funciones generan a

' = A, e B (6.3)

Por lo tanto, las representaciones que deben portar los grados de libertad vibracionales en el plano y
fuera de él son

It = A ®2F, (6.4a)
rvt = A, (6.4b)

La suma de las dimensiones de estas representaciones es, como se esperaba, 6. Para identificar las
redundancias, es necesario observar qué representaciones porta cada subespacio.

I, = A6 F, (6.5a)
Iy = A& F, (6.5b)
r, = A,0F". (6.5¢)

’ . . , ’ .
Es claro entonces que las coordenadas redundantes estan relacionadas con la simetria A; del espacio
. , 1"
de b y con la simetria £ de ~.

P (S x

C C
2
Figura 6.2: Diagrama de elementos de simetria del grupo puntual D3y, respecto a un sistema de coodenadas Cartesianas.

Toda proyeccién que se haga mas adelante en el capitulo, para obtener alguna funcién adaptada
por simetria, se hard diagonalizando un conjunto completo de operadores que conmutan tipo I1 (Cyy)
[63]. Para obtener el C7; se necesita seleccionar una cadena de grupos, que en este caso puede ser

D3y O C5. (6.6)

A partir de las clases algebraicas se obtiene

C[[:3C§+CS+C2C+U;L. (6.7)
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6.2. Representacion Normal del Hamiltoniano Alge-
braico

Como se hizo notar en el capitulo 5, la representacién normal del Hamiltoniano se puede construir
de manera independiente a su representacion local y viceversa. En este capitulo se construird primera-
mente un Hamiltoniano normal efectivo y una base adaptada por simetria similar a (5.46). La razén
radica en que, como las redundancias estdn relacionadas con ciertos modos normales, en este esquema
son muy sencillas de identificar. Debido a la similitud entre las moléculas piramidales y las moléculas
planas de tipo ABg, se construird el Hamiltoniano normal bajo el mismo procedimiento con el que se
construyd en la seccion 5.5.

Se asignaran osciladores de Morse a los espacios s y b, y osciladores de Poschl-Teller al espacio
~v ya que los dngulos fuera del plano v son simétricos respecto a ese plano, al cual pertenecen en la
posicién de equilibrio. Se deben definir, para este 1ltimo espacio, los tensores adaptados por simetria

At Al 1 4 ~ R

i = _3<b;+b;+bg>, (6.8a)
s 1 ar oar o
THE"A = (2] — bl — b)), 6.8b
iy \/6( 7 — bg — by) (6.8b)
S 7 1 ~ ~
TIEE = —— (b — b)), (6.8¢)

y los operadores de niimero

o= [T Tj‘gra , (6.9a)
s = Va[iir <)M (6.9b)

Para la numeracién se ha seguido la que es usual en estos sistemas [47]
|1 va v3 1), (6.10)

muy parecida a la base (5.4), sélo que en este caso v, corresponde al modo fuera del plano A%, por lo
que hay que redefinir el operador de nimero relacionado al modo totalmente simétrico de flexién

/ ~arq A
sl (6.11)

135 = [TJAI X Tb

de manera que los primeros cuatro operadores son los fisicos y los operadores U5 y Vg estdn relaciona-
dos con los modos espurios. Cabe mencionar que en las definiciones de /1, /3 y /4 se les debe agregar
una prima (') a las etiquetas de las irreps, por la induccién del grupo Cs, al D3y, y deben cambiarse
las componentes A’ y A” por A y B respectivamente.

El operador relacionado con el momento angular vibracional para el espacio v es
~ ~ N Al
o . E// E// 2
L= —iv2 [T < 1) (6.12)
Para construir el Hamiltoniano se considerara la siguiente poliada para construir el Hamiltoniano

P:2(I/1 —|—V3)—|—V5—|—V4—|—I/2—|—I/6, (613)
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la cual es til para establecer matrices de transformacién entre las representaciones local y normal,
de maner analoga a como se hizo para las moléculas piramidales. La poliada fisica se presentard mas
adelante.

El Hamiltoniano se puede escribir como la suma de varias contribuciones
H=Hs+ Hy+ H,+ Hy + Hy, + Hy,. (6.14)

Las contribuciones en las que el espacio v no estd involucrado, son iguales a las que se obtuvieron en
el capitulo 5, en (5.34), con la condicién de que se realice la sustitucién de los subindices 2 — 5. De
manera semejante se obtiene el Hamiltoniano para puras flexiones fuera del plano

- - 1. . A A
Dy, g, 5(772776 + vgirn), 12, (6.15a)
~ tAY St Al Al ~ - A Al
Dase6 = [T x Ty } {TV x T } + H.c. (6.15b)
a tAy e ~pr e E 4
Dagre6 = [Tv x T, } X [Ty x T } + H.c. (6.15¢)
Las interacciones de Fermi para s — v corresponden a
o A AN L~ anq Al Al
Fiypm = [T B <257+ He (6.16a)
al I // -~ 1" A/ All
Fiee = T4 { x T } 1] + H.c. (6.16b)
3 A
A AA// A1 B 1
Fyos = [ x TF ] ] + He. (6.16¢)
al I E/ // /\E” El Ai
Fyes = |71 x[ xﬂ}} + He., (6.164)
y para orden cuartico estan los operadores anarménicos y el momento angular
D1y, 1D, UsDa, s, L Ly, (6.17a)
y cinco acoplamientos més
A M A.i.A/ ATA,Q, A/2l AE’ AE” AIQI A’l
Nigsze = ||Ts " X1y } X [ s X T } + H.c. (6.17b)
A, P / -~ 1" Al ~ 1/ ~ Tl Al ll
N3g/z6 = _TSTE x TIF } * x { Fx TP } ‘| +He (6.17c)
~ [ A+ A’ P i P a1 E" Al
Nigjz2 = T 7" } X [TSE X Tfﬂ + H.c. (6.17d)
~ (1~ A’ ~ " E" ATl ~ ] B ,1
Nigszs = R TiF } X [TSE x TV + H.c. (6.17¢)
~ Mr o~ / At Al E" e ~ 1t B ,1
N3g/36 = _TSTE x T 2} X { P T } + H.c. (6.17f)
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En seguida se definen los acoplamientos de cuarto orden necesarios para escribir el Hamiltoniano de
interaccion b — v ademas de

éstos son

UsVa, Uslg, V4la, Vilg, lp- 1y,

N52/46 = _TbTAi X TJA,Z,]A/Z/ X [AbEl X T,Y’E”}Agrl + H.c.
Y R [ i
S E" B A
N56/42 = TJAl X TJE"} X {}F’ X sz} + H.c
. :—A Al a1 B P w1 E" A
Nsgja6 = _TbT ! XTJE } X [ o fo } + H.c
“ :—A A+ A E” . R E”'A/1
Nygja6 = TJE/ X TJAZ} X [ bE/ X Tf" +Hec
(e oaxar 1A " nq ATAY
N55/22 = TbTAl X TJAI} % [Tﬁ X TAVAQ} ' + H.c.
~ :—A ’ ~+ar 1A . . A/:Ai
Nasjes = |17 x Tb“‘l] D [PEOxPETN 4 He
Ny = [T x TAIJTEI}A/1 x 1% % TVAg_Aa 't He
. T U o ALY
Nujes = ||Ti" beTE} x| T < T 1] +He
Y E' . JEA
N54/26 = TJAl X TJE,} X T;‘Q X Tf” } + H.c.
« [r A+ A’ nrp B M~ ~ 1 B’ Ay
Najes = | [T x TP |7 [T < T ] + He.
. (v g B ar o ETA
Nyjos = _TJE x TfE } X [Tj‘? X Tf”} ] + H.c.
. TRy . B
Nuge = |[I17 < 07" x [TF" x TF"] ] +He.

(6.18a)

(6.18b)
(6.18¢)
(6.18d)
(6.18¢)

(6.18f)

(6.18¢)
(6.18h)
(6.18i)
(6.18;)
(6.18Kk)
(6.181)
(6.18m)

(6.18n)

Escrito con todos los acoplamientos linealmente independientes, el Hamiltoniano normal es

H,
he

w1Vl + wavs + 11V + 3303 + $13§(1/11/3 +

z,

301)

>

K133 ﬁfl/gg + K333 ﬁfg/gg + g5

4V5)

W

WsUs + waly + TssV5 + Taaly + $54§(V5V4 +

Kssaa Dis g + Ksaas D3y + 0 1y,
1

fas fay ’_‘2 ’_‘2 fay fas
waoly + wele + To2Vy + TeeVg + $26§(V2V6 +

>

6/2)
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+ Ko ﬁ§2/66 + Koag66 1556/66 + gy l?y, (6.19c¢)
H R R R R
hscbb = Fiss Fiyss + Fraa Frjag + Fasa Fypsq + Faa Fypaa, (6.19d)
H R R . R
% = Fi22 Fijoe + Fiee Fije6 + F326 F3/26 + F366 F3/66: (6.19)
%bb = T15V1V5 + XT14V1V4 + T35V3V5 + T34V3V4,
+ Kisa /\715/34 + K3434 N34/34 + K435 /\714/35 + K434 N14/34 + K534 /\735/34
+ gob ls - Iy, (6.19f)
% = T12V1V2 + X16V1V6 + T32V/3V2 + T36V3V6,
+  Ki236 Nizyss + Keses Noajes + Kies2 Niesa + Kiass Nis/se + Ks2se Naoyae
+ sy Zs : l:/, (619g)
H A A A A
% = Tp2V5V2 + X56V5V6 + Ta2ValV2 + Ta6V4l6,
+  Ksou6 Nayas + Keasa Noajoa + Kseaz Nogjao + Ksgae Nigas + Kaoas Niojas
+ Jvy ib : lA’ya (619h)
ﬁ{)b ~ ~ ~ ~ ~
h—cw = Kss22 N5 20 + K66 Nasjes + Kaaza Naajoo + Kaaee Naajes + Ksa26 Nsajoe
+  Ksae6 Nsasoo + Kaao6 Naajog + Kasee Naaseo- (6.19i)

En (6.19) estan incluidas las interacciones que involucran etiquetas relacionadas con los grados de
libertad espurios, éstas se deben excluir para obtener un Hamiltoniano normal fisico de la siguiente
forma

4
& a 1 N PN ~ ~ A
H = Y wi+) xijg(ViVj + Vjvi) + Fraa Frjaa + Faaa Fypaq + Froo Fryoo
i=1 i>j

+ Kiiss 15%/33 + Ki333 ﬁfg/gg + K434 N14/34 + K34/34 N34/34 + Kago0 N44/22
+ Koz Nuajer + 96 Iy + 95 12+ ga s - Iy (6.20)

6.3. Funciones base

Para construir una base similar a (5.46) e isomorfa a (6.10) se diagonaliza primeramente el Cy; en
la base local construida a partir de las soluciones independientes, como en (5.2)

|K/sy Rp, K3 V1, V2, U3, V4, Us, Vg, U7, US, U9> = |{K‘w}a {Ui}>7 (621)

donde se puede observar que los estados espurios son dificiles de identificar. Las funciones asi obtenidas
portan la irrep I' del grupo D3, y su componente v asociada al subgrupo C§.

Ahora la diagonalizacién simultdnea de los seis operadores Nf junto con el cuadrado de los ope-
radores de momento angular en el limite arménico de la base (5.42) da como resultado un conjunto
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de funciones caracterizadas por los seis modos fisicos y los tres espurios.
l l l @},
{5}, {oatinn, ma,nff nlfsms, nfe T, y) = 37 BEAET [{6} o, )T, ). (6.22)
q

Esta base incluye niimeros cuanticos tanto fisicos como espurios. Para obtener una base fisica isomorfa
a la normal, se deben tomar ns = ng =0

H{kz}, {ve}; na, ne, néf, nif; 0,0% T, v) & \V1V2Vé3l/fl4>. (6.23)

Al llevar a cabo la sustitucién a' — b7 ( 4; — i7) se obtiene la base

(ko }s {ve }; 01, Do, B, 7345 0,0%, T, ) = ZB{{;)f,l}jF}’,Z {rH{va};ql, ). (6.24)
q

6.4. Trifluoruro de Boro

Los trihalogenuros de boro son ejemplos de moléculas planas. Recientemente se han estudiado los
espectros infrarrojo y Raman de alta resolucién del ' BF3 de 400 a 4600 cm ™! [64, 65, 66, 67, 68].
Anteriormente se habian hecho investigaciones en esta regién, aunque con menor resolucién [69].
En estos estudios, el andlisis de las combinaciones y los sobretonos llevé a la asignacién de 25000
transiciones. Se llevé a cabo un andlisis detallado de la estructura rotacional para cada transiciéon
vibracional, permitiendo determinar las constantes rotacionales correspondientes. Sin embargo, la
cantidad de energias puramente vibracionales se reduce a inicamente 25.

El trifluoruro de boro es un gas incoloro altamente téxico que forma humos blancos en ambientes
himedos, pues se hidroliza para formar fluoruro de hidrégeno, acido fluorobédrico y acido boérico. Es
utilizado en la industria para la fabricacion de semiconductores, donde se alimenta este gas para
crear especies de boro en los implantadores de iones. El BFj también es frecuentemente utilizado co-
mo catalizador en muchas reacciones quimicas debido a que se comporta como un acido fuerte de Lewis.

La similitud entre las masas atémicas del Fltior y el Boro sugiere un comportamiento normal, lo
cual significa que la representacién normal constituye el esquema adecuado para construir tanto el
Hamiltoniano como la base. Por lo tanto, el hamiltoniano normal (6.20) parece ser el adecuado para
describir el sistema. En realidad, la escasa lista de energias experimentales disponibles obliga a tomar
un Hamiltoniano més sencillo, por ejemplo un desarrollo de Dunham

4
2 Y 1 A A A A
H = Zwiyi + Z:EijE(ViVj + I/jl/i). (6.25)
i=1 i>j
A pesar de que incluye sélo interacciones diagonales, hay efectos anarmoénicos presentes, considerando
el hecho de que el modelo estd dado en términos de osciladores locales anarmonicos interactuantes.

La distancia B — F de equilibrio es 7, =1.3070A[68]. Como el operador dipolar porta repre-
sentaciones A4 y F’, solamente el modo de vibracién vy es inactivo en el infrarrojo, los otros tres
fundamentales son activos. Muchas combinaciones y sobretonos son inactivos si se consideran como
transiciones directas desde el estado base. Sin embargo, dichos estados pueden encontrarse en el espec-
tro infrarrojo como bandas calientes provenientes de la transicién de estados poblados térmicamente

[66]. Los estados fundamentales del N BF; son, en em™1!,

v1 = 885,84 1y =691,21, w3 =1453,96, vy = 479,35, (6.26)
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de donde se identifican las siguientes resonancias permitidas
V=~ 21/4, V3 X 31/4, 2V2 ~ 31/4. (627)

La primera resonancia estd considerada en el hamiltoniano normal (6.20) por la interaccién de Fermi
Fy)44. Las otras dos no se habfan considerado por que no conservan la poliada (6.13). Para incluirlas,
debe de establecerse una nueva poliada fisica, la cual puede definirse como

P = 411 4 3vy + 6v3 + 2u4. (628)

Una diferencia notoria entre (6.13) y (6.28) es que esta tltima no se puede traducir a una poliada
local, ya que los coeficientes de los modos que corresponden al mismo subespacio s son distintos.

Esta nueva poliada permite incluir en el Hamiltoniano interacciones asociadas a las otras dos
resonancias y eliminar la interacciéon Dji133 que no la conserva. El operador explicito que toma en
cuenta la resonancia v3 ~ 34 en términos de los acoplamientos tensoriales estd dado por la interaccién
de Fermi

rq Al
~ A.i. AEi R A’1 ~ El 1
Fyjag0 = |Ts [Tb X Tb } x T + H.c., (6.29)
mientras que para 2v3 ~ 34 se tiene
~ ~ ’ Tl E g ll
Fyo /444 = TVTAQ x TTA HTEl % TE } x Ty ] + H.c. (6.30)

El Hamiltoniano que conserva la poliada (6.28) toma la forma

4
N - 1 .. A
H = Y wi+ injg(ﬂzﬂj +0j13) + Kaza Naajza
i=1 i>;
+ f1 Fijaa + f2 Fajaaa + f3 Fagjasa
+ ® Zl% + Gs E + gsb Zs : Zb- (6'31)

Este Hamiltoniano es el més general tomando en cuenta las interacciones importantes. Todas estas
interacciones se toman en cuenta para la descripcién rovibracional en las refs [66, 68], aunque en una
base armonica.

Cabe senalar que de los elementos de matriz no diagonales, los mas relevantes se deben a una
interaccion de Fermi, 3 ~ 3v4, y una resonancia, r34, que tiene que ver con la transferencia de dos
cuantos entre los momentos angulares [ de los modos bidimensionales. Esta resonancia estd definida
por los elementos de matriz

Is£2) laF2
T34 = <I/11/2V3 1/4 |H/hC|V1V2V33 AT, (6.32)
En el limite arménico, la interaccién definida como Nz4/34 coincide con r34
I3 lay 10 342 14 F2
T34 = <V11/2V33V44’ khm N34/34’V11/21/33 V44$ > (633)
— 0

Este resultado se puede comprobar sencillamente reescribiendo la interaccion N3g/34 en términos de
tensores esféricos ;

& E_ E E E_

Nyyzq =T, TIP+ T,V TP + Hee, (6.34)
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los cuales se definen en funcién de los tensores Cartesianos obtenidos a partir de la cadena Ds;, D C§

rEE - L (774 i) (6.35)

V2

Por su parte, la interaccién Fj3/444 que involucra un cambio de cuatro cuantos vibracionales,
normalmente es ignorado. La ref. [66] senala que el término es necesario para la descripcién roto-
vibracional.

Aunque el Hamiltoniano (6.31) involucra 21 pardmetros, no todos se pueden determinar con las
25 energias experimentales disponibles en la ref. [68]. A través de diferentes ajustes se obtuvieron
los parametros mostrados en la tabla 6.1. Primero se fijaron los pardmetros ks = 50, k, = 170 y
k = 180, pues fueron los valores que minimizaron el rms de un ajuste utilizando un Hamiltoniano
que incluye unicamente las contribuciones arménicas w; y anarménicas zj; (6.25). El rms de este
primer ajuste, el “ajuste 17, fue de 0.73 cm ™! y las energfas estdn enlistadas en la tabla 6.2. Este es un
muy buen ajuste y es dificil de mejorarlo agregando interacciones no diagonales. Sin embargo existen
interacciones relevantes, incluidas en (6.31), que merecen ser analizadas mediante su incorporacién
al ajuste. En el “ajuste 2” se ha tomado en cuenta la resonancia N34 /34- Cuando esta interaccion se
incluye, el rms disminuye a 0.52 cm™'. Los pardmetros espectroscépicos obtenidos para este ajuste
también se encuentran en la tabla 6.1.

Pardmetro Ajuste 1  Ajuste 2  Ajuste 3 Ajuste 4
w1 924,658 924,767 924,576 884,24
w2 693,783 693,77 693,714 689,366
w3 1501,15 1501,41 1501,49 1469,86
w4 482,631 482,725 483,445 485,208
11 6,08552 6,12819 6,12671  —0,835309
22 2,60392 2,60923 2,63097 1,47684
33 9,67929 9,5917 9,54774 —10,5353
T44 1,61515 1,5998 1,20867 —2,8267
12 —2,96887 —3,11468 —2,88352 —0,351849
13 33,6942 33,3574 33,521 —1,4432
14 —3,83433 —4,09775 —4,01713  —3,46031
23 —5,65297 —5,71811 —5,75339  —10,4887
24 0,854033  0,810645 0,626134 —0,724476
34 —2,31208 —1,67352 —2,20974 —9,77815
gs 0 0. 0. 0.
gp 0 0. 0. 0.

Jsb 0 0. 0. 0.
K3434 0 —1,15495 —1,12071 —1,12455

f1 0 0. 0. 0.

f2 0 0. 0,458169 0.

f3 0 0. 0. 0.

Tabla 6.1: Pardmetros espectroscépicos normales ajustados para el 11 BF3.

Si se intenta introducir la interaccion de Fermi Fj 44, €l cdlculo se vuelve inestable. Lo mis-
mo ocurre con los operadores de momento angular, lo cual se explica por la falta de energias
que involucren desdoblamiento de niveles debido a momento angular. Una situacién semejante se
presenta para el caso de la interaccion F22 /444, Por lo que no se puede determinar el parametro asociado.

Un criterio para evaluar el modelo utilizado consiste en realizar una comparaciéon con una
descripcién equivalente en el limite armonico. Realizando un ajuste con los mismos parametros que
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en el ajuste 2, pero tomando valores muy grandes para los pardmetros  se obtiene un ajuste con un
rms de 4.69 cm™!. Las diferencias de los niveles de energfa del ajuste arménico se encuentran en la
tabla 6.2, bajo la columna “ajuste 4” . La comparaciéon de este ajuste con el modelo anarmonico lleva
a la conclusién de que con el modelo de osciladores locales anarmoénicos interactuantes se obtiene, en
efecto, una mejor descripcién.

La forma del Hamiltoniano propuesto no mezcla funciones, lo cual permite resaltar el caracter
normal del sistema. Debido a esto, en la taba 6.2 no se ha escrito la componente mayoritaria de
los estados, pues todas son practicamente 1. Aunque la inclusién de maés interacciones no mejora la
des-cripcion previa, éstas se pueden incluir con el fin de obtener el parametro espectroscopico asociado.
Asi se hizo en el llamado “ajuste 3”7, introduciendo la interacciéon Fg /444~ La desviacién obtenida fue
rms =0.59 cm—1. Si se logran obtener las constantes de fuerza a través de los parametros ajustados,
puede resultar que esta interaccién sirva para mejorar la prediccién del espectro de algtin isotopémero.

Poliada Estado Exp.[bs] Ajuste 1  Ajuste 2 Ajuste 3 Ajuste 4
Simetria A}
4 1 885,84 0,5 0,4 0,6 2,4
4 49 959,31 1. 0,9 1. 0,2
6 29 1384,96 0. 0. 0. 0,3
8 31 4 1929,68 —-14 0 0 0
Simetria B’
2 44 479,35 -0,1 -0,2 -0,5 -3.
4 49 959,69 -0,5 -0,7 -0,5 0,6
6 11 41 1361,32 0,2 0,2 0 —1.
6 31 1453,96 0,2 0. 0. —54
8 11 42 1837,73 -0,5 —0,2 -0,1 2,1
8 29 41 1866,12 0. 0. 0. 0,5
8 31 4 1931,92 0,8 0. 0. 0
10 12 41 2240,94 0. 0,1 0 0,3
10 11 31 2336,2 -0,7 -0,7 -0,7 —5,1
12 11 31 41 2810,7 0,1 —-0,3 —-0,3 0,3
12 32 2905,36 0,7 0,5 0,5 7,8
14 13 41 3118,2 —-0,1 —-0,1 —-0,1 1.
14 19 31 3216,32 0,2 ~0,1 0. -53
16 12 31 41 3687,14 0,5 0,4 0,4 -0,1
16 11 32 3783,84 0. 0,3 0,2 5,7
18 33 4310,26 -0,2 -0,3 —0,4 —4.5
Simetria Al
3 21 691,21 0 0 0. 0,4
7 1121 1573,73 0 0 0 —0,2
9 23 2081,12 0. 0. 0. -0,3
Simetria E"’
5 21 41 1171,49 0. 0. -0,2 —1.
9 21 31 2139,68 0 0 0. 0

Tabla 6.2: Diferencias entre las energfas experimentales [68] y calculadas para los cuatro ajustes del ' BFj.

6.5. Representacion Local del Hamiltoniano

La desventaja de escribir el Hamiltoniano en el esquema normal es que al parecer se ha perdido la
conexién con las constantes de fuerza, sin embargo, esta conexion se puede recuperar, y es aqui donde
adquiere sentido el comentario “la eliminacién de los estados espurios se convierte en un problema al
introducir anarmonicidades”.

7
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En el capitulo 5 se encontré una transformacion entre el Hamiltoniano normal y el local algebraico
desarrollando los acoplamientos tensoriales en términos de los operadores de creacion y aniquilacién.
Aunque en las moléculas piramidales ya se tenian definidas las interacciones locales, esto no es un
requisito para poder establecer la transformacién. En forma andloga, para las moléculas planas se
puede obtener una transformacién entre el Hamiltoniano normal (6.19) que contiene las redundancias
y uno local del tipo

I‘AI = Zajfj. (636)
J

En las moléculas piramidales se tenia de antemano la relacién de los pardmetros locales «; con
las constantes de fuerza, pero como en este caso todavia no se obtiene, en principio todas los
pardametros locales son independientes. Por supuesto que en el Hamiltoniano (6.36) estédn incluidas
las redundancias, por estar conectado con (6.19).

Como se ha mencionado, la poliada (6.13) no corresponde a la poliada fisica del BFj. Sin embargo,
es muy util como herramienta para establecer subespacios de transformacién. La misma poliada (6.13)
escrita en términos de los nimeros cudnticos definidos en (6.21) toma la forma

9
P = 2(?)1 + vy +v3) + Z Vj. (6.37)
=4

Gracias a que el Hamiltoniano normal (6.19) fue construido considerando una poliada de este
tipo, en la que los coeficientes de diferentes modos de un mismo subespacio son iguales, se puede
establecer la transformacion a un Hamiltoniano local construyendo matrices de tranformacién para
cada contribucion, como se hizo para las piramidales.

Sin embargo, el Hamiltoniano que se usé para el ajuste del ' BF3 no fue precisamente (6.19), sino
(6.31) en el cual se considera la poliada fisica. Para encontrar la transformacién de los pardmetros
asociados a las dos resonancias que no estaban involucradas, F3444 ¥ F22/444, se debe buscar una
poliada con las caracteristicas de (6.13) que coincida con estas resonancias. Podria ser, por ejemplo

P = 6(1/1 + 1/3) + 3v9 + 2vy. (638)

Con esta poliada se pueden encontrar las matrices de transformacion del subespacio de interacciones
tanto locales como normales generado para cada resonancia.

6.6. Redundancias en las Coordenadas y Momentos

Para los sistemas piramidales el Hamiltoniano se construyé con coordenadas internas de desplaza-
miento, en términos de las cuales se obtuvo la matriz G. Sin embargo, si se siguiera el mismo método
para el sistema en cuestion, la matriz G seria singular debido a las redundancias. Por este motivo, se
introducen las coordenadas adaptadas por simetria S, y sus momentos conjugados P,. Como estas
nuevas variables portan las irreps, pueden distinguirse las fisicas de las redundantes. Las coordenadas
S son combinaciones lineales de las coordenadas internas de desplazamiento ¢; definidas por (5.1)
ademas de las que se definen para el espacio v

Qe =reldvk, k=71,8,9. (6.39)
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La forma matricial general de las coordenadas S, es
S=Maq. (6.40)

donde
S = {Sjl’l ) S:Z/Q/v S%’A’ SJSE’B’ S%’Av S%’B; Sg’l’ Sg”Av SZE”B} (6-41)

incluye las coordenadas espurias (colocadas al final) y la matriz M es cuadrada. Los elementos de M
se conocen, pues son los mismos que se utilzaron para definir los tensores en funcién de los operadores
de creacién y aniquilacién.

Si sélo se consideran las coordenadas fisicas, la transfomacion toma la forma
S'=Mq, (6.42)

con

8" = {84, Shy: Stvas Siyp, S8, 4,88 5} (6.43)

y M’ sélo incluye las primeras seis columnas de M, por lo tanto no es cuadrada. La trasnformacion
inversa a (6.42) para las coordenadas internas que involucran redundancias no es lineal , en general es
de la forma

i 1 i
G=> ViSa+ 5VasSaSs + . (6.44)

Esto ocurre debido a que ademds de (6.40) se deben satisfacer las llamadas condiciones de redundancia,
que tampoco suelen ser lineales sino de la forma

> igi + Y bijqiq; + - =0. (6.45)
Z‘ i7j

Asf pues, los coeficientes V! y Vofﬁ de (6.44) se obtienen al sustituir (6.44) en (6.42) y (6.45),
demandando la igualdad para las diferentes potencias de las variables, en este caso las coordenadas
Se [70].

En el caso particular del subespacio s sélo aparecen términos lineales, puesto que no hay redun-
dancias. Para los subespacios b y v se deben encontrar las condiciones de redundancia para obtener
la inversién de (6.42), es decir, los coeficientes involucrados en (6.44). Para establecer las condiciones

de redundancia en este caso, se consideran tres vectores unitarios (e, ez, eg) a lo largo de los enlaces.
Cuando la molécula se encuentra sobre el plano, los tres vectores son linealmente dependientes

> &iei =0. (6.46)

La imposicién de esta igualdad conduce a la ecuacién [2]

1 6
— > A6 =0. (6.47)
V3o

Con estas expresiones se calculan los coeficientes V' de (6.44), pero resulta que los términos cuadréticos
se anulan, mientras que los términos lineales son equivalentes a haber transpuesto M’. También debe
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observarse que la ecuacién de redundancia es la coordenada espuria igualada a cero.
Por otro lado, cuando la molécula vibra fuera del plano, se tienen las relaciones vectoriales
(e1 X eg) ez = (93 X el) s €y = (eg X 93) -eq, (648)

las cuales conducen a las ecuaciones de redundancia

V3 1

T(A’yg — A’Ygg) — 5(A94A’Yg - AH@A"}@) +... = 0, (6.498,)
V3 1
T(QA’)W — Avyg — A’yg) — 5(2A95A’77 — AbgArg — A94A’79) +... = 0. (649b)

Aunque aqui los términos cuadraticos no se eliminan, el hecho de que sean cruzados los hace muy
incomodos, de manera que se tomard también una aproximacién lineal justificada por la gran
armonicidad de los espacios b y 7. Sin los términos cuadraticos, las ecuaciones (6.49) equivalen a
igualar a cero las otras dos coordenadas espurias S, 4 y Sk p.

Los momentos conjugados P, se obtienen en términos de los momentos p; conjugados a g; a través
de su definicion
8qi oT E?q,-

oT

donde se observa que es necesaria la relacién inversa (6.44), a menos que se tome la aproximacién
lineal en las redundancias, lo cual conduce a

P =M p, (6.51)

que se justifica con los argumentos antes expuestos.

6.7. Hamiltoniano en Coordenadas

Con el proposito de escribir un Hamiltoniano en coordenadas internas siguiendo el mismo
proce-dimiento con el que se construyé (5.6-5.9) en las piramidales, se propondran dos métodos. El
primero, como se verd, es simplemente una reconsideracion, tomando en cuenta los resultados de la
seccién anterior.

En términos de las coordenadas y momentos adaptados por simetria, el Hamiltoniano toma la
forma

T = $PG(@)P + V(S). (6.52)

La energia cinética estd dada en términos de P, que es el vector de los momentos conjugados a las
coordenadas adaptadas por simetria y de

G(q) = M'1G(q)M'. (6.53)

En esta ecuacion ya se han excluido las componentes espurias de la matriz G. Usando la aproximacion
(6.51) de P,, se puede regresar a la expresién de la energia cinética en términos de las coordenadas
internas

N 1.
T = 5pG/(a)p, (6.54)
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sélo que ahora
G/'(q) = M'M'TG(q)M'MT, (6.55)

Una situacién similar se presenta para la energia potencial. Si F,3 . con las constantes de fuerza
referidas a las coordenadas adaptadas por simertia, entonces las constantes f;; . asociadas a las coor-
denadas internas son

6
fi=Y" miamjs... Fap... (6.56)
af...=1
De manera que si se define
/ 1 / 1 /
Vil =5 > fhag + 3 > it + - - (6.57)
entonces se tiene un Hamiltoniano
~ 1._
H = 5pG'(q)p + V'(q) (6.58)

con la misma forma que uno local, como (6.59), pero con la ventaja de que las redundancias ya han
sido eliminadas, al menos en forma aproximada.

Otra posibilidad para encontrar la relacién entre el Hamiltoniano en el espacio de configuraciones
y el algebraico es tomar directamente el Hamiltoniano local

.1
H=-
2

pG(a)p + V() (6.59)
y obtener su representacion algebraica en términos de los operadores locales, tal y como se hizo
para las moléculas piramidales. En este caso es a través de la transformacion a una representacion
normal que es posible eliminar las redundacias. Esto se hace igualando a cero todos los parametros
espectroscopicos normales que estan relacionados con algin tensor espurio. Esta imposicion debe
establecer relaciones equivalentes a (6.56) entre las constantes de fuerza.

Una vez que se tenga el Hamiltoniano en coordenadas internas se podra encontrar la relacion
entre las constantes de fuerza y los pardmetros espectroscopicos locales, los cuales a su vez estan
relacionados con los pardmetros normales ajustados.

Ambos métodos involucran una serie de aproximaciones, por lo que a simple vista no se puede
juzgar cudl es mejor. Una forma de evaluar la calidad del método es prediciendo el espectro del
isotopémero '°BF3, con las constantes de fuerza calculadas en los dos casos, puesto que éstas son
independientes de la masa.
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En este trabajo se presentaron distintas formas de estudiar las excitaciones vibracionales de un
sistema molecular. A manera de ejemplo se presenté un modelo local algebraico para los sistemas
piramidales, ademads de su relacién con la representacién en coordenadas y con el esquema normal. La
conexién entre el modelo local algebraico y el modelo local en el espacio de configuraciones se pudo
establecer gracias a la realizacién algebraica de las coordenadas de Morse y sus momentos asociados
en términos de operadores de creacién y aniquilacion, los cuales a su vez son generadores de un grupo
dindmico isomorfo a SU(2).

Para empezar, se expres6 el Hamiltoniano en coordenadas internas, lo cual es un trabajo extenso
y debe ser muy ordenado para no excluir ningin término. En relaciéon a este punto, se programé en
Mathematica un algoritmo general que reprodujera el Hamiltoniano en coordenadas locales. Esto
permitié estudiar las moléculas piramidales y establecer las bases para abordar el problema en
moléculas de tipo ABj3. El programa da como resultado un Hamiltoniano mucho mas extenso que
(5.6-5.9), pues en éstos se ha simplificado la energia cinética, eliminando en el desarrollo todas las
derivadas que de antemano se sabe que son cero.

Después viene la sustitucién de las coordenadas y momentos por la aproximacion lineal de la
realizacién algebraica, restringida a la conservacién de una poliada dada. Para esto se desarrollé otro
programa. Esta sustitucién da dos resultados importantes, el Hamiltoniano algebraico y la relacién
entre los parametros espectroscopicos y las constantes de estructura y de fuerza.

Debido al comportamiento local de la arsina y la estibina, fue posible realizar un ajuste incluyendo
sélo las interacciones mas relevantes en la representacion local. Los ajustes fueron bastante buenos,
sin embargo, fue necesario fijar los parametros espectroscépicos asociados a las interacciones de Fermi
debido la falta de energias experimentales. Esto se llevé a abo usando constantes de fuerza obtenidas
a primeros principios. Para el caso de la arsina se relaizaron dos ajustes, uno hasta poliada 10 con un
rms de 2.34cm™! ajustando 6 pardmetros. Un intento de incluir las siguientes energfas de poliada 12
daba un rms de 4.78cm ™!, para mejorar el segundo ajuste se tuvieron que incluir dos pardmetros més
de flexién, con lo cual se obtuvo un rms de 3.07em™!. Para la estibina se ajustaron las energfas hasta
poliada 14 utilizando 7 pardmetros, lo que dio un rms de 1.18cm~'. Hasta ahora estos ajustes son los
mejores reportados usando este y otros modelos. Para los tres casos se obtuvieron las constantes de
fuerza.

Por su parte, la relacién entre los esquemas local y normal se logré desarrollando el Hamiltoniano
normal por medio de productos de tensores adaptados por simetria. Los acoplamientos de estos
tensores en términos de los operadores de creacion y aniquilacién provee de matrices de transformacion
entre las interacciones normales y locales, que corresponden a la misma transformacién entre los
parametros espectroscopicos. Para hacer este trabajo de manera eficiente, también se hizo uso de la
programacioén.

Tras haber estudiado los esquemas normal y local en las moléculas piramidales, se prosiguié con
el analisis de las excitaciones vibracionales de las moléculas planas de tipo AB3. Estas moléculas, en
especial los trihalogenuros de boro presentan un comportamiento normal. Pero lo que mas las distingue
del ejemplo anterior, es la aparicién de coordenadas redundantes, las cuales se pueden identificar con
ciertos modos normales dando lugar a su facil eliminaciéon. Por estas dos caracterisiticas, la forma
natural de describir los sistemas de este tipo, es a través de un Hamiltoniano normal. Asi se hizo y
se tomo6 como ejemplo el espectro del BF3. El ajuste de las 25 energias se logré con 15 parametros
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que corresponden a las 14 interacciones correspondientes al desarrollo de Dunham y la resonancia en
l. El rms obtenido fue de 0.52cm ™.

Para obtener las constantes de fuerza a partir de los parametros ajustados es necesario conectar
este modelo con el esquema local, primero algebraico y luego en el espacio de configuraciones. Podria
pensarse que con los programas desarrollados todo el trabajo estd hecho, sin embargo, la eliminacién
de las redundacias en un modelo local anarmoénico implica algunas aproximaciones. Se propuso
explorar varios métodos para eliminarlas.

Una opcién es construir un Hamiltoniano en coordenadas adaptadas por simetria, eliminando
las coordenadas espurias, y establecer desde el principio las condiciones de redundancia, o en
su caso, aproximaciones lineales o cuadraticas de ellas. Esto se propuso en el capitulo 6. Sin
embargo, aunque se conoce la matriz G, la cual se calculé y se muestra en el apéndice, no se han
analizado los elementos de la matriz transformada G’. Al desarrollar en series G’, como se hizo
con la G, habra algunas derivadas que se anulan. Escribir el Hamiltoniano con todas las derivadas
resultaria contraproducente, pues se supone que las redundacias deberian simplificar el Hamilto-
niano. Tampoco se ha estudiado la relacion entre las constantes de fuerza adaptadas por simetria y
las constantes de fuerza provenientes de las derivadas del potencial respecto a las coordenadas internas.

Otro método consistiria en encontrar los parametros locales, por medio de las matrices de
transformacién que ya se obtuvieron, tomando como cero todos los parametros relacionados a las
interacciones espurias. Esto implicaria autométicamente relaciones entre las constantes de fuerza
fij.... Se necesita explorar lo que sucede al hacer esto y determinar cudntas constantes de fuerza se
pueden obtener.

De cualquier forma, con algunas de las constantes de fuerza determinadas con el ajuste de tan

pocas energias, se puede intentar predecir el espectro de un isotopémero YBF3, lo cual serfa una
forma de evaluar los métodos que se han propuesto, en los que ya se estd trabajando [71].
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En este apéndice se presentan los elementos de la matriz G (q) para las moléculas planas de tipo
ABjs, considerando las coordenadas internas de desplazamiento (5.1) y (6.39), segin la numeracién
mostrada en la figura 6.1. De la definicién (3.28) se obtienen directamente
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(8.1a)
(8.1b)
(8.1c)

(8.1d)
(8.1e)

(8.1f)

(8.11)
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cosBs cosly cosbg — 1>

1 2
— | esc
+ 3 < Tt sen20s sen?fg

+ 1 ( 2 + 1 )
ma v sen?0s sen?0g
((30395 — cosBy cosbg . cosfy — cosls cosblg n cosbg — cosbs 00394>
rars3 rira T3
cosbls csc?0 cosbg csc20 cost
n 5 5 6 6 4]} (8.1m)
973 T3 rira
donde se ha definido
v = senbs; senfg seny; sensys, (8.2)

ademds m4 y mp son las masas de los atomos A y B respectivamente.
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