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Introduccion

La tendencia hacia la globalizacion que en materia econdmica estamos viviendo
actualmente, demanda de las empresas mayores niveles de productividad y el mejor
aprovechamiento de sus recursos; ya sean humanos, materiales o financieros, para el
cumplimiento de sus objetivos y la preservacion de un buen posicionamiento en el
mercado en el que se desenvuelven, ante la aguerrida competencia.

Se entiende por productividad, la cantidad de producto que se obtiene por una unidad
de insumo o recurso, de un factor durante un lapso determinado. Si el concepto de
productividad puede aplicarse a algunos de los factores de produccién, por ejemplo
trabajo, tierra, capital; se hace con respecto al trabajo. Asi, podemos hablar de
productividad por hora-hombre de trabajo en una empresa. En éste sentido podemos
referirnos también al aumento o la disminucion del rendimiento financiero o fisico que
ocurre ante la variacidon de alguno de los factores que intervienen en la produccion [4].

Consecuentemente, se entiende también que uno de los objetivos primordiales de una
empresa es mejorar la eficiencia o efectividad del uso de sus recursos y procesos; con
la finalidad de obtener los mejores beneficios financieros a un costo minimo o
significativos ahorros en sus procesos, mejor servicio a sus clientes o mayor control
administrativo, segun sea el caso. Siendo asi, podemos ver a una empresa u
organizacion como un sistema, el cual tiene componentes que interactuan entre si, en
donde fluye informacion y a la vez interactua también con otros sistemas.

En Economia el término “Eficiencia” se define de dos maneras: primeramente la
eficiencia en la produccion; lo cual se refiere a que una planta es eficiente si todos sus
recursos (tierra, trabajo, capital) son bien aprovechados, esto es, que un producto se
esté produciendo con el minimo costo en sus insumos.

El segundo término se refiere a “La Eficiencia de un Sistema Econdmico”. Un sistema
economico es eficiente si los recursos se estan usando y los bienes y servicios se estan
distribuyendo de tal forma que sea imposible mejorar a algunos sin perjudicar a otros.
Este concepto de eficiencia fue desarrollado por el economista italiano-francés Vilfredo
Pareto y se le conoce como la “Eficiencia de Pareto” o el “Optimo de Pareto” [3,4]. Es
decir, “Eficiencia” es el maximo beneficio econdémico identificado como una posicion en
una economia, en la cudl es imposible mejorar cualquier beneficio alterando la
produccion o intercambio sin perjudicar algun otro beneficio.

El concepto de eficiencia también es definido por otras disciplinas como las Ciencias e
Ingenieria. Para ilustrar su definicion tomaremos un ejemplo sobre el fendmeno de la
combustion: "Eficiencia es la proporcion de la cantidad de calor liberada por un
combustible en un dispositivo o aparato, en relacion con la maxima cantidad de calor o
energia que podria ser liberada por ese combustible" [5].

En general, la forma de como se evalua o define la eficiencia depende de el area de
conocimiento en que se aplica. Mas aun, la evaluacién de eficiencia depende de la
disciplina y de los parametros que se usen para definirla.



El objetivo de este trabajo es aplicar la Teoria de Data Envelopment Analysis, para
analizar la eficiencia de la empresa Petroleos Mexicanos, a quien nos referiremos en
forma abreviada como PEMEX; en términos de diferentes parametros o procesos de
esta empresa, siendo nuestra hipotesis la siguiente: “PEMEX puede mejorar sus niveles
de eficiencia en la extraccion (produccion) de petréleo crudo y gas natural”.

"Data Envelopment Analysis" es una teoria, a la cual nos referiremos en forma
abreviada como DEA. Nos permite evaluar, medir, comparar y mejorar la eficiencia entre
diversas entidades en condiciones semejantes. Llamaremos a estas entidades
Unidades de Toma de Decisiones; para determinar aquellas que mejor desempefio
tienen en el grupo y aquellas que no son eficientes volverlas eficientes. Para lo cual
identificaremos los recursos o insumos de una empresa como nuestros datos de entrada
e identificaremos como datos de salida o resultados a los productos, servicios,
beneficios, rendimientos, objetivos, produccion o bienes generados segun sea el tipo de
empresa u organizacion.

Ademas de que se pretende que el presente estudio sea de utilidad a la empresa
PEMEX, se deja abierta la posibilidad para que se profundice en temas relacionados.

Este trabajo consta de seis capitulos. En el primero se dan a conocer los antecedentes y
la historia del surgimiento de la teoria “Data Envelopment Analysis” (DEA), algunos
conceptos basicos y una variedad de aplicaciones. El segundo capitulo incluye un
repaso de toda la teoria de programacion lineal que es necesario tener presente para el
estudio de la teoria DEA. En el tercer capitulo se describen de manera detallada los
teoremas y los fundamentos matematicos que sustentan a esta teoria. El cuarto capitulo
contiene el analisis de sensibilidad tan importante tanto en la Programacion Lineal como
en esta teoria.

El quinto capitulo estd dedicado a la aplicacion de la teoria DEA en la empresa
Petroleos Mexicanos (PEMEX), la recoleccion de la informacién y los modelos
propuestos aplicando la teoria descrita en el capitulo Ill asi como los resultados del
estudio. Finalmente en el ultimo capitulo se muestran las conclusiones y el resultado de
nuestra hipotesis.



Capitulo I
Antecedentes de la Teoria “Data Envelopment Analysis”

DEA

.1 Breve Historia de la Teoria DEA

La informacion contenida en este capitulo ha sido en su mayoria obtenida de la teoria
de la bibliografia [1] y [2] de este trabajo.

“‘Data Envelopment Analysis” es una teoria y como tal, se trata de un conocimiento
sustentado en principios y teoremas que ademas pueden aplicarse para conseguir un
fin.

Los autores que crearon esta teoria aproximadamente en 1978, acordaron darle el
nombre “Data Envelopment Analysis” debido a la forma en que “envuelve” o “involucra”
los datos u observaciones.

El término “Unidad de Toma de Decisiones” (Decisién Making Unit, DMU) se usé por
primera vez en el modelo CCR, propuesto por Charnes, Cooper y Rhodes en 1978. Este
fue publicado en el articulo “Measuring the Efficiency of Decision Making Units”, en la
revista no. 2 de “European Journal of Operational Research”.

El término DEA “Data Envelopment Analysis” fue introducido en su reporte: “A Data
Envelopment Analysis Approach to Evaluation of the Program Follow Through
Experiments in U.S. Public School Education”, publicado en la revista “Management
Science Research”, Report No. 432; publicado por los mencionados autores.

La teoria DEA tiene su origen en los esfuerzos por evaluar en los primeros afios de la
década de los setentas, un proyecto llamado “Program Follow Through”, que fue un gran
intento del Departamento de Educacion por aplicar principios estadisticos para el disefio
de experimentos para un conjunto de escuelas en iguales condiciones, a nivel nacional.
El propdsito de estos experimentos era la evaluacion de programas educacionales
disefados para ayudar a alumnos en condiciones de menoscabo en nivel educacional,
en escuelas publicas de los Estados Unidos.

Sin embargo los resultados de los planteamientos estadistico-econométricos no fueron
satisfactorios para ellos, debido a que obtuvieron algunos resultados que les parecieron
absurdos. En respuesta a esta situacidn e investigando encontraron un articulo llamado
“The Measurement of Productive Efficiency”, en la revista “Journal of the Royal
Statistical Society” (1957), publicado por Farell [2].

Este trabajo fue extendido dando como resultado la teoria “Data Envelopment Analysis”
(DEA), como base de analisis de eficiencia. Estos resultados fueron publicados en 1981,
en la revista “Management Science” No. 27, bajo el nombre “Evaluating Program and
Managerial Efficiency: An Application of Data Envelopment Analysis to Program Follow
Through”.



A partir de este estudio la teoria de DEA se ha desarrollado en diferentes direcciones y
en diversas aplicaciones, tanto en empresas lucrativas, como en empresas sin
finalidades de lucro; como son por ejemplo evaluaciones de eficiencia de comités
escolares, poligonos para entrenamiento de pilotos y unidades de combate de la fuerza
Aérea Norteamericana, hospitales, bibliotecas. Una de las mas impresionantes
aplicaciones ha sido la prevencion de fallas en un banco; cuyo modelo fue desarrollado
por el Banco de Reservas Federales de Dallas.

También ha tenido aplicacion en la evaluacion de la eficiencia del servicio de algunas
bibliotecas universitarias en Estados Unidos.

1.2 Conceptos Basicos de la Teoria DEA

Llamaremos “datos de entrada” a los recursos humanos, materiales, financieros 6
insumos con que cuente una empresa; Yy usaremos el término “datos de salida” para
referirnos a las utilidades o beneficios financieros, rendimientos, productividad, servicios,
bienes generados u objetivos a cumplir por las “entradas” antes mencionadas, segun
sea el caso.

El objetivo es identificar una “Frontera de Eficiencia”, la cual es usada para evaluar
eéstos datos u observaciones que representan el desempeio de un conjunto de
entidades a ser evaluadas. El término “Unidad de Toma de Decisiones” (Decision
Making Unit, DMU) [2] se usara en adelante para identificar a cualquiera de las
entidades o unidades a ser evaluadas y que son parte de una coleccion de elementos
que utilizan entradas o recursos similares para producir salidas o beneficios similares.
Podemos considerar asi al conjunto de hospitales que forman parte del Instituto
Mexicano del Seguro Social (IMSS), una cadena de restaurantes o una cadena de
hoteles, por citar algunos ejemplos.

El resultado de las evaluaciones se representa en una “calificacion” o puntuacién por
desempefio, cuyo margen o rango esta entre cero y uno. Esta puntuacion o calificacion
representa el grado de eficiencia obtenido por cada una de estas entidades que hemos
llamado “Unidades de Toma de Decisiones”. En la obtencién de ésta puntuacion, la
teoria DEA puede identificar los origenes de las ineficiencias en cada entrada y salida
de datos para cada unidad de Toma de Decisiones. Se identifican también las unidades
de decision localizadas en la “Frontera de Eficiencia”, y las unidades de decision que
rapidamente alcanzan este lugar. Estas pueden usarse como puntos de referencia
(récords o marcas), o como guia para el mejoramiento en el desempefio de otras
Unidades de Toma de Decisiones.

Definiremos el sentido de eficiencia para la teoria Data Envelopment Analysis (DEA).
Primeramente al hablar de eficiencia nos referiremos a diferentes tipos de eficiencia
definidos segun una disciplina en particular. Retomando los conceptos de Economia,
podemos referirnos a “eficiencia técnica’, como también “mixta” y otros tipos de
eficiencia.
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La “Eficiencia Técnica” es un concepto puramente fisico, referido a los insumos fisicos
requeridos para producir una unidad de producto, como tiempo del trabajador, tiempo de
maquina, tierra, insumos o materias primas. Se dice entonces que un proceso de
produccion no es técnicamente eficiente si no es posible usar menos cantidad de un
insumo para producir el mismo producto sin tener que usar mas cantidad de otro
insumo. De igual forma ineficiencia técnica representara desperdicio o despilfarro. Si se
desea profundizar en éstas definiciones, puede consultarse la bibliografia [4] de este
trabajo.

Hemos comentado ya que la puntuacion o calificacion de la medida de eficiencia de
cada unidad de decisién se encuentra en un valor entre cero y uno. Este valor es una
proporcion entre las salidas/entradas. Es decir, una razén de las salidas sobre las
entradas.

Para ilustrar ésta razén o proporcién de salidas/entradas, nos referiremos como ejemplo
a la definicion de eficiencia usada en Ingenieria y Ciencias, que nos ilustra con una
muestra sobre combustion: “Eficiencia es la proporcion de la cantidad de calor liberada
por un combustible en un dispositivo o aparato, en relacién con la maxima cantidad de
calor o energia que podria ser liberada por éste combustible”. En simbolos, esto
significa: E=y./y, ,donde y,= maxima cantidad de calor que puede obtenerse de

una entrada. En éste caso la entrada es el combustible y y, = estimacion de la cantidad

de calor obtenida de este mismo combustible por el dispositivo o aparato en el momento
que se esta evaluando.

Otro ejemplo es el caso de la evaluacion de un horno que una empresa ha fabricado y
que posteriormente saldra a la venta. El desempefio de éste horno se evaluaria
comparandolo con un horno que cumpliera con los estandares de calidad establecidos
para considerarlo como “Eficiente”; obteniendo un valor de uno cuando la medida de
calor obtenido del horno es igual a la medida de calor obtenida del horno que se ha
calificado como “Eficiente”.

Para profundizar sobre la definicion de eficiencia en el area de ingenieria, referirse a la
fuente bibliografica [5].

La teoria DEA involucra otros factores como los costos, y extiende el significado de
“razon o proporcion de las salidas entre las entradas”, a multiples salidas sobre multiples
entradas de datos.

Asi, la teoria “Data Envelopment Analysis” identifica a las Unidades de Toma de
Decisiones que tienen el mejor desempeno o que son eficientes de entre un conjunto de
unidades, para ponerlas como un marcador o récord de medida de eficiencia mas alta.
Por ejemplo, un récord de produccion obtenido por una fabrica.

Esto puede identificarse representando por medio de un punto en una “Frontera de
Eficiencia" a estas unidades de decision; en donde también se asigna un valor entre 0 y
1 a las restantes unidades de toma de decisiones, es decir: 0< E <1, siendo E =
Eficiencia. La calificacion que se les asigna dentro de este ultimo valor se obtiene de la
comparacion del desempefio de éstas unidades restantes con las unidades eficientes
que se encuentran en la “Frontera de Eficiencia”.
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Esta medida de eficiencia refleja una serie de insumos que producen este récord mas
alto de eficiencia, por lo que llamaremos “multiplicadores” a ciertos insumos,
aportaciones o entradas. Estos multiplicadores pueden usarse para evaluar cambios en
el nivel de eficiencia de una unidad de toma de decisiones, que tendra también cambios
en sus correspondientes entradas o salidas. Asi, éstos multiplicadores pueden usarse
para llevar a cabo “Analisis de sensibilidad” para determinar cambios en todos los datos
que podrian dar como resultado un cambio en la clasificacion de “eficiente” a
“ineficiente” o viceversa, para cualquier Unidad de Toma de Decisiones. Puede
identificarse de ésta forma un rango permisible en la variacion de los datos, sin que
ocurra algun cambio en la calificacion de eficiencia de una unidad de toma de
decisiones. Este rango es llamado “rango de estabilidad” de los datos, y se asocia con
cualquier unidad de toma de decisiones en particular.

Como mencionamos anteriormente, existen otras definiciones de eficiencia usadas en
otras disciplinas, tal es el caso de la conocida definicion de eficiencia llamada
“Optimalidad de Pareto” usada en Economia, la cual dice: “Un punto 6ptimo de Pareto
es el maximo beneficio econémico definido como una posicion, en una economia o
sistema econdmico, de la cual es imposible mejorar cualquier beneficio al variar la
produccion o intercambio sin perjudicar algun otro beneficio”. Si se desea profundizar en
ésta definicién de eficiencia, se recomienda consultar la bibliografia [3] y [4] de éste
trabajo.

Esta definicion establece una base para una economia de bienestar comun, en la que
una reforma econdmica antes de ser adoptada se somete a juicio para determinar si
aumenta el bienestar de algo sin empeorar el beneficio de otros.

Posteriormente ésta definicion se extendié a las “economias de produccion” [3]
introduciendo precios de eficiencia (multiplicadores), para llevar a la produccion e
intercambio a una posicién similar al punto 6ptimo de Pareto. Este planteamiento es
también explorado en la teoria Data Envelopment Analysis por medio de la definicién de
eficiencia de “Pareto-Koopmans” [2].

Las aparentemente diferentes definiciones de eficiencia de Ingenieria y Ciencias y la de
Pareto-Koopmans, estan matematicamente relacionadas la una con la otra por medio
del “Teorema de Dualidad” de programacion lineal, el cual desarrollaremos ampliamente
en el siguiente capitulo de este trabajo. Para precisar ésto de otra manera: hay un
problema que es dual al usado cuando se implementa la definicion de eficiencia de
ingenieria; la cual emplea los mismos datos de manera diferente para alcanzar la
medida de eficiencia de Pareto-Koopmans. Entonces en sus correspondientes minimo y
maximo valores, las medidas de eficiencia de Pareto-Koopmans y la de ingenieria son
iguales.

Este problema dual utiliza una variante al beneficio 6ptimo en la definicion de eficiencia:

Definicién de Pareto Koopmans de Eficiencia.- El desempefio de una Unidad de

Toma de Decisiones es eficiente si y so6lo si no es posible mejorar cualquier entrada o
salida (insumo o utilidad) sin afectar 6 empeorar cualquier otra entrada o salida [2] o.

Tenemos ademas la siguiente definicion:
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Definicion de Ineficiencia.- El desempefio de una Unidad de Toma de Decisiones no

es eficiente si y sdlo si es posible mejorar alguna entrada o salida (insumo o utilidad) sin
afectar o empeorar alguna otra entrada o salida [2] o.

De esta manera, puede clasificarse a una Unidad de Toma de Decisiones como
ineficiente, si y solo si las coordenadas del conjunto de entradas-salidas seleccionado
de esta unidad, no se encuentran en la “Frontera de Eficiencia”. A la inversa, los puntos
geométricos asociados con el desempefio de la Unidad de Toma de Decisiones que
sera evaluada con la teoria DEA, seran eficientes si y solo si estan en la Frontera de
Eficiencia.

La definicion de eficiencia del area de Ciencias e Ingenieria citada anteriormente,
involucra ademas el maximizar una relacion de entradas-salidas, sujeta a un conjunto de
restricciones en forma de desigualdades teniendo como limite a la unidad en sus
posibles valores. Este problema no convexo y no lineal puede ser reemplazado por un
problema de programacion lineal; cuya solucién puede obtenerse facilimente por medio
del empleo de software para resolver problemas de programacion lineal.

La utilizacion de la relacién dual de la programacién lineal para abarcar las dos
diferentes definiciones de eficiencia descritas anteriormente, le otorga a la teoria DEA
una gran versatilidad y habilidad, convirtiéndola en una potente herramienta para su
amplia aplicacion a una gran diversidad de problemas.

La Teoria DEA (Data Envelopment Analysis) también nos da la posibilidad de identificar
ineficiencias tanto en las entradas (recursos) como en las salidas (beneficios), en cada
Unidad de Toma de Decisiones. La programacioén lineal (y matematica) de modelos y
métodos que usa la Teoria DEA elabora sus evaluaciones a partir del desempefio, y por
tanto revierte la manera usual en la cual se usan los modelos de programacion.

Esto ha conducido a nuevos resultados ademas de nuevas admisiones de uso en otras
partes de la literatura en programacion; por lo que este uso en programacion lineal ha
conducido ademas a nuevos principios de inferencia a partir de datos empiricos dirigidos
a obtener las mejores evaluaciones para cada una de las entidades (o actividades) en
una coleccion de entidades. Este hecho contrasta con el habitual enfoque de la
Estadistica, en la obtencion del promedio 6 media de los datos.

De esta manera las evaluaciones efectuadas usando la teoria DEA identifican los
recursos e ineficiencias en cada entrada y cada salida para cada entidad, mientras
proveen una medida global de eficiencia para cada entidad o actividad de interés.

En este sentido hacemos también una importante diferenciacion en el significado de los
términos “Efectividad y Eficiencia”, definiendo a ambas de la siguiente manera:

Efectividad: “La Habilidad para precisar y alcanzar metas” [2] o.
Eficiencia: “Beneficios garantizados con los recursos utilizados” [2] o.

Asi, Efectividad (o Eficacia) se refiere a la realizacion de metas, que en contraste con la
definicion de Eficiencia, no hace alusién a los recursos utilizados.
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El analisis de sensibilidad en la Teoria DEA, nos lleva a hacer estudios en los que se
consideran rangos en los cuales un solo dato puede variar sin alterar la evaluacion de
una Unidad de Toma de Decisiones y métodos para examinar el efecto resultante en la
evaluacion de una Unidad de Toma de Decisiones al variar todos los datos
simultaneamente. Por ejemplo empeorar el desempefio de una unidad de Toma de
Decisiones, modificando los datos de salidas-entradas para unidades eficientes, o
mejorar el desempefio de una unidad ineficiente, al variar sus datos de salidas-entradas.

El analisis de sensibilidad no sélo se ocupa de la variacion de los datos en las salidas-
entradas, sino que ademas propone la eliminacion de algunos datos o la introduccion de
algunos otros datos de manera adicional, para ser tomados en cuenta.

.3 Estudio General de la Teoria DEA

El estudio de la Teoria Data Envelopment Analysis, como anteriormente mencionamos,
tiene que ver con evaluaciones de desempefio y con la evaluacién de actividades de
organizaciones, empresas, instituciones educativas, dependencias gubernamentales,
etc. Estas evaluaciones toman una variedad de formas en los analisis habituales, por
ejemplo el costo por unidad producida, utilidad por unidad, beneficio obtenido, etc. Estas
son medidas establecidas en forma de proporcion, relacion o razén como la siguiente:

salidas  produccion,rendimiento,utilidad ,objetivo,bienes

(1.3.1)

entradas insumos, recursos

Esta es una medida de eficiencia comunmente usada. Esta medida usual de
productividad supone ademas una razén, relacion o proporcion cuando se usa para
evaluar el desempefio de un trabajador. La establecemos como “produccion por hora-
trabajador”, o “produccion por trabajador”. Estos son ejemplos en ventas, utilidades u
otras medidas de rendimiento, las cuales aparecen en el numerador de la relacion
(1.3.1).

Estas medidas a veces son referidas como “medidas parciales de productividad”, esta
terminologia se distingue del “Factor Total de Medidas de Productividad”, en que éste
ultimo factor total trata de obtener una relaciéon de salidas — entradas en la cual se
tomen en cuenta todas las salidas (beneficios, utilidades, rendimientos, producciones,
objetivo), y todas las entradas (insumos, recursos) combinando todas las entradas y
todas las salidas para obtener una sola relacién que no tenga ganancias atribuibles a un
factor o alguna otra aportacién fuera de la actividad “natural” de la empresa, como por
ejemplo un aumento en el capital 0 una mejora en la administracion, podrian
erroneamente ser atribuidas a la actividad “natural” de la empresa.

Sin embargo al identificar los elementos que forman parte de este “Factor Total de
Medidas de Productividad”, podrian tenerse ciertas dificultades en la eleccion de las
entradas y salidas a ser consideradas y las contribuciones que deben tomarse en
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cuenta para obtener una relacion de una sola salida a una sola entrada, que se reduzca
a la expresion de la forma (1.3.1).

Es decir, se presentan problemas y limitaciones cuando se trata de evaluar la
productividad o eficiencia cuando deben tomarse en cuenta multiples entradas y salidas.
La teoria de DEA utiliza programacion matematica, con la cual puede manejar un gran
numero de variables y relaciones (restricciones). Esto diminuye los requerimientos que
se presentan cuando existe la limitante de escoger so6lo pocas entradas y salidas. Se
manipulan de manera mas simple los problemas complejos.

Para tener un primer acercamiento a esta teoria, plantearemos el caso de la relacion
entre una sola salida y una sola entrada referida en la tabla (1.3.1). Veamos el siguiente
ejemplo:

Supongamos que existen 8 sucursales de una tienda departamental, las cuales
identificamos con letras de la A a la H, en la siguiente tabla:

Tienda A B C D E F G H
Empleados 2 3 3 4 5 5 6 8
Ventas 1 3 2 3 4 2 3 5
Ventas/Empleados | 0.5 1 0.667 0.75 0.8 0.4 0.5 0.625

Tabla 1.3.1 Se tiene un solo concepto de salida o utilidad, en relaciéon con un solo concepto de entrada o
recurso.

El nimero de empleados y ventas (medidas en $100,000 de pesos) esta registrado en
cada columna. La ultima linea de la tabla muestra las ventas por empleado, una medida
de productividad frecuentemente usada en disciplinas como la administracion y el
anadlisis de inversiones. Podemos notar que aplicando la expresion (1.3.1), los
resultados pueden tratarse en un contexto mas general de “Eficiencia”, ya que con esta
medida o relacidon, podemos identificar a la tienda B como la mas eficiente y a F como a
la menos eficiente.

Representemos estos datos en la figura 1.3.1 trazando el numero de empleados en el
eje horizontal y las ventas en el eje vertical. La pendiente de la linea que pasa por el
origen se intersecta con el punto que representa a la tienda cuya relacion de
ventas/empleados es igual a uno. Llamaremos a esta linea la “Frontera de Eficiencia”.
Esta frontera toca al menos un punto (B) y los puntos restantes estan por debajo de la
linea. EI nombre “Data Envelopment Analysis” (DEA) viene de esta propiedad, porque
tal frontera “Envuelve o involucra” a estos puntos.
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Figura 1.3.1 Sucursales de una tienda departamental.

Al ver estos datos estariamos tentados a hacer una regresién lineal (método de la
estadistica) que se ajuste a los datos. La linea punteada en la figura 1.3.2 nos muestra
la recta de regresion lineal, la cual pasa también por el origen. La ecuacién de regresion
lineal es la siguiente: y =0.622x .
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Figura 1.3.2 Regresion Lineal vs. Frontera

Esta linea, determinada por el método estadistico llamado regresién lineal, nos indica la
“‘media” de éstos puntos, por lo que podriamos definir como “excelentes” a los puntos
arriba de ésta, e inferiores o insatisfactorios a los puntos que estan bajo la linea.
Podriamos medir la excelencia o inferioridad de estos puntos por la magnitud de la
desviacion de ésta linea punteada. Por otra parte, la linea que hemos llamado “Frontera
de Eficiencia” nos muestra el desempefio de la mejor tienda (B) y nos da la posibilidad
de medir la eficiencia de las otras tiendas por medio de las desviaciones con respecto a

ella.
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Por lo tanto existe una diferencia fundamental entre la regresién lineal, perteneciente al
area de la Estadistica y el analisis con la teoria “Data Envelopment Analysis” (DEA); ya
que el analisis estadistico de regresion lineal nos refleja el promedio o tendencia central
sobre el comportamiento de los datos, mientras la teoria DEA trata con el mejor
desempefio y evalua todos los desempefios por las desviaciones de los datos con
respecto a la linea llamada “Frontera de Eficiencia”.

Ambos puntos de vista, tanto de la regresion lineal como de DEA, tienen grandes
diferencias en sus conceptos cuando se usan como métodos de evaluacién. Se trata de
diferentes enfoques para analizar y plantear cdmo pueden hacerse mejoras a un
problema o planteamiento; ya que mientras la teoria DEA identifica un punto como B,
para hacer referencia a él como un “récord de eficiencia” o “marca de eficiencia” y
buscar mejorias teniéndolo como meta a alcanzar por los demas puntos (Unidades de
Toma de Decisiones); por otra parte el planteamiento estadistico promedia al dato B con
las otras observaciones (datos), tomando en cuenta también a F para sugerir donde
podrian hacerse mejoras.

No es razonable tampoco creer que la linea de eficiencia se extendera al infinito, con la
misma pendiente. Analizaremos este problema conforme usemos diferentes modelos de
DEA. Sin embargo asumimos que ésta linea es eficaz en nuestro rango de interés y
asumiremos también en algun momento que es la linea de constantes regresos a
escala; mas adelante nos referiremos a esto.

Retomando nuestro sencillo ejemplo, el resto de las tiendas comparadas con la tienda B
son ineficientes. Podemos medir la eficiencia de las otras tiendas con relacién a la
tienda B como sigue:

0 < Ventas por Empleado de otras Tiendas <1 (1.3.2)
Ventas por Empleado de la Tienda B

Y ponerlas en el siguiente orden en relacién con los resultados mostrados en la tabla
1.3.2

1=B>E>D>C>H>A=G>F=04

Asi interpretamos que siendo F la de peor desempefio, obtiene 0.4 X 100% = 40% de la
eficiencia de B. podemos ver estos resultados en la tabla 1.3.2

Tienda A B C D E F G H

Eficiencia 0.5 1 0.667 0.75 0.8 0.4 0.5 0.625

Tabla 1.3.2 Eficiencia de cada tienda en relacién con la tienda B.
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Nos enfrentamos ahora con otra situacion: ;Cémo hacemos que las tiendas restantes
sean eficientes?, ; Como llevarlas a la frontera de eficiencia?.

Por ejemplo, puede mejorarse la actuacion de la tienda A mostrada en la figura 1.3.3, de
varias maneras: Una es reduciendo las entradas que es el nimero de empleados hacia
A1 con coordenadas (1,1) sobre la frontera de eficiencia y otra manera es incrementando
las salidas, aumentando las ventas (recordemos que estan dadas en unidades por
$100,000), hacia Ay(2,2). Cualquier punto sobre el segmento de linea 4,4, nos ofrece
una oportunidad de hacer mejoras, asegurandonos de que nuestras entradas o

recursos no se incrementen, y que nuestras salidas o utilidades no disminuyan al hacer
a la tienda eficiente.

FRONTERA EFICIENTE

3.5

2.5 1
A2

VENTAS

Ty
T ‘7-)4

0.5 4

o 0.5 1 16 2 20 2 3.5
EMPLEADOS

Figura 1.3.3 Mejoras a la tienda A

Este ejemplo muy simple nos lleva de las razones o proporciones mostradas en la tabla
1.3.1, hasta la razén de razones o proporcion de proporciones mostrada en la tabla
1.3.2. Esto nos conduce a su vez a un importante punto: Los valores en la tabla 1.3.1
dependen de las unidades de medida utilizadas, no siendo éste el caso en la tabla 1.3.2.
Por ejemplo, si las ventas se fijaran en unidades de $10,000, la razén o proporcion de F

cambiaria de §:0.4 a 250:4; sin embargo el valor en la tabla 1.3.2 permaneceria sin

cambio en ;:):0.4 , ya que también la eficiencia de la tienda B estaria dada por :

30 . ST , , .
Y 10; y el marcador o récord de eficiencia relativa asociado con F no se afectaria por

la elecciéon de una unidad de medida diferente.

Esta propiedad, a menudo conocida como “Invariancia de Unidades” es muy importante
tenerla en cuenta, al igual que se tiene en cuenta en el area de ciencias (principalmente
en la Fisica) [2].

Veamos nuevamente el ejemplo de ingenieria que mostramos en un principio, en la
definicion de eficiencia del campo de la ingenieria.
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Tenemos del campo de la combustidn la clasificacion de eficiencia de un horno, que se
obtiene por medio de la siguiente formula:

~

0<E ='r<I (1.3.3)
YR

Donde Y, = Calor obtenido de una unidad dada de combustible por el horno que se esta
evaluando.

Y, = Maximo calor que puede obtenerse de ésta misma entrada (o cantidad) de
combustible.

Tenemos que el maximo calor puede calcularse por medio de analisis quimico-fisicos
satisfactorios cuyos procedimientos salen fuera del alcance de éste trabajo. El punto
que queremos enfatizar aqui es que x, la cantidad de combustible usado debe ser la
misma, asi que, matematicamente:

o< L/x_Y o (1.3.4)
Y /x Y,

~
~

=

Por lo tanto, la férmula (1.3.3) se obtiene de una razdén de razones o proporcion de
proporciones que tiene invariancia de unidades.

Regresando a las razones o proporciones mostradas en la tabla 1.3.2 observamos que
ademas estos valores estan limitados entre cero y la unidad. Sin embargo las
variaciones registradas en esta tabla pueden deberse a un exceso en la cantidad de
entradas, o una deficiencia en las salidas, razén por la cual haremos uso de formulas
como la (1.3.4), misma que esta restringida s6lo al caso de una salida y una entrada. Si
tenemos el caso de multiples entradas y salidas, podriamos confundirnos en el concepto
de “Factor de Produccion Parcial” y “Factor de Produccion Total”, como medidas. Por lo
que ahora trataremos el caso de dos entradas y una salida.

Veamos la tabla (1.3.3), en la cual se muestra ahora el desempefio de 9
supermercados, cada uno con dos entradas (recursos o insumos) y una salida (utilidad o
beneficio).

La entrada x, es el numero de empleados (en unidad: 10), la entrada x, es el area o
piso (unidades: 1000m?). De salidas tenemos a las ventas identificadas como “y”

(unidades: $100,000). Estas ventas son llevadas a la unidad, bajo la concepcion de
‘rendimientos constantes a escala”.

Hagamos aqui un pequefio alto para aclarar éste concepto: En Economia esto significa
que si estamos utilizando cierta cantidad de factores, representada por un vector de
factores “x” (trabajo, maquinas, horas-hombre, etc.) para obtener un determinado nivel
de produccién “y”, podemos aumentar o reducir todos los factores en una proporcion

para aumentar o reducir el nivel de produccion en una determinada cantidad. Si esto es
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posible, decimos que la tecnologia de la empresa muestra rendimientos constantes de
escala. Si se desea profundizar en esto ultimo, se recomienda consultar la bibliografia
[3] de este trabajo.

Volviendo a nuestro ejemplo, tenemos que los valores de entrada son ajustados (o
normalizados) para obtener una unidad en las ventas.

Tienda A B C D E F G H I
Empleados | x4 4 7 8 4 2 5 6 5.5 6
Superficie | | 3 | 3 | 1 > | 4 | 2 | 4 | 25 | 25

de piso

Ventas y 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Tabla 1.3.3 Caso de dos Entradas y una salida

Ahora tomamos a las dos entradas y a la salida, de la siguiente forma:

Entrada x¢/saliday y Entradax,/ Saliday

Como ejes en la Figura 1.3.4:

CONJUNTO DE FACTIBILIDAD

5 -
w
E P Ek G,
— f)
=L 2 A Frontera 1=} =5
g Eficiente
=L 1 c

0 T T T T 1

o} 2 4 s} 8 10
EMPLEADOS f VENTAS

Figura 1.3.4 Caso de 2 entradas y 1 salida.

Desde el punto de vista de la eficiencia, es natural considerar tiendas que usan menos
entradas para obtener una salida como mas eficientes, por consiguiente identificamos
la frontera eficiente como la linea que conecta a los puntos C, D y E. No discutimos el
orden de acomodo entre estas tres tiendas, sino simplemente vemos que_no hay puntos
en la linea de frontera que puedan mejorar uno de los valores de entrada sin empeorar
otro. Pueden involucrarse o “envolverse” todos los datos dentro de la region junto a la
linea de frontera y la linea horizontal que pasa por el punto C y la linea vertical que pasa
por el punto E.

Llamamos a ésta region el conjunto factible de producciéon. (mas adecuadamente,
podria llamarse conjunto de factibilidades de produccion lineal, puesto que esta




20

garantizado que el limite de ésta regidn sea lineal, por ejemplo, formado por segmentos
como el segmento que conecta E y D, y el que conecta a D y C). Esto significa que los
pu