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A José Luis, mi madre y mi hermano.





—On ne connâıt que les choses que l’on apprivoise, dit le renard.
—Qu’est-ce que signifie « apprivoiser » ?
—C’est une chose trop oubliée, dit le renard. Ça signifie « créer des
liens... »

Antoine de Saint-Exupéry, Le Petit Prince
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Introducción

La Topoloǵıa Diferencial y la Geometŕıa Algebraica han sido dos ramas de las
matemáticas que se han desenvuelto ampliamente en el siglo XX, tanto como
áreas independientes como relacionadas con otras ramas de las matemáticas. Una
de las interacciones entres estas dos áreas que ha resultado sumamente fruct́ıfera
es la que concierne a los aspectos topológicos de la Teoŕıa de Singularidades.

El término singularidad se utiliza a menudo en distintas ramas de las ma-
temáticas para reflejar una situación que es contraria a algo que se entiende como
regular.

En particular, para la Geometŕıa Algebraica (la cual estudia espacios y apli-
caciones definidos por polinomios o ecuaciones anaĺıticas) tenemos que, dado un
espacio definido por polinomios (al cual llamaremos conjunto algebraico) podemos
distinguir dos tipos de puntos: los regulares (aquellos donde la diferencial de los
polinomios que definen al conjunto alcanza su rango máximo) y los singulares
(todos aquellos puntos que no son regulares).

Entonces, los conjuntos algebraicos se han estudiado a través de la historia
desde dos diferentes puntos de vista: global y localmente. El punto de vista global
es uno de los enfoques de la Geometŕıa Algebraica y un ejemplo de los problemas
que se han resuelto es el siguiente:

En la década de los 50, Hassler Whitney demostró que la parte regular de
un conjunto algebraico irreducible (real o complejo) es una variedad diferenciable
(ver [53]) y más adelante, John Nash demostró que una variedad diferenciable
cerrada puede verse dentro de la parte no singular de un conjunto algebraico
irreducible real; es decir, que el encaje diferencial de una variedad diferenciable
puede ser aproximado por un encaje algebraico (ver [34]).

Esto nos lleva a pensar en el punto de vista local; dada una vecindad de
un punto regular, dicha vecindad se ve como un abierto de Rn; la pregunta que
podemos hacernos entonces es: ¿Cómo es la topoloǵıa de una vecindad de un punto
singular?

Esta cuestión ha fascinado a un gran número de matemáticos y mediante una
interacción entre la Topoloǵıa y la Teoŕıa de Singularidades, se ha tratado de saber
cómo se “ve” un conjunto algebraico cerca de las singularidades.

Entonces tenemos dos casos: el primero es cuando la dimensión del conjunto
de puntos singulares es mayor que cero, lo cual sucede para la mayoŕıa de los
conjunto algebraicos reales; por ejemplo, en la Figura 1, la ĺınea roja es la parte
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Figura 1: Sombrilla de Whitney: h(x, y) = (x, y2, xy) con x, y ∈ R

singular del conjunto algebraico y podemos ver que no todos los puntos de esa
ĺınea tienen vecindades que se vean como R2.

Por otra parte, tenemos las singularidades aisladas; éstas aparecen con facili-
dad cuando se trabaja con conjuntos algebraicos complejos; sin embargo, en los
reales no es común encontrar ejemplos; por ello, estudiar conjuntos algebraicos
reales con singularidades aisladas se ha convertido en una de las direcciones en
que se ha desarrollado la Teoŕıa de Singularidades; en particular, este trabajo
apunta en esa dirección.

Una de las herramientas para estudiar la topoloǵıa de una singularidad aislada
es la aureola de la singularidad, la cual puede definirse como la intersección de
una esfera centrada en la singularidad aislada y el conjunto algebraico en cuestión;
este objeto es importante ya que es un invariante topológico independiente no sólo
del radio de la esfera sino del encaje (en un sentido puramente algebraico) de la
variedad algebraica en Rn o Cn, lo que nos permite aplicar resultados topológicos
a regiones arbitrariamente cercanas a la singularidad. Esta herramienta fué intro-
ducida por Brauner en 1928 y Kähler la retoma reemplazando la esfera por un
polidisco.

Para darnos una idea de la importancia de la aureola de una singularidad,
podemos hablar de un resultado de John Milnor que se volvió fundamental para
el trabajo subsecuente en Topoloǵıa de Singularidades: el Teorema de fibración
de Milnor ; este resultado nos permite, mediante la Topoloǵıa Diferencial, propor-
cionar propiedades topológicas de la singularidad gracias a la información de la
aureola; por ejemplo, conexidad, tipo de homotoṕıa, etc.

Sumergiéndonos en la historia de este resultado, tenemos que Milnor escribió en
1966 un art́ıculo titulado “On isolated Singularities of hypersurfaces” (ver [30]),
en el cual presentaba una primera versión del Teorema de fibración; sin embargo,
cuando se dió cuenta de que pod́ıa reforzarse y de algunos resultados que pod́ıa
obtener, decidió no publicar dicho art́ıculo y el Teorema de fibración vió la luz
en 1968 en el libro “Singular points of complex hypersurfaces” (ver [31]), donde
además de este resultado pueden encontrarse diversos temas relacionados con
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la topoloǵıa de singularidades como son el que la aureola sea o no una esfera
topológica, las variedades de Brieskorn (las cuales veremos como ejemplo en el
Caṕıtulo 2), el caso clásico de las curvas en C2, etc.

Tenemos entonces dos versiones de este importante teorema, la versión com-
pleja:

Sea f : Cn → C una función anaĺıtica que se anula en el origen; sea K =
f−1(0)∩Sn−1

ε y sea ε0 > 0 tal que, para todos los puntos z ∈ Cn−V con |z| ≤ ε0,
los vectores z y grad log f(z) son linealmente independientes sobre los números
complejos ó

grad log f(z) = λz

con λ ∈ C− {0} tal que su argumento tiene valor absoluto menor que π
4
.

Teorema 0.1 ([31, Th. 4.8]). Sea ε < ε0; entonces Sn−1
ε − K es un haz fibrado

suave sobre S1 con proyección

φ(z) =
f(z)

|f(z)| .

Y la versión real:
Sea f : Rn → Rk una función polinomial que lleva el origen al origen y que

satisface la siguiente

Hipótesis. Debe existir una vecindad U del origen en Rn tal que la matriz
(∂fi/∂xj) tiene rango k para todo x ∈ U con x diferente del origen.

Se sigue que tenemos un conjunto algebraico

V = {x ∈ Rn|f1(x) = . . . = fk(x) = 0}
y que la intersección K = V ∩ Sn−1

ε es una variedad diferenciable de dimensión
n − k − 1 para un ε suficientemente pequeño (Como veremos en el Caṕıtulo 1).
Asumamos también que k ≥ 2.

Teorema ([31, Th. 11.2]). El complemento de una vecindad tubular abierta de K
en Sn−1

ε es el espacio total de un haz fibrado suave sobre la esfera Sk−1, donde cada
fibra F es una variedad suave compacta de dimensión n−k tal que la frontera ∂F
es difeomorfa a K.

Podŕıamos decir entonces que la versión real del Teorema de Fibración de Mil-
nor no es tan “fuerte” como la versión compleja pero justamente en los reales
carecemos de la estructura que tenemos en los complejos que nos da más infor-
mación.

Sin embargo hay familias de singularidades reales anaĺıticas que tienen pro-
piedades geométricas y topológicas similares a las de algunas singularidades com-
plejas e incluso estas familias de singularidades reales pueden ser definidas v́ıa la
geometŕıa compleja.
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Por ejemplo: Sea F una función real anaĺıtica definida por:

F : C3 ∼= R6 −→ C ∼= R2

(x, y, z) 7−→ xy(xp + yq) + zr

donde mcd(p, q) = 1 y 2 ≤ p, r; 2 < q ó 2 ≤ q, r; 2 < p. Lo que hacemos en este
trabajo es dar una descripción de la aureola de la singularidad de esta función (F
tiene una singularidad aislada en el origen) como variedad de Seifert.

Las variedades de Seifert (3-variedades que pueden “llenarse” con ćırculos aje-
nos de tal manera que cuando tomamos una vecindad de un ćırculo obtenemos
un toro con cierta estructura) fueron presentadas por primera vez por Seifert
en [47] en 1933, revolucionando la teoŕıa de 3-variedades de ese momento; en
los años venideros gente como Orlik ([40]), Raymond, Waldhausen, etc. traba-
jaron en la clasificación de estas variedades. Dicha clasificación ha sido posible
entre otras cosas usando invariantes que permitan decir cuándo dos variedades
de Seifert son equivalentes (en el sentido de [23, Def. 1.4]); estos invariantes son
llamados invariantes de Seifert y gracias al invariante conocido como número de
Euler (introducido por Neumann y Raymond ), se encontraron las conexiones
entre diferentes contextos en los cuales aparećıan las variedades de Seifert.

Un ejemplo de la importancia de estas variedades es que las variedades de
Seifert proporcionan los únicos casos en los cuales se observa que la unicidad de la
descomposición canónica en toros de una 3-variedad (descubierta por Johannson,
Jaco y Shalen) no puede ser establecida “a la ligera” (ver [19]).

Por supuesto que es en Teoŕıa de Singularidades donde nos interesa ver cómo
aparecen las variedades de Seifert; en este campo podemos encontrar trabajos de
Neumann ([35], [36], [37]); Orlik y Wagreich ([41], [42]); Orlik ([40]), por poner
algunos.

Regresando a nuestro problema, la descripción que damos de la aureola de
la singularidad de F incluye el calcular la caracteŕıstica de Euler y el género del
espacio de órbitas de la aureola (vista como variedad de Seifert); se debe entender
que este trabajo es un primer avance en los problemas que se desean atacar en el
Doctorado.

Algunas de los problemas que quedan por resolver son: calcular los invariantes
de Seifert de la aureola de la singularidad de F ; ver qué información nos puede
brindar en este caso el Teorema de fibración de Milnor, etc.

Es aśı que podemos resumir este trabajo de la siguiente manera:
En el Caṕıtulo 1, se dan algunas definiciones y resultados de geometŕıa al-

gebraica, topoloǵıa algebraica y topoloǵıa de singularidades que usaremos en los
caṕıtulos posteriores, como pueden ser: la aureola de una singularidad (y propie-
dades), haces vectoriales, homotoṕıa, homoloǵıa, cohomoloǵıa, caracteŕıstica de
Euler y clase de Euler, entre otros.

El principal tema del Caṕıtulo 2 son las fibraciones de Seifert; comenzamos
por estudiar el modelo de una vecindad t́ıpica de una variedad fibrada de Seifert:
el toro sólido fibrado, después definimos lo que es una orbidad (pues el espacio
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base de una fibración de Seifert es una orbidad de dimensión dos) y hablamos
entonces de fibraciones de Seifert, fibras excepcionales e invariantes de Seifert.
En la segunda parte del Caṕıtulo vemos la relación entre variedades fibradas de
Seifert y las S1-variedades de dimensión 3.

En el Caṕıtulo 3 presentamos dos familias de funciones reales anaĺıticas (una
familia es de funciones de R6 a R2 y la otra es de funciones de R4 a R2), probamos
que estas funciones reales anaĺıticas tienen punto cŕıtico aislado y ponemos en con-
texto este resultado; para ello se prueba que esta situación no sucede generalmente
y se menciona el Teorema de Fibración de Milnor.

Finalmente, es en el Caṕıtulo 4 donde se mencionan algunos resultados direc-
tamente relacionados con nuestro caso: para una función F como la que definimos
arriba, damos una descripción de la aureola de la singularidad de F como una
variedad fibrada de Seifert, además vemos a esta aureola como espacio total de
un cubriente ramificado de S3 (a la cual también vemos como variedad fibrada de
Seifert); describimos las fibras excepcionales de ambas variedades, definimos un
cubriente de orbidades entre los espacios de órbitas de las variedades fibradas de
Seifert y con ello, calculamos la caracteŕıstica de Euler y el género del espacio de
órbitas de la aureola de la singularidad de F .

Es nuestra intención continuar el estudio de este problema en la tesis doctoral y
hallar una generalización que nos de más información acerca de las singularidades
reales.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo veremos en cuatro secciones los conceptos y resultados de Geo-
metŕıa Algebraica, Topoloǵıa Algebraica y Topoloǵıa de Singularidades que usa-
remos más adelante.

1.1 Conjuntos algebraicos

En esta sección daremos la definición de un conjunto algebraico y veremos algu-
nas propiedades de estos conjuntos; para profundizar en el tema se recomienda
cualquier libro de Geometŕıa Algebraica como pueden ser [12], [18], [15] o [49]; por
nuestra parte, los resultados que damos pueden encontrarse en el primer caṕıtulo
de [31].

Sea F el campo de los números reales o el campo de los números complejos.

Definición 1.1. Un subconjunto V ⊆ Fn es llamado un conjunto algebraico
si V = Z(T ) es el lugar de los ceros comunes de todos los elementos de T , para
algún T ⊆ F[x1, . . . , xn].

Más adelante veremos que, de hecho, podemos asociar un ideal a un conjunto
algebraico.

Usando el hecho de que un campo es un anillo Noetheriano, podemos obtener
el siguiente resultado (ver [18, pag. 2]).

Proposición 1.2. Todo conjunto algebraico V puede ser definido por una colec-
ción finita de ecuaciones polinomiales.

En nuestro caso trabajaremos con conjuntos algebraicos definidos por una sola
ecuación a los cuales les llamamos hipersuperficies.

Definición 1.3. Un conjunto algebraico no vaćıo V ⊆ Fn es llamado irreducible
si no puede ser expresado como la unión de dos subconjuntos algebraicos propios.

1
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Definición 1.4. Dado cualquier subconjunto V ⊆ Fn, llamaremos I(V ) al ideal
asociado a V ; es decir,

I(V ) = {f ∈ F[x1, . . . , xn]|f(p) = 0 para todo p ∈ V }.
No es dif́ıcil ver que I(V ) es un ideal, sólo debe recordarse la definición de

ideal (ver por ejemplo [4, Ch. 1, Ex. 27]).
Sea V ∈ Fn un conjunto algebraico no vaćıo y sean f1, f2, . . . , fr un número

finito de polinomios generadores de I(V ); es decir,

I(V ) = (f1, f2, . . . , fr)

y para cada p ∈ V consideramos a la matriz (∂fi/∂xj) de tamaño r× n evaluada
en p, donde las dimensiones de esta matriz se deben a que son r polinomios y n
coordenadas.

Sea ρ el mayor rango que una matriz de éstas alcanza en un punto p de V , es
decir, nos fijamos en el rango de la matriz evaluada en cada punto y llamaremos
ρ al mayor de todos ellos.

Ahora podemos concentrarnos en uno de los conceptos más importantes de
este trabajo: las singularidades.

Definición 1.5. Sea V ⊆ Fn un conjunto algebraico irreducible, un punto p ∈ V
es llamado no singular o simple si la matriz jacobiana (∂fi/∂xj) alcanza su
máximo rango ρ al evaluarla en p, por el contrario, será llamado singular si

rango (∂fi/∂xj)|p < ρ .

Llamaremos Σ(V ) al conjunto de los puntos singulares de V .

Ejemplo 1. Sea f : R2 → R tal que f(x, y) = y2 − x2(x + 1) y sea V = Z(f),
entonces, el máximo rango de (−3x2−2x, 2y) es 1 y se alcanza en cualquier punto
(x, y) 6= (0, 0); de donde Σ(V ) = {(0, 0)} y cualquier otro punto de V es un punto
regular.

Definición 1.6. Sea f : Rn → Rk una función diferenciable, diremos que un
punto x ∈ Rn es punto cŕıtico de f si la diferencial de f , Dfx : TRn → TRk no
es sobreyectiva.

Sea debe notar que la definición que damos de punto singular no coincide con
la de punto cŕıtico de una función; en el ejemplo anterior, sucede que el punto
cŕıtico de la función es la singularidad; sin embargo en general esto no sucede
como puede verse en el ejemplo a continuación.

Ejemplo 2. Sean f1, f2 y f3 funciones de R3 a R dadas por:

f1(x, y, z) = y2 − x3 ,

f2(x, y, z) = z ,

f3(x, y, z) = y2 − x3 + z
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y sea V el conjunto algebraico definido por f1, f2 y f3; tenemos entonces que la
matriz jacobiana es 


3x 2y 0
0 0 1
3x 2y 1




de donde, todo punto en V es un punto cŕıtico de la función f : R3 → R3 dada
por f(x, y, z) = (f1(x, y, z), f2(x, y, z), f3(x, y, z)) y Σ(V ) = {(0, 0, 0)}; de manera
que Σ(V ) está contenido en el conjunto de puntos cŕıticos.

Nota 1. Es fácil ver que la Definición 1.5 no depende de la elección de los polino-
mios {f1, f2, . . . , fr} ya que éstos generan a I(V ). Aśı, si añadimos un polinomio
más, fk+1 ∈ I(V ), existen g1, g2, . . . , gr tales que

fk+1 = g1f1 + g2f2 + . . .+ grfr,

de donde la nueva fila correspondiente a fk+1 en la matriz será una combinación
lineal de las filas 1 a r.

Lema 1.7. El conjunto Σ(V ) es un subconjunto algebraico propio (posiblemente
vaćıo) de V .

Demostración. Sea {fi} una base para I(V ) y sea D(V ) el conjunto definido por:

D(V ) = {det(M)| M es una submatriz ρ× ρ de la matriz(∂fi/∂xj)} .
El conjunto de todos los puntos singulares es el conjunto de puntos de V en los
cuales los elementos de D(V ) se hacen cero, es decir,

Σ(V ) = V ∩ Z(D(V ))

donde Z(D(V )) es el conjunto de ceros de D(V ), esto es, el conjunto de puntos
donde det(M) = 0 para toda submatriz M de la matriz (∂fi/∂xj) de orden ρ× ρ.

Pero Z(D(V )) es un conjunto algebraico por definición y usando que la in-
tersección de dos conjuntos cerrados es un conjunto cerrado, tenemos que Σ(V )
es un conjunto cerrado. Por ende Σ(V ) es un conjunto algebraico y como existe
p ∈ V tal que

rango (∂fi/∂xj)|p = ρ,

se tiene que este punto es no singular, de donde Σ(V ) es subconjunto propio de
V .

Por otra parte, el resultado siguiente se encuentra en el art́ıculo clásico de
Whitney [53] y describe al conjunto de puntos simples de un conjunto algebraico.

Teorema 1.8 ([53, Th. 1]). Dado un conjunto algebraico irreducible V ⊂ Fn,
el conjunto M1 = V − Σ(V ) de los puntos simples de V forman una variedad
diferenciable no vaćıa. De hecho, esta variedad es anaĺıtica real (o compleja, según
sea el caso) y tiene dimensión n− ρ sobre F.
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Ejemplo 3. Sea f : Rn → R, definida por f(x1, . . . , xn) = x2
1 + . . .+ x2

n− 1 y sea
V el conjunto algebraico definido por

V = {(x1, . . . , xn)|f(x1, . . . , xn) = 0} ;

esto es, V = Sn. Tenemos entonces queDfx = (2x1, . . . , 2xn) (donde x = (x1, . . . , xn)),
de manera que el único punto singular de V seŕıa el cero, pero 0 /∈ V , por lo tanto,
Σ(V ) = ∅ y por el Teorema 1.8, Sn es una variedad diferenciable.

Ejemplo 4. Sea f : R2 → R, definida por f(x1, x2) = x2
2 − x3

1 y sea V el con-
junto algebraico definido por V = {(x1, x2)|f(x1, x2) = 0}; tenemos entonces que
Df(x1,x2) = (2x2, 3x

2
1); de donde Σ(V ) = {(0, 0)} y aśı, M1 se ve como en la Figura

1.1 donde no estamos tomando al punto (0, 0). Mediante una parametrización se
puede ver que M1 es una variedad diferenciable.

Figura 1.1: V = {(x1, x2)|x2
2 − x3

1 = 0}

1.2 Aureola de una singularidad

En esta sección veremos el concepto de aureola de una singularidad; la aureola es
un invariante que nos permitirá estudiar la topoloǵıa de una singularidad, el cual
fue usado fuertemente por Brauner al estudiar la topoloǵıa de singularidades de
curvas. Referencias a este concepto pueden encontrarse en [8] o [14] entre muchos
otros; los resultados que aqúı presentamos son de [31] y [13].

El siguiente resultado se puede encontrar como [31, Corollary 2.8] junto con
su demostración.

Lema 1.9. Una función polinomial g sobre M1 = V −Σ(V ) puede tener a lo más
un número finito de valores cŕıticos.

Sea p0 un punto en M1 o un punto aislado de Σ(V ); entonces definamos la
función i : M1 → Fn tal que i(p) = p y una función polinomial r : Fn → F de la
siguiente manera:

r(p) = |p− p0|2;
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de donde, Drp : TpFn → TpF ∼= F. Usando el Lema 1.9 sabemos que r tiene un
número finito de valores cŕıticos; de manera que, sea ε tal que cumple las dos
siguientes condiciones:

a) El valor ε2 es menor que cualquier valor cŕıtico positivo de r|M1 ; es decir, ε2 es
un valor regular de r|M1 y

b) la intersección r−1(ε2) ∩ Σ(V ) = ∅.

Por las condiciones que cumple p0, sabemos que podemos encontrar dicho ε y
de la propiedad (a) obtenemos que Drp es sobreyectiva para todo p ∈ r−1(ε2).

Proposición 1.10. Sea V ⊂ Fn cualquier conjunto algebraico y sea p0 cualquier
punto en M1 o un punto aislado de Σ(V ). Toda esfera Sε con centro en p0, con ε
suficientemente pequeño (esto es, que cumpla las condiciones (a) y (b)) es trans-
versal a M1.

Demostración. En primer lugar, consideremos la siguiente composición:

M1
i // Fn r // F;

tomemos un punto q ∈M1∩Sε (de manera que podamos aplicar esta composición)
y veamos que la diferencial de r ◦ i está dada como:

D(r ◦ i)q : TqM1
Diq // TqFn

Drq // F .

Entonces tenemos que D(r ◦ i)q es sobreyectiva, pues q ∈ Sε.
Lo que queremos demostrar es que:

TqM1 + TqSε = TqFn .

donde TqM1 = Diq(TqM1), TqSε = Ti(q)Sε y TqFn = Ti(q)Fn.
Aśı, procederemos por contradicción:
Supongamos que

TqM1 + TqSε 6= TqFn;

además tenemos que dim(Sε) = m−1, por lo que dim(TqSε) = m−1; aśı, si existe
un vector en TqM1 que no está en TqSε, dicho vector, junto con una base de TqSε
nos da un espacio de dimensión m, con lo que

TqM1 + TqSε = TqFn.

Entonces para todo vector v ∈ TqM1 tal que v ∈ TqSε; al evaluarlo con Drq, ob-
tenemos que Drq(v) = 0 (ya que cada curva en la esfera tiene como imagen bajo
r al punto ε2 y el vector tangente a un punto es el vector 0).
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Figura 1.2: V = {(x, y, z)|−5(x2y+x2z+y2x+y2z+z2x+z2y)+2(xy+xz+yz) = 0}

Pero, ya que la diferencial de la identidad es la identidad, Diq(v) = v para
todo vector en TqM1, por lo que:

D(r ◦ i)q(v) = Drq(Diq(v)) = Drq(v) = 0

para todo v ∈ TqM1; pero esto nos dice que D(r ◦ i)q es la transformación idénti-
camente cero, de donde, no es sobreyectiva, lo cual es una contradicción; por lo
tanto,

TqM1 + TqSε = TqFn;
es decir, Sε es transversal a M1.

Entonces, por el Teorema de Transversalidad (ver[17, página 30]), el cual dice
que la intersección transversal de dos subvariedades es una subvariedad, obtenemos
el siguiente corolario:

Corolario 1.11. Toda esfera Sε con centro en p0, suficientemente pequeña (es
decir, que ε cumpla las condiciones (a) y (b)), intersecta a V en una variedad
diferenciable (posiblemente vaćıa).

Ahora definimos la aureola de una singularidad de la siguiente manera:

Definición 1.12. Dado un conjunto algebraico irreducible V con una singularidad
aislada p0 y dada una esfera Sε centrada en p0 y tal que cumple las condiciones
de la Proposición 1.10, llamaremos aureola de la singularidad p0 al conjunto

Kε = M1 ∩ Sε = V ∩ Sε .

Ejemplo 5. Sea f : R3 → R definida como

f(x, y, z) = −5(x2y + x2z + y2x+ y2z + z2x+ z2y) + 2(xy + xz + yz)

y sea V = {(x, y, z)|f(x, y, z) = 0}, la cual podemos ver en la Figura 1.2 y sea
Kε = V ∩ S2

ε; podemos reconocer a Kε como el borde de la variedad en la figura
(pues lo que se ve en la Figura 1.2 es de hecho la intersección V ∩ B3

ε).
En este ejemplo, ε no cumple con las condiciones (a) y (b).
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Figura 1.3: La aureola K en rojo.

Entonces podemos preguntarnos qué propiedades interesantes tiene la aureola
Kε, para verlas, usaremos la siguiente condición extra a las condiciones (a) y (b):

c) el valor ε es tal que:

Bε ∩ Σ(V ) = {p0} ó Bε ∩ Σ(V ) = ∅ ;

se puede ver que esta condición implica a (b).

Aśı, dada la Definición 1.12, tenemos los siguientes resultados:

Teorema 1.13 ([31, Th. 2.10]). Para un ε tal que cumple la condición (c), la
intersección de V con la bola Bε es homeomorfa al cono sobre Kε = V ∩ Sε. De
hecho, la pareja (Bε,Bε ∩ V ) es homeomorfa a la pareja (cono(Sε), cono(Kε)).

Corolario 1.14. Dado ε tal que se cumplan el Corolario 1.11 y la condición (c),
la aureola K es independiente de dicho ε.

Lo que nos dice este corolario es que partiendo de un ε suficientemente pe-
queño, la aureola K seguirá siendo la misma salvo homeomorfismos; de hecho, se
sigue fácilmente de la prueba de este resultado que la aureola K seguirá siendo la
misma salvo difeomorfismos.

Si vemos la Figura 1.3, vemos la superficie del Ejemplo 5 pero ahora la esfera
Sε está centrada en una de las singularidades de la superficie y ε cumple las
condiciones (a) y (c); en esta figura podemos observar a K como la curva roja en
dicha figura.

Además, se puede ver que la aureola también es independiente del “encaje”
(en el sentido de [13, pag. 521]) del conjunto algebraico V en Rm si V es real,
o en R2m en el caso en que V sea un conjunto algebraico complejo. Para esto
necesitamos:
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Definición 1.15. Sea V un conjunto algebraico en Rm, sea X un subconjunto
compacto de V con V −X no-singular y sea α : V → R una función tal que

i) α es polinomial,

ii) α es propia,

iii) α(x) ≥ 0 para todo x ∈ V y

iv) α−1(0) = X;

entonces un subconjunto T con X ⊂ T ⊂ V es una vecindad algebraica de X
en V si T = α−1([0, δ]) para alguna función α y para algún δ > 0 más pequeño
que cualquier valor cŕıtico de α. (Ver [13, Def. 1.5]).

Supongamos por ejemplo que X = p es un punto singular aislado de V ; sea
α(x) = |x − p|2 para x ∈ V ; sea T = α−1([o, δ]); la frontera de la vecindad
algebraica T de p en V es lo que hemos llamado aureola de la singularidad p
en V .

Proposición 1.16 ([13, Prop. 1.7] Unicidad de vecindades algebraicas). Sean T1

y T2 vecindades algebraicas de X en V ; entonces, existe una familia continua de
homeomorfismos ht : V → V con 0 ≤ t ≤ 1 tal que:

i) el homeomorfismo h0 es la identidad,

ii) el homeomorfismo ht|X es la identidad para todo t,

iii) h1(T1) = T2 y

iv) h1 es un difeomorfismo C∞ de T1 −X sobre T2 −X.

De donde obtenemos que la aureola de una singularidad es independiente
no sólo del tamaño de la esfera que intersectemos con nuestra variedad algebraica,
sino además es independiente del encaje de la variedad algebraica en el espacio
ambiente.

1.3 Haces vectoriales

En esta sección veremos el concepto de haces vectoriales, los cuales usaremos en la
siguiente sección y en el Caṕıtulo 3; un haz vectorial es una construcción geométri-
ca que precisa la idea de una familia de espacios vectoriales parametrizada por un
espacio B (donde B puede ser un espacio topológico, una variedad diferenciable,
etc.) de tal manera que a cada punto de B le asociamos un espacio vectorial, de
manera que todos estos espacios vectoriales juntos formen un espacio E del mismo
tipo que B (es decir, un espacio topológico, una variedad diferenciable, etc.).

Nuestra principal referencia en esta sección son [10] y [3]; sin embargo, pueden
consultarse libros de topoloǵıa diferencial o de topoloǵıa algebraica como [21] y
[20], entre otros.
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Definición 1.17. Un haz vectorial real de dimensión n es una terna (E, π,B)
(a la cual se le llama haz vectorial sobre B) que consta de lo siguiente:

H1. Un espacio E llamado espacio total.

H2. Un espacio B llamado espacio base.

H3. una función π : E → B tal que π es continua y sobreyectiva, a la cual llama-
remos proyección.

H4. para todo x ∈ B se tiene que Ex := π−1(x) (la fibra sobre x) tiene la
estructura de un espacio vectorial real de dimensión n de manera que se
cumple que dado x ∈ B, existe una vecindad U de x para la cual existe un
homeomorfismo

f : π−1(U) → U × Rn (1.1)

tal que para todo u ∈ U
fu := f |Eu : Eu → {u} × Rn

es un isomorfismo de espacios vectoriales.

En algunas ocasiones escribiremos E en vez de (E, π,B) por simplicidad.

Ejemplo 6. Dada una variedad diferenciable M en Rm, los espacios tangentes
a M en varios puntos son subespacios vectoriales de Rm que generalmente se
traslapan uno sobre otro; el haz tangente T (M) es una herramienta usada para
considerarlos a cada uno por separado. Espećıficamente, T (M) es el subconjunto
de M × Rm definido por

T (M) = {(x, v) ∈M × Rm|v ∈ TxM} .
El espacio T (M) contiene naturalmente una copia M0 de M que consiste de todos
los puntos (x, 0).

Ejemplo 7. Una vez que hemos visto el haz tangente T (M) a una variedad
diferenciable M , también podemos definir el haz normal de M ; para cada x ∈M
definimos el espacio normal de M en x, NxM , como el complemento ortogonal
de TxM en Rm; entonces, el haz normal N(M) está definido por

N(M) = {(x, v) ∈M × Rm|v ∈ NxM} .
Definición 1.18. Dados dos haces vectoriales E y E ′ sobre un espacio base B,
diremos que una función continua f : E → E ′ es un homomorfismo de haces
si

E
f //

π
ÂÂ@

@@
@@

@@
E ′

π′~~}}
}}

}}
}

B

conmuta y se tiene que toda fx : Ex → E ′
x es lineal.
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Definición 1.19. Una sección del haz vectorial E
π // B es una aplicación

continua s : B → E tal que π(s(x)) = x para todo x ∈ B.

Ejemplo 8. Todo haz vectorial E tiene una “sección cero” dada por

B → E

x 7→ 0 ∈ Ex .

Los haces vectoriales no tienen, en general, secciones no nulas; es decir, seccio-
nes globales que sean distintas de cero en todo punto; de manera que su existencia
es uno de los problemas de los cuales se ocupa la teoŕıa de clases caracteŕısticas
(ver por ejemplo [33]).

Ejemplo 9 (Haz tangente de S2). Consideremos el haz tangente de la esfera
(TS2, π, S2), con espacio total

TS2 = {(t, v) ∈ S2 × R3|v ∈ TtS2} .

Este haz no tiene una sección no nula ya que de lo contrario tendŕıamos un
campo vectorial no nulo sobre S2 (lo cual sabemos que no es posible, ver [16,
Th 16.5]).

Definición 1.20. Dado un haz E, llamaremos rango de E a la dimensión de Ex
para algún x ∈ B y lo denotaremos por rango(E).

Definición 1.21. Sea E
π // B′ un haz vectorial sobre B′ y sea f : B → B′

una función continua. Definimos entonces un haz vectorial (f ∗E, f ∗π,B) al cual
llamaremos haz inducido por f :

f ∗E = {(x, e) ∈ B × E|f(x) = π(e)} ⊂ B × E

donde la aplicación f ∗π : f ∗E → B está dada por la proyección sobre el primer
factor; es decir, f ∗π(x, e) = x.

La proyección sobre el segundo factor nos da una aplicación f̃ : f ∗E → E tal
que el siguiente diagrama conmuta:

f ∗E
f̃ //

f∗π
²²

E

π

²²
B

f
// B′

Definición 1.22. Sea (E, π,B) un haz vectorial de rango n con E y B variedades
diferenciables. A una familia

o = {ox}x∈B
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de orientaciones 0x de las fibras Ex le llamaremos una orientación de E si para
todo punto x ∈ B existe una vecindad U y una función f que cumplen (1.1) de
manera que:

Eu = π−1(u)
fu // {u} × Rn ∼= // Rn

y tal que la orientación ou para cada u ∈ U es enviada a la misma orientación fija
en Rn.

Cuando tengamos un haz (E, π,B) junto con una orientación o, diremos que
E es un haz vectorial orientado.

Definición 1.23. Dado un haz vectorial (E, π,B) de rango n con E y B varie-
dades diferenciables, llamaremos métrica Riemanniana a una familia continua
de productos escalares

〈−,−〉x : π−1(x)× π−1(x) → R

para x ∈ B; esto es, una función continua

ρ : E ×B E = {(e, e′)|π(e) = π(e′)} → R

cuya restricción 〈e, e′〉 = ρ(e, e′) con e, e′ ∈ π−1(x), determina un producto escalar.

Teorema 1.24. Sea B un espacio paracompacto, entonces todo haz vectorial
(E, π,B) admite una métrica Riemanniana.

Demostración. Supongamos que π : E → B es un haz vectorial sobre un espa-
cio paracompacto B. Sea {Uλ} una cubierta abierta de B tal que se tiene un
homeomorfismo

fλ : EUλ
= π−1(Uλ)

∼= // Uλ × Rn

para todo λ; entonces podemos usar el producto escalar usual en Rn para definir
un producto escalar en cada fibra. Sea entonces, para cada x ∈ Uλ,

〈−,−〉λ,x : π−1(x)× π−1(x) → R

definido por

〈u, v〉λ,x = 〈fλ,x(u), fλ,x(v)〉 ,
donde fλ,x = fλ|π−1(x) y 〈−,−〉 representa el producto escalar usual en Rn.

Ya que B es un espacio paracompacto, entonces existe una partición de la
unidad {µλ} subordinada a la cubierta {Uλ} (ver [3, Th. 3]) y entonces definimos

ρ(u, v) = 〈u, v〉x =
∑

λ

µλ(x)〈u, v〉λ,x ,

lo cual define una métrica Riemanniana sobre (E, π,B).



12 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Por los teoremas [7, Th. 10.1] y [3, Th. 3] tenemos que una variedad diferen-
ciable es paracompacta; de donde,

Corolario 1.25. Sea B es una variedad diferenciable, entonces todo haz vectorial
(E, π,B) admite una métrica Riemanniana.

Definición 1.26. Sea (E, π,B) un haz vectorial de rango n con E y B variedades
diferenciables; entonces sabemos por el Corolario 1.25 que existe una métrica
Riemanniana sobre el haz que dota a cada fibra Ex con un producto escalar
〈−,−〉x que depende continuamente de x ∈ B. El haz de esferas asociado
al haz vectorial (E, π,B) y al cual denotamos por (S(E), π|S(E), B) es el haz
localmente trivial cuyo espacio total está definido como

S(E) = {y ∈ E|〈−,−〉x = 1, x = π(y)} .

Ejemplo 10 (Haz tangente unitario de S2). Consideremos el haz tangente de la
esfera (TS2, π, S2), entonces podemos definir el haz tangente unitario de S2 con
espacio total

S(TS2) = {v ∈ TS2| |v| = 1} ,
la misma proyección π, S2 como espacio base y con fibra S1. Esta haz es el haz de
esferas asociado al haz tangente del Ejemplo 9.

1.4 Homotoṕıa, Homoloǵıa y Cohomoloǵıa

En esta sección recordaremos algunos conceptos que nos serán de gran utilidad
más adelante; nosotros nos hemos basado en [51], pero también pueden consultarse
[3], [16], [24], entre otros para mayores referencias.

Recordemos entonces la definición de cono y suspensión de un espacio en la
categoŕıa de los espacios topológicos punteados.

Definición 1.27. Sea (X, x0) un espacio topológico punteado, definimos el cono
sobre X, (C(X), ∗) como el cociente

C(X) = I ×X/({0} ×X ∪ I × {x0}) ,

donde asumimos que el punto base de I es el cero. Usaremos la notación [t, x]
para la imagen de (t, x) ∈ I ×X en C(X).

Ejemplo 11. Sea X = Sn, entonces tenemos que C(Sn) = Dn+1 (ver Figura 1.4).

Tenemos entonces el siguiente resultado:
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Figura 1.4: El disco D2 como C(S1, ∗).

Teorema 1.28 ([51, Proposition 2.32]). Sea f : (X, x0) → (Y, y0) una función en-
tre espacios topológicos punteados y sea (C(X), ∗) el cono sobre el espacio (X, x0),
entonces existe una extensión f̂ : (C(X), ∗) → (Y, y0) de f si y sólo si f es nul-
homotópica.

X
f //

_Ä

²²

Y

C(X)
f̂

<<y
y

y
y

Definición 1.29. Sea (X, x0) un espacio topológico punteado, llamaremos la sus-
pensión de X al cociente C(X)/X y lo denotaremos por (S(X), ∗).

Figura 1.5: La esfera S2 como suspensión de S1.

Ejemplo 12. Sea X = Sn, entonces tenemos que (S(Sn), ∗) = Sn+1 (ver Figura
1.5).

Definición 1.30. Dados dos espacios topológicos punteados (X, x0), (Y, y0), de-
finimos la cuña (wedge) de ellos, X ∨ Y como:

(X × {y0}) ∪ ({x0} × Y ) ⊂ X × Y

y denotaremos como ∗ al punto base (x0, y0) de X ∨ Y .
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Figura 1.6: La cuña (wedge) D2 ∨ S2.

En la Figura 1.6 se ilustra la definición anterior.

Definición 1.31. Sea (X, x0) un espacio topológico punteado, definimos la apli-
cación ∆′ : X ∨X → X como:

∆′(x, x0) = x = ∆′(x0, x) .

Definición 1.32. Dadas dos funciones continuas

f : (X, x0) → (X ′, x′0) y

g : (Y, y0) → (Y ′, y′0) ,

definiremos la función f ∨ g : (X ∨ Y ) → (X ′ ∨ Y ′) como:

f ∨ g(x, y0) = (f(x), g(y0)) = (f(x), y′0)

f ∨ g(x0, y) = (f(x0), g(y)) = (x′0, g(y)) .

Definición 1.33. Sea Dk el disco de dimensión k, al cual pensaremos como el cono
C(Sk−1) y veamos a la esfera Sk como la suspensión S(Sk−1); definimos entonces
la función

α′ : C(Sk−1) ∼= Dk → (Sk ∨Dk) ∼= (S(Sk−1) ∨ C(Sk−1))

dada por:

α′[t, x] =

{
([2t, x], ∗) 0 ≤ t ≤ 1

2
,

(∗, [2t− 1, x]) 1
2
≤ t ≤ 1 .

Denotemos por [X,Y ] el conjunto de clases de homotoṕıa de aplicaciones de X
a Y . Análogamente, [X, Y ]∗ será el conjunto de clases de homotoṕıa de aplicaciones
punteadas de (X, x0) a (Y, y0), es decir, [X, Y ]∗ = [X, x0;Y, y0].
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Definición 1.34. Sea (X, x0 un espacio topológico punteado, entonces definimos
al k-ésimo grupo de homotoṕıa de (X, x0) como:

πk(X, x0) = [Sk, X]∗ .

Recordemos que, dada una aplicación continua f : (X, x0) → (Y, y0), ésta in-
duce un homomorfismo de grupos

f∗ : πk(X, x0) → πk(Y, y0) ,

definido por

f∗([g]) = [f ◦ g]
donde [g] es la clase de homotoṕıa de una aplicación punteada g : Sk → X y [f ◦g]
es la clase de homotoṕıa de la composición f ◦ g : Sk → Y .

Ejemplo 13. Los grupos de homotoṕıa de la esfera Sk son:

πi(Sk) =

{
Z si i = k

0 si i < k.

Los grupos πi(Sk) para i > k no se conocen completamente, muchos se han calcula-
do y su estudio continua siendo un tópico muy importante en topoloǵıa algebraica.

Entonces podemos dar una definición que generalizaremos más adelante:

Definición 1.35. Dada una función f : Sk → Sk, f induce un homomorfismo

f∗ : πk(Sk) → πk(Sk) ;

esto es, f∗ es un homomorfismo de Z en Z (ver Ejemplo 13); llamaremos a f∗(1)
el grado de f y lo denotaremos como grado(f).

Ahora recordemos algo de homoloǵıa y cohomoloǵıa; en este trabajo usaremos
la homoloǵıa y cohomoloǵıa celular por ser las que más convienen a nuestros
propósitos.

Sea B un complejo CW compacto; para cada i, el grupo de i-cadenas celulares
Ci(B,Z) es el grupo Abeliano libre generado por todas las i-celdas σ1, . . . , σn; es
decir, sus elementos son combinaciones lineales formales

a1σ1 + . . .+ anσn .

Para describir los homomorfismos frontera, usaremos la noción de coeficiente
de incidencia de las celdas.
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Definición 1.36. Sea α una (i− 1)-celda y sea

ψ : ∂Di → B(i−1)

la aplicación de pegado de una i-celda β. Esta aplicación induce una aplicación ψ
definida como:

ψ : ∂Di
ψ // B(i−1)

p // Si−1 ,

donde p es obtenida al contraer el (i− 2)-esqueleto B(i−2) en el (i− 1)-esqueleto
de B y además todas las (i− 1)-celdas, excepto α, a un punto.

Entonces el coeficiente de incidencia [β : α] de las celdas α y β es grado(ψ).

El significado geométrico del coeficiente de incidencia de las celdas α y β es
que muestra cuantas veces pasa la frontera de β a lo largo de la celda α.

Aśı, los homomorfismos frontera ∂i : Ci(B,Z) → Ci−1(B,Z) están dados por:

∂i(β) =
∑
αj∈B

[β : αj]αj ,

donde la suma se toma sobre todas las (i − 1)-celdas de B. Se puede ver (por
ejemplo en [16, Ch. 21]) que para cualquier i tenemos:

∂i ◦ ∂i+1 = 0 , (1.2)

es decir, los homomorfismos frontera ∂i aśı definidos convierten a la sucesión de
grupos Ci(B,Z) en un complejo de cadena.

Entonces definimos el i-ésimo grupo de homoloǵıa Hi(B,Z) como:

Hi(B,Z) =
ker ∂i

Im ∂i+1

.

Por otra parte, sea
Ci(B) = Hom(Ci(B),Z) ,

es decir, es el conjunto de homomorfismos de Ci(B,Z) a Z con sus n generadores
duales ϕ1, . . . , ϕn definidos por:

ϕi(σj) =

{
0 si i 6= j,

1 si i = j.

Dado un elemento ε ∈ Ci(B,Z) tal que ε = a1σ1 + . . . + anσn, tenemos que
ai = ϕi(ε); denotaremos 〈ε, σi〉 a la evaluación ϕi(ε).

Aśı, dado $ ∈ Ci(B,Z) y dado un elemento ε ∈ Ci(B,Z), podemos expresar
este elemento como:

$(ε) =
∑
σ

〈ε, σ〉$(σ) (1.3)
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Recordemos que, dada una cadena ξ ∈ Ci(B,Z) y una cocadena$ ∈ Ci−1(B,Z),
los homomorfismos cofrontera δi : C

i−1(B,Z) → Ci(B,Z) (ver [29]) están definidos
como:

δi$(ξ) := $(∂iξ) . (1.4)

Esta igualdad significa que el homomorfismo δi es dual del homomorfismo ∂i,
de manera que, por la ecuación (1.2) tenemos también que:

δi ◦ δi+1 = 0 .

Podemos definir entonces el i-ésimo grupo de cohomoloǵıa Hi(B,Z) como:

Hi(B,Z) =
ker δi+1

Im δi
.

Nota 2. Cuando se habla de homoloǵıa celular hay que observar que las orienta-
ciones sean las correctas; por ejemplo, al definir el coeficiente de incidencia de las
celdas; en este trabajo hemos obviado esta parte, pero una referencia detallada al
respecto puede encontrarse en [7, Ch. 4 Sect. 10]

Ahora, el siguiente concepto y el siguiente resultado nos darán una manera de
relacionar la homotoṕıa con la homoloǵıa.

Definición 1.37. Dado un espacio X, definimos el homomorfismo de Hu-
rewicz

Φ: πk(X, x0) → Hk(X)

como sigue: una vez que hemos elegido una orientación para Sk, hay un iso-
morfismo canónico Hk(Sk) ∼= Z, donde el generador es la clase fundamental
[Sk] ∈ Hk(Sk), de manera que si tenemos una función f : (Sk, p) → (X, x0), su
clase de homotoṕıa [f ] ∈ πk(X, x0) y la función inducida

f∗ : Hk(Sk) → Hk(X) ,

definimos Φ([f ]) como

Φ([f ]) := f∗[Sk] ∈ Hk(X)

Teorema 1.38 (del isomorfismo de Hurewicz). Sea k ≥ 2; supongamos que X
es conexo por trayectorias y que πi(X, x0) = 0 para todo i < k. Entonces el
homomorfismo de Hurewicz induce un isomorfismo

πk(X, x0) ∼= Hk(X,Z) .

La demostración de este teorema puede encontrarse por ejemplo, en [22, Sect.
1.2] o en [7, Th. 3.4].
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Figura 1.7: Cómo calcular el grado de una función.

1.4.1 El grado de una función

Definición 1.39. Dada una función f : Sk → Sk, f induce una función

f∗ : Hk(Sk) → Hk(Sk) ;

esto es, f∗ es un homomorfismo de Z en Z; llamaremos a f∗(1) el grado de f y lo
denotaremos como grado(f).

Nota 3. Aplicando el Teorema 1.38 en el caso de la esfera Sk, podemos ver que
la Def. 1.35 y la Definición anterior del grado de una función f : Sk → Sk, son
equivalentes.

Veremos a continuación que también podemos definir el grado en el caso de
que tengamos una función entre variedades diferenciables.

Sea M una variedad cerrada, conexa y orientada de dimensión n. Entonces
tenemos que

Hn(M,Z) ∼= Z . (1.5)

Definición 1.40. SeanM yN variedades diferenciables cerradas, conexas y orien-
tadas de dimensión n y sea f : M → N ; se tiene entonces que, usando la igualdad
(1.5), f induce un homomorfismo

f∗ : Z ∼= Hn(M,Z) → Hn(N,Z) ∼= Z
[M ] 7→ λ[N ] ,

donde Hn(M,Z) está generado por la clase fundamental [M ], Hn(N,Z) está gene-
rado por la clase fundamental [N ] y λ ∈ Z.

Diremos entonces que λ es el grado de f .

Geométricamente, el grado de la aplicación representa cuantas veces se “en-
vuelve”M enN mediante la aplicación f . El signo del grado indica si se “envuelve”
preservando la orientación o invirtiéndola.
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Teorema 1.41 ([17, pag. 26]). Si y es un valor regular de f : X → Y , donde X
es compacto y tiene la misma dimensión que Y , entonces f−1(y) es un conjunto
finito {x1, . . . , xn} y existe una vecindad U de y en Y tal que f−1(U) es una unión
disjunta V1 ∪ . . . ∪ Vn donde Vi es una vecindad abierta de xi y f manda cada Vi
difeomorfamente sobre U .

Y usando esto, tenemos el siguiente resultado:

Lema 1.42 ([17, pag. 109]). Sean X y Y dos variedades diferenciables orientadas;
tales que X es compacta, Y es conexa y dimY = dimX; dada una función suave
f : X → Y , el grado de f se puede calcular contando (con signo) las preimágenes
de un valor regular y ∈ Y .

Proposición 1.43 ([17, pag. 110]). Sea f : X → Y una aplicación suave entre
dos variedades orientadas y compactas de la misma dimensión y sea W una va-
riedad diferenciable compacta, tal que X = ∂W . Si f se extiende a W , entonces
grado(f) = 0.

1.4.2 La caracteŕıstica de Euler y el género de una super-
ficie

Con los conceptos que hemos visto y algunos más que daremos ahora, podemos
definir dos conceptos que necesitaremos en la última parte de nuestro trabajo: la
caracteŕıstica de Euler de un espacio X y el género de una superficie. Recordemos
entonces algunos conceptos de grupos:

Definición 1.44. Sea G un grupo. Un elemento g ∈ G es de torsión si g tiene
orden finito.

Teorema 1.45. Sea A un grupo Abeliano finitamente generado, entonces los ele-
mentos de orden finito forman un subgrupo B (al que llamaremos subgrupo de
torsión) y el grupo cociente A/B es un grupo Abeliano libre.

Definición 1.46. El mı́nimo número de generadores del grupo A/B es llamado
el rango de A.

Con este último concepto podemos hablar de la caracteŕıstica de Euler:

Definición 1.47. Sea Xun espacio tal que:

i) Hi(X,Z) es finitamente generado para cada i,

ii) Hi(X,Z) = 0 excepto para un número finito de i.

entonces definimos la caracteŕıstica de Euler de X como:

χ(X) =
∑
i

(−1)i rango Hi(X,Z) .



20 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

(a) Una 0-celda y una 1-celda (b) Dos 0-celdas y dos 1-celdas

Figura 1.8: Dos descomposiciones celulares de S1

Para tener una idea geométrica de lo que significa este número, veamos el
siguiente resultado:

Teorema 1.48 ([7, Th. 13.3]). Sea X un complejo CW y sea ai el número de
i-celdas en X. Entonces χ(X) está definida y

χ(X) =
∑
i

(−1)iai .

Lo que nos dice este teorema es que no importando la descomposición celular
que tomemos de un espacio, la caracteŕıstica de Euler se mantiene invariante,
como podemos ver en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 14. Dado S1, podemos tener la siguiente descomposición celular: sea
x ∈ S1, entonces {x} es una 0-celda y S1−{x} es una 1-celda (ver Figura 1.8(a));
en este caso tenemos que

χ(S1) = (−1)0(1) + (−1)1(1) = 1− 1 = 0 ;

por otro lado, si tomamos dos puntos x, y ∈ S1, tenemos que {x} y {y} son
0-celdas y σ1, σ2 son 1-celdas (ver Figura 1.8(b)); entonces:

χ(S1) = (−1)0(2) + (−1)1(2) = 2− 2 = 0 .

Por supuesto que este ejemplo sólo ilustra una idea geométrica.
La caracteŕıstica de Euler nos permitirá hablar de otro concepto: el género

de una superficie; pero primero enunciaremos un importante teorema acerca de
la clasificación de las superficies compactas orientables sin frontera; no damos
su demostración en este trabajo por no ser cercana a nuestros propósitos; sin
embargo, puede encontrarse una prueba detallada en [28] para aquellos que estén
interesados.

Teorema 1.49 ([28, Th. 5.1]). Cualquier superficie compacta, orientable y sin
frontera es homeomorfa:
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i) a una esfera ó

ii) a una suma conexa de toros.

Dado este resultado, tenemos la siguiente definición:

Definición 1.50. Sea S una superficie compacta orientable; si S es una suma
conexa de n toros, diremos que su género g(S) es n; mientras que diremos que
el género de S2 es cero.

Tenemos entonces la siguiente relación entre el género y la caracteŕıstica de
Euler

g(S) =
2− χ(S)

2
. (1.6)

Otras maneras de ver al género con:

• El género g(S) es el máximo número de curvas cerradas ajenas que pueden
dibujarse sobre la superficie S sin separarla (ver [50, Sect. 1.1.3]).

• La superficie S puede ser obtenida por “pegar” g(S) asas a la esfera S2 (ver
[7, Sect. III.9]).

1.5 La clase de Euler

En esta sección hablaremos de un concepto asociado principalmente a un haz
vectorial: la clase de Euler; sin embargo, en nuestro caso estamos interesados en
la clase de Euler para un haz de esferas orientado; nuestra principal base es [22];
pero pueden consultarse también [3] o [7] para otro punto de vista.

Sea entonces (E, π,B) un haz vectorial real orientado (la orientación será im-
portante para definir la clase de Euler) de dimensión k + 1 (con k ≥ 1) tal que B
es un complejo CW compacto y fibra Ex ∼= Rk+1 para todo x ∈ B. Entonces to-
mamos el haz de esferas asociado (S(E), π|S(E), B); de manera que la fibra S(E)x
será isomorfa a Sk y nos referiremos a este haz como S(E) y a su proyección como
π para hacer más sencilla la notación.

Veremos a la clase de Euler, e(S(E)) ∈ Hk+1(B,Z) como la “obstrucción
primaria” a la existencia de una sección de S(E); de manera que trataremos de
construir una sección de un haz.

Entonces, primero elegimos una sección s0 de S(E) sobre el 0-esqueleto de B;
es decir, sólo tomamos un punto en la fibra sobre cada 0-celda.

Ahora, si tenemos una sección si−1 sobre el (i−1)-esqueleto de B, donde i ≤ k,
entonces podemos extender esta sección a una sección si sobre el i-esqueleto de la
siguiente manera:

Sea e : Di → B una i-celda, entonces tenemos que el haz e∗S(E) sobre Di es
trivial, ya que todo haz sobre un espacio contráıble lo es; de manera que podemos
identificar e∗S(E) ' Di × Sk.
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La sección si−1 induce una función ŝi−1 : ∂Di = Si−1 → Sk (al ver esta función,
se entiende que trabajemos con el haz inducido e∗S(E) en vez de la restricción del
haz debido a que la función e puede no ser inyectiva sobre ∂Di) y dicha función se
extiende sobre Di ya que πi−1(Sk) = 0, usamos el Teorema 1.28 y el hecho de que
ŝi−1 es nulhomotópica en cada celda para obtener una sección si ya que el disco
es el cono sobre la esfera.

Tenemos entonces que, por inducción, hemos construido una sección sk sobre
el k-esqueleto.

Ahora tratemos de extender sk sobre el (k + 1)-esqueleto. Sea σ : Dk+1 → B
una (k+ 1)-celda. Elegimos una trivialización que preserve orientación σ∗S(E) '
Dk+1 × Sk; entonces sk define una función ŝk,σ : ∂Dk+1 = Sk → Sk y la clase de
homotoṕıa de esta función es un elemento en πk(Sk) = Z; de manera que podemos
identificar esta función con un elemento de Z; esta asignación de un entero a cada
(k + 1)-celda define una cocadena

$(sk) ∈ Ck+1(B,Z);

la denotamos aśı ya que dicha cocadena depende de la sección sk; es decir, dada
una (k + 1)-celda σ, tenemos que:

$(sk)(σ) = grado(ŝk,σ)

y para una cadena arbitraria, $(sk) se extiende linealmente.

Lema 1.51. La cocadena $(sk) es un cociclo; es decir, δ$(sk) = 0.

Demostración. Lo que queremos demostrar es que la cocadena $ es un cociclo; es
decir, que δ$ es el homomorfismo cero; aśı, dada una (k + 2)-celda ξ : Dk+2 → B
cualquiera, queremos ver que

δ$(sk)(ξ) = $(sk)(∂ξ) =
∑
σ

〈∂ξ, σ〉$(sk)(σ) = 0 .

Elegimos una identificación del interior de cada (k+1)-celda σ en B y el interior
de Dk+1 y llamaremos pσ al punto “centro” de σ. Entonces, por la estabilidad de la
transversalidad ([17, Transversality Homotopy Th.]), podemos hallar una función
homotópica a la función ξ|Sk+1 : Sk+1 → B, de tal manera que pensaremos a cada
pσ como valor regular de ξ.

Entonces aplicando el Teorema 1.41, obtenemos que:

i) La imagen inversa ξ−1(pσ) es un conjunto finito de puntos x ∈ Sk+1.

ii) La imagen inversa de un k + 1-disco pequeño Dσ alrededor de pσ consiste de
un k + 1-disco Dx ⊂ Sk+1 para cada x ∈ ξ−1(pσ) tal que la restricción de ξ a
Dx es un homeomorfismo.
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Entonces asignaremos a cada x ∈ ξ−1(pσ) un signo ε(x) que puede valer +1
ó −1, dependiendo de si el isomorfismo dξ|Dσ : Tx(Dx) → Tpσ(Dσ) preserva o in-
vierte orientación, de manera que ε(x) = 1 si y sólo si ξ|Dx es un homeomorfismo
que preserva orientación.

Aśı, tenemos que

〈∂ξ, σ〉 =
∑

x∈ξ−1(pσ)

ε(x) , (1.7)

ya que 〈 , σ〉 es una cocadena básica, es decir un generador de Ck+1(B,Z), aśı que
〈∂ξ, σ〉 es el coeficiente de σ en ∂ξ y este coeficiente está dado por la suma del
lado derecho de la igualdad.

A continuación, podemos extender la sección sk a una sección s̃k+1 sobre

Bk+1 −
⋃
σ

pσ

(ya que, si quitamos cada pσ, es como si tuviéramos sólo las fronteras de las
(k + 1)-celdas) y elegimos entonces una trivialización

ξ∗S(E) ' Dk+2 × Sk .

Tenemos entonces que la sección s̃k+1 define una función

f : Sk+1 −
⋃
σ

ξ−1(pσ) → Sk

y por (ii), para cada x ∈ ξ−1(pσ), tenemos que:

ε(x)[f |∂Dx ] = $(sk)(σ) ∈ πk(Sk),

lo cual, combinándolo con la ecuación (1.7), nos da:

∑
σ

〈∂ξ, σ〉$(sk)(σ) =
∑
σ

〈∂ξ, σ〉ε(x)[f |∂Dx ]

=
∑
σ

∑

x∈ξ−1(pσ)

ε(x)ε(x)[f |∂Dx ]

=
∑
σ

∑

x∈ξ−1(pσ)

[f |∂Dx ] ∈ πk(Sk)

Ahora, sea X el complemento en Sk+1 de los interiores de las bolas Dx, esto es,
X es una variedad diferenciable compacta con frontera. Aśı, por el isomorfismo
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de Hurewicz (Teorema 1.38), tenemos que

Φ

(∑
σ

∑

x∈ξ−1(pσ)

[f |∂Dx ]

)
=

∑
σ

∑

x∈ξ−1(pσ)

Φ
(
[f |∂Dx ]

)

=
∑
σ

∑

x∈ξ−1(pσ)

f |∂Dx∗[Dx]

= f |∂Dx∗

(∑
σ

∑

x∈ξ−1(pσ)

[Dx]
)

= −f |∂Dx∗[∂X] ,

ya que cada [Dx] es un ciclo y la suma de todos es el ciclo [∂X]; donde

−f |∂Dx∗[∂X] ∈ πk(Sk)
es el grado de f |∂X . Este grado es cero por la Proposición 1.43; aśı δ$(sk) = 0,
de donde la cocadena $(sk) es un cociclo.

Definición 1.52. A la clase de cohomoloǵıa del cociclo $(sk), le llamaremos la
clase de Euler de S(E) y la denotaremos por e(S(E)).

Lema 1.53. La clase e(S(E)) está bien definida.

Demostración. Sean sk y tk dos secciones sobre el k-esqueleto; lo que queremos
ver es que [$(sk)] = [$(tk)]; es decir, $(sk) − $(tk) ∈ Im(δ) de manera que,
trataremos de construir una cocadena η ∈ Ck(B,Z) tal que:

$(sk)−$(tk) = δ(η) . (1.8)

Consideremos el haz inducido π∗1S(E) de S(E) a B × I con la estructura CW
del producto:

S(E)× I ' π∗1S(E)

(π1,Id)

²²

// S(E)

π

²²
B × I

π1 // B

Aśı tenemos que π1 es la proyección sobre la primera coordenada y

π∗1S(E) = {(π(e, t, e)) ∈ B × I × S(E)} .
Podemos entonces pensar a sk como una sección definida sobre Bk × {0} y a

tk como una sección definida sobre Bk × {1}, entonces es posible extender estas
secciones para tener una sección uk sobre Bk−1 × I, no hay obstrucción alguna
pues estamos extendiendo sobre el k-esqueleto de B × I; entonces, por el Lema
1.51, $(uk)es un cociclo, es decir,

δ$(uk) = 0 ∈ Ck+2(B × I,Z) . (1.9)
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Definimos entonces la cocadena η ∈ Ck(B,Z) como sigue:
Sea ρ es una k-celda en B, entonces

η(ρ) := $(uk)(ρ× I) ∈ Z .

Aśı, si evaluamos la ecuación (1.9) en una (k + 2)-celda σ × I en B × I,
obtenemos que:

0 = δ$(uk)(σ × I) = $(uk)
(
∂(σ × I)

)

= $(uk)
(− (σ × {0}) + (σ × {1}) + (∂σ × I)

)

= −$(uk)(σ × {0}) +$(uk)(σ × {1}) +$(uk)(∂σ × I)

= −$(sk)(σ) +$(tk)(σ) + η(∂σ)

y recordando la ecuación (1.4), tenemos entonces que

δ(η)(σ) = $(sk)(σ)−$(tk)(σ)

para cualquier (k+1)-celda σ, de donde obtenemos la ecuación (1.8) y la clase de
Euler e(S(E)) está bien definida.

Nota 4. A continuación obviaremos que el haz S(E) está asociado a un haz
vectorial E y sólo diremos que S(E) es un Sk-haz; es decir, que es un haz con
fibra Sk.

Entonces, tenemos el siguiente resultado:

Proposición 1.54. Sea S(E) un Sk-haz orientado sobre un complejo CW B.
Entonces, existe una sección de S(E) sobre el (k+ 1)-esqueleto B(k+1) si y sólo si
e(S(E)) = 0 ∈ Hk+1(B;Z).

Demostración. Veamos cada implicación por separado.

⇒ Si existe una sección sk sobre el k-esqueleto tal que sk se extiende al (k+1)-
esqueleto, entonces en cada (k + 1)-celda σ tenemos una función

fσ : ∂Dk+1 → Sk

que se extiende a todo Dk+1; entonces, por el Teorema 1.28, fσ es nulho-
motópica, de donde el grado de fσ es cero; entonces

$(sk)(σ) = 0

para toda (k + 1)-celda σ, por ende, la cocadena $(sk) es la cocadena cero
y aśı e(S(E)) = 0.
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⇐ Supongamos que e(S(E)) = 0. Sea sk una sección sobre el (k+1)-esqueleto,
entonces [$(sk)] = 0, de manera que $(sk) = δ(η) para algún η ∈ Ck(B,Z).

Sea ρ una k-celda y sea n ∈ Z tal que η(ρ) = n.

Por la construcción que hicimos justo antes del Lema 1.51, tenemos una
sección sk sobre el k-esqueleto tal que induce una función

ŝk : Dk → Sk .

Tomamos entonces g : Sk → Sk tal que grado(g) = n y sea t̂k : Dk → Sk dada
por:

t̂k = ∆′ ◦ (g ∨ ŝk) ◦ α′ ,
donde t̂k|Sk−1 = ŝk|Sk−1 .

Aśı, tenemos una función h : Sk → Sk dada por ŝk en el hemisferio norte de
la esfera y por t̂k en el hemisferio sur, pegadas a lo largo del ecuador donde
ambas son iguales y por el Lema [51, Lemma 2.47], grado(h) = n.

Además tenemos que la función t̂k nos da una sección tk sobre B(k).

Ahora, de manera análoga a la construcción que se hizo en la demostración
del Lema 1.53, tomamos el haz inducido de S(E) a B × I con la estructura
CW del producto.

Consideremos la sección sk definida sobre B × {0} y la sección tk definida
sobre B×{1}. Podemos entonces definir una sección uk sobre el k-esqueleto
de B × I y al querer extender esta sección al (k + 1)-esqueleto de B × I
obtenemos un (k + 1)-cociclo

$(uk) ∈ Ck+1(B × I,Z) .

Por otra parte, dada una (k + 1)-celda ρ× I ∈ B × I,

uk|∂(ρ×I) = uk|(ρ× {0}) ∪ (∂ρ× I) ∪ (ρ× {1}) ,
donde

uk(x, 0) = ŝk(x) , x ∈ ρ
uk(x, t) = ŝk(x) = t̂k(x), x ∈ ∂ρ , t ∈ I
uk(x, 1) = t̂k(x), x ∈ ρ .

Aśı, vemos que uk|∂(ρ×I) ' h, de donde

grado(uk|∂(ρ×I)) = n ,

es decir,
$(uk)(ρ× I) = n = η(ρ) .
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Entonces, sea σ una (k + 1)-celda, como $(uk) es un cociclo, tenemos que:

0 = δ$(uk)(σ × I) = $(uk)(∂(σ × I))

= $(uk)(−(σ × {0}) + (∂σ × I) + (σ × {1})
= −$(uk)(σ × {0}) +$(uk)(∂σ × I) +$(uk)(σ × {1})
= −$(sk)(σ) + η(∂σ) +$(tk)(σ) ,

como esto se cumple para toda (k + 1)-celda σ, tenemos que:

$(tk) = $(sk)− δη = 0 .

Por lo tanto, tk se extiende sobre el (k + 1)-esqueleto de B.

Proposición 1.55. Un S1-haz orientado sobre un complejo CW tiene una sección
si y sólo si su clase de Euler se anula.

Demostración. Si la clase de Euler se anula, entonces por la Proposición 1.54 hay
una sección sobre el 2-esqueleto y ya que los grupos de homotoṕıa πj(S1) = 0
para j ≥ 2, no hay obstrucción para extender la sección sobre los esqueletos de
dimensiones más altas.

Por otra parte, si el S1-haz tiene una sección, entonces no hay obstrucción y
la clase de Euler es cero.

1.5.1 La clase de Euler relativa

En esta parte veremos el caso en que tenemos un haz orientado con fibra S1 sobre
una superficie con frontera no vaćıa y queremos construir la clase de Euler del haz
relativa a una sección en la frontera de la superficie.

Sea (S(E), π, B) un haz fibrado con fibra S1, donde B es una superficie y tal
que ∂B 6= 0.

Sea s una sección de S(E) sobre la frontera ∂B, entonces, de manera análoga
a como construimos la clase de Euler previamente, extendemos la sección s a una
sección s0 sobre B(0), con la propiedad de que s0 está definida no sólo en B(0) sino
en ∂B ∪B(0).

Una vez más, como en la construcción de la clase de Euler, extendemos la
sección s0 a una sección s1 sobre el 1-esqueleto de B (donde, ya que B es una
superficie, tenemos que ∂B ⊂ B(1)) de tal manera que, dada una 1-celda ζ, si
ζ ∈ ∂B tenemos que s1 = s.

Entonces, si tratamos de extender la sección s1 a una sección s2 sobre B(2),
tenemos que s1 induce una función ŝ1 : ∂D2 ' S1 → S1 y la clase de homotoṕıa
de esta función es un elemento en π1(S1) = Z; esto es, podemos identificar esta
función con el elemento que le corresponde en π1(S1) = Z y esta asignación de un
entero a cada 2-celda define una cocadena $(s2) ∈ C2(B,Z).

Por el Lema 1.51, sabemos que $(s2) es un cociclo.
Ahora, tenemos el siguiente resultado:
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Proposición 1.56. Si B es una superficie orientada, compacta y conexa tal que
∂B 6= ∅, entonces

H2(B,Z) = 0 .

Esto se sigue de que la superficie B al tener frontera no vaćıa tiene como
retracto por deformación a un 1-esqueleto.

De manera que, si consideramos la clase de homoloǵıa del cociclo $(s2) en
H2(B,Z), tenemos que es cero, de donde la clase de Euler (absoluta) es cero.

Sin embargo, podemos ver al cociclo $(s2) como un cociclo relativo en

C2(B, ∂B,Z) ,

ya que, recordando, las cocadenas relativas en C2(B, ∂B,Z) son aquellas coca-
denas en C2(B,Z) que se anulan en las cadenas de C2(∂B,Z) (para mayores
referencias ver [16, Ch. 23]). Aśı, como no hay 2-celdas en ∂B, podemos pensar
que $(s2) se anula para cualquier cadena en C2(∂B,Z).

Definición 1.57. Llamaremos clase de Euler relativa de S(E) a la clase de
cohomoloǵıa del cociclo $(s2) y la denotaremos por es(S(E)); es decir,

es(S(E)) = [$(s2)] ∈ H2(B, ∂B,Z) ' Z .

En la definición anterior tenemos que

H2(B, ∂B,Z) ' Z ;

tenemos esto porque H2(B, ∂B,Z) = H2(B/∂B,Z) (ver [3, 7.1.3 Remark]) y al
hacer el cociente de B con la frontera ∂B, obtenemos una superficie sin frontera,
de donde H2(B/∂B,Z) = Z.



Caṕıtulo 2

Variedades de Seifert

En este caṕıtulo estudiaremos las variedades de Seifert viéndolas como un elemento
de las fibraciones de Seifert; para ello, primero veremos el toro sólido fibrado y
algunas de sus propiedades; además también veremos que toda S1-variedad puede
verse como una variedad de Seifert.

2.1 El toro sólido fibrado.

En esta sección veremos la construcción y algunas propiedades del toro sólido
fibrado; este concepto es de gran importancia en este trabajo ya que más adelante,
cuando nos refiramos a una vecindad en una variedad de Seifert, dicha vecindad
será un toro sólido fibrado. En esta sección nuestras principales referencias son
[48], [9], [45] y [50].

Un modelo de un toro sólido fibrado es una descomposición de D2 × S1 en
ćırculos disjuntos llamados fibras construido de la siguiente manera:

Comenzamos con D2×[0, 1] viéndolo como segmentos {x}×[0, 1] e identificando
D2×{0} con D2×{1} v́ıa una rotación 2πβ/α donde β/α ∈ Q con α y β primos
relativos.

Aśı, el segmento {0}×[0, 1] se convierte en la fibra {0}×S1, a la cual llamaremos
alma del toro sólido, mientras que cualquier otra fibra en D2×S1 estará formada
por α segmentos {xi}× [0, 1] donde i = 0, . . . , α− 1 y xi = x0ωi con ωi la i-ésima
ráız de la unidad; es decir, cualquier punto en D2 − 0 se levanta a una fibra que
se envuelve α veces alrededor del alma del toro sólido en la dirección longitudinal
y −β veces en la dirección meridional.

En la Figura 2.1 tenemos, por ejemplo, que α = 3 y β = 2.
Seamos entonces más formales:

Definición 2.1. Dada una variedad M , diremos que M es una variedad fibrada
siM puede descomponerse en fibras, donde cada fibra es una curva cerrada simple
(es decir, un encaje suave del ćırculo) y cada punto x ∈M vive sobre exactamente
una fibra.

29
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Figura 2.1: Toro sólido fibrado

Definición 2.2. Diremos que un homeomorfismo φ es un homeomorfismo que
preserva fibras si manda fibras en fibras.

Definición 2.3. Sea D2 × I un cilindro y sea ρ : D2 → D2 la rotación dada por:

ρ(x) = rei2πβ/αx ,

para x ∈ D2 y con (α, β) = 1.
Llamaremos toro sólido fibrado T al espacio que se obtiene cuando rotamos

D2 × {1} (manteniendo fijo D2 × {0}) un ángulo de 2π(β/α) e identificamos a
{x} × {0} con ρ(x)× {1} para cada x ∈ D2.

Nota 5. En este trabajo pensaremos que dos toros sólidos fibrados son equivalen-
tes si uno puede ser enviado en el otro mediante un homeomorfismo que preserva
fibras.

Veamos ahora que se pueden dar condiciones más espećıficas para α y β.

Lema 2.4. Dada la descripción de un toro sólido fibrado T de la Definición 2.3,
es suficiente pensar en una rotación ρ : D2 → D2 dada por

ρ(x) = rei2πβ/αx ,

con

α > 0 y 0 ≤ β ≤ 1

2
α . (2.1)

Demostración. Sea T ′ el toro sólido fibrado que se obtiene gracias a una rotación
τ : D2 → D2 dada por:

τ(x) = re−i2πβ/αx ,

entonces podemos definir un homeomorfismo φ : D2×S1 → D2×S1 de la siguiente
manera:

φ(x, eiλ) = (x, e−iλ) .
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Por otro lado, si reemplazamos β por β + kα, con k ∈ Z tenemos un homeo-
morfismo que será definido por una composición de giros de Dehn (ver definición
en [50, Sec. 6.3.2]), que al ser homeomorfismos, nos dan un homeomorfismo entre
toros sólidos fibrados, como se muestra en [45, C.10 pag.23].

Tenemos entonces que las ĺıneas del cilindro D2 × I son agrupadas en clases;
casi todas ellas contienen α ĺıneas y la imagen de una clase es una fibra del toro
sólido fibrado ya que las α ĺıneas se “pegan” para dar la fibra correspondiente; sin
embargo hay una fibra para la cual esto no sucede, la que corresponde a la clase
de la ĺınea {0} × I, la cual consiste de una sola ĺınea cuya imagen es el alma del
toro sólido fibrado (como podemos ver en la Figura 2.1).

Definición 2.5. Si α = 1 diremos que el toro sólido fibrado es ordinario.

Por las condiciones para α y β del Lema 2.4, cuando α = 1 tenemos que β = 0;
de manera que el toro sólido fibrado que se obtiene es el toro sólido que se obtiene
como espacio cociente al pegar las “tapas” de un cilindro D2 × [0, 1] sin rotar.

Como notación, diremos que un toro sólido fibrado T está determinado por el
par (α, β) cuando la rotación ρ está dada por este par.

2.1.1 Meridianos y longitudes

Recordaremos algunas cosas acerca de la homoloǵıa de un toro sólido T y su
frontera ∂T y aśı poder hablar más fácilmente de homeomorfismos entre toros
sólidos o entre sus fronteras.

Recordemos los siguientes hechos:

A) π1(T ) = H1(T,Z) = Z [9, Sec. 1.3.1 pag. 10],

B) π1(∂T ) = H1(∂T,Z) = Z× Z ([45, pag. 18]).

Teorema 2.6 ([45, Th. D.4]). El grupo de homeomorfismos de un toro ∂T en
śı mismo salvo isotoṕıa es isomorfo a GL(2,Z); es decir, las matrices 2 × 2,
invertibles y de entradas enteras. Además las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

i) dos homeomorfismos f y g de ∂T en ∂T son isotópicos,

ii) f y g son representados por la misma matriz,

iii) f y g son homotópicos.

Para probar este teorema se usa lo siguiente (ver [45]):

• Para ver que dos homeomorfismos f y g de ∂T en śı mismo son homotópi-
cos si y sólo si son isotópicos, se usa que esto pasa para cualesquiera dos
homeomorfismos de una superficie en śı misma.
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• Los automorfismos de Z× Z son el grupo GL(2,Z).

• Dado un homeomorfismo h : ∂T → ∂T , tenemos una aplicación inducida
h∗ : π1(∂T,Z) → π1(∂T,Z); de manera que podemos pensar en un homo-
morfismo

∗ : {h : ∂T → ∂T |h es homeomorfismo} → GL(2,Z)

h 7→ h∗ .

• El homomorfismo ∗ es sobreyectivo.

• El kernel de ∗ son todos los homeomorfismos homotópicos a la identidad; es
decir, todos los isotópicos a la identidad.

Aśı tenemos que, cuando pensamos en un homeomorfismo del toro ∂T en
śı mismo podemos pensarlo como una matriz 2×2, invertible y de entradas enteras;
es decir, pensamos en el homeomorfismo inducido en homoloǵıa; más adelante
veremos cómo actúa este homeomorfismo inducido en una clase de homoloǵıa.

Veamos entonces cómo pueden ser los generadores de H1(∂T,Z).

Definición 2.7. Un meridiano m de un toro sólido T es una curva simple,
cerrada y orientada sobre el toro frontera ∂T que no es contráıble en ∂T pero es
contráıble en T .

Lema 2.8. Un homeomorfismo del toro T en śı mismo env́ıa un meridiano m a
un meridiano m′.

Demostración. Sea m un meridiano, por definición, tenemos que la clase [m] ∈
H1(T,Z) es de hecho la clase cero y la clase [m] ∈ H1(∂T,Z) es diferente de la
clase cero. Sean además h : T → T y h|∂T : ∂T → ∂T homeomorfismos.

Entonces tenemos los homomorfismos inducidos

h∗ : H1(T,Z) → H1(T,Z)

y

h∂T ∗ : H1(∂T,Z) → H1(∂T,Z)

y al evaluar, obtenemos que h∗([m]) = [0] y h∂T ∗([m]) 6= [0].
Aśı, sea m′ = h(m); por lo anterior, tenemos que m′ es una curva cerrada

simple y orientada sobre ∂T tal que no es contráıble en ∂T y que śı es contráıble
en T ; es decir, m′ es un meridiano de T .

Definición 2.9. Una longitud l de un toro sólido T es una curva cerrada simple
sobre el toro frontera ∂T tal que existe un meridiano m que intersecta transver-
salmente a l en exactamente un punto (ver Figura 2.2).
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Figura 2.2: Un meridiano m y una longitud l.

Aśı, una longitud l representa un generador de π1(T ) = H1(T,Z) = Z y un par
meridiano-longitud representan un par generador para H1(∂T,Z) (Ver [45, sec.
E.3 pag. 29]).

Tenemos entonces que la elección de una longitud l no es única; por ejemplo,
la curva l′ de la Figura 2.3 es una longitud, ya que existe un meridiano que la
intersecta transversalmente en un sólo punto y es fácil ver que la clase [l′] ∈
H1(T,Z) es la misma que la clase [l] ∈ H1(T,Z) (Ver [50, pag. 208]).

Figura 2.3: Una longitud l′ ∼ l +m.

Sin embargo, la longitud l de la Figura 2.2 no es homóloga en H1(∂T,Z) a la
longitud l′ de la Figura 2.3.

Proposición 2.10 ([9, pag. 13]). Cualquier par de meridiano y longitud (m, l)
puede ser enviado sobre cualquier otro par (m′, l′) mediante un homeomorfismo
del toro sólido T en śı mismo.
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Demostración. Sea h : T → T un homeomorfismo; por el Lema 2.8, sabemos que
el meridiano m va a un meridiano m′ y usamos el siguiente Lema:

Lema 2.11 ([50, Sec. 6.4.3 pag. 210]). Dados un toro sólido T ∼= D2 × S1 y el
par meridiano-longitud canónico (m, l) (m = S1 × {1}, l = {1} × S1), existe un
homeomorfismo h : T → T que lleva a este par (m, l) a cualquier par de curvas
que se intersectan transversalmente en un punto.

Se sigue entonces que podemos llevar cualquier par meridiano-longitud a cual-
quier otro par meridiano-longitud mediante una composición de homeomorfismos
del Lema 2.11.

Entonces, vamos a pensar en un elemento de H1(∂T,Z) como vectores columna(
i
j

)
con entradas enteras donde i es el coeficiente del primer generador y j es el

coeficiente del segundo generador. Aśı, denotaremos a la clase de un meridiano

[m] como

(
1
0

)
y a la de una longitud [l] como

(
0
1

)
.

Además, dado un homeomorfismo h : ∂T → ∂T , podemos pensar en el homeo-
morfismo h∗ como una matriz (

a b
c d

)

con a, b, c, d ∈ Z y tales que ad − bc = ±1. Dada una clase

(
i
j

)
, al evaluar h∗

obtenemos:

h∗

((
i
j

))
=

(
a b
c d

)(
i
j

)
=

(
ai+ bj
ci+ dj

)
.

Teorema 2.12 ([45, Sec. C.2 pag. 19]). Una clase

(
i
j

)
en H1(∂T,Z) está repre-

sentada por una curva cerrada simple si y sólo si i = j = 0 ó mcd(i, j) = 1.

Nota 6. Abusando de la notación, denotaremos también

(
i
j

)
a cualquier curva

que represente a la clase de homoloǵıa correspondiente y como podemos ver a un
homeomorfismo de ∂T en ∂T como una matriz en GL(2,Z), evaluamos como se
hizo antes del teorema para h∗ y la clase de homoloǵıa.

Las demostraciones de los resultados que aqúı se han puesto pueden pensarse
desde el punto de vista de matrices (homeomorfismos de ∂T en ∂T ) y “vectores”
(elementos en H1(∂T,Z)).
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2.1.2 Curvas que cruzan y Fibras

Regresemos ahora con los toros sólidos fibrados.
Sea T un toro sólido fibrado, entonces tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.13 ([9, Th. 1.3.3]). Sean T y T ′ toros sólidos fibrados determina-
dos por (α, β) y (α′, β′) respectivamente. Entonces existe un homeomorfismo que
preserva fibras de T a T ′ si y sólo si β′/α′ ≡ ±β/α (mód 1).

El homeomorfismo se puede tomar de manera que preserva orientación si y sólo
si β′/α′ ≡ β/α (mód 1) y se puede tomar de manera que invierta orientación si
y sólo si β′/α′ ≡ −β/α (mód 1)

Aśı, por la Nota 5, podemos pensar que los números α y β no sólo determinan
el toro sólido fibrado T , sino que T determina a α y β de manera única.

El siguiente resultado nos da condiciones para extender un homeomorfismo
que preserva fibras de la frontera ∂T al toro sólido T .

Teorema 2.14 ([9, Th. 1.3.4]). Sean T y T ′ dos toros sólidos fibrados y sea
h : ∂T → ∂T ′ un homeomorfismo que preserva fibras. Entonces h puede extenderse
a un homeomorfismo que preserva fibras de T a T ′ si y sólo si h lleva un meridiano
de T a una curva homóloga a un meridiano de T ′ o su inversa.

Las demostraciones del Teorema anterior y el Teorema 2.13 se hacen utilizando
algunos hechos acerca de los subgrupos de Z×Z y pueden encontrarse con detalle
en [9].

Definición 2.15. Sea T un toro sólido fibrado, a una curva cerrada simple Q
sobre ∂T la llamaremos una curva que cruza si Q intersecta a cada fibra de ∂T
en exactamente un punto.

Tenemos entonces que una curva que cruza es necesariamente transversal a
todas las fibras.

Lema 2.16 ([50, Sec. 6.4.3 pag 208]). Sea T un toro sólido y sean

(
a
b

)
y

(
c
d

)

dos curvas sobre ∂T . Entonces

ad− bc = ±1

si y sólo si las curvas se intersectan transversalmente en un solo punto.

Proposición 2.17. Sea T un toro sólido fibrado, sea H una fibra y sea Q una
curva que cruza; entonces Q y H representan generadores de H1(∂T,Z).

Demostración. Como H y Q se intersectan transversalmente en un punto, por el

Lema 2.16 podemos expresar a H como

(
β
α

)
y a Q como

(
γ
δ

)
tales que:

βδ − αγ = ±1 ;
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de donde, la matriz (
β γ
α δ

)

representa un automorfismo de H1(∂T ); de manera que las clases [Q] y [H] son
generadores de H1(∂T ).

Nota 7. Si T es un toro sólido fibrado tal que un meridiano m es a su vez una
curva que cruza, entonces T es un toro sólido ordinario.

Ahora ya estamos en condiciones de hablar de variedades fibradas de Seifert.

2.2 Fibraciones de Seifert

En esta sección definiremos lo que es una fibración de Seifert y sus elementos: una
3-variedad a la que llamaremos variedad fibrada de Seifert, una 2-orbidad y una
proyección entre ambas; para entender mejor este concepto, se puede pensar en
el ejemplo más sencillo: un toro sólido fibrado (ver la Figura 2.1); este ejemplo
además nos servirá para entender la estructura local de una variedad de Seifert.

Nuestras principales referencias para esta parte son [48], [38] y [23]; también
pueden consultarse [9] y [40] entre otros.

2.2.1 Orbidades

Ahora definiremos lo que es una orbidad; para ello, definiremos lo que es una
acción de un grupo G y cómo puede ser esta acción.

Definición 2.18. Sea G un grupo y sea X un espacio topológico. Una acción de
G sobre X es una aplicación

G×X // X

(g, x) Â // gx

(2.2)

que satisface

i) g1(g2x) = (g1g2)x

ii) ex = x, donde e es el elemento identidad de G.

Definición 2.19. Cuando G es un grupo de Lie compacto, hablaremos de una
acción suave sobre una variedad diferenciable M si tenemos una acción tal que
la aplicación 2.2 es suave.

Definición 2.20. Dado un espacio topológico X, diremos que la acción de un
grupo G es libre si para cada x ∈ X se tiene que gx = x implica que g ∈ G es el
elemento identidad.
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Definición 2.21. Sea X un espacio topológico, diremos que la acción de un grupo
G es efectiva si para cualquier g ∈ G tal que g 6= e, entonces existe x ∈ X tal
que gx 6= x.

Definición 2.22. Dado un punto x ∈ X, el subgrupo de G definido por

Gx = {g | gx = x}
es llamado el grupo de isotroṕıa en x.

Definición 2.23. Sea X un espacio topológico y sea n ∈ Z con n ≥ 0. Entonces:

O1. Una carta de orbidad de dimensión n sobreX está dada por un subconjunto
abierto y conexo Ũ ⊂ Rn, un grupo finito de automorfismos suaves de Ũ y una
aplicación φ : Ũ → X tal que φ es G-invariante e induce un homeomorfismo
de Ũ/G sobre un subconjunto abierto U ⊂ X.

O2. Un encaje λ : (Ũ , G, φ) → (Ṽ , H, ψ) entre dos cartas de orbidad es un encaje
suave λ : Ũ → Ṽ tal que ψλ = φ.

O3. Un atlas de orbidad sobre X es una familia U = {(Ũ , G, φ)} de cartas de
orbidad, tal que

• la familia U cubre a X,

• las cartas de orbidad son localmente compatibles; es decir, dadas cua-
lesquiera dos cartas de orbidad (Ũ , G, φ) con U = φ(Ũ) ⊂ X, (Ṽ , Hψ)
con V = ψ(Ṽ ) ⊂ X y un punto x ∈ U ∩ V , existe una vecindad abierta
de x, W ⊂ U ∩ V y una carta (W̃ , J, θ) con W = θ(W̃ ) ⊂ X tal que
existen encajes

(W̃ , J, θ) ↪→ (Ũ , G, φ)

y

(W̃ , J, θ) ↪→ (Ṽ , Hψ)

O4. Diremos que un atlas de orbidad U refina a otro atlas de orbidad V si para
cada carta de orbidad en U existe un encaje dentro de alguna carta de orbi-
dad de V . Dos atlas de orbidad serán equivalentes si tienen un refinamiento
común.

Definición 2.24. Una orbidad efectiva X de dimensión n es un espacio Haus-
dorff paracompacto X junto con una clase de equivalencia [U ] de atlas de orbidad
de dimensión n.

Nota 8. Cuando hablemos de una orbidad, nos referiremos a una orbidad efec-
tiva.
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Hay puntos importantes a considerar acerca de nuestra definición:

a) Suponemos que, para cada carta (Ũ , G, φ), el grupo G está actuando suave y
efectivamente sobre Ũ . En particular, G actúa libremente sobre un subconjunto
abierto denso de Ũ .

b) Ya que las acciones suaves son localmente suaves, cualquier orbidad tiene un
atlas de orbidad consistente de cartas de orbidad lineales; es decir, cartas de
orbidad de la forma (Rn, G, φ), donde G actúa sobre Rn ortogonalmente; i.e.
G ⊂ O(n).

c) Todo atlas de orbidad para X está contenido en un único atlas maximal y dos
atlas son equivalentes si y sólo si están contenidos en el mismo atlas maximal.
Como con variedades diferenciables, tendemos a trabajar con un atlas maximal.

d) Si las acciones de un grupo finito sobre las cartas de orbidad son libres, entonces
X es localmente Euclidiano; es decir, X es una variedad diferenciable.

Definición 2.25. Sea X = (X,U) una orbidad y sea x ∈ X. Si (Ũ , G, φ) es
cualquier carta de orbidad local alrededor de x = φ(y), definimos el grupo local
de x como

Gx = {g ∈ G|gy = y} .

Usamos ahora este concepto para definir el conjunto singular de una orbidad.

Definición 2.26. Sea X = (X,U) una orbidad; definimos su conjunto singular
Σ(X) como

Σ(X) = {x ∈ X|Gx 6= e} .

Nota 9. El conjunto singular Σ(X) es justamente el conjunto de puntos singulares
de X desde el punto de vista de la geometŕıa algebraica; una explicación cuidadosa
de este hecho puede encontrarse en [1, Sec. 1.5].

Definición 2.27. Una orbidad efectiva cociente X = (X,U) es una orbidad
dada como cociente de una acción suave, efectiva y casi libre de un grupo de
Lie compacto G sobre una variedad diferenciable M ; entonces X = M/G y U
es construida a partir de un atlas de variedad diferenciable usando la estructura
localmente suave.

Una situación especial se da cuando el grupo G es finito.

Definición 2.28. Si un grupo finito G actúa suave y efectivamente sobre una
variedad diferenciable M , la orbidad asociada X = (M/G,U) es llamada una
orbidad efectiva cociente global.
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Figura 2.4: El espacio proyectivo pesado WP(1, a): la lágrima.

Ejemplo 15. Sea

S2n+1 = {(z0, . . . , zn)|
∑
i

|zi|2 = 1} ⊂ Cn+1 ,

entonces tenemos una acción de S1 sobre S2n+1 dada por:

(λ, (z0, . . . , zn)) 7−→ (λa0z0, . . . , λ
anzn) ,

donde λ ∈ S1 y los ai son enteros coprimos. El cociente

WP(a0, . . . , an) = S2n+1/S1

es llamado un espacio proyectivo pesado y juega el papel de los espacios pro-
yectivos usuales en la teoŕıa de orbidades.

En particular, WP(1, a) es la lágrima, el ejemplo más sencillo de una orbidad
cociente no global (ver Figura 2.4).

La variedad diferenciable subyacente para una lágrima es la esfera S2 y el
conjunto singular Σ(WP(1, a)) consiste de un sólo punto, cuya vecindad está mo-
delada sobre R2/Zn, donde Zn actúa por rotaciones.

Ejemplo 16. Generalizar el ejemplo anterior a otras orbidades de dimensión 2 nos
lleva a construir orbidades de superficies de Riemann, estas orbidades son
importantes y no son dif́ıciles de describir; sólo se necesita especificar los puntos
singulares (aislados) y el orden del grupo local en cada uno (ver Figura 2.5).

Si xi es un punto singular con orden mi, se sobreentiende que la carta local
de orbidad en xi es D2/Zmi

, donde D2 es un pequeño disco alrededor del cero y
la acción es ω ◦ z = λz para ω el generador de Zmi

y λmi = 1.
Supongamos que una orbidad de superficie de Riemann Σ tiene género g y r

puntos singulares. Thurston probó que Σ es cociente global si y sólo si g+ 2r ≥ 3
ó g = 0 y r = 2 con m1 = m2.

En cualquier caso, una orbidad de superficie es siempre una orbidad cociente
que puede ser expresada como X3/S1 donde X3 es una 3-variedad diferenciable
llamada variedad fibrada de Seifert.
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Figura 2.5: Una orbidad de superficie de Riemann

Nota 10. Dada una orbidad X, podemos definir la noción de orientabilidad para
X en términos de las cartas de orbidad y las funciones de transición; sin embargo,
como ello implica profundizar en aspectos mucho más técnicos de orbidades que
están más alejados de los objetivos de este trabajo, sólo mencionamos este hecho.

En nuestro caso, como trabajaremos con orbidades de dimensión 2, cuando
queramos pensar en orientaciones lo haremos en la superficie subyacente a la
orbidad.

2.2.2 Fibraciones de Seifert

Definición 2.29. Dada una 3-variedad M , diremos que M es una variedad
fibrada de Seifert si cumple las siguientes propiedades:

i) M es una variedad compacta o de Lindelöf; es decir, dada cualquier cubierta
abierta de M , {Oγ}γ∈Γ, tenemos que M puede ser cubierta con una colección
{Oi}i∈N.

ii) M es conexa.

iii) M es una variedad fibrada (ver Definición 2.1).

iv) Para cada fibra H, existe una vecindad fibrada de H; esto es, un subcon-
junto UH de M que consiste de fibras y que contiene a H tal que UH puede
ser enviado bajo un homeomorfismo que preserve fibras sobre un toro sólido
fibrado donde H es enviada sobre el alma del toro.

Nota 11. Las vecindades fibradas de las fibras son conjuntos cerrados; es decir,
cada vecindad fibrada de una fibra contiene su toro frontera.

Definiremos ahora otro de los conceptos más importantes de este trabajo: las
fibraciones de Seifert.

Definición 2.30. Una fibración de Seifert es una terna (M,F,Π) donde M
es una 3-variedad fibrada de Seifert orientada, F es una orbidad de superficie de
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Riemann (que será el espacio base) y Π: M → F tales que (M,F,Π) es “casi” un
S1-haz orientado localmente trivial; es decir:

Para todo x ∈ F existe una vecindad U de x homeomorfa a D2 tal que

Π−1(U)
∼= //

Π|U
²²

T

Π̃
²²

U
∼= // D2

donde T es un toro sólido fibrado y

Π̃ : T → U ∼= D2

(rt1, t2) 7−→ rtα1 t
β
2

donde ti ∈ S1 = {t ∈ C
∣∣ |t| = 1}, r ∈ [0, 1], α, β ∈ Z con α 6= 0 y mcd(α, β) = 1.

Vemos entonces que cuando hablamos de una vecindad Π−1(U) homeomorfa
a un toro sólido con α = ±1, el toro sólido T es ordinario y la terna

(Π−1(U),Π|Π−1(U), U)

es un S1-haz; pero cuando α 6= ±1, no tenemos la misma situación.

Nota 12.
1. En este trabajo sólo consideraremos el caso en que la superficie subyacente

a la orbidad F , es orientada y sin frontera.

2. Los valores de α y β dependerán del punto x ∈ F que estemos tomando.

2.2.3 Fibras excepcionales

Una de las cosas que distinguirá a una variedad de Seifert de otra son aquello
que llamaremos las fibras excepcionales; es decir, que dos variedades de Seifert
tengan las mismas fibras excepcionales será una condición necesaria para que sean
equivalentes; sin embargo, no será una razón suficiente y más adelante hablaremos
de qué más se necesita.

Definición 2.31. Dada una variedad fibrada de Seifert M , diremos que una fibra
H es excepcional si el valor de α asociado a la fibra H es diferente de ±1; en
otro caso, diremos que la fibra es regular.

Nota 13. En la definición anterior, no mencionamos a β, ya que, si α = ±1,
tenemos un toro sólido ordinario y el valor de β queda determinado (β = 0).

Proposición 2.32 ([9, Sec. 1.4.3 pag. 33]). Si (M,F,Π) es una fibración de Seifert
con F compacto, el número de fibras excepcionales es finito.
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Demostración. Para todo x ∈ F existe una vecindad Ux ∼= D2 tal que Π−1(Ux)
contiene a lo más una fibra excepcional a la que llamaremos Π−1(x). Ya que F es
compacto, dada una cubierta de F compuesta de vecindades como ésta, podemos
encontrar una subcubierta finita formada por vecindades de este tipo, de donde
el número de fibras excepcionales es finito. Notemos que F es compacto si y sólo
si M lo es.

2.2.4 El número de Euler

Sean H1, . . . , Hr una colección de fibras de M , incluyendo todas las fibras excep-
cionales y sean V1, . . . , Vr vecindades fibradas de H1, . . . , Hr. Sea

M0 = M − int(V1 ∪ . . . ∪ Vr)

y sea F0 el espacio base de M0 ; debido a que hemos removido vecindades fibradas
de todas las fibras excepcionales, tenemos que la terna (M0, F0,Π) es un S1-haz
orientado sobre una superficie conexa con frontera.

Sean Q1, . . . , Qr curvas que cruzan (ver la Definición 2.15) definidas en las
fronteras de las vecindades V1, . . . , Vr; es decir, en la frontera ∂M0; entonces pode-
mos definir una sección s sobre ∂F0 dada por estas curvas que cruzan y de acuerdo
a la construcción hecha en 1.5.1, obtenemos la clase de Euler relativa de M0 que
depende de la sección s.

Recordemos que dada una variedad diferenciable orientada, a su frontera le es
dada la orientación que seguida por un vector normal que “entra” coincide con la
orientación de la variedad (ver [44]).

A las fibras regulares de M les daremos la siguiente orientación natural: las
orientaremos de tal forma que la orientación de F0 seguida de la orientación de las
fibras nos de la orientación de M0 y luego orientaremos a las fibras excepcionales
dándoles una orientación compatible con una vecindad de cada una de ellas.

Entonces obtenemos la siguiente definición:

Definición 2.33. Llamaremos bs al entero asociado a la clase de Euler relativa
(ver Def. 1.57) del S1-haz (M0, F0,Π) que depende de la sección s; es decir,

bs(M0) = es(M0)[F0, ∂F0]

donde [ , ] es el generador positivo de H2(F0, ∂F0,Z) (es decir, la clase funda-
mental) y s es la sección definida sobre ∂F0 por las curvas que cruzan Q1, . . . , Qr.
Diremos entonces que bs es el número de Euler del S1-haz (M0, F0,Π).

Nota 14. La clase es(M0) no depende de la elección de las curvas que cruzan
Q1, . . . , Qr ya que éstas están bien definidas salvo múltiplos de H; por lo que, al
número de Euler bs lo denotaremos de ahora en adelante como b.

Para ver este hecho, también se puede usar el siguiente lema:
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Lema 2.34. Sea M0 una variedad fibrada de Seifert conexa sin fibras excepcionales
y cuya frontera consiste de un solo toro ∂T . Como M0 es orientada (pues su base
F0 lo es) existe una sola curva simple cerrada sobre ∂T salvo isotoṕıa y orientación
que es la frontera de una sección sobre el espacio base F0 de M0.

El siguiente resultado se puede encontrar en [25].

Lema 2.35. Sean (M,FΠ) y (M̃, F̃ , Π̃) dos fibraciones de Seifert; sean (M0, F0,Π)
y (M̃0, F̃0, Π̃) los S1-haces orientados que obtenemos al remover las fibras excep-
cionales, sea p : M0 → M̃0 un cubriente finito de M̃0 de grado d, sea q : F0 → F̃0

un cubriente finito de F̃0 de grado l y sea m el grado con el cual las fibras regulares
de M0 cubren fibras de M̃0 (es decir, d = lm) de tal manera que el diagrama

M0
p //

Π

²²

M̃0

Π̃
²²

F0
q // F̃0

conmuta; entonces

bs(M0, F0,Π) =
l

m
bs̃(M̃0, F̃0, Π̃) .

El número de Euler bs es importante ya que lo usaremos para distinguir entre
dos variedades de Seifert, como se verá más adelante.

2.2.5 Invariantes de Seifert

Los invariantes de Seifert son aquellos que nos permitirán decir si dos fibraciones
de Seifert son equivalentes o no.

Definición 2.36. Dada nuestra colección {Hi}i=1,...,r de fibras de la subsección
anterior, llamaremos al par (αi, βi) determinado por la vecindad fibrada Vi de Hi

un par de Seifert.

Definición 2.37. Llamaremos invariantes de Seifert de la fibración de Seifert
(M,F,Π) a la colección

(g; b; (α1, β1), . . . , (αr, βr)) ,

donde g ≥ 0 es el género de la superficie F0, b es el número de Euler (Def. 2.33),
αi ≥ 1 y mcd(αi, βi) = 1.

Los invariantes de Seifert caracterizan a una fibración de Seifert de la que
estemos hablando salvo equivalencia; aunque no son únicos, como podemos ver en
el siguiente teorema:
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Teorema 2.38 ([23, Th 1.5]). Sean (M,F,Π) y (M ′, F ′,Π′) dos fibraciones de
Seifert con invariantes de Seifert

(g; b; (α1, β1), . . . , (αr, βr)) (2.3)

y

(g; b; (α′1, β
′
1), . . . , (α

′
t, β

′
t)) (2.4)

respectivamente. Entonces M y M ′ son homeomorfas preservando orientación bajo
un homeomorfismo que preserva fibras si y sólo si los invariantes de Seifert

(g; b; (α′1, β
′
1), . . . , (α

′
t, β

′
t))

se pueden obtener a partir de

(g; b; (α1, β1), . . . , (αr, βr))

con una secuencia de los siguientes movimientos:

a) permutar los ı́ndices,

b) añadir o eliminar un par de Seifert (α, β) = (1, 0),

c) reemplazar cada (αi, βi) por el par (αi, βi + kiαi) con la condición de que

∑
ki = 0

Nota 15.

1. Lo que nos dice el inciso (b) es que podemos añadir o remover fibras regulares
de nuestra colección {Hi}i=1,...,r sin que ello afecte al conjunto de invariantes,
lo cual es acorde con la idea geométrica.

2. El inciso (c) es fácil de ver si recordamos el Lema 2.4 pues el reemplazo que
se menciona se hace de acuerdo a las condiciones que se piden sobre α y β
para que dos toros sólidos fibrados sean homeomorfos.

3. Es fácil ver que (a), (b) y (c) implican que existe k ≤ mı́n{r, t} tal que:

i) αi = α′i para i = 1, . . . , k y αi = α′j = 1 para i, j > k,

ii) βi ≡ β′i (mód αi) para i = 1, . . . , k y además,

iii)
∑r

i=1(βi/αi) =
∑t

i=1(β
′
i/α

′
i).
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La demostración del Teorema 2.2.5 se puede encontrar con todo detalle en [23].
Tenemos entonces el número

r∑
i=1

(βi/αi)

es un invariante de la variedadM ; sin embargo, no caracteriza de manera única a la
variedad M ya que, aún teniendo las mismas fibras excepcionales, dos fibraciones
de Seifert podŕıan tener diferente número de Euler; por ejemplo, los S1-haces se
pueden ver como variedades de Seifert sin fibras excepcionales.

Lo que haremos ahora es reunir toda la información en un solo invariante:

Definición 2.39. Dada una fibración de Seifert (M,F,Π), con número de Euler
b y fibras excepcionales ((α1, β1), . . . , (αr, βr)), al número

b+
r∑
i=1

(βi/αi) ,

le denotaremos como ĕ(M,F,Π) y le llamaremos el número de Euler racional
de M .

Notemos que los invariantes de Seifert son invariantes de la fibración de Seifert
(M,F,Π) donde consideramos a la variedad orientadaM con su estructura fibrada;
es decir, los invariantes no dependen de la orientación del espacio base F ya que
si revertimos la orientación de F , debemos revertir también la orientación de las
fibras para mantener fija la orientación de M .

Esto también puede ser interpretado diciendo que existe un difeomorfismo
f : M → M que preserva la orientación de M y tal que la aplicación inducida
F → F revierte orientación.

Por otro lado, si cambiamos la orientación de M , entonces reemplazaremos los
invariantes de Seifert (αi, βi) por (αi,−βi) y obtenemos entonces que

ĕ(−M,F,Π) = −ĕ(M,F,Π) .

Tenemos entonces el siguiente teorema:

Teorema 2.40. Sean (M,F,Π) y (M̃, F̃ , Π̃) dos fibraciones de Seifert y sea
f : M → M̃ un homeomorfismo que preserva orientación y preserva fibras; es
decir, tal que el diagrama

M
f //

Π

²²

M̃

Π̃
²²

F
g // F̃

conmuta y tal que grado(g) = a, grado(f |H) = c (donde H es una fibra cualquiera
de M) y aśı, grado(f ) = ac. Entonces

ĕ(M) =
a

c
ĕ(M̃) .



46 CAPÍTULO 2. VARIEDADES DE SEIFERT

En el Teorema anterior es suficiente pedir que f sea una función que preserve
orientación y fibras; sin embargo, nosotros hemos enunciado el teorema pidiendo
un homeomorfismo porque éso es lo que usaremos más adelante.

Ejemplo 17 (Variedades de Brieskorn). Las variedades de Brieskorn son varie-
dades muy estudiadas, como puede verse en [32] y [26].

Sea fp,q,r : C3 → C definida por

fp,q,r(z1, z2, z3) = zp1 + zq2 + zr3 ,

con p, q, r ≥ 2. Sea V (p, q, r) = {(z1, z2, z3) ∈ C3|fp,q,r(z1, z2, z3) = 0} y sea
Σ(p, q, r) = V (p, q, r) ∩ S5.

Tenemos entonces que Σ(p, q, r) es una variedad de Seifert (ver [41, Lemma
3.6.4]) y si p, q, r son tales que 1/p+1/q+1/r > 1; tenemos entonces cuatro casos:

i) Σ(2, 3, 3), cuyos invariantes de Seifert son (0;−1; (2, 1), (3, 1), (3, 1)),

ii) Σ(2, 3, 4), cuyos invariantes de Seifert son (0;−1; (2, 1), (3, 1), (4, 1)),

iii) Σ(2, 3, 5), cuyos invariantes de Seifert son (0;−1; (2, 1), (3, 1), (5, 1)) y

iv) Σ(2, 2, r) (donde r ≥ 2), cuyos invariantes de Seifert son

(0;−1; (2, 1), (2, 1), (r, 1)) ,

como puede verificarse en [26].

2.3 Un ejemplo: Los espacios lente.

Los espacios lente son 3-variedades a las cuales podemos pensarlas como varieda-
des de Seifert como veremos a continuación. Además veremos algunas propiedades.

Definición 2.41. Sea S3 = {(z1, z2) ∈ C2||z1|2 + |z2|2 = 1}. Dados p, q ∈ Z tales
que mcd(p, q) = 1, entonces Zp actúa libremente sobre S3 de la siguiente manera:

e2πi/p(z1, z2) = (e2πi/pz1, e
2πiq/pz2) .

Al espacio S3/(Zp) se le llama espacio lente de tipo (p, q) y lo denotaremos como
L(p, q).

Por otro lado, el espacio L(p, q) puede ser obtenido también pegando dos toros
sólidos bajo un difeomorfismo ϕ : S1 × ∂D2 → S1 × ∂D2, mandando un meridiano
{x} × ∂D2 a un ćırculo de pendiente q/p donde se usa la convención de que un
meridiano tiene pendiente ∞ y una longitud S1 × {y} tiene pendiente 0.

La fracción q/p determina a L(p, q) completamente, ya que los ćırculos S1×∂D2

están determinados salvo isotoṕıa por sus pendientes y una vez que un disco
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meridiano del segundo S1× ∂D2 ha sido pegado al primer S1× ∂D2, sólo hay una
manera de pegar la bola B3 que resta.

Tenemos entonces que L(p, q) tiene las siguientes propiedades (como puede
verse en [23, Ch. 4]):

i) L(p, q) ∼= L(p, q′) si q ≡ q′ (mód p),

ii) L(p, q) ∼= L(p, q′) si qq′ ≡ 1 (mód p), puesto que e2πiq
′/p es un generador

de Zp y en L(p, q) tenemos que

(z1, z2) 7→ (e2πiq
′/pz1, e

2πiqq′/pz2) = (e2πiq′/pz1, e
2πi/pz2) ,

aśı, intercambiando z1 por z2, la (p, q)-acción se convierte en la (p, q′)-acción;

iii) L(p, q) ∼= −L(p,−q), ya que la aplicación

(z1, z2) 7→ (z1, z̄2)

induce el isomorfismo

L(p, q)
∼= // −L(p,−q) .

Nota 16. Podemos elegir Mi, Li un meridiano y una longitud en ∂(D2 × S1)i de
tal manera que

Mi = {(t, 1) ∈ ∂(D2 × S1)i} ,
Li = {(1, t) ∈ ∂(D2 × S1)i} ;

entonces bajo la aplicación con la que pegamos, tenemos que

M1 7→ {(t−q, tp) ∈ ∂(D2 × S1)2}

y aśı M1 ∼ −qM2 +pL2. Esta relación homológica determina de qué espacio lente
se trata.

Teorema 2.42. Dado un espacio lente L(p, q), tenemos que:

L(p, q) ∼= M(0; (α1, β1), (α2, β2))

si

p = det

(
α1 α2

−β1 β2

)
= α1β2 + α2β1

q = det

(
α1 α′2
−β1 β′2

)
= α1β

′
2 + α′2β1
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donde

det

(
α2 α′2
β2 β′2

)
= α2β

′
2 − β2α

′
2 = 1 .

Demostración. Tenemos que

M(0; (α1, β1), (α2, β2)) ∼= ((D2 × S1) ∪ (I × S1 × S1)) ∪ (D2 × S1)

y las siguientes relaciones homológicas:

M1 ∼ α1Q1 + β1H1

L1 ∼ α′1Q1 + β′1H1

y

M2 ∼ α2Q2 + β2H2

L2 ∼ α′2Q2 + β′2H2

donde

det

(
α1 α′1
β1 β′1

)
= det

(
α2 α′2
β2 β′2

)
= 1;

además Q1 + Q2 = ∂(sección de I × S1 × S1) ∼ 0 en homoloǵıa, de manera que
Q1 ∼ −Q2; por otra parte H1 ∼ H2; es decir:

(
M1

L1

)
=

(
α1 β1

α′1 β′1

) (
Q1

H1

)
=

(−α1 β1

−α′1 β′1

)(
Q2

H2

)

=

(−α1 β1

−α′1 β′1

)(
β′2 −β2

−α′2 α2

)(
M2

L2

)

=

(−(α1β
′
2 + α′2β1) α1β2 + α2β1

−(α′1β
′
2 + α′2β

′
1) α′1β2 + α2β

′
1

)(
M2

L2

)
,

y aśı, por la Nota 16, el teorema está probado.

Ejemplo 18. Sea S1 actuando sobre S3 de la siguiente manera: t(z1, z2) = (taz1, t
bz2)

donde mcd(a, b) = 1. Los subgrupos de isotroṕıa son Za y Zb. Por el teorema an-
terior, tenemos que los invariantes de Seifert de la fibración (S3,S3/S1,Π) son
M(0; (a, a′), (b, b′)) donde ab′ + ba′ = ±1.
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2.4 Las S1-variedades como variedades de Seifert

En esta sección veremos que las S1-variedades de dimensión 3 se pueden ver como
variedades de Seifert, este punto de vista nos interesa profundamente pues lo
usaremos en el Caṕıtulo 4 cuando ataquemos el problema principal de este trabajo.

Aśı, cuando tenemos una 3-variedad M junto con una acción de S1, veremos
que podemos definir una fibración donde M será el espacio total, el espacio de
órbitas de la acción será el espacio base y las órbitas de la acción serán las fibras.

2.4.1 G-variedades

Recordemos unos conceptos básicos:

Definición 2.43. Sea G un grupo de Lie compacto y sea M una variedad di-
ferenciable. Dada una acción suave (ver Def. 2.19) de G, llamaremos a M una
G-variedad considerándola junto con la acción suave de G.

Recordemos que, dado un punto x ∈ M , el subgrupo de G definido por Gx =
{g | gx = x} es llamado el grupo de isotroṕıa en x.

Definición 2.44. El subconjunto de M definido por OrbG(x) = {gx | g ∈ G} es
llamado la órbita de x.

Proposición 2.45. Dado x ∈ M , los subgrupos de isotroṕıa de elementos en
la órbita OrbG(x) son conjugados; es decir, para un elemento y ∈ OrbG(x),
gGxg

−1 = Gy con g ∈ G tal que y = gx.

Demostración. Sean g ∈ G, y ∈ OrbG(x) tales que y = gx y sea g1 ∈ Gx; entonces

gg1g
−1y = gg1g

−1(gx) = gg1(g
−1g)x = gg1x = g(g1x)

= gx = y ,

de manera que gGxg
−1 ⊂ Gy. Por otro lado, dado g2 ∈ Gy, sólo hay que seguir las

igualdades de regreso para ver que g2y = gg1g
−1y para algún g1 ∈ Gx, de donde

Gy ⊂ gGxg
−1.

Definición 2.46. Dada una G-variedad M , diremos que la acción de G es tran-
sitiva si para cualesquiera x, y ∈M , existe g ∈ G tal que gx = y.

Dada una G-variedad M , diremos que la acción de G es efectiva si para
cualquier g ∈ G tal que g 6= e, entonces existe x ∈ M tal que gx 6= x (ver Def.
2.21).

Proposición 2.47. Sea G un grupo de Lie compacto, sea M una variedad dife-
renciable y sea l : G×M →M una acción de G tal que l no es efectiva; entonces
existe una acción

l′ : G/{ker l} ×M →M ,

tal que l′ es efectiva.
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Demostración. Dada la acción l, podemos pensarla también de la siguiente ma-
nera:

l : G→ Aut(M)

g 7→ (lg : M →M) ,

donde lg(x) = gx para x ∈M . Entonces, decir que l no es efectiva equivale a decir
que ker l 6= {e}, donde e es el elemento identidad de G.

Lo que nosotros deseamos es construir una acción l′ como se ve en el siguiente
diagrama:

G
l //

²²

Aut(M)

G/{ker l}
l′

88q
q

q
q

q

Sea l′ : G/{ker l} → Aut(M) definida por:

(g ker l) 7→ l′g ker l ,

donde

l′g ker l(m) = (lg ◦ lk)(m) = lg(km)

= g(km) = m

para algún k ∈ ker l. Como hemos hecho cociente por ker l, tenemos que la acción
l′ es inyectiva; i.e. es efectiva.

Definición 2.48. Sean M y N G-variedades y sea f una función de M a N ;
diremos que f es σ-equivariante si existe un homomorfismo σ : G→ G tal que:

f(gx) = σ(g)f(x)

con g ∈ G y x ∈M .

Nota 17. Cuando σ es la identidad, decimos que f es equivariante.

Proposición 2.49 ([11, Prop. 4.6]). Sea M una G-variedad tal que la acción de
G es transitiva y sea x ∈M . Entonces la aplicación

fx : G/Gx →M

gGx 7→ gx

está bien definida y es un difeomorfismo.



2.4. LAS S1-VARIEDADES COMO VARIEDADES DE SEIFERT 51

Cuando la aplicación no es transitiva, entonces lo que tenemos es que dado
x ∈M , hay un difeomorfismo

fx : G/Gx → OrbG(x)

gGx 7→ gx .

Definición 2.50. Una representación de un grupo de Lie G sobre un espacio
vectorial V de dimensión finita es una acción continua ρ : G× V → V de G sobre
V tal que para cada g ∈ G la traslación

lg : v 7−→ ρ(g, v)

es una aplicación lineal. Entonces ρ nos induce un homomorfismo % de G en GL(V )
tal que %(g) = lg y viceversa (Ver [11, Ch. 2, Def. 1.1]); de manera que cuando
hablemos de una representación pensaremos indistintamente en cualquiera de las
funciones ρ ó %.

Ejemplo 19. Sea H un grupo de Lie compacto y sea % : H → GL(n,R) una
representación. Entonces H actúa sobre Rn de la siguiente manera:

ρ(h, x) = %(h)(x)

para x ∈ Rn, h ∈ H.

Ejemplo 20. Sea G un grupo de Lie compacto, sea H ⊂ G un subgrupo cerrado
de G y sea ρ una acción como la del ejemplo anterior. Definimos entonces

G×H Rn := (G× Rn)/H

donde H actúa sobre G× Rn por ρ(h, (g, x)) = (gh−1, %(h)(x)).

Teorema 2.51 ([23, Th. 2.3]). Sean G, H como en el Ejemplo 20, entonces la
terna (G×H Rn, π,G/H) es un haz vectorial con fibra Rn; donde π : G×H Rn →
G/H es tal que:

[(g, v)] 7−→ gH .

El espacio total G×H Rn tiene una acción natural de G dada por

g1[(g, v)] = [(g1g, v)]

Teorema 2.52 (Representación por rebanadas, [23, Th. 2.4]). Sea M una varie-
dad diferenciable y sea G un grupo de Lie compacto tal que tenemos una acción
suave G×M →M . Entonces, dado x ∈M ,

i) la órbita OrbG(x) ⊂M es una subvariedad diferenciable de M ;
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ii) dado NxOrbG(x); esto es, el haz normal (ver el Ejemplo 7) de OrbG(x) en x;
el subgrupo Gx actúa sobre NxOrbG(x) de la siguiente manera:

Para cada g ∈ Gx, la diferencial de g : M → M induce una aplicación lineal
NxOrbG(x) → NxOrbG(x) induciendo una representación

%x : Gx → NxOrbG(x) .

Llamaremos a esta representación una representación por rebanadas;

iii) el cociente G×GxNxOrbG(x) es equivariantemente difeomorfa a una vecindad
de la órbita OrbG(x) ⊂ M mediante un difeomorfismo que lleva la sección
cero G/Gx = {[(g, 0)]} a OrbG(x);

iv) después de elegir una métrica Euclidiana invariante sobre NxOrbG(x), pode-
mos pensar a la acción %x como %x : Gx → O(NxOrbG(x)); es decir, como
una función del subgrupo de isotroṕıa Gx en el grupo de automorfismos de
NxOrbG(x) que preservan el producto interno sobre NxOrbG(x).

2.4.2 Acciones de S1.

Nosotros estamos interesados en el grupo del ćırculo G = S1. Recordemos entonces
que hay diferentes maneras de pensar este grupo:

1) G = U(1) = {z ∈ C | |z| = 1}, números complejos de módulo 1;

2) G = SO(2), matrices ortogonales reales de determinante 1;

3) G ∼= T 1 = R/Z, reales módulo los enteros. (Donde convenientemente estamos
pensando en la forma equivalente R/2πZ; esto es, los elementos de G serán
ángulos φ donde 0 ≤ φ ≤ 2π).

Isomorfismos expĺıcitos pueden ser fácilmente construidos entre (1), (2) y (3).

Nota 18. Cuando hablemos de una acción de S1 en una variedad diferenciable
M , supondremos siempre que la acción es efectiva; esto se deberá a que cuando
no tenemos una acción efectiva siempre podemos obtener una acción efectiva de
S1:

Por la Proposición 2.47, cuando tenemos una acción l : S1 → Aut(M) tal que
l no es efectiva, tenemos que el ker l 6= {1}; es decir, ker l = S1 ó ker l = Zα; en el
primer caso tenemos que la acción l′ : {1} → Aut(M) (cuya existencia enuncia la
Proposición) es IdM .

Por otro lado, cuando ker l = Zα, podemos obtener una acción efectiva del
grupo cociente S1/Zα pero

S1/Zα = {[e2πiθZα]|0 ≤ θ < 1}
= {e2πiθ1|0 ≤ θ1 < 1/p} ' S1 .
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Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 21 ([40, Sect. 1.5]). Sea S3 = {z1, z2 ∈ C2 | z1z̄1+z2z̄2 = 1} y definamos
una acción de U(1) dada por

t(z1, z2) = (tβz1, t
αz2), donde t ∈ U(1).

Esta acción es efectiva cuando (α, β) = 1. La órbita {z1 = 0, z2z̄2 = 1} tiene grupo
de isotroṕıa Zα y la órbita {z2 = 0, z1z̄1 = 1} tiene grupo de isotroṕıa Zβ. Todas
las otras órbitas tienen grupo de isotroṕıa trivial.

Ejemplo 22. Consideremos S3 como en el ejemplo anterior con la siguiente acción
de U(1):

t(z1, z2) = (z1, tz2), donde t ∈ U(1).

Esta acción tiene un ćırculo de puntos fijos: {z2 = 0, z1z̄1 = 1} y las demás órbitas
tienen grupo de isotroṕıa trivial.

Ejemplo 23. Sea B una 2-variedad diferenciable cerrada y sea M = B × S1.
Definamos una acción de S1 de tal manera que sea trivial en el primer factor y la
usual en el segundo factor. Esto da una acción libre de S1 con espacio de órbitas
B.

Por el inciso (iii) del Teorema 2.52, si estudiamos todas las posibles represen-
taciones por rebanadas de los subgrupos de isotroṕıa de S1, conoceremos como
lucen las órbitas localmente.

Tenemos entonces que los posibles subgrupos de isotroṕıa de S1 son (e), los
grupos ćıclicos Zα (dados por las α-ésimas ráıces de la unidad) y S1.

Caso 1. S1
x = {1}

Sea x ∈M y supongamos que S1
x = {1}. Entonces la órbita OrbS1(x) es difeomorfa

a S1, el haz normal de OrbS1(x) en x es R2 y

S1 ×{1} R2 = S1 × R2 .

Caso 2. S1
x = S1

Sea x ∈M tal que S1
x = S1; es decir, x es un punto fijo. En este caso tenemos que

dim(NxOrbS1(x)) = 3
Como % es una acción efectiva, tenemos que % : S1 → O(NxOrbS1(x)) debe ser

inyectiva. Sólo existe entonces una representación, escribiendo a NxOrbS1(x) como
R2 × R1 donde S1 rota a R2 y deja fijo a R1. Esto es equivalente a la rotación de
D3 con eje de rotación a través de x. El espacio de órbitas de esta acción sobre
D3 es un 2-disco cerrado con x en la frontera. Aśı los puntos fijos viven sobre
subvariedades topológicas de dimensión 1 y por compacidad, estas variedades son
ćırculos (ver Figura 2.6).
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Figura 2.6: Una fibra H de puntos fijos.

Una vecindad tubular suficientemente pequeña de una componente de puntos
fijos es entonces un toro sólido con sólo puntos fijos y órbitas principales. Si
parametrizamos este toro sólido V = D2 × S1 por (r, γ, δ) con 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤
γ, δ < 2π y dejamos a S1 actuar por suma de ángulos, entonces la acción es
equivalente a

θ(r, γ, δ) = (r, γ + θ, δ), donde 0 ≤ θ ≤ 2π.

Caso 3. S1
x = Zµ

Sea x ∈ M tal que S1
x = Zµ, como S1 ×Zµ NxOrbS1(x)) es de dimensión 3 y S1

x es
discreto, tenemos que dim(NxOrbS1(x)) = 2; de manera que la órbita OrbS1(x) es
de dimensión 1 y una “rebanada” de M en x podemos pensarla como un 2-disco
D2 tal que la acción de S1

x es la acción ortogonal de S1 sobre D2. Las acciones
de Zµ sobre D2 son equivalentes a la rotación (cuando µ > 2) y a la rotación o
reflexión (cuando µ = 2).

Consideremos las rotaciones. Sea ξ = 2π/µ actuando sobre el disco unitario
de la siguiente manera:

ξ(r, γ) = (r, γ + νξ), donde (µ, ν) = 1 y 0 < ν < µ .

Llamaremos a esta acción una acción lineal estándar de tipo [µ, ν]. Ya que
ésta es una acción en cada rebanada de una órbita excepcional como la que tene-
mos, una pequeña vecindad tubular es un toro sólido T con una acción equivalente
a

θ(r, γ, δ) = (r, γ + νθ, δ + µθ) ;

de donde podemos ver que la órbita que corresponde a r = 0 tiene grupo de
isotroṕıa de orden µ. Llamaremos a [µ, ν] los invariantes de órbita orientados.
Los correspondientes invariantes de Seifert (α, β) están definidos por

α = µ , βν ≡ 1 (mód α) , 0 < β < α.

Aśı, obtenemos el siguiente resultado:

Proposición 2.53 ([23, Th. 2.1]). Sea M una S1-variedad de dimensión 3 junto
con una aplicación órbita Π y un espacio de órbitas M/S1. Entonces (M,M/S1,Π)
es una fibración de Seifert.
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Nota 19. Tenemos, sin embargo, que no toda variedad de Seifert puede verse
como una S1-variedad, como lo dice el siguiente resultado:

Proposición 2.54 ([40, Sec. 5.2 Prop. 1]). Dada una fibración de Seifert (M,π, F )
junto con la estructura de grupo O(2), si la estructura de grupo se reduce a SO(2),
entonces M admite una acción de S1.

Ejemplo 24. Los espacios lente (definidos en la Sección 2.3) son un ejemplo de
S1-variedad a la cual se le puede ver como variedad de Seifert.

Para ver que un espacio lente es una S1-variedad, basta recordar que un espacio
lente de tipo (p, q) es el espacio S3/(Zp) con mcd(p, q) = 1. Veamos entonces los
siguientes resultados:

Lema 2.55 ([40, Sect. 6.1 Lemma 3]). Al grupo Zp lo podemos ver como subgrupo
de SO(4).

Teorema 2.56. Sea G un subgrupo finito de SO(4) actuando libremente sobre
S3. Entonces existe una acción de S1 sobre S3 tal que las acciones de G y de S1

conmutan, de manera que el espacio S3/G es también una S1-variedad.

Combinando estos dos últimos resultados, obtenemos que un espacio lente
L(p, q) es una S1-variedad.



56 CAPÍTULO 2. VARIEDADES DE SEIFERT



Caṕıtulo 3

Puntos cŕıticos de funciones
reales

En este caṕıtulo estamos interesados en conocer la dimensión del conjunto de
puntos cŕıticos de una función real, hablaremos del caso “genérico” y estudiaremos
el caso de una familia particular de funciones reales.

3.1 Homomorfismos de haces genéricos.

En esta sección haremos una construcción que nos ayudará en nuestro objetivo de
decir cuál es la dimensión del conjunto de puntos cŕıticos de una función real; para
lo cual usaremos haces vectoriales y homomorfismos entre ellos (ver Sección 1.3).
Nuestra base ha sido [2]; sin embargo, la construcción viene de [52] y también hay
una generalización en [6], las cuales pueden consultarse para mayores referencias.

Sea M una variedad diferenciable, sean ζ y ξ haces vectoriales reales sobre M
y sea h un homomorfismo de haces h : ζ → ξ.

Aśı, para cada punto x ∈ M , tenemos la aplicación lineal hx : ζx → ξx, donde
ζx y ξx son las fibras correspondientes a x en ζ y ξ respectivamente.

Sea además

Hom(ζ, ξ) π // M

el haz de homomorfismos de ζ a ξ; recordemos que dado x ∈ M , la fibra de
Hom(ζ, ξ) sobre x es el espacio vectorial Hom(ζ, ξ)x de transformaciones lineales
de ζx a ξx.

Supongamos ahora que rango(ζ) = k y rango(ξ) = l (ver la Definición 1.20),
entonces

Hom(ζ, ξ)x 'Mk,l(R) ,

esto es, podemos ver a Hom(ζ, ξ)x como las matrices k × l con entradas reales.

Tenemos también que existe una correspondencia entre homomorfismos de

57
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haces h : ζ → ξ y secciones de Hom(ζ, ξ):

sh : M → Hom(ζ, ξ)

x 7−→ hx .

la cual podemos ilustrar:

ζ
h //

»»1
11

11
11

11
11

11
ξ

§§°°
°°
°°
°°
°°
°°
°

Hom(ζ, ξ)

π

²²

oo //

M M

sh

__

Tenemos entonces que h induce una partición sobre M dada por subconjuntos
“singulares”

Zj(h) = {x ∈M | dimR(ker(hx)) = j}
= {x ∈M | dimR(ker(sh(x))) = j} , (3.1)

donde 0 ≤ j ≤ rango(ζ).
Por otra parte, tomamos los haces inducidos de ζ y ξ con respecto a π y

definimos el homomorfismo de haces tautológico τ entre π∗ζ y π∗ξ, de la siguiente
manera:

Sea v ∈ Hom(ζ, ξ); entonces tenemos una aplicación lineal τv tal que

τv : π
∗ζv ' ζπ(v)

v // ξπ(v) ' π∗ξv ,

de donde vemos que τv = v (de ah́ı el nombre de tautológico).
Para darnos una idea más clara, lo que obtenemos puede verse en el siguiente

diagrama:

π∗ζ τ //

%%KKKKKKKKKK π∗ξ

yyssssssssss
ζ

ÁÁ=
==

==
==

= ξ

¡¡¢¢
¢¢

¢¢
¢¢

Hom(ζ, ξ) π // M

En este caso, tenemos una partición de Hom(ζ, ξ) dada por τ :

Zj(τ) = {v ∈ Hom(ζ, ξ)| dimR(ker(τv)) = j}
= {v ∈ Hom(ζ, ξ)| dimR(ker(v)) = j} .

Entonces tenemos el siguiente resultado, probado por Thom [52] y generalizado
por Boardman [6] (véase también [2, Ecuación (1)]):
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Proposición 3.1. El conjunto Zj(τ) es una subvariedad diferenciable de Hom(ζ, ξ)
tal que su codimensión es j(l − k + j), para todo 0 ≤ j ≤ rango ζ.

Aśı podemos pensar en la siguiente noción de “genericidad”.

Definición 3.2. Dado un homomorfismo de haces vectoriales h, diremos que es
genérico si la sección correspondiente sh es transversal a la subvariedad Zj(τ)
para todo j.

Entonces tenemos que los homomorfismos genéricos de haces vectoriales for-
man un subconjunto denso del espacio de morfismos de haces vectoriales con la
topoloǵıa C∞ de Whitney (ver [27, § 1]).

Usando la definición anterior, obtenemos que:

Proposición 3.3 ([2, Proposition 3]). Sea h : ζ → ξ un homomorfismo de haces
vectoriales genérico, entonces el conjunto Zj(h) es una subvariedad de M tal que
codimR(Zj(h)) = j(l − k + j).

Demostración. Sea sh la sección de Hom(ζ, ξ) correspondiente a h. Tenemos que

Zj(h) = s−1
h (Zj(τ))

y ya que sh es transversal a Zj(τ) para todo j, por el Teorema de la preimagen
[17, página 28], Zj(h) es subvariedad de M de codimensión real j(l − k + j).

3.2 Funciones de Rn a R2.

Veamos ahora cómo nos pueden servir los resultados anteriores para estudiar la
dimensión de los puntos cŕıticos de una función real usando la noción de haz
tangente (ver Ejemplo 6).

Sea f : (Rn, 0) → (R2, 0). Denotaremos por Crit(f) el conjunto de puntos
cŕıticos (ver Def. 1.6) de f , esto es,

Crit(f) = {x ∈ Rn| rango(Dfx) < 2} ;

es decir,
Crit(f) = C0(Df) ∪ C1(Df) , (3.2)

donde Ci(Df) = {x ∈ Rn| dimR(ker(Dfx)) = n− i}.
Entonces tomamos el haz inducido de TR2 con respecto a f y obtenemos el

siguiente diagrama:

TRn

ÃÃ

ϕf

$$I
I

I
I

I Df

##
f ∗TR2

²²

f̂ // TR2

π

²²
Rn

f // R2 ,

(3.3)
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donde queremos encontrar ϕf : TRn → f ∗TR2 tal que Df = f̂ ◦ ϕf .
Notemos entonces que:

f ∗TR2 = {(x, y, v) ∈ Rn × R2 × R2|f(x) = π(y, v)}
= {(x, f(x), v) ∈ Rn × R2 × R2}
' {(x, v) ∈ Rn × R2} ,

de manera que f ∗TR2 = Rn × R2. Si ahora pensamos el diagrama (3.3) en ele-
mentos, tenemos, dados x ∈ Rn, v ∈ TRnx y w ∈ TR2

f(x) tal que Dfx(v) = w, el
siguiente diagrama:

(x, v)
m

ÃÃ

©
ϕf

$$H
H

H
H

H
À Df

$$
(x,w)

_

²²

Â f̂ // (f(x), w)
_

π

²²
x Â f // f(x) ;

entonces podemos definir a la función ϕf que buscamos como:

ϕf : Rn × Rn →Rn × R2

(x, v) 7−→(x,Dfx(v)) .

Aśı, obtenemos dos haces vectoriales sobre Rn y un homomorfismo ϕf entre
dichos haces:

TRn ' Rn × Rn ϕf //

''OOOOOOOOOOOO Rn × R2 ' f ∗TR2

wwnnnnnnnnnnnnn

Rn

de donde, recordando la notación de la sección anterior,

ϕf x : {x} × Rn // {x} × R2

(x, v) Â // (x,Dfx(v)) ,

de manera que podemos pensar a ϕf x como Dfx.
Entonces el haz de homomorfismos

Hom(TRn, f ∗TR2)

π

²²
Rn

(3.4)
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es tal que

Hom(TRn, f ∗TR2) ' Hom(Rn × Rn,Rn × R2) ' Rn ×Mn,2(R)

y la sección dada por ϕf en el haz (3.4) es:

sϕf
: Rn // Rn ×Mn,2(R)

x Â // (x,Dfx) ;

como el haz es trivial, esto es equivalente a dar la función x 7→ Dfx.
Ahora, la noción de genericidad dada en la Definición 3.2, nos induce el si-

guiente concepto.

Definición 3.4. Sea f : (Rn, 0) → (R, 0). Diremos que f es una función genéri-
ca cuando el homomorfismo de haces ϕf (el cual, claramente depende de f) es
genérico (recordar la Definición 3.2).

Además, las funciones genéricas forman un subconjunto denso del espacio de
todas las funciones (pensando en funciones entre variedades diferenciables), como
se puede ver en [27].

Supongamos entonces que nuestra función f es genérica.
Aśı, tenemos que ϕf induce una partición sobre Rn dada por los conjuntos

Zj(ϕf ) (ver (3.1)), de tal manera que:

Zj(ϕf ) = {x ∈ Rn| dimR(ker(ϕf x)) = j}
= {x ∈ Rn| dimR(ker(Dfx)) = j} .

Es decir que, recordando (3.2), tenemos:

Crit(f) = C0(Df) ∪ C1(Df) = Zn(ϕf ) ∪ Zn−1(ϕf ) .

Entonces, usando la Definición 3.2 y la Proposición 3.3, obtenemos que:

codimR(Zn−1(ϕf )) = (n− 1)(2− n+ n− 1) = n− 1

codimR(Zn(ϕf )) = n(2− n+ n) = 2n .

Lo cual nos lleva a preguntarnos la dimensión de Zn(ϕf ); para encontrar la
respuesta debemos pensar en la construcción que se hizo en la sección anterior.

En nuestro caso, el conjunto “singular” Zj(τ) que nos da el homomorfismo de
haces tautológico τ es de la siguiente manera:

Zj(τ) ⊂ Hom(Rn × Rn,Rn × R2) '

²²

Rn × R2n

Rn

sϕf

TT
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Además, por la Proposición 3.1 sabemos que

codimR(Zn−1(τ)) = n− 1 ; esto es, dimR(Zn−1(τ)) = 2n+ 1

codimR(Zn(τ)) = 2n ; esto es, dimR(Zn(τ)) = n .

Por definición de un homomorfismo genérico de haces vectoriales, si ϕf es
genérica, entonces debe cumplir que la sección sϕf

es transversal a todos los con-
juntos Zj(τ); en particular a Zn(τ); es decir, que

TαZn(τ)⊕Dsϕf x
(TxRn) = Rn × R2n ,

donde sϕf
(x) = α, pero dim(TαZn(τ)) = n y dim(Dsϕf x

(TxRn)) ≤ n, de manera
que no se puede dar la igualdad anterior.

Aśı vemos que la única manera de que sϕf
sea transversal a Zn(τ) es que

Im(sϕf
) y Zn(τ) no se intersecten, lo cual nos dice que Zn(ϕf ) = ∅.

Por lo tanto, tenemos el siguiente resultado:

Corolario 3.5. Sea f : Rn → R2 tal que f es una función genérica, con n ≥ 3.
Entonces

Crit(f) = Zn−1(ϕf ) y dimR(Crit(f)) = 1 .

3.3 Funciones con punto cŕıtico aislado

En esta sección daremos dos familias de funciones reales de Rn a R2 que no son
genéricas de acuerdo a la Definición 3.4; lo cual en principio nos diŕıa que la
dimensión del conjunto de puntos cŕıticos es cero (por el Corolario 3.5); pero
demostraremos además que estas funciones tienen punto cŕıtico aislado.

Sea F : C3 ∼= R6 → C ∼= R2 una función real definida de la siguiente forma:

F (x, y, z) = xy(xp + yq) + zr, (3.5)

donde 2 ≤ p, r < q ó 2 ≤ q, r < p.
Lo que queremos encontrar es el conjunto Crit(F ), de manera que lo primero

que hacemos es fijarnos en la matriz jacobiana:




∂Re(F )
∂x

∂Re(F )
∂x

∂Re(F )
∂y

∂Re(F )
∂y

∂Re(F )
∂z

∂Re(F )
∂z

∂Im(F )
∂x

∂Im(F )
∂x

∂Im(F )
∂y

∂Im(F )
∂y

∂Im(F )
∂z

∂Im(F )
∂z


 (3.6)

donde:

Re(F ) =
1

2

(
xyxp + xyyq + zr + xyxp + xyyq + zr

)

e

Im(F ) =
1

2

(
xyxp + xyyq + zr − xyxp − xyyq − zr

)
.
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Tenemos entonces que (x, y, z) ∈ C3 será un punto cŕıtico de F si al evaluar
la matriz (3.6) en (x, y, z), el rango es menor que 2; esto nos dice que debemos
analizar los menores de tamaño 2 de dicha matriz para encontrar Crit(F ).

Nos falta todav́ıa analizar los puntos cŕıticos de una familia más de funciones
reales, la cual usaremos en el Caṕıtulo 4.

Sea entonces f : C2 ∼= R4 → C ∼= R2 la función:

f(x, y) = xy(xp + yq), (3.7)

con las mismas condiciones para p y q que en la definición de F .
Se conoce bien que esta familia de funciones tiene punto cŕıtico aislado (como

se menciona, por ejemplo, en [43]); sin embargo, creemos que es interesante una
nueva manera de ver este hecho.

Aśı, la matriz jacobiana de f está dada por:



∂Re(f)
∂x

∂Re(f)
∂x

∂Re(f)
∂y

∂Re(f)
∂y

∂Im(f)
∂x

∂Im(f)
∂x

∂Im(f)
∂y

∂Im(f)
∂y


 (3.8)

donde:

Re(f) =
1

2

(
xyxp + xyyq + xyxp + xyyq

)

e

Im(F ) =
1

2

(
xyxp + xyyq − xyxp − xyyq

)
.

Análogamente al caso de F , debemos analizar los menores de tamaño dos de
la matriz (3.8) para encontrar Crit(f) para ver en qué puntos esta matriz tiene
rango menor que dos.

3.3.1 Los puntos cŕıticos de F y de f .

Primero veamos cómo es Crit(F ).
El menor formado por las dos últimas columnas es:

( ∂Re(F )
∂z

∂Re(F )
∂z

∂Im(F )
∂z

∂Im(F )
∂z

)
=

(
1
2
rzr−1 1

2
rzr−1

1
2i
rzr−1 −1

2i
rzr−1

)
; (3.9)

de donde, el determinante de dicha submatriz es

(
1

2
rzr−1

)(−1

2i
rzr−1

)
−

(
1

2
rzr−1

)(
1

2i
rzr−1

)
= − 1

4i
zzr−1 − 1

4i
zzr−1

= − 1

2i
r2|z|2(r−1).

(3.10)

Aśı, para un punto (x, y, z) ∈ C3 con z 6= 0, tenemos que (x, y, z) es un punto
regular pues el rango de la matriz es igual a 2.
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Y por la definición de F, para un punto (x, y, z) ∈ V tal que z = 0, tenemos
que

xyxp = −xyyq . (3.11)

Tomemos ahora el menor formado por las dos primeras columnas de la matriz
(3.6):

( ∂Re(F )
∂x

∂Re(F )
∂x

∂Im(F )
∂x

∂Im(F )
∂x

)
=

(
1
2
(pxyxp−1 + xpy + yqy) 1

2
(yxp + yyq + pxp−1xy)

1
2i

(pxyxp−1 − xpy − yqy) 1
2i

(yxp + yyq − pxp−1xy)

)

(3.12)
El determinante de este menor está dado por:

1

2i
(xpyxpy + yq+1xpy + xpyyq+1 + yq+1yq+1 − p2xpyxpy) . (3.13)

Usando la ecuación (3.11), el primer término de la ecuación anterior nos da:

xpyxpy = xp−1(xyxp)y = xp−1(−xyyq)y = −xpyyq + 1 ;

aśı, (3.13) se convierte en

1

2i
(yq+1xpy + yq+1yq+1 − p2xpyxpy) . (3.14)

De donde, tenemos dos casos:

i) Si x 6= 0, y 6= 0, tenemos por (3.11) que xp = −yq, sustituyendo en (3.14),
obtenemos que

∣∣∣∣∣
∂Re(F )
∂x

∂Re(F )
∂x

∂Im(F )
∂x

∂Im(F )
∂x

∣∣∣∣∣ =
1

2i
(−pxpyxpy) = − 1

2i
p|x|2p|y|2 6= 0 .

ii) Si x = 0, y 6= 0, tenemos que
∣∣∣∣∣
∂Re(F )
∂x

∂Re(F )
∂x

∂Im(F )
∂x

∂Im(F )
∂x

∣∣∣∣∣ =
1

2i
(yq+1yq+1) =

1

2i
|y|2q+2 6= 0 .

Finalmente, tenemos que el menor formado por las columnas tercera y cuarta
de (3.6) es:




∂Re(F )
∂y

∂Re(F )
∂y

∂Im(F )
∂y

∂Im(F )
∂y


 =

(
1
2
(qxyyq−1 + xxp + xyq) 1

2
(xxp + xyq + qyq−1xy)

1
2i

(qxyyq−1 − xxp − xyq) 1
2i

(xxp + xyq − qyq−1xy)

)

(3.15)
Suponiendo todav́ıa que z = 0, usamos la ecuación (3.11) y obtenemos que el

determinante de esta matriz es:

1

2i
(−qxyqxyq + xp + 1xp+1 + xp+1xyq)

De donde, podemos distinguir los dos siguientes casos:
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i’) Si x 6= 0, y 6= 0, de manera análoga a (i), tenemos que

∣∣∣∣∣
∂Re(F )
∂y

∂Re(F )
∂y

∂Im(F )
∂y

∂Im(F )
∂y

∣∣∣∣∣ =
1

2i
(−q2xyqxyq) = − 1

2i
q2|x|2|y|2q 6= 0 .

ii’) Si x 6= 0 y y = 0, entonces

∣∣∣∣∣
∂Re(F )
∂y

∂Re(F )
∂y

∂Im(F )
∂y

∂Im(F )
∂y

∣∣∣∣∣ =
1

2i
|x|2p+2 6= 0 .

De manera que un punto (x, y, z) es un punto regular de la función si alguna
de sus coordenadas x, y, z es diferente de cero.

Entonces la pregunta que queda es de qué tipo es el punto (0, 0, 0) ∈ V .

En los tres menores que ya hemos visto, es claro que cuando evaluamos en
el punto (0, 0, 0), los determinantes de estos menores son iguales a cero; para los
otros menores tenemos que:

∣∣∣∣∣
∂Re(F )
∂x

∂Re(F )
∂y

∂Im(F )
∂x

∂Im(F )
∂y

∣∣∣∣∣ =
1

2i
xy(qyq − pxp)(xp + yq) ,

∣∣∣∣∣
∂Re(F )
∂x

∂Re(F )
∂y

∂Im(F )
∂x

∂Im(F )
∂y

∣∣∣∣∣ =
1

2i
xy(−pqyqxp + (xp + yq)(xp + yq)) ,

∣∣∣∣∣
∂Re(F )
∂x

∂Re(F )
∂z

∂Im(F )
∂x

∂Im(F )
∂z

∣∣∣∣∣ =
1

2i
ryzr−1(xp + yq) ,

∣∣∣∣∣
∂Re(F )
∂x

∂Re(F )
∂z

∂Im(F )
∂x

∂Im(F )
∂z

∣∣∣∣∣ = − 1

2i
prxyzr−1xp−1 ,

∣∣∣∣∣
∂Re(F )
∂x

∂Re(F )
∂y

∂Im(F )
∂x

∂Im(F )
∂y

∣∣∣∣∣ =
1

2i
yx(pqxpyq − (xp + yq)(xp − yq)) ,

∣∣∣∣∣
∂Re(F )
∂x

∂Re(F )
∂y

∂Im(F )
∂x

∂Im(F )
∂y

∣∣∣∣∣ =
1

2i
xy(pqxp−1yq−1xy + (pxp − qyq)(xp + yq)) ,

∣∣∣∣∣
∂Re(F )
∂x

∂Re(F )
∂z

∂Im(F )
∂x

∂Im(F )
∂z

∣∣∣∣∣ =
1

2i
prxp−1xyzr−1 ,
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∣∣∣∣∣
∂Re(F )
∂x

∂Re(F )
∂z

∂Im(F )
∂x

∂Im(F )
∂z

∣∣∣∣∣ = − 1

2i
ryzr−1(xp + yq) ,

∣∣∣∣∣
∂Re(F )
∂y

∂Re(F )
∂z

∂Im(F )
∂y

∂Im(F )
∂z

∣∣∣∣∣ =
1

2i
rxzr−1(xp + yq) ,

∣∣∣∣∣
∂Re(F )
∂y

∂Re(F )
∂z

∂Im(F )
∂y

∂Im(F )
∂z

∣∣∣∣∣ = − 1

2i
qrxyzr−1yq−1 ,

∣∣∣∣∣
∂Re(F )
∂y

∂Re(F )
∂z

∂Im(F )
∂y

∂Im(F )
∂z

∣∣∣∣∣ =
1

2i
qryq−1xyzr−1 ,

∣∣∣∣∣
∂Re(F )
∂y

∂Re(F )
∂z

∂Im(F )
∂y

∂Im(F )
∂z

∣∣∣∣∣ = − 1

2i
rxzr−1(xp + yq) ,

De donde podemos ver que el punto (0, 0, 0) es un punto cŕıtico aislado de F .

Tenemos además que la matriz jacobiana (3.6) evaluada en el punto (0, 0, 0)
tiene rango cero; para ver esto, sólo hay que analizar las entradas de esta matriz
que podemos ver por separado en las ecuaciones (3.9), (3.12) y (3.15).

Aśı, recordando la sección anterior, tenemos que F no es una función genérica;
es decir, ϕF no es un homomorfismo genérico de haces vectoriales y más aún,
Zn−1(ϕF ) = ∅ y

Zn(ϕF ) = (0, 0, 0) .

Veamos ahora cómo es Crit(f).

No es dif́ıcil ver que la matriz jacobiana de f , (3.8), es de hecho la submatriz
de (3.6) formada por las primeras cuatro columnas; de manera que el análisis
es análogo al que hicimos en el caso de F ; de donde obtenemos que un punto
(x, y) ∈ C2 es un punto regular de la función si alguna de sus coordenadas x, y es
diferente de cero.

Aśı, el punto (0, 0) es el único punto cŕıtico de f ; de donde f tampoco es una
función genérica y análogamente a F ,

Zn−1(ϕf ) = ∅ y Zn(ϕf ) = (0, 0, 0) .

Esto es importante por lo que veremos a continuación.
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3.4 Teorema de Fibración de Milnor

En nuestro caso hemos encontrado una familia de funciones que tienen punto cŕıti-
co aislado y por ello cumplen la Condición de Milnor (descrita en [31]) requerida
para el Teorema de Fibración de Milnor en el caso real:

Sea f : Rn → Rk una función polinomial que lleva el origen al origen y que
satisface

Hipótesis (Condición de Milnor). Debe existir una vecindad U del origen en Rn
tal que la matriz (∂fi/∂xj) tiene rango k para todo x ∈ U con x diferente del
origen.

Asumamos también que k ≥ 2.

Teorema 3.6 (Fibración de Milnor, [31, Th. 11.2]). El complemento de una vecin-
dad tubular abierta de K en Sn−1

ε es el espacio total de un haz fibrado suave sobre
la esfera Sk−1, donde cada fibra F es una variedad suave compacta de dimensión
n− k tal que la frontera ∂F es difeomorfa a K.

Ahora, sabemos por el Corolario 3.5, que la Condición de Milnor no es fácil
de satisfacer y podemos citar a Milnor:

“The major weakness of Theorem 11.2 is that the hypothesis is so
strong that examples are very difficult to find.

Problem. For which dimensions n ≥ k ≥ 2 do non-trivial examples
exists? ”

Debido a esto, en un futuro se puede pensar en un estudio de las singularidades
de las funciones que hemos encontrado desde el punto de vista del Teorema de
Fibración de Milnor. Para ahondar en este tema se puede ver [46].
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Caṕıtulo 4

Singularidades reales

Retomando la función F de la Sección 3.3, en este caṕıtulo estudiaremos la aureola
de la singularidad aislada de V = F−1(0) y veremos que esta aureola es una
variedad de Seifert.

Además, trataremos de relacionar dicha aureola con la aureola de la singula-
ridad aislada de V ′ = f−1(0) mediante cubrientes ramificados.

4.1 Definiciones y propiedades

En esta sección estableceremos la notación y los objetos con los cuales trabajare-
mos.

Sean F y f como en la Sección 3.3; es decir, tenemos:

F : C3 ∼= R6 −→ C ∼= R2 (4.1)

(x, y, z) 7−→ xy(xp + yq) + zr (4.2)

y

f : C2 ∼= R4 −→ C ∼= R2 (4.3)

(x, y) 7−→ xy(xp + yq) (4.4)

(4.5)

donde mcd(p, q) = 1 y 2 ≤ p, r; 2 < q ó 2 ≤ q, r; 2 < p.

Sean además V y V ′ las hipersuperficies (complejas, pues su codimensión com-
pleja es 1) definidas por:

V = F−1(0) ,

V ′ = f−1(0) .

69
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Ahora definiremos unas acciones que convengan a nuestros propósitos de des-
cribir a las aureolas de las singularidades de V y V ′, para ello, recordemos que S1

es un grupo de Lie compacto.
Sea

δ = mcd(pq − p− q, r) ,

entonces definimos una acción de S1 sobre C3 dada por:

S1 × C3
ϕ // C3

(t, (x, y, z)) Â // (tax, tby, tcz) ,

(4.6)

donde:

a =
qr

δ
∈ Z

b =
pr

δ
∈ Z

c =
pq − p− q

δ
∈ Z .

Por las definiciones de a, b y c tenemos las siguientes igualdades:

pa− a− b =
pqr − qr − pr

δ
= cr (4.7)

=
pqr − qr − pr

δ
= qb− a− b (4.8)

de donde, comparando el primer y último términos, obtenemos que:

pa = qb . (4.9)

Usando las igualdades (4.8) y (4.9) podemos ver que:

Lema 4.1. La variedad V es invariante bajo la acción ϕ.

Demostración. Sea (x, y, z) ∈ V ; es decir,

xy(xp + yq) + zr = 0 .

Entonces, dado un t ∈ S1, tenemos que:

(tax)(tby)((tax)p + (tby)q) + (tcz)r = tatbxy(tapxp + tbqyq) + tcrzr

= tatbtpaxy(xp + yq) + tcrzr

= tpa−a−bxy(xp + yq) + tcrzr

= tpa−a−b(xy(xp + yq) + zr)

= tpa−a−b(0) = 0 ,

de donde, ϕ(t(x, y, x)) ∈ V ; es decir, V es invariante bajo la acción ϕ.
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Tenemos además:

Lema 4.2. La esfera S5 es invariante bajo la acción ϕ.

Demostración. Dado un punto (x, y, z) ∈ S5 y t ∈ S1, se tiene que ϕ(t, (x, y, z)) =
(tax, tby, tcz); si nos fijamos en la norma |(tax, tby, tcz)|, obtenemos:

2

√
(tax)(tax) + (tby)(tby) + (tcz)(tcz) =

2

√
(tataxx) + (tbtbyy) + (tctczz)

= 2
√
|ta|2|x|2 + |tb|2|y|2 + |tc|2|z|2

= 2
√
|x|2 + |y|2 + |z|2 ,

ya que |t| = 1; de manera que ϕ(x, y, z) ∈ S5.

Llamaremos entonces KF a la intersección V ∩ S5 (es decir, a la aureola del
(0, 0, 0)) y se sigue de los Lemas 4.1 y 4.2 que KF es invariante bajo la acción ϕ.

Llamaremos también Kf a la aureola del (0, 0); es decir, a la intersección de
V ′ con la esfera S3 ⊂ C2

{x,y}.
Ahora daremos ciertas condiciones sobre las aureolas para poder relacionarlas

más adelante.
Sean ε1 y ε2 suficientemente pequeños de tal manera que se cumple el Teorema

1.13 para las aureolas KF,ε1 = V ∩ S5
ε1

y Kf,ε2 = V ′ ∩ S3
ε2

y sea

ε = mı́n{ε1, ε2} ;

sea entonces ε′ tal que, para todo (x, y, z) ∈ V con (x, y) ∈ B4
ε′ se tiene que

|f(x, y)|1/r < ε.
Con estas condiciones para ε y ε′, usaremos ahora otra manera de ver a KF

que usa la noción de polidisco (al cual por abuso de notación, llamaremos B6
ε,ε′):

B6
ε,ε′ = {(x, y, z)|(x, y) ∈ B4

ε′ , |z| ≤ ε} ,

donde B4
ε′ es la 4-bola de radio ε′ centrada en el origen en C2

{x,y} ⊂ C3.

De acuerdo a [13, Application 3.8], a la aureola asociada a una singularidad
aislada también podemos describirla como la frontera de una vecindad algebraica
de la singularidad; de manera que K̃F,ε definida como

K̃F,ε = V ∩ ∂B6
ε,ε′

es la aureola de la singularidad en el origen de V ; tenemos además, por [13, Th.
3.5] que el par (∂B6

ε,ε′ , K̃F,ε) es difeomorfo al par (S5
ε, KF,ε).

Lema 4.3. El polidisco B6
ε,ε′ es invariante bajo la acción ϕ.
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Demostración. Dado un punto (x, y, z) en el polidisco B6
ε,ε′ y t ∈ S1, tenemos

que ϕ(t, (x, y, z)) = (tax, tby, tcz); si nos fijamos en la norma del punto (tax, tby)
obtenemos:

|(tax, tby)| = 2

√
(tax)(tax) + (tby)(tby)

=
2

√
(tataxx) + (tbtbyy)

= 2
√
|ta|2|x|2 + |tb|2|y|2

= 2
√
|x|2 + |y|2 ,

puesto que |t| = 1; además,

|tcz| = |tc||z| = |t|c|z| = |z| ≤ ε ,

de manera que ϕ(t, (x, y, z)) ∈ B6
ε,ε′ .

Aśı, se sigue de los Lemas 4.1 y 4.3 que:

Proposición 4.4. La aureola K̃F,ε es invariante bajo la acción ϕ.

Podemos entonces pensar en la acción ϕ restringida a K̃F,ε; abusando de la
notación, seguiremos llamando ϕ a esta acción de S1 sobre K̃F,ε; es decir,

ϕ : S1 × K̃F,ε → K̃F,ε ,

donde ϕ está definida como en (4.6).
Además, como K̃F,ε es la intersección de la hipersuperficie compleja V y el

polidisco B6
ε,ε′ , tenemos que dim(K̃F,ε) = 3.

De esta manera, por la Proposición 2.53 obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 4.5. La terna (K̃F,ε, π, B) es una fibración de Seifert; donde B es el
espacio de órbitas de la acción ϕ y π es la proyección de K̃F,ε a B.

Ya que K̃F,ε es una variedad fibrada de Seifert, podemos preguntarnos cuantas
fibras excepcionales tiene y cuales son.

Recordemos que las fibras excepcionales corresponderán a las órbitas de la
acción ϕ cuyos puntos tengan subgrupos de isotroṕıa diferentes del trivial.

Lema 4.6. Las fibras excepcionales de K̃F,ε son tres:

{(x, y, z) ∈ K̃F,ε|x = 0, z = 0} , (4.10)

{(x, y, z) ∈ K̃F,ε|y = 0, z = 0} , (4.11)

{(x, y, z) ∈ K̃F,ε|x 6= 0, y 6= 0, z = 0} . (4.12)
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Demostración. Recordemos que δ = mcd(pq− p− q, r) para p, q y r dados en 4.1;
es decir, mcd(p, q) = 1 y 2 ≤ p, r; 2 < q ó 2 ≤ q, r; 2 < p.

Sea

r′ =
r

δ
;

entonces podemos ver a la acción ϕ : K̃F,ε → K̃F,ε (esta restricción podemos ha-
cerla por los Lemas 4.1 y 4.3) como:

ϕ
(
e2πiθ, (x, y, z)

)
= (e2πiθax, e2πiθby, e2πiθcz) ,

con a = qr′, b = pr′ y c = pq−p−q
δ

; por definición, mcd(r′, c) = 1.
Deseamos ver cuales órbitas de ϕ pueden ser excepcionales, para ello, veremos

cómo pueden ser los puntos que pertenecen a K̃F,ε:
Sea (x, y, z) ∈ K̃F,ε, entonces:

• Si x = 0, y = 0 y z = 0,entonces tenemos al punto (0, 0, 0) y es claro que
(0, 0, 0) /∈ K̃F,ε.
• Si x = 0, y = 0 y z 6= 0, entonces f(x, y) = 0, pero F (x, y, z) 6= 0 de manera
que un punto de la forma (0, 0, z) no está en K̃F,ε.
• Si x = 0, y 6= 0 y z = 0, entonces F (x, y, z) = 0; de manera que (0, y, 0) ∈ K̃F,ε

si y sólo si |y| = ε′; veamos cuál es el subgrupo de isotroṕıa del punto (0, y, 0).
Tenemos que:

ϕ
(
e2πiθ, (0, y, 0)

)
= (0, e2πiθby, 0) = (0, e2πiθpr′y, 0) ,

con 0 ≤ θ < 1; aśı que, cuando θpr′ ∈ Z tendremos que

ϕ
(
e2πiθ, (0, y, 0)

)
= (0, y, 0) ;

entonces, un elemento e2πiθ ∈ S1 dejará fijo al punto (0, y, 0) cuando

θ =
γ2

pr′
,

con γ2 ∈ Z;es decir, S1
(0,y,0) = Zpr′ .

Además, dado un punto (0, y, 0) con |y| = ε′ su órbita está formada sólo por
puntos de la forma (0, y′, 0) con |y′| = ε′ pero esto nos da un ćırculo; es decir,

OrbS1(0, y, 0) = {(0, y′, 0)| |y′| = ε′} ' S1 ;

de manera que tenemos una órbita excepcional, la órbita (4.10).
• Si x 6= 0, y = 0 y z = 0, entonces F (x, y, z) = 0; de manera que (x, 0, 0) ∈ K̃F,ε

si y sólo si |x| = ε′; veamos cuál es el subgrupo de isotroṕıa del punto (x, 0, 0).
Tenemos que:

ϕ
(
e2πiθ, (x, 0, 0)

)
= (e2πiθax, 0, 0) = (e2πiθqr′x, 0, 0) ,
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con 0 ≤ θ < 1; aśı que, un elemento e2πiθ ∈ S1 dejará fijo al punto (x, 0, 0) cuando

θ =
γ1

qr′
,

con γ1 ∈ Z;es decir, S1
(x,0,0) = Zqr′ .

Además, dado un punto (x, 0, 0) con |x| = ε′,

OrbS1(x, 0, 0) = {(x′, 0, 0)| |x′| = ε′} ' S1 ;

de manera que tenemos una órbita excepcional, la órbita (4.11).
• Si x = 0, y 6= 0 y z 6= 0, entonces f(x, y) = 0 pero F (x, y, z) 6= 0, de manera
que un punto de la forma (0, y, z) no está en K̃F,ε.
• Si x 6= 0, y = 0 y z 6= 0, análogamente al caso anterior, un punto de la forma
(x, 0, z) no está en K̃F,ε.
• Si x 6= 0, y 6= 0 y z = 0, entonces f(x, y) = 0 si y sólo si xp + yq = 0; de manera
que un punto de la forma (x, y, 0) está en K̃F,ε si y sólo si xp + yq = 0. Veamos de
cuántas órbitas estamos hablando y si son excepcionales o no.

En este caso,

ϕ
(
e2πiθ, (x, y, 0)

)
= (e2πiθax, e2πiθby, 0) = (e2πiθqr

′
x, e2πiθpr′y, 0) ,

con 0 ≤ θ < 1; aśı que, cuando θpr′ ∈ Z y θqr′ ∈ Z tendremos que

ϕ
(
e2πiθ, (x, y, 0)

)
= (x, y, 0) ;

entonces, un elemento e2πiθ ∈ S1 dejará fijo al punto (0, y, 0) cuando

θ =
γ1

qr′
,

θ =
γ2

pr′
;

sea u ∈ Z tal que

γ1 = uqr′ ,

γ2 = upr′ ;

entonces el valor que andamos buscando de θ es θ = u
r′ ; aśı, S1

(x,y,0) = Zr′ .
Enunciaremos ahora un resultado de Brauner que nos servirá para ver de

cuántas órbitas estamos hablando:

Proposición 4.7 ([8, Prop 1, pag. 224]). Sea C ∈ C2 la curva con ecuación
xp + yq = 0, con mcd(p, q) = 1. Entonces el par (C2, C) es homeomorfo al par
(C2, Ĉ), donde Ĉ es el cono sobre un nudo tórico de tipo (p, q).
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Lo que nos dice esta proposición es que la intersección de la curva compleja
xp + yq = 0 y la esfera S3 es un S1 “enrollado” en el toro p veces en la dirección
longitudinal y q veces en la dirección meridional.

Además, podemos establecer una biyección entre el conjunto

{(x, y, 0) ∈ K̃F,ε|x 6= 0, y 6= 0, xp + yq = 0}
y el conjunto {(x, y) ∈ S3|x 6= 0, y 6= 0, xp + yq = 0}:

(x, y, 0) Â P // (x, y) Â // (x, y, 0) ;

claramente la proyección P es inyectiva y la segunda función es sobreyectiva pues
dado un punto (x, y, 0) con xp + yq = 0 siempre será imagen del punto (x, y) con
la misma condición xp + yq = 0.

Entonces, por la Proposición 4.7, tenemos que:

{(x, y) ∈ S3|x 6= 0, y 6= 0, xp + yq = 0} ' S1,

de manera que

OrbS1(x, y, 0) = {(x, y, 0) ∈ K̃F,ε|x 6= 0, y 6= 0, xp + yq = 0} ' S1 ,

aśı, tenemos una órbita excepcional, la órbita (4.12).
• Si x 6= 0, y 6= 0, z 6= 0, entonces f(x, y) 6= 0 pero F (x, y, z) = 0. En este caso,

ϕ
(
e2πiθ, (x, y, z)

)
= (e2πiθax, e2πiθby, e2πiθcz)

= (e2πiθqr
′
x, e2πiθpr′y, e2πiθcz) ,

con 0 ≤ θ < 1; aśı que cuando

θ =
γ1

qr′
,

θ =
γ2

pr′
,

θ =
γ3

c
,

tendremos que ϕ
(
e2πiθ, (x, y, z)

)
= (x, y, z); sea u ∈ Z tal que

γ1 = upr′ ,

γ2 = uqr′ ,

γ3 = uc;

entonces el valor que andamos buscando de θ es θ = u pues mcd(pr′, qr′, c) = 1;
aśı, S1

(x,y,z) = {1} para (x, y, z) ∈ K̃F,ε.
En este caso ya no nos interesa saber si se trata de una o más órbitas porque

no son excepcionales; de manera que queda demostrado el lema.
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Por otra parte, en cuanto a la variedad V ′, tenemos lo siguiente:
Sea ϑ la acción de S1 sobre C2 dada por:

S1 × C2 ϑ // C2

(t, (x, y)) Â // (tqx, tpy) .

(4.13)

En este caso también tenemos

Lema 4.8. La esfera S3 es invariante bajo la acción ϑ.

La demostración es análoga a la demostración del Lema 4.2.
Entonces podemos pensar en la acción como:

S1 × S3 ϑ // S3 . (4.14)

Es claro que el Lema 4.8 funciona para una esfera S3 de cualquier radio; pero
para nuestra conveniencia, de ahora en adelante hablaremos de S3

ε′ ; en este caso,
nuevamente por la Proposición 2.53, obtenemos:

Corolario 4.9. La terna (S3
ε′ , π

′,S2) es una fibración de Seifert; donde conside-
ramos a S3

ε′ como una S1-variedad con la acción ϑ, S2 es el espacio de órbitas de
la acción y π′ es la proyección de S3

ε′ a S2.

Para distinguir a la esfera S3
ε′ con la acción ϑ, le denotaremos por S3(p, q)ε′ .

Nota 20. Sabemos que el espacio de órbitas es S2 gracias a [48, §3, pag. 370],
que nos dice que cuando S3

ε′ es una variedad fibrada de Seifert, siempre se tiene
que S2 es el espacio base.

También tenemos el siguiente resultado:

Lema 4.10. La variedad V ′ es invariante bajo la acción ϑ.

Demostración. Sea (x, y) ∈ V ′; entonces

xy(xp + yq) = 0 ;

además, ϑ(x, y) = (tqx, tpy) con t ∈ S1; veamos si ϑ(x, y) está en V ′:

(tqx)(tpy)
(
(tqx)p + (tpy)q

)
= tqtpxy(tqpxp + tpqyq)

= tpqxytpq(xp + yq)

= tpqtpqxy(xp + yq)

= tpq−pqxy(xp + yq)

= xy(xp + yq) = 0 ;

por lo tanto, ϑ(x, y) ∈ V ′.
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Se sigue entonces, de los lemas 4.8 y 4.10, que:

Proposición 4.11. La aureola Kf,ε′ = V ′ ∩ S3(p, q)ε′ es unión de órbitas de la
acción ϑ.

Decir que la aureola Kf,ε′ es unión de órbitas de la acción ϑ es lo mismo que
decir que es invariante bajo la acción; sin embargo, hemos cambiado la redacción
para precisar lo que usaremos más adelante.

Nosotros afirmamos además que las fibras excepcionales de S3(p, q)ε′ (vista
como variedad fibrada de Seifert) están en Kf,ε′ e incluso podemos decir cuántas
son:

Lema 4.12. Las fibras excepcionales de S3(p, q)ε′ son dos:

{(x, y) ∈ Kf,ε′|x = 0} , (4.15)

{(x, y) ∈ Kf,ε′|y = 0} , (4.16)

Demostración. Recordemos que las fibras excepcionales corresponderán a las órbi-
tas de la acción ϑ cuyos puntos tengan subgrupos de isotroṕıa diferentes del trivial.

Aśı como lo hicimos para la demostración del Lema 4.6, veremos cómo puede
ser un punto en S3(p, q)ε′ :

Sea (x, y) ∈ S3(p, q)ε′ ,
• Si x = 0 y y = 0,entonces tenemos al punto (0, 0) y es claro que (0, 0) /∈ S3(p, q)ε′ .
• Si x 6= 0 y y = 0, entonces f(x, y) = 0; de manera que (x, 0) ∈ S3(p, q)ε′ si y
sólo si (x, 0) ∈ Kf,ε′ y |x| = ε′; veamos cuál es el subgrupo de isotroṕıa del punto
(x, 0).

Tenemos que:

ϑ
(
e2πiθ, (x, 0)

)
= (e2πiθqx, 0) ,

con 0 ≤ θ < 1; aśı que, cuando θq ∈ Z,

ϑ
(
e2πiθ, (x, 0)

)
= (x, 0) ;

entonces, un elemento e2πiθ ∈ S1 dejará fijo al punto (x, 0) si y sólo si

θ =
ζ1
q

con ζ1 ∈ Z; es decir, S1
(x,0) = Zq.

Además, dado un punto (x, 0) con |x| = ε′, su órbita está formada sólo por
puntos de la forma (x′, 0) con |x′| = ε′; es decir,

OrbS1(x, 0) = {(x′, 0)| |x′| = ε′} ' S1 ;

de manera que tenemos una órbita excepcional, la órbita (4.16).
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• Si x = 0 y y 6= 0, entonces f(x, y) = 0, aśı que análogamente al caso anterior,
(0, y) ∈ S3(p, q)ε′ si y sólo si (0, y) ∈ Kf,ε′ y |y| = ε′; veamos entonces cuál es el
subgrupo de isotroṕıa del punto (0, y):

ϑ
(
e2πiθ, (0, y)

)
= (0, e2πiθpy) ,

con 0 ≤ θ < 1; entonces, un elemento e2πiθ ∈ S1 dejará fijo al punto (0, y) si y sólo
si

θ =
ζ2
p

con ζ2 ∈ Z; es decir, S1
(0,y) = Zp.

Además, dado un punto (0, y) con |y| = ε′, su órbita es un ćırculo:

OrbS1(0, y) = {(0, y′)| |y′| = ε′} ' S1 ;

de manera que tenemos una órbita excepcional, la órbita (4.15).
• Si x 6= 0 y y 6= 0, entonces (x, y) puede estar en la aureola Kf,ε′ o no; veamos
cómo es el subgrupo de isotroṕıa en este caso:

Ahora tenemos que:

ϑ
(
e2πiθ, (x, y)

)
= (e2πiθqx, e2πiθpy) ,

con 0 ≤ θ < 1; de manera que un elemento e2πiθ ∈ S1 dejará fijo al punto (x, y) si
y sólo si

θ =
ζ1
q
,

θ =
ζ2
p
,

donde ζ1, ζ2 ∈ Z; ya que mcd(p, q) = 1, para que θ pueda cumplir las dos igual-
dades anteriores, se necesita que

ζ1 = uq ,

ζ2 = up ,

con u ∈ Z; de manera que el valor de θ que estamos buscando es θ = u; es decir,
S1

(x,y) = {1} para (x, y) ∈ S3(p, q)ε′ con x 6= 0 y y 6= 0.
En este caso, como no tenemos un subgrupo de isotroṕıa diferente del trivial,

vemos que S3(p, q)ε′−Kf,ε′ está fibrado por fibras regulares y con esto terminamos
la demostración del lema.

4.2 La relación entre las aureolas K̃F,ε y Kf,ε′

Antes de continuar con el problema principal de este trabajo, debemos intro-
ducir varias definiciones acerca de cubrientes: cubrientes, cubrientes ramificados
y cubrientes de Hurwitz; después usaremos estos conceptos para relacionar las
fibraciones de Seifert que hemos obtenido en los Corolarios 4.5 y 4.9.
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Figura 4.1: La función z 7→ zn de S1 a S1.

4.2.1 Cubrientes

Primero recordemos lo que es un cubriente:

Definición 4.13. Sean E y X espacios topológicos; sea p : E → X una función
continua; diremos que (E, p,X) es un espacio cubriente deX si para todo x ∈ X
existe una vecindad abierta U de x tal que p−1(U) es una unión de conjuntos
abiertos ajenos Si ⊂ E y p|Si

: Si → U es un homeomorfismo.
A los conjuntos Si se les llama las hojas del cubriente.

Se tiene entonces que (ver [16]):

i) la fibra p−1(x) es discreta,

ii) p es un homeomorfismo local.

Ejemplo 25. Un ejemplo es la aplicación p : S1 → S1 tal que p(z) = zn donde z
es un número complejo con |z| = 1 y n es cualquier entero positivo. Lo más cerca
que uno puede estar de visualizar este espacio cubriente es una proyección en el
espacio análoga a proyectar una hélice; es decir, dibujamos un ćırculo enredándose
alrededor de un cilindro n veces (ver Figura 4.1).

El siguiente concepto puede encontrarse en [5] usando funciones lineales a
pedazos; sin embargo, los autores mencionan que los mismos resultados pueden
establecerse para funciones continuas o incluso, diferenciables. Nosotros pensare-
mos que nuestras funciones son continuas.

Definición 4.14. Sean M , N variedades diferenciables y sea ψ : M → N una
función propia, abierta y finito a uno; llamamos entonces a ψ un cubriente ra-
mificado.

En la práctica (ver [5] o [39]), para ver que una función abierta ψ : M → N
es un cubriente ramificado, lo que se hace es encontrar L ⊂ N de codimensión 2
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Figura 4.2: La función z 7→ zn de D2 a D2.

tal que la restricción (M − ψ−1(L), ψ|M−ψ−1(L), N − L) es un cubriente finito; es
decir, ψ|L falla es ser un homeomorfismo local.

Al subconjunto L (que usualmente es una variedad diferenciable) le llamaremos
el conjunto de ramificación de ψ, ψ−1(L) es el conjunto singular y

(M − ψ−1(L), ψ|M−ψ−1(L), N − L)

es el cubriente asociado a ψ.

Ejemplo 26. Un ejemplo es la aplicación ψ : D2 → D2 tal que ψ(z) = zn donde z
es un número complejo con |z| ≤ 1 y n es cualquier entero positivo. En este caso
tenemos que dado z ∈ D2 tal que z 6= 0, tenemos n puntos en ψ−1(z); sin embargo,
el cero tiene sólo una preimagen; es decir, L = {0} y (D2 − L, ψ|D2−L,D2 − 0) es
un cubriente de n hojas (ver en la Figura 4.2 el caso n = 2).

4.2.2 La aureola K̃F,ε como espacio cubriente

En esta parte veremos cómo se relacionan la aureolas K̃F,ε y Kf,ε′ .
Sea P : K̃F,ε → S3(p, q)ε′ la proyección dada por:

P(x, y, z) = (x, y) .

Tenemos entonces que:

i) dado un punto (x, y) ∈ S3(p, q)ε′ −Kf,ε′ , f(x, y) 6= 0; es decir,

f(x, y) = xy(xp + yq) = w

con w ∈ C − {0}, sea e
2πi
r la r-ésima ráız de la unidad principal; entonces,

dados los puntos de la forma (x, y, (e
2πki

r )(−w1/r)) donde k = 0, . . . , r − 1; al
evaluar F en ellos, obtenemos:

F (x, y, (e
2πki

r )(−w1/r)) = xy(xp + yq) + ((e
2πki

r )(−w1/r))r

= xy(xp + yq)− w

= f(x, y)− w = 0 ,
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aśı, P−1(x, y) consta de r puntos.

ii) dado un punto (x, y) ∈ Kf,ε′ , tenemos que f(x, y) = 0; de donde la preimagen
P−1(x, y) consta de un solo punto:

P−1(x, y) = {(x, y, 0)}

Entonces, podemos decir que P es una función continua (pues es una proyección)
y finito a uno.

Por otro lado, sea P̄ : R6 → R2 la proyección dada por P̄(x, y, z) = (x, y);
es claro que P es la restricción P̄|K̃F,ε

; además, dado un subconjunto abierto

U ⊂ K̃F,ε, podemos decir que U = Ū ∩ K̃F,ε, donde Ū es un abierto de R6; aśı

P̄(Ū) = W̄ ,

donde W̄ es un abierto de R2; como

P(U) = P̄(U) ⊂ P̄(Ū) = V̄ ,

sea W = W̄ ∩S3(p, q)ε′ , entonces W es un abierto en S3(p, q)ε′ ; de donde P es una
función abierta.

Finalmente, como K̃F,ε es compacto (pues es subconjunto cerrado de un com-
pacto), tenemos que P es una función propia.

Hemos probado entonces el siguiente resultado:

Proposición 4.15. La proyección P es la aplicación de un cubriente ramificado
con espacio cubriente K̃F,ε, espacio base S3(p, q)ε′ y tal que el número de hojas del
cubriente fuera del lugar de ramificación es r.

Ahora sólo nos falta decir quién es el lugar de ramificación, nosotros afirmamos
que Kf,ε′ lo es.

Sea (x, y) ∈ S3(p, q)ε′ − Kf,ε′ ; entonces, por el inciso (i) tenemos que las r
preimágenes de (x, y) bajo P son de la forma

(x, y, (e
2πki

r )(−w1/r)) ,

con k = 0, . . . , r − 1; sea entonces W una vecindad de (x, y) tal que U ' B2
η

con η < (1−cos(2π/r))(w1/r)
4

, como P es una proyección, cuando tomamos P−1(W ),

obtenemos una vecindad Uk alrededor del punto (x, y, (e
2πki

r )(−w1/r)) tal que Uk '
B3
η .

Tenemos entonces que Uj ∩ Ul = ∅ para j, l ∈ {0, . . . , r − 1} con j 6= l pues:

d
(
(x, y, (e

2πji
r )(−w1/r)), (x, y, (e

2πli
r )(−w1/r))

)
=√

(x− x)2 + (y − y)2 + ((e
2πji

r )(−w1/r)− (e
2πli

r )(−w1/r))2 =√
(e

2πji
r )2(−w1/r)2 − (e

2πli
r )2(−w1/r)2 =

d
(
e

2πji
r , e

2πli
r

)
(−w1/r)
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y la distancia más corta entre dos r-ráıces de la unidad es (1−cos(2π/r))
2

, de donde

2η < d
(
e

2πji
r , e

2πli
r

)
(−w1/r)

y aśı, Uj ∩ Ul = ∅.
Por lo tanto, Kf,ε′ es una variedad de codimensión dos en S3(p, q)ε′ tal que

(K̃F,ε,P , S3(p, q)ε′) es un cubriente finito de r hojas.
Si juntamos la información de los Corolarios 4.5 y 4.9 y la Proposición 4.15,

obtenemos el siguiente diagrama:

K̃F,ε

π

²²

P // S3(p, q)ε′

π′

²²
B S2

.
Lo que deseamos ahora es encontrar una función R : B → S2 para poder

encontrar más relaciones que nos lleven a dar una descripción de las aureolas de las
singularidades de F y f como variedades fibradas de Seifert. Desafortunadamente
calcular los invariantes de Seifert de una variedad es un trabajo que exige más
tiempo, por lo que nos restringiremos a dar información acerca de la orbidad B.

Para encontrar R, primero veamos que la proyección P es σ-equivariante,
donde σ es un homomorfismo dado de S1 a S1.

Sea σ : S1 → S1 definida por t 7→ t
r
δ ; entonces:

P (ϕ(t, (x, y, z))) = (t
qr
δ x, t

pr
δ y) = ϑ(t

r
δ , (x, y))

= ϑ(t
r
δ , P (x, y, z)) = ϑ(σ(t), P (x, y, z))

Por lo tanto existe la función R y está bien definida pues las órbitas de ϕ van
a órbitas de ϑ. Podemos completar entonces nuestro diagrama:

K̃F,ε

π

²²

P // S3(p, q)ε′

π′

²²
B

R // S2

.
Ahora queremos entender cómo es la aplicación R:
Sea (x0, y0) ∈ Kf,ε′ , entonces la preimagen P−1(x0, y0) es el conjunto

{(x0, y0, 0) ∈ K̃F,ε}
que consta de un sólo punto, de manera que si π(x0, y0, 0) = b ∈ B, podemos
definir

R(b) := π′(x0, y0) .
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Por otra parte, sea (x0, y0) ∈ S3(p, q)ε′−Kf,ε′ , lo que deseamos saber es cuántos
puntos hay en la preimagen R−1(π′(x0, y0)).

Sea (x0, y0) ∈ S3(p, q)ε′ −Kf,ε′ , entonces la preimagen P−1(x0, y0) consta de r
puntos de la forma

(x0, y0, w
1/re

2πki
r ) ,

donde w = f(x0, y0) y e
2πki

r es una r-ésima ráız de la unidad con k = 0, . . . , r− 1.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que k = 0 para facilitar los cálculos

y sea eiθ ∈ S1 con 0 ≤ θ ≤ 2π; entonces tenemos que:

ϕ
(
eiθ, (x0, y0, w

1/re
2πi
r )

)
= (e

qriθ
δ x0, e

priθ
δ y0, e

(pq−p−q)iθ
δ w1/r) .

La idea que desarrollaremos a continuación es contar las preimágenes del punto
(x0, y0) que están en una misma órbita de la acción ϕ, de manera que nos fijamos
en los puntos dados por la acción que tengan las dos coordenadas iguales a (x0, y0)
y obtenemos las siguientes igualdades:

qriθ

δ
= 2πiλ1 ,

priθ

δ
= 2πiλ2 ,

(4.17)

con λ1, λ2 ∈ Z. Estas igualdades son fáciles de ver si pensamos que deseamos que

e
qriθ

δ x0 = x0 y e
priθ

δ y0 = y0.
Haciendo los despejes necesarios obtenemos que:

θ =
2πδ

r

λ1

q
,

θ =
2πδ

r

λ2

p
,

de donde,
λ1

λ2

=
up

uq
,

con u ∈ Z; por lo tanto,

θ =
2πδu

r
.

Entonces, cuando 0 ≤ u ≤ r
δ
− 1, tenemos r

δ
puntos que están en la órbita y

cuando u = r
δ
, tenemos que:

ϕ(e
2πiδ

r
u, (x0, y0, w

1/re
2πi
r )) = (x0, y0, w

1/re
2πi
r ) ,

lo cual nos dice que estamos volviendo a contar los puntos.
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Aśı, los r puntos de las preimágenes de (x0, y0) se agrupan en δ órbitas; es
decir, tenemos δ puntos en la preimagen R−1(π′(x0, y0)).

Para poder dar una descripción completa, debemos saber además de cuantas
órbitas se componen la aureola Kf,ε′ y su preimagen P−1(Kf,ε′).

Por el Lema 4.12, sabemos que Kf,ε′ contiene a dos fibras excepcionales:

{(x, y) ∈ Kf,ε′|x = 0} , (4.18)

{(x, y) ∈ Kf,ε′|y = 0} , (4.19)

pero ahora también queremos saber cuántas fibras regulares están dentro de Kf,ε′ .
Nos resta entonces ver cuántas órbitas de la acción ϑ podemos tener para puntos
de la forma (x, y) con x 6= 0 y y 6= 0:

Sea (x, y) ∈ Kf,ε′ con x 6= 0 y y 6= 0; entonces, como f(x, y) = 0 tenemos que

xp + yq = 0

y por la Proposición 4.7 sabemos que la intersección de esta curva compleja con
la esfera S3 (de cualquier radio) es un nudo tórico; es decir, es un S1, de manera
que:

Corolario 4.16. La aureola Kf,ε′ se compone de tres órbitas de la acción ϑ, donde
dos de ellas son fibras excepcionales de S3(p, q)ε′ y la órbita

{(x, y) ∈ Kf,ε′ |x 6= 0, y 6= 0, xp + yq = 0}
es una fibra regular.

Aśı, sean

H1 = {(x, y, z) ∈ K̃F,ε|y = 0, z = 0} ,
H2 = {(x, y, z) ∈ K̃F,ε|x = 0, z = 0} ,
H3 = {(x, y, z) ∈ K̃F,ε|x 6= 0, y 6= 0, z = 0} ,

y

H ′
1 = {(x, y) ∈ Kf,ε′|y = 0} ,

H ′
2 = {(x, y) ∈ Kf,ε′|x = 0} ,
J ′ = {(x, y) ∈ Kf,ε′|x 6= 0, y 6= 0, xp + yq = 0} ;

entonces H ′
1, H

′
2 y J ′ son las órbitas del lugar de ramificación Kf,ε′ y H1, H2 y H3

son las órbitas de la preimagen P−1(Kf,ε′).
Sean además,

b1 = π(H1) s1 = π′(H ′
1)

b2 = π(H2) s2 = π′(H ′
2)

b3 = π(H3) s′ = π′(J ′) ;
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es decir, b1, b2, b3 ∈ B y s1, s2, s3 ∈ S2.
Tenemos entonces que, por la definición de P , la definición de R, los Lemas

4.6 y 4.12 y el Corolario anterior, el siguiente diagrama conmuta:

H1 ∪H2 ∪H3
P //

π

²²

H ′
1 ∪H ′

2 ∪ J ′
π′

²²
{b1, b2, b3} R // {s1, s2, s

′} .
De donde obtenemos que:

Proposición 4.17. Las ternas
(
K̃F,ε − (H1 ∪H2 ∪H3),P ,S3(p, q)ε′ − (H ′

1 ∪H ′
2 ∪ J ′)

)

y

(
B − {b1, b2, b3},R,S2 − {s1, s2, s

′}) ,
son cubrientes; donde estamos abusando de la notación ya que nos referimos a las
restricciones de P y R a K̃F,ε−

(
H1∪H2∪H3

)
y B−{b1, b2, b3} respectivamente.

Demostración. Por la Proposición 4.15, la terna
(
K̃F,ε − (H1 ∪H2 ∪H3),P ,S3(p, q)ε′ − (H ′

1 ∪H ′
2 ∪ J ′)

)

es un cubriente pues hemos removido el lugar de ramificación

Kf,ε′ = H ′
1 ∪H ′

2 ∪ J ′

y su preimagen (H1 ∪H2 ∪H3).
Respecto a la segunda terna, al quitar las fibras excepcionales de K̃F,ε, estamos

removiendo puntos excepcionales de la orbidad B, de manera que B − {b1, b2, b3}
es una variedad diferenciable, al igual que S2 − {s1, s2, s

′}; entonces tenemos una
función R : B − {b1, b2, b3} → S2 − {s1, s2, s

′} tal que, dado s ∈ S2, la preimagen
R−1(s) consta de δ puntos y análogamente a como vimos que P era un cubriente
fuera de Kf,ε′ se ve que R lo es.

4.2.3 El género de la variedad B0

Sea B0 = B − {b1, b2, b3}; como vimos en la sección anterior, B0 es una variedad
diferenciable, de manera que podemos decir que B0 es la superficie subyacente a
la orbidad B; además, sea S2

0 = S2 − {s1, s2, s
′}.

Es claro que si tenemos la esfera S2, cuando quitamos un punto nos queda
algo homotópicamente equivalente al plano; si al plano le quitamos dos puntos,
nos queda algo homotópicamente equivalente a la cuña (wedge) de dos ćırculos
(ver Figura 4.3).

Usaremos el siguiente resultado:
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Figura 4.3: De la esfera S2 a la figura ocho

Proposición 4.18 ([16, App. 17.12]). Sea Gr la cuña de r ćırculos (o una rosa
de r pétalos); entonces

rango Hi(Gr,Z) =





1 si i = 0,

r si i = 1,

0 si i > 1;

de donde obtenemos que:
χ(Gr) = 1− r .

Tenemos entonces:

Corolario 4.19. La caracteŕıstica de Euler de S2
0 es

χ(S2
0) = 1− 2 = −1 .

Como (B0,R,S2
0) es un cubriente de δ hojas, podemos aplicar el siguiente

resultado:

Proposición 4.20 ([7, Prop. 13.5]). Si X → Y es un cubriente de k hojas y Y
es un complejo CW , entonces X es también un complejo CW y χ(X) = kχ(Y ).

De donde,

Corolario 4.21. Dado el cubriente (B0,R,S2
0) de δ hojas, tenemos entonces que:

χ(B0) = δχ(S2
0) = −δ .

Lo que deseamos hacer ahora es obtener una descripción de la superficie B0.

Definición 4.22. El género de una superficie compacta con frontera M está de-
finido como el género de la superficie compacta M∗ obtenida al pegar un disco a
cada componente de la frontera de M .
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Proposición 4.23. Dada una superficie compacta con frontera M , sea M∗ la su-
perficie compacta M∗ obtenida al pegar un disco a cada componente de la frontera
de M ; se tiene entonces una relación entre las caracteŕısticas de Euler χ(M) y
χ(M∗) de la siguiente manera:

χM = χ(M∗)− k .

Se sigue entonces que:

Corolario 4.24. Sea B∗ la superficie que se obtiene al pegar un disco en cada
una de las tres componentes de la frontera de B0. La caracteŕıstica de Euler de
B∗ es

χ(B∗) = 3− δ .

Demostración. Aplicamos la proposición anterior y obtenemos que

−δ = χ(B0) = χ(B∗)− 3

y despejamos el valor de χ(B∗).

Finalmente, podemos hablar del género de B0:

Corolario 4.25. El género de B0 es (δ − 1)/2.

Demostración. Por la definición 4.22, tenemos que g(B0) = g(B∗), aplicando la
igualdad (1.6), obtenemos que

g(B∗) =
2− χ(B∗)

2
=

2− (3− δ)

2

=
−1 + δ

2
.

Aśı, podemos decir que tenemos una descripción más completa de la situación;
hemos visto que la relación entre las aureolas K̃F,ε y nos ha permitido obtener
información de la aureola K̃F,ε gracias a lo que sabemos de Kf,ε′ , lo cual es, en
cierta forma, como reducir nuestro problema a situaciones más sencillas.

Por supuesto que puede obtenerse mucha más información; por ejemplo, el
paso siguiente podŕıa ser encontrar los invariantes de Seifert de K̃F,ε a partir de
los invariantes de S3(p, q)ε′ ; sin embargo, éste y otros problemas se tratarán de
resolver en un futuro como parte del trabajo del doctorado.
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Basel, 1986. Traducido del alemán por John Stillwell.

[9] Brin, M. Seifert Fibered Spaces. Notas para un curso deado en la primavera
de 1993 ftp://ftp.math.binghamton.edu/pub/matt/seifert.pdf, 1993.
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