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INTRODUCCION

El presente trabajo esta dirigido como un apmy@ profesores que imparten la materia
de matematicas VI (Célculo Diferencial e Integmallos alumnos de preparatoria del area
Ill, basado en la experiencia de haber impartidodteria durante 8 afios.

Los alumnos que deciden escoger al area lllabamnos, en su mayoria, mas practicos
gue tedricos, les cuesta mas trabajo aprender rdtitas en comparacion con los alumnos
de area | o ll, es decir, son alumnos que necepiacticar con bastantes ejercicios para
gue poco a poco el analisis les sea menos dificil.

El temario que la Universidad Nacional AuténodeaMéxico impone a los alumnos que
deciden estudiar una carrera perteneciente a iesstae® por una parte demasiado extenso y
por otra con demasiada profundidad de abstraccetenmatica, por lo cual se propone por
medio de éste trabajo que el nivel de abstracciétemmatica sea menor, asi como darles el
minimo de demostraciones matematicas, es deciklqueso sea mas practico que teorico.

También se propone en el presente trabajo asgcambios en el temario, por cuestiones
de madurez y préctica que deben de tener los akipara un mejor entendimiento de estos
temas, los cambios propuestos son los siguientes.

a) En el tema 1, que es progresiones, gopeoanexar el tema formulas de recurrencia
o recursivas y el tema de notacién sumatoria ocitpissigma antes de ver sucesiones
aritméticas y geométricas.

b) En el tema 2, que es funciones, se incilytiema de producto cartesiano antes de
relaciones y funciones, se propone pasar los temdisncion inyectiva, suprayectiva y
biyectiva y funcion inversa, al tema 3, que esvdgla y se propone cambiar el tema de
funcién continua y discontinua y funcion crecientecreciente al tema 3.

c) En el tema, grafica de una funcién, dlliais se hace para funciones polinomiales,
por la dificultad que les causa a los alumnos d@= 4 el andlisis a otro tipo de
funciones.

No debemos olvidar que los alumnos en éstel himeen su primer contacto con el
célculo diferencial, la forma de aprender y la farde ensefiarles cambia, para la mayoria
de ellos en forma radical, es decir, los alumna®same célculo diferencial aprenden
mateméticas en forma repetitiva y no en forma @icalique es la gran diferencia en célculo
diferencial, esto aunado a los conocimientos acativols que se deben de tener de las
matematicas anteriores al calculo para una mejopcension de éste.



TEMA |.- PROGRESIONES

En mateméticas es muy comdn que primero nos porgjamoacuerdo en lo que
entendemos o lo que significa una palabra o uneginca esto le llamamos definicion.

Durante el desarrollo de esta tesis antes dezmnpun tema o subtema se intentara dar
una idea intuitiva de lo que se entiende, es deca,aproximacion a la definicion.

SUCESION

La mayoria de nosotros hemos escuchado lasrpalabicesion de fichas de domino,
sucesion de eventos, sucesion de pagos de una, degdaion de niameros, etcétera.

Entonces podemos decir, que una sucesion esnjunto de objetos, eventos o nimeros
gue vienen uno detras de otro en un orden definido.

EJEMPLOS:
1.- Los meses del afio son una sucesion desmese

Ene, Feb, Mar, Abr, May, Jun, &dp, Sep, Oct, Nov, Dic.

2.- Los numeros del 3 al 12 son una sucestdmigneros enteros mayores o iguales que
3 y menores o iguales que 12:

3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12.
Estos dos ejemplos se pueden escribir en foragacorta usando puntos suspensivos
1.- Ene, Feb,..., Dic.
2- 3,4,.,12.
A cada objeto o numero de una sucesion sen@ali@mino de la sucesion.

En este texto las sucesiones que nos interesamusnericas e infinitas.

EJEMPLO: 1,1/2,1/3,...

Los numeros de una sucesion se pueden colocarresspondencia uno a uno con el
conjunto de los numeros naturale® un subconjunto infinito de ellos.

EJEMPLO: 1, 1/2, 1/3, 1/4, 1I5,
T
1, 2, 3, 4, 5

Con respecto a esta correspondencia podemos deimisucesion.



DEFINICION 1:
Sucesiéres una funciéonf cuyo dominio es el conjunto de los nimeros natsrail.

En general el n-ésimo término efs( n).
En forma de parejas ordenadas una sucesidiieedtala de la siguiente manera

(Lf(D))(2(2)(3F(3) ,...n £(n))....

La notacion para sucesiones en general no se eontérminos de funcion si no en
términos de subindice.

f(1)=a primer término

f(2)=a, segundo término

f(3)=a, tercer término

f (n) =a, n-ésimo término de la sucesion.

Con lo anterior la notacion para una sucesion es

a,8,,85,...,, ;-

Donde a_, se le llama término general.

La notacién {ah} se utiliza a menudo para presentar una sucesiodeda, es el
n-ésimo término de la sucesion.
EJEMPLO:

1) Seaf lafuncion definida por:
f(n)=a =2n para ne {1,2,3,4,5,6,7,8}.

f()=a=2()=2 Primer término
f(2)=a,=2(2)=4 Segundo término
f(3)=a,=2(3)=¢ Tercer término
f(4)=a,=2(4)=8 Cuarto término
f(5)=a,=2(5=1C Quinto término
f(6)=a,=2(6)=12 Sexto término
f(7)=a,=2(7)=14 Séptimo término



Entoncesf es una sucesion cuyos primeros 7 términos son:
2,4,6,8,10, 12, 14... cuyo término general es f (n) =a, = 2n.

2) Seaf lafuncién definida por:
f (n) =a, = 2" Hallar los primeros 5 términos.
Paran=1 f()=a=2"=2
Paran =2 f(2)=a,=2=14
Paran =3 f(3)=a,=2°=8
Paran =4 f(4)=a,=2"=16
Paran=5 f(5)=a,=2=32

Por lo tanto, los primeros 5 términedalsucesion son:
2,4,8, 16, 32...
3) Seaf la funcién definida por:

{6\1} =— Hallar los primeros 6 términos.
n

Paran=1 a1=%=1
Paran =2 a2=%
Paran=3 a3=%
Paran=4 a4=%
Paran=5 asz%
Paran =6 asz%.

Por lo tanto, los primeros 6 térmideda sucesion son:

1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, 1/6...



FORMULAS DE RECURRENCIA (RECURSIVA)

En algunas sucesiones expresamd@ junto con una regla para obtener el término

a,,, del término anteriog, , K=1.

Q18,8508 Bypgsee By Bppgree

EJEMPLO 1:
Sea =1 y a,=a +2 k=123,

Entonces a =1
a,=a+2=1+2=3 parak =1
p=a,+2=3+2=-5 paraK =2
a=a,+2=5+2=7 parak =3

asi sucasmnente.
La sucese&n 1, 3,5, 7,9, 11,

Una sucesion estd dada en forma recurrente o reguss se proporciona el primer
término o los primeros y una formula recursiva.

EJEMPLO 2:
Sea &y =3 y a, =23 k=123,
Entonces & =3

a,=2a,=2(36 park =1
a,=2a,=2(6)=12 para k = 2
a,=2a,=2(12=2¢{ parak=3
a,=2a,=2(24= 4¢ parak=4

Asi sucesnente.
La sucesesn 3, 6, 12, 24, 48, 96,
Se puede expresar el ejemplo anterior como
a,=2"(3)= 48
a, =2°(3)= 96

Engeneral, a =2""(3) que seria el n-ésimo término o término general



EJERCICIOS

1.- Hallar los cinco primeros términos de las sigtés sucesiones en las cuales esta
definido el n-ésimo término.

a) a,=(-1) poa, =19 a+ny &, =(1"n
-_n k) a, = (12- 3n) en-1]
°) & n-3 ) [2n+1[D
1
_n(n-1) ) &, =10+~
) &= 2 " V) %;gg
_ n-tn-7
o 8- &
n? w) B+(-1)"E
) n) a,= 1+(-)™ H1+4n o
) =
7 AT o) @,=(-1+2m 120 H
n-1 & E:BD %
%2 M 8=
n
g) a,=ncosns a2 y) E _1HZ%
a) a,=(-1"n Hn+10 5
1 nr.
h = —sen— n
) &, %N 9 an:(—1) 2 [82—2%
n (n® -10
a - n+(—11) s) a =(n+1)?
1+
n

2.- Hallar los cinco primeros cinco términos dsuaesion en forma recursiva.

V A=2 By =3RS D =3 au=(%)
D a=5 8.=7-23
©) =3 =&,

0 a=2 a.,=(a)"

d a=512, a.,=(%)a h) & =2 ak+1=(ak)%‘
9 a=5 a,=ka ) ass -l



) a=2 a,=(a)"

N a=1 a.=("%,a

9 a=1 a =(k+1)*

) a=1 a-=123=(a)(a_,)
) a=12 &, =(a)""

v oasl =18 =3a,+a,
W &=l &2 &=38,-a_,

) =1 &=2 8 =(ak—1)(ak—2)



SERIES

DEFINICION:
La suma de los elementos de una sucesion ksarladeriey se denota con urg&

Si se estan sumando solo algunos términos dedasion, entonces se le llama suma
parcial y se denota con urdcon un subindice para denotar cuantos términosstéa e
sumando, y en general la suma parcial de los posmerérminos se denota c&)

Las sumas parciales de una sucesion dan lugsa aucesion de sumas parciales.
EJEMPLO: para la sucesion 3,6, 9, 12, 15, 18 entoncegnaa $= 3+6+9+12+15+18
Pero para la misma sucesion se tienen las sigsisateas parciales:

$=3
$=3+6=9

$=3+6+9=18
$=3+6+9+12=30
$=3+6+9+12+15=45
$=3+6+9+12+15+18 =63

Donde la sucesion de sumas parciales es 3, 30185, 63...

Existe una manera de indicar una serie, esamnardlama notacion sumatoria.

NOTACION SUMATORIA o NOTACION SIGMA

Se le llama asi porque se utiliza la letra grisigma mayuscula, que corresponde a la
letra s.

Su notacion es la siguiente.

__» Fin de la suma o limite superior
n
Sumar —» 231 = ta, ta; +...+a, —» Sumandos
=1
\ Inicio de la suma o limite inferior

Selee Lasuma dqsde=1 hastal=N de a subindicel.
El subindicel toma los valores (1, 2, 3,.n)

Nota: Laletra 1 es convencional se puede usar cualquier dreademok, t, j ,M etc.
para referirse a todos los elementos de un congmforma general.



ya=ya=ya=ya=3a

i=1 =1 k=1 t=1

m

||M3

1

3

EJEMPLO 1:

4
Ziz =12+ 2+ PR+ 8=1+4+9+16 =30
2

Es la suma de los cuatro términosideelevado al cuadrado destle= 1 hastai = 4.

Notese que en el limite inferior se indica la letrka cual se le van cambiando los valores
desde el limite inferior hasta el limite superior.

En el ejemplo anterior se dice que i corre deskasia 4.
EJEMPLO 2.

i3k+1 = (3(1) + 1) + (3(2) + 1) + (3(3) + 1) +£(3(20) + 1)

- paka=1 parak = 2 parak =3 asi hast& =20
EJEMPLO 3:

i(_ Ve, = (I 8 + (1F7 @, + (1P ay +.+ (U

k=1
=& +-1a,+1a,+.+(-1)"" a,
8- + 8-+ -+ (1" Q,

Para el ditimo término: s es par entonces el coeficiente d&, es negativo

si n esimpar entonces el coeficientedge es positivo

Nota: el indice de la suma puede empezar en unnalgiferente de uno

EJEMPLO 4:

PR e e R Rl

1 1 1 1
(‘1)5§ + (‘1)6¥ * (‘1)7? * (‘1)8§
=1-1/2 +1/4 - 1/8 +@H 1/32 + 1/64 -1/128 + 1/256

= 171/256.



PROPIEDADES DE LA SUMATORIA

n

1- Z(ak + bk)= i_ak + kilbk _ 3.- ank :cgak para todo numero real.

k=1 k=1

2-Y (@ -b)=Y a -y b,.

n n n
k=1 k=1 k=1

Al tener una suma de términos se puede en asgcans poner la suma en notacion de
sumatoria.

EJEMPLO 1.
Escribir la siguiente suma en notaaigma.

1-1/2+1/3-1/4+1/5-1/6

Observe que la suma estd en forma alternadaespecto a los signos empezando con
positivo.

(-1)* da el cambio de signo alternado si se quiereegugiece con positivo entonces k
empieza en 1, para que el exponente sea par ygsia® que empiece en negativo
entonces estaria k sola en el exponente.

1/k da la otra parte de los términos porpaa término es un numero racional.

Por lo tanto, se puede escribir:

6 (_ 1)k+l _ (_1 +1 . (_ 1)2+l . (_ 1)3+1 . (_ 1)4+1 . (_ 1)5+1 . (_ 1)6+1

=k 1 2 3 4 5 6

=1-1/2+1/3-1/4 + H3a/6.

También se podria poner como

S (-1)f

— Obsérvese 1) y  1U(k+1) si k empieza en cero.

EJEMPLO 2:
Escribir la siguiente suma en notagigma.

-1+5-9+13-17.

Observe que cada uno de los términos 5, 9,18gs%l anterior mas 4 esto sugiere 4k en
la notacion sigma y como el primer término es heeesita escribir 4k-3 para obtener 1
cuando k=1 y puesto que los términos impares gstuedidos por un signo negativo y los
pares por un signo positivo, se necesita un f{etd.



Por lo tanto, se puede escribir:
5
> (-1)(4k-3) =-1+5-9+13-17.

k=1

EJEMPLO 3:
Escribir La siguiente suma en notagigma

1-2/3+4/9-28/27 + 16/81.
Los signos estan en forma alternada y empiedapasitivo.
(-1)*  da el cambio de signo y empieza en 1.
(2/3) da la elevaciéon de exponentes de numeradengminador.

Por lo tanto, se puede escribir
Sp2 o B

EJEMPLO 4.
Escribir la siguiente suma en notasigma.

}x3-lx5+ Ly 1x9.
3 9 27 81

Los exponentes dg& son impares positivos que son 3, 5, 7 y 9 queuselgn escribir
como 2k + 1, entonces quedaria ***.

Como los coeficientes de son los reciprocos de las potencias sucesivasdeacesita
un factor 1/8y como los términos impares son positivos y lositéos pares negativos se
necesita un factor (-1J.

Por lo tanto, se puede escribir:

4
Z k 1 1 X2k comprobar sustituyendo.

Existen dos tipos de series importantes en teidies de las matematicas que son las
aritméticas y las geométricas que se veran cordetaie adelante.

10



a)

b)

<)

d)

e)

b)z

<)

5 (k-1y

k=1

EJERCICIOS

- Calcular las sumas siguientes.

8 2i
) |:233| +1

4
Ky 2j+1
i=o

8 k+2
kZ_z(k—l)k

.- Escribir los primeros 5 términos de la sumaadad

10

6 (_ 1)k 2+
kzzo 2k +1

11



3.- Escribir las siguientes series en notacion aigm

9 S =3-5-7-9-11 “Sﬁng’gJ’gJ’i—é*%
1.4 9 16,25 36
by S§=—+—+—+—+—+—

2 3 4 5 6 7 k) S4:]_2+22+32+42
11 1 1 1 1
9 S =Tt T e T e |)85:1+i+i 1,1
3 6 12 24 48 96 2 22 93 94 o5
3 5 7 9 11 1 1 1
DS ="+"4++7 47 ., 1.1 1
A A m S Et Gttt
9 S =2-3-4-5-6-7 ) -143,5,7,9 1
4 9 16 25 36
NP O O
, =1-=+>-=
2 3 4 0 S4=1_%+1_16_6_14
9 §=2-4-6-8-10
1 1 1 1
h S =4-7-10- 13- 16 i)35=x—5x3+§x5—zx7+5 °
n)56=1+1+1+i+i+ 1’_ _1_X2+X4_X6+X8
3 9 27 81 24¢ o SE

12



SUCESIONES ARITMETICAS Y
GEOMETRICAS

Existen dos tipos de sucesiones importanteseytignen muchas aplicaciones en calculo
que son las aritméticas y las geométricas las swkpenden de una férmula de recurrencia
y que se podrian pensar como dos casos particaarsegcesiones.

A las sucesiones aritméticas también se lesalRROGRESIONES ARITMETICAS y
a las sucesiones geométricas también se les RR@GRESIONES GEOMETRICAS
en lo sucesivo se les llamara progresiones.

Existe otro tipo de progresion que se llama msignarmoénica cuya definicion esta en
términos de progresion aritmética y que veremopuesde las geométricas.

PROGRESIONES ARITMETICAS

DEFINICION:  Una progresion aritmética es una sucesion deeruBntales que cada
uno de ellos, excepto el primero, es igual al amesumado con un
namero constante que se denomina diferencia comlengrogresion.

Debido a la diferencia comun, a éste tipo degmsiones se les llama también
progresiones podiferencia, pues al restar de cualquier término el antesgerpbtiene la
diferencia coman.

La notacidén general para una progresion aritaéis:

a,a+d,a+2d,.a+(n-2da+(n-2d,.

Donde los subindices indican el lugar que dédaino ocupa en la progresiong,
representa el n-ésimo término de la progresion.

Asi 2,4, 6, 8,10,... es una progresioén aritmética cuya diferencialooes 2 puesto
que
4-2=2, 6-4=2, 8-6=2 y 10-8= 2, etc.

La diferencia comun se denota c6h = 2
2 ocupa el primer lugar en la progresion, ergencad, = 2

4 ocupa el segundo lugar en la progresion, ee®ra, = 4
6 ocupa el tercer lugar en la progresion, esnc a; = 6
8 ocupa el cuarto lugar en la progresion, emsnc a, = 8
10 ocupa el quinto lugar en la progresion, ergenca; = 10, etc.

Si la diferencia comun es positiva entoncesdaesion esreciente

Si la diferencia comun es negativa entoncesdgrpsion eslecreciente

13



Ejemplo:

2, 4,6, 8,10, 12, 14,..d = 4-2 =2 d es positiva entonces es una progresion
creciente.

8,6,4,20-2, -4, -6,... d =6-8=-2 d en negativa entonces es una progresion
decreciente.

Conocida la diferencia comun y un término cuacmide la progresion aritmética es facil
escribir los demas términos, basta con sumar krafitia comudn al término dado para
encontrar el siguiente o restarlo para encontrangdrior y asi sucesivamente para escribir
el nimero de términos que queramos.

FORMULAS FUNDAMENTALES DE LAS PROGRESIONES
ARITMETICAS

1.- CALCULO DE LA DIFERENCIA COMUN.

Por definicion d, la diferencia comln, se puede obtener restandala #rmino
cualquiera el anterior, entonces

d=a,—a,, que la llamaremos formula F, .

Nota: Esta formula se puede aplicar siempre y cuanadoisezcan 2 términos
consecutivos de la progresion aritmética.

2.- CALCULO DEL TERMINO N-ESIMO QUEES Q..
Sea la sucesion

8,858,850+ By 2 Py By

Cuya diferencia comun el , entonces por definicion

Q=a

a,=a+d
a=a,+d =a +d+d=a +2d
a,=a,+d =a +2d+d =4 +3d
a;=a,td =a +3d+d =a +4d

a, = a+(n—-1)d que la llamaremos formula F, .

14



Nota: Esta férmula se puede aplicar siempre y cuandmsezcan el primer
término y la diferencia comun.

EJEMPLO: Sea la progresion aritmética 3,5, 7, 9,...
Hallar &, el décimo término.

Primero encontramogl usando F, d=a,—a _,=5-3 6 7-5 6 9-7=2
Entoncesd = 2

Aplicando F, con n=10 @& =3 y d=2

a,=a +(n-1)d
a, =3+ (10— 1)z
=3+(9)2
=3+18
a,=21.

Entonces el décimo término es 21 y la progreaifdmética hasta el décimo término es:
3,5,7,9,11, 13, 15, 17, 19, 21.
3.- CALCULO DEL PRIMER TERMINO @, .

SideF, se despejag, nos queda
a =a+(n-1d

a =a, —(n-1)d que la llamaremos formulaFy .

Nota: Esta formula se puede aplicar siempre y cuandosezcan el n-ésimo
término y la diferencia comun.

EJEMPLO: Hallar el primer término&, de la progresion cuyos primeros 8 términos son:
a,...,12,14,16.

Para hallard aplicamosF, d =1412=2.
Entonces d =2 n=8 y 85 =16.
Aplicamos F, a =a,—(n—1)d

a, =16 — (8-1)2

a, =16 — (7)2

a =16-14

a =2

Entonces el primer término es 2 y la progresion es:

2,4,6, 8,10, 12, 14, 16.
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4.- CALCULO DE LA DIFERENCIA COMUN.

SideF, se despejad nos queda

a, =a +(n-1d
a,~a =(n-1d
d= a;]: ii que la llamaremos férmBja

Nota: Esta féormula se puede aplicar siempre y cuandosezcan el n-ésimo
término y el primer término.

Nota: Se puede calcular d corF, o F, conociendo los valores de cada
formula.

EJEMPLO: ¢Cual es la diferencia comun de la progresion atita de 9 términos cuyo
primer término es 3 y el noveno es 35?

n=9 a=3 y @ =35

Aplicando F, d=%
q _35-3
9-1
_32
8
d=4

Entoncesd =4 vy la progresion es:
3,7,11, 15, 19, 23, 27, 31, 35,...

5.- CALCULO DEL NUMERO DE TERMINOS.

SideF, se despejan nos queda

a =a+(n-1d
a,—a =(n—1)d
a,—a=nd-d
a,—a—d=nd

16



%—3—d=n

a, - a
n=-"—2+1 que la llamaremos formulaF .

Nota: Esta féormula se puede aplicar siempre y cuandorsezcan el n-ésimo
término, el primer término y la diferencia comun.

EJEMPLO: ¢Cuél es el subindice del término igual a 30, gardgresion cuyos primeros
términos son?

d=6-4=2 a =4 y a, =30
Aplicando  Fg n= &4 +1
n=30- 4+1
2
n:30- 4+1
2
n=§+1
2
n=14.

Entonces el nimero de términos de la progresidd es

6.- CALCULO DE LA SUMA DE LOS PRIMEROS n TERMINOS DE UNA PROGRESION ARITMETICA.

La suma de los términos de una progresion aiiitenée denota cors,, y es:

Sh= i(aﬁ(k +1d)=a +(a +d)+(a +2d)+(a +3d) +...+ (g +(n-1)d)
k=1

Sea
Si=a - (8- d)- (8- 2d)- .- (&~ (n- 2d)- (a- (n- Dd) (D
La suma de lo$) primeros términos de una progresion aritméticagdnvierte el orden

de los términos, es:.

17



Si=(a - (- Dd)- (&~ (n- Dd)- .- (8- 2d)- (&~ d)- a (2

y si se realiza la suma @1 @ 2niembro a miembro

Si=a - (8 d)- .- (a-(n;2d)- (a- (n; Dd)

NN N

Si=(a - (n-Dd)- (& - (n- 2d)- .- (&, - d)- &

25,=[2a, - (n- Dd]- [2a, - (n- Dd]- ...- [2a, - (n- Dd]- [2a,- (n- Dd].
Como en el lado derecho tenemos n términos entonces
25,= n[2a, - (n- 1)d]

Despejandd, nos queda

S\ = 2[2&1 +(n- 1)d] que la llamaremos formulRg .

Sustituyendo & +(n—1)d=a, en F,

Sh= g[a‘l +a +(n-1d] = g[al +a,]

n
S= E[a1 + an] que le llamaasrormula  F, .

EJEMPLO: Hallar la suma de los primeros 7 términos de dmpasion aritmética
1,4,7,10, 13, 16,.19

d=13-10=3 n=7 a=1 a, =19.

Aplicando Fg: S\= g[Za1 +(n —l)d]
7
Si=2[2@ + (7- 1))

S,]: %[24‘18]

&z%hd:?@@:?&

18



n
Aplicando F;: S= E[a1 + an]

S,]: £[1+ 19]
7

&_qu

S,=7(10) = 70.

Nota: la aplicacion deFg o F, en un problema es que parfBg se
debe de conocem, & vy d, y para aplicar F, se debe de

conocer N, y Q,.
7.- INTERPOLACION DE MEDIOS ARITMETICOS.

Medios aritméticos
Se les llama medios aritméticos a los térmire@sita progresion aritmética que se hallan
entre dos de ellos mismos.

EJEMPLO: En la progresion aritmética 3, 5, 7, 9, 11 lasnigos 5, 7 y 9 son medios
aritméticos entre 3y 11.

Interpolar medios aritméticos entre 2 nimeradodaes insertar términos entre esos dos,
para formar una progresion aritmética cuyo prin@mtno y n-ésimo sean esos dos
numeros dados.

EJEMPLO: Interpolar 4 medios aritméticos entre 1y 3.

El problema es hallar 4 nimeros entre 1 y 3atlmanera que los primeros 6 términos de
la progresién aritmética sean:

19,,4,,4,,845,3  entoncesn =6, a=1  a;=3.

a - a
Aplicamos F,:=d =”—11 para hallard
n-

d:L:

|_\
NN

=

Para hallar &, seaplicaF,: a,=a +(n—1)d  donde n=2

2.7

2
a2-1+(2-1)g-1+(1)5 5

Para hallar 8, se aplicaF,: & =a +(n—1)d  donde n =3
19
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a; = 1+(31)——1+(2)§

Para hallar 8, se aplicaF,: a, =a +(n—1)d  donde n=4

2 11

a, —1+(41)——1+(3)——E

Para hallar 8 se aplicaF,: a,=a, +(n—1)d donde N =5

13

2 2
a5-1+(5-1)g-1+(4)g_€.

Entonces la progresion aritmética es:

11 13

—,—,3,...
'5'5

o-n—'T\l
ml@

Si se esta insertando un medio aritmético etdsetérminos, a este medio aritmético se le
llama media aritmética o promedio, si lamamos M media aritmética, se tienen los tres

términos de la progresion aritmética.
a M, a,.

La diferenciacomines M, o @&,-M ycomo deben ser iguales

VB, = 8-\
M+M&, +
2Ma; + &

a, - .
mE & le llamaremos formuldFg .

De modo que la media aritmética o promedio d& miameros es la suma de esos dos
nameros dividida entre dos.

Se puede generalizar este concepto y hallar ddianaritmética o promedio de un
conjunto de numeros.

La media aritmética de los numerd®, +a, +a; +...+a, esta dada por

d-d,  dy- ...m 4
M=2_—2 73 i le llamaremos férmulaFy .
n

EJEMPLO: Hallar la media aritméticade 6y9

20



6-9 15
M=—"="",
2 2

EJEMPLO: Hallar la media aritmética de los nUmeros 7,8, 9, 10

6- 7-8-9-10 _40 _

M= 8.
5 5
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EJERCICIOS

1.- Determinar cuales de las siguientes sucesiemesritméticas, si son aritméticas hallar
d y los dos siguientes términos.

a)
b)
c)

d)

e)

8,..
5, 6
-16,

4,
, 6,

-11

1
'18”
-7,.

U"NIHl—\\‘-N
l—‘CDlH

21,

H 12
1

) >

h 16,

Nlwwlpd

2.- En las siguientes progresiones aritméticdamhials cantidades indicadas.

a)
b)
c)

d)

e)
f)
9)
h)
)
)
k)

a =-5
a =-12
a, =-18
69
a16_7
a =-3
a =3
a=1
a =5
a =7
a =-3
a =3
a =7
a =-12
a =24
1
3
1
6
a; =13
ay =-12
a, =2

d=4

Qg =17
d=3

;=31

o O
in
An O

pP PP
1
Lo oo

1
N
(o]

hallar
hallar
hallar

hallar

hallar
hallar
hallar
hallar
hallar
hallar
hallar
hallar
hallar

hallar

hallar

hallar

hallar
hallar

a, =8 hallar

&,85,8,

PN

&,85,8,

A9

A5

&
S5

Si1
A5

Qo
d

d
Sao
Spa

Ay

Qg

n

y Su1
y Su

y &0
y &y

Yy Su

Yy Sio
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s) ag = a =1 hallar &
t) a =-11 a =1 hallar Ss

3.- En las siguientes progresiones hallar elit@rrque se pide.

a) 9° términode 7,10, 13,... . o 2 11
b) 12° términode 5,10, 15,... ) 33° término de 3§’ZE""
c) 48° términode 9,12,15,. 5 1
d) 63° términode 3,10, 17, o tArmi _2_t
e) 12° términode 11,6,1,... 0) 197 término de 6 3
f) 28° términode 19,12,5,.. 1 1
g) 13° términode 3,-1,-5,... p) 13° términode —-—,—2-—
h) 54° términode 8,0, -8, 4 4
i ° térmi - 14
) 31° términode -8, 2,12 g 21° término de _§’__’.
. o 13 5 15
) 12° términode —,—]1,...
2 4 o et 21
1 r) 15° términode —,—,.
k) 39° término de 3,—12,.. ;?
2 s) 36° términode —,—,.
) 19° términode -4 —,. o 93
3 t) 31° términode -7,-3,1,
1_1
m) 26° término de —ii,. u) 27° términode 3—,5—,.
5 10 2 4
4 7 o s 237
n) 41° términode 2—,2—,... v) 38° terminode —,—,_,.
510 323
2
4.- Elvalorde a, =20 d =5 hallar &
5.- Elvalorde @,,=-18 d =3 hallar &
3
6.- El valor de ag = 2 y 8=1 hallar &

7.-Elvalorde a;=7 y &, = 8% hallar a
8.-Hallar d de  3,..,8 donde 8 es el sexto término.
9.-Hallar d de -1,..-4 donde & =-4.

10.- Hallar d  de —g donde @& = g

11.-Si 8 =5 y 8,=-80 hallar d.
12.-Si a5, =1050 y @& =-42 hallar d.
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13.- ¢ Cuédl es el subindice del termino igual ad8la progresion cuyos primeros términos
1
son: 5,5§,..., 18?

1
14.- q:Sg, a, =6

y a =18 ¢Hallar el nimero de términos?

15.- Hallar las siguientes sumas.

a) 8 primeros términos de 15, 19,
b) ig“b.rimeros términos de 31, 38,
C) gi’-b.rimeros términos de 42, 32,
d) gg’ﬁﬁmeros términos de -10, -6, -
e) (236“primeros términos de 11, 1, -
f) gélbrimeros términos de -5, -13, -

1
g) 9 primeros términos deé, 1,

3
2"

h) 14  primeros
3

10’

términos de

.- Interpolar

a) 8 medios aritméticos entre 3y 11

b) 7 medios aritméticos entre 19 y
-5

c) 5 medios aritméticos entrel3 y
-73

d) 4 medios aritméticos entre42 y
53

e) 5 medios aritméticos entre81 y
-9

f) 3 medios aritméticos entre 1y 3

g) 4 medios aritméticos entre 5y 12

h) 5 medios aritméticos entred y 3

i) 5 medios aritméticos entrg y é

j) 6 medios aritméticos entrel y 3

i) 19 primeros términos de
339
412’4"
) 34 primeros términos de
27
5’55
K) 11  primeros términos de
2132
3 5
) 46 primeros términos de
3£,3£3,
4 20

1
m) 17 primeros términos de Qj,

n) 12,5, -2,...,-100
o) -5,-3,-1,...,25

2
k) 5 medios aritméticos entrg y é

l) 7 medios aritméticos entre2 y
-5

1
m) 8 medios aritméticos entre y ——
2 10

n) 5 medios aritméticos entre 4y 22

0) 3 medios aritméticos entre 18 y
-10

p) 6 medios aritméticos entre2 y
12

gq) 6 medios aritméticos entre 11y 13

N 5 medios aritméticos entrel y 1

s) 9 medios aritméticos entrel0 y
10

t) 5 medios aritméticos entre 8 y 80
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17.- Hallar la media aritmética de los siguientasep de nameros.

a) 5y 77 e) 5y 73 ) 3y-5
b) 7y 15 fy 28y 2 ) 6y10
c) -28y2 g 2y9 ky 7y 15
d -9y -7 h) 2y 10
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RESUMEN DE FORMULAS PARA
PROGRESIONES ARITMETICAS

d=a,-a,

a,=a +(n-1)d

8 =a,-(n-1)d

a, -

n-1

d=

n:—an "9 +

1

s,= - [2a, + (n-1d]

Para hallar la diferencia conmdnociendo dos
términos consecutivos.

Para hallar el n-ésimo términa@wendoa, ,n

yd.
Para hallar el primer término conociendo

a,,nyd.

Para hallar la difesiencomidn conociendo

a,a, yn.
Para hallar el subindice del término n-esimo,
conociendoa,,a, y d.

Para hallar la suma de n térmimsina serie

aritmética conocienda,, d y n.

Para hallar la sumandérminos de una serie

aritmética conociende, ,a, y n.

Para hallar la maeatitmética de dos términos

0 para insertar un medio aritmético.

Para hallar la media aritmética de un catigju

de nameros o el promedio.
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PROGRESIONES GEOMETRICAS

DEFINICION: Una progresion geométrica es una sucesion de o8rtaes que cualquier

elemento después del primero puede obtenerse &phaal el elemento
anterior por una constante.

La constante por la geemultiplica en una progresion geométrica se le
[lama razon y se denota cdn

La notacidén general para una progresion geocasts:
a,ar,.ar’ar’, . .ar"ar~tar"

Debido a que un término se multiplica por ladra¥ para obtener el siguiente término,
I' se puede obtener dividiendo cualquier términoeegitanterior.

r=n
an—l

y la progresion geométrica también se le llamam@sign porcociente
Asi en la progresion 1, 2, 4, 8, 16, 32, @8 [a razén se puede obtener como

2 4 8 16 32
=— =2 [ =—=2 r=—=2 =—=2 [ =z=—=2
1 2 4 8 16
128
=— =2

64

_64_
32

r

r 2

r

Igual que en una progresion aritmeética el prithemino esa, , el n-ésimo términd,, .
En la progresion geométrica 1, 2, 4, 8, 16632128, ...
a=1 ag =128 n=8 y =2

Una progresion geométrica eeeciente cuandor >1y @ >0 o 0<r<l1y
a <0.

Una progresion geométrica @screcientecuandoO<r<1ly a >0 o r>1y
a <0.

Si la razon es negativa la progresion no edamtrni decreciente, es decir, los términos
alternan entre negativo y positivo 0 positivo yaieg.
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FORMULAS FUNDAMENTALES DE LAS PROGRESIONES
GEOMETRICAS

1.- CALCULO DE LA RAZON.

Por definicién un término se puede obteneriplidando el anterior por la razén comun
a, =ra _,, sideestaigualdad se despéja

r=—— que la llamaremos fotanuG, .

Nota: Esta formula se puede aplicar siempre y cuandeos@zcan dos
términos consecutivos de la progresion geométrica.

2.- CALCULO DEL TERMINO @ .

Sea la sucesion geométricad,,da,,a,,...,a,,.. Ccuya razén esl entonces por
definicién

& que la llamaremos formu, .

Nota: Esta férmula se puede aplicar siempre y cuandamsezcan el primer
término y la razén comun.

EJEMPLO:
Hallar el término 17° de la progresion geométrg;, 12,...

Aplicamos G, I=——=—=2 entoncef = 2.
a,, 6
Aplicando 6, a,=r""a donde N=17 r=2 @ =3
2, =(2)"3
= (23
= (65,536)3
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a,, = 196,608 entonces el 17° teomea 196,608.
3.-CALCULODEL TERMINO & O PRIMER TERMINO.

Side G, se despejad,

a,
r n-1

a1=

que la llamaremos foranulG; .

Nota: Esta férmula se puede aplicar siempre y cuandosezcan el término
n-ésimo, la razén comun y el nimero de términos.

EJEMPLO:
a) Hallar el primer término de la progresion geoneétituyo cuarto término es
8yrazénrl =4.
Aplicando G; con I =4 a, =8 n=4
& = DO
1 (4)4—1
8
(4)
8
64
1 o1
a= 3 entonces el valor del primer término gs

b) Hallar el primer término de la progresion geoneétrtuyo cuarto y quinto
término son 5y -3.

Aplicamos G, r=i=i.
a, -3
Aplicando G3; con r:—g a =5 a,=-3 NnN=5
a, )
Q=T T =5
opsg
[ 3L
)
al =

29



aq = e
34
34
aq = <)
81 i L 81
al = — entonces el primer término es—.
12k& 12k&

4.- CALCULO DE LA RAZON.

Si de G, se despejd

8, =r"a

& e rn_l

&
G _ ,

n— =r que la llamaremos formulG, .
&

Nota: Esta formula se puede aplicar siempre y cuandmigezcan el primer
término y el n-ésimo término.

EJEMPLO:
a) Hallar la raz6n de la progresion geométrica cuyongros 6 términos son:

3,...,-729
Aplicando G, con &, =-729 & =3 n=6

B R el L T VT Y
ay 3

=n

Entonces la razén comun eb = -3
b) El primer término de una progresion geométricebgsel octavo es 640.
¢Hallar la raz6n comun?

Aplicando G, con a3=640 @ =-5 n=38

r= n—ifﬁ = 54940 =4{/-128=-2
ay -5

Entonces la razén comin e§ = -2
30



5.- CALCULO DEL NUMERO DE TERMINOS.
Side G, se despejan

a =r""a

N estd como un exponente y para despejarlo seantipropiedades de los logaritmos

a _
log—™ =logr"™*

a
loga, -log & =(N-1)logr

loga, - loga, Cna
logr
loga, —lo
n= galnogr 98, +1 que la liammos formulaG,

dondé¢, @ a, debenser >0

Nota: Esta férmula se puede aplicar siempre y cuandmsezcan el primer
término, el término n-ésimo y la razén comun.

EJEMPLO: En la progresion geométrica donde el primer téonai;m 0.0003 y la razén es
I =10 ¢Qué lugar ocupa término que es 3, 000,000?

Aplicando G5 con @& =0.0003 I =10 a, =3, 000,000

= loga, — loga 1
logr

log300000C 10g0.0003
n= +1

log10
n= 6.477121255 (- 3.52287884% ‘1
1
10
nNn=—+1
1
n= 11 entonces 3, 000,000 es el once&awaino.
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6.- CALCULO DE LA SUMA DE LOS PRIMEROS n TERMINOS DE UNA PROGRESION GEOMETRICA.

La suma de los primeros n términos de unarpsi@n geométrica se denota coBipy
es:

Si=Yar ™ =a tar+tar’+ar’t. +ar"+ar +ar”.

Sea S,=a tar+ar’+..+ar+ar"+ar™. @

Si se multiplican los dos miembros de ésta wrehipor la razormr

rSh=rla+ar+ar’+..+ar"+ar" +ar"

rSh=ar+ar’+ar’. . +ar"+ar"+ar". @
Restando la iguald@Z de la igual miembro a miembro:

$:a_l+ r +

- rS,=or+
’ s

Si-rSy=a-ar" todos los demas términos se eliminadgndo el primero de
y el ultimo de

FactorizandoS, del lado izquierdoy & del lado derecho
S@E-r=a@-r"

Despejando S,

s = a,@d-r")

1 que la llamaremos formulBg .
- r

Nota: Esta férmula se puede aplicar siempre y cuandmsezcan el primer
término, la razén comun y el nimero de términos.
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Si en la factorizacion anterior no se factorida entonces nos queda

n n-1
_amar _a-arr g - ar

S
1-r 1-r 1-r
a, - ar .
= 1 que la llamaremos foraulG, .
- T

Nota: Esta férmula se puede aplicar siempre y cuandamsezcan el primer
término, el termino n-ésimo y la razén comun.

EJEMPLO:
a) Calcular la suma de los prirsefdérminos de la progresion geométrica

'2'4'8'16'32"

[ = Af 32 _

AplicamosGg con N=6 & =3

% 43 2
_al-r"
o 1-r
_ 1
3 %Q) 3(1'71 63 189 _ 29
>° i =%l T3 " Pa

1-1 1
2

NI

S = 52—9 =5.90625
32 . .

b) Calcular la suma de los 10 primeros términokgogresion geométrica

3,2
— 1 -,
2 3
: 1 2
Aplicamos G, para hallarr r:3— = 5
%
Aplicamos G, para hallar &, Ao g EE;[H [19683 625566]
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. _ 3
Aplicamos G, para hallar la suma de los 10 términos cén= E

a - a,r
1-r

3_ 256 2,
2 65613
1-2

3

o= =4.421963115.

La suma de los 10 primeros términos es  4.4218%31

7 .- CALCULO DE SERIES GEOMETRICAS.

Una serie geométrica infinita es la suma de ités asociada a una sucesion
a,...,4,,.. YSeexpresacomo

00

Zak =a +a,+a, +..+a, +..

Una forma en que podemos determinar la sumandeserie geométrica infinita es
aplicando la formula previa de suma parcial.

Cada suma parcidb, es la suma de losprimeros términos de la serie, esto significa que
cada suma parcial es resultado de un nimero fieitérminos.

Si=a
$=a, +a,

S=a +a,+a,

S=a+a,ta,+..+a,.

00

S se denomina la n-ésima suma parcial de la sgiak .

La sucesion de sumas parciales 8g S, Ss,..., Si,...

Si ocurre que, a medida que n crége,parece acercarse a un valor fijo denomingdo
entonces decimos guees la suma de la serie geométrica.

Se debe tener en cuenta que a medidaluesce,S, se aproxima mas y masSapero
nunca esS
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Considérese una serie geométricac@n=5 y r=

¢, Qué le sucede alasumasi n toma valoresveadaayores?
Para esto se puede escriSjycomo

n

_a@-r" _amar’ & ar

1-r 1-r 1-r 1-r
5@/
Para n=2 S=-> - 2)2:10_1di@§:10_10(.25):10_2.5.
211 [2[
1-- 1--
2 2
5@/
Para n=3, S = 2/ _qp. 109@ 10 — 10(.125) = 10 — 1.25.
_1 [2[
1-- 1--
2 2

10 — 10(0.0625) = 10 — 0.625.

52, 4
Para n=4, §,= S - 2)4 =10-1 [H

-1 -1 [2
2 2
0
2 0
Para N =10, S = — 2)1 =10 1&9 = 10 — 10(0.0009765)
1 21 [20
1-- 1-=
2 2
= 10 — 0.009765.

Es decir, qu&?g se hace cada vez mas pequefio a medida que acesenfas grande.

Se dice que?%[g tiende a cero cuando n tiende a infinito y eoésrla suma seria

S,=10-0=10.

Por lo tanto, la férmula para calcular la suma i@ serie geométrica es:
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S:iz =
1-r

Considérese la serie geométrica infinitacapn=5 y r =2.
¢, Qué le sucede alasumasi n toma valoresveadaayores?

ConsideramosS, de la misma forma

5 - _alr”.
1-r 1-r
2
Para N =2, 3‘2152_?(2)2 =-5-102)° =-5-10(4) = -5 - 40 = -45.

3
para n=3 = 5 -5 =-5-102)° =-5-10(8) = -5 — 80 = -85.

1-2 1-2
_ _ 5 5@ _ . _ _
Para N=4, S,= - =-5-102)" =-5-10(16) = -5 — 160 = -165.
1-2 1-2
_ _ 5 527 0 _ _ _
Paran =10, §= = = =5 -10(2)"° = -5 -10(1024) = -5 — 10240 = -10245.

Es decir, que(z)” se hace cada vez mas grande a medida que aceends grande.

Se dice qud2)" tiende a infinito cuando n tiende a infinitentonces la suma no existe,
esto sucede con cualquier valor de r mayor que 1.

Si consideramos la serie geomeétrica infinita c@n=5 pero ahora conr = 1.
La serie tomaria la forma:
5+5(1) + 51+ 51 +...+5(1)'+...=5+5+5+ 5+5+5+5+5+5_..

Y como el numero de términos es infinito la sueaellos también lo es, por lo tanto, la
suma infinita no existe.

Por lo tanto, si M <1 se observa que' esta cerca de cero para valores cada vez
mas grandes dB Yy la serie geométrica tiene la suma:

S= que la llamaremos formuleGg .

A este tipo de series se les llama series iacibnvergentes
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Nota: Si \r\ > 1 la serie geométrica no tiene suma y a estedi#p series
se les llama serigivergente.

Nota: Esta férmula se puede aplicar para convertir winte peridédico en
un cociente de enteros.

EJEMPLO: Escribir 0.232323... como un cociente de nUuserderos.

Primero, el decimal se puede escribir como pignegeométrica infinita:

23 23
0.232323... = + >t 3t
10C 10C° 10C
23H H+ 23H 1 % 1 H_'_
100 100C100C 100C100CC100C
En donde a=— 23 r:i <Ll
10C 10C
Aplicando Gg: S= o
1-r
23 23
s-_100 _ 100 _ 23
_ 1799 g
10C 10C

23
Entonces, el cociente de los nimeros entef%s es 0.232323...

8.- INTERPOLACION DE MEDIOS GEOMETRICOS.

Medios geométricos se les llama medios geométricos a los términogndeprogresion
geométrica que se encuentran entre dos de ellosasis

En la progresién 1, 4, 16, 64, 256,...los términos 4, 16 y 64 son medios
geomeétricos de 1 y 256.

Interpolar medios geométricos entre dos numerssinsertar términos entre esos dos

ndameros dados, de tal manera que se forme unaegiégrgeométrica.

EJEMPLO: Interpolar 4 medios geométricos entre 96 y 3.

Hay que formar la progresion geométrica cuyo eribdrmino sea 96 y sexto término
sea 3.
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9%69,,a,,4,,a;, 3

El nimero de términos es 6, dos que nos daguede quieren insertar.
Aplicando G, con a;=3 @ =96 N=6

a, 3 1 1
=nid— =6J3— =5-—=— entonces r =
a \]/96 V32 2

Para hallar &, se aplica G, con N =2
-1

— pn-1 _ — —
a =r"la aZ_E%[ 96_5%[@6_48.

NI~

i
i

Para hallar &; se aplica G, con N =3

a =r"'a a, = [E%E_l% = Eg% =24,

[2[
Para hallar @, se aplica G, con N =4

4-1
— H 96 = g% - 12,
% % [ [ [2[
Para hallar 8; se aplica G con N =5
1
=rn—1 = g 96 = g96:6
oA ST rr o

Por lo tanto, la progresion geométrica es:
96, 48, 24,12, 6, 3,...
1
Si la razdén es deE se puede ir multiplicando para hallar los sigwesntérminos en

lugar de aplicar G, varias veces.

9[%%[:=48

%[::24
=6

[2[

38



9.- CALCULO DE LA MEDIA GEOMETRICA.

Se le llama media geométrica a la interpoladémnin medio geométrico.

Sea M unmedio geomeétricode @& y @; entonces

&, M, a; forman una progresion geométrica y la razon es

Despejando M

MM:ala3
Mea a

M 5/ a8 que la llamaremos formuleGyg .

EJEMPLO: Hallar la media geométricade 4 y 9.
Aplicamos Gg: M=,aa; =./4(9 =36 =6.

Mediante una generalizacion de la media geométticaos niumeros se define la media
geométrica de un conjunto de numeros, a,,a,,..8, COmMo:

M =R/a,a,a,..a, que la llamaremos foramulG,, .

Es decir, la media geométrica de un conjunto deemdsnes la raiz n-ésima del producto de
todos los numeros.

10.- PRODUCTO DE DOS TERMINOS EQUIDISTANTES DE LOS DOS TERMINOS DE UNA PROGRESION
GEOMETRICA.

Sea la progresion geométrica:

a,..m.. p,..a

Dondeentre@ y M hay N términosyentreP y &, hay N términos.
Entoncesm y p equidistandea, y Q.

Setieneque mM=r""a I aplicando G, .
Y también a, = P Il aplicando G, .

Despejando = de | y Il tenemos

n—1 an
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m a,
Entonces —_— = —
4 P

pm=aa, que la llamaremosifala Gy, .

Es decir, que el producto de dos términos edaidliss de dos términos dados es igual al
producto de los nimeros dados.

11.-PRODUCTO DE LOS PRIMEROS n TERMINOS DE UNA PROGRESION GEOMETRICA.
Sea a,,a,,a,;,..4,,.. unaprogresion geométrica.

Sea P, el producto de lodN términos de la progresién geométrica.

Ph=ay X & X d3X%,..., X4, _, Xa, X a,. @
Si cambiamos el orden de los términos del 2tmhie

Ph=a, x d_; Xa _,X....Xdg X, X q. @
Y multiplicamos miembro a miemb por @

R=a x & X 83 X,..,Xa,_, Xxa _, X a,

X

R=a8,Xx 8, X8 ,X...,X8,X&Xa

(R)?= (8, X 8,) X (8, X 8 1) X (85 X 8,_p) X...X (By g X B,) X (3 X &)

Como el producto de los términos equidistantesgaal al producto de los extremos
entonces todos los productos del lado derecho ¢&n @) y se tienenn productos.

Entonces

®=(aa,)

y despejandd?,

P.=/(a,a,)" que la llamarenf@snula G,, .

Es decir, el producto den términos de una progresion geométrica es igual raiz
cuadrada del producto de los extremos elevado ateacia igual al nimero de términos
considerados.
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EJEMPLO : Hallar el producto de los primeros 5 términodalprogresion

96, 48, 24, 12, 6,...
Aplicando  F,, con & =96 d; =6 n=5
P J@a)
P [ ©6(6))°
Pn=7,962, 624.

EJERCICIOS

1.- Hallar el término que se te pide de las sige®progresiones geométricas.

a) El 7° término de 4, 20, 100,... . o e h
b) EI 13° término de 8, 4, 2.... ) El6° teminode 35, 3¢

c) El 16° término de -3, 6, -12,...
d) El 17° término de 3, 1}:/3

o et 5
e) EI 8° término de % _%% ) El 9° término de /6%

m) El 13° término de 16, -4, 1,...

NEs erminode- 3, -1, -4, mEI12oteminoe -3, 3/, -19

k) El 11° término deZ%, 3.

g) El 8° término de — % 1,3,... fi) El 5° término de 4, -6, 9;13%
h) EI 10° término de 1%' %5 o) El 8° término de 2, 6, 18, 54, ...

i) El 7° término de 3, 2%

2.- Calcular el 1° término con los datos que se dan

a) r=1 el término @, = 64 e) &, =11 a,=15
2 fl 4, =9 a=3
b) r‘E el término @, = 64 1
3 2187 9 a=7 a-=5
0) as_ﬁ a - 32
12¢& 62¢E
d) a5=9 a6=24
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3.- Calcular la razén comun con los datos que se da

a)Si =5y a-=4 fy Si & =-5 y a;=640

1 729 3
b) Si a =_ =729 Si a=— ==
)'alsyag g)1812y6162
) Si ;=2 y 8 =54 hy Si &,=3 y a =-81
d Sia=2 y a =64 hSi a, =4y a =12

e) Si 31:% y a, =243

4.- Responder.

a) En una sucesion geométrica dor@le= 0.0003,r = 10, ¢Que lugar ocupa 3, 000, 000?

512
b) En la progresion geométrica 27, -18, 12,... ¢Qgérlocupa———7?

72¢
c) Enuna progresion geometrica dondg =3, a, = # y = 1 hallar N
559872 6
d) En una progresion geométrica dond® =-4, a = —i, y I = 1 hallar N
409¢ 2

5.- Calcular la suma de las siguientes progresigaemétricas que se indican.

1 1 .11
a) S=? 3= =2 2= 1=, = ..
) S de 6312 e) S de 12157
b) Ss=? de 4,-8 16,... 1 1 2
1 ) §=? de —-—,=,—=,.
) S=? de 12,415,... 105 5
1 1 g Si0=? de -6,-3,—11,...
d) Sw=? de =,=,1,. 2
) hy Ss=? de 9 -31,..

6.- Hallar la suma de los términos dados de lasesiges progresiones geomeétricas.

a) 339,33,3,--- c) 7,14, 28,56, 112, 224
24816 32 T T ey
b) }’}’i’},_ d) 60, 6, 0.6, 0,006, 0.0006, 0.00006,...
39278
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7.- Escribir los siguientes numeros decimales pé&as como un cociente de nameros

enteros.
a) 0.7777
b) 0.5555
c) 0.545454
d) 0.272727

e) 3.216216216

8.- Calcular las siguientes sumas.

1
a 3,1—,..
3

a 4vy9 C)
3 5 d)

b - _

) 10 y 5 e)

f) 5.636636
g) 0.3232
h) 2.1818

) 0.144144

f) 16 y 25

1
g9 —-.4y6

10.- Interpolar el nimero de términos que se indica

a) 4 medios geométricos entre
b) 7 medios geométricos entre
c) 3 medios geométricos entre
d) 4 medios geométricos entre
e) 5 medios geométricos entre

1
f) 4 medios geométricos entre4§ y —

128 y 2.
16

27

11

g) 6 medios geométricos entre 23)4&

4
h) 4 medios geométricos entreé y ——

27
25¢€

1
i) 7 medios geométricos entre 8\;)}5
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11.- Hallar el producto de las siguientes progressogeométricas aplicandd,, .

a) 1,4,16,64,128 g 12 4 8
111 5 25 12¢
) 2,1,2,=,= 1
2'4'8 ©) 84,21
1
0 3139 h 6315, 3
2 4 8
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RESUMEN DE FORMULAS PARA
PROGRESIONES GEOMETRICAS

r =2
an
3, ="
a
& = rngl
n— &=r
&
_loga,—loga, |
logr
_al-r")
1-r
_a - ar
? 1-r
5=
- r

n

M =1}/a,a,8,..2

pm =a,a,
Pn = \ (alan)n

Para hallar la razén comsanociendo dos términos

consecutivos.

Para hallar el n-ésimo t@aconociendd , Ny &,.

Para hallar el primeniéo conociendd’, Ny a_ .

Para hallar la razén carsanocienddn, & y a,.

Para hallar el valor d& conociendol, & y a,.

Para hallar la suma de n téermgwmsciendol, Ny &,.

Para hallar la suma de n térsicmnociendol, & y a,.

Para hallar la suma de progresion convergente.

Para hallar la media gewitg de dos términos.

Para hallar la media geométrica de umurdo de nimeros.

Para hallar el producto de ddmeros equidistantes de
dos términos dados de una progresion geométrica.

Para hallar el producto Betérminos de una
progresion geométrica.
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PROGRESIONES ARMONICAS

DEFINICION: Una progresién armoénica es una sucesion de ninceyas reciprocos
forman una progresion aritmética.

. 111 1 - L
Por ejemplo, la sucesi6nr-, —, —, —,..., —,... €S una progresion armonica ya que
2 4 6 8 2n
2,4,6,8,D,... esunaprogresion aritmética.
En forma general:
Sea a,,a,,a,,...,a, una progresion aritmética,

1 1 1 1
entonces —,—, —,..., —

: €s una progresion armonica.
a a, o, a,

EJEMPLO: Sea la progresion aritmética 3, -2, -7, -12,.-17
¢,Cudl es la progresion arméhnica

> . 1 1 1 1 1
La progresion armonicaes—, ——, ——, ———, ———,...
3 2 7 12 17

De lo anterior resulta evidente que los probkema progresiones armonicas pueden
resolverse considerando en cada caso la prograstarética correspondiente.

1 _ 1
EJEMPLO: EIl 2° término de una progresion arménicaéesl el 8° término e32—3.

Calcular el quinto término.

Como 5y 23 deben de formar una progresion atita entoncesa, =5 y a5 = 23.
Aplicando la formula para @, de una progresion aritmética tenemos

5& +d y
23@ +7d.
Restando miembro a miembro
18 6
18
Despejandod d = © =3 ya=2
Entonces &, = & +(Nn-1) d
=2(5-1)3
= 14.

. _ o1
Entonces el 5° término de la progresion armoescal—4.
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1 1
EJEMPLO: Interpolar 4 medios armonicos entrg y — é

Primero interpolamos 4 medios aritméticos entrg —3.

a, - a
Para encontrad aplicamos d = ”—ll donde &, = -3, & =7 y N=6
n-
d = 1_7 = __10 = -2
6-1 5

Como d = -2 entonces la progresion aritmética es B,3, -1, -3,... ylos 4

medios armonicos so%, :—3 1,-1.

111

, =, =, 1,-1,—
7 5 3

: . 1
Por lo tanto, la progresion arménica es 3

Si se interpola un solo medio armonico entre mimeros dados a éste numero se le
llama media armonica.

Sea H la media arménica entre dos nimeros dadomsy b, entonces a , H, b

forman una progresion armonica y por lo tanto,reafprocos i, ﬁ b forman una
progresion aritmética.
Por lo tanto, la diferencia comines d = i 1. 11
H a b H
Si despejamo$i
H H ab
2 _Db+a
H ab
2ab = H (b+a)
H= 2ab que la llamaremos formuldd,
b+a

gue nos sirve para calcular la media armdénica dendmeros.
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. . g , a+b
Nota: Hemos visto que la media aritmética de dos numaros b es M :T y para

: - . 2ab
la media arménica de dos nimerasy b es H = bia’
+a

Entonces la media aritmética y la media arméde&dos nimeroa y b no es igual.

Existe una relacion entre la media aritméticayngétrica y armonica de dos nimeros
diferentes dados que es la siguiente.

Si A, G, H son las medias aritmética, geornaétyi armonica de dos nimerasy b
diferentes

Entonces A —a;b G =Jab H :bzfab y su relacion es
a

A>G>H.

Es decir, la media aritmética es mayor que ldiangeométrica y ésta a su vez es mayor
que la media armonica.

EJERCICIOS

: . . 4 2 _
1.- El 3° término de una progresion arménlca—??sy el 6° esg. Calcular el 9° término.
_— . . .. b o h
2.- El 2° término de una progresion armonica ey é 5 esg. Calcular el 8° término.

. Calcular el 6°

wlpkF
oolw
~Nlw

3.- Los tres primeros términos de una progresiamarca son

y 8°.
4.- Los tres primeros términos de una progresigrmoaica son—é,—l,l. Calcular el 9°.
5.- Interpolar tres medios armonicos entre 2.y 1

6.- Interpolar cuatro medios armoénicos ent-reé y 1—3

7.- Interpolar cinco medios armonicos entre 7.y

8.- Hallar la media armonica entre 3 y 9.
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DEMOSTRACION: A > G >H la media aritmética es mayor que la
media geomeétrica que a Su vez es

mayor que la media armonica.

La media aritmética, geométrica y arménica derdomeros iguales es igual a ellos

mismos, ya que:
ata

Si a=b, entonces A=2—:a

G=Jaa=a y H

_2aa _2a° _

ata 2a

Consideremos el caso en que<b, con a,b>0

Si a<b entonces a-b<0

Elevando al cuadrado
(a- b)2 >0

Desarrollando el binomio
a’-2ab+b*>0

Sumando4ab en ambos lados
a’-2ab+b?+ 4ab > 4ab
a’+2ab+b?> 4ab

Factorizando
(a+b)’ >4ab

(a+b)’
4

>ab

Sacando raiz en ambos lados

2
(aJ;b) Vb
%b> ab

Es decir, A>G

Porlotanto, A>G>H

Si a<b entonces a-b<0

Elevando al cuadrado
(a- b)2 >0
Desarrollando el binomio
a’-2ab+b*>0
Sumando4ab en ambos lados
a’—2ab+b*+ 4ab > 4ab
a’ +2ab+b* > 4ab
Multiplicando por ab ambos lados
ab(a’ +2ab+b?) > (4ab) ab
Entonces
ab(a+b)’ > 4a’b?
Despejandoab
ab > 4a’b?
(a+b)’
Sacando raiz en ambos lados

Jab > |4
(a+b)’

\/%> 2ab

a+b
Esdecir G>H

Si a>b entonces a-b>0 y (a-b)*>0, y seriael mismo resultado.
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APLICACIONES DE PROGRESIONES ARITMETICAS

Una aplicacion de las progresiones aritmétisés lacionada con el interés simple.

Todas las actividades financieras descansaa @vstumbre de pagar un rédito por el uso
del dinero prestado.

Interés: es el alquiler o rédito que se conviene pagaupatinero tomado en préstamo.

Por el dinero tomado en préstamo es necesagar p@ precio. Este precio se expresa por
una cantidad a pagar por cada unidad de dinertapiceen una unidad de tiempo
convencionalmente estipulada.

La expresion del precio es la tasa de la op@mamdmercial, la unidad de tiempo que se
acostumbra utilizar es el afio pudiendo ser unaiffaale éste.

La tasa se expresa en tanto por ciento, pespesa en decimal y es el tipo de interés de
la operacion.

Si una cantidadC se presta pon afos a un interés simple, con un interéé anual
¢,Cual sera el montd/ al final de los n afios?

Para obtener el monto al final del primer afimséiplica C por ﬁ) y se suma aC.
M, =C(i/100)+C

Para obtener el monto al final del segundo @imultiplicaC por ﬁ) y se suma al
monto del primer afio.
M, =C(i/100)+ M,
=C(i/1000+C(i /100+C
M, =C+2C(i /100

Para obtener el monto al final del tercer afimskiplica C pori y se suma al monto del
segundo afio.

M, =C(i/100)+ M,
=C(i/100)+C+ (i /100
=C+3C(i/100

M, = C(1+3(i /200)

Para obtener el monto al final del n-ésimo afitas
M, =C(1+n(i/100)

Donde: C Es el capital inicial.
M Es el monto o capital final.

n Es el nimero de periodos a invertir.
i Es el interés por periodo.
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Si ponemos los montos en orden
My, M ,M,,M,,...M_
Formarian una progresion aritmética, donde:
M,=C
M, =C+C(i/100)
M, =C+2C(i /100
M,=C+3C(i /100

M_=C+nC(i/100)= C(1+n(i /200)

Es decir M, es &, el n-ésimo término de la progresion aritmética.
a, =a +(n-1)d

a, EsigualaC y d esigual aC(i/100) la diferencia coman.

EJEMPLO: Calcular el monto que se debe pagar por una ddeda 20,000 pesos,
prestados durante 5 afios a un interés anual de 8%.

M, =C(1+n(i/100) C =20,00C
i =0.08
n=>5

M, = 20000 & § 0.0§)

M, = 28000

Haciendo una gréfica del interés simple y pedsajue es continuo:

Monto 4

40000
30000
20000
10000

5 10 15 Afios
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En las transacciones financieras el interéadiea en forma anual, pero la unidad de
inversion no siempre es anual.

Al interés anual se le llama tasa o interés nainy al interés que se aplica a la unidad de
inversion se le llama tasa o interés efectivo.

Si el interés nominal es del 8% y la unidadroeision es semestral, el interés que se le
aplica al capital semestral e%20—8= 0.04, si es trimestral eg%g: 0.02, si es mensual es

—01'28: 0.00666.. y asi sucesivamente, esto es porque:

2 semestres = 1 afo

3 cuatrimestres = 1 afio
4 trimestres = 1 afio

6 bimestres = 1 afio

24 quincenas =1 afio
52 semanas = 1 afio
365 dias = 1 afio

Es decir, que para convertir la tasa de inteoésinal a tasa de interés efectiva, se divide
entre el nimero de periodos de inversion que tienaio.

Por otro lado el tiempo de inversion hay quevestirlo en periodos de inversién, si los
periodos no son anuales.

Esto no afecta en el interés simple, pero @me&lés compuesto si, como veremos mas
adelante.

EJEMPLO: Calcular el monto que se debe pagar por una ddada 20,000 pesos,
prestados durante 5 afios a un interés anual de c8fwertible
trimestralmente.

M, =C(1+n(i/100) C =20,00C
i,=0.08 Nominal.

o = %3: 0.02 Efectivo.

Tiempo =5 afios.

n=5(4)=20 Periodos trimestrales.
M = 20000 + 2@ 0.0D)
M. = 28000
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APLICACIONES DE PROGRESIONES GEOMETRICAS

Una de las aplicaciones de las progresiones égimas esta relacionada con el interés
compuesto.

En el interés simple el, capital se mantienaielo de cada periodo de inversion, los
intereses en cada periodo de inversion son iguales.

En el ejemplo anterior los intereses generadop@aodo son de $1600 pesos cada afio o
$ 400 pesos cada trimestre.

En el interés compuesto los intereses obterddasmda periodo se acumulan al capital del
siguiente periodo para formar un nuevo capitalahig asi el interés a su vez gana interés,
es decir, los capitales al inicio de cada pericglinglersion y los intereses de cada periodo
de inversién no son iguales.

Sea C el capital prestado a interés compuesto duraraéos, siendo % el tanto por
ciento anual.

El capital C ganai por ciento al afio o en el periodo de inversion

Entonces el monto en el primer afio o periodi@ser
M, =C+C(i/100) = C(1+(i /100)

C(1+(i /100)) es el monto al final del primer afio, pero es t&mlal capital inicial para el
segundo afio, por lo tanto, el monto al final dguselo afio seria:
M, =C(1+(i /200)+C( 2 (i /200)(i /10p
=C(1+(i /100)( 2+ (i /100)

M, = C(1+(i /100))’

C(1+(i /100))2 es el monto al final del segundo afio, pero eagiltal inicial para el tercer
afo, por lo tanto, el monto para el tercer afi@aseri

M, =C(1+(i/100) +C( (i /100)°(i /10D
=C(1+(i /200)* (1+(i /100)
M, = C(1+(i /100)’

Si siguiéramos el mismo procedimiento, para@&simo periodo de inversion el monto
seria:

M, =C(1+(i /100)"
Recuérdese que el tiempo hay que convertirlo en periodas, en el caso que el tiempo

de inversién sea anual entonces n, si no entonceg #n.
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Si los montos obtenidos por periodo los poneconso:
My, M ,M,,M,,...M,_

Se forma una progresién geométrica donde:
M,=C

M, = C(1+(i /200)

M, = C(1+(i /100))’

M, = C(1+(i /200))’

M, =C(1+(i /200)"

Donde: M, Es a, el n-ésimo término.
C Es el primer término.
(1+(i /100) Es la razoén.
n Es el nimero de periodos de inversion o el nutae¢ésminos.

EJEMPLO 1: Una persona deposita 100 pesos, en una cuetaod® que paga el 8%
de interés compuesto anual. ¢ Cuanto dinero tehfirabdel segundo afio?

M, =C(1+(i /100)" C=100 Pesos.

n=2 Periodos anuales.
i =0.08 Interés efectivo.

M =100(1+ 0.0§"
M =116.64 Pesos.

EJEMPLO 2: Una persona deposita 100 pesos, en una cueafzod® que paga el 6%
de interés compuesto anual. ¢ Cuanto dinero tehfireabdel segundo afio si
los intereses se componen a) trimestralmentenpemsualmente?

a) M =C(1+(i /100)" C =100 Pesos.
t=2 Afos
n=4(2)=8 Periodos trimestrales.
=0.06 Interés nominal.
o = %3 0.01E Interés efectivo
M =100(1+ 0.01¥’
M =112.649z Pesos.
b) M =C(1+(i /100)" C=100 Pesos.
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t=2 ARos
n=12(2)= 24 Periodos mensuales.
i, =0.06 Interés nominal.
o = %3 =0.005 Interés efectivo
M =100( 1+ 0.005"*
M =112.715¢ Pesos.

En los problemas de interés simple y compuestejempre la incognita es el monto, por

lo que puede ser cualquiera de las variables iovatlas en cada una de las férmulas.

La férmula M_ = C(1+n(i /100) de interés simple nos da una relacién de 4 cateija
conociendo tres de ellas podemos hallar la cuarta

T M
Para conocer el capital inicial C=——"—
1+n(i /100
. . M-C
Para conocer el nimero de periodos n=——
(i/100)
M-C

Para conocer el interés efectivo (i/100) =

La férmula M = C(1+(i /100)" de interés compuesto nos da una relacién entre 4
cantidades, conociendo tres de ellas podemos eakamarta.

T M
Para conocer el capital inicial C=——"—"+-
(1+(i /100)
logM —logC

Para conocer el nimero de periodos n=

log(1+(i /200)

. , . . M
Para conocer el interés efectivo (i/100) =, /E -1

La siguiente tabla nos da el monto de un pesteees simple y a interés compuesto al
6%, y el crecimiento comparativo se ilustra enrbfiga.

Ao Monto a interés simple Monto a interés compuest
0 1.000 1.000
1 1.060 1.060
2 1.020 1.124
3 1.180 1.191
4 1.240 1.262
5 1.300 1.338
6 1.360 1.419
7 1.420 1.504
8 1.480 1.594
9 1.540 1.689
10 1.600 1.791
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La grafica seria:

Monto 4
3 compuesto
2 .
simple
1
10 15 Afios
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EJERCICIOS

1.- Hallar el monto de un pagaré por 1,200 pesoante 8 meses a un interés efectivo de 3
% mensual.

2.- Hallar el capital que se invirti6 para obterigb00 pesos al 6 % mensual durante 9
meses.

3.- ¢, Cuéanto ganaran 2,000 pesos en tres afiomsieten en una cuenta de ahorro que
ofrece el 12 % de interés compuesto trimestralnfente

4.- ¢ Cuanto obtendra una persona si invierte 1(h€80s durante 20 afios a un interés
compuesto del 10 % convertible bimestralmente?

5.- A que interés simple efectivo son invertidg$0D pesos para obtener 5,000 pesos
durante 10 meses.

6.- A que interés compuesto efectivo son inverti@ys00 pesos para obtener 5,000 pesos
durante 10 meses.

7.- ¢, Cual sera el monto de 60,000 pesos invertidcante 5 afios a un interés compuesto
de 15 % anual convertible mensualmente?

8.- Durante cuanto tiempo se invierten 5,000 pesosa obtener 10,000 pesos a un interés
simple efectivo de 3 % mensual.

9.- Durante cuanto tiempo se invierten 5,000 pesoa obtener $ 10,000 pesos a un
interés compuesto efectivo de 6 % mensual.

10.- ¢ En cuanto se convertirdn 5,800 pesos abhBWal de interés compuesto en 7 afios?

11.- ¢ En cuanto se convertirdn 918.54 pesos ahdltal de interés compuesto en un afio,
capitalizable o convertible por trimestre?

12.- Una suma prestada al 3.5 % de interés conmpuestertible semestralmente durante
9 afios se ha convertido en 3,354.60 pesos. ¢ @k Suma prestada?

13.- ¢ En cuantos afios una suma de 834.00 pesetada al 10 % anual de interés
compuesto se convertira en 1,323.46 pesos?

14.- ¢ En cuanto se convertirdn 800.00 pesos ahB%l, en dos afios capitalizando los
intereses por semestre?

15.- ¢ En cuanto se convertirdn 12,500 pesos ahdltal en 3.5 afos, capitalizando los
intereses por trimestre?

16.- Una suma prestada al 8 % anual de interéswestpse ha convertido en 5,200 pesos
en 4 afios. ¢ Cudl fue la suma prestada?
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TEMA I1l.- FUNCIONES
RELACIONES Y FUNCIONES

Los conceptos de relaciones y funciones son impyprtantes en casi todas las areas de
las matematicas.

Para comprender mejor dichos conceptos estmlisr@ntes el producto cartesiano para
después estudiar relaciones y por ultimo funciones.

PRODUCTO CARTESIANO

Definicién: El producto cartesiano de dos cotganA y B es el conjunto de todas las
parejas ordenadas, de tal manera que el primereatende cualquier pareja pertenece al
conjunto A y el segundo elemento pertenece al conjB.

En notacion de conjuntos se escribe como sigue:
AxB ={(a,b)/adAbOB}

En la definicion de producto cartesiano estaosado la palabra conjunto, hablaremos
un poco de esto.

CONJUNTO
Definicion: Conjunto es una coleccion de objetokos cuales se les llama elementos del
conjunto.

Los conjuntos se denotan con letras mayuscylasgescripcion de un conjunto se puede
hacer de dos maneras, por extension y por comprensi

Para describir un conjunto se usan dos llaes

Por ejemplo, para describir el conjunto de numeurales menores que seis se hace de
la siguiente manera.

A={1, 2, 3,4,5} atadorma se le llama por extension.

A={xON/x <6} a esta forma se le llama por caenpion.

Es decir, que al describir un conjunto por esit@m se ponen todos los elementos que
contiene el conjunto separados cada uno por una goral describir al conjunto por
comprension se usa una variable para referirnosdastlos elementos usando una
propiedad que tengan en comun.

La descripcién por comprension se usa casi sieepgra describir conjuntos en los cuales
es dificil escribir explicitamente todos sus eletogn



Otro ejemplo, los dias de la semana.
B = {lunes, martes, miércoles, juevesynes, sabado, domingo} por extension.
B ={x / x es un dia de la semana} por comprension.

Si se tienen dos conjuntos Ay B, A ={1, 2435}, B={a, b, c, d}.

El producto cartesiano entre A y B se denotaacohx B y de acuerdo a la definicion de

producto cartesiano es:
AxB={(1,a), (1,b), (1,c), 1,d), (2,8), (2,b), (2,€.d), (3,8), (3,b), (3,c), (3,d), (4,),
(4,b), (4,c), (4,d), (5,a), (5,(8.c), (5.d)}-
A es el primer conjunto y B es el segundo caigun

El producto cartesiano>BA es igual a:

BxA={(a1l), (a2), (a3), (a4), (&5), (b,1), (,.3), (b,4), (b,5), (c,1), (c.,2), (c,3),
(c.4), (c,5), (d.1), (d,2), (d.&,4), (d,5)}.

B es el primer conjunto y A es el segundo caigun

Nétese que cambiar de orden los conjuntos edbiaartos primeros elementos de las
parejas con los segundos elementos.

En matematicas los conjuntos que nos interesanos conjuntos de niumeros naturales,
enteros, racionales, irracionales y reales.

Naturales={1, 2, 3, 4,...} que se denota con unal.

Enteros={...,-3,-2,-1,0, 1, 2, 3,.} que se denota con unaz .

. a
Racionales= {B /a,b U0 Z,b #£0} que se denotan con un@.
. , . a
Es el conjunto de numeros en forma de quebradaccifm b talqueayb
son enteros yb es distinto de cero.
Irracionales = { x / x es una expresion decimal no periddica}  que se denotar con
una |.

Nota: los numeros periédicos son racionales.

Un ejemplo serix =25.01001000100001...
Otros ejemplos de irracionales seriaf2,4/5.e 7.

Reales= Q U | que se representa con undR .
Es la union de los racionalas los irracionales.

Haciendo un diagrama de los conjuntos antereageria como sigue.



Es decir, el conjunto de los naturales estaetotd en los enteros, los enteros estan
contenidos en los racionales, los irracionalesresamjunto especial y los racionales junto
con los irracionales forman el conjunto de losesal

Existe otro conjunto de numeros, los cualesstgd&an en cursos avanzados, aqui solo se
mencionan.

Complejos={a +bi/a,beR,i? =-1} que se denotan con ura.
Es el conjunto de nimeros de la format+ b i dondea y b son ndmeros

reales ei® es igual a -1, al nimera se le denomina parte real y al nimdrose le
denomina parte imaginaria.

El producto cruz NXN es:

NxN ={(1,1), (1,2), (1,3),...
2,1), (2,2), (2,3),...
(3,1), (3,2), (3,3),...

}

Que es una infinidad de parejas y graficamemteugden representar como puntos en el
primer cuadrante del plano cartesiano.
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El producto cruzZ xZ es:

ZXT ={..., (-2,-2), (-2,-1), (-2,0), (-2,1), (-2,2),...
ey (1,-2), (-1,-1), (-1,0), (-1,11,2),...
..., (-0,-2), (-0,-1), (-0,0), (-0,1)0,2),...
oy (1,-2), (1,-1), (1,0), (1,1),2),...

)



Que es una infinidad de parejas y graficamertgeeden representar como puntos
separados en todo el plano cartesiano.

A
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Siguiendo esta analogia, el producto clRx R es:

RXR = es un conjunto de parejas infinito pero quefereincia NXN y ZXZ no
hay puntos separados todos los puntos llenan papleto el plano cartesiano.

A
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RELACIONES

Definicion: Una relacién es un conjunto de mas@rdenadaéx, y) tal que obedecen a
una regla de correspondencia.

La notacion para una relacién de un conjuntoul aonjunto Bes: R: AB
Al conjunto A se le llama dominio y al conjurgcse le llama contradominio

Ejemplo 1.- Sean los conjuntos A ={1, 2, 3, 4,5} y B &, c, d}, hallar la relacion
de A a B, tal que el primer elemento sea par.
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Entonces R ={(2,a), (2,b), (2,c), (2,d,a), (4,b), (4,c), (4,d)}.
Como se puede observar una relacion es un spintcordel producto cartesiano de esos
Mismos conjuntos.

Ejemplo 2.- Con los mismos conjuntos del ejemplo 1, hallar AR:B tal que el segundo
elemento sea vocal.

Entonces R ={(1,a), (2,a), (3,a), (4(8)a)}.

Ejemplo 3.- Con los mismos elementos del ejemplo 1, hallar BR:A tal que el
segundo elemento sea multiplo de 2.

Entonces R ={(a,2), (a4), (b,2), (b{4)2), (c,4), (d,2), (d,4)}.
En una relacion al primer conjunto se le llanmanohio, al conjunto formado por los

segundos elementos se le llama rango o imagen segundo conjunto se le llama
contradominio.

En el ejemplo 1 El dominio es D={2, 4} oA
Ehgo es C={a, b, c d}
Elntcadominio B={a, b,c,d}

En el ejemplo 2 El dominio es A={1,2,3,4,5}
Ehgo es C={a}
EiIntcadominioes B ={a, b, c, d}

En el ejemplo 3 El dominio es B={a, b, c,d}
Ehgo es C={2,4}
Elntcadominio A={1,2,3,4,5}

El rango y el contradominio pueden o no serlggia

En matematicas las relaciones que se estudranetaciones algebraicas entre conjuntos
nuUMEericos.

Por ejemplo:

Dada una expresion algebraica que contengaitenal la la cual se le asignan diferentes
valores, la expresion algebraica tomara determmaetores.

Asi en la expresion x% - 3x sile llamamos y, escribimos y= x*—3x

La literal X le llamamos variable independiente yade llamamos variable dependiente.

Para obtener las parejas de esta relacionjdeasos a la variableX distintos valores
como 2, 3, 4, 5 etc., entonces la varialyletcomara los valores para=2, y=-2, para

x=3, y=0; parax= 4 y=4; parax= 5 y=10.



Para escribir las parejas ordenadas de la éelagi= x> —3x tomamos como primer
elemento los valores de la variable independienteeas lax y como segundos elementos
los valores de la variable dependiente que as.la

{..., 2,-2), (3,0), (4,4), (5,20),...}

En forma tabular nos quedaria:
X

NP oo wh|<

NOERLRPL,ONWN
o

[
o

La grafica de la relacion éAX7Z quedaria representada por las parejas orderﬁaxdﬁ};
donde x y ysean nameros enteros que cumplan con la relacéig de la siguiente

manera.
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Como se puede observar la relaciog= x> —3x es un subconjunto del producto cruz

ZXZ .
Para esta relacion éix 7Z , el dominio e& , el contradominio eZ y el rango o imagen

esta formado por aquellos valores enteros de lahlardependiente que esya

Los valores del rango o imagen son {...,-2, AG},18, 28,...}

La gréafica de la relacién eR xR quedaria representada por todas las parejag )(

que cumplan con la relacioy = x> —3x, siempre y cuanda,y LI R.
La gréfica se traza con una linea continua csiguee:

A
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En RXR el dominio esR, el contradominio esR y el rango o imagen se puede
encontrar despejando la variabke y analizando los valores reales que puede tomar la

variabley tomando en cuenta las operaciones que la afectan.

y=x>-3x

o
E

w

y+ X* =

I
]

2

M

—+

f+_:
y4

.3
Six—-—=0 entonces

<
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X—_
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2
42

Six—g <0 entonces

42

El radicando debe sex0

9
+—20
Y 4
y>‘g
4

Entonces el rango o imagen es:

Rangoslz,a)z{ yOR / yz—j}
Y el dominio es:
Dominio = (x ,« ) = {xOR}

El dominio, contradominio y el rango se puedengs como intervalos o segmentos de la
recta real.



Existen varios tipos de intervalos.

1.- Intervalo abierto (a, b) ={xOR / a <x< b, } es el conjunto de nimeros mayores
que el nimer@ y menores que el nimelo.

2.- Intervalo cerrado [a, b] = {xOR / a<x<b} es el conjunto de nimeros mayores 0

iguales que el nUmer@ y menores o iguales
gue el nimerd .
La diferencia entre abierto y cerrado es quelabierto no se cuentan los extremos y en
el cerrado si se cuentan los extremos.

3.- Semicerrado o semiabier[mb) ={xOR/a: x <b}
4.- Semicerrado o semiabier@a, b] ={ xOR /a <x: b}

En el intervalo semicerrado o semiabierto untod@xtremos se cuenta y el otro no.

Ademas existen los intervalos
(a,o<)={ xOR / x> a}
l[a)={ xOR / x> a}
Si en un extremo del intervalo esta infinitocgrties ese extremo siempre se pone abierto
y la condicién que cumplen los valores es con r&@sped otro extremo.

En la recta real es posible graficar los intErv;acontemplando todos los casos posibles
estarian como sigue:

1- |abl={xOR/a: x: b}
2- (ab)={xOR/a<x<b}
3- |lab)={xOR/a : x<bh}
4- (ab]={xOR/a<x: b}
5- [a,x)={xOR/x2a}
6.- (a,x)={xOR /x> a}
7- (- «,b]={ xOR 7 x: b}
8- (- o,b)={ xOR/x <b}
9- (- «,x)={x0OR}

En la relaciény = x* —3x el Dominio = (- « ,«)
Contradominio = (- « ,x )

9
Rango=[—-—,
go=| 4 « )



FUNCIONES

Definicién: Una funcion es una relacion en lae qu cada elemento del dominio le
corresponde solo uno del rango.

Porejemplo A={(1a), (2,b), (3,a), (4,c)}

Los primeros elementos de las parejas son 3, 2, todos diferentes, respecto a los
segundos elementos no hay condicion, es decirmmporia que el elementa este en la
primera y tercera pareja.

Entonces podemos decir que una funcion es ujumonde parejas ordenadas, de
nameros reales x(,y) en el que no hay dos parejas ordenadas distiutastengan el

mismo primer elemento.

El conjunto de todos los valores que puede tdmaariablex en una funcion, se llama
dominio y el conjunto de todos los valores que puede tdanaariabley en una funcion, se

llamarango o imagen.

A las funciones se les designa con ung,h,...etc., casi siempre se usaflg donde la

expresion algebraica establece la regla de comegpeia, con la que se determina un
valor Unico dey, siempre que se tenga un valor pata

Si se tiene la grafica de una relacion &xR donde el eje horizontal representa los
valores de la variable y el eje vertical representa los valores de léabée vy, y se quiere

saber si ésta grafica representa una funcion sentsazan lineas paralelas al eje vertical, si
alguna de las paralelas toca a la grafica en mas geinto entonces no es funcion, si todas
las paralelas tocan a la grafica en un sélo pumianees si es funcion.

YA Y“

/

—p »

X X

No es funcion

Si es funcion T~

[\ ;

/ X X

» Si es funcioén
No es funcion

.




Ejemplo 1
Decir si la relacion x*>+y® = s o no funcion, hallar el dominio, el rango yérada
gréfica.

Despejando la variable dependiegte

ly|=v9-x* De donde
y=v9-x° 0 -y=+9-%

Para un valor dex hay dos valores dey, entonces no es funcién.

Para hallar el dominio teniendo ledespejada se analizan las operaciones que afectan a
la variablex, que son el cuadrado, el signo menos, la sumaweve y la raiz cuadrada.

Para aplicar la raiz cuadrada el radicando debenayor o igual a cero.

Entonces 9-x*> 0

Resolviendo esta desigualdad para

|x| <3 el valor absoluto de es menor o igual que 3 que se
puede interpretar como - 3: X: 3

Dominio es el intervalo cerrado [-3,3] xR /- 3: x: 3}

Para hallar el rango, se despeja la variahlg se analizan las operaciones que afectan a
la variabley .

Despejandox X =y/9-y* de donde

Las operaciones que afectan a la varigblson el cuadrado, el signo menos, la suma
con nueve Y la raiz cuadrada.

Para aplicar la raiz cuadrada el radicando debenayor o igual a cero.
Entonces 9-y*> 0

Resolviendo esta desigualdad pgra
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-y*2- 9
y’< 9
NERE

lyj<3 el valor absoluto dg es menor o igual que 3 que se
puede interpretar como —-3<y<3

Entonces
Rangoes el intervalo cerrado [-3,3] yIR /- 3« y+« 3}

Haciendo la grafica dey=+9—x°

YA

Algunas parejas son {(-3,0), (-2,2.23), (-2,3,2(-1,2.82), (-1,-2.82), (0,3), (0,-3),
(1,2.82), (1,-2.82), (2,2.23), (2,-2.23), (3,0)}

Al cero le toca 3 y -3, por lo tanto, no es fdnc
En la gréfica al trazar paralelas al gjeentre -3 y 3, intersecan a la grafica en dos @nto

por lo tanto no es funcion.

Ejemplo 2
Decir si la relacion y = 2x*> + ®s 0 no funcion, hallar el dominio, el rango yérdea
gréfica.

Para un valor dex hay solo un valor dey, entonces si es funcién.

Para hallar dominio se observa que la variablesta afectada por el cuadrado, el

producto por dos y la suma con cinco, y que a cigdqiimero real se le pueden aplicar
estas operaciones, por lo tanto, el dominio soogtduk reales.

Dominio = (- « , ) ={xOR}
Para hallar el rango se despeja la variable

y=2x*+ 5
y-5

—:XZ
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Como la variabley esta afectada por una raiz cuadrada entoncesieamdd debe ser
mayor o igual a cero

Resolviendo pary :

El rango son todos los valores mayores o igumlgBaco.

También se puede observar que en la ecuagi®@x’ + , la % estd al cuadrado y sea
negativo o positivo, siempre quedara positivo ecésrel menor valor dg es 5 cuando
toma su menor valor que es cero.

Por lo tanto, el rango de la funcién es:

Rango =[5 )={yOR / y=5}

Para hacer la grafica dg=2x*>+ , §e hace la tabulacion, dando valores tomados
del dominio.

} 4 >
-5 5 X

En la grafica se observa que si es funcion.
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Ejemplo 3
Decir si la relaciony® - x* +9=@s o no funcion, hallar el dominio, el rango ydrda

gréfica.
Como no se tiene la variable despejada, entonces se observa que existe endai@t

una sola variabley que tiene exponente par, entonces no es funcion.

Para hallar el dominio se despeja la variaple

y>-x>+9= 0
y2:x2_9

|ﬁ:V%—9

Se analizan las operaciones que afectan a iablerx, que son el cuadrado, una resta

con nueve y una raiz cuadrada.
Elevar al cuadrado se le puede aplicar a todoend real, restarle 9 se le puede aplicar a
todo namero real, pero la raiz cuadrada se le paptiear s6lo a niumeros mayores 0

iguales a cero.
9debe ser mayor o igual a cero.

Entonces el radicandax? -
x>-9> 0

Resolviendo parx

1\

x?-9
XZ

v v

0

9
9
3

v

X
X

El valor absoluto dex es mayor o igual que 3 que se puede interpretaoco x=3 0

X< -3.
En la recta real estos intervalos estarian caique:
4_-| | | I__'
T ] | L o
32 0 1 2 3

Entonces el dominio son los valores menoresualég que- 3 los valores mayores o

iguales que 3, que son dos segmentos separador.

Por lo tanto, el dominio de la relacion es l@orde los dos intervalos.
Dominio = (- « - S]D [3,o<) ={xOR / x<-3 0 x=3}

Para hallar el rango, se despgjade la ecuacion y* - x*+9=
y?-x>+9= 0
13



X>=y’+ 9
X =4y*+9

Se analizan las operaciones que afectan aiblary , que son un cuadrado, una sumay
una raiz cuadrada, el cuadrado se le puede aplicaios los nimeros reales, la suma con 9

también, pero la raiz cuadrada solo a los nUmerey®ras o iguales que cero.

Entonces, el radicandg®+9> @ebe ser mayor o igual a cero

Resolviendo pary :

La pregunta seria qué numeros elevados al alad@n mayores o iguales que , €30S
numeros son todos los reales.

Entonces el rango son todos los reales

Rango =(- «,«) ={yOR}

Para hacer la gréfica dig =+/x*—9, se hace la tabulacion, dando valores tomados
del dominio.

2\ 4 6X

En la grafica se observa que no es funcion.

Ejemplo 4
Decir si la relaciori2x- y- 1= (Qes funcion o no, hallar el dominio, el rango yédraa
gréfica.

Como en la expresién algebraica (ecuacion) rio @gespejada la variable dependiegte
entonces observamos que sélo hay yneon exponente uno, que es impar, por lo tanto si
es funcion.

14



Para hallar el dominio despejamos la variapie

2x-y-1= 0
-y=-2x- 1
y=2x- 1

Analizando las operaciones que afectan a labix, que son un producto con 2 y una
resta, estas operaciones se le pueden aplicaos lmglnameros reales.

Por lo tanto, el dominio son todos los reales.
Dominio = (- « , ) ={xOR}

Para hallar el rango se despeja la variable
2x-y-1= 0

x=Y"1
2

Analizando las operaciones que afectan aaf@biey, que son una suma y divisiéon
entre 2, estas operaciones se le pueden apliodba bbs numeros reales.

Entonces el rango son todos los reales.
Rango= (- « ,a)={yOR}

Para hacer la gréfica ge 2x- , de hace la tabulacion, dando valores dfomados
del dominio.

YA

15



EJERCICIOS
1.- En los siguientes pares de conjuntos hallpragucto cartesiano.

a).-Si A={a,b,c} y B={3 4} dilar

XB y BXxA
b).-Si E={/2: x: 12, xON} y F={x/5<x: 10, xON} hallar
KF y EXE

c).- Si  C ={Maria, Lourdes, Claudia, LeticRgsa} D ={Juan, Pedro, José}
G = {paleta, helado, cono, agua ayuhallar
&D, DxC, &G, GxC, DxG, GxD.

d).-Si A={a,b,c,d e f,g ht B{=, L4 7,7} hallar
AXA, Bx B, AX B, BxA.

2.- En los siguientes ejercicios decir si el cotguite parejas representa una funciéon o no y
por qué.

a) {(-1-1),(0,2), (1,3), (2,3), (3,3)}

b) {('11'1)! (210)’ (3!1)! (313)1 (114)}

c) {(1,0), (2,0), (3,0), (4,0)}¢

d) {(1.a), (1,b), (2,a), (2,b), (3,a), (3,b)}
e) {(3.2), (2,-1), (3,4)}

f) {(2!3)! (2"2)1 (211)}

3.- En las siguientes graficas decir si represensafuncion o no y por que.

A A

A A
Y Y Y
X KJ X ) X
A A A
Y Y Y

16



4.- En las siguientes expresiones algebraicas deson funciones o no, hallar el dominio,
el rango y hacer la grafica.

a) y=3x-10 ) xy'+2x—5=0 0 y=%x+1
b) 2xy+x+2y=0 ' 2 —8x—6y+ 25= C

) ooy ) y=Aa-x

— 2 _

€) Yy=XT+2X=5 ) y=3x*-144 q y=3x-6
d) y=4/6-8x ) y=3x-1 ) yzm
e =\/& =5- 2
)y m) y X 5) y:m
f) y=+5x+4 n) y=+/3x-4

g X+y*+8x+7=0 f) y=x2+2

h) 3x—5y—15=C

17



FUNCIONES ALGEBRAICAS Y TRASCENDENTES

a) Se les llama funciones algebraicas, a aquellasdoes que tienen las operaciones
de suma, resta, multiplicacion, division, potenidag/ radicacion unicamente.

b) Se les llama funciones trascendentes, a aquellasadamas de las operaciones
algebraicas también tienen funciones trigopnomé&yrilgaritmicas y exponenciales.

ECUACIONES EXPLICITAS e IMPLICITAS

a) Una ecuacion esta en forma explicita, si algundadalos variablesx o y esta
despejada.

b) Una ecuacion esta en forma implicita, si ningundéadelos variablesx y y estan
despejadas.

Ejemplo 1
Dada la ecuaciény =3x® -2x+ 3decir si es algebraica o trascendente y si asta e
forma explicita o implicita.

Como la ecuacion es polinomial entonces esdaralgebraica
Como la variabley esta despejada entonces esta en fewpHcita.

Ejemplo 2
Dada la funcién y =3senx® decir si es algebraica o trascendente y si estforena
explicita o implicita.

Como tiene la funcién seno, entonces es ecuaeiéocendente
Como la variabley esta despejada entonces esta en fewpHcita.

Ejemplo 3
Dada la ecuacionx’—y?>=9 decir si es algebraica o trascendente y si estérena
explicita o implicita.

Como es un polinomio y las operaciones que tsore solo algebraicas, entonces es
ecuacioralgebraica
Como ninguna variable esta despejada entont&sm$ormamplicita.

Ejemplo 4
Dada la ecuaciony - logxy = @ecir si es algebraica o trascendente y si esfarea
explicita o implicita.

Como tiene la funcién logaritmo, entonces eseicuintrascendente
Como ninguna variable esta despejada entont&egm$ormamplicita.

18



EJERCICIOS

1.- Decir si las siguientes ecuaciones son algedsad trascendentes y si estan en forma
explicita o implicita.

a) y=x-2x+1 i) y? =8x N y=sen?(5x-7)
b) y=4senx k) y=x3/2x S) x3—tan(5x“—2x+6)—3y=0
¢) y=(x-axt +2f ) x* =9y ) X' =3xy+log2x =0
d) y=4%73 m) 2xy+1=4x*+y u) 2-In/x-y?+2y=0
e) y = tan®6x n) y=4 V) y=2"+3x*-5x
f) x> +y*-4x=0 i) y=e* w) x*- 3x- 2e-5=9
g) y=5x"* 0) y- 4sen2x=0 X) y=3x+2x>-2x>
) :x2 5-9 0) y=tan)3( y) senx- cosx- 2y-1=0
3x- 4
) y=x" q) y=In8x?

19



ALGEBRA DE FUNCIONES

Cuando se tiene que una relacion es funciérgneas se utiliza una notacion muy
especial para referirse a la variable dependiente.

Si a la variable dependiente que depende de la variable independignte llamamos
f(x) lo cual nos sefiala que es una funcion que depinbtevariablex, entonces

y=f(x).
Es importante entender qué(x) no es una multiplicacion dé por x, sino que es
una funcion que depende de la variakle

Las funciones se denotan con distintas letrasegm minlsculas o mayusculas Yy la

variable que se usa entre los paréntesis es Ia@uema como variable independiente,
como:

f(x). g(x). h(x). F(x), G(x). Pt). P(y). #(x). sen(a). tg(6). Alr)...etc.

En realidad no hay ninguna restriccion en gqtrédese deben de usar, sino que es por
comodidad de las personas que definen las funciones

Al cambiar la notacién para la variable depenigignos cambian algunas cosas.

Lo primero que cambia es la forma de escrilsiflenciones.

Antes Ahora
y=3x2+2x- 4 f(x)=3x*+2x-4
y=o-x f(x)= 19—

3x-1 3x-1
-3 )=

X- 2 X- 2

Lo segundo que cambia es la forma de obtenevdtses de la funcion asignandole
valores a la variable, aunque lo que se esta lawies hallar las mismas parejas, solo que
se le llama de otra manera.

En la notacién anterior se dice hacer la talidtao hallar la tabla de valores, y por
medio de éstas, se forman las parejas ordenadés neieva notacion se dice evalufr

en x, dondexes un valor del dominio de la funcion.

Por ejemplo, si tenemos la funciop=3x* +2x-  ylqueremos hallar cuanto vale la
variabley si x = 3, entonces sustituimos 3 en la ecuacién para telllzalor dey

y=3x*+2x- 4
y =3(@3)° +2(3)- 4
y=27-6- 4
y= 29

Entonces, six= 3y=29y lapareja que se forma e(§,29)
20



Con la notacién de funciénf (x)=3x?+2x—4, y para hallar cual es el valor de la
funcién si x= 3 decimos que hay que halldr de 3, o decimos que hay que evaluar la
funcién enx = 3
(x)=3x*+2x-4
(3)=3(3) +2(3)- 4
(3)=27- 6- 4
(3)=29
Entonces, six= 3 f(3)=29 yla pareja que se formaes (3 f(3) o (329

f
f
f
f

I
N

Lo tercero que cambia, es que con la notaci6fudeiones, podemos hacer la suma,
resta, multiplicacion y division entre funcionesglependen de la misma variable.

Lo cuarto que cambia y que es lo mas importageue con la notacion de funcidon no

solo podemos evaluar la funcién en un valor nurnésmo que también podemos hacer
evaluaciones de funciones en otras funciones, gleelama composicion de funciones.

OPERACIONES ENTRE FUNCIONES

Si se tienen dos funcione$ y g , la suma, la resta, la multiplicacion y la digisj se
definen como sigue.

(f- 9)x)=f(x)- g(x)
(f- g)09=f(x)- o(x)
(f-g)(x) = f(x)}a(x)

10
g g(x)
Donde el dominio de la suma- g, f-g y f:g es el conjunto de nUmeros que

pertenecen a la interseccion del dominiofdeon el dominio deg .

El dominio de la divisién es el conjunto de néoseque pertenecen a la interseccion del
dominio de f con el dominio deg, pero hay que excluir los nimeros para los cuales

g(x)z0

Ejemplo 1
Dadas las funciones f(x)=x*-16 y g(x)=x- 4 hallar: (f - g)x),(f - g)x),

(f-g)x) y %@x) asi como el dominio de cada una de ellas y isgsificas.
a) (f- g)x)=1(x)- g(x)=(- 16)+ (x- 4)

¥ -16- x- 4

¥-x- 20
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El dominio def (x) son todos los reales porque cualquier numercespliede elevar al
cuadrado y restarle 16.

Dominio de f (x) es (- o, o)

El dominio deg(x) son todos los reales porque a cualquier numeiloseeée puede
restar 4.

Dominio deg(x) es(- oo )

Entonces el dominio d(sf - g)(x) es ( x ,0<) N ( o, & ) = ( x ,o<)

La grafica de(f - g)(x) seria:

Ya

El dominio def (x) son todos los reales, entonces dominiof ) es (- oo )
El dominio deg(x) son todos los reales, entonces dominiayftd es (- o, )
Entonces el dominio d(sf - g)(x) es ( x ,o<) N ( o, ) = ( x ,o<)

La grafica de(f - g)(x) seria:

22



o) (f-g)(x) = f(x)}g(x) = (x*—~16)(x—4)
x3 - 4x? - 16x- 64

El dominio def (x) son todos los reales, entonces dominicf e) es (- o, o )
El dominio deg(x) son todos los reales, entonces dominiayftd es (- o, )

Entonces el dominio df -g)(x) es ( 0< ,0<) N ( x, ) = ( o ,o<)

La grafica de(f-g)(x) seria:

»

Y y

N

40| {

20| 1

SR 4

20-10] | 10

fy f() _x*-16 _(x- 4)(x- 4)
d)%gx)_g( ) ) =X 4

x)  x-4 X- 4

%EX):X- 4

El dominio def (x) son todos los reales, entonces dominicf e) es (- o, o )
El dominio deg(x) son todos los reales, entonces dominiayftd es (- o, )

Entonces el dominio d%@x) es ( 0<,0<) N ( 0<,0<) = ( 0<,0<) menos los

valores dondeg(x) # 0
X-4#0
X£4

23



El dominio deg Ex) es todos los reales excepto- 4
9

Dominio de%@x) es(—,4)U(4,»)

La gréafica d% Ex) serfa:

YA
8 L

-57/.4 2, 2 46X
41
Ejemplo 2

Dadas las funciones f(x)=/x+7 y g(x)=vx-5  nallar:

(f- g)x),(f- g)x), (f-g)x) y %Ex) asi como el dominio de cada una de ellas y

hacer sus gréficas.

a) (f- g)x)= f(x)- g(x) =x- 7 +/x- 5

El dominio de f (X)Z\/X+ 7 se obtiene analizando las operaciones que afectan
variable, que son una suma y una raiz, la suma pedde aplicar a todos los reales pero
la raiz solo a los valores mayores o iguales a cero

Entonces X- 7=0
X=-7

Dominio =[- 7, )
El dominio deg(x)=«/x—5 se obtiene analizando las operaciones que afectan

variable, que son una resta y una raiz, la redia s@ede aplicar a todos los reales pero la
raiz solo a los valores mayores o iguales a cero.

Entonces x-5= O
X= 5
Dominio :[5,o<)
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Por lo tanto, el dominio dif - g)(x) es[- 7,& )N [5,«) = [5,«)

La grafica de(f - g)(x) seria:

A

N DN OO 0K

2 4 6 8 10 12 14 16 18

b) (f - g)(x)= f(x)- glx) = /x+7-/x-5
El dominio def (X)=+/x+7 es [ 7,«)
El dominio deg(x)=-/x-5 es  [5«)
Por lo tanto, el dominio dgf - g)(x) es[- 7,&)N[5,«) = [5,).

La grafica de(f - g)(x) seria:

YA
4 L

2 1 \‘\'\u‘*.\

2 4 6 8 10 12 14 16 18 X

o) (f-g)(x)=f(x)}g(x) = /x+7-/x-5
#ix+ 7ﬂx—5j
#x2 +2x-35

El dominio def (X)=+x+7 es [ 7,«)
El dominio deg(x)=-/x-5 es  [5,«)

Por lo tanto, el dominio df -g)(x) es [ 7, ) N [5,o<) = [5,o< ).

25



La gréfica dg{f -g)(x) seria:

Y‘k
12
10
8
6
4
2
246 8101214 X

Ix+7  [x+7

fy_ f(x)
d)%gx)_g(X) Jx=5  x-5
El dominio def(x)=\/x+7 es [ 7,«)

El dominio deg(x)=-/x-5 es  [5,«)

Asi, el dominio de%g(x) es - 7,«)N[5«) = [5,¢) menos los numeros que
HEAN
cumplan queg(x)# 0.

Esdecir x-5# O
X# 5

Por lo tanto, el dominio d% Ex) es (5,«), los valores mayores que 5.
La gréfica de(f -g)(x) seria:

YA

8
6
4
2

2 4 6 8 10 12 14 16 18 X
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EVALUACION Y COMPOSICION DE FUNCIONES

Sea la funcién f(x)=x*-2x+3
Si queremos conocer cuanto vale la funcién eien 3, es decif,(3), la variablex
de la funcién debe sustituirse por el nimero 3.

f(3)=(3) -2(3)+3=9-6- 3=6

Si queremos conocer(0) sustituimos x por 0 en la funcién
f(0)=(0)* -2(0)+3=0- 0- 3=3

)
Si queremos conocefr(z) sustituimos x porzen la funcién
f(z)=(zf -2(z)+3 = 2*- 2z- 3

Si queremos conocdr (23) sustituimos x por 2® en la funcion
()= )= 22

En forma general tenemos que dada una funcibfx), podemos encontraf de
cualquier valor d evaluada en otra funcion, haciendo la sustitudéimuevo valor que
se le esta dando»a en la funcion.

Ejemplo 1

Dada la funcién f (x)= x> +x-1 hallar:

a) f(0), b) f(3), c) f(h), d) f(2h), e) f(3x- 2), ) f(x- h), g) f(x)- f(h)
a) f(0) = =-1

323193111

b) f(3)
c) f(h) =

d) f(2h) = (2h)* +2h-1=4h*+2h-1
e) f(3x- 2) = (3x+2)* +(3x+2)-1 = (3x)* +2(3x)(2) + 22 + 3x+2-1
=9x*- 12x- 4- 3x- 2- 1

=9x%- 15x- 5

f) f(x- h)=(x+h)’+(x+h)-1 () 2(x)(h)+h? +x+h-1
=x*- 2xh- h*- x- h- 1

9) f(x)- f(h) = (G +x-1) + (> +h-1) = x*- x- h*- h- 2

27



Ejemplo 2

Dada la funcién f (x) = 12 hallar: a)f(1) b) f(- 2) ¢) f(0) d) f(x- h)- f(x)

X
1
fl)== =1
a) )=
-2 -2 1
f(- 2) = = ~ ===
D 162= T T
c) f(0) lafuncién no esta definida en cero.
1 1
d) f h)-f = -=
)t 1) = L
x* = (x+h)’
(x+h)*x?

NG —(x2 +2xh + hz)

(x? + 2xh +h? x?

Simplificando

_ =2xh—-n?
Fx+h)=f(x) = x* +2x°n+ x*h?
Ejemplo 3
Dada la funcion f (x) = 12 hallar:
X -
af0) bf(1) cofla) d f[B;[E e)f (x- h)
X
0-1 1
f = ==
-1-1 2 2
b) f(-1)= - 2. ¢
) 10 (-0p+2 1-2 3
2a-1 2a-1
9 1) = (2a)+2  4a?- 2
d) f(X' h): x- h-1 - x- h-1

(x+h)*+2 x*- 2xh- h*- 2
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Ejemplo 4

Dada la funciéng(x)=-/2x-1 hallar:
ap(l) b) g(- 1) c) g(0) d) glx- hr?_ 9(x) conhz0

b) g(— 1) =./2(-1)-1 =-/-3 raiz cuadrada de 130 existe en los reales, asl no
pertenece al dominio de la funcién.

c) 9(0)=./20)-1=/-1 raiz cuadrada del no existe en los reales, asi 0 no
pertenece al dominio de la funcién

(x- h)- g(x) _ J2(x+h)-1-+/2x-1
h h
multiplicando el numerador y el denominador @loronjugado del numerador
J2(x+h)-1-/2x-1 [2(x+h)-1++2x-1
h J2(x+h)-1+-/2x-1
_(2x- 2h-1)- (2x-1)
h{/2(x+h)-1+/2x-1)
2h ‘
h{/2(x+h)-1+-/2x-1)
_ 2
J2(x+h)-1++/2x-1

d 9

Ejemplo 5

Dada la funcién f (x) = x> + 4x hallar: flx- hr?_ fx) con h#0

F(x- h)- £(x) _ |(x+h) +4(c+h)|- (x +4x)
h h
x> +2xh+h? + 4x+4h— x* —4x

h

2xh+h® +4h
h

_h(2x- h- 4)
h

2x- h- 4

Existe otra manera importante en que dos fuesioh y g pueden combinarse para
formar una nueva funcion. Esta nueva funcién aendfuncion compuesta

Si f y g son dos funciones, la funcion compues$tag se define por
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(fog)x)=flg(x)], esdecir, f evaluadaeng.

El dominio de la funcion compuesfac g es el conjunto de todas las que estan en el
dominio de g y cuya imageg(x) pertenecen al dominio d&(x).

Nota: la composicion de funciones se lleva aocdé derecha a izquierda, primero se
evalla g en x y después se evalud en g(x), conforme al orden de aplicacion de las

funcionesf o g se nombra g seguida ded g compuesta corf .
Ejemplo 1

Si f(x)=x* y g(x)=x-7 hallar. a)fog b) go f
2 (1)) = 1lo6d] = 1l 7] = Ge7)

b) (gof)(x) = g[f(x] = glx*|=x*- 7

Ejemplo 2

si f(xX)=vx+7 y g(x)=vx-5 hallar @) fog b) gof
a) (fo0)(x) = flo(] = f[/x=5]=//x-5+7

b) (gof)(x) = olf(x)] = ol/x+7] = [/x+7-5

Ejemplo 3

Si f(x)=-/x y g(x)=2x-3 hallar:
a)feg  b)gef ofegef d)(foghs) e (gef)0)

a) (fog)(x) = flglx)] = f[2x- 3 = /2x-3

b) (go1)(0) = ot ()] = ol/x| = 2/x-3

o) (fogo1)(x) = flolf () = flol/x)| = l2/x~3)=/2/x-3
d) (f-g)3)=./23)-3=13

e) (go f)0)=2/0-3=-3
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Ejemplo 4

Si f(x)=/x y g(x)=x*-1 hallar:
a)fof Db)geg c)fog d)gof efofof f)gogeg

) (=) = 11160 = £{x) = x =¥
b) (g°0)(x) = olol)] = gl ~1) = (¢ -2f ~1=x"- 2 - 1- 1= x"- 2
) (1-6)() = flabd] = 1 -1) = i -1

d) (9= F)(x) = o[f (] = g{/x) = (Vx) -1=x- 1

&) (fefot)(q = flelrGl = lr(x)] = r(/x) =[x = 2

) (g09°0)(x) = ololo®l] = slal 1) = g6 -2 1) = (-1 -f -2

(x=“ - 2x? )2 -1
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EJERCICIOS

1.- Dadas las funcionesf (x)=x*-1 y g(x)=3x- 5

a) (f - g)x) b)(f - )4) o)(f - g)(x)
e) (g- )x) N(g- f)E) 9)(f-g)(x)

) E%@x) )t - 0)3) K(F o o g)@3)

2.- Dadas las funcioned (x)=3x- 1y g(x)=3x>+x

3.- Dada la funciénf (x)=2x- 1 hallar:

a) f(3) b)f(-2 z)f(o) d)f(a-1) e)f(x-1)

hy f(x- h) i) f(x)- f(h)

4.- Dada la funciénf (x) = 3 hallar:
X

a) f) b)yf(-3) c¢)f(6) d)f%[H e)fBQH

Lal
hy f(x-3) i) f(x)- f(3) j) f(x- hg' f(x)

5.- Dada la funciénf (x) =+/9-x* hallar:
a)f(0) b)f(8) ¢ f(x-h) d)f(dx) e

6.- Dada la funciénf (x) =-/x hallar:

RIS hg' ) b)  (2x2)- £ (x?)

7.- Dada la funciénf (x) = 4x* -5x -3 hallar:

gy Fn)- 1) £(x2)- £ (x)

h

hallar:
d)(f - g)4)
f
h . Ex)
(g f)x)

hallar:

fy f(2x)  g)2f(x)
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8.- Dada la funcionf (x) = 2x? +5x - 3 hallar:

a)f(-2) b))  of) dfh-1)  eflxt)  ffx2-3)
9k n) MG fE) g X

9.- Dada la funciérg(x) = 3x> - 4 hallar:
a) o 4) b)g%[ﬁ agl)  dolx-4)  egl-h) Nl ab)

g 9 1) o)

10.- Dada la funciérg(x) = 21 hallar:
X -

g bol3) gk D) 9@  edl?)  nHlal?)
0 g(x- hg- g(x)

11.- Dada la funciénf (x) = Xi hallar:
X -

210 b)) of0) ofxy) eftH 5l gD

[X[ f ()
) f(x- hg- f (x)

12.- En los siguientes pares de funciones hallar:

a) fog b)go f c) fof djgeg  e)fofog f)gogof
g) fogof hygefog ) gogog )gogef K (f-9)2)
) (g f))
i.  f(x)=x-5 g(x)=x2-1 vii  f(x)=-/x g(x)=4-x
i fx)="1  gx=1 vi  f(x)=/x+4 g(x)=x’-4
x-1 X ) 1
ii.  f(x)=-/x g(x)=x%-1 viii. £ (x)=x g(x)‘ﬁ
v = T ek)= < o fW= )=
v.  f(x)=-/x g(x)=x2 +1
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TEMA lll.- LA DERIVADA

LIMITES (CONCEPTO INTUITIVO)

LIMITE DE UNA FUNCION

Lo que nos interesa es analizar el comportamielet una funcionf (x) cuando la

variable independient& se va aproximando o se va acercando a una ctastamero
necesariamente distinto de&. En muchas ocasiones el nimeono se encuentra en el

dominio de f (x), es decir,f (a) no esta definida.

La pregunta seria: ¢asi como se va acercando mas y mas a la constante
(pero x# a), de la misma manera se ira acercarida) a algtin valorlL ?, si la respuesta

es afirmativa, se dice que el limite dle(x) cuandox se aproxima a, es igual aL y se

denota como:
lim f (x)=L

X-a
Que se lee como: El limite dgx) cuandox tiende aa esL.

VECINDAD DE UN PUNTO

Se llama vecindad de un puntoa en R, al intervalo abierto
(a-d,a+d)={x/a-d<x<a+d}, endonded se llama radio del intervalo.

o

d | -
| [ ~

»
I I I "

a-oJ a a+o X

Tal intervalo con centro ena Yy radio Jsuele también indicarse como:
{xeR/|x—a<d}, si en tal intervalo se quiere excluir al purdg entonces se pone

como sigue: {xER/0<|x—a <d}

Aunque en realidad no hablamos del intervalo dimlos nimeros que satisfacen estar en
tal intervalo.

Ejemplo 1:

Sea la funcion f (x) =Xx-2, Yy queremos analizar el comportamientofc(e<) cuandox
tiende a 3, es deck - 3.

Tabulamos la funcion asignandole valoreg gue se aproximen a 3, por la izquierda y
por la derecha.




Valores por la izquierda

Valores por la derecha

X f (x) X f (x)
2 0 4 2
2.3 0.3 3.9 1.9
2.5 0.5 3.7 1.7
2.7 0.7 3.5 1.5
2.9 0.9 3.1 1.1
2.99 0.99 3.01 1.01
2.999 | 0.999 3.001 |1.001
2.9999 | 0.9999 3.0001 | 1.0001
X -3 f(x) -1 X -3 f(x)-1

En las tabulaciones se observa que, a medida gesaproxima a 3f (x) se aproxima

a 1, y entre mas cerca se encuentrde 3, f (x) estara mas cerca de 1.

Estas aproximaciones (de la variable y de t&ifin) pueden expresarse con la notacion
de limite.

Imx-2=1

X-3

Haciendo la gréfica se veria como sigue:

Y y

d

Ejemplo 2:
2 _

Sea la funcion f (x) =X—32, y queremos analizar el comportamiento fdgx) cuando
X—

X tiende a 2, es deck - 2.
Tabulamos la funcion asignandole valoreg gue se aproximen a 2, por la izquierda y
por la derecha.



P

X
vV +
N
A |
X

Valores por la izquierda Valores por la derecha
X f (x) X f (x)

1 0.5 3 No hay
1.3 0.182352 2.7 -17.6333
1.5 -0.16666 2.5 -8.5

1.7 -0.68461 2.3 -4.7

1.9 -0.46363 2.1 -2.67777
1.99 -1.94069 2.01 -2.06070
1.999 |-1.99400 2.001 | -2.00600
1.9999 | -1.99940 2.0001 | -2.00060
X - 2 f(x) - -2 X - 2 f(x) - -2

En las tabulaciones se observa que, a medidaxgee aproxima mas a 2 (x) se

aproxima mas a2.
Estas aproximaciones (de la variable y de t&ifin) pueden expresarse con la notacion
de limite.

. X=2
lim
x-2 X—3

=-2

Haciendo la gréfica se veria como sigue:




Ejemplo 3:
_3-2x-1_ (3x+1)(x-1])
- x-1 x-1
comportamiento def (x) cuandox tiende a 1, es decir, cuandose acerca a 1.

f esta definida para todos los valores, excepto pardl, ademas sk #1 la funcion
puede reducirse & (x) =3x+1.

Tabulamos la funcion asignandole valorex gue se aproximen a 1, por la izquierda y
por la derecha.

Sea la funcién f(x) y queremos analizar el

X—> le— X

Valores por la izquierda Valores por la derecha

X f (x) X f (x)
0 1 2.0 7
0.5 25 1.5 5.5
0.75 3.25 1.3 4.9
0.8 3.4 1.2 4.6
0.9 3.7 1.1 4.3
0.99 3.97 1.01 4.03
0.999 | 3.997 1.001 | 4.003
0.9999 | 3.9997 1.0001 | 4.0003
X -1 f(x) - 4 X -1 f(x) - 4
Im f(x)=4 Iim f(x)=4
lim f (x) lim  (x)

En las tabulaciones se observa que, a medidaxqee aproxima mas a 1f (x) se

aproxima mas a 4.
Estas aproximaciones (de la variable y de teifin) pueden expresarse con la notacién
de limite.

Haciendo la grafica se veria como sigue:

YA&




Ejemplo 4:
Sea la funcionf (x) =-2x* +8x— 4, se quiere analizar el comportamiento &¢x)
cuandox tiende a 3, es decir, en un intervalo con cemird g radio 1.

Seleccionaremos primero un intervalo, es decitx < 4.

La gréfica de la funcion en éste entorno mueagieparax =2 se tienef (2) =4 y para
x=4 se tienef (4)=-4.

La grafica de la funcidon se encuentra en elaresilo limitado por las rectasx=2,
X=4,y=4y y=-4,

Ahora seleccionaremos un intervalo mas pequeio, gemplo de 0.5, es decir,
2.5<x< 3.5

La grafica de la funcidon en éste intervalo maegtie parax=2.5 se tienef (2.5) =3.t
y parax =3.5 se tienef (3.5)=-0.5.

A
Z.. radio
3t \
o
IR
+ :331: + >
1—1—2“—3L4‘ 5 X

La gréfica se encuentra ahora en el rectanguibablo por las rectax=2.5, x=3.5,
y=35y y=-0.5.

Tomamos un intervalo de radio menor de 0.5, ggemplo de radio 0.1, es decir,
2.9<x< 3.1



La gréfica de la funcion muestra que para2.9 se tienef (2.9) = 2.3ty parax=3.1
se tienef (3.1) = 1.5¢

YA
3,,
2.38 N
2 \
1.58 \
1|
1 1 /’”‘\ >
1 2 2.93 31 X

El aspecto principal a resaltar es que, a megligael ancho de estos disminuye la altura
también de reduce.

Si ahora tomamos un radio de 0.01, es dec®9< x < 3.0;, el rectangulo que contiene
la grafica de la funcién estd limitado por las asck=2.99, x=3.01, y=1.96 y

y=2.04.

Por lo tanto, se puede decir que conforme letaisex = cte. se aproximan al valox =3,
las rectasy = cte. se acercan al valoy=2.

La pregunta es ¢ cudl es el objeto de toda éstalicacion, si por sustitucion directa se
podria obtenery =2 cuandox =37? Obsérvese que en todo el andlisis de éste ejamplo

se ha utilizado éste hecho, mas aun, se ha eVitatdo consideracion de lo que sucede
cuandox =3.

Nos interesa solamente el comportamiento derlaién cuando esta en algun intervalo
alrededor del valor tres.

Se observa que cuanaose aproxima al valor 3f (x) se aproxima o tiende al valor 2.

Se dice entonces qub(x) tiende a 2 cuanda tiende a 3, proposicion que se abrevia

como:
lim f (x)=2

X-3
Iirr;—2x2 +8x-4=2
X -

Si una funcién esta definida para valoresxden un intervalo con centro em, y si al
tender x al nimeroa, los valores def (x) se hacen cada vez mas cercanos a un niumero
especificoL , se puede escribir:

lim f (x)=L

X-a



Geométricamente esto significa que la sucesmedtangulos alrededor de, cuyos
anchos son cada vez mas pequefios, tienen alt@@ayea menores y se acumulan en torno

al punto(a,L).

Ejemplo 5:
., 2x* —=x—-3 o .
Sea la funciénf (x)=—+l, hallar el limite def (x) cuandox tiende a-1, es
X
2 — —
decir, lim M
x--1 X+1

Para tener una idea de lo que sucede, se elabaraabla de valores y la grafica de

f(x).

YAL

4--

2__
—+—
-5 -3 -1 3 X

Se obtiene una linea recta con un agujero pargb (~1,-5).

Con un andlisis geométrico sobre los rectangatmso se realizé en el ejemplo 4, se
concluye para éste ejemplo que:

2x° -x-3 _
-1 x+1

Sin embargo es necesario disponer de un métddasistematico, sin necesidad de hacer
gréficas y consideraciones intuitivas.

Por ejemplo, se puede factorizar el numeradarfyncion se escribe como:

2x° —x=3_(2x=3)(x+])
X+1 X+1

f(x)=
Si x# -1 se puede simplificar como:
f(x)=2x-3

Esta funcion tiende a5 cuando x tiende a-1, porque ahora se puede efectuar la
sustitucion directa, por lo tanto, se concluye que:



lim f (x)=-5

X--1

Se debe observar que en ningin momento se sesttwalor de x=-1 en la funciéon
original.

Ejemplo 6:
1

Sea la funcionf (X) :W

Hallar el limite def (x) cuandox tiende a 3, es decilim
x-3 (x~3)
Haciendo la grafica de la funcién, en un intenan centro erx = 3, se puede observar
como f (x) crece sin limite cuandr tiende a 3.

>

Valores por la izquierda Valores por la izquierda
X f(x) X f(x)

1 0.25 5 0.25

15 0.444 4.5 0.444

2 1 4 1

2.5 4 35 4

2.7 11.111 3.3 1.111

29 100 3.1 100

2.99 10,000 3.01 10,000

2.999 1,000,000 3.001 1,000,000

X -3 X -3

»

PN w D> o N

2 1| 12 3 4 5 6 7X

Si se toma un intervalo de valores xleen torno a 3 y se busca en qué rectangulo estan
los valores de la funcién, se vera claramente leexistencia de tales rectangulos por
pequefios que sean los intervalos escogidos alrededo= 3.

: : 1 :
En tal caso se dice que:lim————  no existe.

X*3(x—32



Los ejemplos anteriores nos presentan la noc®lindite de una manera informal con
expresiones como intervalos pequefios, numerosme@aotros, cantidades acercandose a
una constante, etcétera.

DEFINICION FORMAL DE LIMITE

A continuacion se dara la definicion formallgheite, donde se involucran dos letras del
alfabeto griegas (épsilon) y & (delta).

Podemos ver la situacion de los ejemplos amtsialesde otro punto de vista,
considerando primero los valores dé (x). Podemos hacer que el valor dgx) se

aproxime aL tanto como queramos, tomangaosuficientemente cercanoag es decir, que
podemos hacer el valor absoluto de la diferenctaeelh(x) y L tan pequefia como

gueramos haciendo que el valor absoluto de laathtéa entrex y a sea suficientemente
pequefa.

Esto es‘f (x)— L‘ se puede hacer tan pequefio como queramos, ha«:jaaqio—aj sea
lo suficientemente pequerfio.

Una manera mas precisa de decir lo anteriotisando los simbolog y J para éstas
pequeiias diferencias.

De manera que se establece, que para cualquiegra positivos >0, existe un niumero
positivo 0 >0 seleccionado adecuadamente tal que:

Si |x-al<d y [|x-a>0 entonces |f(x)-L|<e
La definicion formal nos queda de la siguientnera:

Dados una funciénf (x) y los nimerosa y L, se dice que el limite dé (x) cuandox
tiende aa esL, si para todo numero positivo, existe un nimero positivd tal que:

Si  0<|x-a<Jd entonces |f (x)-L|<e
Una forma abreviada para decir que el Iimitefc(ex) cuandox tiende aa esL es:
lim f (x)=L
En otras palabras la definicion anterior establgue los valores de la funciéfn(x) se

aproximan a un limitd_, a medida que se aproxima a un numesgp, si el valor absoluto
de la diferencia entrd (x) y L se puede hacer tan pequefio como se quiera, tomando

suficientemente cercano a, pero no igual a.

En la definicion no se menciona del valor ddulacion cuandox=a, es decir, no es
necesario qud (x) esté definida em como condicion para quém f (x) =L exista.
X—a

Geométricamente seria de la siguiente manera:



Recuérdese que}x—aj <0 es equivalente a la desigualdad-o<x<a+o0.

Esta desigualdad establece cdmo debe estanaente en un intervalo de.

La parte de la desigualdébk|x—aj establece que& no puede tomar el valor de, es
decir, se trata de un entorno del puatoya que éste valor se excluye de él.

La desigualda@f (x) - L‘ <¢ equivale a la desigualdad —£ < f (x) <L+¢ yestablece

que la funcion f (x) estd por encima de la recta=L—¢ y por debajo de la recta
y=L+e¢.

L—¢ \
N\

R/

La interpretacion geométrica establece que dad@ >0 debe ser posible encontrar un
0 >0 tal que la gréfica de la funcioh (x) se encuentra en el rectangulo limitado por las

rectasx=a-9J, x=a+d, y=L-& y y=L+¢, nada se dice acerca del valor de la
funciéon cuandox =a.

Haciendo la grafica de lo anterior seria comaesig

Ya
L+e¢ ;
L Z
L—¢ E
a—o a a+o X
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EJEMPLO

Sea la funcionf (x) =3x- 2, hallar el limite cuanda — 5.

Utilizaremos un radio igual a 1, es dec#<x<6, y formaremos una tabla con las
siguientes columnas.

1.- Valor dex en estudio x=a.

2.- Valor contenido en el intervalo @de
3.- Valor absoluto de la diferencia—a.
4.- Valor de la funcién erx.

1 2 3 4 5 6

a X |x-4 f(x) L ‘f(x)—L‘
5 4.5 0.5 11.5 13 1.5

5 49 0.1 12.7 13 0.3

5 4.95 0.05 12.85 13 0.15
5 4.99 0.01 12.97 13 0.03
5 4.995 0.005 12.99 13 0.01
5 4,999 0.001 12.997 13 0.003

Al observar las cuatro primeras columnas daldat se ve como a medida q|lxe- a|
tiende a cero, la funcion tiende al valor 13, quescribe como:

lim f (x)=13

X-5
Aumentando en la tabla las columnas

5.- El valor del limite de la funcion.
6.- El valor absoluto de la diferencia(x) - L

Se observa que para cada valo¢>dea| de la tabla, existe un val<j)f (x)— L‘ , Yy ambos

tienden a cero.
Se requiere hacer ver como dadosun0, se puede encontrar un>0 tal que

3x-2-13<e cuando [x-5<J

Ccomo |3x—15|=‘3(x— 5)‘ si se da uns, se toma simplement95=§, entonces si

[x-5[< 5=§ , se encuentr8|x—5§ <&, que equivale al resultado busca@o-1§<e¢.

11



La resolucion de problemas sobre limites, nam gmlede hacerse por tabulacion o
utilizando la definicion core y &, sino también utilizando teoremas que nos sinama p
simplificar el proceso.

Teorema 1.- Sa y cson numeros reales cualesquiera, entonces:
line=c.

X-a

Teorema 2.- Sa es un numero real cualquiera, entonces:
limx=a.

X—a

Teorema 3.- Sa,b y mOR, entonces:
lilmx+b=ma+b.

X-a

Teorema 4.- S|I|mf() Ly lerr;g(x) ,, entonces:

X—a

a)im (f (x)ig(x)gzlxi[n i (x)+I|m g(x)=L*L,
b)im [ (x)-g (x)8=lim £ (x)4im g(x)=L.-L,
x)0_lim £(x) -
C)lemagggxgg Ilmg( ) rz siL,20y g(x)#0.

Teorema 5.- Sif (x) es polinomial, entonces:

lim f (x) = f (a).

Teorema 6.- S|I|m f (x) L,y n es entero positivo, entonces:
im & (e =1

Teorema 7.- Silim f (x) =L, entonces:

lim g/ f (x) =4L a) di >0 y nes un entero par positivo.
b) 4 <0 y nes un entero impar positivo.
Teorema 8.- (limites unilaterales)

lim f (x)=L siysolosi lim f(x)=lim f(x)=L.

X-a

12



EJEMPLOS

Resolver los siguientes limites, aplicando lasamas correspondientes:

1.- lim5=5
X-2
2.- leirg)(—B) =-3

3.- limx=-2

X =2

4.- Iim—x=—1
L 4

Xo=
4

5.- Iirr; 2xX= Iim32-|im X=2:3=6

x->3

6~ lim=x=lim ~dim x=—;-6 =3

x-6 2 X-62 X6

7.- Iilex—Z = Iirq 2X— Iile
FHm 2¢lim x-lim 2

X-1 X-1 X-1

21— 2= 0
8.- 1lim3x*+3x—3=lim3limx*+lim3-lim x—1im3
X2 X2 X2 x->3 X2 X-> 2
=32+32-2
=12+ 6- 3
=15

Iirr;sz +3x-3=15

9.- Iirrg)\/2x+4: lim 2-lim x+lim 4
=2.0+ 4
=2

10.- lim
X-3

\/x3+2x+16_\/. x*+ %+ 16
= flimY———
2X° +7 x-3  X*+7

X=>2

lim 3 +1lim 2«lim x+lim16
— x->3 X=>2 X-=>3
lim 2elim x* +1lim7
X3 X->3 X->3

F+23+16

2.3 +7

_ /27+6+16_ /@ _7
18+ 7 25 5

13



Resolver limites aplicando estrictamente loseti@as puede resultar un trabajo lento y
monotono, por lo cual se recomienda resolver beestagjercicios para adquirir solvencia a
la hora de tratar de resolver cualquier limite.

EJEMPLOS DE LIMITES QUE SE RESUELVEN CON f(a)
Se evaluaf (x) en el valor al que tiende la variabte

EJEMPLO 1: Hallar el siguiente limite.

Iim1 x> -2x+3
f (x)=x*-2x+3
Evaluaf (x) en x=1

f)=r-2()+3=+ 2 3= :

Entonces lim x> =2x+3=2

X-1

También se puede hacer directamente la sustituci

limx? -2x+3=2"-2()+ 2

X-1
=1-2+3=2
Iim1 X2 -2x+3=2

EJEMPLO 2: Hallar el siguiente limite.

: 2 ol o ,
Xllfrj23x 5x+1=3(-2) - §- 2+ :

=3(4)+10+ 1= 2
lim 3x* -5x+1= 23

X =2

EJEMPLO 3: Hallar el siguiente limite.

Iimox/x2+x+4 =J0%+0+ 4

:\/ZZZ
Iirr(l)x/x2+x+4=2

14



EJEMPLO 4: Hallar el siguiente limite.

8- x° 8- 2

im—; =—

x-2x°+x-8 2°+2-8
__ 88 _0_,
4+2-8 2

. 8-

lim >

x-2X°+X—8

EJEMPLO 5: hallar el siguiente limite.

_ xX*+x-8_2°+2-8
lim =
x-2 8-X 8- 2

=F No tiene limite.

EJEMPLO 6: Hallar el siguiente limite.

EJEMPLO 7: Hallar el siguiente limite.

i [X*-ax+18 _ [0?-4(0)+18
X0 X+2 0+2
:\/12@23

. x> —4x+18
lim,———=3
X0 X+ 2

EJEMPLOS DE LIMITES INDETERMINADOS

[e0]

olo

Si al evaluar f(x) en el valor al que tiende la variable nos queda un valor
. . 0 . . .
mdetermlnadoa, para resolverlos se factoriza o se racionaliza.

15



EJEMPLO 1: Hallar el siguiente limite.

. x*-25_5-25_
lim = =

—O Indeterminado, entonces se factoriza.
x-5 X-5 5-5 0

2 _ —
jim X 725y (X=9)(x+9)
Xx-5 X=95 x5 X=5

= Iirrgx+5=5+ 5=10

2

. X" =25 . : . o ., 0
Por lo tantojlrr; 5 =10 notese que se factoriza para eliminar la indeterondn 9
X— X—

y después se vuelve a evaluar la funcién resulemtd valor al que tiende la variabte

EJEMPLO 2: Hallar el siguiente limite.

lim X2+2 =72%2 .9 |ndeterminado, entonces se factoriza.
x--2 X" —4 (—2) -4 0
lim < = fim X+ 2
-2 =4 x-=2(x+2)(x-2)
1 1 1
= fim ——=——_=-=
c2x-2 —2-2 4
Por lo tanto, lim X2+2 =-1
x-2X" =4 4

lim =— "=_ Indeterminado, entonces se faior
x-1 x=1 1-1 O

2 _ _
im XL 2 (X2 ()
x-1 x=1 x-1 x-1

= limx+1=1+1= 2

X-1

2
.o x -1
Por lo tanto, lim =2
x-1 x—=1

EJEMPLO 4: Hallar el siguiente limite.

2

50-x _5(0) ~(0)
2% 2(0f +(9

=g Indeterminado, entonces se factoriza.

16



I e G X(5X2—X)
lim 2 =X —jjm 2
-0 2%+ X x=0 x(2x+1)

o 5x2—x_5(0)—0_9_0
x-0 2x+1  2(0Q+1 1
3_ 2
Por lo tanto, I|m5X X =0
x-0 2x% + X
EJEMPLO 5: Hallar el siguiente limite.
+ -1+
lim ZX ! - 5 11 =0 .0 Indeterminado, entonces se factoriza.
x--1X~=3x—4 (—1) —3(—1)—4 1+3-4 O
i x+1 _ Xx+1
x-1x? =3x=4 x-=1(x+1)(x- 4)

+
Por lo tanto, lim X—l = ——1
x-1x*=-3x-4 5

EJEMPLO 6: Hallar el siguiente limite.

-2 -1x+12_T-2()°-1()+ 12 + 2- 1% 12 |

lim Factorizar.
x-1 x-1 1-1 0
3_oy2_ x=1)(x* -x-12
T i £ LI )( )
x-1 x=1 x-1 x-1

= Iirq xX*-x-12=1-1-12=- 17

3 _ 2 _
Por lo tanto, Iirr} X~ 2X 11X+ 12: -12
X X—

EJEMPLO 7: Hallar el siguiente limite.

5 \/x+25 5SSV O+ 25 5 5 (
0

Indeterminado. Entonces se Racionalizar.

lim, 0 0
im 5- \/x +25 im U5-+/x+ 25 5+x+ 25
alf TX0H T x HbeJxeonE
—(\/x+25)2
—Ilm
(5+\/x+25)
25-x-25

it x(5+\/x+ 25)
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=lim
-0 X

-X
(5+Jx+25)

. -1 -1 -1 1
=lim = = =—-__
XA0(5+,/X+ 25) 5+0+25 5+5 10

Por lo tanto, Iim5_— “X+25=—_1
X-0 X 10

EJEMPLO 8: Hallar el siguiente limite.
lim h = 0 = 0 :9 Indeterminado. Entonces se Racionaliza.
o Jh+4-2 Jo+4-2 J4-2 0
C
im h —im O h Nh+4+2
h-0Jh+4-2 h-o\h+4- Z%\/h+ 4+ ZE
[l L
Dh@m+4+@E
2
B(\/h+4) —ZZE
Ch(vh+4+2)C
:mnD( )E
h-o h+4-4 L
O C

=Ihing\/h+4+2:\/0+ 4+ 2= 2+ 2= ¢

=lim
h-0

Por lo tanto, lim

__h
n-0Jh+4-2
EJEMPLOS DE LIMITES INFINITOS

. , 0.
Si al evaluar f (x) no tenemos un ndmero, BH, entonces se debe de tener una de las
siguientes interpretaciones canz 0.

. C i . X - .
a) Ilrrg —==0 el limite no existe C) im—==c0 el limite no existe
x>0 X x>0 C

b) limcx=%xc el limite no existe

X—=>*o0

d) lim <=0
xoe X

Nota: La notaciorx -« debe leerse X tiende a infinito” y “no x se aproxima al infinito
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EJEMPLO 1: Hallar el siguiente limite.

5 5 5 5 . L.
— No tiene limite.

lim = ===
X->2 (X—2)2 (2— 2)2 0> 0

EJEMPLO 2: Hallar el siguiente limite.

3 3 = 3 No tiene limite

EJEMPLO 4: Hallar el siguiente limite.
.5
lim—=0
X—>00 X

EJEMPLO 5: Hallar el siguiente limite.

) 1 . ..
lim x> —8x+15= x2(1—§+x—f) No tiene limite.

X—=>00

EJEMPLO 6: Hallar el siguiente limite.

i 5 5 ) L.
im——= =— No tiene limite.
x»-3X+3 —3+3 O

EJEMPLO 7: Hallar el siguiente limite.

lim \& No tiene limite.

X—>00

EJERCICIOS

Resolver los siguientes limites y hacer la geafiara verificar el resultado.

o x-1 . X°—-%X-6 .o x-1
1.-lim 3.- lim———— 4 .- lim
x-1 x-1 x-3  X-3 x~14x-1

2.- Iin;4x—5
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2 _
5.- lim X2
x-3 X—3

6.- Iirr;Zx—S

7.- Iirr_12 x> =3x+1

12-x°

8. lim ==

qu/é X

9.- lim 2
X-3 X

la_ o2
10.- lim Y2~ X

x-4 X—3

+1E

)
11.-lim —2X =X
x-1 X +2x—-4

2 _
12.- ”mw
x-1 X—-1
2— —
13.- lim X —2X=3
x-3  X-3
2 _
14.- fim 2X ¥ %73
x-3  X+3
3—
15.- lim X 10
x-0 X +4X

16.- lim =9

x49\/;_3

3 —
17.- lim X=8
x-2 Xx—2
2 y_
18.- fim X+ X6
x-2  X+2
2 —
x--3  X-3

24.- lim ———
o1 2x+2- 2

25.- Iinl3x—7

2 _ay_
26.- lim 2X_—3X=2
x-2  X=2
27.-limx® +x-5

X-3
2 —
28.- "mw
x-1  x=1
2 _y_
29 - lim 2X°—x-3
-1 x+1
2_
30.- lim X~
X-0 X
31.- |irr;\/5
32.- Iirr!\/x—l

3 2 _ _
33.- lim 2X +3>2< -3
X1 X -1

34.- Iirr;2x2 —4x+3

35.- Iirr; X2 =2x

36.- lim x*
X-0

2
37 fim XX F9
X4 X

7x° —10x* — 1%+ 1€

38.-lim

x-2 3x*-6x—-8
3
30.- lim X ¥3X* 7
x-1 X" =2x+1
2 4 3y —
40.- lim X310
x-2 X“+X—-6
41.- Iirr;?x—4
42.- lim 2x° ~5x
-l 2 —_—
43. lemz(x +1)(3x 1)

44.- lim —2*
x-43x°-16

4_
45.- lim X 8
x-2 X" +24
46.- Iin;\/Sx—S
47 .- Iirr_13\/5x2 +2X

48.- lim (25 +15)’

X——2

4,3 _ny2
49.-lim XX -2 *1
x-3  3X°—5X+7

2 _
50.- | X°+2x—-24
x-4  X=4
2
51 - | X°+7x+10
X =2 X+ 2
2+ T7x+
50 | _ x2_7x_6
x--1 X" =4X—5
2_
53.- lim 4~ 2
u-2 u° -4
2
54.- | X +7X+7
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CONTINUIDAD

FUNCIONES CONTINUAS Y DISCONTINUAS

De manera intuitiva:
a) Se dice que una funcién definida en un intervale@#inua, si se puede dibujar
una gréfica sin levantar el lapiz.

b) Se dice que una funcidn definida en un intervalalissontinua si al dibujar la
gréfica se tiene que levantar el l1apiz.

La continuidad o discontinuidad se puede peegaun punto o en un intervalo, mas
adelante lo veremos con mas detalle con limites.

Ejemplo 1

Dada la funcién y =3x- Sdecir si es continua o discontinua
Como la variabley esta despejada, analizamos las operaciones qetarafa la

variablex, que son un producto y una suma, como estas opeeacse le pueden aplicar a
todos los reales entonces su dominio son todag#bss.

Haciendo la grafica dy =3x- 5

Y 4
10

En la grafica se puede observar la continuidad
Ejemplo 2

y X+2 six=C . : : .
Dada la funcién y= 3 six< C decir si es continua o discontinua.

Como la funcién esta definida en dos partesuseg analizar el dominio por separado.

Para y=x+2 el dominio es el intervald0,) y el dominio paray=-3 es el
intervalo (—,0), por lo tanto, el dominio para la funcion son s realeg— o, ).
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X+2 six=C

Haciendo la grafica dg= {_3 six< (

YA

En la grafica se puede observar un saltoxenO, por lo tanto, la funcion es
discontinua.

CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

La idea intuitiva de continuidad sugiere qudréyectoria de la funcién definida en un
intervalo no presente cortes, huecos o saltos tisust el punto estudiado.

Para formalizar el concepto de continuidad, rs&lizan los siguientes casos para una

funcién,

Caso 1 Seaf una funcién cuya grafica es la siguiente.

YA

L IR

Aqui se observa que la funcidn esta definidaxena, sin embargo se ve claramente un
salto en ese valor.
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Se observa también que el limite cuando a no existe ya que los limites laterales en
éste punto no son iguales, por lo que a pesamee valor f (x) en x=a la funcion es no

continua, es decir, es discontinua.

Esto se expresa como:
f (a) Existe

lim f (x) No existe

X—a

Luego f(x) no es continua.

Casi 2 Seaf una funcion cuya grafica es la siguiente.

Y A

f(a)
L

/

- >
0 a X

Se puede observar que la funcién y el limitexema existen y sus valores soff (a) yL
respectivamente.

A pesar de esto, se ve un hueco que manifiagdéstontinuidad ex=a, pero que nos

hace pensar en la igualdad del valor de la funeidra y el limite para condicionar la
continuidad.

lim f (x) Existe

X-a

f(a)vtlxi[rz1 f (x)

Luego f (x) no es continua.

Los dos casos anteriores nos llevan a la sitgigfinicion.
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DEFINICION:
Sea f una funcién definida en un cierto dominio, se djoe f es continua ex=a,

all dominio def , si se cumplen las condiciones siguientes:

1) lim f(x) existe

Estas condiciones se pueden expresar en largercef (a)=lim f (x) ya que su

X-a

presencia en la igualdad implica necesariamenéxistencia.

Una funcion f es discontinua parax=a si no satisface una de las dos condiciones de

continuidad.
2
w Si X£— 2
EJEMPLO 1. Seaf la funcion definida como: f (X) = [k x+2 Sik=— 2
Trazar su grafica e investigar si es continux en-2
Y46
[ ]
14
12
4 -2 2 4 6 X
-2
-4

Probando las condiciones de continuidad.

f(-2)=5
1) lim f (x)=-3 satisface la primera dioion.
2) f(-2)= Iirr_wzf(x) no satisface la segunda condicion, potaltto, f es

discontinuaen x=-2.

X+3

5 , Investigar si existe
X +X-6

EJEMPLO 2: Seag la funcion definida como:g(x) =

algun punto de discontinuidad para dicha funcion.

Haciendo la gréfica nos queda:
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x+3
x> +x-6
x+3
(x-2)(c+9

Analizando la funcién. g(x)=

= Si X# -3

Se observa que la funcion no esta definida para3, por lo tanto,

g(x):L Parax# -3

(x-2)
Ademasx—2 debe de se# 0 por lo tantog no esta definida para=2.
El dominio deg es R\{-3,2} o Dominio =(—,—3)U(-3,2U( 2s)

Se concluye quay no esta definida ex=-3 y x=2, entodos los demas puntos se
puede ver que I(lr)n g(x)=g(x) para a en el dominio deg y g es continua en todo
g(x)~a

su dominio.

EJEMPLO 3: Seaf la funcion definida como: f (x) =4X-2, decir si es continua o
discontinuaen ax=2, b)x=0 C)X=6.

a) Eldominiode f es[2,©),2€[2,0) y f(2)=v2-2=V0=¢C
1) lim £ (x) =lim vx-2 =y2-2=0
2) lim f (x)=1f(2)

Por lo tanto, f (x) es continua enx=2.

b) El dominio d&f  es [2,%)
O al dominio de f , por lo tanto, en éste punto no se puede hacaradisis.

c)  Eldominiodéf es[2,0),6€[2,) y f(6)=v6-2=4=2
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1) lim f (x)=limVx-2 =6-2=4=2
2) lim f (x)=1(6)

Por lo tanto, f (x) es continua enx=6.

Y A
4..
2..
2 4 6 8 X
EJEMPLO 4: Sea la funcién f (x) :X_-Hls’ decir si es continua o discontinua en
X

a) x=1, b)x=0 c)x=-3.

- 1+1 2 1
a El dominio de f es R\1—3;, 1€ R\{—3 f(ll]=—=—==
) { } { } y ( ) 1+3 4 2
1) fim f (x)=lim =11 21
x-1 x-1x+3 1+3 4 2
2) lim f (x)=f(1)
Por lo tantof (x) es continua enx=1.
b) Eldominiode f es R\{-3}, 06 R\{-3} y f(o)=%=é
1) lim f (x) =lim X*1=0*1_1
-0 ~0x+3 0+3 3
2) lim f (x)=f(0)
Por lo tanto,f (x) es continua erx=0.
c) —3 no pertenece al dominio de, no se puede evaluar la funcion es -3

Por lo tanto, en éste punto no se puede hacedbsian

va
6.
4.

10 -8 6 4 - m
_2.
4]
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CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN INTERVALO

Definicion: f (x) es continua en un interval@,b) abierto, si y solo si es continua para
todo namero de dicho intervalo.

Definicion: f (x) es continua en un intervalo cerra[mb], si y solo si es continua para

todo numero en el interval()a, b), y ademas es continua por la derechaaeg por la
izquierda erb .

Definicion: f (x) es continua en un intervalo semicerreiddo), si y solo si es continua
para todo namero en el interva@a, b), y ademas es continua por la derechaen

Definicion:f (x) es continua en un intervalo semicerrd@d], si y solo si es continua
para todo niumero en el interva@a, b), y ademas es continua por la izquierdden

EJEMPLO 1: Sea la funciénf (x) =+/x, decir si es continua en los intervalos(-ap, )
b) [0,0)  ©)(-2,2).

Haciendo la gréfica:

YA
4 4

2 4 6 8 X

a) f (x) no esta definida efr-e,0), por lo tanto, no podemos analizar la continuis@d
analiza en los puntos del dominio.

b) f (x) es continua er[uO,oo)y ademas es continua en cero por la derecha, ganto,
f (x)es continua efi0,x).

c) f(x) no esta definida e-2,2), por lo tanto, no podemos analizar la continuisiad
analiza en los puntos del dominio.
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EJEMPLO 2: Sea la funciénf (x)=+/x*-4, decir si es continua en los intervalos
a) (-, 2] b)(-2,2) c)(2,).

Haciendo la gréfica:

YA
8..
6..
4..
2..
8 642 2 46 8%

El dominio de f es (—o,—2]U[2,)

a) f (x) es continua ef—«,—2), ahora verificamos si es continua por la izquienda2.
f(-2)=y(-2° - 4=V4 4=0= ¢
lim £ () =y(-2)" -4 =V4-4=+0= ¢
lim f(x)=f(-2)

Xo=2"

Por lo tantof (x) es continua effj-,~2].
b) f (x) no esta definida ef-2,2), por lo tanto, no podemos analizar la continuidad.

c) f(x) es continua eff2,), ya que es continua para todo niimero de dicho/aite

EJEMPLO 3: Sea la funciénf(x):%, decir si es continua en los intervalos

a)(-oe)  b)E) ) (-3

Haciendo la gréfica:

______________________________________________________
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El dominio def es R\{3}

a) f(x) no esta definida ex=3, por lo tanto, no podemos analizar la continuidad

(o).
b) f (x) es continua eif3,»), pues es continua para todo niimero de dicho &iterv

c) f (x) es continua eff-«, 3), pero en 3 no esta definida por la izquierda nesig:

f (3) - 3 .3 no existe
0

Por lo tanto, no podemos analizar la continuieta(l—oo,B] .
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EJERCICIOS

1.- Decir si las funciones siguientes son consnea los valores d& que se indican y
hacer la grafica.

a) f(x)=+/x para x=0, x=-1, Xx=4.
b) f(x)=vx* -4 para  Xx=3, X=2, x=0.
C) f(x)=$ para  x=1, x=-1, X=2.
d) f(x)=+v1-x para  x=0, X=2, x=1.
=X = - = = -
e)f(x)—x+5 para  x=-5, x=0, x=-3.
f)y f(x)=x*-8 para x=%, X=2, x=0.
Q) f(x):i para  x=-1, X=2.

X—2 X
a)f(x)—xz_9 e)f(x)=x2+1
X*+3x+1 1
= f) f =
) £ (X)="5r 7 5 ) F(¥)=2
2 _ x-2
2 2 1
D=3 V)

3.- Decir si las funciones siguientes son contimuasscontinuas en los intervalos que se
indica y hacer la graficas.

a) f(x)=vx*-9 en (-w,»), (-»,3, [3x).
b) f(x)=+3-x en (-3, (-39, (09.

o) f(x)=x*+2x-1 en (-w,0), (-2,2), (2,»).
D f(x)==2 en  (ww), (<=3, (3e).
e) f(x)=§ en (-»,0], [-2,0, (0,»).
f) 1‘(x):#_f_8 en (-2,6).

9) f(x) X2X22_X9_3 en (0,4)
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INCREMENTOS

Si a la variable independiente con un valor inicialx, se le da un valor finak,, a la
diferenciax, —x, se le llama incremento de la variable

Esto se denota usando la letra griega (iayaque se antepone a la variable.

AX =X, =X Nota: A y X no se estan multiplicandéx es un nimero
Si se registra un aumento de valor el incremestpositivo.

Ejemplo:

Obtener el valor del incremento de la variableon x, =4 'y X, =9.
AX =X, =X
AXx=9-4=5 Incremento positivo.

Si se registra disminucion de valor el incretoess negativo.

Ejemplo:
Obtener el valor del incremento de la vagablcon x, =3 y X, =0.
AX=X, =X
Ax=0-3=-3 Incremento negativo.

Si no hay una diferencia de valor el incremegmulo.

Ejemplo:

Obtener el valor del incremento de la variableeon x, =4 'y X, =4.
AX =X, =X,
AX=4-4=0 Incremento nulo.

INCREMENTOS DE UNA FUNCION

Si y esta en funcion de, tenemos y = f (x), y cuando x recibe un incrementadx,
también de la funcién recibe un incremedtp, que es: Ay=y, -y, = f (x,) - f (x,),

dondey, = f(x,) y v, =f(x).

Gréficamente se puede expresar como:
Sean los puntosA(x,Y;), C(x,y,) de una curva cuya ecuacién es de la forma

y="f(x)y B(x,Y,)

Yo »

Yi
%’_J
‘ Az
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Los incrementos d& y de y son:

Ax=x2—x1:A_B
By=y,-y,=BC

PENDIENTE Y RAZON DE CAMBIO

Recuérdese que la pendiente de una recta seedadimo la tangente del angulo de
inclinacion y que la tangente de un angulo es 2@neentre el cateto opuesto y el cateto
adyacente.

_ cat. opt.

m=tgf =
cat. ady
Sea(x,V,) ¥ (%, Y,) dos puntos en una recta.

y 4
Y2
Y2-U
Y1 L___,
b . ;
T T3 X'

La pendiente se obtendra como:

_cat.opt._y,—V,

m=tgé
cat. ady. Xx,-X

Entonces la pendiente se puede obtener como:

Y=Y, _ Ay
X=X AX

Que es la razén de cambio glecon respecto &, es decir, el valor numérico G%XX es

la raz6n de cambio de la pendiente de la rectapgsa por 10s puntoss, ¥;) ¥ (X, Y,)-
Si y=f(x) entonces:

_hy _ f(x)-f(x)
AX X, =X

m

Que sera la razon de cambio de una funcion gstaa obteniendo la pendiente de la
recta secante a la grafica de la funcion en losasur{x, y,), (%,.Y,).
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f(z2)

/}Ay= F(@2) - f (@)
f(z1)

~———

Ax =z,

»
»

L1 ) X

Como Ax=X,-X entonces x,=x+Ax y f(x)="f(x+Ax)

Por lo tanto, m= f (%)= (x) = f(u+ax)-f(x)
AX AX

Si Ax - 0, entonces el puntdx,,y,) se acerca al punto(x,y,) y se obtendra la

pendiente de la recta tangente a la curva en dad)[(um yl) :
Esto se puede poner como un limite:

m= fim &Y = i O+ 80— 1 (x)

Ax>0 AX  Ax=>0 AX

A éste limite se le llama la derivada de la fancy es la pendiente de la recta tangente a
la curva en el puntéx, y,).

DEFINICION:

La derivada de una funcion con respecto a lakbriindependient&, es el limite cuando

f (% +Ax)—f(x)
AX

el Ax - 0 del cociente y se denota como:

% f ()= lim (X+A2))(— ).

La derivada de una funcion se puede expresanaquiera de las siguientes formas:

44, Ly, £(x. v, Dy, DI(x). v, f().

Todas ellas denotan la primera derivada derleiétm con respecto de.
Las mas usadas son las primeras cuatro.
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Para obtener la derivada de una funcion aplicdaddefinicion, podemos seguir los
siguientes 4 pasos, al cual se le llama métodogleuatro pasos.

METODO DE LOS CUATRO PASOS

Partiendo de que se tiene una funcfofx).

Paso 1-  Seevalifi(x) en x+Ax
f (x+Ax)

Paso 2-  Ala evaluacion anterior se le refsfa)
f (x+4x) - f (x)

Paso 3- El resultado de la resta se dividie &xx .
f (x+Ax)— f (x)
AX
Paso 4- Se calcula el limite del cocientandoa\x — 0
f(x+Ax)-f(x
o F () (x)
&x-0 JAVS

Si éste limite existe, entonces dicho limitéaederivada de la funcién.

EJEMPLO 1: Calcular la derivada dé (x)=3x" + 4.
1) f(x+Ax)=3(x+Ax)"+4

= 3(x2 + 2XAX + (Ax)z) +4

=3x2 + Bxx + 3(Ox)” + 4

2) 1 (x+0x)= £ (x)= (3 + 6xx+ (%) + 4 (3¢ + 4 = xax+ 3(Ax)°

f (x+Ax) - f (x) _ 6xAx+ \’:’»(Ax)2

3)
AX AX

= 6X+ 3AX

4 lim f(X+AX)_f(x):Iim06x+3Ax:6x

Ax -0 AX DX -

Por lo tanto, la derivada dé (x) =3x’+4  es 6x.
El resultado se puede expresar como:

'= ! = i 2 = ﬂ: i =
y'=6x f'(x)=6x i (3x +4) = BX i 6X ” f (x)=6x
D,y = 6x D, f (x)=6x D, (3% +4) = 6x

Que se leen como la derivada 8¢ + 4 con respecto a es igual a6x.
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EJEMPLO 2: Calcular la derivada dé (x) =

x |~

1
1 f AX) =
) (X+ X) X+ AX
X+Ax X X(x+AX)  x(x+Ax) X+ XAX
=X
3) F(x+AX)-F(X) _xrxax - DX _ -1
AX AX Ax(x2+xAx) X% + XAX
P o L ) N
Mx-0 AX -0 X° + XAX X
) 1 , 1
Por lo tanto, la derivada dé(x)=; es f (x):—?.

EJEMPLO 3: Calcular la derivada dé (x) =c, donde c es una constante.
1) f(x+Ax)=c

2) f(x+Ax)-f(x)=c-c=0

f(x+Ax)-f(x)_ 0

3) =~ =0
AX AX
PN A G S )
X0 AX DX-0

Por lo tanto, la derivada dé (x)=c  es f'(x)=0.

EJEMPLO 4: Calcular la derivada dé (x) = x.
1)  f(x+Ax)=x+Ax

2)  f(x+0x)=f(X)=x+Ax-x=Ax

3) f(x+Ax)—1‘(x)_%_1
AX X

gy gim )X im 1 =1

Ax -0 AX DX -

Por lo tanto, la derivada dé (x)=x  es f'(x)=1.
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EJEMPLO 5: Calcular la derivada dé (x) =mx+b, donde m,b son constantes.
1)  f(x+Ax)=m(x+Ax)+b=nmx+mAx+b

2)  f(x+0x)=f(x)=mx+mAx+b-(mx+b) = mAx

f (x+Ax) - f (x) _mAx

3)
AX AX

g gim S O) e

Mx-0 AX Mx-0

Por lo tanto, la derivada dé (x)=mx+b  es f'(x)=m.

EJEMPLO 6: Calcular la derivada dé (x)=v/x~-2.

1)  f(x+AX)=Vx+Ax-2

2)  f(x+AX)-f(X)=VX+Ax-2-/x-2

f(x+0x)- 1 (x) _Vx+Ax-2-+/x-2

3)
AX Ax
f(x+Ax)—f(x -2 -X-
4 lim ( ) ():Iim Ix+Bx-2-x-2
Ax -0 AX Ax-0 AX
_ im OVx+Ax—2 —+/x— 2 0 /x+Ax - 2++/x- 2C
Bx-0 AX X+0AX—2++/x=2

. (\/x+Ax—2)2—(\/x—2)2
= lim
fx=0 Ax(\/x+Ax—2+«/x—2)
X+Ax-2-(x-2)

= lim
AX*‘)Ax(\/x+Ax—2+\/x—2)
) AX
=lim
50 Ax(Vx+x =2 ++/x-2)
= lim 1 - !
DO\ fX+AX =2 +4/X =2 X=2++/x-2
_ 1
~2Jx-2
Por lo tanto, la derivada dé (x)=vx-2  es f'(x):2\/1_2.
X_
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EJEMPLO 7: Calcular la derivada dé (x) = 2% +13.
X_
2(x+Ax)+3
1) f(x+Ax): ( ) :2x+2Ax+3
X+Ax-1 Xx+Ax-1

2)

(o i) £ () = 220 3_ 20 3_ (2r 2o Y (x==( 2+ Y-

Xx+Ax-1  x-1 (x+0x-1)(x-1)

:2x2—2x+ 2AX— A+ X— 3 AP - AAX+ X- 8- Bx+
(x+0x-1)(x-1)

_ ~5AX
(x+0x-1)(x-1)

—5AX
3) f(x+ax)-f(x) _ (x+Ax-1)(x-1) _ -5Ax _ -5
AX B AX CAx(x+0x-1)(x-1)  (x+Ax-1)(x-1)
P T ) L ) B ™ S B
&0 Ax Ceco(x+Mx-1)(x=1)  (x=1)(x-1) (x-1)’

Por lo tanto, la derivada dé (x) = 2X+3 s f '(x) = - ~.
x-1 (x—l)
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EJERCICIOS
Calcular la derivada de las siguientes funcipapkcando el método de los 4 pasos.

N~
+
“ &
- _ 1_2 x| < |
+ < + TJ AN | N o
« o X _J <
< _Jf N 2_x Xllw %)
I I I I I __ Il
—~ —~ —~ —~ o o o o o e R aoh )
x < x > X X X X X %< <
N N A N N e N N N N
Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y
1 1 1 1 1
o o - ol M < W © I~ O O
I\ ™ ™ lop) M O M M M oM oM
N
5 -
+ + N
Y 1_3X12X+ 7 ﬁﬁ ¥ o ﬁ
o1 3X13 2_XX1 X1_ _J
Il I I
—~ —~ —~ —~ ) )) ) ) ))
< X > X< > <
N o N p N o ( (( ( ( ((
Y Y Y Y— Y Y Y Y— Y— Y Y Y— Y

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
© o~ o) o O o N o W © I~ ©
— — a4 N o N N N A N N N

N

+ o+

xX X

X

x n N 2_31
X D n ™ I I <t~
+ + o~ N, X o, o
x | < ™ oX X1 X X

o o o o o o o o aon X x X xX X x
xX X X X X X X X X ~— N~ ~—~ ~—~ ~—~ ~—
~— —rf N N N N N “— . . — 4— e
Y— Y— Y— Y— Y— Y— Y= Y Y— , . . , . ,
1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 2 345
— N (4p] < Lo O© N~ o (0} — — — - — -
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FORMULAS PARA DERIVAR FUNCIONES ALGEBRAICAS

Derivar una funcion aplicando la definicion (i@egle los 4 pasos), puede resultar tedioso
y monotono y en algunos casos poco practico yildific

Normalmente la derivacion se lleva a cabo aptioaidrmulas que se obtienen mediante
la definicion o regla general de los 4 pasos.

Las férmulas son las siguientes:

1.- dic =0 La derivada de una funcion constacon respecto & es cero.
X
Ejemplos:
a.- Sif (x)=8 - f'(x)=0
C.- Sif (x) :g - f'(x)=0
d.- Sif(x)=+4 - fi(x)=0
e.- Siy=4rr - y'=0
2.- dix =1 La derivada de la variabtecon respecto dex es 1.
X
Ejemplo
a.- Sif (x)=x R f'(x)=1
b.- Si y=x - y'=1
C.- Si y=x - ix =1
dx

d d d d .
3.-—utvtw=—ut—Vvi—w dondeu,v y w son funciones dex.
dx dx. dx dx

La derivada desuma o resta de funciones con respectx des
igual a la suma o resta de sus derivadas.

Ejemplos:
a.- Sif (x)=x-5 - f'(x)=£x—i5:1
dx  dx
b.- Si y=x+2 - '=ix+12:1
dx  dx
d d .
4.- d—cu = cd—u dondec es una constante y es funcion dex.
X X

La derivada gebducto de una constante por una funcion con
respecto dex, es igual a la constante por la derivada de laifum
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Ejemplos:
a.- Sif (x)=3x+5 - f'(x)=i3x+15
dx dx

=3-ix+0
dx

=3(1)
=3

o
2}
<
1
1
<
1

1
Mlwbhlwbhlw
—

N

d d d
5-—u=u—v+v—u
dx dx dx

La derivada gebducto de dos funciones con respecto ¥e es
igual a la primera funcién por la derivada de lgusela funcién mas
la segunda funcion por la derivada de la primenaifin.

Ejemplos:

a.- Si f(x)=(3-x)(2+x), hallar la derivada dé (x)

Decimos que u= 3X y Vv= 2X Yy sustituimos elvalordeiy v enla
formula.
9 (3 x) (24 %) = (3-x)» L (20 x)+ ( 2+ %)+ 2 (3 %)
dx dx dx
u Vv u Vv Vv u

1° 2° 1° 2° 2° 1°

Od d O Od d C

:(3_X)§J_x2+d_x +(2+X)Ed§3_d_xg

=(3-x)[o+q+(2+x)[ 0- ]
(3-x)+(-2-x)

= -x- -X

=1-2X
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b.- Si f(x)=(2x-1)(3x+ 2, hallar la derivada dé (x)

Decimos que u=2x-1 y v=3x+2 vy sustituimos el valorda y v enla
férmula.
S@D(3 Y =(2- P (% Y3+ P (2 )
dx dx dx
u v u Y % u
1° 20 1° 20 20 1°

= (2x —1)5;—3“(% z§+(3<+ Q)E'IT z—% %

(2x- 1% (E 3(+QEZEXE
(2x-1) (I (x+ IBT )=
(
1

6x—3)+(6x+ 4)
2x+1

6.- dix“ =nx"" donden es una constante.
X
La derivadaldevariable independiente elevada a una potencia
es igual al producto de la potenam por la variable elevada a la
potencian disminuida en uno.
Ejemplos:
a.- Si f (x)=x - f'(x) =5x*=5x*
b.- Si f(x)=x" - f (x)=-7x""t=-7x"%= —18
X
C.- Si f(x)= X5 R f () S22y 23 -2
S) S 5¢ 5Yx°
Recuérdese qua’ ={a"
d »_ oad
7.-—u"=nu""—u donden es una constante.
dx dx
La derivadaute funcién elevada a un exponente con respecto de
X, es igual al producto del exponente por la fun@tevada a ese
exponente reducido en uno por la derivada de leidan
Ejemplos:
a.- Si f(x)=x*, hallar la derivada dé (x)
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Decimosque u=x Yy n=3 ysustituimos el valordey n en laférmula.

ix3 =3x3”1-ix=3x2(1)
dx dx
=3x?
b.- Si f(x)=5x*-3x, hallar la derivada dé (x)
i5x2—3x215x2—13(
dx dx dx
=5e d X% —3e d X
dx dx
_ 21 d 0O
=5 = x - %)
-5(ox(1)-
=10x—-3
C.- Si f(x)=(3x+ 2)5, hallar la derivada dé (x)

Decimosque u=3x+2 y n=5 vy sustituimos el valorde y n en laférmula.

%(3”2)5 = 5( 3+ 2)“-%( X+ )

=5(x+2)' 2 3+ 4 %

%Tx dx

d.- Si f(x)=(5x- 3)_4, hallar la derivada dé (x)

Decimos que u=5x-3 y n=-4 vy sustituimos el valor de y n en la formula.

d

e = a5 3 (5 )

- d d

=-4(5x- 3" — X——
(50-9 g 5o &

_ - i C

=-4(5x- 3 ax E

SCRENE L
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e.- Si f(x)=vx’+2x, hallar la derivada dé (x)
Recuérdese quea = a2, entonces >Z+2x = (x2 + 2x)}/2

. 1 I .
Decimosque u=x*+2x y n ZE y sustituimos el valor de y n en la férmula.

)%

NI NI NIE NI NP

d (x2 +2X
dx

—~ — —~ — son
><I\J
+
N
X

4 -n _ 2 -3 _ 1
Recuérdese qua™ = o entonces (x +2x) = (X2 +2X)%
1 1
=3 e +2X)}/2 [2x+2]
2X+2
2(x2 + ZX)}/Z
_ 2(x+)
2+ 2x

(x+1)

X+ 2x

vgu—uiv
8.- EE = M
dx v v
La derivad@ cociente de dos funciones es igual al cocidate
producto del denominador por la derivada del nudwranenos el
producto del numerador por la derivada del denodan#do entre

el cuadrado del denominador.

Ejemplos:

X3

4x-1

a.- Si f(x)= , hallar la derivada dé (x)
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Decimosque u=x®> y v=4x-1 vy sustituimos el valorde y v en la formula.

d (4x—1)-(;jx3—x3-d(4x—])

u - X dx

dx (4x-1) (4x- 1)2
_(4x-19(3¢)-x*(4(9- 9
B (4x-1)°
123 - X - 4¢°
o (ax-1)
8 =3
 (4x-2)°

b.- Si f(x):LXZ, hallar la derivada dé (x)
1+2x

Decimos que u= 2Xx Yy v=1+2X y sustituimos el valor da y v en la
formula.

o )

S (2-x)-(2-%)

d 2-x _ ( 1+ 2X2).7
dx1+2¢ (1+2¢)

(1+ sz)%( 2—$(x§—( 2—x)5‘% T 2(25
(1+2¢)
_(1+2¢)[o-7-(2x)[ 0 4]
(1+2¢)
_ —1-2¢ -8+ &°
(1+2¢)
_ 2x2-8x—-1
(1+2¢)

C.- Si f(x)= 3x+2

, hallar la derivada dé (x)

Decimosque u=3x+2 y c¢=8 ysustituimos el valordey c en laférmula.

d

dx 8 8
d d d
—3x+—2 3—x+0
_dx dx __dx _3m_3

8 8 8 8
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3%+ 5x)4

d.- Si f(x)=(

, hallar la derivada dé (x)

Decimos que u =(3x2 +5x)4 y ¢=6 y sustituimos el valorda y c en la

féormula.

4(3¢ + 5x)4_1;x(3(2 + )

6
0d 40, d g
dx

4(3¢ +5)’ X E

6
4(3x2+5x) [6x+
6
_2(3¢+5) [+ §
3

e.- Si f(x) :31'4, hallar la derivada dé (x)

Decimos que v=3x* y c=4 ysustituimoselvalordey c en laférmula.

d

i 4 :_4&3)(4
dX 3X4 (3X4)2
-4(12¢) 16
T 3¢
. 5 .
f.- Si f(x)_x3+2x’ hallar la derivada dé (x)

Decimos que v=x>+2x y c¢=5 ysustituimos el valor dey c en la formula.

d
i 5 —5&(x3+2x)
dx xC+2x (x3+2x)2
0d , d . 0O
) —S@X +&ZXH__5(3X2+ 2)
(x3 + 2x)2 (x3 + 2x)2
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La derivadel la raiz cuadrada de una funcién, es igual al
cociente de la derivada de la funcion entre dogwéda raiz de la

funcion.

a.- Si f(x)=+/x, hallar la derivada dé (x)

Decimos que u=x y sustituimos el valor de en la férmula.

d
d ~_ dxx _ 1
dx\/; 2Jx  2Jx
b.- Si f(x)=vx’-1, hallar la derivada dé (x)

Decimos que u=x*-1 y sustituimos el valor de en la formula.

d/, d , d
Dxe-1) L9y
i\/;:dx(x ):dxx dx _  2X  _
dx 2% -1 2x2-1  2a/x*-1 Jx*-1

d
10.- 9 g = _0x
dx r]n un—l
La derivadia la raiz n-ésima de una funcién, es igual alectie
de la derivada de la funcion entre n veces la maésima de la
funcion elevada a la potencia n-1.
a.- Si f(x)=¥3%*, hallar la derivada dé (x)

Decimosque u=3x> y n=4 ysustituimos el valor de y n en la formula.

d
X 6x 3

d€/37 _
4J T ey Aflx)
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Si f(x)=g(x¢+1)", hallar la derivada dé (x)

(x2 +1)3 y n=5 ysustituimos el valor de y n en la formula.

Decimos que u

T
T
+ | =
o +
X ~
N— X
o | Bl=—

0.
o)
I
o
—
+
N
>
N—
mn
>
d_d

—
+ <
2X ™

—
ol + &3«
o~ N N — —
|| = + +
F I/ F X
P9 LO 9% ~— /V|A\
~ | ©®
o™ (%) Lo O
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RESUMEN DE FORMULAS PARA DERIVAR FUNCIONES

ALGEBRAICAS

Donde ¢ y n son constantes yu,v y w son funciones dex.

1.- dic =0 derivadaglina constante.
X
2.- dile derivatiala variable x .
X
d _d d d . .
3.- —uxvxw=—uzx—vt—w derivada de una suma o resta de funciones.
dx dx d d
4.- dicu = cdiu derivada del proadudé una constante y una funcion.
X X
5.- iuv: uiv+viu derivada del producto de dos iomes.
dx dx dx
6.- dixn =nx"" derivada de la poia de la variable independiente.
X
7.- iun =nu"—u derivada de la potenciaida funcion.
dx dx
d
d u V?U_U?V
8- ——=—0& _ & derivada del cociente de dos ifmes.
dx v v
a
9.- i\/G =dx_ derivada de la raiz cadd de una funcion.
dx 2Ju
d
10 d Yu= dx derivada de la raiz n-ésdwaaina funcion.
ax nn un—l

Debemos de tener en cuenta que cada formulessepara derivar una sola operacion
y debemos aprender a identificar en una funciohesia Gltima operacion en la aplicacion
de las operaciones, porque es ésta Ultima operkcmgnmera que se deriva.

Ejemplos:

. 5 , ., .
a) Sien f(x)= (3x2 + 2) gueremos hallar cuanto vale la funciorxsi 2, tendremos que
realizar las siguientes operaciones, en éste opdeta jerarquia de operaciones:

1.- Elevar al cuadrado.
2.- multiplicar por tres.
3.- sumarle dos.

4.- elevar a la quinta potencia.

Estas operaciones las podemos poner como sigue:
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(), 2. ()

Este seria el orden de aplicacion o por jerargld operaciones y elevar a la quinta
potencia seria la Ultima operacién, para derivaerapieza por ésta ultima operacion de
aplicacion, que es elevar a la quinta potencia.

Esto quiere decir, que debemos de usar la f@rniupara derivar exponente de una
funcion.

f(x)=(3x¢+2)

Decimosque u=3x°+2 y n=5

%(3x2+2)5 = 5(3¢ + 34% 3+ 2

Lo que se acaba de hacer es derivar la fundeérada a la quinta potencia, pero no
hemos terminado de derivar, pues se tienen queatiéddas las operaciones involucradas
en la funcién inicial.

Puesto que ya se derivl la potencia quinta,aalzopoperacion que sigue seria la suma,
que es la penultima en el orden de aplicacion deagjones.

:5(3x2 + 2)4 0d g0, d %

Ede dx

Hasta aqui hemos derivado la potencia a la @yihd suma, la operacién que sigue seria
el producto por tres que es la antepenultima opmraen el orden de aplicacion de
operaciones.

= 5(3x2 + 2)4 d sz La derivada de dos es cero.
dx E

La Unica operacién que nos queda por derivar egpainente dos.
=5(3¢+2) [ 2
El resultado de la derivada de la funcion seria:

%(sz +2) =30( 3¢+ 3’

Con lo anterior podemos decir, que para derwaa funcién, se debe de hacer
exactamente en el orden contrario al orden deadin o jerarquia de operaciones de la
funcion.
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En la funcién f (x) = (3x2 + 2)5 el orden de aplicacion de las operaciones es:
x2, (3), +2, (),  Paraderivar es (), +2,(3), 2.

b) En y=5x*-3x la Gltima operacion es la resta:

Para derivar se empieza por la resta, luegooeluyato por 5, luego el producto por 3y al
altimo el cuadrado, entonces para derivar:

y =5x% —3x Funcion original.
d y= i5x2 _d 3X Derivada de la resta.
dx dx dx
d , .d .
=5—Xx"-3—x Derivada por 5 y por 3.
dx dx
=5e¢ 2x-3 Derivada del cuadrado.
d
—y=10x-3 Resultado.
dx

c) En y=(x+3)(x+2) la ultima operacion es el producto de dos fureson

Para derivar se empieza por el producto, luaguiina con 3 y luego la suma con dos:

La primera operacion para derivar es el produoboo se trata funciones entonces se
utiliza la férmula 5, que es:

d d d
—Uuv=u—vVv+v—u
dx dx dx

y=(x+3)(x+2)

d d d
— Y =(X+3)—(x+2)+(x+2)—(x+ 3
=y = (x+8) o (x+2)+ (x+ 2 (x+ 9
Od d O Od d
=(x+3 X+— 2+ (x+ 2 X+—
(e 8) g g 28 (O A
=(x+3)(1+ 0)+(x+ (1 0
= (x+3)+(x+2)
=2X+5
También debemos tener en cuenta que podemos d@@ciones algebraicas antes de
empezar a derivar, a la mitad de una derivadaterainar la derivada, esto con el fin de
poder simplificar la derivada.
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En el ejemplo anteriory =(x+3)(x+2) podemos realizar el producto de los binomios
antes de empezar a derivar, nos quedaria:

y=(x+3)(x+2)
=Xx*+2X+3x+6
y=Xx>+5x+6

Que es mas facil de derivar y quedaria como:

y=Xx>+5x+6
iy:ix2+15x+16
dx dx dx dx

iy:2x+5£x+0
dx dx

=2X+5

d) Para y =+/x*+2x poner el orden operaciones de aplicacion, deakdn y derivar.

De aplicacion
Se elevaxal cuadrado, se multiplicapor 2, se suman los dos valores anteriores, se
saca la raiz de la suma.

De derivacion V,+ (2, @

La raiz es la primera operacion que se derivanest utilizamos la formula 9.
d u
d Ju= dx
dx 2Ju

) Ci((xz +2x)

d
—_ y —_—
dx N

2X+ 2

B 24/ + 2x

X+1

X%+ 2x

e) Para y:x2(2x+1) poner el orden de operaciones de aplicacion, efvation y
derivar.

En éste caso es mas facil multiplicar primero.
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y=2x2+x°
De aplicacion , el valor dese eleva al cubo, se multiplica por 2 el valor

anterior, el valor dexse eleva al cuadrado, se suman los dos
valores anteriores.

De derivacion +, (2), X, ¥

La suma es la primera operacion que se derivaneesautilizamos la férmula 3.

d _d d d
—UuUxvVrw=—uzx—v+t—w
dx dx dx dx

iy:iZ)@ +EX2
dx dx dx

=29 04 0x
dx

=20 3¢ + 2

=6X% + 2X
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EJERCICIOS

Para las siguientes funciones, poner el ordempgaciones para derivar y hallar la
derivada aplicando las férmulas.

1.- y=3x —
= 2 23.-y= X_2
2 y=87X X+3
2
Sry=iied pay X2
4oy=X 2 Jx
s 25.-y=+/6
5.-)/:\/1+X2 26.-y:—§+1
6.- y=1-2x° 7
X+2 27.- y=3x*-x+5
oY= X 28.- y=x*-5x+3
3 29.- y=2x2 - 8x+5
8.-y=— y ‘
x-1 30.-y=x*-x
1 s .
9-y=— 31.-y=(4-x*)(3+x)
32.-y=9(x°-3
10.- y=2Jx--= (7 )
¥x 33.- y=3x
3 g ,
11.-y:%+% 34.-y 3;( 62x +4x% - &+ 6
X X
35.-y=—-—"F—
12.-y:2X5+1 R
36.- :5X3
13-y=(x2+3)(4x2— ) y=3%
4 5 37.-y:3/;
14.- y=(x=5)"(x+3) Y
15.- y=(x—1)\/§ 38.- y=E
x*-3 341
16-y= 39.-y=
=8¢ y
S5X X
17-y=——- 40.-y=———
(5-2x)° X+ X3
6X
(3x2+6) 41-y=—
18-y="——+ (x*+2)
2X—-3 .
2 42.-y:6xé+3x2
19.-y= g 3
(X3+5) _ 3X 7X
N B e
20.- y=/6x*-5
21 y={farsy 4. y={3-x
-y= +
’ (5 ) 45.-y:(3x2+2)\/1+ 5K
22.-y= o ,
X2 +4 46.- y IZX +32x +8
47.-y:——_2
X X
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48.-
49.-
50.-

51.-
52.-

53.-

54.-y=> <

55.-

56.-

S57.-
58.-

59.-

2x+1
y = x°+/1-4x
y=x/3x-1
y=+/x-136x+ 2

4 x
y= -
4

=

60.-

61.-
62.-

63.-y

64.-

65.-
66.-
67.-

68.-

69.-
70.-

1 .y 1
=—=-2X"+—
y \/; XZ

y= (x2 —4x+1)_3
y = x*+/3-4x
N2X+ 7

V1-2x
y=(@vix)
y=(Te )

mx-90]
x+4H

y:(x2+3x)_5
-

y =5Jx +5Jx
y=(x+1)(2x+D(3+ 9

y:
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DERIVADA DE FUNCIONES TRASCENDENTES

Aparte de las funciones algebraicas existen i&ambas funciones logaritmicas, las
exponenciales y las trigonométricas, las cualedlaoradas funciones trascendentes.

Para derivar éstas funciones, al igual que Igebaaicas, se ocupan féormulas, las cuales
se obtienen aplicando la definicion o método deci@dro pasos.

Las formulas se aplican igual que las algebsaitamando en cuenta el orden de
aplicacion de las operaciones en sentido inverso.

Las férmulas son las siguientes:

Donde u es funcion dex y a es constante.

13.- ieu =e"—u
dx dx

14.- iau =a'ln aiu
dx dx

d,

15.- iInu =ax
X u

16.- iIogu =|O—geiu
dx u dx

17.- isem = cosliu
dx dx

18.- icosu =- seuiu
dx dx

19.- itanu = seé.]iu
dx dx

La derivada de la funcion exporgnelevado a una

funcion, es igual a la funcidon exponencial elevadéa
funcion, todo multiplicado por la derivada de ladion.

La derivada de la funcion exponencaal basea elevada

a una funcion, es igual a la funcion exponencial lbase
a elevada a la funcion, todo multiplicado por egddtmo
natural dea, por la derivada de la funcién.

La derivada del logaritmo natute una funcion, es igual a

la derivada de la funcién entre la funcion.

La derivada del logaritmo base 10 de wmaibn, es igual

al logaritmo base 10 del numesoentre la funcién, todo
multiplicado por la derivada de la funcion.

La derivada del seno de una funciéngeal al coseno de

la funcidn por la derivada de la funcioén.

La derivada del coseno de una funciénges a menos el

seno de la funcién por la derivada de la funcién.

La derivada de la tangente de una &moags igual al

cuadrado de la secante de la funcion por la diaivee la
funcion.
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20.

icotu = —cséuiu
dx dx

21.- diSGCU = seaq-

22.- icscu =—-Ccsu- ctgiu
dx

dx

d
d A
23.- —arcsen = —&X
dx 1-u?
d
d i
24.- —arccosl = -
dx 1-u?
d
d e
25.- —arctaru = -
dx 1+u
d
g ~u
26.- —arccot = -
dx 1+u
d
d dx
27.- —arcsea =—X___
dx uvu? -1
d
28.- iarccsa:l = dx

d
tan—u
X dx

dx uvu® -1

La derivada de la cotangente de una funa@8nigual a

menos el cuadrado de la cosecante de la funciédapor
derivada de la funcion.

La derivada de la secante de una funcién, & i@ la

secante de la funcién por la tangente de la funpamla
derivada de la funcién.

La derivada de la cosecante de una funciongesd a

menos la cosecante de la funcidon por la cotangimtia
funcién por la derivada de la funcion.

La derivada del arco seno de una funaéénigual a la

derivada de la funcidon entre la raiz de uno meros e
cuadrado de la funcion.

La derivada del arco coseno de una funciénigeal a

menos la derivada de la funcidon entre la raiz demanos
el cuadrado de la funcion.

La derivada de la arco tangente defuncion, es igual a

la derivada de la funcidn entre uno mas el cuaddsdta
funcion.

La derivada de la arco cotangente de uneidn, es igual a

menos la derivada de la funcién entre uno masaslrao
de la funcion.

La derivada de la arco secante de una fane®igual a la

derivada de la funcién entre la funcion multipliagubr la
raiz descuadrado de la funciébn menos uno.

La derivada de la arco cosecante de una fupesigual a

menos la derivada de la funcidon entre la funcidn
multiplicada por la raiz del cuadrado de la funad@nos
uno.
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EJEMPLOS:
Derivada de funciones exponenciales.
a) Derivar y=¢*

. . ; d d
Decimos queu = 2x y sustituimos en la formula—¢e' ="' —u

dx dx
A gx =g 9 oy
dx dx
=e(2)
=2e*

b) Derivar y=10%

: - ) d d
Decimos quea=10, u=4x y sustituimos en la férmula—a" =a"In ad—u
X X

9107 =10" 16 «
dx dx

=10™ (In10)(4)
= 4(10" )(In10)

. 2
c) Derivar y=¢

. . , d d
Decimos queu =t y sustituimos en la formula—e" = €' —u

dx dx
%etz - et2 %’[2
=e"(2)
= etz

Nota: no solo podemos derivaa funcién con respecto X, también con
respecto de otra variable, en éste caso la variatdgpendiente es y

no X. Es cuestion de como se nombre a la funcion y \eatable
independiente.

Por ejemplo: A=27m? en éste caso A es la funcibn y r es la variable

independiente, y si se quiere derivar la funcidn se deriva
con respecto de .

iA:ZITir2 =2m(2 )= 4mr
dr dr
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d) Derivar y= 2

. . ; d d
Decimos quea=2 y u=X y sustituimos en la formula—a" =a"lna—u

dx dx
d o0 ol
dx dx
=2°(In2)(3¢)
=3x22° In2

e) Derivar y= el

: - ; d d
Decimos que u=+/x y sustituimos en la formulad—e“ = e”d—u
X X

d x_ sd
—e =@ —4/X
dt dt\/_

f) Derivar y= 5¥x

: - ) d d
Decimos que a=5 y u=4%x y sustituimos en la formula—a“ =a“Ina—u

dx dx
iS%FX =5 In 5135
dx dx
1
33/X2
_ 5% In5

3/

=5"%In5

. 3

g) Derivar y=—;
eX

La ultima operacion es la division, el numeradsrconstante y el denominador es una

d
C——V
., 2 . , C
funcion, entoncesc=3 y v=€* las cuales sustituimos en la formuga— :%
dx v Vv
d e

_37
d 3 _ “dx
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Derivada de funciones logaritmicas.

a) Derivar y=In Jx
d
—u

Decimos que u = Jx y sustituimos en la férmulad—ln u=ox_
X u

d
d N &&
—InVJx=
dx Jx
1
Ix o 2dxx o 2x
b) Derivar y= IogW
Decimos que u = Ix y sustituimos en la formula—logu :Io_gei
dx u dx
d loge d
—lo %/_ :—_{”/;
ax 9 x dx
_loge 1 _ loge _ loge _loge
Ix 33y 33/X2§/; 33yd  3x
c) Derivar  y=Inx’
d
—u
Decimos que u = X* y sustituimos en la férmulad—ln u=ox_
X u
d o
Zinxd =KX
dx X3
_3x* 3
=5
d) Derivar y=logx®
. 5 - . _loge d
Decimos que u = x> y sustituimos en la formula—logu=———u
dx u dx
iIog x> :_Iogsei X’
dx x> dx
_loge
= 5x*
_ 5x*loge
S
_ 5loge
X
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e) Derivar  y=Invx*+1

d

T d, . _dx

Decimos que u=+/x*+1 y sustituimos en la férmulad—ln u=9_
X u

q 4 fe+1
_|n1/X2+ :dX—
dx VX% +1

d »

&x +1 ox

2%+l _ s+l X X

VX +1 B VE+1 _\/x2+1\/x2+1_X2+1

f) Derivar  y=log(3x— 1)

Decimos que u= (3x—1) y sustituimos en la férmulad—logu ZIOiaiu
dx u dx
d loge d
—log(3x—-1y = — (X-1
o O9 Y =g e Y
_ loge i 5(3x—-1f = 5loge
(3x-1) 3x-1

Se debe observar que en las formulas se netesiggivada deu, que es una funcion de

X, entonces se puede derivar y después sustituir en la formula y la derivada dai al
mismo tiempo.

A esto se le llama funcién compuesta o funciénfuhcion y existe una férmula para
derivar una funcién de funcion que es la siguiente:

29.- iy:iy-iu La derivada de la funciory con respecto dex, es
dx du” dx

igual a la derivada dey con respecto deu, multiplicada
por la derivada deu con respecto x.

A ésta férmula se le llamREGLA DE LA CADENA.

g) Derivar y=In(5x* -1) para aplicar la regla de la cadena decimos que

u=(5x*—1), entonces nos queda =Inu y obtenemos las derivadas dey de u.
u=>5x*+1 9 =10x
dx

y=Inu —y===

I . d
Ahora sustituimos en la formula—y =

d 1 1 10x

_ T .10
dxy 5x° +1 5% +

Que es la derivada buscada.
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h) Derivar  y=In(5x—-1y

Decimos queu = (5x+ 1), entonces nos queday =Inu, y obtenemos las derivadas de
y yde u.

u=(5x+1)y diu =2(5x+1)5= 10(%+ 1
X

y=Inu

Ahora sustituimos en la férmulai y=
du” dx

d 1

dy-— 1 jomx+1

i) Exrrp oD
4, 10

ax’  Bx+1

Que es la derivada buscada.

i) Derivar  y=x’Inx

La ultima operacion es el producto de dos fumesp decimos queu=x> y v=Inx,y
como en la formula del producto de dos funcionasesesitan las derivadas dey V.
d
2

u=x —u=2X
dx
d 1
v=Inx —v==
dx X

Ahora sustituimos en la férmula iuv = uiv+viu
dx dx dx

A1
V=X X+(Inx)(2x)

= x+2xInx = x(1+ 2Inx)

j) Derivar y= Iogﬂ
X

: 4 .
Decimos que u=—, entonces nos queday =logu, y obtenemos las derivadas dey
X

de u.
4 d -4
u=— —UuU= —2
X dx X
d loge _loge _ xloge
=logu —vy= = =
y=19 du u 4 4
X
- . d d
Ahora sustituimos en la formula—y=—ye—u
dx u- dx

dxy 4

2

d _xloge(—4)_ loge
X
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k) Derivar  y=In (5x\/ 3X— 1)

En la derivada de las funciones logaritmicasepuab aplicar las propiedades de los
logaritmos antes de comenzar a derivar, esto cobjeto de simplificar la funcién y que
sea mas facil derivar.

Las propiedades de los logaritmos son:

1.- logA*B=IlogA+ logB
2.- IoggzlogA—logB
3.- logA"=ne+logA

4.- IogQ/K=%IogA

Aplicando las propiedades tenemos:

y= In(5x\/3x—1)
y=In5x+Iny/3x+1

y=In5+ Inx+%|n(3x+])

Derivando ésta funcion nos queda:

d d d1
+1)=—5+— Inx+——= | +
(3x+1) dX5+ nx dxzn(:s( |

1
In
dx

iIn5+|nx+—
dx 2

d

—(3x+1)
=0+1+—1£|n(3x+1)=1+—1dx—=1+L
X 2dx X 2 3x+1 x  2(3x+17)

Derivada de funciones trigonométricas.
a) Derivar y=senXx

Decimos que u =5x, entonces nos queda =seru, y obtenemos las derivadas dey
de u.

u =5Xx iu =5
dx

d

y =senu — Yy =CO0SU = cosS¥
du

I . d d
Ahora sustituimos en la formula—y=—ye—u

dx du” dx

%y=(cos§x)- 5= 5cos%
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b) Derivar y= cos% X

: 1 .
Decimos que u =§x, entonces nos queday =cosu, y obtenemos las derivadas de

y de u.
1 d 1
u==x —u==
2 dx 2
y =cosu iy-—seru-—selﬂ%x
du 2
. . d d
Ahora sustituimos en la formula—y=—ye—u
dx du” dx

iy—DsenlxD—l-——lseH}x
o’ O 202 272
c) Derivar y =tan 3

Decimos que u =3x*, entonces nos queday = tanu, y obtenemos las derivadas de
y de u.

u=3x° iu = 6X
dx
y =tanu iy:seéu=sef: 8
du
o ) d d
Ahora sustituimos en la formula—y=—ye—u
dx du” dx
d 2
—y=(se6 X ) &= & set &
dx
d) Derivar y = cot 6x

Decimos que u =6x, entonces nos queda = cotu, y obtenemos las derivadas dey
de u.

u=6x iu =6
dx
y = cotu iy:—cs&u:—csé &
du
. . d d
Ahora sustituimos en la formula—y=—ye—u
dx du” dx

d
&y—(—csc,2 &)+ 6=— 6CSt B
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. X
e) Derivar y =sec-

Decimos que u =§, entonces nos queday =seau, y obtenemos las derivadas dey

de u.
X d 1
u=— —UuUu=-
3 dx 3
X . X
y =seal —y=sea taru = se¢ tan
du 3
d d d
Ahora sustituimos en la formula— y=—ye—u
du” dx
y= ect tam B 1= eé tah
g BH 3 3 3
f) Derivar y = Ccscx?

Decimos que u = x*, entonces nos queday = csau, y obtenemos las derivadas dey
de u.

u=x2 diu:ZX
X

y =csau Sy Y= e cou=- cs&” cat’
u

Ahora sustituimos en la formulai y= d ye iu
du” dx

d_y=—cscx2 cotx’s X=- X csg® cot’
X
g) Derivar y=senX- cos%

La dltima operacion es la resta, entonces sustits en la formula para derivar una resta
de funciones.

—(u-v)=—u-—v donde u=senX 'y v=cosX
dx dx

—(senx~ cos%) = d

senQ—i COX%
dx

& dx

Ahora derivamos las funciones trigonométricasosgncoseno, dondeu=2x en la
funcion seno yu=5x en la funcién coseno.

= cos 23(i X—(— senﬁ)i b3
dx dx

=(cos X) 2+( sen¥)
= 2C0Ss X+ 5send

Nota: se debe de observar que cada vez queise aph formula para derivar, el valor de
u y v son distintos.
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h) Derivar y = 2tanx’

La uUltima operacion es el producto de 2 paorx®, entoncesc=2 y v=tanx®, luego
sustituimos en la formula:

d d
—cu=c—u
dx dx

d d
— 2tanx® = 2— tarx? (1
dx dx

No hemos terminado de derivar, nos falta la dedvdetanx*, donde u=x*> vy

g 2x, esto lo sustituimos en la formula para derivaataente.
X

itanu = seéuiu
dx dx
= (se& x2) X

= 2xse@ x?
Ahora esto lo sustituimos en O 1

d 2

—2tanx®* = A X setx?

= | )
= 4xseé x>

i) Derivar y =senX cox

La dltima operacion es el producto de dos fumesp dondeu=senX Yy V=COSX,
luego sustituimos en la férmula:

d d
—u=u—Vv+v—u
dx dx dx

disen:%( Ccox = senGd— cos- cmsd—

S&I
X dx dx

=senX(- sex)+ cas( coxp
=-senX sen+ 3C0s COX

j) Derivar y =senx’

La Ultima operacion es el exponente 3 de laifumserx’, donde u=serx’* y n=3,
luego sustituimos en la féormula:

4 d
—u"=nu"t—u

dx dx
d 2 ,d
—sertx? = 3seA’x’— setf
dx dx
2 2 d 2
:(3ser?x ) cox®—x

dx
:(Bser?xz)( co:xz) ?
= 6xserfx? cox’
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Las funciones trascendentes se pueden dar conmodmume funcién, como en los
siguientes ejemplos:

senx

a) Derivar y=¢e

Decimos que u=senX, entonces nos queday =€", y obtenemos las derivadas de
y yde u.

u=senX iu=cos$<i X = 3cos8
X dx
U] d u sen X
=e —y=¢e"=¢€
y au y
- . d d d
Ahora sustituimos en la formula—y=—ye—u
dx du” dx
d y=€*"*3cos X
dx
=3e*"* cos X
b) Derivar y=In (sen<2)

Decimos que u =sernx’, entonces nos queday =Inu, y obtenemos las derivadas de
y yde u.

u =serx’ iu = cosxzix2 = X cox’®
X dx
y = |n u i y = l = 1
du” u sené
. , d d d
Ahora sustituimos en la féormula—y=—ye+s—u
dx du” dx
dy=-_1 - 2x cosX
dx serx
_ 2xcosx?
send®

c) Derivar y=In (tanxz)

Decimos que u=tanx® vy diu:(setf x2) X = X setx’ y sustituimos en la

X
formula
d u
d v
_|n u :dL
dx u
d , _ 2xseé x*
—Intanx® = ————
X tanx

Como se puede observar en los dos ejemplos @mt®rien uno se sustituyo en la regla de
la cadena y en el otro en la formula del logaritratural.
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En cualquiera de las dos formas que se usendeatel mismo resultado, el secreto esta
en saber sustituir adecuadamente en las formutagpavar.

d) Derivar y:serf(xz— 3
La ultima operacion es el cuadrado de la funcgemo, entonces decimos que
u=senf’- 2, n=2 vy iu:cos(x2— 2)i K- 2
dx dx
=cos(x* — 2)X

=2xcosi’ — 2)
Y sustituimos en la férmula:

d ,_ ad
—u"=nu""—u
dx dx

%Seﬁ - 2= %seﬁl N a 2 cos(- )
:4x(sené<2— 2)( cos(* - 2))

e) Derivar y = x> tanx®

La Gltima operacion es el producto de dos furespdecimos queu = x*, v=tarx’® y

d d L .
—u=2x, —v=(seé¢x®) X2= K2 setx’ los cuales sustituimos en la formula:

dx dx

d d d
—uv=u—v+v—u
dx dx dx

%xztarb(e‘: x?( X2 seéx®)+( tan) 2

=3x*seé x*+ xtgx®

Derivada de funciones trigopnométricas inversas.

a) Derivar y = arcsen’

. d . )
Decimos queu = X°, d—u =2X Yy sustituimos en la férmula:
X

d u

d dx
—arcsen =
dx V1-u?
d 2 2X
—arcsen” = =

. 2X

1-x*
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b) Derivar y =arccos X

. d . .
Decimos queu = 3x, d—u=3 y sustituimos en la formula:
X

a,
9 arcco = ——dX
dx 1-u?
iarccosfx = —%
dx 1-(3x)
__ 3
1-9x°

c) Derivar y = arccote®™

. d I .
Decimos queu =e™, —u=¢e>2=2e" vy sustituimos en la formula:

dx

4,
9 arccot = - .
dx 1+u

2X
9 arcco = —Lz
dX 1+ (eZX)
_ 2e2X
1+ e4X

d) Derivar y =arctar( sex)

. d - .
Decimos queu =serx, d—u =Ccosx Y sustituimos en la formula:

X
a4,
9 arctary = -9 -
dx 1+u
d COSX
— arctan ser) = ———
dx r( ) 1+ serfx

e) Derivar y=arcser{ cos®)

. d _ ,
Decimos queu =cos X, &u =-2senX Yy sustituimos en la férmula:

d
—u

d
£ arcsen = —KX

dx V1-u®
iarcsel( cosQ)—ﬂ
dx J1-cos X
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EJERCICIOS

Para las siguientes funciones, hallar la dedaaulicando las férmulas correspondientes.

l-y= arctarﬁ In%%

2.-y= sel( tany t x2)

3-y=¢
4.- y=tany1-x
1

tan—

S-y=2 X

5-2x
6.- y=arccot———
24/5x — X*
1.-y arctan%#[
-y= C
OL+v1-X* [
6

8.-y= —arccotx®

1+ X°

9.-y= arcserFBl_ X E
+ X2 C
10.-y= arccos( co%x)
11.- y=+/1- x* arcco
12.-y= Jx —arctany/x
J2

13.-y= 1 arctan—
X

V2
1+41-%
X

14.- y=3In
15.-y= xln(x+x/1+ xz)
X4
16.- y=I
Y=
17.- y=log®x®

XL
18.- :e3ﬁl+ cot—
y ZE

19.- y:tanz— cotZ

2 2

20.- y =serix cos 8
21.- y:arctan1
X

22.- y=5tart x°

23.-y :%In ﬁané%

24.- y=sen( Inx)
25.-y= arctar( tan x)
26.- y=In(3-2¢)
27.- y=x%€" Inx

4
28.-y= arctanzi8

1-X

29.- y =X cosx
X—2
30.-y=In——
y X+2

3l.-y= 2(tan\/§ —\/;)

32.-y= sen<+% coéx

X

€
34)(

34.- y = 2°°* - 3cosx
35.- y=In(2x+1)’

36.- y =X
X

33.-y=

2X

X—€
37.-y= o
X+€

38.- y=2xtan X
39.-y=In? (cos 2(2)

40.- y =In+/x* +2x

41.- y=log ETl—EE
X

42.-y=In (seé x)

43.-y= tan' 2 - cot 2
2 2

44.- y:In(sen& tan&)
45.- y=In®*3-In*x+6Inx
46.-y= arccot(x2 + ])
47.- y=¢* —sere’

48.- y =sene* cog*

49.- y = 3xsernx— codx
50.- y = 2xsen cox

51.-y= (x5 +3) In(x5 + 3)

:D serx ﬁ
+cost
O x> C
53.-y=
Y Bevat

54.- y =g/ (@—1)

55.- y = arctan | =
1+x

56.- y=e* —sere * cog*
3

57.- arcsenzi6
1+ X

52.-y

2
58.-y= arccosg—x2
9+x

(12

59.-y= arctanl#

60.- y:—cotzz— 2Insers
2 2

61.-y :%serf\/;

62.- y=tan 2x+§ tai X

2X+1C

:

63.-y=In ﬁan

X
64.- y=cos =
y 3

0 x X[

65.- y =rsen—- cos-

Y= T 9%
66.- y =/xarcser/x

67.-y= xarccos)z—(
68.- y= In(2x3 +3x2)
23x

32><

70.- y:%tanzﬁ

71.- y=Incosv'x
72.- y=¢€*arctarg*

69.-y=
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73.-y= arctanln?x

74.- y=In+/2sex+ 1
75.- y = tan( Inx)
76.- y=~/x(3In(x-2))
77.-y= Jarctan
&

1+¢”
79.- y = arcsee”
80.- y=tan® 2 co$
81.- y=x2"
82.- y=g"
e -e”

78.- y=In

83.-y=
84.- y=(x-1)e*
85.- y =In(In x*)
X

86.- y=Intan—
y 2

87.- y=In®x

88.- y =+/1+ co¢g x
89.- y= tanx

Jx

90.- y =x-tanx
91.- y = (tanx- cotx)’

92.- y=tan® (x2 + :I)

COSX

1-sexx
94.-y= senX
COS X

95.- y = X* cOosX
X3
96.- y:cos?

93.-y=

X
97.-y=coS =

y 2
98.- y =sen’
99.- y =senx®
100.-y= arcserx%
101.- y=arcsef cos®)
102.- y=arc csc(ex)
103.-y= Jxarcsem
104.- y =arccog send)
105.- y=arc csc(exz )

arcsec
106.-y =
TR

107.- y = x?arcsea/x
108.- y =arccog In X)

109.- y =+/cos X

1
Jserx
111.- y=e“"*
112.- y =10
113.- y = ¥secx
114.- y:tan% X
115.- y = e* tan 4x
116.- y =log/4x -1
117.- y=8Jx

1

118.-y=2" T
e +3

e -3

120.- y:ix—eX
e

110.-y=

119.-y=

XZ

e

121.-y=

X X

e -€e
ex +e—x

123.-y= 43

X
124.- y =cot, |—
y \/;

125-y=—2
Secx

122.-y=
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DERIVADA DE FUNCIONES IMPLICITAS

Las férmulas que se han visto hasta ahora s@endesivar funciones que estan en forma
explicita, es decir, la variablg esta despejada, pero hay veces que la variphbie esta

despejada, entonces se dice que la funcion edtarea implicita.
Una funcién esta en forma explicita si algunéadalos variables esta despajada.
Una funcién esta en forma implicita si ningundasgedos variables esta despejada.

Si una funcién estéa en forma implicita y se gulaallar la derivada de la variabje con

respecto dex, se puede optar por pasar la ecuacion de imphagtgplicita, despejando la
variable y, y después derivar con las formulas anteriorem BS siempre es posible o

puede ser demasiado dificil.

También se puede optar por derivar la ecuagidiorena implicita, con alguno de los dos
métodos siguientes:

PRIMER METODO DE DERIVACION IMPLICITA

a) Seiguala a cero la ecuacion.
b) Se deriva término a término considerando la vagialgl como funcién de x, lo

gue en nuestras formulas esv 0 w.
. d . d . . A .
c) Se despejad—y, Si d—y estd como factor de varios términos, se factoyiza
X X

después se despeja.

Ejemplo 1.- Derivar x*+y*=9

a) Se iguala a cero.
X' +y?-9=0

b) Se deriva término a término:

ix2+iy2—£9: 0
dx dx dx

2X+ 2yiy— 0=2x+ 2yiy= 0
dx dx

c) Se despejad— y:
dx

d -2x
2y
_X

y

71



2

Ejemplo 2.- Derivar  5x* —xy = -y

a) Se iguala a cero.
5’ —xy+y?=0

b) Se deriva término a término:

d d d
— B ——xy+—y?=0
dx dxxy dxy

0d d [0 d
10X — X—y+y—X —y=0
gdxy ydx H+2ydxy

d d
10Xx—-Xx—y-y+2y—y=20
dxy y ydxy

c) Se despejad— y:
dx

10X+ (—x+ Zy% y—y=0
d -10x+y

_y_

dx -X+2y

Ejemplo 3.- Derivar  2x* - 4x’y+y*=0
a) La ecuacion ya esta igualada a cero.

b) Se deriva término a término:

d d d
— 2} —— 4’y +—vy*=0
dx dx y dxy

0 d d 0 d
6X° — P —y+y— X+ 2y—y=0
Hl dxy ydx E 2ydxy
d d
6X° —4x*—y-y(8)+ 2y—y=C

o y(8) Y

6X” — 8xy — 4xziy+ Zyiy= 0
dx dx

c) Se despejad— y:
dx

6X> —8xy + (— 4x* + 2y)%y= C

d y= 8xy — 6x°
dx = —4x*+2y
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Ejemplo 4.- Derivar  x°y*—5xy*+ 4x’y =0
a) La ecuacion ya esta igualada a cero.

b) Se deriva término a término:

d d d

— X?y? ——Bxy? + — 4x> 0

oY T d y=

0, d (1
H(Z—y +y E %’;x—y +y —SXE Ed,x —y+y—4>(2 =C

x2y(;j y+y22x— 5x2y Yy 5+4(2diy+y8(—(

2y Lyt oyt -10y-Ly- 52+ a2 Ly+ gy= (
dx dx dx

c) Se despejad—y:
dx
(2x°y —10xy + éb(z%y+ Xy’ — 5/°+ &y= (

d . _ 5y -2y’ -8y
dx = 2x°y—10xy+ 4x°

Ejemplo 5.- Derivar €’ =cos(x+Y)

a) Se iguala a cero.
e —cos(x+y)=C

b) Se deriva término a término:

%ey —%cos(x+ y)=C
eyiy—[—senéw y )i(x+ y)} =
dx dx

d d
Y —y—|— +y]l H—yl|=
e dxy [senQ( y{ dxy)]

d d
Yy | — + + =
e ™ y [ senk+y > senf+y )—dx y]

eyiy+sen(x+y)+ senX+y )d—y= '
dx dx

c) Se despejad— y:
dx

(ey+sen(x+y))%y+ senX+y ¥ |

d ~ —senk+y)
dx e’ +senk+y)
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Ejemplo 6.- Derivar €*sery+e’ cox=

a) Se iguala a cero.
e'sery+¢e’ cox— ¥
b) Se deriva término a término:

iexse +iey cos<—i E
dx Y dx dx

[exise + se iex}+[eyg cos+ cosiey]— £
dx Y pldx dx dx

excosy%y+(sey)ex+ey € sen cos{ey%y)=

e* cosy% y+e'seg—e’ sem-¢e’ coes—x y=

c) Se despejad— y:
dx

X \ d X Vi
(e cosy+e cos<)—d y+e" sen—¢e’ san=
X

d y= e’serx—e* sep
dx e‘cosy+e’ cox

SEGUNDO METODO DE DERIVACION IMPLICITA

Este método consiste en aplicar la siguientadifa:

0

— f
iy:——ax
dx 0

oy

Donde x f significa derivar parcialmente la funcion con esdp a x, esto es, que la
X
variable y se considera una constante.

También en forma analogamentea—f significa derivar parcialmente la funcidon con
y

respecto ay, esto es, que la variablg se considera una constante.
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Nota: Se derivan los mismos ejemplos que en el métogara, verificar que el resultado
es el mismo por cualquier método.
En particular el método 2 es mas f@ait la consideraciéon de las constantes.

a) Se obtiene 9 f oy i1‘ .
0x oy
0
d. o'
b) Se sustituyen las derivadas parciales en la férnaulﬁ= —ax—.
X
— f
oy

Ejemplo 1.- Derivar x*+y*=9

a) Se iguala a cero.

X*+y?=9=0
b) Se obtieneaif y aif ;
X y
a 2 2
—(x“+y —-9)=2x+0- 0= X
Xy -9)
i(x2 +y?-9)=0+2y-0= %
ay
g o
c) Se sustituyen las derivadas parciales en |alﬂﬁrnél— y= —%X—:
X
— f
oy
d 2X X
—_— y —_— = -
dx 2y y
Ejemplo 2.- Derivar  5x* —xy =-y*
a) Se iguala a cero.
5’ —xy+y?=0
b) Se obtieneaif y aif ;
X y
i(5x2 —xy+y?)=10x-y+ 0= 1~y
0x
ai(sz - Xy + y2)= O-X+2y=-Xx+2
y
-1
c) Se sustituyen las derivadas parciales en Ialf@mal— y= _aax_:
X
— f
oy
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d __10x-y _ y-1

dxy -X+2y -—-X+2y

Ejemplo 3.- Derivar  2x* - 4x’y+y*=0

a) La ecuacion ya esta igualada a cero.

b)Seobtieneif y if:
0Xx ay

%(2x3—4x2y+ y2)= 6x°— 4y X+ 0= &*— 8y

i(2x3—4x2y+ y?)=0- &7+ Yy =- &7+ ¥
oy

0
— f
c) Se sustituyen las derivadas parciales en Ialfrz’arncgilj— y= —%X—:
X
— f
oy

d _ 6xX°—8y _ 8y—6

ax 4P +2y -4+

Ejemplo 4.- Derivar  x°y*—5xy*+ 4x’y =0

a) La ecuacion ya esta igualada a cero.

b) Se obtiene%f y aiyf ;
&(xzy2 —5xy?+ 4x2y) =y?X-y°5+ 4y X= Xy - Y+ 8y
a%(xzyz—Sxy2+4x2y): X22y - XA+ &%= Xy- 1Qy+ 4°
9
c) Se sustituyen las derivadas parciales en Ialf@m(% y= —%X—f:
oy

d.__ 29 -5y°+8y _ 5'- 2y°- 8y

dxy 2x°y—10xy + 4¢°  X°y- 10y + &°

Ejemplo 5.- Derivar &’ =cos(x+Y)

a) Se iguala a cero.
e —cos(x+y)=C
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b) Se obtieneif y if ;
ox ay
%(ey—cos(x+ y))= 0-(-sen{+y ))%(x+ y)=( sex@+ry )j 4 )& senfy

aiy(ey—cos(x+y))=ey—(—sem@+y)a—i/(x+y)=ey+( sen(+y)) @ ®e'+ senfy

0
— f
c) Se sustituyen las derivadas parciales en Ialﬂz’arncgilj— y= —%X—:
X
— f
oy

d _ senk+y) _ —semf+y)

x) T +senk+y) e + semk+y

Ejemplo 6.- Derivar €*sery+e’ cox=

a) Se iguala a cero.
e‘sery+e’ cox— £ |

b)Seobtieneif y if:
ox ay

%(exsery+ey cox— )=( seje+e' (-~ sep- =0e° sere’ %

0
a—y(exsery+ey COX— ).=eX cog+e’ cos- HDe° cpFe’ o

0
— f
c) Se sustituyen las derivadas parciales en Ialf@m(?— y= _aax_:
X
— f
oy
d gsery—e’sen € se-€  sgn

y =
dx g‘cosy+e’ cox €' cog+e’ cos
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EJERCICIOS

En los siguientes ejercicios halla(r;fIL y, por los dos métodos.
X

1.- 5x%+y?=1 27.- \/@+\/§:4
2.- X’ +5y*=3 28.- yN2+3x +x/1+y =X
3.- Xy?-y?=x?

yJ 29.- Y o4y
4.- 5-y’ =X X—=y
5.- y*=8px 30.- Xy’ =x*-y*
6.- 5xy-1=0 31.- 2x%y+3xy*=5
7.- x-5y*=3

T 32-1i1
8.- X’-xy+y° =0 Xy
9'_ X2_y2 =5y 33_ 5X4+2y:(X2+y2)2
10.- VBx-Jy=-1 34 y+fy =3¢
11- L+ 2X-g 35.- Jy+3y+4y=x

X y 2 2

36.- (x+y) —(x-y) =x’+y°

12.- Jx+y=2

X y 3 3

2 37.- X’ +y’=8xy

2 2
13- 24+ =1 38.- X-4y=x

a- b y
14.- Jx+Jy=+/3 39.- X2y’ =x>+y?
15.- X2 +y?—4xy=0 40.- (2x+3)4=3y4
16 X -x'y*-x*+5y?=0 41.- Jxy+2x=\Jy
17.- 2x4+6X2y2=(y2+ 1) 42.- x*+y*=12x%
18.- x’cosy—y?’ser= | 43.- X*y+2y*-x*=0
19.- €' cosy—e’ ser= 44.- yWx-xJy =9
20.- y=sen(x+y) 45.- X2 +4y? - dx—8y+ 3= (
21.- & =cos(x+Y) 46.- X2 +y2-2x—4y-4=0
22.- cosy= In(x+vy) 47.- X' -6x%y*+9y*—5x2+ 15/2— 10C= |
23.- sery= In(x+y) 48.- xsery+yser= |
24.- b’x*-a’y*=ab’? 49.- e?/y_i/gzo
25.- X*+y?=16 X
o6 32 X2V 50.- arctar{x+y)=x

X—2y

78



DERIVADAS SUCESIVAS

La derivada de una funcion de es también una funcion de. Por ello puede suceder

que la nueva funcion se pueda derivar, en éstelaatrivada de la derivada se llama la 22
derivada de la funcion original.

De igual manera la derivada de la 22 derivadéas® la tercera derivada de la funcion
original, y asi sucesivamente.

La notacion para las derivadas sucesivas esisagiotacion que se use.

Funcion 1° derivada 22 derivada 32 derivada
y iy d22 y d33 y
dx dx dx
y y y' y"
y D,y Dy Dy

f(x) (%) (%) " (x)

Ejemplo 1.- Hallar la 12, 22 y 32 derivada de y = 2x*

a) iy:£2x4 = 8x*
dx
d2 d

=—8x° = 24x°
o) &V &
3
c) d =9 oa = a8
dx
Ejemplo 2.- Hallar la 32 derivada de y=i
X
1
Yy :? =X 3
a) d y= 9 s =gtz g
dx dx
2
& o8 g miacnis e
dx dx
3
c) d y—d£12x 60(‘5‘1:—60<‘6=—6—S
X

79



Ejemplo 3.- Hallar la 42 derivada de y=2x>-3x*+ 6x

a) &y jx(2x5—3x2+6x):10<4— &+ €
d> _d. 8

b) Wy=&(10x - 6x+ 6= 40¢ - €

c) ;—Zy=%(40x3—6)= 120¢?

) d4 di120x2 24

Ejemplo 4.- Hallar la 32 derivada de y—\3/4—9x
y=34-9x = (4- ‘.Zb()3
1
a) —y——(4 ox)® = %(4 9()°’ c9)=-3(4 9()3

d—Zzy=i—3(4— 9x)_§ =3¢ 2 )4 )"2‘1 € 9F- 18(4 9 )2
dx dx 3
4 y=9 18- o)e=-18c2 )4 % ' ¢ 9f- 270(4 B J=-—210

&7 dx 3 J(4-9x)y

EJERCICIOS

En los siguientes ejercicios hallar 12,222ydgarivada.

a) y=x>-5x"+7x-1 ) y=¢
b =g e

) Y k) y=—
c) y=Invx*-1 X
d y=senXx ) y=xsex
e) y=arctanx m) y=e€'sern
N y=vx o y==2
9 y=vx'-9 A) y=esernx

h) y=(x2 —x+1)3

0) y=50051x
) y=xInx S



INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA

f(x+Ax)—f
La definicién de la derivada de una funcién eqs, y=Ilim (X X) (X)
dx~ -0 AX

Donde  f(x+Ax) es lafuncién incrementada.

f (x) es la funcion original.
AX es el incremento de.

¢, Qué significa geométricamente esto?

Consideremos la funciory = f (x) cuya gréafica es la siguiente:

YA

y=f(z)

v

Tomamos un valorx=a Yy evaluamosf(x) en a, entonces tendremos el punto
P(a, f(a)), si al valora se le da un incremento pequefio digamhogntonces tenemos el

valor x=a+h, y al evaluar la funcién ena+h obtenemos el punt@(a+ h f(a+ h)) :

Entre estos dos puntos la diferencia de lasigdsesa+h—-a=h y la diferencia de las
ordenadas eg$ (a+h)— f(a), como se muestra en la siguiente grafica.

YAK

f(a+h)

fla+h) - f(a)

f(a)
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Para obtener la pendiente de la recta que masesfps dos puntos, aplicamos la férmula

m=Y2"% gue para éste caso seria:

f (a+h)-f(a)
h

Me =

A esta recta se le llama recta secante a la @uveortar a la grafica en dos puntos.

Si consideramos el puntB fijjo y movemos el puntdQ a lo largo de la curva en
direccién hacia el punt®, esto nos daria varias rectas secantes al irawwe) hacia

P y ademas h seria cada vez mas pequefio, es dehir,, 0 como se muestra en la
siguiente grafica:

YA
Q secante
flath)|=========-
secante
secante
@) p - tangente
@) =z P
Pl
a ath x

Si h - 0 entonces la recta secante tiende a ser la rewjarite a la curva en el punto
P(a, f(a)) y la pendiente de la recta secante tiende aagsgridiente de la recta tangente

en el puntoP.

Es decir, el limite de la pendiente de la sexanaindoh — 0 es la pendiente de la recta
tangente en el puntw=a.

im | (a+h)-f(a)

=m,, en x=a

Entonces la interpretacidbn geométrica de lavedd, es la pendiente de la recta tangente
a la curva en el punto en que se evalué la derivada

Obsérvese que en este caso tomamos el puata, si lo hacemos en general para
cualquier puntox nos quedaria:
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im | (x+h)-f(x)

im =m,, en el puntax

Y tendriamos la pendiente de la recta tangent@aora funcion dex.

Ejemplo 1.- Hallar la pendiente de la recta tangente a léhgma y=x* en el punto
(2,4).
Como y=f(x) entonces f(x)=x’
La derivada def (x) es f'(x)
f'(x)=2x
La derivada evaluada enx=2 es f'(2)=2(2)=4, entonces la pendiente de la

recta tangente a la curva en=2 es 4.

Graficamente seria:

-
Recta tangente
m=4
-4 X

Es decir, se deriva la funcion y se evalla eotadenadax del punto de tangencia.

Nota: Si la funcidn se deriva en forma impéicientonces la derivada se evalla en las
coordenadasx y V.
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Ejemplo 2.- Hallar la pendiente de la recta tangente gl x* -3x+3 en x=1.
f (x)=x*-3x+3
La derivada def (x) es:

f'(x)=2x-3
La derivada evaluada er=1 es:

£'(1)=2(1)- 3= 2- 3=-:
Entonces la pendiente de la recta tangentearla en x=1 es m=-1

Gréaficamente seria:

YA

8..

Recta tangente
=-1

3 1)1\ X

Obsérvese que la notacion de(x) para la funcion, y las derivadas, resulta muy
apropiada para simbolizar la evaluacion en un punto

Ejemplo 3.- Hallar la pendiente de la recta tangente gle=€* en el punto(0,1).
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Entonces la pendiente de la recta tangenteaia en x=0 es m=1

Gréaficamente seria:

YA
8 Recta tangente
m=1
6
41
2
—’—’/ ; —»
4 5 2 4 X

Ejemplo 4.- Hallar la pendiente de la recta tangente ge= €* en el punto (1, O) :

Xy—-2y-x+1=0
La derivada def (x) es:

ixy—Zy—x+1: y-0-1+ O=y-1
0X

ixy—2y—x+1:x— 2- 0+ 0=x- 2
ox

[EEN

(x)=-2=

La derivada evaluada e(i, 0) es:

, 0-1 -1
f (1,0)=_1T2:_—1=1

x

Entonces la pendiente de la recta tangentearia en (1, O) es m=1

Gréaficamente seria:

4 6 X
Recta tangente
m=-1




EJERCICIOS

En los siguientes ejercicios hallar la pendiatdela recta tangente, en el punto que se
indica y hacer la grafica.

— 3 _
a) y=x en x=2 Q) y= =2 en ng
b) y=1 en x=3 L
X h) y= en x=-2
c) y=3x*+5x en x=1 X+3
: 3 5
) y=x"—-X en X=—
d y=x en x=0 2
e) y:\& en x=2 ) y=x-1 en x=0
f) y=2x+5 en x=3 k) y=x"+x en x=-1
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ECUACION DE LA RECTA TANGENTE Y RECTA
NORMAL A UNA CURVA

En geometria analitica vimos que para hallaclaacién de una recta se necesita conocer
un punto por donde pasa la recta y la pendienesdeecta.

En calculo para conocer la ecuacion de la rectgente a una curva, debemos tener un
punto de tangencia y la pendiente de la recta taagela curva en el punto de tangencia,
que es la derivada evaluada en éste punto.

La recta normal a una curva se define comodtarperpendicular a la recta tangente y
gue se cortan con la recta tangente en el punttamencia, como se muestra en la
siguiente gréfica.

Y A
Recta tangente

y=f(x)

Punto de tangencia

Recta normal

»
»

X

Si dos rectas son perpendiculares, sus pendisatereciprocas y de signo contrario 0 su

producto es igual a menos 1 m = S 0 mem, =-1

m,

Si se conoce la pendiente de la recta tangeat@ aurva, entonces podemos obtener la
pendiente de la recta normal a esa misma curvampda recta tangente y normal pasan
por el mismo punto, entonces podemos obtener @cemude las dos rectas.

Ejemplo 1.- Hallar las ecuaciones de las rectas tangentemal, a la curvay = x* en el
punto (1,1).
Paso 1.- Se deriva la funcion= f (x).
f'(x)=3x%’

Paso 2.- Se calculam, .
f'(1)=3()" =3 Entonces m, =3

Paso 3.- Se calculan.

my =-1-1 Entonces m, =-1
m; 3 3
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Paso 4.- Se obtiene la ecuacion de la rectgetde, aplicando la ecuaciéon punto

pendiente.

y=y=m (x-x)

y-1=3(x-1J)

y-1=3x-3

3X-y-3+1=0

3x-y-2=0 Ecuacion de la recta tangente.

Paso 5.- Se obtiene la ecuacién de la recta hoaplacando la ecuacion punto pendiente.

La grafica seria:

Normal

y=¥=m, (x=x,)
y—lz—%(x—g
3(y-1)=-1x-1)
3y—-3=-x+1

Xx+3y-3-1=0
X+3y-4=0 Ecuacion de la recta normal.

Y 4

41 Tangente
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Ejemplo 2- Hallar las ecuaciones de las rectas tangentemal, a la curvay =+ x+4
en el punto(5,3).

Paso 1.- Se deriva la funcion= f (x).
1

f'(x)zzm

Paso 2.- Se calculam, .

1 1
— Entonces =—
6 ™ 6

Paso 3.- Se calculan.

m, =-— =-6 Entonces m, = -6

2o
m,

Paso 4.- Se obtiene la ecuacion de la rectgetde, aplicando la ecuaciéon punto
pendiente.

y=y,=m (x=x)
y—B:%(x—S)

6(y-3)=1(x-5
6y-18=x-5
X—-6y+13=0 Ecuacion de la recta tangente.
Paso 5.- Se obtiene la ecuacion de la recta noaplecando la ecuacion punto pendiente.
y= ¥ =m, (x=x)
y-3=-6(x-5)
y—-3=-6x+30
6x+y-33=0 Ecuacion de la recta normal.

La grafica seria:
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Ejemplo 3- Hallar las ecuaciones de las rectas tangenteorynal, a la curva
X’ +2y*=18en el punto(4,1).

Paso 1.- Se deriva la funcion= f (x).

%(x2+2y2—18): X+ 0- 0= X

: (x*+2y*-18)= 0+ 4y- 0= 4

ay
if (X):—%: X
dx 4y 2y

Paso 2.- Se calculan, en el punto(4,1).

4
== —2
T
Paso 3.- Se calculan.
1 1_1 1
my=——=———=— Entonces m, =—
m; -2 2 2

Paso 4.- Se obtiene la ecuacion de la rectgetde, aplicando la ecuacion punto

pendiente.
y= Y =my (x=x,)
y-1=-2(x-4)
y—-1=-2x+8
2x+y-9=0 Ecuacién de la recta tangente.

Paso 5.- Se obtiene la ecuacion de la recta noaplecando la ecuacion punto pendiente.
y= ¥ =m, (x-x)
1
-1=—(x-4
y-1=5(x-4)
2(y-1)=x-4

2y-2=x-4
x-2y-2=0 Ecuacién de la recta normal.

La grafica seria:
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Ejemplo 4-

Paso 1.- Se deriva la funcion= f (x).
f'(x)=2x-5

Paso 2.- Se calculan, en el punto(3, 2).
m. =2(3)-5=1
Paso 3.- Se calculan, .
__1_

my = _E -7

Paso 4.-
pendiente.

Hallar las ecuaciones de las rectas tangenterynal, a la curva
y=x*-5x+8 en el punto(3,2).

Entonces m =-1

Se obtiene la ecuacion de la rectgetde, aplicando la ecuacion punto

Ecuacion de la recta tangente.

Paso 5.- Se obtiene la ecuacién de la recta hoaplacando la ecuacion punto pendiente.
=y =m, (x-x)
y-2=-1(x-3)
y—-2=-Xx+3
Xx+y-5=0

La grafica seria:

Ecuacion de la recta normal.
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Hallar
X2 + y2

Ejemplo 5-

Paso 1.- Se deriva la

0

0x

(7]

oy
d
dx

las ecuaciones de las rectas tangenteoryal, a la curva

=25 en el punto(4,3).
funcion= f (x).
(x*+y?-25)= 2+ 0- 0= X
(x*+y?-25)=0+2y- 0= ¥
2X X
f(Xx)=——=—-=
=-3,"75

Paso 2.- Se calculan; en el punt¢4,3).

__4
r 3
Paso 3.- Se calculan.
my =—i=—i=—3 Entonces m, :§
m 4 4 4
3

Paso 4.-
pendiente.

Se obtiene la ecuacion de la rectgetde, aplicando la ecuacion punto

Y=Y = m (x=x,)
y-3= —g(x—4)
3(y-2)=-4x-3
3y—6=—4x+12

4x+3y—18= 0 Ecuacién de la recta tangente.

Paso 5.- Se obtiene la ecuacion de la recta noaplecando la ecuacion punto pendiente.

Y-y, =my (X_Xl)
y—3:§(x—4)

4(y-3=x- 9
4y-12= X- 12

3x-4y=0 Ecuacion de la recta normal.
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La grafica seria:

1Y
Jangente

8

6\-4 -
2
Normal
Ejemplo 6- Hallar las ecuaciones de las rectas tangentamal, a la curvay—x—+;
en el punto(1,-2).
Paso 1.- Se deriva la funcion= f (x).
(x=2)()-(x+9(9 _x-2-x-1_ -3
f’ (X) - 2 2
(x-2)° (x-2  (x-2
Paso 2.- Se calculam, .
-3 -3
f'(1)= = =-3 Entonces =-3
( ) (1_ 2)2 (_ 1)2 r‘nl'
Paso 3.- Se calculan.
1 1 1 1
my=——=——== Entonces m, =—
m; -3 3 3
Paso 4.- Se obtiene la ecuacion de la rectgetde, aplicando la ecuaciéon punto
pendiente.
Y=Y, =mp (x=x)
y=(-2)=-3(x~1)
y+2=-3x+3
3x+y-1=0 Ecuacion de la recta tangente.

Paso 5.- Se obtiene la ecuacion de la recta noaplecando la ecuacion punto pendiente.

Y= %= m (x=x)
y=(2)=5(x-)
3(y+2)=1(x-3
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x=3y-7=0 Ecuacion de la recta normal.

La grafica seria:

6 -4 -2

Normal

EJERCICIOS

Hallar la ecuacioén de la recta tangente y norheader la grafica de las curvas dadas en el
punto de tangencia indicado.

1.- y=x3-3x+1 P(0,9) 17. y:\/9+3x (=1
2- y=x*+1 P(2,5) | X 2
— V3 _ —
3- y=x+1 P(3,2) 18- e 5X2 P(2.-2)
s 19.- y=x*-3x*-5x+3 P(1,—-2)
4 y=(x-1) P(2.9) 20.- xy=9 P(3.9)
5.- y:4x2 P(1,4) 21.- X2+y2:1o P(1—3)
6.- Xy+2y-x=5 P(12) 22 X +yP-By=1 P(L0)
7. A -y?=T7 P(2,3) 41 ar
8.- 3x*+2y*=30 P(-2,3) 23.- y= % Pﬁ’EE
9.- xy+y?+3=0 P(-4,3 24.- y*-8x=0 P(2,4)
10- y=x'-4 P(L-3) 25.- y=+/x-3 P(7.2)
11- y=x-2x+1 x:% 26- y=x-4x+3  P(4,3)
27.- y=3xX-7 P(2,5
13- y=v5+4x x=1 29.- y=5x-x P(5,0)
14.- y:\/li2 X=2 30.- y*=9-x P(52)
16°x 31.- X2 +y?=16 x=3
15.- X2 -y?+3x=9 P(2,9) ' y = -
16.- x2+4y*=8 P(2,1) 32 y=axoX P(3.9)



FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES

a) Una funcién es creciente, si para todo puntelaominio al aumentar el valor de la
variable independient&, aumenta el valor de la funcion o si al dismiralivalor de la
variable independiente el valor de la funcién diange.

También se puede decir que observando la grd&caquierda a derecha, la grafica va
hacia arriba.

b) Una funcién es decreciente, si al aumentar el vadota variable independiente,
disminuye el valor de la funcion, o si al dismineirvalor de la variable independiente
X, el valor de la funcion aumenta.

También se puede decir que observando la grd&cderecha a izquierda, la grafica va
hacia abajo.

Para saber si una funcion es creciente o decrtecen un intervalo de su dominio, se
comparan dos valores diferentes en un intervalopguenezca al dominio, si se conserva
la desigualdad al evaluar la funcion en ambos puetdonces la funcion es creciente, si no
se conserva entonces es decreciente.

Ejemplo 1
Dada la funcion y =2x- 3decir si es creciente o decrecienteg 2/6) C R .

El dominio son todos los reales, el intervé®6) C R, entonces dadog,,x, €(2,6)
tales quex, < x, tenemos que:

X <X
2%, < 2X,
2% +3<2X,+ 3
f(x)<f(x,) f es creciente

La desigualdad se conserva, por lo tanto, laifumes creciente.

Haciendo la gréfica dey =2x- 3

YA
10

En la gréfica se observa que la funcion es entei
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Ejemplo 2
Dada la funciony =- 2x- 2decir si es creciente o decreciente en el inkefeb).

El dominio son todos los reales, el intervlth) C R, entonces dados,,x, €[0,5)
tales quex, < x, tenemos:

X <%,
—2%, > —2X,
—2x 42> —2x,+ 2
f(x)>f(x,) f es decreciente

La desigualdad cambia, por lo tanto, la fun@érdecreciente.

Haciendo la graficadey=-2x- 2

4-2,] 04X

-4
-6

En la grafica se observa que es decreciente.
El andlisis para saber si una funcion es créeierdecreciente es mas facil si se utiliza la
derivada de la funcién.

Si representamos graficamente una funcion, alemse un punto sobre la grafica de
izquierda a derecha, se observa que a veces \adraitia o hacia abajo.

Si el punto va hacia arriba, se dice que laiimes creciente.
Si el punto va hacia abajo, se dice que la tmes decreciente.

Observando la siguiente grafica vemos que:

Y“

i
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La funcién es:

Creciente desde-o hasta a
Decreciente desda hastab
Creciente desdd hasta +«

Los valores dex en la grafica x=a y x=b en los cuales la gréafica de la funcion
cambia de creciente a decreciente o al revés,asgall valores criticos y a los puntos

correspondienteqa, f (a)) y (b, f (b)) se les llama puntos criticos.

La pendiente de una recta es igual a la tangiht@gulo de inclinacion.
m=tané

La primera derivada de una funciéﬁ’(x) es igual a la pendiente de la recta tangente a
la curva en el punto cuya abscisaxes

f'(x)=m
Si 6 es un angulo agudo<90°, la pendiente es positiva y por lo tanto la primer
derivada f'(x) sera>o0.

Si @ es un angulo obtuso>90°, la pendiente es negativa y por lo tanto la pramer
derivada f'(x) sera<o.

Entonces: Supongamos qtietiene derivada er(a,b).
f(x) es creciente er{a,b), si f'(x)>0  para todo xO(a,b)
f (x) es decreciente efa,b), si f'(x)<0 paratodo xO(a,b)

Gréaficamente se veria:

YA
A
Y Crecient Decrecient _
reciente Decreciente £'(@)<0 Creciente
f'(a)>0 f'(b)<0 £1(b)> 0
. 6 > 90°
6<90 ; °

a b X a 0<‘900 b X g

Ejemplo:

Verifica si la funcion y=—3x*+12x— 1 es creciente o decreciente.
Obtenemosf’(x), la igualamos a cero y resolvemos.
f'(x)=—6x+12
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—6x+12=0
X=2 entonces en los intervalps«,2) y (2,») la derivada es
distinta de cero

Tomemos un punto en el intervdle », 2), por ejemplox =0
f(0)=-6(0)+ 12= 12 Positiva, es creciente &, 2)

Tomemos un punto en el intervd[d,«), por ejemplox=3
f'(3)=—6(3+12=— 18+ 12— ¢ Negativa, entonces es decrecientd 20)

La grafica seria:

EJERCICIOS

1.- En las siguientes funciones, decir si son erges 0 decrecientes en el intervalo en que
se indica. Hacer la gréfica.

a) y=x*-6x+9  (08) e) y=-/9+x? [- 64]
b) y=3x- 6 (- 50) ) y=x: [ 22]
0) y=1/x [0.«) ) y=5-2x (1

d) y=-/9-x2 [- 33]
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FUNCIONES INYECTIVAS, SUPRAYECTIVAS Y BIYECTIVAS

a) Una funcion esnyectiva si dos elementos diferentes del dominio tienenganéas
diferentes en el rango.

Es decir, en la grafica de, no pueden existir dos parejas con distinto priekemento
y segundo elemento igual.

A las funciones inyectivas también se les llama & uno.

Ejemplo Sea la funciény = X2 —4x+4.
El dominio son todos los reales, tomemos 1 gl3idminio.
Los valores correspondientes en el rango pardl y X =3 son:

y=12-4(1)+4=1- 4- 4=1. Si x=1, entonces y=1.

y=3?-4(3)+4=9-12- 4=1. Si x=3, entonces y=1.

Entonces las parejas son (1,1) y (3¢cbmo el segundo elemento de las parejas es
igual, entonces la funcidén no es inyectiva.

La grafica dey = X? —4x + 4 es:

YA
0..

Nota: Si se tiene la grafica de una funcideyguiere saber si es inyectiva, se trazan
rectas paralelas al eje horizontal, si alguna #da grafica en 2 0 mas puntos
entonces no es inyectiva, si ninguna paralela &deagrafica en mas de un punto
entonces si es inyectiva.

b) Una funcién esuprayectivasi el rango de la funcion es igual al contradominhe la
funcion.
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Ejemplo Sea la funciény = X2 —4x+4
El contradominio son todos los reales.
Para hallar el rango se despeja la variablepeaigiente:

y=x"-4x+4
y=(x-2)’

Jy =[x-2
J§+2:x Si x=2
-Jy+t2=x si x<2

X=%*/y+2

Analizando las operaciones que afectan a lablarig, existe una raiz par, entoncgs
debe ser mayor o igual a cero.

y=0
El rango son los valores mayores o iguales@ cer

|| l_—’ I |

Rango :[0,0<) ={yOR / y=0}

El rango es un subconjunto de los reales, ptarito, la funciéon no es suprayectiva.

Nota: para saber si una funcién es suprayectigatiene que hallar el rango y el
contradominio y compararlos.

c) Una funcion ebiyectiva si es inyectiva y suprayectiva.
Ejemplo Sea la funciony = X3,

El dominio son todos los reales puesto que elava@ubo se le puede aplicar a todo
namero real.

La funcion es inyectiva puesto que no hay dowerds que elevados al cubo sean
iguales.

El contradominio son todos los reales.

Para hallar el rango se despeja la variablepeadienteX

3

y=X
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x=3y

Analizamos las operaciones que afectan a lahlarig que es solo la raiz cubica, y

como una raiz impar se le puede aplicar a todosekdss entonces el rango son todos los
reales.

Rango :(- X, X ) ={yU R}
Como el rango y contradominio son iguales erdgea funcién es suprayectiva.

La funcién es inyectiva y suprayectiva, pordotb, es biyectiva.

Nota: algunas funciones pueden ser inyectivas gar suprayectivas o viceversa, en
ambos casos las funciones no son biyectivas.

FUNCIONES INVERSAS

En mateméticas ya estamos acostumbrados adascopnes inversas, la suma y la resta
son operaciones inversas, la multiplicacion y hsithn, la elevacion a potencias y la
extraccion de raices también lo son.

Esto quiere decir que una de cada par de opeexcibeshace la otra operacién, es decir,
haciendo las dos operaciones una seguida de lat@mo si no hicieramos nada.

Por ejemplo; Si se suma 5 xa la suma ex+5, si luego se resta 5 de ésta suma la
diferencia e x+5) -5 igual ax.

Sx se multiplica por 4 el producto &, si el producto se divide entre 4

. 4x .
el cociente esz igual ax.

Skse eleva a la tercera potencia tenemissi se saca raiz ctbica a la

elevacion tenemod x° igual ax.

Para las funciones existe el concepto de fundidversa y se denota como
f* g F L H ™ etc...

Debe tenerse muy en cuenta que Bho se toma como exponente como lo hacemos en

. . . . 1
algebra, en funciones éstd quiere decir inversa y nef—.

Las operaciones algebraicas se pueden ver aomemhes y sus inversas.
Por ejemplo:
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a) Sea f(x)=x+5 'y g(x)=x-5
Sihacemos (fog)(x) y (gof)(x) tenemos

(fo0)(x)=fB(YE= f(x-5) = (x-5)+5=x
(9o F)(x)= g F (E = 9(x+5) = (x+5)~5 = x

c) Sea f(x)=x* y g(x)=¥x
(tog)(x)=fB(YE= f(¥x) = (¥x) = x
(9o 1) () =g (YE=g(x’) =¥ = x

Cada par de funcionesf y g satisfacen que:

R (X)E=x y g B (x)EF x
Donde la funciong se le llamaf ™
A las funciones que satisfacen éstas dos comgisise les llama funciones inversas.

El dominio de f es el contradominio dg=f™" y el dominio de g=f" es el
contradominio def .

La condicidn necesaria para que exista la funcidersa es que sea inyectiva o uno a
uno, por lo tanto hay veces que se tiene quemgstsu dominio.
Ejemplo.- Sea f (x)=x%

El dominio def son todos los reales y el rango es el inter\{aloa), pero la funcién
no es inyectiva.

Es decir, f(3)=9 y f(-3)=9, para dos valores distintos deen el dominio les
corresponden el mismo valor en el rango.
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Si ésta misma funcion la definimos confo(x)=x* para x[0,3.

El dominio es [0,3] y el rango es[0,9] la situacion es diferente, es decir, solo nos
fijlamos en un pedazo de la funcién.

Entonces ya no sucede que para dos valore®uliésr del dominio se tiene un mismo
valor en el rango.

La funcion definida solo en éste intervalo esettiva, entonces se puede hallar la
funcion inversa.

Se dice gue una funcién es biunivoca o uno asinpara dos valores distintos en el
dominio x, # x, pasa quef (x)# f (x,), esto quiere decir que la funcion es inyectiva.

Por lo tanto, f(x)=x Nno es uno aun

y f(x)=x* para x0[0,3 si es uno a uno.
Si observamos las graficas def (x)=x* y f(x)=x* para xO[0,3

4 2 24X 123 X

También podemos decir que una funcién es unoasues creciente o decreciente en
todo su dominio o en todo el intervalo que estanc.

Por todo lo anterior podemos decir quefsi es una funcion biyectiva y suprayectiva,
entonces existe otra funciéh* denominada inversa dé donde f ™ se define como:
x=f7(y) siysolosi y=f(x)

Para verificar si una funcion es uno a uno,olanf mas facil es hacer la grafica y
observar si trazando rectas horizontales algurta cecta a la grafica en mas de un punto

entonces nNo es uno a uno, si todas las rectasaitagrafica en un solo punto entonces
si es uno a uno.

Para determinar la inversa de una funcién seegi¢ps siguientes pasos.

a) Verificar que la funcion sea biyectiva.

b) Despejarx en términos dey en la ecuaciony = f (x).

c) Intercambiar lasX por y) ylas (y por X) en el despeje anterior.
d) Cambiar y por f*(x)
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Ejemplo 1.- Sea f (x)=-2x+4, verificar que es uno a uno, halld™(x) y hacer

las graficas de f(x) y f*(x) en el mismo plano cartesiano y verificar las

composiciones.
a) Haciendo la grafica dé (x) nos queda como sigue.

Y 4

N

1
I

1
N
N
()]
o
<y

En la grafica se observa qigx) = -2x+ 4 si es uno a uno.
b) Despejarx de y=-2x+4

y=4_

1
X=—-—y+2
5

c) Intercambiar lasX por y)ylas (y por X) en el despeje anterior.

1
X==—y+2
2y
y:—%x+2
d) Cambiar y por f™(x)
y:—%x+2

f'l(x)z—%x+2
Por lo tanto, la inversa def (x)=-2x+4 es f™(x)= —%x+2.

Para saber si las funciones son inversas podemdgareque las composiciones dan
como resultado la funcion identidad.

f B (x)E= f ﬁ—%x+2§= —ZE]——;X+ 2§+ 4=x— 4+ 4= X
fHEf (X)B= f (-2x+ 4):—%(—2x+ A+ 2=x- 2 =X

Si hacemos las graficas dé(x) y f™(x) y lafuncion identidad y=x en el
mismo plano cartesiano, observaremos que la funidiéntidad acciona como eje de
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simetria de las funciones inversas, se dice qgedfica de f™(x) es una reflexion de la
gréfica def (x) con respecto a la funcion identidgd- x, o viceversa.
Las gréficas def (x), f *(x) y y=x son.

YA Y=z
f @) =—52+2 \§
4.
86472 W
4
-6 fx)y=—2z+4
-8

Ejemplo 2.- Sea f(x)=x*, verificar que es uno a uno, hallaf *(x), hacer las
graficas de f(x),f™*(x), y=x en el mismo plano cartesiano y verificar las

composiciones.
a) Haciendo la grafica dé(x) nos queda como sigue.

-Y-AL

5+

En la grafica se observa qigx) = x° si es uno a uno.

b) Despejarx de  y=x°
X=3y

c) Intercambiar lasX por y)ylas (y por X) en el despeje anterior.
X=3y
y=3x

d) Cambiar y por f™(x)
y =¥x
f2(x)=¥x
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Por lo tanto, la inversa def (x)=x* es f™*(x)=¥x.
Las composiciones quedarian:

FB(0E = (%) = () = x
f B (X)E= f‘l(x3) =3I =x

Las gréficas def (x), f *(x) y y=x son:

kf(a:)=a:3 Yy==x

Ejemplo 3.- Sea f(x)=x*-1, verificar que es uno a uno, halld™(x), hacer las

graficas de f(x),f™*(x), y=x en el mismo plano cartesiano y verificar las
composiciones.

a) Haciendo la grafica dé (x) nos queda como sigue.

>
4 2 2 4Xx

En la gréfica se observa que la funcién no @sauano entonces no tiene inversa.

Sin embargo si definimos la funcion comb(x)=x*~1 para x0[0,2], esto hace
que f (x) =x*-1 sea uno a uno.

Entonces la grafica seria:
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Ylk
3.
1.
L1 2 X
-2

b) Despejarx de  y=x*-1

y+1=xX
Xx=,y+1
c) Intercambiar lasX por y)ylas (y por X) en el despeje anterior.
X=4y+1
y=/x+1
d) Cambiar y por f™*(x)
y=/x+1
f1(x)=~/x+1

Por lo tanto, la inversa def (x)=x* -1 es f™(x)=+x+1.
Las composiciones quedarian:

T (QE= f(Vx+L) =Vx+T 1= x+ 1= 1= x
1 (E= (¥ -1)=Vx’—1+1=x>=|x=x  yaquexe[0,2]

Las gréficas def (x), f *(x) y y=x son:

YA
3 1

-'_1_/1 5 3X
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EJERCICIOS

1.- dibujar las graficas de las siguientes funesoy decir si son uno a uno

a) f(x)=2x+2 f f(x):iL_2 ) f(x)=x-2
0 109=0es) 0 1(x)=x-2 0 1()=ix
c) f(x)=4-x 4 h) 1 (x)=6-3 ) (x)=(x —4)
4 f(x)=(x-2) i) f(x)=4-%

e) f(x)=vx+3

2.- En cada una siguientes funciones, decir sirs@ttivas, suprayectivas y biyectivas.

a) y=2x- 3 d y=x*
b) y=X e) y:&
c) y=x° )  A={1,2,3,4 B={aei o, U}

f={1.a), (2.e), (3,u), (4,0)}

3.- Dadas las siguientes graficas, decir si per@mnaauna funcion inyectiva, suprayectiva

y biyectiva.
r S A r' S
X X X
A A 3
Y Y Y
X X X
A r' s
Y Y Y
/ \X / X '
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4.- En las siguientes funciones verificar que es anuno, hallar f™(x), hacer las

graficas de f(x),f™(x),

composiciones.

y=x en el mismo plano cartesiano y verificar las

h) f(x)=x paraxd[-4,0]
i) f(x)=-(x-2)° parax0(-,2]
) f(x)=x+2x+1 para xO[-1,6|
k) f(x) :% para x[0(0,x)
) f(x)= X3 para x0[0,)
m) f(x) ::—;XS para xO[-1,]]
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CONCAVIDAD Y PUNTOS DE INFLEXION

) Si f”(x) <0 paratodox € (a,b) entoncesf es concava hacia abafd en (a,b).

i) Si f”(x)>0 para todox €& (a,b) entoncesf es céncava hacia arridal en (a,b).

Gréaficamente seria:

YA

F'(a)< 0 f'e)>0

»
»

a b c d [ X

La grafica es concava hacia abajo e (—«,c) yaque f"(a)<0 y f"(b)<O0.
La grafica es concava hacia arriba e (c,) yaque f"(d)>0 y f"(e)>0.
Un punto en el cual la grafica cambia de con@aVik le llama punto de inflexion.

La grafica tiene un punto de inflexibn er=c.

Para calcular el sentido de la concavidad de funaién en un intervalo cualquiera,
sustituimos en f"(x) el valor de unxe (a,b) en que se quiere saber el sentido de la

concavidad, si el resultado es negativo la curvedesava hacia abajd’) , si es positivo
la curva es concava hacia arrithal .

Para calcular puntos de inflexion de una funcion:
a) Se calcula la primera, segunda y tercera deaivad’ (x), f"(x)y f"(x).

b) La segunda derivadaf”(x) se iguala a cero y se resuelve pataobteniendo asi las
raices que se les llama puntos criticosf d¢x) .

c) Analizamos " (x).
Sea la raizx, de la 22 derivada, si”(x,) es diferente de cero entonces hay punto de
inflexion x;.
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Ejemplo:
a) Encontrar los puntos de inflexion de= x* + 2x®- 7 si existen.

b) Igualamos a cerd " (x) y resolvemos.

f"(x)=0

12x* +12x = C

‘/12x(x4<4: 0
12x=0 Xx+1=0
x=0 x=-1

Los valores criticos dé"(x) para puntos de inflexion son x =0 y x,=-1.

c) Analizamos en la tercera derivada.

Parax =0
f(0)=24(0+ 12= 17 Como es diferente de cero entoncesexistpunto
de inflexion en x=0
Para x, =-1

f"(-1)=24(— D+ 12=— 24+ 12— 1 Como es diferente de cero entonces

existe un punto de inflexion en
x==1

Calculamos las ordenadas og=0 y x, =-1.
f(x)=x*+2x*-7
Parax =0
f(0)=(0)"+2(0°- 7=-7
Para x, =-1
f(-)=(-)"+2(-)*-7=-+ 2 =-¢
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Las coordenadas de los puntos de inflexion son:
(0-7) vy (-1-9)

La grafica es:
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MAXIMOS Y MINIMOS RELATIVOS DE UNA FUNCION.

Un maximo y un minimo relativos no son necesagiam el mayor ni el menor valor de
la funcién, no deben confundirse con los puntosimés y minimos de una curva, que son
aquellos cuya ordenada es mayor o menor de lagréimpleta de toda la funcion.

Los valores dex donde hay un maximo o minimo relativo, se lesmd#lavalores criticos,
los puntos que les correspondan en la graficaee@bnombre de puntos criticos.

Para obtener los puntos maximos y los minimlagives, hay dos procedimientos:
1.- Criterio de la primera derivada.

2.- Criterio de la segunda derivada.

CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA

Si el angulo de inclinacio® de una recta tangente, es igualCa, entonces m, vale
cero.

Seaf una funcion derivable en un intervela,b) excepto tal vez en € (ab) y ces un
punto critico de f entonces:

Si f'(x)>0 para todoxe€ (a,c) y f'(x)<O0para todox € (c,b) entoncesf alcanza
un maximo erc.

Graficamente seria:

En un maximo relativo, la funcién pasa de creeie decreciente, también el valor de la
derivada pasa de positiva a negativa, e -.

113



Seaf una funcién derivable en un intervala,b) excepto tal vez es € (ab) y ces
un punto critico def entonces:

Si f'(x)<0 paratodox€(a,c) y f'(x)>0para todox € (c,b) entoncesf alcanza
un minimo enc.

Gréaficamente seria:

YA

f'(z)<0 f'@)>0

f decrecientd / .
! | f creciente
Ef'(c):i 0
r<c c z>c X

En un minimo relativo, la funcién pasa de deerge a creciente, también el valor de la
derivada pasa de negativa a positiva,ta +.

Si f'(x) no cambia de signo entoncégx) no alcanza maximo ni minimo ea
Los pasos para calcular los maximos y minimizgives de una funciény = f (x) son:

a) Calcular la primera derivadfa'(x) y se analiza donde la derivada no existe.
Si f'(x) existe.
b) f'(x) seiguala a cero y se resuelve. Las raiogs;,,x,... son los valores criticos

para los cuales la funcién puede tener un maximmimimo o no existir ninguno de
los dos.

c) Se analizaf’(x):

Tomamos el primer valor critico y se calcufd(x) en un valor a la izquierda del valor
critico y en otro valor a la derecha del valoricoit si al evaluar a la izquierda esO vy al
evaluar a la derecha es 0, el valor critico es un minimo, si al evaluamaZquierda es
>0 vy al evaluar a la derecha &s0, el valor critico es un maximo.

En forma semejante se hace para todos los gatoitecos encontrados.

Si la derivada pasa det (a +) positiva a positiva o de—(a —) negativa a negativa, no
podemos sefialar maximo o minimo en ese valor.
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d) Para hallar las ordenadas de los valores nxyrminimos relativos, sustituimos el
valor de las abscisas en la funcion original.

Ejemplo:

Calcular los puntos méaximos y minimos relativies y = x> -x*-5x+ 7, utilizando
criterio de la primera derivada.

a) Calculamosf'(x)
f(x)=x*-x*-5x+7
f'(x)=3x’-2x-5

b) Igualamos a cero la primera derivada y resobse
f'(x)=0
3x*-2x-5=0
3(3¢* - 2x-5=¢C
(3x)" - 2(3) - 15= C
(3x-5)(x+3J=0

(3x-5)( x+]) 0
3Xx—-5= x+1=0
x=§ x=-1
3

. . -~ 5
Los valores criticos para maximos y minimos son x =§ y X= -1.

c) Se analizaf’(x):

Para ng le—— :—‘2 —> 2 uno a la izquierda y dos a la derecha.
f'1)=31"-2)-5 3 2 5-. Negativa.
f'(2)=3(2°-22-5 12 4 5 Positiva.

: - 5
Como la derivada pasa de a +, entonces hay un minimo cuandxozé.

Para x=-1 —2 «— -1—>» 0 menos dos a laizquierda y cero a la derecha.
f'(-2)=3(-2°-2-9- 5= 12 4 5 1 Positiva.
f'(0)=3(0°-2(0- 5 0 6 5- Negativa.

Como la derivada pasa de a -, entonces hay un maximo cuando=-1.
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d) Calculamos las ordenadas de los valores mé&ymoinimos:

B0 050 o500 050

P k=g 1 En e SHa T

125 25 25 14

27 9 3 27

Entonces en el punt EB,E[ hay un minimo relativo de la funcioy = x® —x* -5x+ 7
27t
Para x=-1,  f(-1)=(-1"-(-)°-5-3+ 7
=-1-1+5+ 7= 1(
Entonces en el puntd-1,10) hay un maximo relativo de la funciég = x* - x* =5x + 7

La grafica seria:
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CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA

f (x) tiene un maximo relativo en x =c si cumple las siguientes condiciones.
a) Que f'(c)=0
b) Que f"(c)<0

f (x) tiene un minimo relativo en x=c si cumple las siguientes condiciones.
a) Que f'(c)=0
b) Que f"(c)>0

Graficamente seria:

Ya f'(c)=0 v
f'(e)<0
c X c X
Méaximo Minimo

Los pasos para calcular los maximos y minimdatives de una funcion y = f (x)
aplicando el criterio de la segunda derivada son:

a) Calcular la primera derivadil(x), y la segunda derivadé’(x).

b) f'(x) se iguala a cero y se resuelve. Las raiogs,,x;,... son los valores criticos

para los cuales la funcién puede tener un maximmimmo o no existir ninguno de
los dos.

c) Sustituir x_valor critico enf”, si f"(x)<0, entoncesx, es un maximo relativo, si

f"(x)>0, entoncesx, es un minimo relativo.

d) Para hallar las ordenadas de los valores nmaxyrminimos relativos, sustituimos el
valor de las abscisas en la funcion original.
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Ejemplo 1:
- . : 1 -
Calcular los puntos maximos y minimos relatides y :§x3 +x*=3x+1, utilizando el

criterio de la segunda derivada. Hacer la gréfica.

a) Calcular f'(x) y f"(x).
f(x)=%x3+x2—3x+1
f'(x)=x*+2x-3
f"(x)=2x+2

b) Igualamos a cero la primera derivada y resohs&emo

f'(x)=0
x> +2x-3=0
(x+3)(x-1)=0

Xx+3=0 x-1
X=-3 X
Los valores criticos para maximos y minimos sox=-3 y x=1.

c) Sustituimosx=-3 en f"(x).
f"(x)=2x+2
f"(-3)=2(-3)+2=-6+ 2=-<  Negativa, entonces er=-3 hay un maximo.

Sustituimosx=1 en f"(x).
f"(x)=2x+2
f"(1)=2()+2= 2+ 2= ¢ Positiva, entonces er=1 hay un minimo.

d) Calculamos las ordenadas de los valores maxymugimos:

Para x=-3
f (x)=%x3+x2—3x+1
f(-9)=5(-9 +(-3" - A3+
=%(—27)+ 9+ 9+ 1
=-9+9+ 9+ 1= 1(

En el punto(-3,10) existe un maximo relativo.

118



Para x=1

3
FO=50°+(9°- A+

=1i1-341=-2
3 3

2 : - .
En el punto El_EE existe un minimo relativo.
La grafica seria:

YA&
107

84

Y2 X

Ejemplo 2:
Calcular los puntos maximos y minimos relatides y = 2x*> - 3x* - 12+ 2, utilizando
el criterio de la segunda derivada. Hacer la gaafic

a) Calcular f'(x) y f"(x).
f(x)=2x*-3x* -1+ 2
f'(x) =6x* - 6x~12

f"(x)=12x-6

'

b) Igualamos a cero la primera derivada y resoh&emo

f'(x)=0
6x°—6x-12= 0
x*-x-2=0
(x=2)(x+1)=0

Los valores criticos para maximos y minimos sox=2 y x=-1.
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c) Sustituimosx=2 en f"(x).
f"(x)=12x-6
f"(2)=12(2)- 6= 24 6 1! Positiva, entonces en= 2 hay un minimo.

Sustituimosx=-1 en f"(x).
f"(x)=12x-6
f"(-1)=12(-)- 6=-12- 6=- 1i  Negativa, entonces er=-1 hay un maximo.

d) Calculamos las ordenadas de los valores maxymugimos:

Para x=2
f(x)=2x*-3x* -1+ 2

((2)=2(2 - A3 - 14 3+ -
=16-12- 24+ 2=— 1¢
En el punto(2,-18) existe un minimo relativo.
Para x=-1
f(x)=2x*-3x* -1+ 2

f(-)=2(-0"-(-9"-14- )+ :
=-2-3+12+ 2= ¢
En el punto(-1,9) existe un maximo relativo.

La grafica seria:
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Ejemplo 3:
Calcular los puntos maximos y minimos relatiwtdizando el criterio de la segunda
derivada, hallar los puntos de inflexiébn y el g#mtde la concavidad de la funcion

y =3x* - 4x* + 1. Hacer la gréfica.

a) Calcular f'(x), f"(x) y f"(x).
f(x)=3x"-4x*+1
f'(x)=12x* - 12¢
f"(x)=36x* - 24x
f"(x)=72x—24

b) Igualamos a cero la primera derivada y resoh&emo

f'(x)=0
12x3’—12x2 O
12x
12x*=0 x-1=0
x=0 x=1

Los valores criticos para maximos y minimos sox=0 y x=1.
c) Sustituimosx=0 en f"(x).

f"(x)=36x* - 24x
£"(0)=36(0°- 24 Q= ( Ni positiva ni negativa, entonces en no selpuncluir
la existencia de maximo o minimo.

Sustituimosx=1 en f"(x).

f"(x)=36x> - 24x
f"(1)= 36(])2 -24 )= 36 24 1 Positiva, entonces er=1 hay un minimo.

d) Calculamos las ordenadas de los valores maxymuigimos:

Para x=1
f(x)=3x"-4x*+1

f(0)=3(0"- 49+ =
En el punto(1,0) existe un maximo relativo.

e) Igualamos a cero la segunda derivada y resolsemo
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f"(x)=0

36x2—-24x= 0

12x x- 2 =(
12x=0 3x-2=0
x=0 x:E
3

iy . - 2
Los valores criticos para puntos de inflexion sox=0 y X =§ .

f) Analizamos en la tercera derivada.

f"(x)=72x— 24

Para x=0
f7(0)=72(0— 24=— 2 como es diferente de cero ergsmexiste
un punto de inflexién.
Para x = 2

2 2 ) )
f" (5) = 72(5)— 24= 48 24= 2: como es diferente de cero entonces existe

un punto de inflexién.

201 1 " . . .
-2 O 12= 2 Positiva es concava hacia arriba.
Er 2 AET B:
2010 0ln : ) . :
-2 9 12=- Negativa es concava hacia arriba.
"BE gariey

Calculamos las ordenadas de=0 vy x=§.
f(x)=3x"-4x*+1
Para x=0

(0)=3(0)" - 9+ &

Para x =2

¢ 20 02 Dzﬁ 16 32 11

"B R e 2 T

Las coordenadas de los puntos de inflexion son:

(0’1) y 2 11C

817k

122



g) Analizamos los intervalo§—, 0) (Og) y (%oo) con la segunda derivada.

3
(1 1\? 1 y , .
f 3 =36 5~ 2 3 =H 1% 2 positiva, es concava hacia arriba en

(_ ®, 0) .

(1 1\ 1 . . ] . .

f > =36 5] 2 > =0 12— negativa, es concava hacia abajo
(o,Z).

3
f"()=36()"—- 24 )= 36- 24 1 positiva, es concava haciiaren

&)

La grafica seria:

2 2 X

Conclusiones:
La funcion f (x)=3x*-4x>+1es:

En (-,0) esconcava hacia arriba.

En x=0 tiene un punto de inflexiér{0,1).
En %E es concava hacia abajo.
En x :2 tiene un punto de inflexié%,l—lt.
3 17t
2 . . .
En (5"”) es concava hacia arriba.
En x=1 tiene un punto minimo relatiyd, 0).

En (L) es concava hacia arriba
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GRAFICA DE UNA FUNCION

Dada una funcionf (x):
Paso 1.- Calcularf’(x), f"(x) y f"(x).

Paso 2.- Igualar a cerof'(x) y resolver parax. Las raices son los valores criticos para
MAaximos y minimos.

Paso 3.- lgualar a cerd (x) y resolver parax. Las raices son los valores criticos para
puntos de inflexion.

Paso 4.- Elaborar una tabla, asignandole avalores menores, iguales y mayores que cada
valor critico encontrado y observamos valores yn@sgque adquierenf(x),

f'(x) y  f"(x), para saber intervalos de crecimiento y decrecitoje
concavidades, puntos maximos y minimos y puntaeftéxion.

Paso 5.- Dibujamos la grafica con los datos obtenah el paso 4.
Ejemplo 1:

Dibujar la grafica de la siguiente funciory = x* —6x*+ 9x - 1, indicando los intervalos

donde es creciente o decreciente, donde es coria arriba o hacia abajo, puntos
méaximos y minimos relativos y puntos de inflexion.

Paso 1.- Calcularf'(x), f"(x) y f"(x).
f (x)=x*-6x*+9x~-1
f'(x)=3x*-12x+ 9
f(x)=6x—12
f(x)=6

Paso 2.- Igualar a cert'(x) y resolver.

f'(x)=0
3 -12x+9=C
x> —4x+3=0

x-3)(x-1)=0
\
x-1

X

—~

0
1

AN

X—3
X

Los valores criticos para maximos y minimos son=3 y x=1.
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Paso 3.- Igualar a cerb”(x) y resolver.
f"(x)=0
6x-12=0
X=—=2
El valor critico para punto de inflexién eg=2.

Paso 4.- Elaborar tabla.

Consideremos los intervalos(—,1), (1,3) y (3,»)

0€(-»,1) f'(0)=3(0°-12 0+ 9= ¢ positivof es creciente da-,1).

2€(13 '(2)=3(2°-1 2+ &= 12 24 &- negativaf es decreciente en
(13.

4€(3,) f'(4):3(4)2—12( A+ 9= 48 48 ¢ positiva f es creciente en
(3,).

Evaluamos f"(x) =6x-12 en los puntos criticos.

f"(1)=6()-12= 6- 1=~ ¢ negativa, hay uéximo x=1.

f"(3)=6(3)-12= 18- 12 | positivo, hay un nmfiti en x = 3.

Consideremos los intervalos(—,2) y (2,%)

0e(-=,2) {"(0)=6(0—12=- 1- negativa,f es concava hacia abajo en
(_ ®, 2) :
3e(2,») f"(3)=6(3—-12=18 12 | positiva,f es concava hacia arriba en
(2,0).
Evaluamos f"’(x)=6 en el punto criticox=2.

f(2)=6 diferente de cero, entonces 2 es un punto de inflexion.
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X f(x) | f(x) | f"(x) | CONCLUSION

x<1l + _ Creciente y concaval )
w=1 3 0 _ Maximo en (1,3)

1<x<2 _ _ Decreciente y concaval )
x=2 1 _ 0 Punto de inflexion en(2,1)
2<x<3 _ + Decreciente y céncava_|
x=3 1 0 N Minimo en (3,-1)

X>3 + + creciente y céncaval_|

Paso 5.- Elaborar la gréfica con los datos deblata

YA
3
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EJERCICIOS

Dibujar la grafica de las siguientes funcionedicando los intervalos donde es creciente
o decreciente, donde es cOncava hacia arriba @ ladajo, puntos maximos y minimos
relativos y puntos de inflexion.

1) y=x*-3x*+3x-3
2) y=x"-18x*+20
3) y=x*-6x*+9x-9 20) y=3x"+5¢
21) y=x>+x*-5x
22) y=x2(x+4)3
5) y:2x3—%x2—12x+1 23) y=3x"+5x*

6) y:1x4—}x3—x2+1 24) y=3x"3-2x
4 3 25) y=3x"%-x
7) y=x+5x>+3x-4 26) y=3x43—4x
8) y=x'-3x*+3x*+1 y
9) y=3C+3+x+1 27) y=xT+2x7
10) y=3x*+6x>-4x*— 1%+ 12 28) y=x-5x+4
11) y=x*-12x+1 29) y=x>-3x"+3x
12) y=3x*+4x3- 12+ ¢ 30) y=x"-9x+1
13) y = x* - 4x° +16x 31) y=x'-3x*+2x
14) y=3x -4 -1 32) y=x*+8x-2
15) y=x*-2x°-1 33) y=x-2x*+1
16) y=x* —4x° 34) y=x-3x°+4
35) y=x>-20x*+1

17) y=x>-4x ,
18) y:3X3_X+1 36) y=X +3X+1
37) y=x>-3x+1

1
19) y==x'-x°
) ¥Y=5

4) y:%x4—2x3+3x2+ 2
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PROBLEMAS PRACTICOS DE MAXIMOS Y MINIMOS

Estamos, dentro del estudio del calculo, epunto fundamental que es la aplicacion
practica de los conocimientos adquiridos en aritagtlgebra, geometria, trigonometria,

geometria analitica y célculo diferencial.

Resolver problemas practicos de maximos y migjnsignifica en la mayoria de los
casos, el buen uso de los recursos, para no gaétade lo necesario o no desperdiciar, es
decir, optimizar los recursos, obteniendo el maxmravecho de ellos.

No existe un procedimiento general para resopreblemas practicos de maximos y
minimos, pero en la mayoria de ellos podemos gosapor el siguiente orden.

a) Si el problema nos lo permite, debemos elahorasquema del mismo, que incluya los

datos y variables.
b) A partir del enunciado del problema, aplicar sttgs conocimientos de matematicas,

para establecer tantas relaciones entre datosaples como sea posible.

c) Con lo anterior determinar la funcion que desgsamaximizar o minimizar.

d) Si la expresion resultante contiene mas de wami@ahle, las condiciones del problema
proporcionaran suficientes relaciones entre ég@s, que la funcidon pueda expresarse

en términos de una sola variable.
d) Calculamos los maximos y minimos de la funcgor, cualquiera de los dos métodos.

e) Siempre es conveniente construir la graficaadencion para comprobar los resultados

obtenidos.

Ejemplo 1: Encuentra dos numeros positivos cuya suma seaeb@rpducto del primero

por el cuadrado del segundo sea maximo.
Sea el primer nimerox y el segundo numero y=
x+y=60
p=x(y?)

Entonces
El problema es maximizar el producto, por lotdaise debe de tener la funciép en

términos de una sola variable.

Despejamosy de x+y=60, y la sustituimos enp = x(yz)

y= 60x
p=x(y?)
= x(60-x)" =x(3600- 126+ x)
=3600k— 126¢ + X°

p=3600x- 126 + x° Que es la funcion a maximizar.
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n

Pasol.-Hallar p' vy p
p' =3600- 24+ 3°
p' =-240+ &

Paso 2.- p'=0 yresolver.
3600- 24+ 3= (
Dividimos entre 3

x* —80x+1200= (
Resolvemos

_ —(~80)+/8F - 4 (1200 80+/6400- 4800 8& 4
X= 2(D) B 2 2

De donde
X, =60
X, =20 Que son los valores criticos.

El valor de x, =60 no sirve, puesto que el otro nimero tendria qué sg el producto
no seria maximo.

Evaluamos la segunda derivada gn= 20
p"(20)=-240+ g 20=- 248 128- 1z Negativa, entonces en

X, =20 hay un maximo.
Para hallar el otro nimerg
y=60-x=60- 20= 4(
p=x(y*)=20(40°" = 3200
Conclusiones:
Primer nimero x=20
Segundo nimero y=40
Producto maximo 3200C

La grafica de p=3600x— 126 + x° es:

YA
40000

30000
20000

10000

»
»

20 40 60 X
Debemos observar que las escalas de los ejalistonas por efectos de visualizacion.

También podemos resolver éste problema despejanaen vez dey.

Despejamosx de x+y=60, y la sustituimos enp = x(yz)
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X= 69y

p=x(y*)=(60-y)y* = 60y* - y*

p=60y*—y? Que es la funcion a maximizar.
Pasol.-Hallar p' vy p’

p'=120y— 3*

p’=120- 6y

Paso 2.- p'=0 yresolver.
120y— 3y* = C
3y(40-y)=0
y,=0 y 40-y=0
y, =40
De donde

=0
y, =40 Que son los valores criticos.

El valor de y, =0 no sirve, puesto que el otro nimero tendria qué&ey el producto
no seria maximo.

Evaluamos la segunda derivada gn= 40
p"(40)=120- 4 40= 126 248-— 1. Negativa, entonces eny, = 40

hay un maximo.
Para hallar el otro nimera
X=60—y=60- 40= 2(

p=x(y?)=20(40" = 3200

Conclusiones:
Primer nUmero x=20
Segundo numero y=40

Producto maximo 3200C
La gréfica de p(y) =60y*—y* seria:

f (y ) A
30000
20000

10000

-10000

10 20 30 40 50 6& Y
Debemos observar que las escalas de los ejelistomnas por efectos de visualizacion.
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Ejemplo 2: Una persona tiene un muro de piedra en un cost@adm derreno. Desea hacer
un corral rectangular utilizando el muro como ueosds lados, si dispone de
1,200 metros de malla para hacer la cercar ¢quéndiones debe tener el
corral para encerrar la mayor area posible?

Hacer un dibujo del terreno.
Como disponemos de 1,200 metros de malla pacargentonce2x+ y =120C

1200- X
X X
< >
Barda
El area es:
A(x) =x(1200- X) = 1208~ & Que es la funcion a maximizar.
Hallando la primera y la segunda derivada
A =1200- 4
A =-4

Igualando a cercA’ y resolviendo
1200- &= C
x=300 valor critico.

Evaluamos la segunda derivada rr 300
A’ (300)=-4 Negativa, entonces er =300 hay un maximo.

Conclusiones:
El ancho del corral debe ser de 300 metros.

El largo es del200- %= 1206- § 30p= 1200 660 6 metros
El &rea maxima es d200x— % = 1200(300} 2(300F 1800 metros.

La grafica de A(x) =120x— 2¢ es:

Y A
180000

140000

100000

100 200 300 400 500 600 X

Debemos observar que las escalas de los ejelistomnas por efectos de visualizacion.
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Ejemplo 3: Una pagina rectangular contiene 6&%° de impresion. Los margenes superior
e inferior de la pagina tienen 0&mn de anchura cada uno, los margenes
laterales tienen tm de anchura cada uno. ¢,Cuales deben ser las dimesns
de la pagina de tal manera que la cantidad de pagbplear sea minima?

Hacemos un dibujo de cémo seria la pagina.

Llamamos x al largo del texto yy al ancho.

|
|

i : Xy =65 cn’

x | A= (x+2)(y+)
I :

i |

El problema es minimizar el area, por lo tasdebe de tener la funci6A en términos
de una sola variable.

Despejamosy de x-y =65, Yy la sustituimos enA=(x+2)(y+1)

A=(x+2)(y+1)

D65

Rl
130

=65+ X+=—+ 2
X

A= x+@+ 67 Que es la funcién a minimizar.

X

Hallando la primera y la segunda derivada

o1 10
X?
x = 260
X

Igualando a cercA’ y resolviendo

1-130_g
X
x=*/130= = 11.4(
x, =11.40

X, ==11.40 Son los valores criticos para maximos y mas.
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El valor de x, =—-11.40 no nos sirve por ser negativo.

Evaluamos la segunda derivada gr=11.40

260

A'(11.40 =——= 0.1754'

11.40

Para encontrar el valor dg

x 11.40

El area de la pagina es:

A=(x+2)(y+1)

Positiva, entonces erx, =11.40 hay un minimo.

=(11.40+ J(5.76- }

=89.78 cm?

Conclusiones:

El ancho de la pagina es 6.¢fM
El largo de la pagina es 13.40n
98.78n°

El area minima es

La grafica de A= x+@+ 67 es:

X

Y
125 -

100 t

75 1

50 T

25 1

\

10

30

X
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Ejemplo 4: Se desea construir una caja sin tapa, cortandaaziadt las esquinas de una

hoja de carton de 36mde lado. ¢De qué medida deben cortarse los cuadrado
en las esquinas para obtener el maximo volumea daja?

Hacemos un dibujo de cédmo seria la caja.

30 cm

X

! C | x

X 30 cm X

El volumen de la caja es:

V = largo por ancho por alto
V =(30- )(30- X)x
=(900- 120+ 4)x

V =900x— 120 + 4°  Que es la funcion a maximizar.

Hallando la primera y la segunda derivada

V'=900- 240k + 1X°
V" =—240+ 24

Igualando a cerd/’ y resolviendo

900- 24+ 1%* = (

X? —20x+ 75= 0

- 20+/2G - A3( 79 _ 20+/400- 300_ 26 1
2(2) 2 2

x =15

X, =5 Son los valores criticos.

El valor de x, =15 no nos sirve, pues se obtiene volumen cero.

Evaluamos la segunda derivada erx, =5

V"(5)=—240+ 2&k=— 246 24 b=— 12 Negativa, entonces en
X, =5 hay un maximo.

El volumen es de:

V(5)=900(9- 12¢ ¥ + § 5= 4500 3060 560 2C
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Conclusiones:
El volumen maximo es de 200€m*, cuando se cortan las esquinas cuadradas dem 5

La gréafica deV =900x— 120 + &° es:

Y A
200071

15007
10007

5001

»

2 4 6 8 10 X

Debemos observar que las escalas de los ejelistomnas por efectos de visualizacion.

Ejemplo 5: Se quiere construir un recipiente cilindrico metaliie base circular, de 50000
litros de capacidad. ¢Qué dimensiones debe de étmecipiente para que la
cantidad de metal usado sea minima (Area total)?

Hacemos un dibujo de cémo seria el recipiente.

Y
N

N
A =2mrh A =7zr? A =ar?

Para hallar el volumen del recipiente cilindrico

V =5000C cm® =50 m®
V =7r®h
mh=50

El area total seria:
A =2mrh+ 2mr?
El problema es minimizar el area total, pordotd, se debe de tener la funciéf en
términos de una sola variable.

Despejamosh de 7r’h=50, y la sustituimos enA = 27rh+ 27r?
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Que es la funcion a minimizar.

Hallando la primera derivada

A':—%)+4nr

Igualando a cerad’ y resolviendo

100

_—2+4m = 0
r
_1_0202—4]7]’
r
-100= -4’

r =1.9964 Que es el valor critico.

Evaluamos para saber si hay un maximo o un mieimo =1.9964 usando el criterio de
la primera derivada.

A(1)= —%)+ 477(1) =-100+ 12.56— 87.4 Negativo.
_100 100

'(3) = +4(3)=——+ 37.6%= 26.5 Positivo.

Como cambia de negativo a positivo, entoncesunayinimo enr =1.9964

Si r =1.9964, entonces h = =0 _ >0 =3.993Z y el area total es:

m® 7(1.9964°

A=200m2= 19 5019060 = 50.08 25.04 75.

r 1.9964

Conclusiones:

La cantidad minima de metal es de 75r3, cuando las dimensiones del recipiente
cilindricosonr =1.9964 y h=3.9932
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La gréfica de A :¥)+ 2mr? es:

Y A
120 v
100

80
60
40
20
4 3 2 -1 1 2 3 4X

Debemos observar que las escalas de los ejelistomas por efectos de visualizacion.

Ejemplo 6: Un fruticultor calcula que si se siembran 60 arbgler hectarea, cada arbol
dara 500 manzanas al afio aproximadamente. Si dilmemto promedio por
arbol se reduce a 5 manzanas por cada arbol adicgue se plante por
hectarea. ¢Cuantos arboles por hectarea deberarglrmara maximizar la
produccion de dicha fruta?

Sea x el nUmero de arboles adicionales.

PRODUCCION NUMERO DE ARBOLES NUMERO DE FRUTOS
inicial 60 500
ajustada 60+ X 500- X

La produccionP ajustada sera:

P =(60+x)(500- )

P =30000- 30+ 500- ¥
P =-5x + 200x + 3000( Que es la funcidon a maximizar.

Hallando la primera y la segunda derivada

P'=-10x+ 20C
P"=-10
Igualando a cerd®' y resolviendo

-10x+ 200= (
X =iOO= 20
0

x=20 Es el valor critico.

Evaluamos la segunda derivada ex= 20
137



P"(20)=-10 Negativa, entonces er= 20 hay un maximo.
Evaluamos la funcién ex = 20.
P(20)=-5(20" + 20 2p+ 30008- 2060 4080 30000 32

Conclusiones:
La produccién maxima que se puede obtener e326860 manzanas si se plantan 20
arboles adicionales a los 60 ya existentes, es 8@drboles en total.

La grafica de P =(60+x)(500- X) es:

3250
3000
2750
2500
2250

10 20 30 40 X

Debemos observar que las escalas de los ejelistomnas por efectos de visualizacion.

Ejemplo 7: Se quiere construir una cisterna con una capacdddd,000 litros. Si la forma
de la cisterna es la de un paralelepipedo de hesbada y el costo del piso y
de las paredes laterales es la mitad de lo qudaclegapa, encuentra qué
medidas debe tener la cisterna para que su castoisémo.

10,000litros = 10 m®
V =x’y
y x°y =10

_10
ST Y=

_ Area del piso %
Area total lateral Axy

Area de la tapa %

Seaa= costo porm®del material utilizado para piso y paredes.
2a= costo pomy del material utilizado para la tapa.

138



C = costo total.

C=ax’+a(4xy)+ 2a(x2)

C =3ax’ + daxy En esta ecuacion sustituimps 1—?
X

(loC
C =3ax’ + 4ax

ags

,  40a ., N
C=3ax"+—— Que es la funcién a minianiz
X

Hallando la primera y la segunda derivada

Igualando a cerdC’ y resolviendo

C'=0

Gax — 402a =
X

6ax’ —40a=0

X= ,3/ 40a _ ,3/@ =1.882
6a 3
x=1.882 Es el valor critico.
Evaluamos la segunda derivada erx =1.882
C'= 6a+% =18.0012a Positiva, entonces en=1.882

hay un minimo.

Hallamos la altura de la cisterna.

Evaluamos la funcién erx=1.882.

40a
1.882) = 1. _= 1
C(1.882) = &( 88)22+1.882 31,8%

Conclusiones:
La cisterna tendra un costo minimo 8&,87%, cuando las medidas de la

x=1.882mwry y=2.823m.

cisterna sean
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La gréafica deC = 3ax’ , 40 es:
X

YA

40a

20a

»
»

4 2 2 4 X

Debemos observar que las escalas de los ejelistonas por efectos de visualizacion.

EJERCICIOS

1.- Encuentra dos nameros enteros positivos, cuydusto sea 200, y la suma del primero
mas el doble del segundo sea minima.

2.- Encuentra dos nameros enteros positivos, cugaassea 60, y el producto de uno de
ellos por el cubo del otro sea maximo.

3.- Un impresor quiere obtener 3807 de impresion por pagina. Los margenes superior e
inferior deben tener 1.5cm y 2 cm en cada lado de la pagina. ¢Cuales seran las
dimensiones de la pagina si se quiere utilizarmimama cantidad de papel?

4.- Se desea cercar un campo rectangular de 6600e area y dividirlo en dos, mediante
otra cerca paralela a uno de los lados del rectanga cerca central cuesta $ 100.00
por metro lineal y el resto de la cerca cuesta Qb por metro lineal. Hallar las
dimensiones que debe tener el terreno para questl de la cerca sea minimo.

5.- Se quiere construir una caja con una piezaradadde aluminio de 14dm*de area, de
sus esquinas se cortan cuadrados iguales y sendaiddados. ¢, De qué medida deberan
cortarse los cuadrados en las esquinas para gotuelen de la caja sea maximo?

6.- Una pieza larga y rectangular de lamina dec®0de ancho va a convertirse en una
canal para agua cuando se doblan hacia arribaedeaglaristas, hasta formar angulos
de 90° con la base. ¢ De qué medida deberan dessdobleces para que el canal tenga
una capacidad maxima.

7.- Se va a partir un alambre de 24 de largo en dos pedazos, uno de los pedazos se

dobla para formar un cuadrado, y el otro para fommecirculo. ¢ Como debe partirse el
alambre para que el area combinada de las dos$igea maxima.

140



8.- Se desea construir un tanque de acero par&zeh@asustancias quimicas, en forma de
un cilindro circular recto, con un hemisferio eml@axtremo. La capacidad del tanque
debe ser de 30,000 litros. ¢ Cuéles deben serHasndiones que requieren la menor
cantidad de material?

9.- Se desea construir una cisterna con la formandgaralelepipedo rectangular de base
cuadrada. El costo por metro cuadrado de la bakelgs paredes laterales es la mitad
de lo que cuesta por metro cuadrado la tapa detlrma. Si la cisterna debe tener una
capacidad de 20,000 litros, determina sus dimeasipara que su costo sea minimo.

10.- Se quiere construir un vaso de papel conia® tgnga un volumen de 156r°.
Calcula las dimensiones que requieren la menordzahtle papel.

11.- Un campo petrolero contiene 50 pozos. Cadaproduce 90 barriles de petréleo
diario en promedio. Empiricamente se ha encontiqa® la perforacion de pozos
adicionales en el mismo campo, provocan una distidnuen la produccion de 3
barriles diarios por cada pozo adicional. ¢Cu& stmumero Optimo de pozos para
obtener la maxima produccion diaria?

12.- Calcula las dimensiones de un rectangulo esimgtro de 240 metro, de manera que
el rectangulo sea el de area maxima.

13.- Se quiere construir un recipiente cilindrioo tapa, de base circular y de é#° de
volumen. Calcula las dimensiones que debe tenecgliente para que la cantidad de
metal sea minima.

14.- Encuentra dos numeros cuya suma sea 125 glqueducto de uno de ellos por el
cuadrado del otro sea maximo.

15.- Un ranchero quiere bardear dos corrales rgatares adyacentes idénticos, cada uno

de 900’ de éarea, ¢ Cuanto deben medir los rectangulosgp@rae haga la minima
cantidad de barda.

16.- Encuéntrese dos numeros cuyo producto-geay la suma de sus cuadrados sea
minima.

17.- Se quiere construir una caja sin tapa de 86,8®°. Si la caja debe tener el doble de
largo que de ancho, ¢ qué dimensiones debe tereegparocupe la menor cantidad de
material?

18.- Un cable de 1006m de longitud es cortado en dos piezas, una egaddi para formar
un cuadrado y la otra para formar un triangulo l&tgrio. ¢ Donde debe cortarse para
que la suma de las dos areas sea minima.

19.- Se quiere construir una caja con capacidatl ldeo. ¢ Cuales seran las medidas de la
caja para que se gaste el menor carton en coteruir

20.- Se quiere hacer una caja con un carton del22xcm cortando cuadrados iguales de
las esquinas y doblando hacia arriba los cuatraslaldallar las dimensiones de la caja
de mayor volumen que puede hacerse de esta manera.
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APLICACIONES DE DERIVADAS EN ECONOMIA

Funcion COSTO, INGRESO Y UTILIDAD.

Un grupo de taxis cobra a $1.00 el banderazs, $2.00 por kilometro.
Para calcular el cost€ de un viaje dex kildmetros recorridos:

Costo de 1 viaje de 1 kildbmetro C=2(1)+1= 3 pesos
1 kilometro a $2.00 pdémetro, més $1.00 por banderazo.

Costo de 1 viaje de 2 kildémetros C=2(2)+1= 5 pesos.
2 kilébmetro a $2.00 @dometro, mas $1.00 por banderazo.

Costo de 1 viaje de 3 kilémetros C=2(3)+ 1= 7 pesos.
3 kilometro a $2.00 pddémetro, mas $1.00 por banderazo.

El costo de un viaje de kilometros, se determina con la funcion lineal:
C(x)=2x+1

Se observa que la pendiente 2 es el incrementosie por kilometro.

En economia se dice que 2 es el costo marginal.

La cantidad 2x se llama costo variable, la ordenada al origertarseccion con el gj€
es 1, que es el costo del banderazo, y se le tasta fijo.

En general, una funcién de costo lineal tierfelma: C(x)=nmx+b

Donde: m es el costo marginal.
b es el costo fijo.
mx es el costo variable.
Se puede aplicar la férmula de la funcion costaralcular el costo de un viaje de 40

kilbmetros
C(40)= 2(40+ = $81.0

El costo de 1 kildbmetro adicional es de $2.0@ es el costo marginal.

Si hacemos la grafica de costo, la cual podeimespretar como una grafica de costo
contra kilbmetro seria como sigue:

CA
C(z)=2xz+1
4..
L
@ 3 . .
8 Costo marginal = pendiente =2
2..
1..
1 2 km
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El costo fijo es la ordenada al origen y el aonarginal es la pendiente de la recta.

La funcioncostoespecifica el costaC como una funcién de la cantidad de articubos
en consecuenciaC(x) es el costo dex articulos.

Elingreso que resulta de una o mas transacciones comeremlelspago total recibido y
se le llamangreso bruto.

Si 1 (x) es el ingreso por vender articulos al precio m cada uno, entonces es la
funcion lineal | (x)=mx y el precio de venta también se puede llamar smnearginal.

La utilidad es el ingreso neto, es decir, Io queda de los ingresos después de restarle
los costos.

Si la utilidad depende en forma lineal de laticad de articulos, la pendienten se
llama utilidad marginal.

La utilidad, el ingreso y el costo se relacionan la siguiente férmula:

Utilidad =ingreso— costo
U=I1-C

Si la utilidad es negativa, por ejempit®00, se denomina pérdida.

El equilibrio quiere decir que no hubo utilidaidperdida. De esta forma, el equilibrio se
alcanza cuandoU =0 o bien | =C.

El punto de equilibrio es la cantidad dearticulos a la cual se presenta el equilibrio.

Ejemplo 1: Si el costo diario (incluidos los costos de opénacide fabricar x camisetas
es, C(x)=8x+100 y los ingresos obtenidos por vender camisetas esl (x)=10x,
entonces la utilidad diaria que resulta de fabiycaender x camisetas es:

U(x)=1(x)—C(x)
=10x—(8+ 100
=2x—-100

El equilibrio se presenta cuandd(x)= 0, o bien cuandox =50.

Ejemplo 2: El gerente de una fabrica de refrigeradores obsgueael lunes la empresa
fabricd 30 refrigeradores a un costo de 425,00000martes fabricé 40 a un costo de
$30,000.00.

a) Hallar una funcion lineal de costo basada eml#bss. ¢ Cual es el gasto fijo diario y cual
es el costo marginal?
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b) La empresa vende sus refrigeradores a $1,5004& uno. ¢Cudl es el la funcion de
ingreso?

c) ¢ Cual es la funcién utilidad y cuantos refrigeras debe vender esa empresa, por dia,
para alcanzar el equilibrio?

SOLUCION:

a) El problema es determina@ en funcion dex C(x)=mx+b.
Se indica que C=2500C cuando x=30 y C=30000 cuando x=40, entonces
(30,25000 ( 40,300( son dos puntos de la recta.

La grafica seria:

C A
40 000

30 000

20 000 /
10 000

10 20 30 40
Cantidad de refrigeradores

Costo

v

Para hallar la ecuacién de ésta recta, se tnedagiendientem.

= C,—C, _ 30000- 25000 5000 .
X, — X, 40— 30 10

El costo marginal es de $500.00 por refrigerador
Aplicando la formula de punto pendiente con=500 y el punto (30, 25000).
Y= Yo =m(x=%,)
C—Cy=m(x—x,)
C—25000= 50@x— 30
C =500x— 15000+ 2500
C =500x+ 1000(

El costo fijo es de $10,000.00 y el costo nraabes de $500.00.
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b) El ingreso que obtiene la empresa por vendeefiigerador es de $1,500.00 pesos. Por
lo tanto, si vendex refrigeradores, obtiene un ingreso #éx) =1500x

c) Para hallar la utilidad usaremos la férmula:

U=1-C
U (x) =150« — ( 50+ 1000p
U (x) =1000x— 1000(
Donde:
U(x) es la utilidad diaria por fabricar y vendgrrefrigeradores por dia.

El equilibrio se obtiene cuandadJ (x)=0

U (x) =1000x— 1000(

1000x— 10006=
.- 10000_
1000

Para alcanzar el equilibrio, la empresa necésliacar y vender 10 refrigeradores por
dia.

Haciendo las graficas de ingreso y costo juntas:

A

I(x)=1500z
40000 7

30000 ¢ Utilidad

Punto de C () =500z + 10 000

20 000 tequilibrio
N

10 000 ;
Pérdida

v

10 20 30 40
Cantidad de refrigeradores

Para valores dex menores que el punto de equilibrio=10, U (x) es negativa por lo
gue la empresa tendra pérdidas.

Para valores dex mayores que el punto de equilibrie=10, U (x) es positiva donde
la empresa tendra utilidades. Esta es la razonlgpgue nos interesa el punto donde
U (x)=0, o bien | (x)=C(x).
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EJERCICIOS

1.- Un fabricante de pianos tiene un costo fijoridiale $1,200 y un costo marginal de
$1,500 por piano. Calcule el cos®(x) de fabricar x pianos en un dia.

2.- El costo de alquilar trajes para un evento8&dg deposito mas $20 por traje. Exprese
el costo C como una funcién dex, la cantidad de trajes alquilados.

3.- Una fabrica de bicicletas puede producir 10@aotes por dia, a un costo total de
$10,500, también puede ensamblar 120 bicicletagli@on un costo total de $11,000.
¢,Cudles son los costos fijos diarios de la empresaanto es el costo marginal por
bicicleta?

4.- Un fabricante de bebidas gaseosas puede prddi@i) cajas de producto por semana, a
un costo total de $6,000, y 1500 cajas a $8,50xu@alos costos fijos semanales del
fabricante, y el costo marginal por caja.

5.- El periodico de una escuela, el informadoneieostos fijos de produccién de $70 por
edicién, y costos marginales de impresion y distidn de 40 centavos por ejemplar.
El informador se vende a 50 centavos el ejemplar.

a) Escriba las funciones asociadas de cosjgso y utilidad.
b) ¢Qué utilidad (o pérdida) se obtieneealder 500 ejemplares.
c) ¢Cuantos ejemplares se deben vendeeptriaen equilibrio?

6.- La sociedad ecoldgica de la universidad cieatiésta organizando su campafia anual de
adquisicién de fondos, se cobraran 50 centavospemona por servir una orden de
pasta. Los Unicos gastos de la sociedad son & desla pasta, que se estiman en 15
centavos por racion, y $350 por la renta de laslisiones durante la tarde.

a) Escriba las funciones correspondienteod®cingreso vy utilidad.

b) ¢ Cuantas raciones de pasta debe venderiéalad para llegar al equilibrio?
c) ¢ Qué utilidad (o pérdida) resultara al werkb00 raciones de pasta?
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DEFINICION:

La funcion de costo marginal es la deriva@idx) de la funcion costaC(x) y mide la
tasa de cambio del costo respectx a

Las unidades del costo marginal son las debqust articulo. Se interpreta@ (x) como
el costo aproximado de producir un articulo mas.

Ejemplo 1: COSTO MARGINAL

El costo por fabricar reproductores de CD portaitie expresa con:
C(x)=150000+ 2&— 0.000&

Dondex es la cantidad de reproductores portatiles fathosa
Calcular la funcién de costo marginal y estimasasto de fabricar 50001 reproductor de
CD.

SOLUCION:

Como C(x)=150000+ 2&— 0.000& la funcién de costo marginal es:
C'(x) = 20— 0.000%

El costo de producir el 50001 reproductor esdatidad que subiria el costo total si la
produccion aumentara de 50000 a 50001 reproduct®cedo tanto, se necesita conocer la
tasa con la que aumentara el costo total al aumlenpaoduccion.

Esta tasa de cambio se mide con la derivadasgjeécosto marginal ex=5000C.

C'(x) = 20— 0.000X
C'(50000 = 20- 0.000@ 5000
C'(x)=10

Se estima que el 50001 reproductor costara.0810

En realidad el costo marginal sélo es una apragion al costo del 50001 reproductor.

C (50000 = c(50001);c( 50000

= C (50003 —C( 50000
= Costo del 50001 reproductor

El costo exacto del reproductor 50001 es:

C (50002 —C( 50000
[15000+ 24 50001 0.00¢1 50083 15000 (20 50000 QOBO00Q® |= 9.999
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Asi que el costo marginal es una buena aproximaxt costo real.

Gréficamente estamos usando la recta tangerdeapeoximar la funcion costo cerca de
un nivel de aproximacion de 50000.

Calcule el costo promedio por reproductor gaseican 50000
SOLUCION:

El costo por fabricar 50000 reproductores eatfogor:

C (50000 = 15006 20 50006 0.0001 50008 900

Como fabricar 50000 reproductores cuesta $90040 total, el costo promedio de
fabricacion de uno de ellos es igual a éste casidido entre 50000.

C (50000 = %(L $18.0! Costo promedio de 50000.

Si se fabrican 50000 reproductores, cada unstawab fabricante un promedio de $18.00.

No hay nada especial en el nimero 50000, sidtitgimos por x obtendremos el costo
promedio de fabricarx reproductores.

C(x)
B X
La funcion C(x) se le llama costo promedio.

C(x)=

En general a

C(x+h)—-C
[ (x r)] (X)] se le llama cociente de diferencias y expresastioc

promedio por articulo, de producir articulos mas un nivel actual de producciénxde
articulos.

PeroC’'(x) es mas facil de calcular que el cociente de difsees.

Ejemplo 2: COSTO PROMEDIO

Suponga que el costo en pesos de fabricar regiards de CD portétiles se representa

por:

X2

C(x) =150000+ 26—
10000

Donde x es la cantidad de reproductores fabricados. Galellcosto promedio por
reproductor si se fabrican 50000.
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SOLUCION:

El costo total por fabricar 50000 reproductorgts elado por:

50000
C(50000 = 15006- 20 50006 = $900,0
( 9 0 9 10000 ¥

Como fabricar 50000 reproductores cuesta $900¢h total, el costo promedio de
fabricacion de uno de ellos es igual a este casidido entre 50000.

$900000

C (50000 = = $18.0( por reproductor.
(50000 =2 550 = $18.0t por reprodu

Si se fabrican 50000 reproductores, cada unstawaé fabricante en promedio $18.00.

No hay nada de especial en el nUmero 50000,ssidtituimos porx obtenemos el costo
promedio de fabricarx reproductores para CD.

Alafuncion C(x) se le llama funcién de costo promedio.

En el ejemplo 1, calculamos el costo marginalnanivel de reproducciéon de 50000
reproductores como:

C'(50000 = $1C  por reproductor

El costo promedio y el costo marginal expresdéorimacion distinta pero relacionada.
El costo promedioC (50000 es el costo por articulo, de fabricare los prirae€s6000

reproductores, mientras que el costo margi@a(50000 expresa el costo aproximado de
fabricar el siguiente reproductor.

Segun nuestros célculos los primeros 50000 deotores cuestan $18.00 en promedio,
pero solo cuesta aproximadamente $10.00 pesasdakt 50001 reproductor.
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EJERCICIOS

1.- Cada una de las siguientes funciones represeontsto de fabricarx articulos.
Calcular el costo marginal en el nivel de produccion dada.

2

a) C(x)=10000+ %— x=1000
10000’
2
b) C(x)=20000+ %&— ; x=10000
20000
c) C(x)=15000+ 10&—%00 x=100
d) C(x)=20000+ 5&—&200 x=100

2.- El costo de publicidad, en miles de pesosyalesmitir comerciales en TV durante un
partido de futbol, esta dada por:

C(x)=150+ 120 — 0.00%*

a) Determinar la funcién de costo marginal y Usqraea estimar con que rapidez sube el
costo cuandox=4. Compare esto con el costo de transmitir el qusotaercial.

b) Calcular la funcién costo promed® y evaluarC(4). Comparar resultados con a).

3.- El costo de producirx ositos de peluche al dia, en una empresa, fueladtt por el
departamento de mercadeo y se obtuvo la formula:

C(x) =100+ 40x— 0.004*

a) Determinar la funcién de costo marginal y Usqraea estimar con que rapidez sube el
costo a un nivel de produccion de 100 ositos. Coengsto con el costo exacto e
producir 101 ositos.

b) Calcular la funcién costo promed® y evaluarC (100) .
¢Queé indica el resultado?
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1.-
2.-
3.-
4.-
5.-
6.-
7.-
8.-
9.-
10.-
11.-
12.-
13.-
14.-
15.-
16.-
17.-
18.-
19.-
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