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INTRODUCCION

Una de las aplicaciones mas interesantes en distintas disciplinas y en campos de
la fisica e inclusive en nuestra vida cotidiana son las vibraciones, tanto de
particulas, como de sistemas con alguna estructura y con las que tenemos

contacto directo o indirecto, voluntaria o involuntariamente todos los dias.

Las vibraciones, de diferentes estructuras, tan familiares para nosotros como los
puentes, cuerdas, mallas y edificios; también las sentimos cuando la naturaleza se
hace presente a través de sismos; o0 simplemente nos dan vida a través de los
latidos de nuestro corazon. Las vibraciones son tan variadas que otro ejemplo de
oscilacion es la forma mas precisa con la que actualmente se mide el tiempo y que
esta basada en las frecuencias de oscilacion de la transicion radiactiva del isétopo

de cesio 133, es decir, los relojes atébmicos.

De acuerdo con la mecéanica clasica y teoremas de existencia, cualquier vibracion
armonica se puede describir como una combinacioén lineal de los llamados modos
normales (o propios) de vibracion del sistema en cuestién. Los primeros modelos
para entender la interaccién entre los nucleones y que dan lugar al nicleo atémico

estan basados en la forma de un potencial tipo oscilador arménico.

Es por la utilidad potencial de las vibraciones que el presente trabajo desarrolla,
con detalle, la teoria de vibraciones pequefias que admiten un potencial tipo

oscilador arménico (o de resorte simple) y en cuanto el sistema sea de varias
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particulas o estructuras, se trabajan y desarrollan hasta en 3 dimensiones (3D) los

modos normales de vibracion.

Otra circunstancia que constituye algo importante y que se repite con frecuencia,
es determinar si un movimiento dado de un sistema dinamico es o0 no estable, y en
caso de serlo, hallar las caracteristicas de las pequefias vibraciones alrededor de
dicho movimiento. El problema méas sencillo de este tipo es el que se refiere a la

estabilidad de una posicién de equilibrio.

La finalidad de este trabajo es obtener un método tedrico eficiente, asi como un
modelo en computadora, que contenga el desarrollo teérico del método obtenido,
con lo que sera posible resolver y encontrar los modos normales en el problema
de las vibraciones, en mallas y sistemas en tres dimensiones, de muchas

particulas.

De igual modo, se espera que este método sea util a otros estudiantes e
investigadores que estén trabajando en problemas afines a vibraciones en

cristales, sismos, etc.

Asi pues, se iniciara por discutir el problema del oscilador arménico simple y
algunas de sus aplicaciones. Después, analizaremos la cadena lineal homogénea,
la cual se compone del acoplamiento de varios osciladores armaénicos simples. Por
altimo, se discutira el problema de las vibraciones en mallas, tema nodal de la

propuesta.

Introduccion 2



TEORIA

En este capitulo, vamos a estudiar un sistema formado por n particulas, de la
misma masa m o de diferentes masas, unidas por muelles elasticos iguales de

constante k, que denominaremos como malla, de aqui en adelante.

Estudiaremos los modos normales de vibracion de un sistema formado por
muelles y particulas, como continuacién y generalizacion del sistema formado por
n osciladores acoplados. Esto nos ayudara a comprender los modos normales de
vibracion de una cuerda fija por sus extremos, también denominados ondas

estacionarias.

1.1. Oscilaciones lineales libres

Una forma muy comun del movimiento de los sistemas mecanicos son las
pequefias oscilaciones de un sistema alrededor de su posicion de equilibrio
estable. Comenzaremos con el caso mas sencillo, el de un sistema con un solo

grado de libertad.

Un sistema esta en equilibrio estable cuando su energia potencial V(q) es

minima; al separarlo de esta posicion se origina una fuerza —dV/dg que tiende a
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devolver el sistema al equilibrio. Sea q, el valor de la coordenada generalizada
correspondiente a la posicion de equilibrio. Al desarrollar V(q)-V(q,) en serie de
potencias de - q, para pequefas desviaciones de la posicion de equilibrio, basta

conservar el primer termino no nulo; en general, este término es de segundo orden
V(@) -V (do) = $k(a-a,)°

donde k es un coeficiente positivo (el valor de la segunda derivada V"(q) para
g=0,). En lo que sigue mediremos la energia potencial a partir de su valor minimo

(esto es, haremos V(q,) =0) y designaremos por

X=0q-0, (1.1.1)
la separacién de coordenadas de su valor de equilibrio. Entonces,
V(X) = 2 k¢ (1.1.2)

Por otro lado, la energia cinética de un sistema con un grado de libertad es en

general de la forma.
3a(9)g’ =3 a(@)x".
En la misma aproximacion, es suficiente sustituir la funcién a(q) por su valor para
g=q,- Escribiendo para simplificar?
a(gy) = m,

entonces se tiene la siguiente expresion para la lagrangiana de un sistema que

realiza pequefas oscilaciones lineales?:

L=2me—Lke. (1.1.3)
2

2

10bservemos que la magnitud M coincide con la masa solamente si X es la coordenada cartesiana de la
particula.
2A tal sistema se |e llama frecuentemente oscilador lineal.

Capitulo 1 (Teoria) 4



Y la ecuacion de movimiento correspondiente a esta funcion es:

mx + kx=0, (1.1.4)

X+w’x=0, (1.1.5)

donde,

w=[(k/m). (1.1.6)

La ecuacion diferencial lineal (1.1.5) tiene dos soluciones independientes: cos(wt)

y sen(wt), por lo tanto su solucidn general es
X = ¢, cos(at) + c,sen(at) . (1.1.7)
Esta expresion también puede escribirse en la forma
X =acos(awt + ) . (1.1.8)

Puesto que cos(wt + ) = cos(wt) cos(a) — sen(wt)sen(a), la comparacion con (1.1.7)

muestra que las constantes arbitrarias a y « estan relacionadas con c, y ¢, por

a=-/(c’+c,, tg(a)=-c,/c, . (1.1.9)

Entonces, en las proximidades de su posicion de equilibrio estable, un sistema
ejecuta un movimiento oscilatorio armonico. El coeficiente a del factor periddico
en (1.1.8) se llama amplitud de las oscilaciones, y el argumento del coseno su
fase; a es el valor inicial de la fase, y depende evidentemente de la eleccién del
origen de tiempos. La magnitud @ es la frecuencia angular del las oscilaciones;
sin embargo, en fisica tedrica se le acostumbra llamar simplemente frecuencia,

denominacion que emplearemos en adelante.

La frecuencia, que no depende de las condiciones iniciales del movimiento, es la

caracteristica fundamental de las oscilaciones. De acuerdo con (1.1.6) esta
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completamente determinada por las propiedades del sistema mecanico.
Observemos, sin embargo, que esta propiedad de la frecuencia es valida en la
hipotesis de pequehas oscilaciones, y desaparece cuando se pasa a
aproximaciones superiores. Matematicamente significa que es valida si la energia

potencial es una funcion cuadratica de la coordenada3.
La energia de un sistema que realiza pequefas oscilaciones es:
E=1mx® +1kx* =1 m(x* + w*x?)
0, sustituyendo aqui (1.1.8)
E=1imo’a’. (1.1.10)
La energia es proporcional al cuadrado de la amplitud de las oscilaciones.

A menudo es cdmodo representar la relacién entre la coordenada de sistema

oscilante y el tiempo por la parte real de una expresion compleja
x = rel Aexp(iat)], (1.1.11)
donde A es una constante compleja; haciendo

A=aexp(ix), (1.1.12)

volvemos a la expresion (1.1.8). La constante A se llama amplitud compleja; su

modulo es la amplitud ordinaria, y su argumento es la fase inicial.

El uso de factores exponenciales es matematicamente mas sencillo que el de los
factores trigonométricos, ya que la diferenciacion no cambia su forma. Asi,
mientras se efectuan operaciones lineales (suma, multiplicacién por coeficientes
constantes, diferenciacion e integracion), puede omitirse el signo re, tomando la

parte real en el resultado final de los calculos.

3En consecuencia, no es valederasi para X =0 lafuncion V(X) tiene un minimo de orden més elevado, es
decir,s V = X",n> 2.
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1.2. Oscilaciones de sistemas con varios grados de libertad

La teoria de las oscilaciones libres de un sistema con s grados de libertad es

analoga a la de las oscilaciones estudiadas en la seccién 1.1.

Supongamos que la energia potencial V de un sistema en funcion de sus

coordenadas generalizadas q(i=12,...,5) tiene un minimo para ¢ =0,-

Introduciendo los pequefios desplazamientos
X =0 0o (1.2.1)

y desarrollando V con respecto a x hasta los términos de segundo orden, se

obtiene la energia potencial como forma cuadratica definida positiva:

V=1> kXX, (1.2.2)
ik

donde tomamos de nuevo el valor minimo de la energia potencial como cero.

Puesto que los coeficientes k, y k, de (1.2.2) multiplican a la misma cantidad

XX, , esta claro que se les puede considerar simétricos con respecto a sus indices.

En la energia cinética, que en general es de la forma
%Zaik (Q)quk )

hacemos g, =q, en los coeficientes a,, y designando a,(q,) por m, se obtiene

la energia cinética como forma cuadratica definida positiva

%kaXiXk (1.2.3)
K

Los coeficientes m, también se pueden considerar siempre simétricos con

respecto a sus indices
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m,=my.

Entonces, la lagrangiana de un sistema que ejecuta pequenas oscilaciones libres

es:
L:%Z(mkxixk_kikxixk)' (1.2.4)
Deduzcamos ahora las ecuaciones del movimiento. Para determinar las derivadas
que ellas implican, escribimos la diferencia total de la lagrangiana:
dL =3 > (M dx, +myx,dx — ki x dx, — kX dx ).
ik
Puesto que el valor de la suma no depende evidentemente de la eleccion de los

indices, intercambiamos i con k en el primer y tercer término del paréntesis;

teniendo en cuenta la simetria de los coeficientes m,, y k., se obtiene
dL =" (my X, dx — K X dx;) .
De donde
o’l./o’}'(izzk:mkxk, d_/o”)q:—zk:kikxk.
Consecuentemente las ecuaciones de Lagrange son:

> m X+ > kX, =0. (1.2.5)
k k

Constituyen un sistema de s(i=1...,5) ecuaciones diferenciales lineales

homogéneas con coeficientes constantes.

Siguiendo la regla general de resoluciones de estas ecuaciones, busquemos S

funciones incognitas x, (t) de la forma

X, = A exp(tat) , (1.2.6)
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siendo las A constantes a determinar. Sustituyendo (1.2.6) en el sistema (1.2.5) y
dividiendo todo por exp(iwt), se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas

lineales y homogéneas, a las que deben satisfacer las constantes A :
Y (~o’m, +k)A =0. (1.27)
k

Para que este sistema tenga soluciones distintas de cero, el determinante de sus

coeficientes debe anularse.

Ky - @’m,|=0. (1.2.8)

Esta es la ecuacion caracteristica y es de grado s con respecto a w®. En general,
tiene s raices distintas reales y positivas %2 (x=12,...,8); en ciertos casos
particulares algunas de estas raices pueden coincidir. Las magnitudes o, asi

definidas, se llaman frecuencias propias del sistema.

De consideraciones fisicas resulta evidente el caracter real y positivo de las raices
de las ecuacion (1.2.8). En efecto, supongamos que o tuviese una parte

imaginaria; las relaciones (1.2.6) que dan las coordenadas x, en funcion del
tiempo (y, por lo tanto, también las velocidades x,) tendrian entonces un factor

exponencial creciente o decreciente. Pero la existencia de tal factor es inadmisible
ya que conduciria a una variacion con el tiempo de la energia total E=V +T del

sistema, y por lo tanto no se conservaria.

Se puede llegar a la misma conclusién por un método puramente matematico.
Multiplicando la ecuacion (1.2.7) por la magnitud conjugada A" y sumando sobre

i, se tiene,
> (o'm, +k)AA =0,

de donde,
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»* =ZkikA*A</zmkA*A< .

Como los coeficientes k, y m, son reales y simétricos, las formas cuadraticas del

numerador y denominador de esta expresidn son reales; en efecto
(ZkikA*Ak) = ZkikA Ak* = zkkiAAk* = ZkikAkA* .
y al ser esencialmente positivas, »° es igualmente positivo*.

Una vez determinadas las frecuencias o, , se sustituyen en las ecuaciones (1.2.7),
y obtenemos los coeficientes correspondientes A, . Si todas la raices o, de la
ecuacion caracteristica son distintas, los coeficientes A son proporcionales a los

menores del determinante (1.2.8), en el que @ se ha sustituido por sus valores

o,; sean A,, estos menores. Se tiene entonces como solucion particular del

ol

sistema (1.2.5)
AkaCa exp(la)at) ’
siendo C, una constante compleja arbitraria.

La solucién general es la suma de estas s soluciones particulares. Tomando la

parte real escribimos,

X =red> A, C, expliw,t) =D A,,0,, (1.2.9)
a=1 a
donde,
0, =rgC, exp(ia,t)]. (1.2.10)

4El caréacter definido positivo de la forma cuadrética construida con los coeficientes K, es evidente de su
definicion en (1.2.2) para valores reales de las variables. Si se escriben las magnitudes complejas en forma
explicita @, + 0, , se obtiene, haciendo uso de nuevo de lasimetriade las K, :

ankA*Ak :Zkik(ai _lb|)x(ak+lbk):zkikaiak+zkikblbk'

gue es la suma de dos formas definidas positivas.
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Asi, la variacion con el tiempo de cada coordenada del sistema es una
superposicion de s oscilaciones periddicas simples ©,,0,,...,0,, de amplitudes y

fases arbitrarias, pero de frecuencias completamente determinadas.

Surge la cuestidon natural de si es posible escoger las coordenadas generalizadas
de modo tal que cada una de ellas realice una oscilacion simple. La forma de la
integral general (1.2.9) indica el medio de resolver el problema. En efecto,
considerando las s relaciones (1.2.9) como un sistema de ecuaciones de s

incognitas ©®_,, se puede, resolviendo este sistema, expresar las magnitudes
0,,0,,...,0, en funcién de las coordenadas Xx,X,,...,X,. Las magnitudes ©,

pueden, por lo tanto, considerarse como nuevas coordenadas generalizadas,
llamadas coordenadas normales (o principales), y las oscilaciones periodicas

simples que realizan se llaman oscilaciones normales del sistema.

Las coordenadas normales ®  satisfacen, como consecuencia de su definicion, a

las ecuaciones
O, +v,°0,=0. (1.2.11)

Esto significa que en coordenadas normales las ecuaciones del movimiento se
convierten en s ecuaciones independientes. La aceleracion de cada coordenada
normal solo depende del valor de esta misma coordenada, y para determinar
completamente su dependencia con el tiempo, basta conocer los valores iniciales
de la coordenada y de la velocidad correspondiente. En otras palabras, las

oscilaciones normales del sistema son totalmente independientes.

De todo esto, resulta evidente que la lagrangiana expresada en coordenadas
normales es una suma de expresiones, cada una de las cuales corresponde a una

oscilacion lineal de frecuencia @, , es decir, toma la forma

L=>1im, (0, -0,’0,7), (1.2.12)
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donde las m, son constantes positivas. Matematicamente quiere decir que por la

transformacién (1.2.9) las dos formas cuadraticas, energia cinética (1.2.3) y

energia potencial (1.2.2), toman simultdneamente la forma diagonal.

Se escogen ordinariamente las coordenadas normales de manera que los
coeficientes de los cuadrados de las velocidades en la lagrangiana sean iguales a

un medio. Para ello basta definir unas nuevas coordenadas normales Q, por las

igualdades

Q,=/mo, . (1.2.13)

o

Entonces,
L = %Z(Qaz _a)azQaz) "

La discusion anterior debe modificarse ligeramente en el caso en que la ecuacion
caracteristica tiene una o varias raices multiples. La forma general (1.2.9), (1.2.10)
de la integral de las ecuaciones de movimiento permanece invariable, con el

mismo numero s de términos, y la unica diferencia es que los coeficientes A,,

correspondientes a las frecuencias multiples no son los menores del determinante,

que en este caso se anulans.

A cada frecuencia multiple (también se dice degenerada) corresponde un numero
de coordenadas normales distintas igual al grado de degeneracion, pero la
eleccidn de estas coordenadas no es unica. Puesto que en la energia cinética y en

la energia potencial las coordenadas normales (de igual o, ) entran en forma de
2 2 H
sumas ZQO, y ZQa que se transforman de la misma manera, se la puede

someter a cualquier transformacion lineal que deje invariante estas sumas de

cuadrados.

SLa imposibilidad de que en la integral general aparezcan al lado de los factores exponenciales del tiempo,
factores algebraicos, es evidente de las mismas consideraciones fisicas que excluyen la existencia de
"frecuencias' complejas: la presencia de tales factores violarialaley de la conservacién de laenergia.
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En las oscilaciones tridimensionales de una particula en un cuerpo exterior
constante, la determinacion de las coordenadas normales es muy sencilla.
Tomando el origen de las coordenadas cartesianas en el punto en que la energia

potencial V(X,Y,z) es minima, se obtiene esta energia como una forma cuadratica

de las variables x,y, z; la energia cinética
1 2 .2 2
T=imX+y° +2)

(m es la masa de la particula) no depende de la orientacion de los ejes
coordenados. Por tanto, basta reducir, por una eleccién conveniente los ejes, la

energia potencial a una forma diagonal. Entonces
L=2im(x® +y®+2%) -1 (kX +Kk,y* + k%), (1.2.14)

y las oscilaciones normales tienen lugar a lo largo de los ejes x,y,z, con

frecuencias

o, = (/M) 0, = [k M), 0, = (/).

En el caso particular de un campo central (k =k, =k, =k,U =1kr?) estas tres

frecuencias coinciden.

El uso de las coordenadas normales hace posible la reduccion del problema de
oscilaciones forzadas de un sistema de varios grados de libertad a una serie de
problemas de oscilaciones forzadas lineales. Teniendo en cuenta la accion de las

fuerzas exteriores variables, la lagrangiana del sistema se escribe

L=L,+ > F ()X, (1.2.15)

donde L, es la lagrangiana de las oscilaciones libres. Sustituyendo las

coordenadas X, por las coordenadas normales, se obtiene,

L=1>(Q,"-,Q,)+>_ f,()Q, , (1.2.16)
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donde,
f, ()= F®A,//m, .
k
Las ecuaciones de movimiento son entonces,

Q,+0,’Q, = f,[1) (1.2.17)

y cada una solo contiene una funcion incognita Q_ (t) .

1.3. Condicion de estabilidad en la proximidad de una configuracion de
equilibrio

Consideremos un sistema mecanico descrito mediante coordenadas generalizadas
X,-+X;, Y sujeto a fuerzas derivables de una energia potencial V(x,...,X;)

independiente del tiempo. Si el sistema esta sujeto a ligaduras, supondremos que

las coordenadas se han elegido de modo que X,,...,X; sean libres. El sistema

coordenado es fijo en el tiempo, por lo que la energia cinética tiene la forma

f .
T=Z%M|kX| Xk | (1.3.1)

Las ecuaciones de Lagrange son entonces

f

2

t=1

Lo M
(Mlkx.)—;l; @(:“x.xnﬁ%:o, k=1...,f. (1.3.2)

ala

Estas ecuaciones tienen una solucién que corresponde a una configuracion de
equilibrio para la cual todas las coordenadas permanecen constantes si es posible
despejarlas al igualar a cero todos los términos dependientes de la velocidad. El
sistema puede, por tanto, estar en equilibrio en cualquier configuracion para la

cual las fuerzas generalizadas se anulen:
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N o k=1..f. (1.3.3)
29

Para hallar las posiciones de equilibrio, caso de que existan, es preciso resolver

estas f ecuaciones.

La cuestion de estabilidad es facil de resolver en este caso. Si para una

configuracion de equilibrio x?,...,x° es minima V(x,..,X;) respecto a todas las

configuraciones proximas x)+dx’,...,x? +5?, se trata de una configuracion
estable. La energia total

E=T+V (1.3.4)
es constante. Sea

E=V(X,...x°) +E (1.3.5)

la  energia  correspondiente a  condiciones iniciales  cualesquiera

XD+ X, X0+ X5 X,..., X0 proximas al equilibrio. Entonces si 6x0,..., %7 ; X,..., X0

son bastante pequefias, podemos hacer 6E tan pequefia como queramos. Dado
que T no es nunca negativa, el movimiento queda restringido por la ecuacion

(1.3.4) a una region en el espacio de configuracion para la cual

V(Xos X ) SV OO, .. x0) + OE . (1.3.6)

Puesto que V es minima en (X’,..,x7), si 6E es suficientemente pequefia, el
movimiento queda restringido a una pequefia region proxima a x;,...,x°. Ademas,
ya que

T <¢E, (1.3.7)

las velocidades x,,...,X; quedan limitadas a valores pequefios. En consecuencia, el

equilibrio es estable en el sentido de que los movimientos a velocidades pequenas

cerca de la configuracion de equilibrio permanecen préximos a esta configuracién.
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Inversamente, si V. no es minima en las proximidades de x’,...,x? entonces es

plausible que el equilibrio sea inestable, ya que en cierta direccion que se aleje de

x2,...,x?, V disminuira. Si pueden elegirse las coordenadas de modo que x,, p. €j.,

corresponda a esa direccién, y que sea ortogonal a las otras coordenadas,

entonces la ecuacion (1.3.2) para x, es

d " 1oM oV
(Myx)— > = m

—(M - (X =——— 1.3.8
g M%)~ 25T (1.3.8)

Para velocidades bastante pequefas, tales que los términos cuadraticos en las

velocidades sean despreciables, esta ecuacion se convierte en

oV
MX =—- (1.3.9)

24

Pero cuando nos alejamos del equilibrio en la direccién x, oV/dx se hace
negativa, y X tiene una aceleracion positiva alejandose de la posicion de

equilibrio. En la seccidn 1.5 se ofrecera una demostracion mas rigurosa de que el

equilibrio es inestable donde V no es minima.

Recordaremos las condiciones para una posicion de minimo. Si x/,...,X; es una

configuracion de equilibrio para la cual se cumple la ecuaciéon (1.3.3), entonces

hay un minimo de V(x,,...,X;) relativo a configuraciones préximas, si son positivos

todos los determinantes siguientes:

AR AL R
2 f

N oo KM% g :1>0, (1.3.10)
o oV oV o o
2 e -
0% 0% ox, 0% o

donde las derivadas estan calculadas en x?,...,x? .6

6 W. F. Osgood: Advanced Calculus. Nueva Y ork: Macmillan, 1925, pag. 179.
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1.4. Ecuaciones de movimiento linealizadas en la proximidad de una

configuracion de equilibrio

Se trata de estudiar ahora el movimiento de un sistema en la proximidad de una
configuracion de equilibrio. Se eligiran las coordenadas de modo que la
configuracion de equilibrio se encuentre en el origen x =...=X; =0. La energia

potencial V ha de desarrollarse en serie de Taylor en x,,...,X; . Puede omitirse el

término constante V(0,...,0), pues no entra en las ecuaciones de movimiento. En

vista de las ecuaciones (1.3.3), faltaran los términos lineales. Si nuestro estudio se

reduce a pequefios valores de Xx,...,X; pueden despreciarse los términos cubicos

y potencias superiores en Xx,,...,X;, de modo que

V=

k,

3 KX (1.4.1)

f
=1

donde

K, :‘92\/} (1.4.2)
axkx' X =...=X; =0

Puesto que el sistema coordenado es fijo, la energia cinética es

T=

k,

TM XX . (1.4.3)

f
=1

En general, los coeficientes M,, pueden ser funciones de las coordenadas; pero

dado que las velocidades han de ser pequefas, hasta términos de segundo orden

en X,...,X; X,..X;, cabe tomar M, como los valores de los coeficientes en

X=...=X%X=0.
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Las ecuaciones (1.4.1) y (1.4.3) pueden escribirse de modo sugestivo

introduciendo en el espacio de configuracion de f dimensiones de un vector

configuracion x de componentes x,..., X; :

X = (X, %) (1.4.4)

Los coeficientes K,, y M,, se convierten en las componentes de los tensores

K=| : 2 I VIS 0 (1.4.5)

Estos tensores son simétricos, o pueden tomarse como tales, ya que segun (1.4.2)

Ky =Ky, (1.4.6)

y en la ecuacion de definicion (1.4.3) solo se define como coeficiente de X X = XX,

la suma (M, +M,,) . Por tanto, puede exigirse que

My =M,. (1.4.7)

T=ix-M-X, (1.4.8)

V=Ix-K-Xx. (1.4.9)
Las ecuaciones de Lagrange isqt—gqtzo, k=1,...,f toman laforma

M-x+K-x=0. (1.4.10)

g : L d?x
Esta ecuacién muestra una semejanza formal con la ecuacion mFH(x:O del

oscilador armoénico simple. Si escribimos (1.4.10) en forma de componentes,
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obtenemos una generalizacion directa de las ecuaciones mx, = -k x —k,(x,+Xx,) y

m,X, = —-K,X, —K;(X +X,) para dos osciladores arménicos acoplados.

La ecuacion (1.4.10) puede resolverse por el mismo método que las ecuaciones

mx, =-kX —K,(X +%X,) Yy mX, =-K,x, —K;(X + X,) . Ensayemos
x=Ce", (1.4.11)
donde C=(C,...,C;) es un vector constante cuyas componentes C,,...,C,
pueden ser complejas. Sustituyendo en (1.4.10) y dividiendo por e”:
p’M -C+K -C=0. (1.4.12)

Escribiendo en funcion de componentes, se obtiene

f
3 (p?M, +K,)C =0, k=1..,f. (1.4.13)

1=1

Si C,...,C; no son todas nulas, ha de anularse el determinante de los

coeficientes:

p2M11+ K11 pZle + Klf
S : =0. (1.4.14)

P’M +K - p’My + Ky

Esta es una ecuacién de grado f en p? cuyas f soluciones, p?=w?, dan las f
frecuencias normales de oscilacion. Podemos sustituir entonces cualquier pf en
las ecuaciones (1.4.13) y despejar las componentes C; del vector C; (salvo, un

factor arbitrario). Se obtiene entonces la solucidn como una superposicion de

vibraciones normales, lo mismo que para el caso de dos osciladores acoplados.
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1.5. Modos normales de vibracion

Si las coordenadas x,...,X; son ortogonales, el tensor M estara en forma

diagonal:
M, =M,0,. (1.5.1)

Cuando las coordenadas no son ortogonales, puede diagonalizarse M por el

método de diagonalizacion de un tensor simétrico, generalizado a f dimensiones.
(Se utilizara después el mismo método para diagonalizar la energia potencial.)
Supongamos que se ha realizado esto y que las coordenadas Xx,...,X; son las
componentes de x a lo largo de los ejes principales de M, de modo que se

cumple la ecuacion (1.5.1). (Si x,...,X; son las coordenadas rectangulares de un

conjunto de particulas, M, es la masa de la particula cuya coordenada es x, .)

Definimos ahora un nuevo vector y de coordenadas vy,,...,Yy,; dadas por

V=M x)"?, k=1...,f. (1.5.2)

Observemos que la configuracidn del sistema viene especificada ahora por un
vector y en un nuevo espacio vectorial relacionado con el espacio x por un
alargamiento o compresion a lo largo de cada eje, dados por la ecuacion (1.5.2).

La energia cinética en funcion de y es

f
T=1y-y=>1y:. (1.5.3)

k=1

Evidentemente, la expresion de la energia cinética no varia si hacemos girar el

sistema coordenado Yy, lo cual constituye la razon de introducir el vector y .

La energia potencial viene dada por

V= %Wkl YeYio (1-5-4)

1

yWy:

k,

N

f
|=
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donde

KkI
Wkl = W (1 55)
Las ecuaciones de movimiento son
y+W.y=0. (1.5.6)

El tensor W es simétrico y puede, por tanto, diagonalizarse por el método de

diagonalizaciéon de un tensor simeétrico. Sea e; un vector propio de W

correspondiente al valor propio W, :
W-e =We,, (1.5.7)
y a; las componentes de e, en el sistema coordenado y:

e =(a,..,a5), j=1...,f. (1.5.8)

Podemos escribir entonces la ecuacioén (1.5.7) en funcién de componentes:

f

Z(Wkl -W,0,)a, =0, k=1..,f (1.5.9)

1=1

De nuevo, la condicion para que exista solucién no nula es

ll_Wj VV12 Vvlf
W Mmoo W (1.5.10)
Wfl sz Wff _Wj

Esta es una ecuacion algebraica de grado f que ha de resolverse para obtener

las f raices de W,. Obsérvese que se trata de la misma ecuacion (1.4.14) si
p’ =-W, y dividimos el primer miembro de (1.4.14) por M,-M,---M, recordando

que M, viene dado ahora por (1.5.1). Cada raiz W, a de sustituirse en (1.5.9),
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que puede resolverse para hallar las razones a;:a,;:...:q;

.- Las a; pueden

SaZ=1. (1.5.11)

Sabemos que las raices W, son reales y, por tanto, los coeficientes a; son
también reales. Ademas, los vectores unitarios e;, g son ortogonales’, pues

W, =W . Tenemos, por tanto,

e.e=65 (1.5.12)

f
> aa, =0;. (1.5.13)
1=1

En el caso de degeneracién, cuando dos o mas raices W, son iguales, cabe elegir

todavia las a; de modo que los correspondientes e; sean ortogonales.

Sean ahora q,,...,q, las componentes del vector configuracion y en la base

€,...,&:
y=2.0¢. (1.5.14)
En funciéon de componentes en el sistema coordenado vy inicial,

f
Yi =280, - (1.5.15)
j=1

7 El dgebra vectorial abstracta se acostumbra emplear el término ortogonal en vez de perpendicular cuando
los vectores solo tienen un significado algebraico y no necesariamente geomeétrico.
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Inversamente, multiplicando escalarmente la ecuacion (1.5.14) por e,y utilizando

(1.5.8) y (1.5.12), se obtiene:
f
G =8 Y- (1.5.16)
k=1

La energia potencial en el sistema coordenado q,,...,q; que diagonalizaa W, es
f
V=>1Wqg’. (1.5.17)

Puesto que V es minima en el origen y =0, los valores propios W,,...,W, han de
ser todos positivos; en otro caso, para ciertos valores de ¢,,...,q;, V seria
negativa. Si V no fuera minima, algunos de los valores propios W, serian
negativos. (El caso especial W, =0 puede corresponder o no a un minimo, segun

sean los términos de orden superior despreciados.) Hagamos
W, = o . (1.5.18)

La energia cinética (1.5.3) es, en este caso,
f
T:z%qu' (1.5.19)

Teniendo en cuenta (1.5.17) y (1.5.19), las ecuaciones de Lagrange se desdoblan

en ecuaciones para cada coordenada (; :
qj+a)qu=0, i=1...,f. (1.5.20)
Las coordenadas ¢; se denominan coordenadas normales. La solucion es

q, = Ajcosot+Bsenot, j=1..,f, (1.5.21)
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donde A, y B, son constantes arbitrarias. Puede escribirse la solucion en funcion

de las coordenadas originales, utilizando las ecuaciones (1.5.2) y (1.5.15):

f
X =MF> a, (A cosat+ Bsenat) . (1.5.22)

j=1

Los coeficientes son

f
A =0;(0) =D aMx (0) (1.5.23)
k=1
y
f
B, = 0;'q(0) = >_ »;'a,M % (0). (1.5.24)
k=1

Tenemos, por tanto, la solucion completa para pequenas vibraciones alrededor de

una posicion de equilibrio estable.

Cuando el numero de grados de libertad es grande, la resolucion de la ecuacién
(1.5.10) puede suponer un enorme trabajo que, en general, solo es factible
numeéricamente para valores dados de los coeficientes. Sin embargo, en ciertos
casos pueden conocerse de antemano algunas de las raices (se sabe a menudo
que ciertas frecuencias normales son nulas) o, a partir de consideraciones de
simetria, es posible saber que determinadas raices son iguales. Cualquier

informacion de este tipo ayuda a descomponer en factores la ecuacién (1.5.10).

Si V no es minima en x =...=X; =0, y algunos de los coeficientes W, son

negativos, se obtienen entonces soluciones de tipos exponencial. Esto demuestra
que el movimiento es en este caso inestable, ya que la solucion (salvo para
condiciones iniciales muy especiales) contendra términos que aumentan
exponencialmente con el tiempo, al menos hasta que la aproximacion lineal que
hemos hecho en las ecuaciones de movimiento no sea ya valida. El caso en que

cierta W; es nula no se estudiara aqui con detalle. En la aproximacion lineal que
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estamos haciendo, la g; correspondiente es constante, y esto corresponde a lo
que se denomina equilibrio indiferente. EI movimiento tendra lugar a q; constante
hasta que q; sea lo bastante grande para que sea preciso considerar términos no

lineales en q; .

Puede observarse que al hallar las coordenadas normales hemos encontrado una

transformacion de las coordenadas x,...,x; a las q,...,q;, que diagonaliza

simultaneamente dos formas cuadraticas, T y V. A menos que dos tensores
tengan los mismos ejes principales, es naturalmente imposible diagonalizarlos a la
vez mediante una rotacién del sistema coordenado. Sin embargo, si se permite
que el sistema coordenado se alargue o se comprima segun ejes elegidos, como
en la transformacion (1.5.2), entonces es posible llevar simultdneamente dos
expresiones cuadraticas a una forma diagonal (siempre que al menos una sea
definida positiva o negativa). Hallemos en primer lugar los ejes principales del
primer tensor, que por alargamiento o compresion a lo largo de los ejes
principales, se puede reducir a un tensor constante (siempre los valores propios
sean todos positivos o todos negativos). En el caso anterior, redujimos M a 1 con
la transformacion (1.5.2). Puesto que para un tensor constante, todos los ejes son
principales del segundo tensor, modificados por el alargamiento de las
coordenadas, reduciran ambos tensores a la forma diagonal. Sera instructivo para
el lector dar una interpretacion geométrica de este procedimiento, en el caso de
tensores de dos o tres dimensiones, representando cada tensor por su curva o
superficie cuadratica asociada. Cuando se manejan vectores y tensores en el
espacio fisico, no se considera de ordinario un alargamiento no uniforme de ejes
porque ello deforma la geometria del espacio. Al ocuparnos de un espacio
vectorial abstracto, cabe considerar cualquier transformacion que sea conveniente

para los fines algebraicos que nos interesen.
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1.6 Acoplamiento de dos osciladores armonicos

Comencemos considerando el caso mas sencillo de movimiento acoplado: dos
osciladores armonicos iguales unidos por un muelle. Sea x la constante

recuperadora del muelle en cada uno de los osciladores y «x,, la del muelle de

acoplamiento, en correspondencia con la situacién que se ilustra en la figura 1.6-1.
El movimiento esta limitado a la recta que une las masas, por lo cual el sistema

solo poseera dos grados de libertad, representados por las coordenadas X; y X,,

cada una de las cuales se medira a partir de la posicion de equilibrio.

Si m, y m, sufren desplazamientos de valores X, y X,, respectivamente, a partir
de sus posiciones de equilibrio, sobre m, actuara una fuerza —xx, —x,(% —X,) y
sobre m, una fuerza -xX,—-x,(X,—X%). Por consiguiente, las ecuaciones de

movimiento seran
MX, + (K + K1) X, — K3,%, = 0 (1.6.1)
MX, + (& + &,) X, — K1,% =0

m =M m, =M
00000 @~ TU000ubsUo0 0 @ — I s ool
K=K | K2 Ka =K

Fig. 1.6-1

Como cabe esperar que el movimiento sea oscilatorio, probaremos una solucion

de la forma

%) =Be” (1.6.2)
X, (t) = B,
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donde ha de determinarse la pulsacién @ y pueden ser complejas las amplitudes
B, y B,8, aunque sdlo tengan significado fisico las partes reales de x(t) y X,(t).

Llevando estas expresiones de los desplazamientos a las ecuaciones de

movimiento, encontrados

~Ma’Be” + (x +x,,)Be” —x,,B,€” =0 (16.3)
~Mw’B,€” + (x +x,,)B,€”" —x,,B€” =0 o
Agrupando términos y suprimiendo el factor comun exponencial, se obtiene
(k+ K, - M®®)B, —x,,B, =0 (1.6.4)
—k,B, + (kK + k, —M®®)B, =0

Para que este sistema de ecuaciones tenga una solucion no trivial, debe ser nulo

el determinante de los coeficientes de B, y B,:

K+K12—Ma)2 — K =0 (1.6.5)
— Ky, K+k,—Mo
Desarrollando este determinante secular, resulta
(k + K, —M@®)* —xf, =0 (1.6.6)

y, de aqui,
2
K+K,—-Mo® =tk

Donde, al despejar o, tenemos

o= KK tK, (1.6.7)
M

8 Como una amplitud compleja consta de modulo y fase, resultan asi las dos constantes de integracion que
aparecen en una ecuacion diferencial de segundo orden. Es decir, iguamente podriamos escribir

X(t) = ‘B‘ exp[i(at —0)] que X(t) = ‘B‘ cos(wt — 8) . Més adelante (en las ecuaciones 1.6.9) veremos
que es mas conveniente emplear dos amplitudes reales diferentes y los factores dependientes del
tiempoexp(iwt) y exp(—iwt) . Estas distintas formas de la solucion son completamente equival entes.
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Por consiguiente, el sistema posee dos pulsaciones caracteristicas (o pulsaciones

K+ 2K, . K
_ | , _ K 1.6.8
“ M 2= 'm (1.6.8)

y, con esto la solucidon general del problema sera

propias):

(1.6.9)

Xl(t) — J;_eia)lt + Bﬁe_ia)lt + +2eia)2t + Bl;e—i{uzt
% (1) = B + Be " + B, + B,e '

donde, explicitamente se han escrito pulsaciones positivas y negativas, puesto que

los radicales de (1.6.7) y (1.6.8) pueden llevar uno u otro signo.

Las amplitudes que figuran en (1.6.9) no son todas independientes entre si, como

podemos comprobar facilmente sustituyendo @, y @, en las ecuaciones (1.6.4).

Entonces, resulta
para w=wm,: B;=-B,
para w=w,. B,=B,

Como el unico subindice que necesitamos ahora en cada B es el que indica la
pulsacién propia correspondiente (o sea, el segundo subindice), podemos escribir

como sigue la solucion general

t _ +eia)1t —e—ia)lt B+ei{uzt Bfe—iwzt
x()=Be” +Be™ +B,e" +B } (1.6.10)

x,(t) =B/ + Bje'™ + Bjé“" + B,;e '

Asi, pues, hay cuatro constantes arbitrarias en la integral, como se esperaba, ya

que tenemos dos ecuaciones de movimiento diferenciales de segundo orden.

Como mencionamos antes, siempre es posible definir un conjunto de coordenadas
cuya dependencia temporal sea sencilla y que se correspondan con la excitacion
de los distintos modos de oscilacion del sistema. Examinemos, pues, la pareja de

coordenadas que definimos asi
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(1.6.11)

7715)(1_)(2}
m=EX+X%

O sea,

X1=%(772+771)} (1.6.12)

X, =5 (1, —m)

Llevando estas expresiones de x y x, a (1.6.1), resulta

M (71, + 11,) + (o + 206,)1p, + K77 =0} (1.6.13)

M (77, = 77,) + (k + 2i3,)17, — k17, = 0

que pueden resolverse (por suma y resta) dando

|\/|771+(K+2K12)771:O} (1.6.14)

M7, + k1, =0

Las coordenadas 7, y 7, estan ahora desacopladas y, por lo tanto, son

independientes. Las soluciones son

f)=Cre™ + Crert

7(t) = Coe™ +Cpe

W= w, W= )y

: i\ma/@\m Joxj,g_c_o_.-t }'\M_DJJO'W \imlfl

I\Qmmuwmm{ I oI o2 2201

Modo antisimétrico Modo simétrico
(oposicién de fase) (concordancia de fase)

Fig. 1.6-2

donde las pulsaciones @, y w, son las dadas por (1.6.8). Asi, n, y n, son las

coordenadas normales de este problema. En una seccion posterior

estableceremos un método general para obtener las coordenadas normales.
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Si imponemos las condiciones iniciales x,(0) =—-x,(0) y %(0) =-x,(0) encontramos
que 77,(0)=0y 7,(0)=0, loque nos llevaa C, =C, =0. O sea, 7,(t) =0 para todo
valor de t. Entonces, las particulas oscilaran siempre en oposicién de fase y con
una pulsacion ,; éste es el modo de oscilacion antisimétrico. Por otra parte, si
hacemos x,(0)=x,(0) y x/(0)=x,(0)encontramos que 7,(t)=0, oscilando las
particulas en fase y con una pulsacion w,; este es el modo de oscilacién simétrico.
En la figura 1.6-2 se representan esquematicamente estos resultados. El

movimiento mas general del sistema sera, desde luego, una combinacioén lineal de

modos simétricos y antisimétricos.

El hecho de que el modo antisimétrico posea la pulsacion mayor y el simétrico la
menor es, en realidad, una conclusién de caracter general. En un sistema
complejo, formado por osciladores linealmente acoplados, el modo que posea el
mayor grado de simétria tendra la pulsacion mas baja. Cuando la simetria
desaparezca, los muelles deberan <<trabajar mas intensamente>> en los modos

antisimétricos, elevandose la pulsacion.

Notese que si mantenemos quieto m, y dejamos que m, oscile, la pulsacion sera

J(k+x,)/M 'y la pulsacidon de m, sera la misma cuando m_ se mantenga fijo.
Ademas, los osciladores son idénticos, por lo que sus pulsaciones en ausencia de
acoplamiento han de ser iguales evidentemente. Asi, pues, el efecto del
acoplamiento es separar en dos la pulsacion comun, haciéndose una de las
pulsaciones caracteristicas mayor que la correspondiente al movimiento no

acoplado y la otra inferior. Si representamos por @, la pulsacion del movimiento no
acoplado, sera @, > w, > ®,, pudiendo representarse esquematicamente el efecto

del acoplamiento, como en la figura 1.6-3a. En la figura 1.6-3b se representan las
pulsaciones caracteristicas para el caso de tres masas idénticas acopladas;
nuevamente tenemos un desdoblamiento de las pulsaciones caracteristicas, con

una mayor y otra menor que ,. Esta es una regla general: Para un nimero par n

de osciladores iguales acoplados habra n/2 pulsaciones caracteristicas mayores
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que ®, Y n/2 pulsaciones caracteristicas menores que ,; si n es impar, una
pulsacion caracteristica sera igual a o, y las n-1 pulsaciones caracteristicas
restantes se distribuiran satisfactoriamente por encima y por debajo de w,. El

lector familiarizado con el efecto Zeeman los espectros atdmicos apreciara la
analogia con estos resultados: en cada uno de los casos aparece un
desdoblamiento simétrico de la pulsaciéon producido por una interaccién (en un
caso por la aplicacion de un campo magnético y en el otro por el acoplamiento de

particulas por intermedio de muelles).

),

W, = Wy

Wyg ——{: (r)n___.\___
N S— ) } \\\
) (O]
(a) n=2 (b) nie=3
Fig. 1.6-3

1.7 Teoria general de las oscilaciones acopladas

En las secciones anteriores averiguamos que el efecto del acoplamiento en un
sistema de dos grados de libertad era producir dos frecuencias caracteristicas y
dos modos de oscilacién. Ahora, pasamos a examinar el problema de las
oscilaciones acopladas desde un punto de vista general. Consideremos un

sistema conservativo que pueda quedar definido en funcién de n coordenadas

generalizadas g, en un instante t. Si el sistema tiene n grados de libertad, sera
k=12,...,n. Admitamos que exista una configuracion de equilibrio estable del
sistema para la cual las coordenadas generalizadas tengan los valores q,,. En

esta configuracion, las ecuaciones de Lagrange seran satisfechas por

O« = Ukos> g, =0; q.=0; k=12,...,n
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Ahora, como todos los términos no nulos de la forma (d/dt)(dL/dq,) deben
contener por lo menos ¢, 0 a g, para que los mismos sean nulos en el equilibrio,

de las ecuaciones de Lagrange tendremos, por tanto,

oL aT| ov| _

= 0 (1.7.1)
aqk‘o 8C]k‘o aqk‘o

donde los subindices 0 indican que se toma el valor en el equilibrio de la cantidad

en cuestion.

Supondremos que las ecuaciones que ligan las coordenadas generalizadas y las

coordenadas rectangulares no contienen explicitamente al tiempo. O sea, que es
Xa,i = Xa,i (QJ) 0] q] = q] (Xa,i)

Entonces, la energia cinética sera una funcion de segundo grado y homogénea de

las velocidades generalizadas:

T=1% m,qq (1.7.2)
j.k
Por consiguiente, en general,
T _0,  k=12..n (1.7.3)
o0,

con lo cual, de 1.7.1, tendremos

ov

“% =0, k=12..n (1.7.4)
aqko

Ademas, podemos acordar que las coordenadas generalizadas se midan a partir

de las posiciones de equilibrio; o sea, hacemos q,=0. (Si originalmente

hubiésemos tomado un sistema de coordenadas ¢, tales que q,=0, siempre
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podriamos efectuar una transformacion lineal simple de la forma ¢, =g, +¢,, tal

que g, =0.)

Desarrollando la energia potencial en serie de Taylor, en torno de la configuracion

de equilibrio, tenemos

q;q +-- (1.7.5)

0

o
0

1 o
V(q,,9,,.-,0,) =V, + q. +=
1 Y2 0 Zk: k 225qj5k

ko ik

Al verificarse 1.7.4, el segundo término del desarrollo serd nulo y, ademas
podemos medir V de forma que V, =0 sin pérdida de generalidad, resultando asi
que, si limitamos el movimiento de las coordenadas generalizadas a los pequefios
desplazamientos, podremos despreciar todos los términos del desarrollo que
contengan productos de las g, de grado superior al segundo. Esto equivale

reducir nuestra atencion a las oscilaciones arménicas simples, en cuyo caso solo

apareceran segundas potencias de las coordenadas. Entonces,

V:%ZAjkqjqk (1.7.6)
j.k
donde, por definicion,
A (1.7.7)
09,00

Como el orden de derivacion es indiferente (si V tiene derivadas parciales de

segundo orden continuas), la cantidad A, sera simétrica; o sea, A, = A, .

Hemos establecido que el movimiento del sistema ha de tener lugar en las
proximidades de la configuracién de equilibrio y hemos demostrado (1.7.4) que V

ha de ser minima cuando el sistema se encuentre en la misma. Entonces, como
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hemos hecho V =0 en el equilibrio, debera ser en general V >0. Evidentemente,

también debera ser T > 0.9

Las igualdades (1.7.2) y (1.7.6) son de forma similar:

T :%ijkqjqk
X (1.7.8)

Las cantidades A, son so6lo numeros, vease (1.7.7); las m,, no obstante, pueden

ser funciones de las coordenadas:

m, =3 m, 3 Kes Hei

a i aqj aQK

Podemos desarrollar las m, alrededor de la posicion de equilibrio, resultando

om
M| g (1.7.9)

My (G Ao G ) = My (Go) + Z a0
|

I 1o

en donde solo nos proponemos retener el primer término no nulo; ahora bien, en
contraste con el desarrollo de la energia potencial (1.7.5) no podemos hacer nulo

el téermino constante m,(q,), por lo que este primer término se convierte en el
valor constante de m, en esta aproximacion. Este orden de aproximacion es el

mismo que utilizamos para V, puesto que el término de orden inmediatamente
superior que apareceria en la expresion de T llevaria la cantidad de tercer grado

0,00 Yy el termino de orden inmediatamente superior que apareceria en la
expresion de V contendria q;q,q . Entonces, en las igualdades (1.7.8), las m, y
las A, son ordenaciones de nxn numeros que especifican de qué forma se

acoplan los movimientos de las distintas coordenadas. Por ejemplo, si m =0 para

90 sea tanto V como T son cantidades definidas positivas en el sentido de que serén siempre positivas a

menos que |as coordenadas (en el caso deV ) o las velocidades (en el caso de T ) sean cero, en cuyo caso de
anularan.
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r #S, entonces la energia cinética contendra un término proporcional a q.q,,
existiendo acoplamiento entre la coordenada r y la s. Si, por otra parte, m, es
diagonal de forma que™ m, =0 para j=k, pero es nula en los otros casos, la

energia cinética sera de la forma
_1 2
T= 2 Z mq,
r

donde abreviadamente hemos escrito m en vez de m,. Con esto, la energia

cinética sera una simple suma de las energias cinéticas asociadas a las distintas

coordenadas. Como veremos, cuando ademas A, sea diagonal de la forma que

U sea asimismo una simple suma de las energias potenciales individuales, cada
coordenada se comportara de forma sencilla, sufriendo oscilaciones de pulsacion
unica y bien definida. Por consiguiente, el problema es determinar un cambio de

coordenadas que diagonalice a m, y a A, simultaneamente, haciendo que asi el

sistema pueda describirse en los términos mas sencillos posibles. Tales

coordenadas son las coordenadas normales.

Cuando las energias potencial y cinética de un sistema sean de las formas
especificas en (1.7.8), las ecuaciones de movimiento del mismo podran obtenerse

de las ecuaciones de Lagrange

pero, como T solo es funcién de las velocidades generalizadas y V so6lo es
funcidén de las coordenadas generalizadas, la ecuacién de Lagrange para la k-

ésima coordenada se hara

v daoT _,

— = (1.7.10)
oq,  dt oq,

10 Cuando un elemento diagonal de My, (m, , por gjemplo) seanulo, e problema podra reducirse auno de
Nn—1 grados de libertad.
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Calculemos las derivadas mediante (1.7.8):

N = Z A Q;
aqk j ] I
(1.7.11)
oT
&r=23mmj
k i
Entonces, las ecuaciones de movimiento quedaran
> (A0, +myq,) =0 (1.7.12)
j

que es un sistema de n ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden de
coeficientes constantes. Dado que estamos tratando son un sistema oscilatorio,

cabe esperar que la solucién sea de la forma
q,(t) =a,e ™™ (1.7.13)

donde las a; son amplitudes reales y se ha incluido la fase & para tener en
cuenta las dos constantes arbitrarias (a, y &) necesarias por ser de segundo

orden cada una de las ecuaciones diferenciales del sistema.’’ Desde luego, queda
bien entendido que solo vamos a considerar la parte real de los segundos
miembros. La pulsacién o y la fase 6 se determinaran mediante las ecuaciones
de movimiento. Si @ es real, la solucion (1.7.13) representara un movimiento
oscilatorio. Que o es verdaderamente real puede verse mediante el razonamiento

siguiente. Suponiendo que @ contenga términos imaginarios, en la expresiéon de

q; apareceran términos de la forma e” y e“. Entonces, cuando calculemos la

energia total del sistema, la suma T+V contendra factores que aumentaran o

disminuiran monétonamente con el tiempo, lo que viola la hipotesis hecha de que

11 Esto es por completo equivalente a nuestro método anterior de escribir X(t) = Bexp(iwt) (véase 1.6.2)

pudiendo B ser complejo. En el caso de 1.6.9 preferimos mostrar |as constantes arbitrarias precisas en forma
de amplitudes reales utilizando eXp(iwt) y exp(—iwt) en vez deincorporar un factor de fase como en
1.7.13.
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estamos tratando con un sistema conservativo. Por lo tanto, la pulsacién « debe

ser una cantidad real.

Utilizando una solucion de la forma dada por (1.7.13), las ecuaciones de

movimiento se hacen

D (A —w'my)a, =0 (1.7.14)
j

donde se ha suprimido el factor comun exp[i(wt —0)] . Tenemos, pues, que las a,

deben satisfacer un sistema de n ecuaciones algebraicas lineales y homogéneas.
Para que exista una solucidon no trivial, debe ser nulo el determinante de los

coeficientes:
Ajk—a)zmjk =0 (1.7.15)
Mas explicitamente, se trata de un determinante nxn de la forma

A - a)erh A, - a’zmlz As- a)2ml3

2 2 2
A&z_a’zrrh Azz_a)zmzz Azs_a’2mZ3 =0 (1.7.15a)
As—om; Az—omy Ap—omy

donde hemos incluido explicitamente la simetria de las A, y de las m,,.

Este determinante representa la llamada ecuacion caracteristica o secular del
sistema que es de grado n en ©° y que, en general, poseera n raices que
podemos designar o?. Estas o, se llaman pulsaciones caracteristicas o propias
del sistema. (Hay casos en que dos o mas de las @, pueden ser iguales, lo que

constituye el fendmeno de degeneracion que mas adelante estudiaremos.) Al igual
que en método para la determinacion de las direcciones principales de un sdlido
rigido, cada una de las raices de la ecuacion caracteristica puede sustituirse en

(1.7.15) para determinar los cocientes a,:a,:a;:..:a, para cada uno de los

valores de ,. Al existir n valore de ®,, podemos construir n conjuntos de
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cocientes de las a;, cada uno de los cuales se puede suponer que define un

vector a, en un espacio vectorial n-dimensional, llamado vector propio del sistema.
Asi a,  sera el vector propio asociado a la pulsacion propia .. Por a;

representaremos la componente | del vector propio r.

Como el principio de superposiciéon es aplicable a la ecuacion diferencial que

estamos considerando (1.7.12), podemos escribir la solucion general para g,

como combinacién lineal de las soluciones para cada uno de los n valores de r:

q,(t)=> a,e“" (1.7.16)

aunque, por supuesto, es solo la parte real de ¢ (t) lo que tiene significado fisico,

por lo cual tenemos, realmente,

q,(t)=Re) a,e“™) =>"a, cos(wt-,) (1.7.16a)

Por consiguiente, el movimiento de la coordenada q; esta compuesto por los n

movimientos correspondientes a los n valores que puede tomar la pulsacion o, .

Evidentemente, las ¢, no son las coordenadas normales que simplifican el

problema. En la seccion 1.9 continuaremos buscando dichas coordenadas

normales.
Ejemplo: Pulsaciones propias de dos osciladores acoplados

Volvamos ahora al caso de los dos osciladores acoplados, obteniendo las
pulsaciones propias mediante el formalismo general que acabamos de desarrollar.

La situacion corresponde a la figura 1.6-1. La energia potencial del sistema es
2 2 2
V=21 +5K,(X — %) +3K%

=%(K+K12)X12+%(K+K‘12)X22—K12X1X2 (1)
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donde el término proporcional a xx, es el coeficiente que expresa el acoplamiento

dentro del sistema. Al calcular las A, , resulta

A, = 22\2/ =K+K,
% lo
A= i = @
A, = 2:22/ O =K+K,
La energia cinética del sistema es
T =Mx’ +1Mx; (3)
y, segun (1.7.2),
T:%ijkxjxk (4)

S

por lo que, al identificar los términos de estas dos ultimas expresiones, resulta

m, =m, =M }
m,=m, =0
Entonces, el determinante secular (1.7.15a) sera

2
K+Kx,—Mo — Ky

-0 (6)

2
— Ky, K+x,—Mo

qgue es exactamente igual a la ecuacion (1.6.5), siendo, por tanto, las soluciones

o= K+Kx, Tk, (7)
M

Las pulsaciones propias seran
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K+ 2K K
wlzw/le? @2 =M (8)

por lo cual los resultados que se obtienen con ambos procedimientos son los

mismos.

1.8 Ortogonalidad de los vectores propios

Nos proponemos mostrar ahora que los vectores propios a, forman un conjunto

ortonormal. Escribiendo nuevamente la ecuacion (1.7.14) para la s-ésima raiz de

la ecuacioén secular, tendremos
a)szzmjkaks:ZAjkaks (1.8.1)
k k

A continuacion, escribamos una ecuacion analoga para la r-ésima raiz

sustituyendo s por r e intercambiando j y k:
0Py mya, = Aay (1.8.2)
j j

donde hemos hecho uso de la simetria de las m y las A, . Ahora, multipliquemos
(1.8.1) por a; y sumemos sobre j,y asimismo (1.8.2) por a, y sumemos sobre

k:

a’szz m, a8y = Z Ajkajraks
i K Tk
(1.8.3)
wrzz M, a8y = Z Ajkajraks
ik ik

En estas ecuaciones (1.8.3), los segundos miembros son ahora iguales, de forma

que restando la primera de ellas de la segunda tendremos

(0 —02)) ma,a,=0 (1.8.4)
j.k
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Examinemos ahora las dos posibilidades de que r=s y r=s. Para r=s, el

término (w”—w?) sera, en general, distinto de cero. (Mas adelante, examinaremos

el caso de raices multiples, o de degeneracion.) Por lo tanto, la suma debe ser

idénticamente nula:

> ma,a,=0, r=s (1.8.5)
j.k

Para r =s, el término (w’ —®’) es nulo y la suma es indeterminada; no obstante,

esta no puede ser idénticamente nula. Para demostrar esto ultimo, escribamos la
expresion de la energia cinética del sistema y llevemos a ella las expresiones de

q; Yy q, dadas por (1.7.16):

T

32.M,q;q,

i,k

%Z J{Za)a sen(w,t — 5)}{Zwsakssen(a)t 5)}

=1 w,o5en(ot-5,)sen(of-5,)> m,a,a,
r,s i

Entonces, para r = s, la energia cinética se hara

=1 ofsen’(ot-5,)) mya,a, (1.8.6)
r ik

Advirtamos primero que
w’sen’(wt-6)>0

y, sabiendo también que la energia cinética solo puede ser nula si todas las

velocidades se anulan idénticamente, resultara

z m; a8, =0
j K
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Entonces, la suma sera en general positiva, pudiendo anularse unicamente en el
caso trivial de que el sistema no se encuentre en movimiento; o sea, de que las

velocidades sean idénticamente nulasy T =0.

Anteriormente, hicimos notar que cuando en (1.7.14) se sustituyen las o,

unicamente se determinan los cocientes de las a; . Hagamos desaparecer ahora
esta indeterminacion imponiendo una condicién adicional a las a, . Esta condicion

sera

> mya,a, =1 (1.8.7)
j.k

con lo que diremos que las a; estan normalizadas. Si combinamos (1.8.5) y

(1.8.7), podemos escribir

> m,a,a, =0, (1.8.8)
j.k

Los vectores a, definidos de esta forma constituyen un conjunto ortonormal; es

decir, son ortogonales de acuerdo con la conclusién expresada en (1.8.5) y se han

normalizado haciendo la suma (1.8.7) igual a la unidad.

Toda la exposicién anterior presenta un parecido palpable con los métodos
ofrecidos en el capitulo anterior para determinar los momentos de inercia y ejes
principales de un sistema rigido y lo cierto es que, salvando el hecho de que ahora
estamos tratando con un sistema de n grados de libertad, los problemas son
matematicamente iguales. Debe observarse que las magnitudes m, y A, son
realmente las componentes de un tensor ya que ambas se pueden disponer en
filas y columnas para poner en relacion magnitudes fisicas diferentes, por cuya
razén las escribiremos {m} y {A}. Las pulsaciones propias se determinan
mediante una ecuacion secular analoga a la que sirve para obtener los momentos

principales de inercia, correspondiéndose los vectores propios con los ejes

principales. En realidad, la demostracion de la ortogonalidad de los vectores
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propios no es sino una generalizacion de la demostracion de la ortogonalidad de
los ejes principales. Por ultimo, aunque la naturaleza real de las pulsaciones
propias se haya puesto de manifiesto mediante un razonamiento fisico, esta
demostracién podria haberse realizado siguiendo el mismo procedimiento que se

utilizé para demostrar que los momentos principales de inercia son reales.

1.9 Las coordenadas normales

Como se ha visto (1.7.16), la integral general del movimiento de la coordenada ¢,

debe ser una suma de términos individuales, cada uno de los cuales depende de
una sola pulsacién propia. No obstante, observemos que, por conveniencia,

hemos normalizado las a;, de acuerdo con (1.8.7); es decir, hemos hecho
desaparecer toda ambigledad en la determinacion de las q; por lo cual ya no es

posible establecer arbitrariamente el desplazamiento de una particula. Como esta
restriccion carece de significado fisico, debemos introducir un factor de escala
constante a (que dependera de las condiciones iniciales del problema) para

compensar la pérdida de generalidad que supone la normalizacién. Entonces,

q;(t) =Y ca, et (1.9.1)

Para simplificar la notacioén, escribamos

q;(t)=>_pB.a,e" (1.9.2)

donde las cantidades g, son factores de escala nuevos'2 (ahora complejos) a los

que se han incorporado las fases J, .

Definamos ahora la cantidad 7,

12 Existe cierta ventaja normalizando las a; a la unidad e introduciendo los factores de escala @ 'y f3,

sobre dejar la normalizacion sin especificar, en el hecho de que las a@; serdn independientes de las
condiciones iniciales, de manera que resultard una ecuacion de ortonormalidad sencilla.
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7,(t)= Be™ (1.9.3)

de forma que

q;(t) =2 a7, (t) (1.9.4)

Por definicion, las 7, son cantidades que pueden oscilar con una sola pulsacion y
pueden considerarse como nuevas coordenadas, llamadas coordenadas normales

del sistema. Veremos que 7, satisfacen ecuaciones de la forma
i, +wn, =0 (1.9.5)

de las que existen n independientes, por lo que las ecuaciones de movimiento se
hacen separables por completo cuando se expresan en coordenadas normales.

Esto puede demostrarse a partir de las ecuaciones de Lagrange; observemos que
g = Zr)amr
siendo la energia cinética, segun (1.7.8),
T= %;mjkqj h
Em(ze [z

Z{Z mjka,-raksts
r,s \j.k

N~

donde la suma del paréntesis es precisamente J,, de acuerdo con la condicion de

ortonormalizacion (1.8.8). Por consiguiente,

T=1) nnb.=1>n’ (1.9.6)

Igualmente, de (1.7.8), la energia potencial sera
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U :%ZAjkqjqk
ik

= %Z(Z Ajkajrakanrns
Tk

r,s

Por otra parte, la primera de las ecuaciones (1.8.3) nos da

por lo que la energia potencial se hace

Za) N0, = Za) (1.9.7)

Mediante las expresiones (1.9.6) y (1.9.7), resulta la lagrangiana

_ 12(’% —0™n?) (1.9.8)
siendo
o _da _
on, dton,
las ecuaciones de Lagrange; o sea,
. +a/n, =0

como antes.

Asi, cuando se expresa la configuracion de un sistema en coordenadas normales,
tanto la energia potencial como la cinética se hacen diagonales simultaneamente.
Como son las componentes no diagonales de {m} y de {A} las que producen el
acoplamiento entre las particulas, es evidente que tomando unas coordenadas
que hagan diagonales a ambos tensores, las coordenadas se desacoplaran,

haciéndose el problema completamente separable en los correspondientes a los
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movimientos independientes de las coordenadas normales, cada uno de los cuales

tendra su frecuencia normal.’3

Para dejar especificada la transformacién a las coordenadas normales (1.9.3) y

(1.9.4), hemos de calcular las cantidades g.. Escribamos £ como suma de sus

partes real e imaginaria

B, =u, +iv, (1.9.9)
por lo cual
q;(t) :Zajr (g, +iv, )™ (1.9.10)
Asimismo, es
q; () =Zia)rajr (u, +iv )e™ (1.9.11)

El valor inicial de q;(t) puede obtenerse de la parte real de (1.9.10)

particularmente para t=0:

qj (O) = Z/'lr ajr

Multiplicando esta ultima por m,a,, y sumando sobre j y k, tenemos

Z m;&a; (0) = Zﬂr [z My, &, aksJ
ik T Pk

De acuerdo con la condicion de ortonormalidad (1.8.8), el término del paréntesis

es J,,. Por consiguiente, la suma sobre r nos deja nada mas que el término ;:

He =) a0, (0) (1.9.12)
ik

13 El matemético aleméan Kart Weierstrass (1815-1897) demostré en 1858 que el movimiento de un sistema
dindmico puede expresarse siempre en funcién de coordenadas normales.
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Analogamente, para calcular v, , utilizamos la parte real de (1.9.11) particularizada

para t=0,
qj (O) = _Za)rvr ajr

Siguiendo el mismo camino que antes, resulta

1
VS:_izmjkaksqj(o) (1.9.13)

Os ik

Asi, pues, las coordenadas normales podran expresarse como parte real de la

suma
i, |
M, = DM@y € rt|:qj(0)_a)qj(0):| (1.9.14)
ik r

Vemos, por tanto, que para unas condiciones iniciales cualesquiera, q;(0) y d;(0),

es posible determinar un sistema de coordenadas 7, que tengan la propiedad de
que cada una de ellas varie armonicamente con una pulsacion unica @, . Como la
suma de (1.9.14) se extiende dos veces sobre todos los n indices de
coordenadas, es evidente que en general las expresiones de las 7, seran

complicadas. Un caso importante es aquel en que las coordenadas se desplazan
de su posicion de equilibrio y luego, en el instante t=0, se dejan libres. En estas

condiciones tendremos q;(0) # 0, ¢;(0) =0, de forma que (1.9.14) se hara
U :eia)rtzmjkaquj(o) , q;(0)=0 (1.9.15)
j.k

0 sea, como sélo es fisicamente importante la parte real,

n, =cosw,ty m,a.q;(0), d;(0)=0 (1.9.16)
j.k
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Ejemplo: Vectores propios y coordenadas normales de dos osciladores

acoplados

Volvamos al caso de los dos osciladores acoplados y calculemos ahora los
vectores propios y las coordenadas normales. Utilizando las ecuaciones de

movimiento

Y (A —w'my)a, =0 (1)
j

para determinar las componentes a;, de los vectores propios. Tenemos dos

ecuaciones para cada uno de los valores de r, y puesto que unicamente podemos

determinar los cocientes a, /a,, , sera suficiente una ecuacion para cada r. Para

r=1y k=1 tenemos

(Ah_a)lzmn)aﬂ'*‘(Am_wlzmzl)am =0 (2)

0 sea, sustituyendo los valores de A,, @ y m, y haciendo la simplificacion

Klz =K,
3k
(zK_M.M)aﬂ_,@ﬂ:o (3)

resultando

; =—ay (4a)
Parar =2 y k=1 tenemos

K
resultando

Ay, =8y (4b)

La condicion de ortonormalidad es
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2 My B =
jk
pero como {m} es diagonal, siendo todos sus componentes iguales a M , sera
%}M5ikajraks =0, (5)
o sea, sumando sobre k,
MY a,a, =0, (6)
j

s

Entonces, para r =s=1, tenemos

1
a‘121""'31221:M (7)
Pero a, =-a,,, por lo cual
By = A= 8= (-] (8a)
. toam J2M
Analogamente
By =y = 8, = (1) (8b)
? > 2m > J2m

Notese que una vez utilizadas las ecuaciones de movimiento para establecer el

cociente entre a,, y a,, es decir que a,,/a,, =—1, la relacion entre a, y a,, ya no

tiene que determinarse utilizando de nuevo las ecuaciones de movimiento, sino

que resulta de la condicion de ortonormalidad

M> a,a, =0, r£s
,—

ir s

O sea,

Qy,8y, + A58y, = 0 (9)
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donde, al sustituir a,, =-a,,, tenemos
A, =8y (10)

La expresion de las coordenadas normales para el caso ¢;(0)=0 es (1.9.16):

n, = cosw,t%: m, ., (0) (11)
Sustituyendo m, =Mo¢,, y sumando sobre k, tenemos

n, =M cosw,t) a,q;(0) (12)

j

0 sea, desarrollando, determinamos las dos expresiones

1 =M (&% + 8y Xy ) COSat } (13)

1y =M (83,% + 8y Xy) COS,t

donde hemos escrito X, y X, en lugar de ¢,(0) y g,(0). Si ahora sustituimos los

tendremos

M

m= ?(Xm + Xy0) COS iyt
M

n, = ?(Xm + Xy0) COS,t

Por consiguiente, vemos que al tomar las condiciones iniciales X, =-X,, =X, Y

valores de las a,

Ire

X, = X, =0, entonces

=% 2M Cosa’lt} Modo 1 (15)

772:0

mientras que si tomamos X, =X,, =X, Y X, = X, =0, entonces
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=0
Modo 2 16
1, =%~ 2M coswzt} (16)

Asi, pues, las coordenadas normales 7, y 7, pueden identificarse con los dos

modos de oscilacion diferentes que se muestran en la figura 1.6-2. En el modo 1,
las particula oscilan en oposicion de fase (modo antisimétrico) y en el modo 2
oscilan en fase (modo simétrico). En el modo 2, la distancia entre las particulas es
siempre la misma, oscilando como si el muelle que las une fuese una varilla
inextensible y sin peso; en este modo, las velocidades son iguales. En el modo 1

las velocidades tienen el mismo modulo pero signos contrarios.

Para obtener las expresiones de las coordenadas X, (t), utilicemos (1.9.4):
Xk (t) = Z akr77r

Para el modo 1, tenemos

X (t) = &y, +apn,
= leiM-xox/ZM cosat +0 (17a)

= X, COSa,t = —X,(t)
y los movimientos se encuentran en oposicion de fase. Para el modo 2, resulta
X, (t) = X, CoS@,t = X, (t) (17b)

estando los movimientos en fase. Este analisis confirma los resultados anteriores

de la seccion 1.6.
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1.10 La cuerda discretal4

Consideremos ahora un sistema mas complicado formado por una cuerda (o un
muelle) elastica sobre la que se hallan situadas, regularmente espaciadas, un
cierto numero de particulas iguales. Los extremos de la cuerda estan obligados a
permanecer fijjos. Sea m la masa de cada una de las n particulas y d la
separacion entre las mismas en la posicion de equilibrio. La longitud de la cuerda
sera entonces L=(n+1)d. En la figura 1.10-1 se representa la situacion en el

equilibrio.

d 2d G—1d jd G+0d (—1d nd
m m m m m m m
- o ————— @ ’s *- ——— ——

1 2 j—1 J j+1 n-—1 n

Fig. 1.10-1

Nos proponemos estudiar el caso de las pequenas oscilaciones transversales de
las particulas alrededor de sus posiciones de equilibrio. Consideremos primero los

desplazamientos verticales de las masas numeradas j—1, j y j+1, indicadas en
la figura 1.10-2. Si los desplazamientos verticales q,,, q; y d;,, son pequefios, la

tensidén 7 de la cuerda sera muy aproximadamente constante e igual a su valor en
el equilibrio, y el trozo de cuerda comprendido entre un par de particulas

cualesquiera formara un angulo muy pequefio con la linea de equilibrio.

14 E| primer ataque al problema de la cuerda discreta (o reticulo monodimensional) se debe a NEWTON
(Principia, 1687). El trabajo fue continuado por Johann BERNOULLI y su hijo Daniel, comenzando en 1727
y culminando en la formulacién por este Gltimo del principio de superposicion en 1753. A partir de este
momento comienza €l tratamiento tedrico de lafisica de sistemas (en o que se diferencia de la de particul as).
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Recta de equilibrio

Fig. 1.10-2

El seno de este angulo podra sustituirse por su tangente y la expresion de la
fuerza que tiende a llevar a la j-ésima particula nuevamente a su posicién de

equilibrio sera
F, :_%(qj _qj—l)_é(qj ~0j.1) (1.10.1)

Segun la ley de Newton, la fuerza F; es igual a mq;; por lo tanto, la ecuacion

(1.10.1) puede escribirse
9 = (0,:-20;+0,.) (1.102)

que es la ecuacidon de movimiento de la j-ésima particula. Evidentemente, nos
encontramos ante un caso de acoplamiento, ya que la fuerza ejercida sobre dicha

particula depende de las posiciones de las particulas j—1y j+1; por tanto, esto

es también un ejemplo de interaccion entre elementos colindantes, en la cual el
acoplamiento tiene lugar unicamente entre particulas contiguas. No es, desde
luego, absolutamente necesario que la interaccion se limite a los elementos
estrictamente colindantes; asi, por ejemplo, si la fuerza entre las parejas de
particulas fuese electrostatica, cada una de las mismas se acoplaria entonces con
todas las demas, pudiendo hacerse el problema sumamente complicado. No

obstante, aun cuando la fuerza sea electrostatica, con frecuencia la de
dependencia con la distancia del tipo 1/r? permite despreciar las interacciones a

distancias superiores a la separaciéon entre dos particulas, por lo cual la expresion

sencilla de la fuerza dada por (1.10.1) sera correcta aproximadamente.
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Acabamos de considerar unicamente el movimiento perpendicular a la recta
definida por la cuerda; las oscilaciones son, por consiguiente, transversales.
Facilmente se demuestra que cuando se consideran oscilaciones longitudinales,
es decir, movimiento de la cuerda, resultan ecuaciones de movimiento

formalmente iguales a las anteriores. En tal caso, en lugar del factor z/d aparece

la constante elastica de la cuerda «.

Si bien hemos deducido la ecuacién de movimiento (1.10.2) mediante la férmula
de Newton, igualmente podriamos haber utilizado el método de Lagrange. Veamos
esto. La energia potencial procede del trabajo realizado para estirar los n+1

trozos de cuerda’s:

n+l

1
V=-"%(,,-q,)* (1.10.3)
2d 4

donde q, y q,., son siempre cero, puesto que corresponden a las posiciones de

los extremos fijos de la cuerda. Observemos que (1.10.3) nos da una expresion de
la fuerza ejercida sobre la j-ésima particula exactamente igual a la que obtuvimos

anteriormente (1.10.2):

oV 1z 0
F. 2—7:_**7[((1_1_(]')2‘*‘((]' _q‘+1)2]
i oq, 24 o9, i i i i
T
=a(qj—l_2qj+qj+1) (1.10.4)

La energia cinética sera la suma de las energias cinéticas de cada una de las n

particulas:

T=1m) q? (1.10.5)

15 Suponemos que la energia potencial depende Ginicamente de la energia el éstica de la cuerda; o sea, que las
masas individuales carecen de toda energia potencial gravitatoria (o de cualquier otra clase).
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Como q,,, =0, podemos hacer que la suma de (1.10.5) se extienda hasta j=n+1,
de forma que | varia entre los mismos valores que en la expresion de la energia

potencial. Por lo tanto, la lagrangiana sera

n+l

1 2 T 2
Lzzé{mqj - -a) } (1.10.6)

Ahora, es evidente que la ecuacion de movimiento de la particula j debe proceder
unicamente de aquellos términos de la lagrangiana que contengan ¢; o g;.

Desarrollando la suma de la expresion de L, resulta

1~

1 1z
I—:"'+Emj2_Ea(qj—l_qj)z_ia(qj _Qj+1)2_"' (1.10.7)

donde hemos escrito solo los términos que contiene ¢; o ¢;. Aplicando la

ecuacion de Lagrange a la coordenada q;, tenemos

ma; —g(q;-1—2qj +0;.,) =0 (1.10.8)

Asi, pues, obtenemos el mismo resultado que siguiendo el procedimiento de

Newton.

Para obtener una solucion de las ecuaciones de movimiento, hagamos, como de

costumbre,
g (t)=a,e” (1.10.9)

donde a; puede ser complejo. Llevando esta expresion de g;(t) a la ecuacion

(1.10.8), encontramos

—;aj_ﬁ(z;—ma)z}aj —gajﬂ:o (1.10.10)
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donde j=12..,n, pero como los extremos de la cuerda son fijos debe ser

aO:anJrlzo'

La igualdad (1.10.10) representa un sistema de ecuaciones en diferencias lineales
de donde pueden despejarse las pulsaciones propias o, haciendo igual a cero el

determinante de los coeficientes. En consecuencia, tenemos el determinante

secular siguiente:

A -£ 0 0 o0
d
L2 - 0 o
d d
T T
o -£ 2 X o .- 10.
] ] 0 (1.10.11)
o T 4, _°T
d d
0 .
donde hemos hecho
ﬂzZ%—ma)z (1.10.12)

Este determinante secular constituye un caso particular de la expresion

completamente general (1.7.15a) que resulta cuando el tensor {m} es diagonal y
en el tensor {A} s6lo esta implicando acoplamiento entre particulas

inmediatamente contiguas. Entonces, la ecuacion (1.10.11) se compone

solamente de elementos diagonales y elementos contiguos a la diagonal.

Para el caso n=1 (es decir, una masa suspendida de dos muelles iguales),

tenemos 1 =0, o sea

27
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Podemos adaptar este resultado al caso de movimiento longitudinal sustituyendo

7/d por «; obtenemos entonces la expresién conocida,

2K
0= |—
'm
Para el caso n=2, con r/d sustituido por x, tenemos 4> =«?, o sea

2Kk +
m

que son las mismas pulsaciones que determinamos en la seccion 1.6 para el caso

de dos masas acopladas (1.6.8).

Para valores pequeios de n, la ecuacidn secular es relativamente facil de
resolver, pero, evidentemente, la resolucién se hara sumamente complicada para
valores grandes de n. En estos casos, es mas sencillo utilizar el método siguiente.

Ensayemos una solucion de la forma
a; =ae? (1.10.13)

Donde a es real. El empleo de este procedimiento estara justificado cuando sea

posible determinar un numero y y una fase ¢ tales que las condiciones del
problema se satisfagan por completo. Llevando esta expresion de a; a la ecuacion

(1.10.10) y suprimiendo el factor de fase, resulta

~Le +[2T— ma)zj—re” =0
d d d

Despejando »®, obtenemos
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2T
== (1-cos 1.10.14

Como sabemos que el determinante secular es de orden n vy, por consiguiente,

nos dara exactamente n valores de »*, podemos escribir

g =2 /éseny—zr, r=12..,n (1.10.15)

Sabiendo que los extremos de la cuerda permanecen fijos, o que constituye Isa

condiciones de contorno del problema, determinemos ahora el valor de y, y de la

fase o, . Tenemos, entonces,
a;, =aelr (1.10.16)
0 sea, como solamente la parte real tiene significado fisico,
a;, =a cos(jy, —5,) (1.10.16a)
Las condiciones de contorno son
8y, = 8y, =0 (1.10.17)

Para que (1.10.16a) nos dé a, =0 para j=0, es evidente que 5, debe ser /2

(o multiplo impar del mismo). De aqui,

ajr =a Co{j}/r _ﬂ-j
2

—a senjy, (1.10.18)

Para j=n+1, tenemos
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a(n+1)r = O: ar Sen(n+1)7r

Por lo tanto,
(n+1y, =sx, s=12,...
0 sea,
yo= % s=12.
n+1

pero como hay precisamente n valores distintos de y,, puesto que (1.10.15) se
refiere a n valores distintos de w,, el coeficiente s variara de 1 a n. Dado que los

valores de s y r se corresponden uno a uno, en esta ultima expresién podemos

reemplazar, sinmas, sy r:

vy, =——, r=12..n (1.10.19)
Las a; se haran entonces
T
a, =asen j— 1.10.20
v =3 (J n+1] (1.10.20)
y la expresion de la integral general para g; sera (ver ec. (1.9.2))

WS
r

~Ypase{i 1 e
p n+1

:Zﬂrsen[jnml)e‘“"t (1.10.21)
P +

Donde hemos hecho S, = S a . Ademas, tenemos para la pulsacion
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T rz

o, =2 sen(} (1.10.22)
md 2(n+1)

Notese que esta expresion nos dara los mismos resultados que determinamos
anteriormente para el caso de dos osciladores acoplados (1.6.8) cuando hagamos

n=2y r=12,y sustituyamos z/d por x (=xy,).

Observemos también que si en (1.10.20) hacemos r=0 6 r =n+1, todos los

factores de amplitud a; se hacen idénticamente nulos. En consecuencia, estos

valores de r se refieren a modos cero. Ademas, si r toma los valores

n+2,n+3..,2n+1, entonces las a; seran las mismas (salvo por un cambio de

signo ftrivial y en orden inverso) que para r =12,...,n; asimismo, r=2n+2 da el
modo cero siguiente. Concluimos, por tanto, en que realmente sélo existen n
modos diferentes y que el aumento de r por encima de n simplemente duplica los
modos correspondientes a los valores inferiores de n. (Un razonamiento similar es
aplicable al caso r<0.) En la figura 1.10-3 se representan estas conclusiones
para el caso n=3, donde los diferentes modos se representan por r =1,23; r=4
es un modo cero. Las formas de las curvas de los desplazamientos empiezan a
aparecer duplicadas para r =7,6,58, pero con el signo cambiado. Las curvas de
trazo discontinuo de la figura 1.10-3 representan nada mas que el comportamiento

senoidal de los factores de amplitud a; para distintos valores de r; las Unicas

caracteristicas significativas fisicamente de estas curvas son los valores que

adquieren en las posiciones ocupadas por las curvas senoidales para r =5,6,7,8 no

se refiere en absoluto a la frecuencia de los movimientos de las particulas, ya que

estas ultimas seran las mismas que para r =1,2,34.
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Fig. 1.10-3

Las coordenadas normales del sistema son, por definicion,

n. (1) = B e (1.10.23)

de forma que

a; (t) =Zn,sen(jnr+ﬂlj (1.10.24)

Esta expresion de q; es analoga a la anterior es analoga a la anterior (1.9.4),

salvo en que las cantidades a; estan sustituidas ahora por sen[j(rz)/(n+1)]. En
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la seccion 1.9 nos fue posible calcular los coeficientes S, uUnicamente porque
existia una relacion de ortogonalidad entre las a,; . Igualmente, ahora podemos

disponer de una relacién similar en forma de identidad trigonométrica para los

términos senoidales:

Zsen(j””jsen(js”j:mla,s; r.s=12,..n (1.10.25)
=1 n+1 n+1 2

Por analogia con (1.9.10), escribamos para la parte real de q;,

a, (1) =Zsen( jr:”J(yr cosw,t v, sena,t) (1.10.26)
P +

donde

B =, +iv, (1.10.27)

Como antes, tenemos

q,-(0)=2ursen(jr:+”lj (1.10.28a)
q;(0) =—Zwrv,sen(jr:f1] (1.10.28b)

Multiplicando (1.10.28a) por sen[j (sz)/(n+1)] y sumando sobre |, resulta

. Smw . Y/
Zj:qj(o)se”(le:;ﬂrse”[lmjse”(lj

n+1

= Z:ur 'nz_{_lé‘rs

o sea,
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2 . S
= (0)sen| | —— 1.10.29a
n= 2 Ta 0 (JMJ ( )

Siguiendo un procedimiento similar en el caso de v, tendremos

S

2 .
v, =—a)s(n+1)2qj (0)sen[1n+1j (1.10.29b)

Asi, pues, hemos calculado todas las cantidades necesarias, quedando

completada la descripcidn de la vibracion de la cuerda discreta.

Con relacién a los métodos de normalizacion seguidos, debemos advertir el

extremo siguiente. Primeramente, segun (1.8.7), las a; fueron normalizadas a la

unidad, con lo cual imponemos que las mismas sean independientes de las
condiciones iniciales del problema. Entonces, eran los factores de escala o y S,
que permitian variar la amplitud de las oscilaciones mediante la eleccion de las
condiciones iniciales. En segundo lugar, en el problema de la cuerda discreta

encontramos que, en lugar de las cantidades a,, aparecian las funciones

trigonometrias senj(rz)/(n+1)] y que éstas poseen la propiedad de estar
normalizadas (1.10.25) expresada por igualdades trigonométricas. Por
consiguiente, no es posible en este caso imponer una condicion de normalizacion
arbitraria; mas bien, nos encontramos automaticamente frente a ella. Ahora bien,
esto no representa una restriccion; unicamente significa que los factores de escala
S, tienen en este caso una forma ligeramente distinta. Entonces, hay ciertas
constantes implicadas en ambos problemas las cuales, por conveniencia, se

singularizan de forma diferente en cada caso.
Ejemplo: Un problema de condiciones iniciales

Consideremos una cuerda discreta compuesta por tres particulas espaciadas
regularmente sobre la misma. En el instante t=0, la particula central (s6lo ella)

sufre un desplazamiento a y después se deja libre desde el reposo. Para calcular
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el movimiento subsiguiente procedemos como sigue. En primer lugar, las
condiciones iniciales son

(1)

4. (0)=a, ql(o) =03 (0)= 0}
Ch(o) =0, (O) =0, (O) =0

Como las velocidades iniciales son nulas, las v, se anularan y las x, vendran

dadas por (1.10.29a):

2 . I
= “ 3q,0sen j-~
K, n+1;q,() (Jn+1j

1 rrz
:zasen( 2) (2)

=33 H, =0; Hy=—32a (3)

Las cantidades sen[j(rz)/(n+1)] que aparecen en la expresion g, (t) en (1.10.26)

son

: 1 2 3
J e
2 2
2 T2 (4)
1 0 -1
s 2, 2
2 2
y, por consiguiente, los desplazamientos de las tres particulas seran
o (t) = f a(cosm,t — cosm,t)
0,(t) = ;a(cosa)lt — COSw4t) (5)
0 (t) = f a(cosw,t —cosmqt) = g (t)
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donde las pulsaciones caracteristicas son las dadas por (1.10.22):

T rn
0 =2 |—sen — |, r=2123 (6)
md 8
Obsérvese que como la particula central se encuentra desplazada inicialmente, no
aparece ningun modo de oscilacion para el cual dicha particula se encuentre en

reposo; es decir, el modo 2 correspondiente a la pulsacion @, (véase figura 1.10-

3) esta ausente.

1.11 Desarrollo tedérico de las vibraciones en mallas

Hemos visto hasta este momento las oscilaciones lineales libres y las oscilaciones
con varios grados de libertad, también el acoplamiento de dos osciladores
armonicos, asi como la teoria general de las oscilaciones acopladas. Ahora
estudiaremos el caso mas general de los sistemas de vibraciones, las vibraciones

en mallas hasta en tres dimensiones, el cual esta constituido por un conjunto de n

particulas de masas m, m,, m,, ..., m_,, m,, unidas por muelles elasticos de
constantes k;, k,, k;, ..., K. ,, K,. Aqui, se realizara el desarrollo teorico para

calcular los modos normales de vibracion para cualquier tipo de malla.

Hemos visto en las secciones anteriores que un modo normal de vibracion de un
sistema dado, es cuando las componentes del sistema mismo, vibran u oscilan
con la misma frecuencia. Y por otro lado que, el niumero de modos normales de
vibracidén depende o coincide con el numero de grados de libertad del sistema.

Ahora comenzaremos considerando el caso de un par de particulas arbitrarias, en
tres dimensiones, la i—esma y la j-esima con masas m y m; respectivamente,
y que estan unidas por un resorte de constante k;, como se muestra en la figura

1.11-1
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Z mi}» 77777777
Xi j
mi/ ~ ‘
~ 0i .
Ri > J Ri Xj
Ri AN
v
Rjo mi
Y
X
Fig. 1.11-1

donde

IT] = masa de la i-ésima particula
mj = masa de la j-ésima particula
Rio = posicion inicial de la i-ésima particula

R jo= posicion inicial de la j-ésima particula

|Oij = ‘R jo~ Rio = elongacion normal del resorte en reposo

Ri = posicion de la i-ésima particula en el momento de la vibracién

R i = posicién de la j-ésima particula en el momento de la vibracién
lij = ‘Rj - Ri = elongacion del resorte al momento de la vibraciéon

Xi = desplazamiento de la i-ésima particula respecto a la posicion inicial

Xj = desplazamiento de la j-esima particula respecto a la posicion inicial

Al separar de su posicidén de equilibrio a cada una de las particulas se origina una
deformacion del resorte, y como podemos observar en la figura 1.11-1, esta

deformacion por pareja que denotaremos por .

; » esta dada por

8, =1y ~lo; (1.11.1)

1 1

donde |y; es la longitud del resorte en su posicion de equilibrio y I; es la longitud

del resorte posteriormente de haberlo separado de esa posicion de equilibrio, y

estan dadas cada una por las diferencias de sus posiciones como sigue
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lijz‘Rj_RiLyloijz‘RjO_RiO (1.11.2)
Sustituyendo |; de 1.11.2 en 1.11.1 nos queda que
S :\Rj —Ry| -~y (1.11.3)

como podemos observar en la figura 1.11-1 tenemos que R, =R,,+X Yy

R, =R, +X;, donde al sustituirlas en (1.11.3) nos queda

é‘ij=‘(Rj0+xj)_(Ri0+Xi)_|0ij (1'11'4)
Si reacomodamos términos en (1.11.4), entonces
é‘ij:‘(R,'O_Rio)‘*‘(xj_Xi)‘_lou (1.11.5)

Como la magnitud de un vector estd dada por la raiz cuadrada de su producto

punto entonces
3 =([(Rjp=Rip) +(X; =x)]-[(R o = Rip) + (X; —x, ) —lg; (1.11.6)
Desarrollando el producto punto nos queda

5ij :[(RjO_RiO)2+(Xj _Xi)2+2(Rjo_Rio)'(Xj _Xi)]yz_lou (1.11.7)

pero como Iy =[(R ;o= R;p) (R o= R;p)I"? :‘RjO—Ri0 entonces
5ij :[loij2+(xj _Xi)2+2(RjO _Rio)'(xj _Xi)]l/2 _Ioij (1-11-8)
Factorizando | nos queda
X. —X;)? R.,.-R.
5”.=|0”[1+( , 2') +2Rie , "’)-(xj—xi)]]/z—lOij (1.11.9)
0ij 0ij

por la condiciéon de pequefias oscilaciones ¢

0ij

>> (X; —X;)?, entonces
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(Xj _Xi)2
£2

0i]

1

0 (1.11.10)

y la ecuacion (1.11.9) nos queda como

(1.11.11)

12
R, - R, X, —X
é‘ijzlo{]ﬁz( = OI)'(] I)} _Ioij

0ij [o]]]

Por definicibn tenemos que si una variable cualquiera a<l se cumple que
(1+a)” = (1+4a) entonces, como el segundo término de la suma entre paréntesis

€S menor que uno, la ecuacion 1.11.11 se convierte en

0, 1+—
2 i I

0ij oij

J:|0i1|: 2(R0j_Roi).(Xj_Xi):|_|0ij (1.11.12)

por lo tanto, al eliminar los paréntesis en la ecuacion (1.11.12) se elimina | y nos

queda que

S = (ROj - ROi)

1] |

“(x, ~X,) (1.11.13)

[o]]]

En la ecuacioén (1.11.13) el primer término del producto punto es por definicién un

vector unitario, el cual denotaremos como

no=- 0o/ (1.11.14)

Entonces la ecuacion (1.11.13) nos queda como
S =+ (X; —X;) (1.11.15)

La energia potencial para la pareja ij-esima de particulas, por definicion, esta dada

por

Epzzk52 (1.11.16)

ij =]
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sustituyendo la ecuacioén (1.11.15) en (1.11.16) tenemos
1 2
Epzikij[nij-(xj—xi)] (1.11.17)

Por otro lado, para un sistema de n particulas tenemos que la energia potencial

total es la suma de todas las energias potenciales, entonces

Ep:EZ:Ekij[ﬁij'(Xj_xi)]2 (1.11.18)
2i¢j:12
1 n 3 2
Ep=-> 2. kij|:z(xljl_xiﬂ)ni§li| (1.11.19)
4i¢j:l =1
como
ny Lng Lnf (1.11.20)
implica que
g =0, ninf =0y nin} = (1.11.21)
Por lo tanto
18 3
Ep="> k| D (x§ —x")nf (x; —x)ny (1.11.22)
4i#j=l ‘u,v=1
1 n 3
=p= 4;1;;1% (x§ =) O =x)n; (1.11.23)
E_ln 3k UV UV HyV ﬂvnvny 11124
p_4i¢zj;‘1u,zv;1ij()(jxj+xixi_Xixi_xjxi) ij (1.11.24)

nunca i =] yaque si |, fuera cero esto no tendria ningun sentido.

Por lo tanto las componentes de la matriz a resolver son los siguientes
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Vijw — kI n#n

]

n
= ZKJ"‘S’“E

i=j=1

Ahora, si en funcién de las masas definimos lo siguiente

ye=xamL oy =X m, =t me oy )

las ecuaciones (1.11.25) nos quedan como sigue

v Ky

ij /nwnm
Sk

\/yv :I¢jl

ii n]

Estas son las entradas de la siguiente matriz

\/1111 \/1112 V1113 ) ) . . . : . . . Vljr.vl
Vﬁl \/ﬁ2 \/ﬁ3 . . . . . . . . . Vlle
VSI ij \/1313 ) ) . . : : : . . Vl:;‘vl
Vun V‘le Vulz
V“21 Vuzz V“za
VUSI VUaz V1133
VEOVEVE
va vEvE

12
Vi
2
Vin

32
Vin

12
Vi

2
Vi

2
Vi

137
Vin

23
Vi

3
Vin

13
Vi

23
Vin

33
Vin i

(1.11.25.a)

(1.11.25.b)

=x/./m  (1.11.26)

(1.11.27.a)

(1.11.27.b)

(1.11.28)

Como esta notacidn es muy compleja, haremos la siguiente transformacion de

indices para que nos quede una matriz mas usual, entonces definimos

Ad =Vij/w

donde
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K=u*n+i i
. N = nUmero de masas (1.11.30)
l=v*n+ |

Dando como resultado la siguiente matriz simétrica

A1,1 ' ' ! Al,3N
: : : : (1.11.31)
A

utnidvn
Asni : : : A an
Ahora necesitamos hallar los eigenvalores y eigenvectores, de esta matriz
simétrica, los cuales nos daran las frecuencias de oscilacion de los modos
normales, para poder llevar a cabo esto, necesitamos utilizar las rutinas tred2 y
tgli que se encuentran en los apéndices. Primero tenemos que reducir la matriz
simétrica a una matriz tridiagonal utilizando la rutina tred2 que en si, es el método
de Householder (ver apéndices 1 y 2), una vez obtenida esta matriz tridiagonal,
utilizaremos la rutina tqli que es el algoritmo QL, el cual consiste en una sucesion
de transformaciones ortogonales (ver apéndices 1 y 3), la cual nos permitira

encontrar los eigenvalores y los eigenvectores, mismos que no daran los modos

normales de vibracion de la malla.

Para poder obtener lo anterior, se elaboré dos programas de coémputo, uno en
Visual C, el cual contiene las dos rutinas antes mencionadas la tred2 y la tqli que
nos permitiran calcular los eigenvalores y eigenvectores de la matriz que resulta
de la malla seleccionada, y otro programa en Visual Basic que nos permitira

observar esos modos normales de vibracion de la malla definida (ver apéndice 1).

Con esta simulacion se podran resolver y visualizar las vibraciones de varios tipos
de osciladores acoplados en una dimension, vibraciones de mallas en dos
dimensiones, como redes de osciladores o0 membranas, como la de un tambor, y
vibraciones en tres dimensiones como las estructuras de cristales, que podran
utilizar otros estudiantes de fisica o ingenieria que estén elaborando trabajos

similares.
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Este método nos permita resolver un sistema de particulas denominado malla,
como por ejemplo, el caso mas general, el de una malla en tres dimensiones de n

masas diferentes m,...,m,, unidas por resortes diferentes de constantes k; , como

se muestra en la figura 1.11-2

También permitira resolver el caso de una malla en dos dimensiones, como se

muestra en la figura 1.11-3

Fig. 1.11-3
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Asi como, el caso de una dimensidén, que viene siendo el de oscilaciones
acopladas, por ejemplo, la cadena lineal diatbmica que esta formada por dos tipos

de particulas colocadas alternadamente como se muestra en la figura 1.11-4

%MANW&JWW . 5 “ 5 . 5 “ J\AAANM

Fig. 1.11-4

Los detalles de cada una de las vibraciones en mallas ya sea en una, dos o tres

dimensiones, las estudiaremos en el capitulo 2 de Aplicaciones.
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APLICACIONES

En este capitulo veremos algunas de las aplicaciones en las que podemos utilizar
este modelo de simulacion, para poder calcular y ver los modos normales de
vibracion de los diferentes tipos de mallas, primero veremos las vibraciones de
una malla en una dimensién que corresponde al caso de oscilaciones acopladas,
posteriormente desarrollaremos el caso para dos dimensiones, como puede ser el
caso de una malla cuadra o circular, y por ultimo, veremos el caso para tres

dimensiones que pueden ser Utiles para vibraciones en cristales.

2.1 Mallas en una dimensién (Osciladores armonicos acoplados)

Para el caso de una dimension consideraremos el caso de la cadena lineal
homogénea de osciladores armonicos acoplados, veremos el caso de dos

osciladores armonicos acoplados como se muestra en la siguiente figura

Capitulo Il (Aplicaciones) 75



De acuerdo a lo anterior y con la aplicacién para encontrar los modos normales, lo
que tenemos que hacer y crear el archivo de entrada como se definié en el
apéndice 1, entonces, tenemos que darle valores a las variables de la masa m=1
y las constantes k=1, las coordenadas de posicibn de cada particula y su

condicion a la frontera, de que si la particula es fija o no, resultando lo siguiente

Dando como resultado los siguientes dos modos normales de vibracion

1: 1.000000
2: 3.000000

Estos resultados son idénticos a las @ y o, elevadas al cuadrado de las

ecuaciones 6.8, con los valores de las ks y M’s igual a uno.

En la simulacion podemos ver como son estos modos normales de vibracion para

este caso en particular.

Podemos ver otro caso similar al anterior, solo que en lugar de dos osciladores

armoénicos acoplados ahora tenemos tres como se muestra en la siguiente figura

En este caso como en el anterior su archivo de entrada es similar, entonces

AC-03.txt
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53 11

10-201
10-100
10 000
10 100
10 201

Dando como resultado los siguientes dos modos normales de vibracién

1: 3.414214
2: 2.000000
3: 0.585786

En la simulacién podemos ver como son estos modos normales de vibracion para

este caso en particular.

Podemos ver otro caso similar al anterior, solo que en lugar de tres osciladores
armonicos acoplados ahora tenemos cuatro como se muestra en la siguiente

figura

Dando como resultado los siguientes dos modos normales de vibracién

1
2:
3:
4:

En la simulacion podemos ver como son estos modos normales de vibracion para

2.618034
3.618034
1.381966
0.381966

este caso en patrticular.
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Ahora veremos el caso de una malla en una dimensién formada por 7 particulas
de masas iguales, unidas por resortes de la misma constante k, como se muestra

en la siguiente figura

De acuerdo a lo anterior y con la aplicacion para encontrar los modos normales, lo
que tenemos que hacer y crear el archivo de entrada como se definié en el
apeéndice 1, entonces, tenemos que darle valores a las variables de la masa m=1
y las constantes k=1, las coordenadas de posicibn de cada particula y su

condicion a la frontera, de que si la particula es fija 0 no, resultando lo siguiente

AC-07-1.txt
7 3 1.1
1 0 -3
1 0 -2
1 0 -1
10 O
10
10
10

[ejojoleoNoNoNe]
[ejoNeooNoNoNe]

1
2
3
Dando como resultado los siguientes siete modos normales de vibracion

0.198062
-0.000000
0.753020
1.554958
2.445042
3.246980
3.801938

En la simulacion podemos ver como son estos modos normales de vibracion para

este caso en particular.

Podemos ver otro caso similar al anterior, s6lo que en este caso fijaremos los

extremos dando como resultado el siguiente oscilador arménico acoplado
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En este caso como en el anterior su archivo de entrada es similar, Unicamente
solo hay que cambiar algunas condiciones iniciales, como el fijar las particulas 1y

7 entonces

07-1.txt

11

AC-
73
10
10 -2
10
100
10
10
10

[ejeojoloNoNoNe]
POOOOOR

1
2
3
Dando como resultado los siguientes cinco modos normales de vibracion

3.000000
1.000000
2.000000
3.732051
0.267949

aRrwWwNE

Como podemos observar en este caso solo hay cinco modos normales en lugar de

siete.

En la simulacién también la vamos a poder ver como son estos modos normales

de vibracion para este caso en particular.

Otro caso que podemos observar es el de una cadena lineal homogénea con un

extrafio, esto es similar al caso anterior solo que la masa del centro seria diferente

como se muestra en la siguiente figura

Este caso es muy similar al anterior, Unicamente hay que cambiar la masa del

centro por m=M , entonces el archivo de entrada nos queda como sigue

AC-07-1.txt
7311

10-301
10-200
10-100
50 000
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PR
[oNeoNe)
WN R
[oNeoNe)
OO

Dando como resultado los siguientes cinco modos normales de vibracion

3.000000
1.000000
1.215593
1.106924
3.077483

En la simulacion también vamos a poder ver como son estos modos normales de

vibracion.

Por ultimo podemos ver el caso de la cadena lineal diatdbmica formada por dos

tipos de particulas colocadas alternadamente como se muestra en la siguiente

figura

Este caso es muy similar al anterior, Unicamente hay que cambiar las masas de
las particulas alternadamente una con masa igual a m y otra igual a M y asi

sucesivamente, entonces el archivo de entrada nos queda como sigue

AC-07-1.txt
7311
103
10 -2
50 -1
100
50
10
10

[eeojoloNoNoNe]
POOOOOR

1
2
3
Dando como resultado los siguientes cinco modos normales de vibracion

2.116515
2.000000
2.313553
0.283485
0.086447

aprwNE

En la simulacién también la vamos a poder ver como son estos modos normales

de vibracion.
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2.2 Mallas en dos dimensiones

Aqui analizaremos los casos de mallas cuadradas y circulares, entre otras, con
diferentes condiciones a la frontera, donde podremos simular, por ejemplo, los
modos normales de vibracion de un tambor, de una superficie plana, como si fuera
el suelo de la Ciudad de México con diferentes condiciones a la frontera, como el
dejar fijos ciertos puntos y tener masas y constantes diferentes, y en otros casos
como el de una membrana celular, que también tiene sus modos normales de
vibraciéon, comenzaremos analizando el caso de una malla circular de 65

particulas de masa m=1y de constantes k=1 como la de la siguiente figura

O ©
[ ] © w0 O [ ]
O O
09 g
4 o"l. o © .o ?
= © ooooo © %
© O 2
¢ © © © O © O O ©
2 © ©
.o ° 00000 © &
: o © &
© © ©
o O, g0 P
L PO S
N

Como en los casos de la seccién anterior tenemos que construir el archivo de
entrada para esta malla considerando las masas de las particulas igual a 1 y las
constantes de los resortes también igual a 1, entonces el archivo nos queda de la

siguiente manera

MA-65-1.txt
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&)

3
0.000000
1.000000
2.000000
3.000000
4.000000
0.923880
1.847759
2.771639
3.695518
0.707107
1414214
2.121320
2.828427
0.382683
0.765367
1.148050
1.530734
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000

-0.923880
-1.847759
-2.771639
-3.695518
-0.707107
-1.414214
-2.121320
-2.828427
-0.382683
-0.765367
-1.148050

PRRPRPRRPRRPRREPRPRREPRPRRREPRRERPRRERRERREPRRERERRRERRERRERL®
[ef¥eRoNeNoRoloNoRoNoNolcNoNoNcNoRoNoNo o NoRolcNoNoNoNo o NoNo No N o)

2.0
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.382683
0.765367
1.148050
1.530734
0.707107
1.414214
2.121320
2.828427
0.923880
1.847759
2.771639
3.695518
1.000000
2.000000
3.000000
4.000000
0.382683
0.765367
1.148050
1.530734
0.707107
1.414214
2.121320
2.828427
0.923880
1.847759
2.771639

[eNeoNoNoNoNoNoNoNoNololeolooloNololoNoNoNoNoNoNeololoNoNoloNoNoNo}

PRRPRRPRRPRRPRREPRPRREPRPRRREPRRERRPRRERPRRREPRRERERRRERRERRE
[cfeReNeloReloloRoloRoNecRoRole oo ool foRo e oo oo NoNoloNe oo

-1.530734
-1.000000
-2.000000
-3.000000
-4.000000
-0.923880
-1.847759
-2.771639
-3.695518
-0.707107
-1.414214
-2.121320
-2.828427
-0.382683
-0.765367
-1.148050
-1.530734
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.923880
1.847759
2.771639
3.695518
0.707107
1.414214
2.121320
2.828427
0.382683
0.765367
1.148050
1.530734

3.695518

0.000000

0.000000

0.000000

0.000000
-0.382683
-0.765367
-1.148050
-1.530734
-0.707107
-1.414214
-2.121320
-2.828427
-0.923880
-1.847759
-2.771639
-3.695518
-1.000000
-2.000000
-3.000000
-4.000000
-0.382683
-0.765367
-1.148050
-1.530734
-0.707107
-1.414214
-2.121320
-2.828427
-0.923880
-1.847759
-2.771639
-3.695518

[eNeNoNeoNoNoNeoloNoloNoloNoNeloNoloNoNoNoNeoNoNoloNoloNoNeoojlooNo o]

Dando como resultado los siguientes modos normales de vibracion

001 3.902125
002 3.902125
003 4.048543
004 4.048543
005 4.196802
006 4.196802
007 3.754701
008 3.754701
009 4.555864
010 4.555864
011 4.743650
012 4.743650
013 3.884290
014 3.875054
015 3.937385
016 3.200700
017 3.200700
018 4.257119
019 4.287953
020 4.331649
021 4.492805
022 4.507863
023 5.540553
024 5.540553
025 5.765513
026 5.765513
027 3.675912
028 2.610362
029 2.610362
030 2.710677
031 2.710677
032 3.510370
033 3.371295
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3.320859
3.163798
2.385844
2.385844
2.648792
2.676102
2.551399
6.147925
6.147925
4.913706
2.454345
1.960271
1.960271
1.771955
1.771955
5.584977
5.207761
5.336813
5.838451
5.862893
6.094340
6.065682
6.877695
6.877695
6.288429
7.343536
7.343536
2.061499
7.883436
7.883436
6.683160
1.697196
1.679312

7.280208
1.041326
1.041326
7.458058
8.468264
8.468264
7.862953
7.815179
7.723138
7.934650
7.996434
8.752184
8.752184
1.462624
1.308969
1.148950
1.013388
9.524546
9.524546
-0.000000
-0.000000
0.000000
0.425021
0.425021
0.741754
9.095537
9.129783
0.605497
9.590553
9.754299
9.819543
9.850968
11.053322

11.053322
10.121574
10.524932
11.690222
11.690222
10.690811
10.770670
10.895911
10.940610
11.948115
11.948115
12.453073
12.453073
12.501478
12.501478
12.833580
12.923234
12.833580
12.923234
12.750557
12.792711
12.802273
12.925809
12.943956
14.045649
14.045649
14.939834
14.939834
15.494379
15.642545
18.849570



Los modos normales los vamos a poder observar en la simulacion.

Ahora consideraremos la misma malla circular pero fijando las particulas que
se encuentran en el contorno del circulo como se muestra en la siguiente

figura,

Entonces el archivo de entrada nos quedaria como sigue

MA-65-1.txt

3 2.0
0.000000  0.000000
1.000000  0.000000
2.000000  0.000000
3.000000  0.000000
4.000000  0.000000
0.923880  0.382683
1.847759  0.765367
2771639  1.148050
3.695518  1.530734
0.707107  0.707107
1414214 1.414214
2121320  2.121320
2.828427  2.828427
0.382683  0.923880
0.765367  1.847759
1.148050 2.771639
1.530734  3.695518
0.000000  1.000000
0.000000  2.000000
0.000000  3.000000
0.000000  4.000000
-0.923880  0.382683
-1.847759  0.765367
-2.771639  1.148050
-3.695518  1.530734
-0.707107  0.707107
-1.414214  1.414214
-2.121320  2.121320
-2.828427  2.828427

()]

-0.382683  0.923880
-0.765367  1.847759
-1.148050 2.771639
-1.530734  3.695518
-1.000000  0.000000
-2.000000  0.000000
-3.000000  0.000000
-4.000000  0.000000
-0.923880 -0.382683
-1.847759 -0.765367
-2.771639  -1.148050
-3.695518 -1.530734
-0.707107 -0.707107
-1.414214  -1.414214
-2.121320 -2.121320
-2.828427 -2.828427
-0.382683 -0.923880
-0.765367 -1.847759
-1.148050 -2.771639
-1.530734 -3.695518
0.000000 -1.000000
0.000000 -2.000000
0.000000 -3.000000
0.000000 -4.000000
0.923880 -0.382683
1.847759 -0.765367
2.771639 -1.148050
3.695518 -1.530734
0.707107 -0.707107
1414214 -1.414214

RPRRPRRPRRPRRPRRPRRERRPRREPRPRRREPRPRRERREPRRERPRRERRERRERERLO®
[e¥eNoNcNoNoloNoRoNoNoNcNoRolcNoRo o NoRoNo oo No oo NoRo N o)
POOOROOOrROOOROOOROOOROOOROOOO
RPRRPRRPRRPRRPRRPRREPRPRREPRPRREPRPRRREPRRERRPRRERRRERRERR
cYelolcloRoNoloRoNoRoReRoRole oo e oo ool oo oo RoNo N o)
OOROO0OOROO0OOROOOROOOROOOROOOROOO
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1 0 2121320 -2.121320 O 1 0 0.765367 -1.847759 O
1 0 2.828427 -2.828427 1 1 0 1148050 -2.771639 O
1 0 0.382683 -0.923880 O 1 0 1530734 -3.695518 1

Dando como resultado los siguientes modos normales de vibracion

001 3.868248 026 4.447919 051 3.186998 076 12.830916
002 3.868248 027 3.789338 052 2.944728 077 12.918056
003 3.966239 028 5.323078 053 9.016656 078 12.918056
004 3.966239 029 5.315560 054 9.026049 079 2.005394
005 4.352456 030 5.335601 055 9.427744 080 2.005394
006 4.352456 031 5.376451 056 11.033162 081 2.588550
007 3.868079 032 5.403194 057 11.033162 082 2.450477
008 4.832898 033 3.023431 058 9.651527 083 2.324947
009 4.832898 034 3.023431 059 9.798012 084 12.800159
010 4.998363 035 7.828869 060 9.833921 085 12.791930
011 4.998363 036 8.432628 061 10.076569 086 12.750531
012 5.454090 037 8.432628 062 11.685167 087 12.925557
013 5.454090 038 7.800869 063 11.685167 088 12.943136
014 3.494466 039 8.643511 064 11.914674 089 14.027555
015 3.494466 040 8.643511 065 11.914674 090 14.027555
016 3.918283 041 7.704885 066 10.667533 091 0.431669
017 7.824936 042 7.911331 067 10.522640 092 0.431669
018 7.824936 043 7.970411 068 10.760267 093 14.933932
019 7.214127 044 7.249363 069 10.855300 094 0.661103
020 7.214127 045 7.162556 070 10.922828 095 14.933932
021 6.751881 046 6.283475 071 12.451958 096 15.479891
022 6.751881 047 6.551475 072 12.451958 097 15.620026
023 4.280104 048 9.411643 073 12.498599 098 18.844513
024 4.263581 049 9.411643 074 12.498599

025 4.160381 050 3.183604 075 12.830916

Otra aplicacion y que es muy ilustrativa para considerar la parte de sismos

veamos la siguiente malla cuadrada
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MA-64-1.txt

64 3 11

1 0 -4.000000 4.000000
1 0 -3.000000 4.000000
1 0 -2.000000 4.000000
1 0 -1.000000 4.000000

0.000000 4.000000
1.000000 4.000000
2.000000 4.000000
3.000000 4.000000
-4.000000 3.000000

coocoo
PRRERR
coocoooo
coocoooo
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-3.000000 3.000000
-2.000000 3.000000
-1.000000 3.000000
0.000000 3.000000
1.000000 3.000000
2.000000 3.000000
3.000000 3.000000
-4.000000 2.000000
-3.000000 2.000000
-2.000000 2.000000
-1.000000 2.000000
0.000000 2.000000
1.000000 2.000000
2.000000 2.000000
3.000000 2.000000
-4.000000 1.000000
-3.000000 1.000000
-2.000000 1.000000
-1.000000 1.000000
0.000000 1.000000
1.000000 1.000000
2.000000 1.000000
3.000000 1.000000
-4.000000 0.000000
-3.000000 0.000000
-2.000000 0.000000
-1.000000 0.000000
0.000000 0.000000

1.000000 0.000000
2.000000 0.000000
3.000000 0.000000
-4.000000 -1.000000
-3.000000 -1.000000
-2.000000 -1.000000
-1.000000 -1.000000
0.000000 -1.000000
1.000000 -1.000000
2.000000 -1.000000
3.000000 -1.000000
-4.000000 -2.000000
-3.000000 -2.000000
-2.000000 -2.000000
-1.000000 -2.000000
0.000000 -2.000000
1.000000 -2.000000
2.000000 -2.000000
3.000000 -2.000000
-4.000000 -3.000000
-3.000000 -3.000000
-2.000000 -3.000000
-1.000000 -3.000000
0.000000 -3.000000
1.000000 -3.000000
2.000000 -3.000000
3.000000 -3.000000

RPRRRPRPRRRPRPRRREPRRERREPRRERPRRERREPRRERRRERRRERRE
[e¥eReNoNoNcNoRoNcNooNoNoNoNoNoNooRoNoloRo oo o NoNo N o]
[e¥eReNoNoNcloRoNoNoRoNoloNoNoNoNooRoNoloNo oo NoNoNo N o]
RPRRRPRPRRPRRPRPRRPRRPRRRPRREPRPRRREPRRERRERRRERREERR
[e¥eReNeNoNcNoNoNeNoRoleNoNoNoRo o oo o No o No Yoo No N}
[e¥eReNeNoNcNoNoNoNoRoleNoNoNoRoNoNoRoNeNo oo Yoo No Nl

Dando como resultado los siguientes modos normales de vibracion

001 0.152241 033 0.152241 065 0.152241 097 0.152241
002 -0.000000 034 -0.000000 066 -0.000000 098 -0.000000
003 0.585786 035 0.585786 067 0.585786 099 0.585786
004 1.234633 036 1.234633 068 1.234633 100 1.234633
005 2.000000 037 2.000000 069 2.000000 101 2.000000
006 2.765367 038 2.765367 070 2.765367 102 2.765367
007 3.414214 039 3.414214 071 3.414214 103 3.414214
008 3.847759 040 3.847759 072 3.847759 104 3.847759
009 0.152241 041 0.152241 073 0.152241 105 0.152241
010 -0.000000 042 -0.000000 074 -0.000000 106 -0.000000
011 0.585786 043 0.585786 075 0.585786 107 0.585786
012 1.234633 044 1.234633 076 1.234633 108 1.234633
013 2.000000 045 2.000000 077 2.000000 109 2.000000
014 2.765367 046 2.765367 078 2.765367 110 2.765367
015 3.414214 047 3.414214 079 3.414214 111 3.414214
016 3.847759 048 3.847759 080 3.847759 112 3.847759
017 0.152241 049 0.152241 081 0.152241 113 0.152241
018 -0.000000 050 -0.000000 082 -0.000000 114 -0.000000
019 0.585786 051 0.585786 083 0.585786 115 0.585786
020 1.234633 052 1.234633 084 1.234633 116 1.234633
021 2.000000 053 2.000000 085 2.000000 117 2.000000
022 2.765367 054 2.765367 086 2.765367 118 2.765367
023 3.414214 055 3.414214 087 3.414214 119 3.414214
024 3.847759 056 3.847759 088 3.847759 120 3.847759
025 0.152241 057 0.152241 089 0.152241 121 0.152241
026 -0.000000 058 -0.000000 090 -0.000000 122 -0.000000
027 0.585786 059 0.585786 091 0.585786 123 0.585786
028 1.234633 060 1.234633 092 1.234633 124 1.234633
029 2.000000 061 2.000000 093 2.000000 125 2.000000
030 2.765367 062 2.765367 094 2.765367 126 2.765367
031 3.414214 063 3.414214 095 3.414214 127 3.414214
032 3.847759 064 3.847759 096 3.847759 128 3.847759

Otro caso que es similar al anterior es la misma malla pero con las particulas

del contorno fijas como se muestra en la siguiente figura

Capitulo 1l (Aplicaciones) 85



MA-64-2.txt

X
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[e¥eNoNoNoNofoNoNoloRoNoRo o NoNeNoNoRoNoNoNo oo o NoRo o NoRo NN}
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4.000000
4.000000
4.000000
4.000000
4.000000
4.000000
4.000000
3.000000
3.000000
3.000000
3.000000
3.000000
3.000000
3.000000
3.000000
2.000000
2.000000
2.000000
2.000000
2.000000
2.000000
2.000000
2.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000

A AAAAS
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-4.000000
-3.000000
-2.000000
-1.000000
0.000000
1.000000
2.000000
3.000000
-4.000000
-3.000000
-2.000000
-1.000000
0.000000
1.000000
2.000000
3.000000
-4.000000
-3.000000
-2.000000
-1.000000
0.000000
1.000000
2.000000
3.000000
-4.000000
-3.000000
-2.000000
-1.000000
0.000000
1.000000
2.000000
3.000000

A,

0.000000

-1.000000
-1.000000
-1.000000
-1.000000
-1.000000
-1.000000
-1.000000
-1.000000
-2.000000
-2.000000
-2.000000
-2.000000
-2.000000
-2.000000
-2.000000
-2.000000
-3.000000
-3.000000
-3.000000
-3.000000
-3.000000
-3.000000
-3.000000
-3.000000

PRPRRPRRPRRPPPPPROOOOOORPPROOOOOORRFRPROOOOOOR

Dando como resultado los siguientes modos normales de vibracién

001
002
003
004
005
006
007
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3.246980
2.445042
3.801938
1.554958
0.753020
0.198062
3.246980

008
009
010
011
012
013
014

2.445042
3.801938
1.554958
0.753020
0.198062
3.246980
2.445042

015
016
017
018
019
020
021

3.801938
1.554958
0.753020
0.198062
3.246980
2.445042
3.801938

022
023
024
025
026
027
028

1.554958
0.753020
0.198062
3.246980
2.445042
3.801938
1.554958



029 0.753020 040 1.554958 051 0.198062 062 1.554958

030 0.198062 041 0.753020 052 2.445042 063 0.198062
031 3.246980 042 0.198062 053 3.246980 064 2.445042
032 2.445042 043 0.753020 054 3.801938 065 3.246980
033 3.801938 044 1.554958 055 0.753020 066 3.801938
034 1.554958 045 0.198062 056 1.554958 067 0.753020
035 0.753020 046 2.445042 057 0.198062 068 1.554958
036 0.198062 047 3.246980 058 2.445042 069 0.198062
037 3.246980 048 3.801938 059 3.246980 070 2.445042
038 2.445042 049 0.753020 060 3.801938 071 3.246980
039 3.801938 050 1.554958 061 0.753020 072 3.801938

2.3 Mallas en tres dimensiones

Este es caso mas general de las vibraciones en mallas, en esta seccion
veremos como calcular los modos normales de vibracion, por ejemplo en un

cubo que se asemeja a la configuracion molecular de un cristal,

Como en los casos de la seccion anterior tenemos que construir el archivo de
entrada para esta malla considerando las masas de las particulas igual a 1 y
las constantes de los resortes también igual a 1, entonces el archivo nos queda

de la siguiente manera

0
o

8-1.txt

U
3
0
0
0
1
1
0
1
1

RPRRPRRRRRR®
rORrROOROW
rRrROOROOP®
cocoocoocoococoo

Dando como resultado los siguientes modos normales de vibracion

001 4.000000
002 4.000000
003 4.000000
004 4.000000
005 4.000000
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006 4.000000
007 4.000000
008 2.000000
009 2.000000
010 2.000000
011 2.000000
012 2.000000
013 0.000000
014 0.000000
015 -0.000000
016 -0.000000
017 -0.000000
018 -0.000000
019 2.000000
020 3.000000
021 3.000000
022 1.000000
023 1.000000
024 8.000000

Dejando fijo el origen del cubo nos quedaria la siguiente figura

E archivo de entrada nos queda de la siguiente manera

CU-08-2.1xt
8330
10001
10100
10010
11000
11100
10110
11010
11110

Dando como resultado los siguientes modos normales de vibracion

001 0.000000
002 2.000000
003 2.000000
004 2.000000
005 2.000000
006 2.000000
007 2.000000
008 0.000000
009 0.000000
010 -0.000000
011 -0.000000
012 -0.000000
013 1.310473
014 1.310473

Capitulo 1l (Aplicaciones) 88



015 0.529970
016 0.529970
017 2.792682
018 2.792682
019 3.866875
020 4.000000
021 3.866875
022 0.354249
023 3.000000
024 5.645751

La visualizacion de los modos normales de vibracion los podemos ver en la

aplicacién hecha en Visual Basic.
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Conclusiones

En este trabajo de tesis se discutieron algunas propiedades de las vibraciones en
mallas de particulas unidas por resortes de diferentes caracteristicas; se desarrollé
un método facil y sencillo, para resolver y obtener los modos normales de

vibracion para cualquier tipo de malla, ya sea en una, dos o tres dimensiones.

Para optimizar mas este método, se desarrollé6 un programa en Visual C, para
elaborar los calculos de una forma sencilla y transparente, el usuario Gnicamente
tendra que disefiar su malla con las caracteristicas a su eleccion de forma grafica,
y crear un archivo de texto que tenga las siguientes caracteristicas: nimero de
particulas, el alcance que debe haber entre cada una de las particulas, las
posiciones de cada una de las particula en tres dimensiones, asi como sus masas

correspondientes.

Por otro lado, se desarroll6 una simulacién en Visual Basic, en la cual el usuario
podra visualizar los modos normales de vibracion de la malla deseada o de un
sistema de particulas en tres dimensiones, de forma grafica, en la pantalla de una

computadora de una manera facil y directa.

Con este método se pudieron encontrar los modos normales de vibracién en una
malla, cuando se introducian en ellas, masas diferentes como un extrafio, que
daban forma a las cadenas diatbmicas de osciladores armonicos; también se

encontraron los modos normales cuando se fijaban algunas de las particulas,
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consideradas como condiciones a la frontera, observando con ello la diferencia

entre una y otra malla o en sistemas de tres dimensiones.

En la actualidad, se cuenta con una gran variedad de herramientas tecnolégicas,
gue antes no se tenian, pero aun teniéndolas no se les da el uso adecuado, es por
€es0 que se espera gue estudiantes e investigadores utilicen esta herramienta de
mucha versatilidad, que les serd muy Util para resolver trabajos de problemas
afines, como por ejemplo: osciladores acoplados, vibraciones de las moléculas,
sélidos (cristales), cuerdas, membranas, estructuras como puentes y edificios,

sismos, etc..

El valor agregado de esta tesis es la sistematizacion de cualquier sistema de
particulas, de cualquier estructura, unidas por resortes hasta en tres dimensiones,
s6lo definiendo su estructura geométrica, o sea, proporcionando las coordenadas
de las posiciones de cada una de las particulas con sus masas correspondientes y

el valor de la constante elasticas de los resortes que unen a las particulas.
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Apéndice 1

Archivos de entrada y de salida de la simulacion

Se elabord un programa en Visual C en el cual resibe un archivo de entrada con

las siguientes caracteristica:

El archivo de entrada es un archivo de texto con extension txt, por ejemplo
Cubo.txt

En el primer renglén o en la primera linea deben de ir los siguintes datos

Np: Namero de particulas (1,...,N)

Dim: Dimensioén (1,...,3)

Alcance: Distancia que deben guardar las particulas para que sean unidas con un
resorte.

Como se muestra a continuacion

Np Dim Alcance
8 3 3.0

En los siguintes renglones, que dependera del numero de particulas, cada renglén
estara dado, en la primera columna la Masa de la particula, en la segunda
columna el valor de la coordenada X, en la tercera columna el valor de la
coordenada Y, en la cuarta columna el valor de la coordenada Z y quinta y dlitma
columa la condicion a la frontera, que consiste en definir si la particula es fija
(valor=1) o si la particula se mueve libremente (valor=0). A continuacién se

muestra como quedaria.
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Condicién

QD
n
o]

PRRPRPEPRRPRIZ
PR ORRFPROOO|X
P OPRRFROOLR Ol
PR RPOOR OO\

1
0
0
0
1
0
0
1

Al ejecutar el programa y darle el nombre del archivo, da como resultado los
siguientes dos archivos de salida, el primero contiene en el primer renglon el
namero de particulas y los siguintes renglones las coordenadas (x,y,z) de la
posicion de cada particula numeradolas del 1 al Np, como se muestra a

continuacion.

Archivos de salida:

Cubos.txt

8
0.000000 0.000000 0.000000
0.000000 1.000000 0.000000
0.000000 0.000000 1.000000
1.000000 0.000000 0.000000
1.000000 1.000000 0.000000
0.000000 1.000000 1.000000
1.000000 0.000000 1.000000
1.000000 1.000000 1.000000

El segundo archivo, contiene en el primer renglén el nimero de eigenvalores que

O~NO OB WNBE

resultaron de la malla dada, en los siguientes renglones el nimero del eigenvalor
su valor correspondiente y en los siguientes renglones los valores de los

eigenvectores que resultaron, al ejecutar el programa, como a continuacion se

muestra .
Cuboev.txt
24
1 4.000000 0.102388 0.091722, 0.120275
0.115888 0.331111, 0.336919 -0.015122 0.209984, 0.002765
-0.191279 0.069608, 0.029752 3 4.000000
0.045944 0.261166, -0.161806 0.254674 0.255252, 0.021743
0.265655 -0.387326, -0.381518 0.187863 -0.156249, -0.045069
-0.130709 0.084513, 0.014847 -0.161398 -0.160821, -0.040496
0.029447 -0.151118, -0.145310 -0.027181 0.058795, -0.174713
0.083280 -0.204952, 0.304312 -0.399934 -0.399357, 0.198039
-0.218226 -0.003003, 0.002805 -0.281140 0.312754, 0.079245
2 4.000000 0.184841 -0.153226, -0.048091
-0.290294 -0.065188, -0.272407 0.242274 0.242851, 0.009342
0.193473 0.000637, 0.211359 4 4.000000
-0.289583 -0.064477, 0.276474 0.034604 0.101284, 0.022794
0.156167 0.037943, -0.169276 -0.048841 -0.051453, -0.060651
-0.243433 -0.018327, 0.230324 -0.058807 0.007873, -0.119977
0.386405 -0.192295, -0.399514 -0.433187 0.332892, 0.254402
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0.037761 0.104441,
0.073044 -0.173338,
0.341755 -0.442049,
0.053670 0.120350,
5 4.000000

-0.322541 -0.260688,
0.090307 -0.200885,
0.351070 0.412922,
-0.025287 -0.085292,
-0.111017 -0.049165,
-0.118836 0.008257,
-0.043636 -0.066942,
0.179940 0.241793,
6 4.000000

0.153025 0.104493,
-0.195206 -0.001454,
-0.076418 -0.124951,
-0.083679 -0.112981,
0.032003 -0.016530,
0.118599 -0.315259,
-0.330100 0.133439,
0.381776 0.333243,
7 4.000000

-0.021449 -0.153277,
-0.365662 0.468405,
0.217026 0.085198,
0.025985 0.076758,
-0.201495 -0.333323,
0.170084 -0.067341,
0.111422 -0.008679,
0.064088 -0.067741,
8 2.000000

-0.030236 -0.167422,
0.208517 0.299657,
-0.094569 0.196758,
0.348370 0.288988,
-0.040906 -0.307275,
-0.083713 -0.178471,
-0.073043 -0.318324,
-0.234421 0.186088,
9 2.000000

-0.429523 0.150014,
0.294267 0.013457,
0.174666 -0.312722,
0.265514 0.126696,
-0.316284 0.178767,
-0.039411 0.007259,
-0.152649 0.036012,
0.203419 -0.199483,
10 2.000000

-0.046258 0.291515,
-0.291129 -0.053508,
0.446180 -0.154206,
0.175931 0.092588,
0.099838 -0.175545,
-0.108792 0.237164,
-0.254888 -0.229897,
-0.020881 -0.008111,
11 2.000000

-0.197352 0.007466,
-0.148365 -0.260553,
-0.018806 -0.231483,
0.051033 0.277848,
0.341049 -0.191933,
0.364523 0.145567,
-0.173878 -0.053832,
-0.218204 0.306919,
12 2.000000

-0.153217 0.332935,
-0.039181 -0.291444,
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-0.216545
-0.251828
0.329945
0.041860

-0.212342
0.200505
-0.413303
-0.036946
0.048784
0.056602
0.066562
0.290139

0.224715
-0.123516
-0.000020

0.007241
-0.108441
-0.195036
-0.258410

0.453466

-0.085834
-0.430047
-0.046840
0.144201
0.371681
0.000102
0.047037
-0.000298

0.197658
0.091140
0.102189
0.059382
-0.348180
0.094758
-0.245280
0.048333

0.279509
-0.280810
-0.138055

0.138818
-0.137518
-0.046670

0.188661
-0.003936

-0.245257
0.237622
0.291973
0.083343

-0.075708

-0.345956
0.024991
0.028992

0.189886
-0.112188
-0.250289
-0.226815

0.149117

0.218956

0.120047
-0.088714

-0.179718
-0.252263

-0.033863 0.100788,
0.154959 -0.253329,
-0.115102 0.138794,
0.226261 0.013747,
0.188146 -0.180393,
-0.228003 0.138903,
13 0.000000
0.024306 -0.300774,
-0.299098 -0.300774,
-0.088707 -0.077449,
0.024306 0.022630,
-0.299098 0.022630,
-0.412110 -0.077449,
-0.088707 0.245955,
-0.412110 0.245955,
14 0.000000
0.446653 -0.256965,
0.261611 -0.256965,
0.299294 -0.131400,
0.446653 -0.071924,
0.261611 -0.071924,
0.114252 -0.131400,
0.299294 0.053641,
0.114252 0.053641,
15 -0.000000
-0.006707 0.093915,
0.277056 0.093915,
-0.302539 0.354732,
-0.006707 -0.189849,
0.277056 -0.189849,
-0.018776 0.354732,
-0.302539 0.070969,
-0.018776 0.070969,
16 -0.000000
0.106885 0.098239,
0.114863 0.098239,
-0.113288 -0.138614,
0.106885 0.090261,
0.114863 0.090261,
-0.105310 -0.138614,
-0.113288 -0.146592,
-0.105310 -0.146592,
17 -0.000000
0.001570 -0.101596,
0.038875 -0.101596,
-0.218621 -0.274365,
0.001570 -0.138901,
0.038875 -0.138901,
-0.181316 -0.274365,
-0.218621 -0.311670,
-0.181316 -0.311670,
18 -0.000000
-0.196057 -0.254384,
-0.025199 -0.254384,
-0.019884 -0.080070,
-0.196057 -0.425243,
-0.025199 -0.425243,
0.150974 -0.080070,
-0.019884 -0.250928,
0.150974 -0.250928,
19 2.000000
-0.005710 -0.059862,
-0.107813 0.065832,
-0.099860 -0.161151,
0.023915 -0.022053,
-0.093595 -0.191590,
0.213383 0.374793,
0.301268 0.243066,
-0.231587 -0.249036,
20 3.000000

0.066925
0.408288
0.023692
0.212514
-0.368539
0.089100

0.110226
-0.113099
0.110226
0.223238
-0.000087
-0.113099
0.223238
-0.000087

-0.023160
-0.148725
-0.023160

0.124199
-0.001366
-0.148725

0.124199
-0.001366

-0.020517
-0.281334
-0.020517
0.275315
0.014498
-0.281334
0.275315
0.014498

0.039994
0.276846
0.039994
0.260166
0.497019
0.276846
0.260166
0.497019

-0.381853
-0.209085
-0.381853
-0.161662

0.011106
-0.209085
-0.161662

0.011106

0.299135
0.124820
0.299135
0.122962
-0.051353
0.124820
0.122962
-0.051353

0.065573
0.173645
-0.261011
0.045968
-0.285185
-0.161411
-0.058202
0.480623



-0.252097 0.247848, 0.004249 -0.250000 0.250000, -0.000000
-0.252097 -0.247848, 0.004249 0.250000 0.250000, 0.000000
-0.252097 0.247848, -0.004249 -0.250000 -0.250000, 0.000000
0.252097 0.247848, 0.004249 0.250000 -0.250000, -0.000000
0.252097 -0.247848, 0.004249 23 1.000000
-0.252097 -0.247848, -0.004249 -0.144338 -0.144338, 0.288675
0.252097 0.247848, -0.004249 0.144338 -0.144338, -0.288675
0.252097 -0.247848, -0.004249 0.144338 0.144338, 0.288675
21 3.000000 -0.144338 0.144338, -0.288675
0.140642 0.148002, -0.288644 0.144338 0.144338, 0.288675
0.140642 -0.148002, -0.288644 -0.144338 0.144338, -0.288675
0.140642 0.148002, 0.288644 0.144338 -0.144338, -0.288675
-0.140642 0.148002, -0.288644 -0.144338 -0.144338, 0.288675
-0.140642 -0.148002, -0.288644 24 8.000000
0.140642 -0.148002, 0.288644 0.204124 0.204124, 0.204124
-0.140642 0.148002, 0.288644 0.204124 -0.204124, 0.204124
-0.140642 -0.148002, 0.288644 0.204124 0.204124, -0.204124
22 1.000000 -0.204124 0.204124, 0.204124
0.250000 -0.250000, -0.000000 -0.204124 -0.204124, 0.204124
-0.250000 -0.250000, 0.000000 0.204124 -0.204124, -0.204124
-0.250000 0.250000, -0.000000 -0.204124 0.204124, -0.204124
0.250000 0.250000, 0.000000 -0.204124 -0.204124, -0.204124

Una vez obtenidos los archivos anteriores, éstos se leen en el archivo de Visual
Basic para mostrar los modos normales de vibracién en la pantalla, como se

muestra en la siguiente figura:

2 Vibraciones

Rioj [1zs
ol —‘J J —d 123 Aumenta ‘ Gira =+ ‘ Gira '+ ‘ Gira Z+ ‘
Werde _d 1 | Rz
Bzl
o —‘J J —d 1125 Disrninuye ‘ Gira ¥ ‘ Gira - ‘ Gira Z- ‘
Esteren <J J >J i2_
Moda normal de wibracién = [1 Vﬁrom-,ojo ’47 Dj izquierda Oio derecho ;mﬂ:s ‘
. . . Pasicion
Carga imagen Graba imagen Wer pelicula Eorrar pantallas Luz an/off | e ‘
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Con las siguientes imagines es con las que se efectla la simulacién

-
-

Codigos fuente de las aplicaciones.

Programa en Visual C:

/* Programa: TESIS05A.C */
/* 15 de marzo de 2007 */
#include <stdio.h>

#include <math.h>

#include <string.h>

#define MAX 70

#define DMAX 3

#define SIGN(a, b) ((b) < 0 ? -fabs(a) : fabs(a))
void main()

double d[DMAX*MAX], e[DMAX*MAX];

void tred2 (double a[]DMAX*MAX][DMAX*MAX], int n2, double d[DMAX*MAX], double e[]DMAX*MAX]);
void tqli (double d[DMAX*MAX], double e[DMAX*MAX], int n2, double a[DMAX*MAX][DMAX*MAX]);
FILE *puntf;

int i,j,g,r,np,Dim,p[MAX],h1,v1;

double m[MAX],X[MAX],yI[MAX],zZ[MAX],n[DMAX][MAX][MAX],a[DMAX*MAX][DMAX*MAX];

double KIMAX][MAX],vV[MAX][MAX][DMAX][DMAX],[[MAX][MAX],suma;

float Alcance;

char nomarch[12],nomarchs[12],normaev[12];

/* Abre archivo de datos */
printf("Nombre del archivo: ");
scanf("%s",nomarch);
strcpy(nomarchs,nomarch);
strcpy(normaev,nomarch);
strncat(nomarch,".txt",4);
puntf=fopen(nomarch,"r");

/* Inicializa variables de entrada */
for(i=0;i<MAX;i++)

m(i]=0;

X[i]=0;

ylil=0;

z[i]=0;
}

/* Lee las condiciones del problema */
fscanf(puntf,"%d %d %f",&np,&Dim,&Alcance);

/*Lee los datos de las particulas */
if(Dim==1)
for (i=0;i<np;i++)
fscanf(puntf,"%lf %lIf %d",&m([i],&x[i],&pl[i]);
if(Dim==2)
for (i=0;i<np;i++)
fscanf(puntf,"%lf %If %If %d",&ml[i],&x[i],&ylil.&pli]);
if(Dim==3)
for (i=0;i<np;i++)
fscanf(puntf,"%lf %If %If %lf %d",&ml[i],&x[i],&y[i],&z[i],&p[i]);
close(puntf);

/* Calcula I(i,j) */
for(i=0;i<np;i++)
for(j=0j<np;j++)

Apéndices 97



if (i'=j)
else
/* Calcula k(i,j) */

for(i=0;i<np;i++)
for(j=0;j<np;j++)

i01=sart (OG- Cil-x D+ Il-y I *(vDl-y [ +(2[i-2[0)*(2Li]-2[1):;
Iig=o;

if (([i][]<Alcance) & (it=j))
Klili=1;

else

/* Calcula n(1,i,j) */
for(i=0;i<np;i++)
for(j=0;j<np;j++)
if (il=j)

else

/* Calcula n(2,i,j) */
for(i=0;i<np;i++)
for(j=0;j<np;j++)
if (il=j)

else

/* Calcula n(3,i,j) */
for(i=0;i<np;i++)
for(j=0;j<np;j++)
if (i'=j)

else

/* Calcula v(i,j, DMAX,DMAX) i<>j */

for(i=0;i<np;i++)
for(j=0;j<np;j++)

K[][]=0;

N[OJGI=(iT-x(MALIT:
n[O][i](i]=0;

NAGGI=(yOT-yDAGG:
n[][][]=0;

N[2001=(0]-2[DA:
n[2]([]=0;

for(q=0;q<Dim;g++)

/* Calcula v(i,j, DMAX,DMAX) i=j */

for(i=0;i<np;i++)
for(g=0;q<Dim;q++)

for(r=0;r<Dim;r++)

for(r=0;r<Dim;r++)

/* Calcula a(i,j) */
for(i=0;i<np;i++)
for(j=0;j<np;j++)

if (il=j)
VI G]r=-(K] T Q][O nrA sart(m{iTm(]);
suma=0;
for (j=0;j<np;j++)
{
if (j!=i)

suma=suma-+k[iJ[Tn[a] i]{]*n(rIL];

}
VIJ[i][g]lr}=suma/m(i];

for(q=0;g<Dim;g++)

/* Condiciones a la frontera */
for(j=0;j<np;j++)
if(p1==1)

for(r=0;r<Dim;r++)

a[g*np+@][rnp+@)=vIilall:;

for(q=0;q<Dim;g++)

/* Abre archivo de Salida */
strncat(nomarchs,"s.txt",5);
puntf=fopen(nomarchs,"w");

/* Graba datos de entrada */
fprintf(puntf,"%7d \n",np);
if(Dim==1)

for(i=0;i<np;++i)

for(i=0;i<np*Dim;i++)
{
a[il[g*np+(j)]=0.0;
a[(a)*np+][i]=0.0;

fprintf(puntf,"%3d  %9.6If \n",i+1,x[i]);

if(Dim==2)
for(i=0;i<np;++i)

fprintf(puntf,"%3d  %9.61f %9.61f \n"i+1,x[i].y[il);

if(Dim==3)
for(i=0;i<np;++i)

fprintf(puntf,"%3d  %9.6If %9.6lf %9.6If \n",i+1,x[i],y[i],z[i]);

close(puntf);
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strncat(normaev,"ev.txt",6);
puntf=fopen(normaev,"w");

tred2 (a, Dim*np, d, e);
tqli (d, e, Dim*np, a);

fprintf(puntf,"%7d \n",Dim*np);
for (v1 = 0; vl < Dim*np; v1++)

{
fprintf (puntf,"%3d  %9.61f",v1+1, d[vi]);
for (h1 = 0; hl < np; h1++)
{
/*if(fmod(h1,Dim)==0) fprintf (puntf,"\n");  */
fprintf (puntf,"\n");
if(Dim==1)
fprintf (puntf," %9.6lf", a[lh1][v1]); /* */
if(Dim==2)
fprintf (puntf,” %9.6lf %9.6If", a[lh1][v1], a[hl+np][v1]); /* */
if(Dim==3)
fprintf (puntf," %9.6If %9.6lf, %9.6lf", a[h1][v1], a[h1+np][vl], a[h1l+2*np]vl]); /* */
}
fprintf (puntf,"\n");
close(puntf);

} /* Fin Principal */
void tred2 (double a[]DMAX*MAX][DMAX*MAX], int n2, double d[DMAX*MAX], double e[DMAX*MAX])

intl, kK, j, i;
double scale, hh, h, g, f;
for (i=n2;i>=2;i-)
{
I=i-1;
h = scale = 0.0;
if (1>1) /* %
{
for(k=1; k<=1 k++) /* */
scale += fabs (a[i-1][k-1]);
if (scale == 0.0)
e[i-1] = afi-1][I-1];
else
{
for (k= 1; k <=1; k++)
{
a[i-1][k-1] /= scale;
h += a[i-1][k-1] * a[i-1][k-1];

}
f=ali-1][-1];
g =f>0 7 -sqrt(h) : sqrt(h);
e[i-1] = scale * g;
h -=f*g;
afi-1][l-1] = f - g;
f=0.0;
for (= 1;] <=1, j++)
{
alj-1][i-1] = a[i-1][-1] / h;
g=0.0;
for (k = 1; k <= j; k++)
g += afj-1]k-1] * afi-1][k-1];
for (k=j+1; k<=1; k++)
g += afk-1](-1] * afi-1](k-1];
ef-1]=g/h;
f += e[j-1] * a[i-1][j-1];

}
hh =f/ (h+h);
for (j=1;j<=1; j++)
{

f = a[i-1][j-1];

efj-11=g=-e[j-1] - hh *f;

for (k = 1; k <= j; k++)

afj-1][k-1] -= (f*e[k-1]+g*a[i-1][k-1]);

else
e[i-1] = afi-1][-1];
dfi-1] = h;

d[1-1]=0.0;
e[1-1]=0.0;
for (i=1;i <= n2; i++)

I=i-1;

if (d[i-1])

{
for(j=1;j<=1;j++) * *
{

g=0.0;
for (k=1; k<=1; k++) /* */

g += afi-1][k-1] * ak-1][j-1];
for (k= 1; k <=1; k++)

alk-1][-1] -= g * a[k-1][i-1];
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}
d[i-1] = a[i-1][i-1];
a[i-1][i-1] = 1.0;
for(=1;j<=1;j++)
a[j-1][i-1] = a[i-1][j-1] = 0.0;

}
} /* Fin tred2 */
void tqli (double d[DMAX*MAX], double e[DMAX*MAX], int n2, double a[DMAX*MAX][DMAX*MAX])
{

intm, |, iter, i, k;

double s1,r, p, g, f, dd, c, b;

I*void nrerror();*/

for (i=2;i<=n2; i++)

efi-1-1] = efi-1];
e[n2-1] = 0.0;
for (I =1; 1 <= n2; I++)
iter =0;
do
{
for(m=1,m<=n2-1; m++)
dd = fabs (d[m-1]) + fabs (d[m+1-1]);
if (fabs(e[m-1]) + dd == dd)
break;
}
if (m!=1)
/¥ if (iter++ == 30)
nrerror("Too many iterations in TQLI"); */
g = (d[I+1-1] - d[I-1]) / (2.0 * e[I-1]);
r=sqrt((g*g)+1.0);
g =d[m-1] - d[I-1] + e[l-1] / (g + SIGN(r, g));
sl=c=1.0;
p=0.0;
for (i=m-1;i>=1;i-)
{
f=s1*e[i-1];
b=c *efi-1];
if (fabs(f) >= fabs(g))
{
c=g/f;
r=sqrt ((c *c) + 1.0);
efi+1-1] =f*r;
c*=(s1=1.0/r);
}
else
{
sl=f/g;
r=sqrt ((s1 *sl) + 1.0);
eli+1-1]=g*r;
sl*=(c=1.0/r);
}
g =d[i+1-1] - p;
r=(d[i-1]-g) *s1+2.0 *c*b;
p=sl*r,
dli+1-1] =g +p;
g=c*r-b;
for (k = 1; k <= n2; k++)
{
f = a[k-1][i+1-1];
a[k-1][i+1-1] = s1*a[k-1][i-1]+c*f;
a[k-1][i-1] = c*a[k-1][i-1]-s1*f;
}
}
d[l-1] = d[I-1] - p;
e[-1]=g;
e[m-1] = 0.0;
}
} while (m !=1);

}
}/* Fin tqli %/

Programa en Visual Basic:

Public ii, Np, Nm, cc, i, rob As Integer

Public x, y, R, Xi, yi, zi, A, ra, rb, ro, den, dO, f, dmin, px, py, B, Em, Amp As Single
Public ang, rojo, verde, azul, rojod, verded, azuld, bisco, angest, Pl As Single

Const Nmax = 1000

Dim Rx(Nmax), Ry(Nmax), Rz(Nmax), Xo(Nmax), Yo(Nmax), Zo(Nmax), lugar(Nmax) As Single
Dim Xm(Nmax), Ym(Nmax), Zm(Nmax) As Single

Dim MNx(3 * Nmax, Nmax), MNy(3 * Nmax, Nmax), MNz(3 * Nmax, Nmax) As Single
Dim Gx, Gy, Gz As Single

Dim Emn(3 * Nmax) As Single

'Dim Xd(Nmax), Yd(Nmax), Zd(Nmax) As Single

Dim c(Nmax), estereo As Integer

Public xvo, yvo As Integer

Dim CX1, CY1, CX2, CY2 As Integer
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Dim izquierdo, derecho, luz, modo, cambial, cambia2 As Boolean
Dim archivo, archi, vo, mn, archim As String

Dim enlace(Nmayx, 10), Nenl(Nmax) As Integer

Dim luzx, luzy, luzz, colo As Single

Private Sub Command1_Click()
B=B+0.1
dmin = dmina
Call Command17_Click
pantallas

End Sub

Private Sub Command13_Click()
If luz Then luz = False Else luz = True
Call Command17_Click
pantallas

End Sub

Private Sub pantallas()
If modo Then
Peliculalzquierda (2)
PeliculaDerecha (2)
Else
'If izquierdo Then DibujaEstructura
'If derecho Then DibujaEstructura2
Peliculalzquierda (0)
PeliculaDerecha (0)
End If
End Sub
Private Sub Command18_Click()
‘LeeModoNormal
modo = True
IdentificaModoNormal
Call Command17_Click
Peliculalzquierda (2)
PeliculaDerecha (2)
End Sub
Private Sub IdentificaModoNormal()
Em = Emn(Val(mn))
Text2 = Em
Fori=1To Np
Xm(i) = MNx(Val(mn), i)
Ym(i) = MNy(Val(mn), i)
Zm(i) = MNz(Val(mn), i)
Next
End Sub

Private Sub Command19_Click()

If cambial Then cambial = False Else cambial = True
If cambia2 Then cambia2 = False Else cambia2 = True
Picturel.Visible = cambial
Picture2.Visible = cambia2

End Sub

Private Sub Command2_Click()
B=B-0.1
IfB<=0ThenB=0.1
dmin = dmina
Call Command17_Click
pantallas

End Sub

Private Sub Command10_Click()
derecho = True
izquierdo = False
DibujaEstructura2

End Sub

Private Sub Command11_Click()
' Declare variables.
'Dim CX, CY, Limit, Radius As Integer, Msg As String
'Picturel.ScaleMode = 0 ' Set scale to pixels.
' Turn on AutoRedraw.
' Picturel.Width = Picturel.Height ' Change width to match height.
'CX1 = Picturel.ScaleWidth / 2 ' Set X position.
'CY1 = Picturel.ScaleHeight / 2 ' Set Y position.
‘Limit = CX ' Limit size of circles.
'For Radius = 0 To Limit ' Set radius.
' Picturel.Circle (CX, CY), Radius, RGB(Rnd * 255, Rnd * 255, Rnd * 255)
' DoEvents ' Yield for other processing.
‘Next Radius
Picturel.AutoRedraw = True
Picture2.AutoRedraw = True

‘dmin = dmina

pantallas

'Msg = "Choose OK to save the graphics from this form "
'Msg = Msg & "to a bitmap file."

'MsgBox Msg

SavePicture Picturel.Image, archi + "P121.bmp"
SavePicture Picture2.Image, archi + "PD21.bmp"
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End Sub

Private Sub Command12_Click()
Call Command17_Click
izquierdo = True
derecho = True
modo = False

DibujaEstructura
DibujaEstructura2
End Sub

Private Sub Command14_Click()
'Para cargar imagenes

On Error Resume Next ' Set up error handling.
‘Height = 3990

'Width = 4890 ' Set height and width.

Picturel.Picture = LoadPicture() 'Clear the picturebox.
Picture2.Picture = LoadPicture()

Picturel.Picture = LoadPicture(archi + "P121.bmp")
Picture2.Picture = LoadPicture(archi + "PD21.bmp")

If Err Then
Msg = "Couldn't find the .cur file."
MsgBox Msg ' Display error message.
Exit Sub ' Quit if error occurs.
End If
‘Msg = "Choose OK to clear the bitmap from the picturebox."
'MsgBox Msg
End Sub

Private Sub Command15_Click()
Call Command17_Click
HacerPelicula
Picturel.AutoRedraw = False
Picture2.AutoRedraw = False
VerPelicula

End Sub

Private Sub HacerPelicula()
Fortt=1To5
Select Case tt
Case 1
t=0
Case 2
t=1
Case 3
t=2
Case 4
t=5
Case 5
t=6
End Select

Picturel.AutoRedraw = True
Picture2.AutoRedraw = True

Peliculalzquierda (t)
PeliculaDerecha (t)
SavePicture Picturel.Image, archim + “Im" + Str(t) + ".bmp"
SavePicture Picture2.Image, archim + "Dm" + Str(t) + ".bmp"
Next
End Sub

Private Sub VerPelicula()
Forveces=1To5
Fortt=1To9
Select Case tt
Case 1
t=0
Case 2
t=1
Case 3
t=2
Case 4
t=1
Case 5
t=0
Case 6
t=5
Case 7
t=6
Case 8
t=5
Case 9
t=0
End Select
On Error Resume Next ' Set up error handling.

Picturel.Picture = LoadPicture(archim + "Im" + Str(t) + ".bmp")
Picture2.Picture = LoadPicture(archim + "Dm" + Str(t) + ".bmp")
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Fori=1To 300
Forj=1 To 10000
Next
Next

Next

Next

End Sub

Private Sub GrabaCuadros(t As String)
Picturel.AutoRedraw = True
Picture2.AutoRedraw = True

SavePicture Picturel.Image, archi +"I" +t + ".bmp"

SavePicture Picture2.Image, archi + "D" + t + ".bmp"

End Sub

Private Sub Command16_Click()
VerPelicula
End Sub

Private Sub Command17_Click()
Picturel.Picture = LoadPicture()
Picture2.Picture = LoadPicture()

End Sub

Private Sub valoresiniciales()
‘archi = "C:\Ejercicios\Dibujo estereoscopico\"
archim = "E:\Ejercicios\Mallas Lorenzo\"
mn = Textl.Text
Pl =4*Atn(1)
CX1 = Picturel.ScaleWidth / 2 ' Set X position.
CY1 = Picturel.ScaleHeight/ 2 ' Set Y position.
CX2 = Picture2.ScaleWidth / 2 ' Set X position.
CY2 = Picture2.ScaleHeight / 2 ' Set Y position.

izquierdo = True
derecho = True
luz = True
cambial = False
cambia2 = True

estereo = Val(Label2)

angest = P| * estereo / 180 '(menos para Alipio et al)

‘ra= radio de la bola
‘Amp = amplitude del modo normal

R =10:ii = 10: bisco = 150
A=8:ra=1:r0=300:d0=2500:B=2: Amp=1

ang =-P1/36
luzx = 400: luzy = 100: luzz =0
End Sub

Private Sub Command3_Click()
izquierdo = True
derecho = False
DibujaEstructura

End Sub

Private Sub Command4_Click()
Call Command17_Click
GiraX (ang)

‘dmin = dmina
pantallas

End Sub

Private Sub GiraX(ang)
'Gira a lo largo de x por el angulo ang
Fori=1ToNp
xa = Xo(i)
ya = Yo(i)
za = Zo(i)

Xo(i) = xa
Yo(i) = Cos(ang) * ya + Sin(ang) * za
Zo(i) = -Sin(ang) * ya + Cos(ang) * za

xam = Xm(i)
yam = Ym(i)
zam = Zm(j)
Xm(i) = xam

Ym(i) = Cos(ang) * yam + Sin(ang) * zam
Zm(i) = -Sin(ang) * yam + Cos(ang) * zam
Next
End Sub

Private Sub GiraY(ang)
'Gira a lo largo de y por el angulo ang
Fori=1ToNp
xa = Xo(i)
ya = Yo(i)
za = Zo(i)

Yo(i) =ya
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Zo(i) = Cos(ang) * za + Sin(ang) * xa
Xo(i) = -Sin(ang) * za + Cos(ang) * xa

xam = Xm(i)
yam = Ym(i)
zam = Zm(j)
Ym(i) = yam

Zm(i) = Cos(ang) * zam + Sin(ang) * xam
Xm(i) = -Sin(ang) * zam + Cos(ang) * xam
Next
'‘OrdenaParticulas
‘dmin = dmina
‘DefineEnlaces
End Sub

Private Sub GiraZ(ang)
'Gira a lo largo de x por el angulo ang
Fori=1ToNp

xa = Xo(i)

ya = Yo(i)

za = Zo(i)

Zo(i) = za
Xo(i) = Cos(ang) * xa + Sin(ang) * ya
Yo(i) = -Sin(ang) * xa + Cos(ang) * ya

xam = Xm(i)
yam = Ym(i)
zam = Zm(j)
Zm(i) = zam

Xm(i) = Cos(ang) * xam + Sin(ang) * yam
Ym(i) = -Sin(ang) * xam + Cos(ang) * yam
Next
'‘OrdenaParticulas
‘dmin = dmina
‘DefineEnlaces
End Sub

Private Sub Command5_Click()
Call Command17_Click
GiraX (-ang)

‘dmin = dmina
pantallas

End Sub

Private Sub Command6_Click()
Call Command17_Click
GiraY (ang)

‘dmin = dmina
pantallas

End Sub

Private Sub Command7_Click()
Call Command17_Click
GiraY (-ang)

‘dmin = dmina
pantallas

End Sub

Private Sub Command8_Click()
Call Command17_Click
GiraZ (ang)

‘dmin = dmina
pantallas

End Sub

Private Sub Command9_Click()
Call Command17_Click
GiraZ (-ang)

‘dmin = dmina
pantallas
End Sub

Private Sub Form_Load()
valoreslniciales
LeeEstructura
LeeModosNormales

End Sub

Private Function pixx(x, y, Z)
b =ra

den=ro-x

If den <> 0 Then
f=d0/den

End If

rob=B*rb*f
pixx = xvo +y *f
End Function

Private Function pixy(X, y, Z)
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b =ra
den=ro-x

If den <> 0 Then
f=d0/den

End If

rob=B*rb*f
pixy =yvo -Z*f
End Function

Private Function pix(x, y, Z)
rb=ra

den=ro-x

If den <> 0 Then
f=d0/den

End If

rob=B*rb*f
px=xvo+y*f
py=yvo-Z*f
pix=1

End Function

Private Sub LeeEstructura()
'‘Open "C60.EST" For Input As #1
Open archim + "P3-61s.txt" For Input As #1
'Open archim+"C60.RES" For Output As #2

Input #1, Np: 'Textl = Np: Textl.Refresh
'Write #2, Np

Fori=1ToNp

Input #1, cc, xi, yi, zi

‘Write #2, cc, yi, zi

Xo(i) = A *xi: Yo(i) = A * yi: Zo(i) = A * zi: c(i) = cc

Next

Close #1
Fori=1To Np
Rx(i) = B * Xo(i)
Ry(i) = B * Yo(i)
Rz(i) = B * Zo(j)
lugar(i) =i
Next
dmin = dmina
' Define enlaces para la estructura

End Sub

Private Sub DefineEnlaces()
Fori=1To Np
ce=0
Forj=1To Np
If j <>iThen
r12 = dis(Xo(j), Yo(j), Zo(j), Xo(i), Zo(i), Yo(i))
If r12 <= 1.4 * dmin Then
ce=ce+1
enlace(i, ce) =]
End If
End If
Nenl(j) = ce
Next
Next
End Sub

Private Sub LeeModoNormal()
Open archim + "C60N." + mn For Input As #1
Input #1, Nm, Em: Text2 = Em
Fori=1ToNp
Input #1, xi, yi, zi
Xm(i) = A*xi: Ym(i) = A *yi: Zm(i) = A * zi
Next
Close #1

End Sub

Private Sub LeeModosNormales()

' Open archim + "P3-27ev.txt" + "mn" For Input As #1

Open archim + "P3-61ev.txt" For Input As #1
Input #1, Nmodos
For m = 1 To Nmodos
Input #1, Nm, Em: Text2 = Em
Emn(m) = Em
Fori=1To Np
Input #1, xi, yi, zi

MNx(m, i) = A *xi: MNy(m, i) = A *yi: MNz(m, i) = A * zi

Next

Next

Close #1
End Sub

Private Sub DibujaEstructura()
xvo = CX1: yvo = CY1
Picturel.Cls
Picturel.FillStyle = vbFSSolid
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rojo = Val(Label5)
verde = Val(Label9)
azul = Val(Label11)

GiraZ (-angest)
OrdenaParticulas
Fori=1To Np
Rx(i) = B * Xo(i)
Ry(i) = B * Yo(i)
Rz(i) = B * Zo(i)
Next

Fori=1ToNp
DibujaEnlaces (i)
I = pix(Rx(i), Ry(i), Rz(i))
rojod = rojo / (Np + 100) * (i + 100)
verded = verde / (Np + 100) * (i + 100)
azuld = azul / (Np + 100) * (i + 100)
colo = RGB(rojod, verded, azuld)
Picturel.FillColor = colo
Picturel.DrawWidth = 1
px = px + bisco / B - 50
If rojo = 0 And verde = 0 And azul =0 Then
Picturel.Circle (px, py), rob, vboWhite
Else
Picturel.Circle (px, py), rob, vbBlack
'Picturel.DrawWidth = 3
End If
'Picturel.Circle (px, py), rob, RGB(rojod - 10, verded - 10, azuld - 10), 120 * PI/ 180, 240 * PI / 180, 1.01
If luz Then destello (i)

Next
GiraZ (angest)
End Sub

Private Sub destello(l)
Dim roo

roo=B*rb

r12 = dis(luzx, luzy, luzz, Rx(l), Ry(l), Rz(l))
XU =100 * (luzx - Rx(l)) / r12

yu =ro0 * (luzy - Ry(l)) / r12

zu =roo * (luzz - Rz(l)) / r12

'm = pix(Rx(l), Ry(l), Rz(l))

'px = px + bisco / B - 50

I=rob /2

'Forj=0Torl

'Picturel.Circle (px, py), rob - 2, _

'RGB(j / rl * (rojod), j / rl * (verded), j / rl * (azuld)), _
'90 * PI1 /180, 270 * P1 /180, 1 +j/ 100

‘Next

m = pix(Rx(l) + xu, Ry(l) + yu, Rz(l) + zu)
px = px + bisco / B - 50

rl=rob/1.5

Forj=0Torl

des=rl-j

Picturel.Circle (px, py), des, _

RGB(255 - des / rl * (255 - rojod), 255 - des / rl * (255 - verded), 255 - des / rl * (255 - azuld)), _
0,PI, 1.2

Picturel.Circle (px, py), des, _

RGB(255 - des / rl * (255 - rojod), 255 - des / rl * (255 - verded), 255 - des / rl * (255 - azuld)), _
PlL2*PI, 1.2

Next

End Sub
Private Sub destello2(l)
Dim roo

roo=B*rb

r12 = dis(luzx, luzy, luzz, Rx(l), Ry(l), Rz(l))
Xu =roo * (luzx - Rx(l)) / r12

yu =roo * (luzy - Ry(l)) / r12

zu =r00 * (luzz - Rz(l)) / r12

m = pix(Rx(l) + xu, Ry(l) + yu, Rz(l) + zu)
pX = px - bisco / B + 50

rl=rob /2
Forj=0Torl
des=rl-j
Picture2.Circle (px, py), des, RGB(255 - des / rl * (255 - rojod), 255 - des / rl * (255 - verded), 255 - des / rl * (255 - azuld))
Next
End Sub

Private Sub DibujaEstructura2()
Xvo = CX2: yvo = CY2
Picture2.Cls
Picture2.FillStyle = vbFSSolid
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rojo = Val(Label5)
verde = Val(Label9)
azul = Val(Label11)

GiraZ (angest)
OrdenaParticulas
Fori=1To Np
Rx(i) = B * Xo(i)
Ry(i) = B * Yo(i)
Rz(i) = B * Zo(i)
Next

Fori=1To Np
DibujaEnlaces2 (i)
I = pix(Rx(i), Ry(i), Rz(i))
rojod = rojo / (Np + 100) * (i + 100)
verded = verde / (Np + 100) * (i + 100)
azuld = azul / (Np + 100) * (i + 100)
colo = RGB(rojod, verded, azuld)
Picture2.FillColor = colo
Picture2.DrawWidth = 1
px = px - bisco / B + 50
If rojo = 0 And verde = 0 And azul =0 Then
Picture2.Circle (px, py), rob, vboWhite
Else
Picture2.Circle (px, py), rob, vbBlack
End If
If luz Then destello2 (i)

Next
GiraZ (-angest)

End Sub

Private Sub Peliculalzquierda(t)
Xxvo = CX1:yvo = CY1
rojo = Val(Label5)
verde = Val(Label9)
azul = Val(Label11)
Picturel.FillStyle = vbFSSolid

Picturel.Cls

GiraZ (-angest)

‘OrdenaParticulas

Fori=1To Np

ii = lugar(i)

Rx(i) = B * Xo(i) + B * Amp * Xm(ii) * Sin(2 * PI * (t) / 8)
Ry(i) = B * Yo(i) + B * Amp * Ym(ii) * Sin(2 * PI * (t) / 8)
Rz(i) = B * Zo(i) + B * Amp * Zm(ii) * Sin(2 * P1 * (t) / 8)

Next
‘dmin = dmina
Fori=1To Np

DibujaEnlacesModo (i)
I = pix(Rx(i), Ry(i), Rz(i))
rojod = rojo / (Np + 100) * (i + 100)
verded = verde / (Np + 100) * (i + 100)
azuld = azul / (Np + 100) * (i + 100)
colo = RGB(rojod, verded, azuld)
Picturel.FillColor = colo
Picturel.DrawWidth = 1
px = px + bisco / B - 50
If rojo = 0 And verde = 0 And azul = 0 Then
Picturel.Circle (px, py), rob, vboWhite
Else
Picturel.Circle (px, py), rob, vbBlack
End If
If luz Then destello (i)
Next

GiraZ (angest)

End Sub

Private Sub PeliculaDerecha(t)
Xxvo = CX2: yvo = CY2
rojo = Val(Label5)
verde = Val(Label9)
azul = Val(Label11)
Picture2.FillStyle = vbFSSolid

Picture2.Cls
GiraZ (angest)

Fori=1To Np
ii = lugar(i)
Rx(i) = B * Xo(i) + B * Amp * Xm(ii) * Sin(2 * PI * (t) / 8)
Ry(i) = B * Yo(i) + B * Amp * Ym(ii) * Sin(2 * PI * (t) / 8)
Rz(i) = B * Zo(i) + B * Amp * Zm(ii) * Sin(2 * P1 * (t) / 8)
Next
‘dmin = dmina
‘OrdenaParticulas
Fori=1To Np
DibujaEnlacesModo2 (i)
I = pix(Rx(i), Ry(i), Rz(i))
rojod = rojo / (Np + 100) * (i + 100)
verded = verde / (Np + 100) * (i + 100)
azuld = azul / (Np + 100) * (i + 100)
colo = RGB(rojod, verded, azuld)

Apéndices 107



Picture2.FillColor = colo
Picture2.DrawWidth = 1
px = px - bisco / B + 50
If rojo = 0 And verde = 0 And azul = 0 Then
Picture2.Circle (px, py), rob, vboWhite
Else
Picture2.Circle (px, py), rob, vbBlack
End If
If luz Then destello2 (i)
Next

GiraZ (-angest)

End Sub

Private Function dis(x1, y1, z1, X2, y2, z2)
dis = Sgr((x2 - x1) * (x2 - x1) + (y2 - y1) * (y2 - y1) + (z2 - z1) * (z2 - z1))
End Function

Public Function dmina()
Dim d, r12 As Double
d = 10000
Fori=1ToNp
Forj=1To Np
If j<>iThen
r12 = dis(Xo(j), Yo(j), Zo(j), Xo(i), Yo(i), Zo(i))
Ifr12 <d Then
d=r12
End If
End If
Next
Next
dmina=B*d
End Function

Public Sub DibujaEnlaces(l)
Dim r12, xu, yu, zu, al, a2 As Single
Dim pxp, pyp, ro As Single

ce=0

ro=B*rb

Forj=1To Np

If j <>1Then

r12 = dis(Rx(j), Ry(j), Rz(j), Rx(l), Ry(l), Rz(l))
If r12 <= 1.4 * dmin Then
ce=ce+1

enlace(l, ce) =]

xu =ro * (Rx(j) - Rx(l)) / r12
yu =ro * (Ry(j) - Ry(l)) / r12
zu =ro * (Rz(j) - Rz(l)) / r12
al=B*4

lfal<1Thenal=1':a2=al+1
a2=al+2

m = pix(RX(j) - xu, Ry(j) - yu, Rz(j) - zu)
PXp = pX: pyp = py

m = pix(Rx(l) + xu, Ry(l) + yu, Rz(l) + zu)

pXp = pxp + bisco /B - 50

px = px + bisco / B - 50
Picturel.DrawWidth = a2

Picturel.Line (pxp, pyp)-(px, py), vbBlack
Picturel.DrawWidth = al

Picturel.Line (pxp, pyp)-(pX, py), vbWhite

End If
Nenl(l) = ce
End If
Next

End Sub

Public Sub DibujaEnlaces2(l)
Dim r12, xu, yu, zu, al, a2 As Single
Dim pxp, pyp, ro As Single

ce=0

ro=B*rb

Forj=1To Np

If j <>1Then

r12 = dis(Rx(j), Ry(j), Rz(j), Rx(l), Ry(l), Rz(l))
If r12 <= 1.4 * dmin Then
ce=ce+1

enlace(l, ce) =]

xu =ro * (Rx(j) - Rx(l)) / r12
yu =ro * (Ry(j) - Ry(l)) / r12
zu =ro * (Rz(j) - Rz(l)) / r12
al=B*4

lfal<1Thenal=1':a2=al+1
a2=al+2

m = pix(RX(j) - xu, Ry(j) - yu, Rz(j) - zu)
PXp = pX: pyp = py

m = pix(Rx(l) + xu, Ry(l) + yu, Rz(l) + zu)

pXp = pxp - bisco / B + 50
px = px - bisco / B + 50
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Picture2.DrawWidth = a2
Picture2.Line (pxp, pyp)-(pX, py), vbBlack
Picture2.DrawWidth = al

Picture2.Line (pxp, pyp)-(px, py), vbWhite

End If
Nenl(l) = ce
End If
Next

End Sub

Public Sub DibujaEnlacesModo(l)
Dim r12, xu, yu, zu, al, a2 As Single
Dim pxp, pyp, ro As Single

ro=B*rb
For enl = 1 To Nenl(l)
j = enlace(l, enl)

r12 = dis(Rx(), Ry(), Rz(j), Rx(l), Ry(l), Rz(l))

xu =ro * (Rx(j) - Rx(l)) / r12
yu =ro * (Ry(j) - Ry(l)) / r12
zu =ro * (Rz(j) - Rz(l)) / r12
al=B*3

lfal<1Thenal=1:'a2=al+1
a2=al+2

m = pix(Rx(j) - xu, Ry(j) - yu, Rz(j) - zu)
PXp = pX: pyp = py

m = pix(Rx(l) + xu, Ry(l) + yu, Rz(l) + zu)

pXp = pxp + bisco / B - 50
px = px + bisco / B - 50
Picturel.DrawWidth = a2

Picturel.Line (pxp, pyp)-(pX, py), vbBlack

Picturel.DrawWidth = al

Picturel.Line (pxp, pyp)-(px, py), vbWhite

Next
End Sub

Public Sub DibujaEnlacesModo2()
Dim r12, xu, yu, zu, al, a2 As Single
Dim pxp, pyp, ro As Single

ro=B*rb
For enl = 1 To Nenl(l)
j = enlace(l, enl)

r12 = dis(Rx(), Ry(), Rz(j), Rx(l), Ry(l), Rz(l))

xu =ro * (Rx(j) - Rx(l)) / r12
yu =ro * (Ry(j) - Ry(l)) / r12
zu =ro * (Rz(j) - Rz(l)) / r12
al=B*3

lfal<1Thenal=1:'a2=al+1
a2=al+2

m = pix(Rx(j) - xu, Ry(j) - yu, Rz(j) - zu)
PXp = pX: pyp = py

m = pix(Rx(l) + xu, Ry(l) + yu, Rz(l) + zu)

PXp = pXp - bisco / B + 50
px = px - bisco / B + 50
Picture2.DrawWidth = a2
Picture2.Line (pxp, pyp)-(px, py), vbBlack
Picture2.DrawWidth = al
Picture2.Line (pxp, pyp)-(pX, py), vbWhite
Next

End Sub

Private Sub OrdenaParticulas()

Dim Xd(Nmax), Yd(Nmax), Zd(Nmax), Xn, Yn, Zn As Single

Fori=1To Np
Xd(i) = Xo(i)
Yd(i) = Yo(i)
Zd(i) = Zo(j)

Next

aviso =1

While aviso = 1

aviso =0

Forp=2To Np

If Xd(p) < Xd(p - 1) Then

aviso=1

Xn = Xd(p - 1): Xd(p - 1) = Xd(p): Xd(p) = Xn
Yn=Yd(p-1): Yd(p-1)=Yd(p): Yd(p) = Yn
Zn =Zd(p - 1): Zd(p - 1) = Zd(p): Zd(p) = Zn

lug = lugar(p - 1): lugar(p - 1) = lugar(p): lugar(p) = lug

End If
Next
Wend
Fori=1To Np
Xo(i) = Xd(i)
Yo(i) = Yd(i)
Zo(i) = zd(i)
Next
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‘DefineEnlaces
End Sub

Private Sub HScroll1_Change()
Call Command17_Click
Label5.Caption = HScroll1.Value
‘dmin = dmina
pantallas

End Sub

Private Sub HScroll1_Scroll()
Label5.Caption = HScroll1.Value
End Sub

Private Sub HScroll2_Change()
Call Command17_Click
Label9.Caption = HScroll2.Value
dmin = dmina
pantallas

End Sub

Private Sub HScroll2_Scroll()
Label9.Caption = HScroll2.Value
End Sub

Private Sub HScroll3_Change()
Call Command17_Click
Labell1.Caption = HScroll3.Value
dmin = dmina
pantallas

End Sub

Private Sub HScroll3_Scroll()
Label11.Caption = HScroll3.Value
End Sub

Private Sub HScroll4_Change()
Call Command17_Click
Label2.Caption = HScroll4.Value
estereo = Val(Label2)
angest = Pl * estereo / 180 ‘(menos para Alipio et al)
‘dmin = dmina
pantallas

End Sub

Private Sub Label5_Click()
Label5.Caption = HScroll1.Value
End Sub

Private Sub Picture1_Click()
‘dmin = dmina
‘DibujaEstructura

End Sub

Private Sub Picture2_Click()
‘dmin = dmina
‘DibujaEstructura2

End Sub

Private Sub Textl_Change()
mn = Textl.Text
End Sub

Private Sub Timerl_Timer()
Call Command12_Click
Timerl.Enabled = False
End Sub
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Apéndice 2

Reduccién de una Matriz Simétrica a una forma

Tridiagonal.

Método Householder

El algoritmo Householder reduce una matriz simétrica A de nxn a la forma
tridiagonal por n—2 transformaciones ortogonales. Cada transformacion anula la
parte requerida de una columna entera y el renglon entero correspondiente. El

ingrediente basico es una matriz Householder P, la cual tiene la forma
P=1-2w-w’' (A.2.1)

2 .z
donde w es un vector real con |W| =1. (En la notacion presente el producto

externo o producto matriz, de dos vectores, a y b se define como a-b", mientras
que el producto interno o producto escalar de los vectores se define como a' -b).
La matriz P es ortogonal, porque

P?=(1-2w-w')-(1-2w-w")
=1-4w-w' +4w- (W' -w)-w' (A.2.2)

=1
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Por lo tanto P=P™". Pero P" =P, y también P' = P!, comprobando con esto la

ortogonalidad.

Reescribiendo P como

p=1-4Y (A2.3)
H
donde el escalar H es
H= %|u|2 (A.2.4)

y U puede ser cualquier vector. Suponer que X es el vector compuesto por la

primera columna de A. Elegir

u=x¥|xe (A.2.5)

. . T e . z
donde e, es el vector unitario [1,0,...,0] , y la eleccién del signo sera hecha mas

tarde. Entonces

P-x=x—%-(x$|x|el)T ‘X

_2u- (|x|2 FIx|x,)

P-x=x 5 (A.2.6)
2)x|” F 2Jx|x,
P-x=x-u
P-x=|x|e,

Esto muestra que la matriz Householder P actia sobre un vector dado x, para

hacer cero todos los elementos excepto el primero.

Para reducir una matriz simétrica A a una forma tridiagonal, escogemos el vector
X para la primera matriz Householder para ser los n—1 elementos de abajo de la

primera columna. Entonces los n—2 elementos de abajo seran cero:
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(1|0 0 - O]fay|a, a a, |
0 Ay
P-A=|0 ay,
: vp : irrelevante
0 118 ]
[a, | &, a, a, |
k
| o (A.2.7)
: irrelevante
_0 .

Aqui hemos escrito la matriz en forma particionada, con “?P que denota una

matriz de Hoseholder con dimensiones (n-1)x(n-1). La cantidad k es

simplemente mas o menos la magnitud del vector [a,,,...,a [ .
La transformacion ortogonal completa es ahora

a, | k 0 0
k
A'=P-A-P=| 0 (A.2.8)
irrelevante

Hemos usado el hecho que P" =P.

Ahora escojamos el vector x para la segunda matriz de Householder para ser los

n-2 elementos del fondo de la segunda columna y desde ella construir

1 0|0 0
0 1|0 0
P,=/0 0 (A.2.9)
Do (n-2) p2
_O O -
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El blogue de identidad en la esquina superior izquierda asegura que la
tridiagonalizacion lograda en el primer paso no sera alterada por este, mientras la
(n—2)-matriz dimensional de Householder ™?P crea una fila y columna
adicionales de la salida tridiagonal. Claramente, una sucesion de n-2 de

transformacion semejante reducira la matriz A a la forma tridiagonal.

En lugar de llevar a cabo las multiplicaciones de la matriz realmente en P-A-P,

calculamos un vector

p-AU (A.2.10)
H
Entonces
u-u’
A-P:A-[l— J:A—p-uT
H
A'=P-A-P=a-p-u' —u-p"+2Ku-u'
donde el escalar K esta definido por
.
K=" P (A.2.11)
2H
Si escribimos
q=p-Ku (A.2.12)
Entonces tenemos
A'=A-q-u' -u-q" (A.2.13)

Esta es la formula Gtil calculada.

Siguiendo Wilkinson y Reinsch, la rutina para la reducciéon Householder dada con

anterioridad, en realidad empieza en la "™ columna de A, en la primera como en
la explicacion anterior. En detalle, las ecuaciones son como sigue: En la fase m

(m=12,..,n-2) el vector u tiene la forma
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u" =[a, 8,8 5.8, 4 +/0.,0,..0] (A.2.14)

Donde

i=n-m+1=n,n-1..3 (A.2.15)
y la cantidad o (MZ en nuestra anotacion anterior) es

o=(a, ++(@,,)f (A.2.16)
Escogemos el signo de o en (A.2.14) para ser del mismo signo de a;, para
disminuir el error de redondeo.

Se calculan las variables asi en el orden siguiente: o,u,H,p,K,q,A". En cualquier

fase m, A es tridiagonal en sus ultimas m-1 filas y columnas.

Si los vectores propios de la matriz tridiagonal final son encontrados (por ejemplo,
por la rutina de la siguiente seccidn), entonces los valores propios de A pueden

ser obtenidos aplicando la transformacion acumulada
Q=R-K--F, (A.2.17)

a aquellos vectores propios. Formamos por consiguiente Q por recursion después

que todas las P's han sido determinadas:

Qn—2 = I:)n—z’
Q=P Qi  j=n-3..1, (A.2.18)
Q=Q1

Las entradas para la rutina anterior es la matriz real, simétrica a[l..nJ1..n]. En la
salida, a contiene los elementos de la matriz ortogonal q. El vector d[L..n] es el

conjunto de elementos diagonales de la matriz tridiagonal A', mientras el vector

ell..n] es el conjunto de elementos fuera de la diagonal en sus dos componentes a
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través de n, con e[l]:O. Note que desde que a es sobrescrita, debe copiarlo

antes de llamar la rutina, si es requerida para calculos subsecuentes.

Ningun arreglo acumulado adicional se necesita para los resultados intermedios.

En la fase m, los vectores p y g no son cero sélo en los elementos 1,...,i

(recuerde que i=n-m+1), mientras que u no es cero s6lo en los elementos

1..,i—-1. Los elementos del vector e estan siendo determinados en el orden
n,n-1..., asi podemos almacenar p en los elementos de e no determinado. El
vector q puede sobrescribir a p una vez que p no sea necesario. Almacenamos
u enel i—esmo rengléon de a y u/H en la i—esima columna de a. Una vez que
la reduccion es completa, calculamos las matrices Q; usando las cantidades u y
u/H que han sido almacenadas en a. Dado que Q, es una matriz identidad en
los ultimos n-j+1 renglones y columnas, solo necesitamos calcular sus
elementos arriba a renglon y columna n- j. Estos pueden sobrescribir las u's y

las u/H's en los correspondientes renglones y columnas de a, lo cual ya no se

requiere para las subsecuentes Q's.

La rutina tred2, dada en el apéndice 1, incluye mas refinamiento. Si la cantidad o
es cero o0 "pequefia” en cualquier fase, uno puede omitir la transformacion

correspondiente. Un criterio simple, como

el nimero mas pequefio  positivo representable enla maquina
precision dela maquina

o<

seria excelente la mayor parte del tiempo. Un criterio mas cuidadoso es

actualmente usado. Defina la cantidad
i-1
g:Z‘aik‘ (A.2.19)
k=1

Si £=0 para la precision de la maquina, omitamos la transformacién. De lo

contrario, redefinimos
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a, como a,/& (A.2.20)

y usa las variables ajustadas para la transformacion. (Una transformacion

Householder depende sdlo de las razones de los elementos.)

Note que cuando trata con una matriz cuyos elementos varian sobre muchos
ordenes de magnitud, es importante que la matriz sea permutada en cuanto sea
posible, para que los elementos mas pequefios estén en la esquina superior
izquierda. Esto es porque la reduccion se ha realizado al arranque desde la
esquina inferior derecha, y una mezcla de elementos pequefios y grandes puede

llevar asi a errores de redondeo considerables.

La rutina tred2 esta designada para usarse en la rutina tgli del siguiente
apéndice. tgli encuentra los eigenvalores y eigenvectores de una matriz
tridiagonal simétrica. La combinacion de tred2 y tgli es la técnica conocida mas

eficiente para encontrar todos los eigenvalores y eigenvectores (0 simplemente

todos eigenvalores) de una matriz simétrica real.

En el listado siguiente, las declaraciones indicadas por los comentarios son
requeridas solo para el calculo subsecuente de los eigenvectores. Si se requieren
sélo los eigenvalores, la omision de las declaraciones comentadas la velocidad

aumenta al tiempo de ejecucion de tred2 por un factor de 2 para n grande. En el

limite de n grande, la operacion cuenta de la reduccién Householder es 2n°/3 sélo
para eigenvalores, y 4n°/3 para ambos eigenvalores y eigenvectores. En el

apéndice 1, esta la rutina tred2 dentro del programa de Visual C.
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Apéndice 3

Eigenvalores y eigenvectores de una matriz tridiagonal.

Evaluacion del polinomio caracteristico

Una vez que nuestra matriz original, real, simétrica ha sido reducida a la forma
tridiagonal, una posible manera para determinar sus eigenvalores es encontrar las

raices del polinomio caracteristico p,(4) directamente. El polinomio caracteristico

de una matriz tridiagonal puede ser evaluado para cualquier valor de ensayo de A
por una relacién recursiva eficiente. Los polinomios de mas bajo grado producidos
durante la forma de recurrencia es una sucesion de Sturmian que puede usarse
para localizar el eigenvalues para intervalos sobre el eje real. Un método para
encontrar las raices como el de biseccion o método de Newton puede ser
empleado para refinar los intervalos. Los eigenvectores correspondientes pueden

entonces encontrase por iteracion inversa.

Si, de cualquier modo, mas de una fraccion pequefia de todos los eigenvalores y
eigenvectores es requerida, entonces el método de factorizacion que

consideraremos después es mucho mas eficiente.
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Los algoritmos QR Yy QL

La idea basica detras del algoritmo QR es que cualquier matriz real puede ser

descompuesta en la forma
A=Q-R, (A.3.1)

donde Q es ortogonal y R es el triangulo superior. Para una matriz general, la
descomposicién es construida aplicando la transformacion Householder para

eliminar las columnas sucesivas de A debajo de la diagonal.

Ahora considere la matriz formada por los factores escritos en (A.3.1) en el orden

OpUGStOI
A'=R-Q (A.3.2)

Por consecuencia Q es ortogonal, la ecuacion (A.3.1) da R=Q"-A. Asi la

ecuacion (A.3.2) se vuelve
A'=Q"-A-Q (A.3.3)
Vemos que A' es una transformacion ortogonal de A.

Una transformacion QR conserva las siguientes propiedades de una matriz:

simétrica, forma tridiagonal y forma Hessenberg.

Nada de especial hay sobre escoger uno de los factores de A, puede ser el
triangulo superior; o bien uno podria ser igualmente el triangulo inferior. Esto se

llama el algoritmo de QL, por consecuencia
A=Q-L (A.3.4)

donde L es el triangulo inferior. (La nomenclatura normal, aunque confusa,

declara si la derecha o la izquierda de la matriz es no cero)

Recuerde que en la reduccidon Householder para una forma tridiagonal en el

apéndice 2, empezamos en la n-esima (Ultima) columna de la matriz original. Para
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minimizar el redondeo, entonces lo exhortamos a poner los elementos mas
grandes de la matriz en la esquina inferior derecha, si usted lo requiere. Si
deseamos ahora diagonalizar la matriz tridiagonal resultante, el algoritmo QL
tendra redondeos mas pequefios que el algoritmo QR, entonces usaremos QL de

ahora en adelante.

El algoritmo QL consiste en una sucesion de transformaciones ortogonales:

As+1 = Ls'Qs (: (g-sr 'AS'QS) (A35)

El siguiente teorema (no obvio) es la base del algoritmo para una matriz general

A: (i) Si A tiene eigenvalores de diferente valor absoluto \ﬂ,l

, entonces
A, — [formatringular inferior] cuando s— . Los eigenvalores aparecen sobre la
diagonal en orden creciente de magnitud absoluta. (i) Si A tiene un eigenvalor w
de multiplicidad p, AS—>[formatringularinferior] cuando s— o, excepto por un

bloque de la matriz diagonal de orden p, cuyos eigenvalores — 4 . La prueba de

este teorema es demasiado larga; ver, por ejemplo, Stoer y Bulirsch.

La carga de trabajo en el algoritmo de QL es O(n®) por iteracion para una matriz
general, el cual es prohibitivo para una matriz general. Sin embargo, la carga de
trabajo es solo O(n) por iteracién para una matriz tridiagonal y O(n®) para una

matriz Hessenberg, qué lo hace muy eficaz sobre estas formas.

En esta seccidon estamos interesados solo con el caso dénde A es una matriz

tridiagonal simétrica real. Todos los eigenvalores A son asi reales. Segun el

teorema, si cualquier A tiene una multiplicidad p, entonces por lo menos debe

haber p-1 ceros sobre la sub- y superdiagonal. Asi la matriz puede ser dividida

en submatrices que pueden ser separadamente diagonalizadas, y la complicacion

de bloques diagonales que puedan surgir en el caso general es irrelevante.
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En la prueba, del teorema citado arriba uno encuentra que en general un elemento

superdiagonal converge a cero como.

.<.S>~is A.3.6

Aunque 4 <4, la convergencia puede ser lenta si 4 esta cerca de 4;. La

convergencia puede ser acelerada por la técnica de shifting(cambio): Si k es

cualquier constante, entonces A -kl tiene eigenvalores A4 -k. Si

descomponemos
A, -k1=Q,-L, (A.3.7)
de manera que

As+1 = Ls 'Qs +ksl

A.3.8
= (?-sr ) As ’ Qs ( )
Entonces la convergencia esta determinada por la razén
Ak (A.3.9)
A —k

La idea es escoger el cambio k en cada fase para maximizar el indice de
convergencia. Una opcion buena para el cambio seria inicialmente k, cerca de A,
el eigenvalor mas pequefio. Entonces el primer elemento del renglén fuera de la
diagonal tendera rapidamente a cero. Sin embargo, 4, no es usualmente conocido
a priori. Una muy eficaz estrategia en practica (aunque no hay ninguna prueba que
sea opcional) es calcular los eigenvalores de la submatriz diagonal 2x2 de A.

Entonces hacemos k, igual al eigenvalor cerca de a; .

Mas generalmente, suponga que tiene ya encontrados r —1 eigenvalores de A.
Entonces usted puede disminuir la matriz por el cruce fuera del los primeros r -1

renglones y columnas, dando
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) 0 |
0
d
A= & (A3.10)
dr+1
0
dn—l en—l
_0 0 e dn_

Escoja k igual al eigenvalor de la submatriz dirigida de 2x2 que esté mas cerca

de d,. Uno puede mostrar que la convergencia del algoritmo con esta estrategia

es generalmente cubica (y en el peor de los casos cuadréatica para eigenvalores

degenerados). Esta convergencia rapida es lo que hace el algoritmo tan atractivo.

Note que con cambiar, los eigenvalores ya no necesariamente aparecen sobre la

diagonal en la regla de aumentar la magnitud absoluta.

Como mencionamos antes, la descomposicion de una matriz general es efectuada
por una secuencia de la transformacién Householder. Para una matriz tridiagonal,

sin embargo, es mas eficiente para usar las rotaciones planas P, . Uno usa la
secuencia Py,P,,...,P,_;, para eliminar los elementos a,,,a,,...,a, ,,. Por simetria,
los elementos de la subdiagonal a,,a,,,...,a,,, también se eliminara. Asi cada Q,

es un producto de rotaciones planas:
Q. =P® -P®...p¥ (A.3.11)

donde P, elimina a . Note que es Q" en la ecuacion (A.3.11), no Q, porque

nosotros definimos L =Q" -A.
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Algoritmo QL con Cambios Implicitos

El algoritmo hasta aqui descrito puede ser muy exitoso. Sin embargo cuando los

elementos de A difieren ampliamente en orden de magnitud restando una Kk,

grande de los elementos de la diagonal pueden perder precision para los

eigenvalores pequefos. Esta dificultad es evitada por el algoritmo QL con
cambios implicitos. El algoritmo QL implicito es matematicamente equivalente al
algoritmo QL original, pero el célculo no requiere k.1 para realmente ser restado

de A.

El algoritmo estad basado en el siguiente lema: Si A es una matriz simétrica no
singulary B=Q"-A-Q, donde Q es ortogonal y B es tridiagonal con elementos

positivos fuera de la diagonal, entonces Q y B son completamente determinados

cuando la Ultima fila de Q" se especifica. Prueba: Sea ¢ denota el i-esimo vector
renglon de la matriz Q' . Entonces g, es el i-esimo vector columna de la matriz Q.

La relacion B-Q" =Q" - A puede escribirse

b on qI qI
a P s q; ql
: d o =l LA (A.3.12)
A1 Boa Vo QI_l CII_l
I a, Bllar] [an ]
El n-esimo renglén de esta ecuacion matriz es
o1+ Boln =Gy - A (A.3.13)
Donde Q es ortogonal,
an G = O (A.3.14)

Asi, si multiplicamos posteriormente la ecuacion (A.3.13) por q,,, encontramos

fy=0n-A-q, (A.3.15)
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el cual es conocido cuando g, es conocido. Entonces la ecuacion (A.3.13) da

an1=Zn4 (A.3.16)
donde
z,,=9;-A-Ban (A.3.17)
Es conocido. Por consiguiente
ay=2y4Z, 4, (A.3.18)
0
Uy =2,y (A.3.19)
y
Uns = Zns/, (A.3.20)

(donde ¢, es diferente de cero por hipotesis). Similarmente, uno puede mostrar
por induccién que si conocemos q,,d, ;,--,0, ; Y 1as a's, B'sy y's hacia arriba del

nivel n— j, uno puede determinar las cantidades al nivel n—(j +1).

Para aplicar el lema en la practica, supone uno que puede de un modo u otro

encontrar la matriz tridiagonal A_ , tal que

s+1

A, =Q! A, -Q, (A.3.21)

s+1

donde Q. es ortogonal y tiene el mismo renglon final como Q! en el algoritmo

original QL. Entonces Q,=Q.y A, =A_,.

Ahora, en el algoritmo original, de la ecuacién (A.3.11) vemos que el renglén final

de Q! es el mismo como el renglon final de P'®. Pero recuerde que P, es una
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rotacion plana designada a eliminar los (n—1,n) elementos de A, —-k.1. Un simple

calculo muestra que tiene los parametros

c= Gk — (A.3.22)

\e§+(dn_ks)2 ’ ) \/e§+(dn_ks)2

La matriz P, -A_-P9" es tridiagonal con 2 elementos extras:

X X X X (A.3.23)

Debemos reducir esto ahora a una forma tridiagonal con una matriz ortogonal cuya
dltima fila sea [0,0,..,01] para que la ultima fila de Q! estése igual a P',. Esto
puede hacerse por una secuencia de las transformaciones de Householder y

Givens. Para la forma especial de la matriz (A.3.23), Givens esta bien. Rotamos

en el plano (n—-2,n-1) para eliminar el elemento (n-2,n). [Por simetria el
elemento (n,n-2) también sera cero]. Esto lo omitimos para una forma tridiagonal
excepto para elementos extras (n—-3,n-1) y (n—1n-3). Eliminaremos esto con
una rotacion en el plano (n—3,n-2), y asi sucesivamente. Asi una secuencia de

n—2 rotaciones Givens son requeridas. El resultado es
QI =QI =PY PP, R, (A3.24)

donde las P's son las rotaciones Givens y P, es el mismo plano de rotacion

como en el algoritmo original. Entonces la ecuacion (A.3.21) da la siguiente

iteracion de A. Note que el cambio k; entra implicitamente a través de los

parametros (A.3.22).

La siguiente rutina tqgli (“Tridiagonal QL Implicita”), Basada algoritmicamente sobre

las implementaciones del manual y del EISPACK, trabajos extremadamente
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buenos en la practica. EI nimero de iteraciones para los primeros eigenvalores se
dice podrian ser 4 o 5, pero entretanto los elementos de la fuera de la diagonal en
la esquina inferior derecha también se han reducido. Después los eigenvalores se
liberan con un trabajo muy pequefio. EI niumero promedio de iteraciones por
eigenvalor es tipicamente 1.3-1.6. La cuenta de operacion por iteraciéon es O(n),
con un coeficiente eficaz bastante grande, de ~ 20n. La cuenta del funcionamiento
total para la diagonalizaciébn es entonces =~20nx(1.3-1.6)n~30n°. Si los
eigenvalores son requeridos la declaraciones indicadas como comentarios estan
incluidas y hay un adicional, mas grande, trabajo de aproximadamente 3n°
operaciones. En el apéndice 1, se encuentra la rutina tqli en el programa de Visual
C).
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