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Introduccion

La Teoria de Retractos fue creada en los anos 30-as del siglo XX por
el matematico polaco Karol Borsuk. La Teoria de grupos topolégicos
de transformaciones toma su origen de los trabajos clasicos del ma-
tematico noruego Sofus Lie de los anos 80-as del siglo XIX. Estas dos
teorias dieron origen a una nueva teoria llamada actualmente Teoria
Equivariante de Retractos a la cual pertenece la presente tesis doctoral.

Aportaciones importantes en esta teoria, entre otros, tuvieron los
siguientes matematicos: H. Abels [1], S. Antonyan (3], [4], [10], I.James
v G. Segal [31], J. Jaworowski [32], [33], A. Kushkuley y Z. Balanov
[37], R. Lasof [34], S. Illman [28], [29], M. Madirimov [38], [39], R.
Palais [42], Yu. Smirnov [43], [44], J. de Vries [45], [46]. Las recien-
tes aplicaciones de la Teoria Equivariante de Retractos a un problema
clasico de Analisis Funcional (mds precisamente, a los compactos de
Banach-Mazur), dados en los articulos [7| y [10], demuestran una vez
mas la importancia de esta teoria.

Actualmente la Teoria Equivariante de Retractos esta desarollando-
se activamente; basta mencionar sélo algunos de los trabajos importan-
tes recientes, como los de S. Antonyan [11], [12], A. Bykov y M. Texis
[16] y [17], E. Elfving [21], [22], A. Feragen [24], M. Kankaanrinta
(35], [36].

En la Teoria Equivariante de Retractos se estudian los G-espacios
(donde G es un grupo compacto de Lie) desde el punto de vista de la
Teorfa de retractos. Los G-ANR’s (los retractos G-equivariantes absolu-
tos de vecindad) constituyen objetos principales de esta teoria. En esta
introduccion nos conviene adoptar la siguiente caracterizacion como
la definicién de un G-ANR: un G-espacio metrizable Y es un G-ANR
si y sélo si toda G-aplicacion f : A — Y de un conjunto cerrado y
G-invariante A de un G-espacio metrizable X se extiende a una G-
aplicacion F' : U — Y definida en una vecindad G-invariante U de A
en X.
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VI INTRODUCCION

En este trabajo estamos interesados en determinar qué propiedades
basadas en el concepto de homotopia equivariante, permiten caracteri-
zar a los G-ANR’s en la clase de los G-espacios metrizables, donde GG
es un grupo compacto de Lie.

Los problemas correspondientes no equivariantes pueden ser consul-
tados en los textos sobre Teoria de Retractos, particularmente podemos
mencionar a Borsuk [14], Hu [27] y van Mill [40].

Un hecho conocido dentro de la Teoria Equivariante de Retractos, es
que todo espacio G-ANR es localmente (G-contraible. Recordemos que
un G-espacio X se llama localmente G-contraible si para todo punto
xr € X y toda G,-vecindad U de x existe una G,-vecindad V de x
tal que V es contraible en U a un punto por medio de una homotopia
G,-equivariante, donde GG, denota el estabilizador del punto x.

En 1978, Jaworowski probé (ver [33]) que si G es un grupo compacto
de Lie, entonces para G-espacios de dimension finita la G-contraibilidad
local es justamente equivalente a la propiedad de ser un G-ANR. De
otro lado, sin la propiedad de la dimension finita, la G-contraibilidad
local por si sola no es suficiente para caracterizar a los G-ANR’s in-
cluso cuando G es el grupo trivial (ver [14, Capitulo V, §11] para un
contraejemplo).

Otra propiedad necesaria para que un (G-espacio metrizable sea
un G-ANR es la propiedad de extension de homotopia G-equivariante
(abreviado G-PEH) con respecto a todo G-par metrizable (X,A) (ver
[3]). Aqui se dice que un G-par (X,A) tiene la propiedad G-PEH
con respecto a un G-espacio Y si y solo si cada G-homotopia parcial
hy : A—Y, t € I de una G-aplicacion arbitraria f : X — Y posee una
G-extension

fi: X—=Y tel talque fy=7F.

Uno de los resultados principales de esta tesis, que se prueban en
el Capitulo 4, es que si G es un grupo compact de Lie, entonces la G-
contraibilidad local junto con la propiedad G-PEH caracterizan a los
G-ANR’s dentro de la clase de todos los G-espacios metrizables (ver
Teorema 4.12). En ese mismo capitulo se da una version equivarian-
te controlada del teorema de extension de homotopias de Borsuk (ver
Teorema 4.10). Ahi definimos la propiedad P(G,V), que permite por
si sola caracterizar completamente a los G-ANR’s en la clase de todos
los G-espacios metrizables. Esta propiedad P(G,V) es una especie de
la G-PEH, en donde en lugar de las homotopias equivariantes cuales-
quiera, participan homotopias equivariantes pequenas controladas con
una cubierta abierta V.
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Ambas nuestras caracterizaciones homotépicas de los G-ANR’s es-
tan basadas en la caracterizacion local de los G-ANE’s, cuya deduccién
se exhibe en el Capitulo 3 (Teorema 3.7): un G-espacio X es un G-ANE
si y solo si cada punto x € X admite una vecindad G -invariante U, la
cual es un G,-ANE.

Otro resultado de esta tesis corresponde a la caracterizacion de
subespacios cerrados invariantes de los espacios G-ANR’s, los cuales
también son G-ANR’s. Resulta ser que si X es un G-ANR entonces
un subconjunto cerrado e invariante A de X es un G-ANR si y so6lo si
el G-par (X,A) satisface a la propiedad G-PEH con respecto a todo
G-espacio (Teorema 4.12).

La estructura que presenta este trabajo es dada por cuatro capitu-
los. En el primero de ellos se dan los conceptos basicos de la Teoria
Equivariante de Retractos.

En el segundo se describe a los objetos que se tratan de caracterizar,
los G-ANR’s. Igualmente se presentan teoremas que seran relevantes
para las pruebas de los tiltimos capitulos, en particular, un teorema de
union de G-ANE’s. En el tercer capitulo se da una caracterizacion local
de los G-ANR’s.

Finalmente, en el iltimo capitulo se presentan ambas caracteriza-
ciones homotdpicas de los G-ANR’s arriba mencionadas. Se concluye

con la caracterizacion de subespacios cerrados invariantes de los espa-
cios G-ANR’s, los cuales también son G-ANR’s.



CAPITULO 1

Nociones basicas

El objetivo de este trabajo es presentar caracterizaciones homotopi-
cas de los G-ANR’s. En esta seccion se describiran los conceptos basicos
relativos a la equivarianza y se daran algunas proposiciones que seran
de utilidad.

En lo que sigue, utilizaremos el término aplicacion para referirnos
a una funcion continua. Igualmente consideraremos a las vecindades,
como conjuntos abiertos.

En la consulta de las nociones basicas de la Teoria de los Grupos de
Transformacién, mencionamos como principales referencias [15], [30] y
[42].

1. (G-espacios

Definicién 1.1. Un conjunto G con una operacion binaria - y una
familia T de subconjuntos de G se llama un grupo topologico si
(1) (G,-) es un grupo;
(2) (G,T) es un espacio topoldgico;
(3) las funciones v : (G, 7)x (G, 7) — (G, 7) y¢v: (G,7) — (G, 1),
dadas por p(z,y) = -y y t(x) = 21 son continuas, donde

71 es el inverso de x.

Los grupos topologicos en este trabajo son basicamente compac-
tos de Hausdorff. De hecho, los resultados principales corresponden a
las acciones de grupos compactos de Lie. Enseguida describiremos los
grupos de Lie.

Definicién 1.2. Un grupo de Lie es un grupo topologico sequn-
do numerable G con estructura de n-variedad diferencial, tal que las
operaciones del grupo son funciones diferenciables.

Sobre los grupos de Lie tenemos lo siguiente que resulta relevante
en nuestro estudio: todo grupo de Lie es, como consecuencia de su
definicion, un espacio metrizable y separable. Ademas, los subgrupos
cerrados de Lie, son también grupos de Lie y los productos finitos de
grupos de Lie, son grupos de Lie.
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Definicién 1.3. Sea G un grupo multiplicativo con elemento iden-
tidad e. Diremos que G actia (por la izquierda) en un conjunto X no
vacio si existe una funcion 6 : G x X — X, llamada accion de G en
X (o bien, una G-accion en X ), tal que

(i) O(e,x) = = para cada x € X.
(ii) 6(h,0(g,x)) = O(hg, ) para cada g.h € G y x € X.

Entonces llamaremos a X un G-congunto.

Observacién 1.4. Escribiremos, con el fin de facilitar la notacion,
gx en lugar de 0(g, x), ocasionalmente utilizaremos la notacién g*x, o
bien, g - x. Entonces podemos expresar las propiedades enunciadas en
la definicion 1.3 en la siguiente forma:

(i) ex = = para cada v € X.
(ii) h(gz) = (hg)x para cada g,h € G yx € X.

Definicién 1.5. Sea 0 la accion de un grupo G en un conjunto X.
Entonces 0 induce, para cada g € G, la transformacion

8,: X — X, dada por 8,(x) = (g, x) = gx

que llamaremos transicion.

Observacién 1.6. Por las propiedades de la accion 6 en el conjunto
X,
(i) Oc(z) =z, para cada x € X, es una funcion identidad.
(ii) 010y = Oy para cada h,g € G.

Proposicion 1.7. Sea 0 la accion de un grupo G en un conjunto
X. Entonces para cada g € G, la transicion 0, es una biyeccion.

Demostracién. Si 0,(z1) = 6,(x3), entonces gr; = gro y de ahi,
g (gz1) = g7 (gzs). Por la definicién 1.3, (¢7'g)zy = (¢7'g)z2, por
tanto, ex; = exy y nuevamente de la definicion 1.3, x; = x5, por tanto,
8, es inyectiva.

Veamos que 0, es sobreyectiva. Sea o € X. Entonces por la defi-
nicién 1.3, x = ex = g9~ 'z = g(¢'x) = 0,(¢" '), tenemos que 0, es
sobreyectiva. O
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Definicién 1.8. Llamaremos grupo topologico de transfor-
maciones a la terna (G, X,0) formada por un grupo topoldgico G,
un espacio topologico X y una accion continua 6 : G x X — X. Un
G-espactio es un grupo topologico de transformaciones cuyo grupo ac-
tuante es el G.

Sea GG un grupo topolégico. Como ejemplos de G-espacios, tenemos
(a) I, el intervalo unitario, es un G-espacio bajo la accion gx = x,
para cada g€ G yx € I.
(b) Supongamos que X es un G-espacio, entonces X x I, bajo la
accion diagonal dada por g(x,t) = (gz,t), es un G-espacio.
(¢) G es un G-espacio, donde G actia por translacion izquierda.
Sin embargo, G' es también un G-espacio, mediante la accion

(g,1) = gxt=1tg~".
Proposicién 1.9. Sea (G, X,0) un grupo topolégico de transfor-
maciones. Entonces para cada g € G, la transicion 0, es un homeo-
morfismo.

Demostracion. Por la proposicion 1.7, sabemos que para cada g €
G, 0, es una biyecciéon. Como para cada g € G, 8, es una restriccién de
la funcién continua @, también es continua. Particularmente, ()~ =

4-1. Por lo tanto, cada 6, es un homeomorfismo. 0

Observacién 1.10. Para un espacio topologico X, denotaremos
por Homeo(X) el conjunto de todos los homeomorfismos de X. La
composicion de aplicaciones convierte a Homeo(X) en un grupo cu-
yo elemento neutral es el homeomorfismo idéntico de X. La funcion
© : G — Homeo(X) del grupo topoldgico G en el grupo Homeo(X),
dada por ©(g) = 0,, determina un homomorfismo. En efecto, 6. es
la funcion identidad, Oy, = 0,0y, y (0,)"" = 0,~1. Por eso se usa el
término de grupo topoldgico de transformaciones para referirse a la

terna (G, X, 0).

Definicién 1.11. Sea (G, X, 0) un grupo topolégico de transforma-
ciones. Sean H un subgrupo de G, A un subconjunto de X yx € X.

1. Denotaremos por H(A) el subconjunto {halh € H,a € A} de

X y llamaremos a H(A) la H-saturacion de A. Diremos que

A es un congunto H-invariante en X respecto a la accion

de G en X si H(A) = A. Si A es G-invariante, diremos que

A es un conjunto invariante, a menos que exista alguna
ambigiiedad.
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2. Llamaremos al conjunto G(A) simplemente la saturacion de
A.

3. Llamaremos al conjunto G(z) = {gz|g € G}, la orbita de x.
Denotaremos al conjunto de drbitas por X/G.

4. Definimos la proyeccion orbital como la funcion

m: X — X/G,

donde m(x) = G(x) vista como elemento de X/G.

5. Llamaremos al conjunto G, = {g € G|gx = x} el estabiliza-
dor o el grupo de isotropia de x.

6. Diremos que x es un punto G-fijo si G, = G. Denotaremos
por XY al conjunto de puntos G-fijos.

Proposiciéon 1.12. Sean X un G-espacio y A un subconjunto de
X. Entonces A es invariante si y solo si gA = {gala € A} C A para
cada g € G.

Demostracion. Si A es un conjunto invariante entonces claramen-
te gA C A, para cada g € (. Ahora, si gA C A para todo g € G, en-
tonces A = (g9 ')A = g(g7'A) C gA y de ahi obtenemos la igualdad

A = gA para todo g, lo que implica que G(A) = |J gA = A. O
geA

Proposicion 1.13. Sea X un G-espacio. Entonces la union, la
interseccion y complementos de subconjuntos invariantes de X, son
invariantes también.

Demostracion. Sean A y B subconjuntos invariantes de X. En-
tonces G(A) = Ay G(B) = B. Por la proposicién 1.12; basta verificar
que g(AUB) C AUB y que g(ANB) C (ANB), para cada g € G. Sea
y € g(AUB). Entonces y = ge, para algiin ¢ € AU B. Entonces resulta
claro que y € AU B, por la invarianza de A y de B. De ahi AU B es
invariante. En forma semejante, inferimos que A N B y complementos
de subconjuntos invariantes son invariantes. U

Proposicion 1.14. Sea X un G-espacio. Entonces,

(a) X es un H-espacio para cada subgrupo H de G.

(b) Si A es un conjunto invariante de X, entonces A es un G-
espacio.

(c) Si A es un conjunto H-invariante de X, donde H es un sub-
grupo de G, entonces A es un H-espacio.
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Demostraciéon. Supongamos que X es un G-espacio.

(a) Restringimos la accién de G en X, al conjunto H x X . Entonces
la restriccion es continua y se verifican las condiciones de la
definicion de accién. Por tanto, X es un H-espacio.

(b) Si A es invariante, G(A) = A. Restringimos la accién de G en
X, al conjunto G x A, la cual es continua. Como en el caso
anterior, se observan las propiedades de accién. Entonces A es
un G-espacio.

(c) Consecuencia inmediata de (a) y (b).

U

Proposicion 1.15. Sean X un G-espacio y A un subconjunto de
X. Entonces gA es abierto (respectivamente cerrado) si y sdlo si A es
abierto (respectivamente cerrado).

Demostraciéon. Como para cada g, 8, es un homeomorfismo por la
proposicién 1.9, tenemos que 6, es una aplicacién abierta (respectiva-
mente cerrada). De ahi que si A es abierta (respectivamente cerrada),
0,(A) = gA es abierta (respectivamente cerrada), y si gA es abierta
(respectivamente cerrada), §,-1(gA) = A es abierta (respectivamente
cerrada). O

Proposicion 1.16. Sea X un G-espacio. Entonces dos orbitas son
o disjuntas o coinciden, esto es, X es particionada en sus orbitas.

Demostracion. Sean x; y x5 dos puntos de X. Si
xr € G(x1) N G(z3),

entonces existen ¢g; y g en G tales que g1x1 = © = goxo. Entonces
1 = g gers € G(22) ¥y 12 = g5 g1z € G(x1), de donde G(z;) =

Definicién 1.17. El espacio de orbitas o espacio orbital de
un G-espacio X, es el conjunto de orbitas X/G dotado con la topologia
cociente con respecto a la proyeccion orbital

7: X — X/G,

esto es, U C X/G es abierto en X/G si y sélo si 71 (U) es abierto en
X.
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Observacién 1.18. La accion natural de G en X/G es

(9, G(x)) = G(x),
donde g € G y G(x) € X/G.

Observacién 1.19. Dada la importancia que tiene el concepto de
topologia cociente en este trabajo, mencionamos ensequida algunos pun-
tos de la topologia general relativos a las identificaciones.

Sean X un espacio topoldgico, Y un conjunto no vacio y

f: X—=>Y
una funcion sobreyectiva. Si dotamos a'Y con la topologia
Ty = {U|f*(U) es abierto en X},

diremos que f es una identificacion o funcion cociente, a Ty le
llamamos topologia cociente y a Y con tal topologia, espacio co-
ciente. Entonces observaremos que:

1. f es continua.

2. Ty es la mayor topologia en'Y que hace continua a f.

3. Tt es la unica topologia en'Y con la llamada propiedad umni-
versal del cociente siguiente: una funcion ¢ 1Y — Z en un
espacio Z es continua st y solo si la composicion of : X — Z

es continua.
!
Y
NS
Z

4. De la propiedad universal del cociente se puede deducir el teo-
rema de transgresion: Sea f una identificacion. Entonces
toda funcién continua v : X — Z que envia cada fibra f~(y)

en un solo punto de Z, induce una dnica funcion continua

VY — Z tal que Y f =1).

N A

X

X

Proposicion 1.20. Sea X un G-espacio. Entonces la proyeccion
orbital T : X — X/G es abierta.
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Demostracidon. Sea U un abierto de X. Entonces

mn(U)=GU = | gU
geG

es unién de abiertos en X, por la proposicién 1.15, por lo tanto, 7(U)
es abierto en X/G. O

Proposicion 1.21. Sea X un G-espacio y A un subconjunto de X .
Entonces, que A sea abierto en X, implica que H(A) es abierto en X
para cada H C G.

Demostracién. Sea A abierto en X. Podemos escribir H(A) =
UgeH gA, donde por la proposicién 1.15 cada gA es abierto en X. Luego
H(A) es abierto en X. O

Proposicion 1.22. Sea X un G-espacio. Si X es compacto, en-
tonces X/G es compacto.

Demostracion. Claramente se sigue de la continuidad de la pro-
yeccion orbital. 0

Definicién 1.23. Sean X e Y G-espacios. Diremos que una apli-
cacion f : X — Y es G-equivariante o que es una G-aplicacion
(a menos que haya alguna ambigiiedad, que es equivariante), cuando
flgx) = gf(x) para todo x € X y todo g € G. Una aplicacion f de
un G-espacio X en un espacio topologico Y es llamada itnvariante si
f(gx) = f(x) para todo g € G y x € X, esto es, si f es constante en
cada orbita.

Observacién 1.24. Particularmente, una proyeccion orbital es in-
variante.

Proposicion 1.25. Sean X e Y G-espacios, con proyecciones or-
bitales m y @' respectivamente y sea f una aplicacion equivariante.

(1) f induce una unica aplicacion f/G : X/G — Y /G que hace al
siguiente diagrama conmutativo:

|

' f \L ,
x/¢ % yiq

e
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(2) Si ¢ : Y — Z es equivariante, entonces of : X — Z es
equivariante y (o1)/G = (p/G)(f/G).

Demostracion. Puesto que f envia dérbitas en érbitas, por el teo-
rema de transgresién (ver la observacion 1.19), aplicado a la funcién
continua 7' f : X — Y/G, existe una unica funcién continua

f/G: X/G —Y/G, tal que (f/G)r = 7'p.

Por lo tanto, (f/G)(G(z)) = G(f(x)) y se verifica la primera afirma-
cién. La prueba de la segunda afirmacion es inmediata. 0

Definicién 1.26. Sean X e Y dos G-espacios y f : X — Y una
aplicacion equivariante. Si f es un homeomorfismo, diremos que f es
un G-homeomorfismo y que los espacios X y Y son G-espacios G-
homemomorfos.

Definicién 1.27. Sea X un G-espacio. Diremos que una accion de
G en X es:

trivial si G, = G para todo x € X.

libre si G, = {e} para todo x € X.

efectiva o fiel si (| G, = {e}.
zeX

transitiva si tiene una sola orbita.

Proposiciéon 1.28. Sea X un G-espacio. La accion 6 de G en X
es una aplicacion abierta.

Demostracién. Se sigue de que (S x E) = |J gE para todo
geG
SCGytodo ECX. O

Proposicion 1.29. Sea G un grupo topolégico y H un subgrupo de
G. Entonces el conjunto de clases laterales izquierdas de H, denotado
por G/H con la topologia cociente con respecto a q : G — G/H donde
q(g) = gH, es un G-espacio con accidn:

(9,9H) — g gH.
para g, g € G.

Demostracion. Es inmediato que es una accién, puesto que G es
un grupo topoldgico. 0
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Definicién 1.30. Sea X un G-espacio. Para cada x € X, llamamos

funcion movimziento a la funcion inducida por la accion 6 de G en
X

)

0 : G — G(zx), dada por *(g) = 0(g,x) = gx.

Proposicion 1.31. Sea X un G-espacio. Entonces para cada x €
X, la funcion movimiento es continua, sobreyectiva, equivariante, con
imagen la drbita G(x).

Demostracién. Es inmediato de la definicién 1.30. ]

Proposicion 1.32. Sea X un G-espacio. Entonces para cada x €
X, la funcion movimiento 6% determina una unica G-aplicacion biyec-
tiva

0. G/G, — G(x)
del espacio cociente G/G, a G(x). Ademds, si G es compacto y X es
de Hausdorff, 0% es un G-homeomorfismo.

Demostracién. Por la proposicién 1.29, G/G, es un G-espacio.
Sea p : G — G/G, la funcién cociente y 6% : G — G(x), la funcién
movimiento. Por el teorema de transgresion (ver la observacién 1.19)
y dado que 0%(p~'(gG.)) es univaluada, tenemos que existe una tinica
funcién continua

0 :G/G, — G(x),
tal que 6%p = 6%, esto es, tenemos el diagrama conmutativo siguiente,

G g G/G,
Nt

Entonces 07 es dada por 6%(gG,) = gz.

Veamos que 6 es biyectiva. Tenemos que 6%(gG,) = 0¢(hG,) si y
sélo si gr = hx. Pero, gx = hx & h™lg € G, & ¢G, = hG,. Tenemos
que 6% es inyectiva y claramente sobreyectiva.

Veamos que es equivariante. En efecto,

02 (4'(9G2)) = 0°(¢'9G.) = g'gx = 9'07(9G.).
Finalmente, supongamos que G es compacto y X es de Hausdorff.
Observamos que ser de Hausdorff es una propiedad hereditaria, por

tanto, G(z) es de Hausdorff. Vamos a probar que 67 es cerrada. Como
la funcién cociente p : G — G /G, es continua y sobreyectiva, y G es
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compacto, la imagen de G bajo p es compacta, de ahi que G/G, es
compacto. Ahora, sea C' un cerrado en G/G,.. Entonces C' es compacto
en G/G,. Como 0% es continua, %(C) es compacto en G(x) y como
G(x) es de Hausdorff, 7(C) es cerrado en G(x).

Por tanto, 6% es un G-homeomorfismo. 0

Proposicion 1.33. Sea X un G-espacio.

i) Si G es compacto, las drbitas son compactas.
ii) St X es T}, entonces los estabilizadores son cerrados.

Demostracion. Sea x € X.

i) Si G es compacto, entonces la érbita G(x) = 6*(G) también
lo es, al ser imagen continua del compacto bajo la funcién
movimiento.

ii) Como z es cerrado en X por ser X un espacio T}, y por tanto
es cerrado en G(z), entonces G, = 6 '(z) es cerrado en G
por continuidad de 6*.

U

Proposicion 1.34. Para un compacto K de un grupo topoldgico
G y un subconjunto S de un G-espacio de Hausdorff X, la restriccion
¢ : K xS — K(S) de la accion 0 de G en X, es una funcion cerrada.

Demostracién. Sea F' un cerrado de K x Sy x un punto de ¢'(F')
Entonces existe una red ((gA, :1:,\)) en F' tal que la red gy - x) converge
a x. Queremos demostrar que x € §'(F'). Como K es compacto, alguna
subred (gy,) converge a un elemento g de K, luego g;j ~ gl y
entonces

T, = g5, (93,72,) ~> g7 '
Por consiguiente (gy,,2»,) converge al punto (g, g~ ') del cerrado F,
y por lo tanto, x = 0'(g,g9 ') € 0'(F). O

Proposicion 1.35. Sea G un grupo compacto, H un subgrupo de
G y X un G-espacio. Sea 0 la accion de G en X. Entonces

a) 0 es cerrada.

b) Si H es cerrado en G y C' es cerrado en X, entonces H(C') es
cerrado en X.

c) Si H es cerrado en G y C es compacto de X, entonces H(C)
es compacto en X.



1. G-ESPACIOS 11

d) Las drbitas son compactas.

Demostracién.

a) Inmediata de la proposicién 1.34, considerando K =Gy S =
X.

b) Si H es cerrado en el compacto G, y C es cerrado en X, en-
tonces H(C') es la imagen cerrada de H x C bajo la funcién
cerrada # y por tanto, es cerrada en X.

¢) Si H es cerrado en el compacto G, y por lo tanto, compacto,
entonces H(C), que es la imagen continua de H x C' bajo 6,
es compacto también.

d) Como G es cerrado y {z} es compacto en X, tenemos, del
inciso (c), que la drbita de z, G(x), es compacta. (Observamos
otra prueba de la proposicién 1.33.)

O

Proposicion 1.36. Sea G un grupo compacto, X un G-espacio y
A un subconjunto de X. Entonces, si A es cerrado o compacto, también
lo es su saturacion, respectivamente.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la proposicion

1.35. U

Proposicion 1.37. Sea G un grupo compacto y X un G-espacio.
Entonces la proyeccion orbital es cerrada y propia, es decir, es perfecta.

Demostracién. Veamos que la proyeccién orbital 7 : X — X/G
es cerrada con fibras compactas. Sea C' un cerrado en X. Entonces
7 m(C)) = G(C) es cerrado en X, por la proposicién 1.35, luego
7(C) es cerrado en X/G. Igualmente, para G compacto, cada fibra
de 7 es una Orbita y por la misma proposicion 1.35, se tiene que es
compacta. U

Definicién 1.38. Una aplicacion f : X — Y tal que, restringida
a su imagen ' : X — f(X) es un homeomorfismo, es llamada un
encage, el, cual denotamos por f : X — Y. Particularmente, el encaje
f: X =Y escerrado si y solo si f(X) es cerrado en Y. Si ademds X
y Y son G-espacios, un encaje f : X — Y que es una G-aplicacion, es
llamada encaje equivariante o G-encaje de X enY.
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Proposicion 1.39. Sean G un grupo compacto y X un G-espacio.
Si V' es una vecindad de un subconjunto invariante A de X, entonces
existe una vecindad invariante U de A tal que U C V.

Demostracion. Supongamos que V' es una vecindad de un sub-
conjunto invariante A de X y sea m: X — X/G la proyeccién orbital
de X, la cual es cerrada por ser G compacto. El conjunto

U= (X/G)\7(X\V)

es abierto en X/G y contiene a w(A). Ademds, 7~1(U) C V dado que si
u € U entonces 7~ (u)N(X\V) = 0. De donde 71 (U) = X\(G(X\V))
es la vecindad invariante de A contenida en V. U

Proposicion 1.40. Sea G un grupo compacto y X un G-espacio.
Entonces st X es T1, X/G también lo es.

Demostracion. Si X es 17, entonces como cada punto z de X es
cerrado se tiene que 7(x) es cerrado y entonces X/G es Tj. O

Proposicion 1.41. Sea G un grupo compacto. Sean X un G-espa-
cito normal y A un subconjunto cerrado invariante de X. Si U es una
vecidad de A en X, entonces existe un subconjunto abierto invariante
Vide X tal que ACV CV CU.

Demostracion. Como X es normal, existe una vecindad W de A
en X tal que A ¢ W C W C U. Por la proposicién 1.39, existe una
vecindad invariante V de Aen X talque ACV C W.Deaqui V. Cc W
y por tanto V es la vecindad buscada y la proposicién esta probada. [

Proposicion 1.42. St G es un grupo compacto y X es un G-
espacio de Hausdor(f, regular o normal, entonces X/G es un G-espacio
de Hausdorff, reqular o normal respectivamente.

Demostracién. Consideremos sélo el caso “normal” (los otros ca-
sos se tratan de igual forma). Sean Cy y Cs dos conjunto cerrados ajenos
de X/G. Los conjuntos invariantes ajenos 7~ *(Cy) y 7 (Cy) son dos
cerrados y como X es normal, tienen vecindades ajenas. Por la propo-
sicién 1.39, podemos suponer que son vecindades abiertas invariantes
ajenas Uy y Uy de 771(C}) y 7 1(Cy) respectivamente. Entonces 7(Uy)
y m(Us) son vecindades abiertas ajenas de Cy y Cy respectivamente.

O
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Los dos teoremas siguientes son versiones equivariantes de resul-
tados bien conocidos en la topologia general. Haremos uso de ellos
frecuentemente a lo largo de este trabajo.

Teorema 1.43 (Teorema equivariante de Tietze - Urysohn). Sean
G un grupo compacto, X un G-espacio normal y C' un subconjunto
cerrado invariante de X. Si f : C' — [0, 1] es una aplicacion invariante,
entonces existe una extension invariante F': X — [0,1] de f.

Demostracién. La aplicacién invariante f : C' — [0, 1] induce, de
acuerdo a la proposicién 1.25, una funcién continua f : 7(C) — [0, 1]
definida por f(r(z)) = f(z), para cada z € C'y donde 7 : X — X/G
es la proyeccion orbital. Dado que G es compacto, por la proposicién
1.37, 7(C) es cerrado en X/G. Como X/G es normal, aplicando el
teorema clasico de extension de Tietze-Urysohn, existe una extension
f*: X/G — [0,1] de f, a todo el espacio orbital X/G. Consideremos
la funcién F' = f*r : X — [0,1]. Afirmamos que F' es la extensién
deseada. En efecto, sea ( € C', entonces

F(¢) = f*(r(Q) = f(x(¢) = f(C)-

Ademas, F' es invariante. En efecto,

F(gz) = [*(m(gz)) = [*(7(z)) = F(z),
paracadax € X y g € G. O

Teorema 1.44 (Lema equivariante de Urysohn). Si G es un gru-
po compacto y X es un G-espacio normal, entonces para A y B, sub-
conjuntos cerrados disjuntos invariantes de X, existe una aplicacion
invariante F de X en el intervalo unitario [0,1] tal que F|la = 0 y
Flp=1.

Demostracién. Sea 7 : X — X/G la proyeccién orbital bajo la
accion de G. Sean A y B cerrados disjuntos invariantes en X. Entonces
m(A) y m(B) son cerrados disjuntos en el espacio orbital X/G, puesto
que 7 es cerrada por la proposicién 1.37. Como G es compacto y X es
normal, entonces por la proposicién 1.42, X/G es normal, y aplicando
el lema de Urysohn, existe una funcién continua f : X/G — I tal que
F(r(A) =0y £(m(B)) = 1.

Entonces la funcion
Fz) = (fr)(2), v € X,

es la funcién requerida. En efecto, dado que 7 es una aplicacién inva-
riante y ademads f es continua, entonces su composicién es continua e
invariante también. 0
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Toda la herramienta expuesta en la iltima parte de esta seccion es
basica para los temas tratados en el capitulo siguiente, particularmen-
te en el tratamiento del tema de los G-encajes en G-espacios lineales
normados.

Definicién 1.45. Diremos que un G-espacio X, es lineal si es un
espacio lineal topoldgico dotado con una accion G, la cual es lineal, esto
es, g(Ax 4+ py) = AMgz) + u(gy), donde g € G, x, y € X y X y pu son
numeros reales.

Definicién 1.46. Sean (X,d), (Y, p) espacios métricos. Una fun-
cion f: X —Y se dice tsometria si para cualesquiera x1,x5 € X Sse
satisface

p(f(x1), f(22)) = d(z1, 22).

Observacion 1.47. Sean (X, d) y (Y, p) dos espacios métricos. Evi-
dentemente, cualquier isometria de X a 'Y es un encaje.

Definicién 1.48. Una métrica invariante de un G-espacio me-
trizable X respecto a la accion de un grupo G es una métrica d en X
compatible con su topologia que satisface

d(gz,gy) = d(z,y) para todo g € G, x, y € X.

Observaciéon 1.49. En el caso de la definicion anterior, cada tran-
sicion 0, : X — X es una isometria y por eso decimos que la accion
de G en X es isométrica (bajo la métrica d).

Definicién 1.50. Llamaremos un G-espacio lineal normado
(G-espacio de Banach), al espacio lineal normado (espacio de Banach)
dotado con una accion lineal e isométrica del grupo G.

Teorema 1.51. Sea X un espacio metrizable que admite una métri-
ca invariante respecto a la accion del grupo G. Si el espacio orbital X /G
es T, entonces es metrizable.
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Demostracion. Sea d una métrica invariante de X. Para p y ¢
puntos del espacio orbital X/G definimos

d*(p,q) = inf{d(z,y)lx € 7' (p), y € 7 (q)}.

Entonces d*(p,q) > 0y d*(p,q) = d*(q,p). Ahora bien, debido a que
la métrica d es invariante d(g,7, g2y) = d(x, g, 'g2y), luego para los
puntos arbitrarios z € 7 *(p) y y € 7 (¢),

d*(p,q) = inf{d(z,gy)lg € G} = d(z,G(y)).

Sip # q entonces x ¢ G(y), pero como la érbita G(y) es cerrada porque
X/G es un espacio T, d*(p,q) = d(z,G(y)) > 0.

Mostraremos que d* satisface la desigualdad del triangulo. En efec-
to, sea r = G(z) un punto arbitrario de X/G. Tenemos

d*(p,q) = inf{d(z,g9y)}sec < inf{d(z,g'z) +d(g'z,9y)lg, ¢ € G}
< infld(z,9'2)}yec +inf{d(z,9"y) }gec
= d*(p,r) +d*(r,q).

Probaremos finalmente la compatibilidad de d* con la topologia de
X/@, esto es, la topologia de la métrica d* es la topologia cociente del
espacio orbital. Consideremos las vecindades bésicas

V ={y e Xl[d(z,y) < e}
de z en (X,d) y
V' = {g € X/Gld"(x(x),q) < ¢}

de w(x) en (X/G,d*). Siy € V, la desigualdad d*(w(x), 7(y)) < d(z,y)
implica que 7(y) € V*, luego (V) C V*.

Ahora si ¢ € V*, d(x, 7 (q)) = d*(n(x),q) < & por lo tanto algiin
y € m1(q) satisface d(x,y) < ¢, luego ¢ = 7(y) € 7(V). Hemos proba-
do que V* C 7(V') y de aqui se sigue la igualdad V* = (V).

Por lo anterior la proyeccién orbital (X,d) — (X/G,d*) entre los
espacios métricos, es continua y abierta, en consecuencia la topologia
de la métrica d* coincide con la topologia cociente de X/G. U

2. Retractos y homotopias equivariantes

Presentamos en seguida las nociones basicas de la Teoria Equiva-
riante de Retractos.

Definicién 1.52. Sea X un G-espacio y A un subespacio cerrado
invariante de X. Llamaremos al par (X, A) un G-par.
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Definicién 1.53. Para un G-par (X, A), una aplicacion equiva-
riante v : U — A tal que r(a) = a para cada a € A, donde U es una
vecindad invariante de A en X, es llamada retraccion equivariante o
G-retraccion de U sobre A. En este caso, a A se le llama retracto de
vecidad equivariante o G-retracto de vecindad de X. En el caso de
que U = X, A serd llamado retracto equivariante o G-retracto de X .

Se observa que la definicion topoldgica de un retracto A de X no
exige que el conjunto A sea cerrado en X, pero esto es cierto cuando
X es de Hausdoff.

Proposicion 1.54. Todo retracto de un espacio Hausdorff X es
cerrado en X.

Demostracion. Sea A un retracto arbitrario de un espacio Haus-
dorff X. Veamos que el conjunto B = X\ A es un conjunto abierto de
X. Sear : X — A una retraccion y sea b un punto arbitrario de B.
Entonces r(b) es un punto en A. Sea a = r(b). Como a € Ay b € B,
tenemos que a # b. Como X es de Hausdorff, existen dos conjuntos
abiertos Uy V de X talesqueac U,beV yUNV = .

Por la continuidad de la retraccién r, la imagen inversa r—(U N A)
es un conjunto abierto que contiene al punto b. Se sigue que W =
r~1(U) NV es un conjunto abierto que contiene a b. Resta probar que
W C B. Sea x un punto arbitrario de W. Entonces z € V' y x € r—1(U).
Lo anterior implica que r(z) € U. Ya que U y V son disjuntos, se sigue
que r(z) # . Luego = € B. Por tanto, W C B. O

Mencionamos enseguida algunas propiedades de los retractos y ex-
tensores equivariantes:

(1) Si para un G-par (X, A) existe una G-retraccion r : X — A,
entonces cualquier G-aplicacion f : A — Y en un G-espacio Y
tiene una extension equivariante la cual es f or.

(2) Si para un G-par (X, A), toda G-aplicacién de A en cada G-
espacio tiene una extension equivariante a todo X, entonces
existe una G-retaccion de X sobre A, a saber, la extension
equivariante de 14.

(3) Sean X y Y G-espacios. Una G-aplicacion f : A — Y de un
cerrado invariante A de X tiene una extension equivariante a
una vecindad invariante de A si y solo si Y es un G-retracto
de alguna vecindad invariante de Y en el espacio de adjuncion
XUrY.
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(4) Sean X yY G-espacios. La G-aplicacion f : A — Y tiene una
extension equivariante a X si y solo si Y es un G-retracto del
espacio de adjuncion X Uy Y

Recordaremos aqui uno de los conceptos que son basicos de este
trabajo.
Sean X y Y espacios topoldgicos y consideremos una familia

{h : X = Y|tel}

de aplicaciones indexadas por los nimeros reales del intervalo unitario
I = [0,1]. La familia {h:}ic; se dice que es continua si y sclo si la
funcion
H:Xx1-—1,

definida por H(x,t) = hi(x) para cada x € X y t € I, es continua.

Una familia continua {h;}sc; de aplicaciones de X enY, o equiva-
lentemente, la aplicacion H : X x I — Y, es usualmente llamada una
homotopia. Usaremos la notacion “h;, t € I 7, para representar a la
homotopia {h;}ier.

Sean f : X — Y y ¢ : X — Y dos aplicaciones. Si existe una
homotopia hy : X — Y, t €I, tal que hg = f y hy = ¢, diremos que f
v ¢ son homotdpicas, en simbolos, f ~ .

Definicién 1.55. Sean X y Y G-espacios. Una homotopia
F.X->Y tel,

es llamada una homotopia equivariante o G-homotopia, si Fy(gz) =
gFi(z) para cada v € X, g € G yt € 1. Dos G-aplicaciones

fLo: X =Y

son G-homotopicas, si existe una G-homotopia F; : X — Y tal que
Fo=fyF=op

Los dos lemas siguientes son resultados muy titiles en las demostra-
ciones de las afirmaciones principales de este trabajo.

Lema 1.56. Sean X y Y espacios topologicos, A un subconjunto de
X y B un subconjunto compacto de Y. Si V' es una vecindad de A X B
en X XY, entonces existe una vecindad U de A, tal U x B C V.

Demostracion. Sea a € A fijo. Para cada b € B, existen ve-
cindades U, C X y V, C Y, de a y de b respectivamente, tales que
U, x Vi, C V. Entonces la coleccién {V, }rep es una cubierta abierta del
compacto B, y por lo tanto, podemos extraer una subcubierta finita,
digamos V;,,...,V}, .
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Consideremos
n
Us =) Ub,-
i=1

Entonces U, es una vecindad de a en X. Ademas, para todo b € B,
U, x {b} C V, por lo que U, x B C V. Hagamos

U=|JU..

acA

Entonces U es una vecindad de A. Ademas U x B C V, como se
requeria. O

Lema 1.57. Sean X yY espacios topologicos, A un subconjunto de
X y F: X xI—Y una homotopta. Si V una vecindad de F(A X I) en
Y, entonces existe una vecindad U de A en X, tal que F(U x I) C V.

Demostracién. Como V' es una vecindad de F(A x I), F~1(V)
es una vecindad de A x I. Como [ es compacto, por el lema 1.56,
existe una vecindad de A, U C X, tal que U x I C F~!(V). De ahi,
FUxI)CV. O

Definicién 1.58. Un subconjunto invariante A de un G-espacio X
es llamado G-contraible en X sila inclusion A — X es G-homotopi-
ca a una aplicacion constante A — xg, donde vy € X es un punto
G-fijo. Cuando A = X, decimos que X es G-contraible.

Proposicién 1.59. Todo G-retracto de un G-espacio G-contraible
es G-contraible.

Demostracion. Supongamos que X es un G-espacio G-contraible
y que A es un retracto equivariante de X con una retraccién equi-
variante r : X — A. Probaremos que A es G-contrable. Como X es
G-contrible, existe una G-homotopia h; : X — X, t € I, tal que hg es
la G-aplicacién identidad y h; es la G-aplicacién constante i : X — X,
dada por i(z) = xo, para cada z € X donde xy es un punto G-fijo.
Definimos entonces una G-homotopia k; : A — A, t € I, tomando

kt =7To ht
para cada t. Obviamente kg es la G-aplicacion identidad en A y k; es

una G-aplicacién constante j : A — A, dada por j(a) = (o). Luego,
A es G-contraible.
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Definicién 1.60. Un G-espacio X se dice ser localmente G-con-
traible en un punto x € X si, para cada vecindad G -invariante U
del punto x € X, existe una vecindad G,-invariante V. C U de x, tal
que V' es Gp-contraible en U. Un G-espacio X se dice ser localmente
G-contraible si éste es localmente G-contraible en cada uno de sus
puntos.

Proposicion 1.61. Todo reracto equivariante de un G-espacio lo-
calmente G-contraible es localmente G-contraible.

Demostraciéon. Supongamos que X es un G-espacio localmente
G-contraible y que A es un retracto equivariante de X con una G-
retraccién r : X — A. Probaremos que A es localmente G-contraible.
Sea x un punto arbitrario de A y N cualquir vecindad G, -invariante
de x en el G-espacio A. Como 7 es equivariante y r(z) = x, la imagen
inversa

U=7r"N)
es una vecindad G-invariante de x en el G-espacio X. Como X es lo-
calmente G-contraible en el punto z, existe una vecindad G,-invariante
V C U de x en el G-espacio X junto con una G -homotopia

hy:V—=U tel
tal que hg es la G -aplicacion inclusion y hy es una G -aplicacion cons-
tante, digamos en el punto G,-fijo g € U. La interseccion

M=VNA
es una vecindad G -invariante de x en el G-espacio A. Como
M=rM)cr(V)cr(U)=N

tenemos que M C N. Definimos una G,-homotopia

k,: M — N, tel
tomando k;(z) = r[h(z)] para cada x € X y cada t € [0, 1]. Obviamen-
te, kg es la G -aplicacion inclusion M — N y k; es la G -aplicacién
constante en el punto G,-fijo r(xy) € N. Esto prueba que A es local-

mente G-contraible en el punto x. Como x es un punto arbitrario de
A, se sigue que A es localmente G-contraible. O



CAPITULO 2

Resultados preliminares

En este capitulo introducimos los conceptos de retractos equiva-
riantes absolutos de vecindad o G-ANR’s y de extensores equivariantes
absolutos de vecindad o G-ANE’s. Se sabe, y lo presentaremos aqui,
que para espacios metrizables, los G-espacios que son G-ANR’s coinci-
den con los G-ANE’s. Asi que se presentan algunos resultados relativos
a los G-ANE’s.

Se introducen igualmente herramientas que juegan un papel central
tanto para éste como para el siguiente capitulo: el producto torcido y
las rebanadas, asi como un teorema de union.

1. G-ANR’s y G-ANE’s

Las observaciones y resultados de esta seccién corresponderan a las
acciones de los grupos compactos de Lie en (G-espacios metri-
zables.

Definicién 2.1. Un G-espacio Y es llamado un extensor equi-
variante de vecindad o bien G-extensor de wvecindad para un G-
espacio dado X (y escribimos que Y es un G-ANE (X)), si para cual-
quier subconjunto cerrado invariante A de X, y cualquier G-aplicacion
f A=Y, existe una vecindad invariante U de A en X y una G-
aplicacion F : U —'Y tal que F|s = f. Si ademds, se puede tomar a
U= X, dectimos que Y es un extensor equivariante o G-extensor de X
(y escribimos que Y es un G-AE(X)). La G-aplicacion F es llamada
una G-extension de f.

Definicién 2.2. Un G-espacio Y es un G-extensor absoluto
(Resp. un G-extensor absoluto de vecindad), abreviado un G-AE (Resp.
un G-ANE), si Y es un G-AE(X) (Resp. un G-ANE (X)) para cada G-

espacio metrizable X .

Enseguida mencionamos propiedades de los G-AE’s y los G-ANE’s,
algunas de las cuales nos permiten proporcionar ejemplos concretos de
estos (G-espacios.

Proposicion 2.3. Tenemos las siguientes propiedades:

21
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(a) Si un G-espacio Y es un G-AE, entonces Y es un AE. Si un
G-espacio Y es un G-ANE, entonces Y es un ANE.

(b) Si un G-espacio Y es un G-AE, entonces Y es un G-ANE.

(¢) Si un G-espacio Y es un G-AE (Resp., un G-ANE) y Z es
un G-espacio G-homeomorfo a Y, entonces Z es también un

G-AFE (Resp., un G-ANE).

Demostracién. Probaremos (a).

Supongamos que X es un espacio metrizable y A es un subconjunto
cerrado de X'y f: A — Y una funcién continua. Entonces G' x X es
un G-espacio metrizable con la accién (h, (g,2)) — (hg, ). Definimos

una funcién f : G x A — Y, mediante f(g,a) = gf(a). Entonces f es
equivariante, pues

f(h(g,a)) = f(hg,a) = h(gf(a)) = hf(g,a).

Como Y es un G-ANE (Resp., es un G-AE), podemos extender f a
una funcién F': G x U — Y (Resp., U = X). Definimos entonces la
funcion F : U — Y, por F(u) = F(e,u), para cada u € U. Entonces F

es una extension de f, pues F(a) = F(e,a) = f(e,a) = ef(a) = f(a).
De ahi que X es un ANE (Resp., un AE).
Los incisos (b) y (c) resultan evidentes. O

Observacién 2.4. Es interesante observar que nuestro teorema 3.7
muestra que la propiedad de ser un G-ANEFE es en realidad una propiedad
local.

Teorema 2.5. Cualquier subconjunto abierto invariante de un G-

ANE es un G-ANE.

Demostracién. Sean Y un G-ANE y V' un subconjunto abierto
invariante de Y. Sea (X, A) un G-par. Dada una aplicacién equiva-
riante ¢ : A — V, como la inclusion j : V — Y es equivariante, la
composicion jp también lo es, luego tiene una extension equivarian-
te ¢ : U — Y a una vecindad invariante U de A. La restriccion de
1 a la vecindad invariante U N ¢~1(V) de A en X es una extensiéon
equivariante de ¢. O

Proposicion 2.6. Si Y es un G-retracto de vecindad de un G-ANE
Z, entonces Y es un G-ANE.
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Demostracion. Sean A un cerrado invariante de un G-espacio mé-
trico X, y

p: A=Y CZ

una aplicacién equivariante. Como Z es un G-ANE, existe ¢ : U — Z,
una aplicacion equivariante, donde U es una vecindad invariante de
Aen Xy pla = ¢. Sear : V — Y la retraccién equivariante de
una vecindad invariante V' de Z sobre Y. Definamos W = o }(V) y
F =roplw. Esclaro entonces que F' es una aplicacién equivariante
de W en Y. Ademés, F|4 = ¢. Por lo tanto Y es un G-ANE. O

Proposiciéon 2.7. Si Y es un G-retracto del G-AE Z, entonces Y
es un G-AE.

Demostracién. Sea (X, A) un G-par y sea f : A — Y equivarian-
te. Entonces la composicion de f con la inclusion Y — Z tiene una
extension equivariante F' : X — Z. Componiendo F' con una retraccién
equivariante r : Z — Y, obtenemos la extension equivariante X — Y

de f deseada. O

Proposicion 2.8. SiY; es un G-ANE para cadai =1, ...,n, enton-
ces []Yi es un G-ANE. Si Y, es un G-AE para todo o € A, entonces

i=1
I Yo es un G-AE.

acA

Demostracién. Consideremos un G-par (X, A). La composicién
n

de una aplicacién equivariante dada ¢ : A — [] Y; con cada proyeccién
i=1

coordenada p; : ﬁ Y; — Y, tiene una extension equivariante ¢; a una
vecindad invarialnztle U; de A en X porque Y; es un G-ANE. Sea U =
ﬁ U; la funcion ¢(u) = (¢1(u), ..., ¥ (u)),u € U, es una extensién
Zezlluivariante de ¢ a U, y es claro que U es una vecindad invariante de
Aen X.

Para el segundo caso, suponemos que cada Y, es un G-AE. Dada

una G-aplicacién ¢ : A — [] Y, su composicién con cada proyeccién
acA

coordenada p,, tiene una G-extensién v, : X — Y,. Entonces, 1(x) =

(Ya(x)),x € X, es una G-extensién de ¢ a X. O
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Una fuente importante de ejemplos de G-ANE’s que mostramos
mas adelante, nos son proporcionados por la version equivariante del
teorema de extension de Dugundji, dada por S. A. Antonyan en [4]:

Teorema 2.9. Sean G un grupo compacto de Lie, (X, A) un G-
par y sea V un subconjunto convexo invariante de algin G-espacio
localmente convexo Z. Entonces cada aplicacion equivariante f : A —
V' admite una extension equivariante F' : L — V' a alguna vecindad
invariante L del conjunto A en X. En otras palabras, V es un G-ANE.
Ademds, si el conjunto de puntos fijos VE = {v € V|gv = v,V¥g € G}
no es vacio, entonces podemos tomar L = X, es decir, V es un G-AE.

Igualmente podemos mencionar el teorema de union demostrado en
8].

Teorema 2.10. Sea X un G-espacio que tiene la topologia débil*
con respecto a una cubierta cerrada invariante {Aq}aca. Supongamos
que para cada subcoleccion finita { Ay, 1y de {An}acq, la interseccion
n
() Aa, es un G-ANE. Entonces X mismo es un G-ANE.

=1

Hemos de mencionar que en el teorema anterior se dice que X tiene
la topologia débil* con respecto a la cubierta cerrada {Au}aca si para
cualquier € C Q) :

(1) la union |J{Ag|B € '} es cerrada en X ;

(2) cualquier subconjunto de |J{Ap|3 € Q'} cuya interseccion
con cada Ag, 3 € ) es un cerrado relativo con la topologia
subespacio de Ag, necesariamente es cerrado en el subespacio

U{4516 € '}

Otro teorema de unién de G-ANE’s, el corolario 2.55, dado por S.
A. Antonyan en [11] se presenta en este capitulo, resultando esencial
en las pruebas de los dos capitulo siguientes.

Ahora introducimos el concepto mas importante de este trabajo, es
decir, el objeto que tratamos de caracterizar en el 1ltimo capitulo.

Definicién 2.11. Un G-espacio Y metrizable es un G-retracto
absoluto (Resp. G-retracto absoluto de vecindad), abreviado un
G-AR (Resp. G-ANR), si cada vez que Y se encaja equivariantemente
como un cerrado de un G-espacio metrizable Z, entonces Y es un G-
retracto (Resp. un G-retracto de vecindad) de ese espacio Z.
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Observacion 2.12. Mds adelante, en el teorema 2.29, observare-
mos que para el caso de los G-espacios metrizables, las propiedades
de ser G-AE (Resp. G-ANE) y G-AR (Resp. G-ANR), coinciden. De
aht, para este caso particular, podemos observar que las propiedades de
los G-AR’s (Resp. G-ANR’s) coinciden con las de los G-AE (Resp.,
G-ANE’s). De ahi, también surgen una gran cantidad de ejemplos de
G-AR (Resp. G-ANR’s).

Ejemplos 2.13. Presentamos ahora algunos ejemplos de G-ANR’s,
haciendo uso de las propiedades que hemos mencionado en esta seccion:
Partamos de un ejemplo concreto, y utilicemos la observacion 2.12.

1. Utilizando el teorema equivariante de Dugundji, sea G = St y
L = C, con la accion 0(e™r,re2) = re!tt2) - Entonces como
G es un grupo compacto de Lie, y L es un G-espacio lineal
normado, tenemos que cualquier conjunto invariante y conve-
zo, como un disco D centrado en el origen, es un G-ANR.
Observemos que como ademds el origen es un punto G-fijo en
tal disco, tenemos que D es también un G-AR.

2. Los productos numerables de G-AR’s son G-AR’s.

3. Los productos finitos de G-ANR’s son G-ANR’s.

4. Los conjuntos abiertos invariantes de G-ANR’s son G-ANR’s.

5. La union de abiertos invariantes G-ANR’s, son G-ANR’s.

2. G-encajes en G-espacios lineales normados

Proposicién 2.14. Sea G un grupo compacto y sea (X, p) un G-
espacio métrico. Entonces

d(z,y) = sup p(gz, gy), =,y € X,
geG

es una métrica invariante para X, (esto es, d induce la topologia de
X ). Ademds, la métrica d es completa (acotada), siempre cuando p lo
es.

Demostracion. Como G es compacto, la funciéon d: X x X — R
esta bien definida. Entonces d es una métrica en X. Mostraremos que
d es la métrica deseada.

En efecto, sean h € G y z,y € X. Entonces

d(hzx, hy) = sup p(ghz, ghy) = sup p(tz, ty) = d(z,y),
geG teG

de ahi se ve que d es invariante.
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Para mostrar que d y p definen la misma topologia, primero ob-
servamos que p(z,y) < d(z,y) para todos x, y € X. Por tanto, sélo
necesitamos probar que

d(x,, ) ~ 0 siempre que p(xy,,X) ~ 0,

donde {z,} es una sucesién en X y x € X. Supongamos lo contrario.
Entonces existe una sucesiéon {z,} C X y un punto z € X tal que
p(xp, x) ~ 0, mientras d(x,,z) no converge a 0. Entonces, para algin
¢ > 0y para alguna subsucesién {y;} de {z,} tenemos que

d(yg, ) > ¢ paratodo k =1,2,....

Se sigue de la definicion de la métrica d que debe existir una sucesion
{gx} en el grupo G tal que

(1) (grYk, gr) > g para todo k = 1,2, ....

Como G es compacto, la sucesion {gx} tiene un punto de acumulacién
g en G. Por la continuidad de la acciéon de G en X, podemos seleccionar
vecindades abiertas H C Gy U C X de g y x Resp., tales que

) oy, g7) < ¢

siempre cuando h € H yy € U.

Como p(yg,x) ~ 0, existe algin entero N tal que y, € U para
todo k > N. Como el punto g € GG es un punto de acumulacion de la
sucesion {gx}, existe un entero ky > N tal que g, € H.

Se sigue de (2) que

S
4

P(GroUio» 97) < § v plgrer, g7) < .

En consecuencia, p(gr,Ukos Gro®) < %, lo cual contradice (1). Por lo
tanto, la primera parte de la proposicion 2.14 esta probada.

Ahora supongamos que p es completa. Sea {z, } C X una d-sucesién
de Cauchy. Como p(z,y) < d(z,y), z,y € X, entonces se sigue que
{z,} es también una p-sucesién de Cauchy. Por la completez de p, la
sucesion {x,} converge en X con respecto a p. Por tanto, usando la
primera afimacién de la proposicién 2.14 podemos concluir que {z,}
converge en X también con respecto a d. Esto significa que d es una
métrica completa.

Finalmente, si p es una métrica acotada, entonces es inmediato de
la definicién de d, que d es también una métrica acotada. 0
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Corolario 2.15. Sea G un grupo compacto. Entonces todo G-espa-
cio metrizable (completo) admite una métrica invariante acotada (com-
pleta).

Teorema 2.16. Sean G un grupo compacto y X un G-espacio me-
trizable. Entonces el espacio orbital X/G es metrizable.

Demostracion. Si GG es un grupo compacto, entonces por la pro-
posicién 1.40, el espacio orbital X/G es T). Ademas por el corolario
2.15, X admite una métrica invariante respecto a la acciéon del grupo
G. Finalmente, por la proposicién 1.51, X/G es metrizable. U

Definicién 2.17. Sea Z un G-conjunto. Una funcion f : Z — R
es llamada G-uniforme si para cada ¢ > 0 existe una vecindad U de
la identidad de G tal que |f(g9z) — f(2)| < ¢ para toda g € U y z € Z.

Notacién 2.18. Sea Z un G-conjunto. Denotamos por B(Z) al
espacio de Banach de todas las funciones reales acotadas de Z, dotado
con la norma del supremo. Por A(Z) denotamos al subespacio de B(Z)
que consiste de todas las funciones G-uniformes.

Proposicion 2.19. Sea G un grupo y sea Z un G-conjunto. En-
tonces

(a) A(Z) es un subespacio lineal cerrado de B(Z),
(b) la aplicacion (g, f) — gf, de G x A(Z) en A(Z) definida por
(9f)(2) = flg7'2), 2 € Z
es una accion continua, isométrica, lineal de G en A(Z).
Demostracion.
(a) Tenemos que A(Z) es un subespacio lineal de B(Z). Su-
pongamos que una sucesién { f,,} en A(Z) converge a un elemento f de

B(Z). Debemos mostrar que f es G-uniforme. Dado ¢ > 0, fijamos un
indice k tal que

|f(2) — fi(2)| < % para toda z € Z.

Como f; € A(Z), podemos seleccionar una vecindad U de la identidad
de G tal que

|fx(92) — fe(2)] < %, para todoge Uy z € Z.
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En consecuencia, tenemos

[f(g2) = F(2)| < 1f(92) = filg2)] + [ frl92) = fu(2)| + |fi(2) = f(2)]

¢, ¢, ¢
< g + g + g = C,
para todo g € Uy z € Z. Luego, f € A(Z).

(b) Sea f € A(Z) y g € G. Veremos primeramente que gf €
A(Z). Como gf es acotada, sélo necesitamos probar que gf es una
funciéon G-uniforme. Dado ¢ > 0, seleccionamos una vecindad V' de la
identidad en G tal que |f(hz) — f(z)| < ¢ para todos h € V, x € Z.

Definimos un subconjunto U de G por
U=gVilgt={gw g veV}hL

Claramente, U es tambien una vecindad de la identidad en G. Afirma-
mos que

(gf)(tz) — (9f)(2)] < ¢ para todos t € U, z € Z.

En efecto, ponemos x = g 'tz y h = g~ 't 'g. Entonces g~
y h € V, siempre cuando ¢t € U. En consecuencia,

ly = ha

(gf)(t2) = (9)(2)] = |f(g~"tz) = flg~"'2) = |f(x) — f(ha)| < ¢
siempre cuando t € U.

Luego, gf es G-uniforme, y de ahi gf € A(Z). Enseguida observa-
mos que la aplicacién (g, f) — gf es una accién de G en A(Z), esto es,
g(hf)=(gh)f yef = f,donde f € A(Z), g, h € Gy e es la identidad
de G. Esta accién es lineal e isométrica. Resta mostrar la continuidad
de la accion (g, f) — gf. Probaremos que la accién es continua en ca-
da punto (go, fo) € G x A(Z). Dado ¢ > 0, podemos seleccionar una
vecindad V de la identidad de G tal que

|fo(hz) — fo(2)] < g paratodoh € V, z € Z.

Definimos un subconjunto U de G por
U=goV"'={gv eV}

Claramente, U es una vecindad de gy € G. Afirmamos que ||gf—go fo|| <
¢ siempre cuando g € U, f € A(Z) y

¢
17— hll <
En efecto, tenemos

(3) l9.fo — g0foll = igg 1(9.f0)(2) = (g0fo)(2)] =
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~1 —1
=sup[fo(g~ 2) — folge 2)I-
z€Z
Siendo y = g5 'z, 2 € Z y h = g gy, g € G y usando el hecho de que
go puede ser considerado como una biyeccién de Z, concluimos que

(4) sup 1folg™"2) — folgy '2)| = sup | folhgy'2) — folg'2)| =

= sup \fo(hy) - fO(y)’

ye?
Como h € V siempre cuando g € U, usando (3) y (4), obtenemos

l9.fo — g0foll < g

para toda g € U. Finalmente, ||gf — gfol|l = ||f — foll, ya que G actia
isométricamente en A(Z). Por lo tanto,

lgf —gofoll < Naf —gfoll + lafo — gofoll = IIf = foll + llg.fo — gofoll

¢, ¢
< pty=¢
siempre cuando ||f — foll < §, f € A(Z) y g € U. Esto establece la
continuidad de la accién gf en (go, fo) y completa la prueba. U

Corolario 2.20. Sea G un grupo y sea Z un G-conjunto. Entonces
A(Z) es un G-espacio de Banach.

Teorema 2.21. Sea G un grupo topoldgico y sea (X,d) un G-
espacio métrico con una métrica invariante acotada d. Entonces existe
un G-espacio lineal normado L y una isometria equivariante j : X — L
tal que

(a) j(X) es una base de Hamel para L,
(b) 7(X) es cerrado en L.

Demostracién. Sea Z el conjunto de todos los subconjuntos fini-
tos de X. Definimos una accién de G en Z por la regla (g, z) — gz

g2 ={gp|p€z}, g€G, 2€Z

Claramente, Z es un G-conjunto.

Consideremos el G-espacio de Banach A(Z). Primero encajamos X
equivariantamente e isométricamente en A(Z).

Para cada x € X, sea f, : Z — R la funcién

folz) = d(z,2) = itd(z,p), z € Z.
pEZ
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Verificaremos que f, € A(Z). f. es acotada, puesto que d lo es.
Mostraremos que f, es G-uniforme. Dado ¢ > 0, seleccionamos una
vecindad U de la identidad de G tal que
(5) d(gr,x) <¢, geU

(esto es posible, ya que la accién de G en X es continua en el punto
x € X). Ahora sean g € U, z € Z. Utilizando la invarianza de d y (5),
obtenemos

|fo(92) — fo(2)| = ld(z, g2) — d(z, 2)| = |d(g ™", 2) — d(x,2)| <
<d(g'w x)=d(z,gz) < C.
Por lo tanto f, es G-uniforme, y de ahi f, € A(Z). La aplicacién
j: X — A(Z), dada por j(x) = fi
es un encaje equivariante isométrico, puesto que para x,y € X
Ife = fyll = supd(z, 2) = d(y, 2)| < d(z,y)
ze
y el supremo es alcanzado para z = {y} € Z. Por lo tanto
17(2) = 3 = d(x, y)

y 7 es una isometria. Utilizando de nuevo la invarianza de d tenemos

fou(2) = dlga, 2) = d(x,g7"2) = fulg™'2) = (9f2)(2),

lo cual significa que j es una G-aplicacién.

Sea L la envoltura lineal de j(X) en A(Z). Probaremos (a) y (b).

Para probar (a), consideremos elementos distintos 1, ..., z,1 de
X. Entonces f,,., no puede ser una combinacion lineal de f,,, ..., fz,,
yva que si z = {xy,...,x,} € Z, todas las f,,..., f, se anulan en z,
mientras que f; ., no. De ahi, j(X) es linealmente independiente en
L. Como L es la envoltura lineal de j(X), (a) esta probado.

Podemos mostrar ahora que j(X) es cerrado en L. Sea ¢ € L\ j(X);
entonces ¢ = »_ \; f,, para numeros reales \; y x; € X. Para mostrar

i=1

que j(X) es cerrado en L, es suficiente mostrar que

B(p, Q) Nj(X) =10
para algin ¢ > 0, donde B(yp, () denota la (-vecindad de ¢ en L.
Como ¢ ¢ j(X), tenemos ¢ # f,, parai =1,...,n. Sea ¢ > 0 més
pequefio que 3 min||¢ — fy,|| y supongamos que |l — f,|| < ¢ para
algin f, € j(X). Entonces para f, tenemos ||f, — fu.|| > ¢, i=1,...,n.
Por lo tanto, como j es una isometria,

(6) d(z, ;) > ¢,
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parai=1,...,n.
Pero || — f:|| > |l¢(2) — fz(2)|| para cada z € Z, en particular para
z ={x1,...,x,} tenemos que p(z) =0, y de ahi que

lo = fall = [f2(2)] = d(=, 2).

Por (6), d(x,z) > ( y por lo tanto, tenemos que ||¢ — f|| > ¢, lo cual
contradice nuestra suposicion ||¢ — f.|| < ¢. En consecuencia

B(p,()NjX) =0

y, como ¢ € L\ j(X) fue arbitrariamente escogida, la prueba estd com-
pleta. l

Observaciéon 2.22. Cuando G es el grupo trivial, el teorema 2.21
se reduce a su version no equivariante, conocido como teorema de R.
F. Arens y J. Eells (ver [13]), el cual juega un papel importante en la
teoria de retractos.

Sean X y Y dos espacios topolégicos. Denotamos por C(X,Y) el
conjunto de todas las funciones continuas de X en Y. Para cada par
de conjuntos B C X y U C Y, definimos

M(B,U) ={f € C(X,Y)|f(B) C U}.

Dotaremos a C(X,Y) con la topologia compacto abierta la cual
es generada por la sub-base

{M(B,U)|B es compacto en X y W es abierto enY}.

Proposicion 2.23. Sean G un grupo compacto, X un G-espacio
compacto y'Y un espacio topoldgico lineal normado. Entonces C(X,Y)
es un G-espacio lineal normado con la accion de G definida por

(7) (9, f) = af: (9f)(x) = f(g™"),
geG, feCX,)Y),yx e X.
Demostracion. Primeramente, observamos que la funcién
E:GxCX,)Y)— C(X,Y),
dada por (
e

(a)

7) verifica las propiedades de las acciones. En efecto,
)

(x) = fle 'z) = f(x), por tanto, ef = f para cada f €
C(X,Y),
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(b)
((hg)f)(x) = f((hg) " (x)) = f(g7 (h 7 (x)))
= gf(h'x) = h(gf(x)).
Asi, h(gf) = (hg)f para cada f € C(X,Y),y g,h € G.

Veamos que £ es continua. Es suficiente mostrar que, para un sub-
conjunto compacto B C X y un abierto U C Y, la imagen inversa
¢ (M(B,U)) es abierta, donde

M(B,U) ={f € C(X,Y)|f(B) c U},
puesto que los conjuntos M (B, U) forman una subbase de la topologia

compacto-abierta de C'(X,Y).
Sea (go, fo) un punto arbitrario de £~'(M(B,U)). Entonces go fo

= &(g0, fo) € M(B,U). Luego fo(g'7) = (gofo)(z) € U para cada
x € B. La continuidad de fy y la continuidad de la accién de G en X
implican que para cada x € B, existen una vecindad V,, de gy en G y
una vecindad W, de z en X tales que

(8) folg~'y) € U, para todos los g € V., y € W,.

Ya que B es compacto, su cubierta abierta {W,|z € B} tiene una
subcubierta finita {W,,, ..., W, }. Ponemos

S
=1

Claramente, V' es una vecindad de go en G. Como G es compacto, existe
una vecindad O de gg, tal que O C V y O es compacto. Sea

K ={g'zlg € Q,x € B},

donde Q = O. Claramente, K es un subconjunto compacto de X.
Mostraremos enseguida que fo(K) C U. En efecto, si k = g7z € K
con g € Q, v € B, entonces existe un indice 1 < 57 < n tal que
x €W, vg €V, Entonces (8) implica que fo(k) = fo(g~'z) € U.
Asi, fo(K) C U, y por tanto, fo € M(K,U).

Afirmamos que O x M(K,U) C £&'(M(B,U)). En efecto, sean
g€ 0, fe M(K,U)y z € B. Entonces

(9f)(x) = f(g~'x) € f(K) C U,
lo cual significa que
(g, f) =gf € M(B,U),
estoes, gf € ¢4 (M(B, U)) Por tanto, tenemos que
(90, fo) € O x M(K,U) C £ (M(B,U)),
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lo cual muestra que £ (M (B,U )) es abierto y prueba la continuidad
de &.

Ademas la accion (g, f) — gf es lineal. En efecto, sean Ay p € R,
g€ Gy fi, fo € C(X,Y); entonces

gL+ pf)(@) = AL+ pfa) (g 2) = Mg e) + pfa(g ' x)
= Mgfi(z)) + plg(f2)(2)).

Ademas

lgf1l = sup [[(gf)(2)Il = sup || f(g~ )| = sup | fW)I| = I/1],
zeX zeX yeX

paratoda g € G, f € C(X,Y). Esto significa que en este caso la accién
(7) es también isométrica. En consecuencia, C'(X,Y’) es un G-espacio
lineal normado. 0

Teorema 2.24. Sea G' un grupo compacto y sea (X, d) un G-espacio
metrizable con una métrica invariante d. Entonces existe un espacio
lineal normado L y una isometria equivariante

[: X — C(G, L),
cuya imagen [(X) es cerrada en C(G, L).

Observacién 2.25. Recordemos que aqui el grupo G es un G-
espacio con la accion (g,t) — gxt = tg~'. C(G, L) es un G-espacio
lineal normado con la accion
(9) (9, f) = af (9f)(t) = flg™ 1),

geG, feC(G,L)yted.
Luego de (9) tenemos:

(10)  (9/)(t) = flg~ ' xt) = f(tg); 9.t € G, feC(G, L),
gteCGyfelG,L).

Demostracién. Por el teorema de Arens-Eells (ver la observacién
2.22), o por el teorema 2.21, existe un espacio lineal normado L y una
isometia o : X < L cuya imagen «(X) es cerrado en L. Definimos la
aplicaciéon [ : X — C(G, L) por

l(z)(g9) = a(gr), x € X, g €G.
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Mostraremos que [ es la aplicacion deseada. Sean x, y € X. Como « es
isometria y d es invariante, tenemos

11(z) = 1)l = sup 11(=)(9) = Ly) (9]l =

= sup [|a(gz) — a(gy)| = supd(gz, gy) = supd(z,y) = d(z,y),
gelG gelG geG

esto es, [ es una isometria.
Sean ¢, h € G. Usando (10) obtenemos

[(hx)(g) = alghx) = I(x)(gh) = [hl(x)](g),

lo cual significa que [(hz) = hi(x), esto es, | es una aplicacién equiva-
riante.

Resta mostrar que [(X) es cerrado en C(G, L). Con este propdsito
sea {x,} una sucesién en X tal que [(z,) converge a algin punto f €
C(G, L). Ponemos y = f(e) € L. Claramente,

a(rn) = l(zn)(e) ~ f(e) =y,
y como «(X) es cerrado en L, se sigue que y € «(X), esto es, y =
a(z) para algin x € X. Por lo tanto, a(z,) ~ a(x). Como « es
una isometria, concluimos que z, ~» x y usando la continuidad de [,
obtenemos que [(z,) ~» [(z). Consecuentemente, f = I(z) y por lo
tanto, f € [(X). Esto completa la prueba. 0

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata del corolario
2.15 y teorema 2.24.

Corolario 2.26. Sea G un grupo compacto. Entonces, para cada
G-espacio metrizable X existe un espacio lineal normado L y un encaje
equivariante

l:X < C(G, L)
cuya imagen [(X) es cerrado en C(G, L).

Teorema 2.27. Sea G un grupo compacto. Si'Y es un AE (Resp.,
un ANE), entonces el G-espacio de funciones C(G,Y) con la accidn
senalada en (10), es un G-AE (Resp., un G-ANE).

Demostracién. Consideremos el G-par metrizable (X, A) y una
aplicacién equivariante ¢ : A — C(G,Y). Sea X x G el G-espacio con
accion

h- (l’,g) = (hl‘,gh_l).
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Entonces A x GG es un cerrado invariante de X x . Se deduce que la
funcién ¢* : A x G — Y, definida por ¢*(a, g) = ¢(a)(g), donde a € A
y g € GG, es invariante. En efecto,

¢ (h(a,g)) = ¢*(ha,gh™") = p(ha)(gh™) = he(a)(gh™")
= w(a)(gh™"h) = p(a)(g) = ¥"(a, g).
para toda h € GG. En particular para h = g obtenemos

(11) ¢*(a,9) = ¢*(ga,e).

Dado que (X x {e}, A x {e}) es un G-par y como Y es un AE
(Resp., un ANE y G es compacto), entonces ¢*|4x(c} tiene una exten-
sién continua @o : X x {e} = Y (Resp., ¢ : U x {e} — Y donde U es
una vecindad de A en X y que por ser G compacto, podemos suponer
U invariante). Definimos:

O: X xG—Y, (Resp.,, ?: U x G —Y) por &(x,9) = po(gz,e€).
Entonces ® es continua e invariante. En efecto,

O(h - (z,9)) = @(ha, gh™") = po((gh™")hw, e) = po(gx, ) = ®(, g).
Ademas su funcién asociada
o, X — C(G,Y), (Resp., @.: U — C(G,Y))
dada por ®,(x)(g) = ®(z, g) es equivariante. En efecto,

®,(hx)(g) = @(hx,9) = po(ghw,e)
= ®(x,gh) = .(x)(gh) = (hP.(2))(9).
Finalmente comprobamos que es una extensién de ¢. Paraa € Ay
g € G, haciendo uso de (11), tenemos que

®.(a)(g) = ®(a, 9) = po(ga, ) = " (ga, e) = ¢*(a, 9) = ¢(a)(g)
y por lo tanto, ®,(a) = ¢(a). O

Proposicion 2.28. Cuando G es el grupo compacto, se tiene que
st un G-espacio Y es un G-AR (Resp., un G-ANR), entonces Y es un
AR (Resp., un ANR). Ademds, si un G-espacio metrizable Y es un
G-AR, entonces Y es un G-ANR.

Demostracion. Sea G un grupo compacto. Supongamos que Y
es un G-espacio metrizable el cual es un G-AR (Resp., un G-ANR).
Como Y es un G-espacio metrizable, por el corolario 2.26, existe un
espacio lineal normado L y un encaje equivariante [ : Y — C(G, L)
cuya imagen [(Y') es cerrado en C(G, L). Por el teorema de extension
de Dugundji [27], L es un AE y por el teorema 2.27, C(G, L) es un
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G-AE. Ahora, por la hipdtesis Y es un G-retracto de C(G, L) (Resp.,
un G-retracto de vecindad de C(G, L)). Aplicando la proposicién 2.7,
(Resp., la proposicién 2.6), Y es un G-AE (Resp., un G-ANE). Por la
proposicién 2.3, Y es un AE (Resp., un ANE). Como Y es metrizable,
Y es un AR (Resp., un ANR).

Es evidente, por la definicién 2.11, que si un G-espacio metrizable
Y es un G-AR, entonces Y es un G-ANR, también. 0

Teorema 2.29. Sea G un grupo compacto. Entonces un G-espacio
métrico X es un G-AE (Resp., un G-ANE) si y solo si X es un G-AR
(Resp., un G-ANR).

Demostracién. Sea X un G-AR (Resp., un G-ANR). Como X
es un G-espacio metrizable, por el corolario 2.26, existe un espacio
lineal normado L y un encaje equivariante [ : X — C(G,L) cuya
imagen [(X) es cerrado en C(G, L). Por el teorema de extensién de
Dugundji [27], L es un AE y por el teorema 2.27, C(G, L) es un G-AE.
Ahora, por la hipdtesis X es un G-retracto de C(G, L) (Resp., un G-
retracto de vecindad de C(G, L)). Aplicando la proposicion 2.7, (Resp.,
la proposicién 2.6), X es un G-AE (Resp., un G-ANE).

Reciprocamente, supongamos que X es un G-AE (Resp., un G-
ANE). Consideramos a X como un cerrado invariante de un G-espacio
métrico Z y a id : X — X, la identidad en X. Como X es un G-AE
(Resp., un G-ANE), la G-aplicacién id tiene una extensiéon equivariante
r:Z — X, (Resp., r: U — X con U una vecindad invariante de X en
Z) la cual es una retraccién equivariante. Por lo tanto, X es un G-AR

(Resp., un G-ANR). O

En el ultimo capitulo se hara uso de un caso particular del teorema
2.10, cuyo demostracion, dada en [3], presentamos enseguida:

Teorema 2.30. Sean G un grupo compacto, X = X; U X, y Xg =
X1 N Xy, donde X1 y Xo son conjuntos cerrados invariantes del G-
espacio metrizable X tales que Xo, X1 y Xo son G-ANR’s. Entonces
X es un G-ANR.

Demostracion. Mostraremos que si X es un subconjunto invarian-
te cerrado de un G-espacio metrizable Y y X, X7 y X5 son G-ANR’s,
entonces existe en Y una vecindad equivariante U del conjunto X tal
que X es su G-retracto.

Por el corolario 2.15, podemos tomar una métrica invariante p en
Y y consideremos los conjuntos

Yo ={y € Yply,X1) = p(y, X2)},
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Vi ={y € Y|p(y, X1) < p(y, X2)},
Yo ={y € Yip(y, X1) > p(y, X2)}.

En vista del hecho de que p es invariante, los conjuntos Yy, Y7, v Y5
son invariantes en Y, y es claro que Y = Yy UY; U Ys. Obviamente, X
es cerrado e invariante en Yy v X; NYy = X, 2 =1, 2.

En consecuencia, existe una vencindad invariante Wy del conjunto
Xy en el espacio Y, que es cerrada en Y, y una G-retraccién

7’02W0—>X0.

Haciendo

rily) = {ro(y), siy e Wy

v, siy e X;.
obtenemos una G-retraccién r; del G-conjunto X; U Wy cerrado en
Yo U'Y;, sobre el conjunto X;, © = 1,2. Como X; es un G-ANR, por
el teorema 2.29, tenemos que X; es un G-ANE, y por tanto, existe
una G-extension 7’; : V; — X, de la G-aplicaciéon r; a alguna vecindad
invariante V; del conjunto X; U W, en Yy UY;.

Claramente, por la proposicion 1.41, en V; existe una vecindad
cerrada invariante U; del conjunto X; en el espacio Yy U Y; tal que
UiNYy C Wy. Como Uy NU; C Uy NYy C Wy, la férmula r(y) = r;(y)
para y € U;, i = 1,2, define una G-retraccion r de la vecindad inva-
riante U = U; U U, del conjunto X en el espacio Y sobre el conjunto
X. Esto completa la prueba. 0

3. Productos torcidos y rebanadas

Definicién 2.31. Sean G un grupo topoldogico y H un subgrupo
cerrado de G. St X es un H-espacio, entonces H actia continuamente
en G x X mediante

h- (g,l’) = (gh_l,hl‘).

Al espacio de orbitas respectivo (G x X)/H se le llama el producto
torcido, y se denota G x g X. La H-érbita del punto (g, ) es denotada

por [g, z].
Por definicién [g,x] = [¢',2'] si y sélo si existe un h € H tal que
¢ = gh™' y o' = hx, asi que
lgh, ] = [g, ha]
para todo h € H.
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Veremos en la siguiente proposicion, que el producto torcido G x g X
es, a su vez, un G-espacio.

Proposicion 2.32. Sean H un subgrupo cerrado de un grupo topo-
logico G y X un H-espacio. Entonces G Xy X es un G-espacio con la
G-accion dada por la formula:

Jg'lg, 2l =1g'g, z].
donde g € G y [g,z] € G xg X.

Demostracién. Primero recordamos que [g, x| = [g1, 1] si y sélo
si g1 = gh™' y 1 = ha para alguna h € H. En este caso

J'lor,e1] = ¢'lgh™  ha] = [g'gh™"  ha] = [¢'g, 2] = g'[g, ],
por tanto, esta bien definida.
Sean f: Gx (GxX) > GxXyp: GxX — GxpyX las funciones
continuas dadas por

fd(g,%) = (g'g,2) y pg,2) = [g, 7].
Sea f: G x (G xygX)— GxpyX laaccién antes definida. Entonces
el cuadrado

Gx(GxX)*f>G><X

T l

G x (G XHX)LGXHX
conmuta. Como p es abierta y sobreyectiva, Idg X p también lo es, en
particular, es una identificacién. Como 0(Idg x p) = pf es continua,
aplicando la propiedad universal del cociente (ver la observacién 1.19),
f es continua.
Ademas es claro que
(i) elg,z] = |g, x], para cada [g,z] € G xyg X.
(i) g1[g29, %] = q192[g, x] para cada g1,9. € Gy [g,2] € G xy X.
O

Proposicion 2.33. Sean G un grupo topolégico y H un subgrupo
cerrado de G. Sea A un H-espacio. Para cualquier G-espacio Y, la
correspondencia

F:{A-% Y| ¢es H-aplicacién} — {G xy A -5 Y]
1 es G—aplicacién}

dada por
F(¢) =1v
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donde 1([g,a]) = go(a), es biyectiva con inversa F~1()(a) = ¥([e, a]).

Demostracion. Dada ¢ : A — Y una aplicaciéon H-equivariante,
entonces ¢ : [g,a] — g¢(a) estd bien definida. En efecto, observamos
primero que por la proposicién 2.32, G x g A es un G-espacio. Si

[ga a’] = [gb al]u
entonces para algin h € H se tiene que g = gh™' y a1 = ha, para
algin h € H. Luego,
U(lgr, a]) = g1¢(ar) = gh™ ¢(ha) = gh™ he(a) = go(a) = ¥([g, d)).
La proyeccién orbital 7 : G x A — G xg A seguida de v es igual a

la composicién (g,a) — [g,a] — gp(a) que es continua, y tenemos el
diagrama conmutativo,

GxA E GxgA
k %
Y

Por la propiedad universal del cociente (ver la observacién 1.19), ¥ es
continua.
Ademas,

U(d'lg,a]) = g'99(a) = g'v([g, a])
para todo ¢ € G, lo cual significa que ¢ : G xg A — Y es G-
equivariante.
Ahora, si F(¢) = F(¢'), entonces para todo a € A obviamente sus
valores en [e, a| coinciden, y entonces

¢(a) = ed(a) = F(¢)e,a] = F(¢')[e,a] = e¢'(a) = ¢'(a),
por lo tanto I es inyectiva.
Mostraremos que es sobreyectiva. Dada una G-aplicacion

¢ G Xy A— Y,
la funcién continua ¢y, : a — 9 ([e, a]) cumple que
¢y (ha) = ¥([e, ha]) = ¥([eh, a]) = h([e, a]) = hoy(a)

para todo h € H, entonces ¢, : A — Y es H-equivariante.
Finalmente comprobamos que F(¢,) = ¢ calculando

F(¢y)([9,a)) = 99y (a) = gt(le, a]) = (g, a]).

Hemos probado que F es biyectiva con inversa

F () = ¢y : @ ¢([e,a]).
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Proposicion 2.34. Sean G un grupo topologico, H un subgrupo
cerrado de G y A un H-espacio. Entonces existe un G-homeomorfismo

v:Gxyg (AxI)— (GxyA)xI,
dado por ([g, (a,t)]) = (lg,al,t) para cada g € G, a € Ayt € I,

donde I es el intervalo unitario [0,1] en el cual H actia trivialmente.

Demostracion. Veamos primeramente que vy esta bien definida. Es
claro que A x I es un H-espacio con la accion diagonal determinada por
h(a,t) = (ha,t). Supongamos que [g1, (a1,t1)] = [g2, (a1,t2)]. Entonces
existe un h € H tal que go = g1h™' y (as,t2) = h(ay,t1) = (hay,ty).
Por tanto, as = hay y to = t;. Se sigue entonces que

V([g2 (a2,2)]) = ([g2, 0], t2) = ([90h ™", haa] 1) = ([91, a1, 1)

= (g1, (a1, 11))).

Ademas v es continua y abierta. Para ver esto consideremos el si-
guiente diagrama conmutativo:

G x (AxI) u G xpy (AxI)
| ¥
(GxA)xI T (G xgA)xI

donde 7 : G X (AXI) = Gxg(AxI)yn':GxA— GxyAson las
correspondientes proyecciones orbitales y

a:Gx (AxI)— (GxA)xI

dada por a(g, (a, t)) = ((g, a), t) es, claramente, un G-homeomorfismo.
Observamos entonces que m, @’ X Id; y a son continuas y abiertas; de
ahi que v también lo sea.

Por otro lado, v es evidentemente sobreyectiva. Veamos que es in-
yectiva. Supongamos que ¥([g1, (a1,t1)]) = v([g2, (a2, 2)]), por lo que
(lg1, a1], t1) = ([g2, 2], t2). Entonces [g1,a1] = [g2,a2] y t1 = t2. Por
tanto, existe un k € H tal que go = g1k~ ! v ap = ka;. Asi pues,

[927 ((12, t?)] = [glk_la (kal, tl)] = [glk_la k(ah t)] = [gla (alv tl)]?
esto es, 7y es inyectiva.
Finalmente observamos que v es G-equivariante. En efecto, tenemos
que
1(¢lg, (@, 1)) = (g9, (a,1)]) = ([¢'g, a].1) = (¢'g.d], 1)
= ¢(lg,al,t) = ¢'vlg, (a,t)].
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Definicién 2.35. Sean G un grupo topolégico, H un subgrupo ce-
rrado de G y X un G-espacio. Un subconjunto S C X es llamado una
H-rebanada de X, si

(1) S es H-invariante,

(2) S es cerrado en G(S),

(3) sige G\ H, entonces gSNS =1,
(4) G(S) es abierto en X.

Si ademds G(S) = X, entonces S es llamada H-rebanada global
de X.

N

FIGURA 1. Interpretacion grdfica de la definicion de la
H-rebanada S.

Lema 2.36. Seana : A — B y (3 : B — C dos funciones continuas.
Si v es sobreyectiva y la composicion Ba es cerrada, entonces [ es
cerrada.

Demostracién. Consideremos un cerrado F' de B, como o !(F) es
cerrado en A, Ba(a™(F)) es cerrado en C'. Pero por ser a sobreyectiva
aa~(F) = F, por lo tanto B(F) cerrado en C. O

Proposicion 2.37. Sean G un grupo compacto y H un subgrupo ce-
rrado de G. Sean X un G-espacio y S una H-rebanada de X . Entonces
la funcion

n:GxgS— G(9),

dada por n([g, s]) = gs, es un G-homeomorfismo.
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Demostracion. Sea X un G-espacio con accién €. Veamos prime-
ramente que 7 estd bien definida y es G-equivariante. Debido a que
S es H-invariante por la primera condicién de la definicién de H-
rebanada, la aplicacién inclusién ¢ : S — G(S) dada por i(s) = es
es H-equivariante, puesto que i(hs) = hs = hi(s), donde s,h € H.
Aplicando F de la proposicién 2.33 a i, obtenemos la bien definida G-
aplicacién F(i) : G xg S — G(S) la cual envia [g, s] en gi(s) = gs, vy
por ello F(i) = n.

Enseguida mostraremos que 7 es inyectiva. Sin([g1, s1]) = 7([g2, s2]),
entonces g1 = 252, 0 bien, gz_lglsl = 89 € S. Pero como S es una
H-rebanada, por la tercera condicion de la definicion 2.35, esto implica
que g, g1 € H y, por lo tanto

91, 51) = [91(95 ' 91) ™, 92 " r51] = [g2, 52),
esto es, n es inyectiva.
Sean 7 : G x S — G x g S la proyeccién orbital y ¢ : G x S — G(5)
la restriccion de la accién 6 de G en X. Entonces el siguiente diagrama
conmuta.

GxS z GxgS

G(S)

Afirmamos que 7 es cerrada. Como G es compacto, por la proposicién
1.34, €' es cerrada, ademéds 7 es sobreyectiva. Por la igualdad nr = 6’
y por el lema 2.36, n es cerrada.

Concluimos que 7 es un G-homeomorfismo. 0

En vista de la proposicion 2.37, podemos establecer que si G es
un grupo compacto, H es un subgrupo cerrado de G' y S es una H-
rebanada de X, entonces el producto torcido G Xy S es esencialmente
de la forma G(S5), como lo ilustra la figura 2(a).

El teorema siguiente tiene un papel central en la teoria de los grupos
topoldgicos de transformaciones (ver, [15, Capitulo II, teorema 5.4]).
La figura 2(b) ilustra dicho teorema.

Teorema 2.38 (Teorema de la rebanada). Sean G un grupo de
Lie, X un G-espacio, v € X y U una vecindad de x. Entonces existe
una G,-rebanada S, C X tal que x € S, C U.
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Ficura 2. (a) El producto torcido G xg S, cuando G
es compacto, H es cerrado en G y S es una H-rebanada
de X. (b) Iustracién del teorema de la rebanada. En este
caso a S, se le designa rebanada de x y a G(S;) como
tubo alrededor de la dorbita G(x).

La siguiente proposicion cuya demostracion puede encontrarse en
(ver [42, Corolario 1.6.7.]), nos proporciona una fuente abundante de
espacios G-ANR.

Proposicion 2.39. Sean G un grupo compacto de Lie y H un
subgrupo cerrado de G. Entonces G/H es un G-ANE.

Lema 2.40. Sean G un grupo compacto, H un subgrupo cerrado de
G y X un H-espacio. Entonces la funcion

vx : X — G xyg X dada por yx(x) = [e, x|,
es un H-encaje cerrado.
Demostracién. Sean la proyeccion orbital
T:GxX—->GxgX

y el encaje cerrado
ox: X - Gx X,
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dado por dx(x) = (e, x). Entonces el diagrama siguiente conmuta, por
lo que yx=mdx.

X
2%
GxX T GxyX

Por lo tanto vx es continua.

Como H es compacto, por la proposicion 1.37, w es cerrada, y como
dx es cerrado, la composiciéon vy = wdx, es cerrada.

Siz e X yhe H, entonces

vx(hx) = [e, hx] = [h,x] = hle, x] = hyx(x),

por lo que vx es H-equivariante.
Afirmamos también que vy es inyectiva. En efecto, supongamos que

vx(z) = vx(y) para z,y € X, entonces [e, z] = [e, y]. Luego, existe un
h € H tal que (e,y) = (eh™',hz), y en este caso, h = e, por lo que
x = y. Concluimos que yx es un H-encaje cerrado. 0

Proposicién 2.41 ([12]). Sean G un grupo compacto de Lie, H un
subgrupo cerrado de G y S un H-espacio. Entonces S es un H-retracto
de vecindad del producto torcido G xg S.

Demostraciéon. Consideremos la siguiente accién continua del
grupo I' = H X H en el espacio G:

(hi,hy) * © = hywhy ' para todo (hy,hy) €Ty z € G.

Claramente, H es un subconjunto I'-invariante en el I'-espacio G,
y esta accion en H es transitiva. Luego, por la proposicion 1.32, H es
[-homeomorfa a I'/T'., donde I'. = {(h,h)|h € H} es el estabilizador
de la identidad e € H.

Como G y, por tanto I', es un grupo compacto de Lie, I'/T', es un
[-ANE, por la proposiciéon 2.39, y de ahi, H es un I'-ANE.

Esto da lugar a la existencia de una retraccion I'-equivariante

r:U— H,

donde U es una vecindad I'-invariante de H en el I'-espacio G. Entonces
U xpy S es una vecindad H-invariante del conjunto S en G Xy S (re-
cordemos que identificamos S, como un H-espacio, con el subconjunto
H-invariante {[e, s]|s € S} de G x gz S, ver el lema 2.40).
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Definimos R : U xyg S — S haciendo R([u,s]) = r(u)s. Entonces
R estd bien definida. En efecto, como r(u) € H y S es H-invariante,
vemos que r(u)s € S. Si h € H, entonces

R([uh™, hs]) = r(uh™')hs
y, como 7 es [-equivariante, r(uh™!) = r(u)h~'. En consecuencia,
R([uh™, hs]) = r(u)h " hs = r(u)s = R([u, s]).
La continuidad de R es consecuencia de la continuidad de la aplicacion
f:UxS — S, que envia (u, s) ar(u)s, y de que la H-aplicacién orbital
p:U xS — U xg S es abierta, considerando el siguiente diagrama

conmutativo,
p

UxS UxgS
N
S

Ademas, R es H-equivariante. En efecto, para cualquier h € H,
tenemos

R(h[u, s]) = R([hu, s]) = r(hu)s.
Ademas, la I-equivarianza de r implica que r(hu) = hr(u), y de ahi,
R(lhu, s|) = hr(u)s = hR|u, s]).
Finalmente, R es una retraccién sobre S ya que
R(le,s]) =r(e)s=es=s
para cada s € S. O

Teorema 2.42. Sea G un grupo compacto y sean X y Y dos G-
espacios de Hausdorff. Sean C' cualquier subconjunto cerrado en X y
¢ : C =Y cualquier aplicacion tal que, siempre y cuando ¢ y gc, ambas,
pertenezcan a C (para algin g € G), se tenga que ¢(gc) = go(c).
Entonces existe una unica extension de ¢ a una G-aplicacion ¢ de

G(C) enY.

Demostracién. Para g € G y ¢ € C, hacemos ¢'(gc) = go(c), la
cual es, claramente, la tinica posibilidad para una G-extension.
Veamos que ¢ estd bien definida. Sea gc = g;¢;. Entonces

-1
C=g ¢gic,

esto es, cy g gic; € C, por lo que

o(c) = o9 1) = g7 g16(c1)
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haciendo uso de nuestra hipétesis. Entonces go(c) = g1¢(c1) como se
queria.

Veamos que ¢’ es continua. Sea (z,) una red en G(C') que converge
ax € G(C). Ponemos z, = guc,. Considerando que G es compacto, al
pasar a una subred, podemos suponer que (g,) converge a algiin punto
g € G. Entonces ¢, = g, 'wo ~ g~z € C puesto que C es cerrado. Sea
¢ = g~ 'z. Entonces

Qb/(Ia) = ¢/(9a(0a)) = ga®(Ca)
~ go(c) = ¢'(ge) = ¢/ ()

Teorema 2.43. Sean G un grupo compacto y H un subgrupo ce-
rrado de G. Sean S y S’ H-rebanadas globales de los G-espacios de
Hausdorff X y Y Resp. y sea fy una aplicacion H-equivariante de S
en S'. Entonces existe una tunica aplicacion G-equivariante

f:G(9) = G(S)
tal que fls = fo, a saber, f(gs) = gfo(s), g € G, s € 5.

Demostracién. S es cerrado en G(S) = X por la segunda condi-
cién de la definicion de H-rebanada. Ademads, si s y gs pertenecen a .S,
tenemos que gS NS # (), y por la tercera condicién de la misma defini-
cién, tenemos que g € H y ademas fj es una aplicacién H-equivariante,
por lo que fo(gs) = gfo(s). Aplicando el teorema 2.42, tenemos que
existe una unica extension de fy a una G-aplicacién f de G(S) = X
en Y = G(S5"). De hecho, f estd definida por la formula f(gs) = gfo(s)
para todo g € G, s € S. O

Teorema 2.44. Sean G un grupo compacto, H un subgrupo cerrado
de G, X un G-espacio y S una H-rebanada global de X. Entonces el
diagrama siguiente conmuta,

GxS—T>GxgS

|

X G/H

donde a : G x § — X es la restriccion de la accion de G en X,
m:G xS — GxygS eslaproyeccion H-orbital yp: G xyg S — G/H
es dada por p(lg, s]) = gH. Ademds,
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1. Eziste un G-homeomorfismo a del producto torcido G xg S
sobre X.
2. La funcion rebanadora

f:X—G/H
dada por f(x) = gH six € gS es equivariante y abierta.

Demostracién. (1) Sea o : G x S — X la restriccién de la accién
de G en X.

Como S es un H-espacio (por la definicién de H-rebanada, S es
H-invariante), podemos considerar su producto torcido y la proyeccién
H-orbital m: G xS — G xg S.

Entonces a(n~1[g,s]) = gs para todo [g,s] € G xg S, por lo que
por el teorema de transgresién (ver la observacién 1.19), a induce una
tnica funcién continua o : G x g S — X dada por a([g, s]) = gs.

Por la proposicion 2.37, tenemos que a es un G-homemorfismo.

(2) Veamos que f es una G-aplicacién abierta. Observamos que si
xr € g5 N g5, entonces © = gs = ¢151 para algunos s, s; € S. Luego,
s=g tgis1 € SNg 'gS. Por la definicién de H-rebanada, g~ 'g; € H.
Pero entonces, gH = g1H € G/H. Asi que f esta bien definida.

Ademas es claro que f(gx) = gf(x) para toda g € G, puesto que

flgz) = f(9918) = 991 H = g(g: ) = g ()
donde x = ¢g;s para algunos g; € G, s € S.
Veamos que f es continua.
La funcién p : G xyg S — G/H dada por p([g,s]) = gH es una
identificacién abierta, por lo que tenemos el siguiente diagrama con-
mutativo.

GxS—">GxgS
|k
f
X G/H
Entonces tanto a como p son continuas y abiertas, por lo que f es

continua y abierta también.
Tenemos, por tanto, que f es una G-aplicacién abierta. 0

El siguiente lema justifica la denominacién de funcién rebanadora.

Lema 2.45. Sean G un grupo topologico y H un subgrupo cerrado
de G. Sea X un G-espacio. Entonces para cualquier G-aplicacion

v: X —>G/H
se cumple que S = ¢ '(H) es una H-rebanada global de X .
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",
-

X=G(S) GleH)=GH "

FicurA 3. Interpretacion grafica de la funcion rebanadora.

Demostraciéon. Primeramente, observamos que el conjunto uni-
puntual {H} es una H-rebanada global de G/H. En efecto, {H}

» es H-invariante, pues h(eH) = H, para cada h € H.

» Por hipétesis, H es cerrado en G, por lo que {H} es cerrado
en G/H.

» si g(eH) N (eH) # (0, entonces h € H.

» G/H = G({H}).

por lo que {H} es una H-rebanada global de G/H.
Veamos ahora que S = ¢~ !(H) es una H-rebanada global de X.

» H es H-invariante en G/H, luego S = ¢ '(H) es H-invariante
en X.

» Como ¢ es continua, S = ¢ '(H) es cerrado en X.

» si gS NS # (), entonces existe un x € S tal que = = gs; para
algin s; en S. Luego, ¢(x) € H, y p(z) € gH, por lo que

ge H.
» X = Y(G/H) =Gy ' (H) =G(S).
Por lo anterior, S es una H-rebanada global de X. 0

Corolario 2.46. Sean G un grupo compacto y H un subgrupo ce-
rrado de G. Sean X yY G-espacios y f : X — Y una G-aplicacion. Si
S es una H-rebanada global de Y, entonces f~(S) es una H-rebanada
global de X .
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Demostraciéon. Supongamos que S es una H-rebanada global de
Y. Por el teorema 2.44 la funcién rebanadora F': Y — G/H, dada por
F(y) = gH siy € g5, es una G-aplicaciéon y S = F~1(H). Entonces la
composicion

Ff:X —-G/H
es una G-aplicacién y (Ff)"'(H) = f~1(S). Ahora, por el lema 2.45,
f71(S) es una H-rebanada global de X. O

Proposicion 2.47. Sean G un grupo compacto de Lie, H un sub-
grupo cerrado de G y X un G-espacio metrizable. Si S es una H-
rebanada global de un subespacio cerrado A en X, entonces existe una
H-rebanada S en X tal que S = SN A.

Demostracién. Sea f la funcién rebanadora de A = G(S) en G/H
tal que S = f~'(H). Por hip6tesis A es un cerrado G-invariante de X.
Por el teorema 2.39, G/H es un G-ANE. Por tanto, podemos extender
f a una G-aplicacién f de una vecindad abierta G-invariante O de A
en X, como observamos en el diagrama conmutativo siguiente.

Entonces por el lema 2.45, S = f~Y(H) es una H-rebanada y clara-
mente, S = SN A. O

Proposicién 2.48 ([42]). Sean G un grupo compacto de Lie, H
un subgrupo cerrado de Gy S una H-rebanada global del G-espacio
metrizable X. Si S es un H-ANE entonces X es un G-ANE.

Demostracién. Sean Y un G-espacio metrizabley f: A — X una
G-aplicacién de un subespacio cerrado G-invariante A de Y. Entonces,
por el corolario 2.46, S" = f~1(S) es una H-rebanada global de A. Por
la proposicion 2.47 podemos encontrar una H-rebanada SenY tal que
S =SNA.

Entonces la restriccién f|g : S — S es una H-aplicacién del subes-
pacio cerrado H-invariante S’ en S. Si S es un H-ANE, existe una
extension de f|sr a una H-aplicacién f de una vecindad H-invariante
V de S’ en S. Entonces V es una H-rebanada global de G(V). Por
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el teorema 2.43 existe una tunica G-aplicacién f* de G(V) en X cuya
restriccion a V' es f.

S, flsr S: G(S) H —aplicaciones
7 A
I
i E G—aplicaciones
ye—"—=Gwv) - — %

Observamos que G(V) es una vecindad de G(S’) = A y ademés
f*|la = f. En efecto,

fr(a) = f"(gs') = gf"(s') = gfls:(s') = gf(s") = f(gs") = f(a),
para cada a = gs' € A = G(S"). Por tanto, la prueba estd completa. [

4. Unioén de G-ANE’s

En esta seccion presentamos el corolario 2.55, que sera muy 1itil
en las pruebas de los capitulos siguientes, y es una consecuencia del
teorema 2.50 (ver S. A. Antonyan [11]) que es la versién equivariante
de un teorema de union recientemente probado por J. Dydak [20].
Comenzamos con el siguiente lema.

Lema 2.49. Sean G un grupo compacto y X un G-espacio. Si X
es paracompacto, entonces X /G es paracompacto.

Demostracién. Sea {U,} una cubierta abierta del espacio orbital
X/G. Sea m: X — X/G la proyeccion orbital. Entonces

W = {7 (Ua)}

es una cubierta abierta invariante de X. Como X es paracompacto, W
tiene un refinamiento abierto localmente finito {Vs}. Afirmamos que
{m(V3)} es un refinamiento abierto localmente finito de {U,}.

Claramente, {m(Vj3)} es un refinamiento abierto de {U,}. Veamos
que es localmente finito. Sea T € X/G tal que 7 '(T) = G(z) para
r € X. Como X es paracompacto, para cada g € G, el punto gx
tiene una vecindad W, la cual intersecta a lo mas un nimero finito de
elementos de {Vj3}. Por continuidad de la accién de G sobre X, existen
una vecindad Oy de g, y una vecindad V, de z tales que O, -V, C Wj,.

Entonces G = |J O,. Como G es compacto, existen gi, ga, ..., gn
gEG

en G tales que G = U Oy, Hagamos V= ﬂ V,.. Entonces V' es una
=1 =1

vecindad de x. Afirmamos ahora que W(G ) es una vecindad de
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T que intersecta a lo mds un nimero finito de elementos de {m(Vj3)}.
En efecto, como G(x) C G(V) entonces T € V', y ademads

(Vo) NV £ D<= VanG(V) 0.
Si VN G(V) # (), entonces exite un gv € Vzcong € Gy v € V.
Como G = UOg, exite un ¢ tal que g € O, y v € V,,, por lo que

gu € Oy, ng C Wy, Entonces gv € Vs N W, o bien, V3 N Wy, # 0.
Pero por la eleccwn del Wy,, hay sélo un nimero finito de Vj’s con
V/B N ng 7é 0.

Hemos encontrado una vecindad V de 7 € X/G, la cual intersecta a
lo mds un nimero finito de elementos de {m(Vj3)}. Entonces {m(Vj3)} es
un refinamiento localmente finito de {U, } y X/G es paracompacto. [

Teorema 2.50. Sea G un grupo compacto. Sea X un G-espacio
metrizable y supongamos que un G-espacio Y es union de una familia
{Y, hier de sus subespacios invariantes con las siguientes propiedades:

(a) CadaY; es un G-AE(X),
(b) Para cualesquiera dos elementos s y t de T, existe un u € T
tal que Y, UY; CY,.
Entonces cualquier G-aplicacion f : A — Y de un subconjunto

cerrado invariante A C X a'Y tal que A = |J int(f~1(Y})), se extiende
teT
a una G-aplicacion sobre X.

Demostracion. Sea U, = (X\A) Uint(f'(Y;)) para cada t € T,
donde el interior es tomado con respecto a A. Entonces la familia
{Ui}ter constituye una cubierta abierta invariante de X. Como X es
metrizable y por tanto, paracompacto, por el lema 2.49, el espacio or-
bital X/G es paracompacto. Luego, tenemos una particién localmente
finita invariante de unidad {p, };er tal que o;(0,1] C U, para cada
t € T (ver [19, Seccién VIIIL.4]). Para todo subconjunto finito S de T
definimos Bs = [\ ¢; '(0). Como {¢;}ser es una particién invariante

teT\S
localmente finita de la unidad, concluimos que {Bg} constituye una
cubierta invariante cerrada de X.

Pretendemos crear, para todos los subconjuntos finitos S de T,
elementos «(S) de T'y G-aplicaciones fg : Bg — Y, s) tales que las
condiciones siguientes son satisfechas:

(1) Yor) C Yas) para cada F' C S.
(2) fs|lpp = fr paracada F' C S.
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(3) fS‘AmBS = f|AmBS-

Con este fin, aplicamos induccién en el nimero de elementos de S.
Para los conjuntos de un elemento S = {t} simplificamos la notacién a
S = t. Note que B; = ¢; (1) para cada t € T. Entonces {B; };cr es una
familia discreta y f(AN B;) C Y; para cada t € T. Por lo tanto, cada
aplicacion parcial f|snp, se extiende a una G-aplicacién f; : By — Yy,
y hacemos a(S) = t.

Ahora, supongamos que fg y a(S) existen para todo S con cardi-
nalidad a lo mas n. Dado un subconjunto finito S C T" que contiene
exactamente n + 1 elementos, seleccionamos un elemento a(S) € T tal
que Y (s) contiene todos los de Y,(r) siendo F' un subconjunto propio
de S. Sea B la unién de AN Bg y de todos los Br con F un subcon-
junto propio de S. Entonces B es un subconjunto invariante cerrado
de Bg. Ahora definimos la G-aplicacién h : B — Y,(s) como sigue:

) fr(z), siz€ Bp
Mz) = {f(x), six € AN Bg.

Entonces h es una G-aplicacion (continua) bien definida, y es facil
ver que los valores de h estan en Y, (g). Por lo tanto, h se extiende a una
G-aplicacion sobre Bg y produce fg: Bs — Y (g) con las propiedades
deseadas.

Como Bg N Br = Bgsnr, todas las fg pueden ser pegadas para
producir una G-aplicaciéon ' : X — Y que es una extension de f.
Cada punto x € X tiene una vecindad U que intersecta sélo un niimero
finito de las ¢; '(0,1]; esto significa que hay un conjunto finito S tal
que U C Bg. Como f'|, es continua, se tiene que f’|; también, y la
prueba esta completa. O

Para un espacio dado X, denotamos por Con(X) al cono sobre X,
el cual es, por definicién, el conjunto cociente [0,1] x X/{0} x X con
la topologia débil. La imagen de un punto (t,z) € [0,1] x X bajo la
aplicacion identificacion p : [0,1] x X — Con(X), serd denotada por
tx, y escribiremos simplemente x en vez de Ox, para indicar al vértice
del cono. Ahora bien, un subconjunto U de Con(X) que contiene al
vértice del Con(X) pertenece a la topologia débil si y sélo si p~1(U) es
abierto en [0,1] x X y existe un e > 0 con [0,¢) x X C p~}(U). Si U
no contiene el vértice, entonces éste pertenece a la topologia débil si y
solo si p~1(U) es abierto en [0,1] x X.

Proposicion 2.51. 5t X es un G-espacio donde G es cualquier
grupo topoldgico, entonces Con(X) es un G-espacio con respecto a la
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accion definida como sigue:

g(tz) = t(gx),
g€ G ytreCon(X).
Demostracién. Sea 0 : G x Con(X) — Con(X) dada por
g(tx) =t(gx), g € G, tx € Con(X).
Sean p: I x X — Con(X) la aplicacién identificacion y
0:GxX — X,

la accién de G en X. Veamos que 6 es una accién de G' en Con(X).
Verifiquemos primeramente que es continua.

Caso 1. Sea (g,tz) € G x Con(X) con t # 0. Sea V una vecindad de

t(gz) en Con(X). Debemos mostrar que existe una vecindad
W de (g,tz) tal que (W) C V.

Sabemos por la definicién de Con(X) que existe un J abier-
to en (0,1] con t € J y un V; abierto en X con gz € V, tales
que p(J x V1) C V.

Como X es un G-espacio, existen un H abierto en G con
g € H y un U abierto en X con z € U, tales que

O (H xU) C V.

Proponemos W = H x p(J x U). Como p(J x U) es una
vecindad del punto tz en Con(X), concluimos que W es una
vecindad del par (g,tz) en G x Con(X). Entonces

t(gz) € (W) C 'V,

como se queria.

Caso 2. Sea g € Gy V una vecindad del punto gx = % en Con(X).
Entonces existe un ¢ > 0 tal que [0,¢) x X C p (V). El
conjunto U = p([0,¢€) x X) es una vecindad del vértice * en
Con(X). Afirmamos que (G x U) C V. En efecto, para toda
g€ GytrelU,tenemos g(tx) =t(gx) e U C V.

Asi, 6 es una funcién continua.
Veamos ahora que 6 verifica las propiedades de una accion.

i. e(tx) = t(ex) = tx para cada tz € Con(X).
ii. h(g(tz)) = h(t(gz)) = t(h(gz)) = t((hg)x) = (hg)(tz).
Concluimos que Con(X) es un G-espacio con la accién propuesta. [

La siguiente proposicion sera necesaria en las pruebas de los coro-
larios subsiguientes.



54 2. RESULTADOS PRELIMINARES

Proposicion 2.52. Sea G un grupo compacto. Si'Y es un G-ANE,
entonces Con(Y') es un G-AE.

Demostracién. Sean X un G-espacio metrizable, A un subcon-
junto cerrado invariante de X y f : A — Con(Y) una G-aplicacion.
Sea fi la composicién de f y la proyeccién 7 : Con(Y) — [0, 1]. Como
el conjunto f; 1((O, 1]) es abierto en A, existe un conjunto U abierto
en X tal que UNA= f'((0,1]).

Sea fy = maof|una, donde 5 : (0,1]-Y — Y es la proyeccién. Como
U es un G-espacio metrizable, U N A es un subconjunto cerrado inva-
riante de U y Y es un G-ANE, la aplicacién f5 tiene una G-extension
Fy 'V — Y definida en alguna vecindad invariante V de U N A en U.

Consideramos el subconjunto cerrado invariante AU (X \ V) de X
y definamos la aplicacién invariante ¢ : AU (X \ V) — [0, 1] segin la
formula:

_ fl(x>7 Sil‘EA,
w(x)_{o, sizeX\V.

Como AN (X \V) = f71(0), la aplicacién ¢ esta bien definida, es
continua e invariante.

Como X es metrizable, por el teorema 2.16, X/G también lo es, y
por tanto, es un espacio normal. Entonces, segin el teorema equivarian-
te de Tietze-Urysohn, podemos extender 1) a una aplicacién invariante
p: X —0,1].

Ahora, la G-extensién deseada F': X — Con(Y) es entonces defi-
nida por la regla:

o) Fy(z), sizeV,
Fle) = {*, six e X\V.

Verificaremos enseguida que F' es una extension de f. En efecto, sea
x € A. Entonces, si ¢ € V, tenemos:

F(x) = ¢(x) - Fa(x) = (x) - folz) = fr(z) - fal2) = f(2).

Si x ¢ V, entonces ¢(x) = 0. Pero, para los puntos € A tenemos
W(x) = fi(z). Luego fi(z) = 0 lo cual significa que f(x) = *. De otro
lado F'(z) = x por definicién, y de ahi, F/(z) = f(z).

Veamos que F' : X — Con(Y) es continua. Sean x € X y W una
vecindad de F'(z) en Con(Y'). Debemos mostrar una vecindad S de x
tal que F'(S) C W.

Tenemos los siguientes dos casos. (Ver la figura 4.)
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F1GURA 4. llustracion utilizada en la demostracion de
la proposicion 2.52.

Caso 1.

Caso 2.

Supongamos que z € V. Sea p: [0,1] x Y — Con(Y) la iden-
tificacién. Entonces, como F(z) = ¢(z) - Fy(x) € W, inferimos
que el par (o(z), Fy(x)) pertenece al conjunto p~!(W) abierto
en el producto [0,1] x Y. Por lo tanto existen W; abierto en
[0,1] y W4 abierto en Y, tales que p(z) € Wy, Fy(x) € Wa y
Wi x Wy C p~ (W), lo cual en otra forma equivalente se puede
escribir asi: Wy - Wy C W.

Como la aplicacion ¢ es continua en x, existe un S; abierto
en X, tal que z € S1 y ¢(S1) C Wi.

Por otro lado, como F; es continua en z, existe un abierto
Sy en V' (y por tanto, en X) tal que x € Sy y F5(Se) C Wa.

Luego, para z € S = S; NS, tenemos F(x) = ¢(x)-Fy(x) €
Wy - Wy € W. Consequentemente, F'(S) C W.
Supongamos que x € X \ V. Entonces

Fz) =Wy e(x)=0.

Por definicion de la topologia débil en Con(Y'), existe un e > 0
tal que [0,¢) - Y C W. Por la continuidad de ¢, existe una
vecindad S de z en X tal que ¢(S) C [0,¢).

Afirmamos que F(S) C W. En efecto, consideremos dos
casos.

(a) s € S'y s e V. Entonces

F(s) = p(s)- Fa(s) € [0,e)- Y C W.
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(b) s€ Sys¢V. Entonces F(s) =€ W.
Luego, F(S) C W.
U

Corolario 2.53. Sean G un grupo compacto y X un G-espacio
metrizable. Supongamos que un G-espacio Y es union de una familia
{Yihier de sus subespacios invariantes con las siguientes propiedades:

(a) CadaY; es un G-ANE(X).
(b) Para cualesquiera dos elementos s yt de T hay un u € T tal
que YUY, CY,.

Entonces cualquier G-aplicacion f: A —'Y de un subconjunto ce-

rrado invariante A C X enY tal que A = |J int(f~1(Y;)), se extiende
teT
a una G-aplicacion sobre una vecindad invariante de A en X.

Demostracién. Sea Z = Con(Y) con el vértice x y sea

Z; = Con(Y;) para cada t € T.

Entonces Z es cubierto por los conjuntos invariantes Z;, t€ T. Por la
proposicién 2.52; cada Z; es un G-AE(X) (ver la figura 5). Por lo tanto,

G-ANEA)S G-AE(F 5 24

Z=CaniY|

——— w@r

Y

FicurA 5. llustracion utilizada en la demostracion del
corolario 2.53.

f considerada como una G-aplicacién de A a Z, cumple la hipotesis del
teorema 2.50, y de ahi, se extiende a una G-aplicacion

p: X — Z.
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Sea U = ¢ }(Z\{*}). Entonces hay una evidente retraccién equiva-
riante 7 : Z \ {*} — Y, lo cual significa que la composicién de ¢|y y r
produce una G-extensiéon f': U — Y de f. O

Lema 2.54. Sea G un grupo compacto. Si un G-espacio Y es union
de dos subconjuntos abiertos invariantes Y1 y Ys, los cuales son G-
ANE’s, entonces Y es un G-ANE.

Demostracion. Supongamos que X es un G-espacio metrizable.
Sea f: A — Y una G-aplicacion, donde A es un subconjunto cerrado
invariante de X. Los conjuntos

Vi=fT'(Y)U(X\A) y Vo = f7H(Y2) U (X\A)

constituyen una cubierta abierta invariante de X. Como X es metriza-
ble, por el teorema 2.16, X/G lo es también y por tanto es un espacio
normal. Entonces hay subconjuntos cerrados invariantes X; y X, de
X tales que X; C Vi, Xo C Vo vy X = X7 U X, Como Y; NY; es un
subconjunto abierto invariante de Y; y Y5, los cuales son G-ANE(X),
por la proposicién 2.5 inferimos que Y; NYs es un G-ANE(X). Por lo
tanto, por la proposicién 2.52;, Con(Y; NY;) es un G-AE(X) y, de ahi,
existe una G-extensién

fo . X1 ﬂXQ — Con(Y1 m}/g)

de la G-aplicacion parcial f|an(x,nx,) (ver la figura 6). Ahora peguemos
fo v la G-aplicacién parcial f|anx, en una G-aplicacién

h: (A N Xl) U (Xl N Xg) — C’O?’L(le)

Como por la proposicién 2.52, Con(Y7) es un G-AE(X), existe una
G-extensiéon de hy @ X7 — Con(Y)) de h. Andlogamente, existe una
G-extension hy @ Xy — Con(Ys) de

h/ . (A N X2) U (X1 N X2) — CO?’L(YVQ)

Ahora hy y hs pueden ser pegadas juntas para crear una G-aplicacién
H:X — Con(Y). Como H|4 = fy AN H™'(x) = (), concluimos que
el conjunto U = X \ H~!(*) es una vecindad invariante de A en X.
Hay una evidente retraccién equivariante r : Con(Y) \ {*} — Y, lo
que implica que la composicién de H|y y r produce una G-extension
f':U =Y de f. Esto completa la prueba. O

Corolario 2.55. Sea G un grupo compacto. Si un G-espacio Y es
union de sus subconjuntos abiertos invariantes Yy, X € A los cuales
son G-ANE’s, entonces Y también es un G-ANE.
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ange

FI1GURA 6. [lustracion utilizada en la demostracion del
lema 2.54.

Demostracion. Supongamos que X es un G-espacio metrizable.
Ahora sea Y = [J{Y)|\ € A}, donde cada Y) es un subconjunto de
Y abierto invariante y G-ANE(X). Sea 7 el conjunto de todos los

subconjuntos finitos de A. Para cada T' € T definimos Zr = | Y.
AET
Entonces se sigue del lema 2.54 que cada Zp es un subconjunto de Y
abierto el cual es un G-ANE(X). Ademés Y = |J Zry ZrUZs = Zrys
TeT
para T,S € 7. Consecuentemente, se aplica el corolario 2.53, y la

prueba esta completa. O



CAPITULO 3

Una caracterizacion local de los G-ANR’s

Una consecuencia inmediata del corolario 2.55 es la siguiente carac-
terizacion de los G-ANR’s.

Teorema 3.1. Sean G un grupo compacto y X un G-espacio me-
trizable. Entonces X es un G-ANR si y sdlo si toda drbita G(z) C X
tiene una vecindad invariante U que es un G-ANR.

Demostracién. Supongamos que X es un G-ANR. Entonces para
cada érbita G(z) C X, X es una vecindad invariante la cual es un
G-ANR.

Supongamos ahora que cada 6rbita G(x) C X tiene una vecindad
invariante U, que es un G-ANR. Por el teorema 2.29, U, es un G-ANE.
Por el corolario 2.55,

x=u

zeX

es un G-ANE y, por el teorema 2.29, X es un G-ANR. 0

Con la idea del teorema anterior, precisamos el concepto de un G-
ANR local y, posteriormente, damos una caracterizacion local de los

G-ANR’s.

Definicién 3.2. Un G-espacio X es llamado un G-ANE local si
cada punto x € X admite una vecindad G,-invariante U la cual es un
G.-ANE.

Definicién 3.3. Un G-espacio X es llamado un G-ANR local si
cada punto x € X admite una vecindad G,-invariante U la cual es un

G,-ANR.

Lema 3.4. Sean G un grupo compacto metrizable, H un subgru-
po cerrado de G y X un G-espacio. Entonces si X es metrizable, el
producto torcido G x g X es metrizable también.

59
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Demostracion. Dado que G es metrizable, el producto, G x X
es metrizable. Finalmente, por la proposicion 2.16, el producto torcido
G xg X es metrizable. O

Lema 3.5. Sean G un grupo compacto, H un subgrupo cerrado de
Gy f:X —Y una H-aplicacion del H-espacio metrizable X en el
H-espacio metrizable Y. Entonces la funcion

gOfZGXHXHGXHY

correspondiente a f, dada por v¢(lg, z]) = [g, f(2)] es una G-aplicacion.
Ademds, st f es un encaje topoldgico cerrado, entonces @y es un
encagje topologico cerrado.

Demostracién. Veamos primeramente que ¢ estd bien definida.
Por la proposicion 2.32, G xg X yv G Xy Y son G-espacios. Sean g,
¢ € Gy x, 2’ € X. Supongamos que [g,z] = [¢/, 2']. Entonces existe
un h € H tal que ¢’ = gh™! v 2’ = hx. Luego,

er([d.2]) = g, f@")] =I[gh™", f(hx)] = [gh™", hf(z)]
= g, f(2)] = ¢s([g, 7]).

Veamos ahora que ¢ es continua. Consideremos las proyecciones
orbitales 1 : G X X - Gxg X y7n':GXxY — G xgY, asi como la
funcién continua Idg x f. De acuerdo al siguiente diagrama conmuta-
tivo,

Idgx f

GxX G XY
' (Idgx f) ,
T o5t T
GXHX o GXHY

podemos observar que, como Idg X f y 7' son continuas, @7 lo es. Por
la propiedad universal del cociente (ver la observacién 1.19), conside-
rando que 7 es una identificaciéon, se sigue que ¢ es continua.

Es facil ver que es G-equivariante. En efecto,

vr(9'lg, x]) = ¢s([d'g.2]) = [g'g, ()] = g'lg, [(x)] = g'¢s([g, 7))
Hemos probado que ¢y es una G-aplicacién.

Resta probar que si f es encaje cerrado, entonces ¢ también lo es.

Verifiquemos primeramente que ¢y es inyectiva. Supongamos que

vr(lg,2]) = ¢;(lg', #']). Entonces [g, f(z)] = [¢, f(2')]. Esto significa
que existe un h € H, tal que ¢ = gh™' y f(z') = hf(z). Luego,
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f(2") = f(hx) y, como f es inyectiva, ' = hx. Por tanto, [g, x| = [¢’, '],
es decir, ¢y es inyectiva.

Como f es un encaje topoldgico cerrado, Idg X f es un encaje
topoldgico cerrado también. Como G es compacto, por la proposicién
1.37, las proyecciones orbitales son cerradas. De ahi que ¢y sea un
encaje topoldgico cerrado. 0

FiGurA 1. Interpretacion grdfica utilizada en la demos-
tracion del teorema 3.6.

En [45], J. de Vries nos proporciona las bases de la demostracién
del teorema siguiente.

Teorema 3.6. Sea G un grupo compacto metrizable, y suponga-
mos que el G-espacio metrizable Y es un G-ANE. Entonces para todo
subgrupo cerrado H C G, el H-espacio Y es un H-ANE.

Demostracion. Sean X un H-espacio metrizable, A un subcon-
junto cerrado H-invariante de X y f: A — Y una H-aplicacién. Por la
proposicién 2.33, f induce una G-aplicacion f : Gxy A — Y, dada por
f([g,x]) = gf(x). Por el lema 3.4, el producto torcido G xy X es un
G-espacio metrizable. Ademas, por el lema 3.5, G Xz A es un subcon-
junto cerrado G-invariante de G x g X, debido a que si la H-aplicacion
inclusion 7 : A — X es un H-encaje cerrado, v; : G xg A — G xg X
es un G-encaje cerrado.
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Ahora, como Y es un G-ANE, existe una Vecmdad U, G-invariante

de G xy A tal que f se extiende a una G-aplicacion F:U— Y, como
se observa en el siguiente diagrama conmutativo.

en donde, las flechas punteadas y continuas

G aplicaciones H—aplicaciones
,,,,,,,,,,,,,,,, -

representan, respectivamente, las aplicaciones G-equivariantes y H-
equivariantes.

Resulta claro, por la proposicién 2.40, que A es un cerrado H-
invariante de G x g A, y que X es un cerrado H-invariante de G x g X.
Hagamos V' = U N X (tal como se observa en la figura 1). Asi V es
una vecindad H-invariante de A. Entonces la restriccién F = F |y esla
extensién buscada de f y que hace a Y un H-ANE.

El diagrama siguiente presenta los puntos esenciales de esta demostra-
cién.

YO =Y Flv
A A
: f
i A— Ve X
[ I — S § (L — -G xy X
G—aplicaciones H—aplicaciones

0

La siguiente caracterizacion local de los G-ANE’s tiene un papel
importante en este documento.
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Teorema 3.7. Sean G un grupo compacto de Lie y X un G-espacio
metrizable. Entonces X es un G-ANE si y solo si X es un G-ANE local.

Demostracion. Si el G-espacio X es un G-ANE entonces X es
también un H-ANE para cualquier subgrupo cerrado H C G, por el
teorema 3.6. En particular, X es un G,-ANE para cualquier x € X.

Supongamos que X es un G-ANE local. Para cualquier x € X, sea U
una vecindad G -invariante de x la cual es un G,-ANE. Por el teorema
2.38 podemos seleccionar una G,-rebanada S, tal que z € S, C U.
Por la proposicién 2.37 la G-saturacién G(S,) es G-homeomorfa al
producto torcido G' xg, S;. Se sigue de la proposicién 2.41 que S, es
un G,-retracto de alguna vecindad G -invariante W de S, en G(S,).
Como U es G -invariante podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que W C U (esta situacién es ilustrada en la figura 2).

; p =
Bz =~y ,i’lﬂ ’ M
ll: i r“:l" .I.:lf ; h'%'\. r
P I___".._._—-: ,\.f ¥ - ' .-ll'
S o k e n J
o ot f/f\-. G | G5, 0%
- P ¥, r
“_"___-r-' --_l~ .I!-."- WY i --J_. &
ol L k3]

FiGURA 2. Interpretacion grdfica utilizada en la demos-
tracion del teorema 3.7.

Entonces, como W un subconjunto abierto G -invariante de un G-
espacio U el cual es un G,-ANE, por la proposiciéon 2.5, el conjunto
W mismo es un G,-ANE. Por la proposicién 2.6, S,, al ser un G,-
retracto de W, es un G,-ANE también. Luego, por la proposicién 2.48,
la G-saturaciéon G(S,) es un G-ANE.

Ahora, como X es la uniéon de sus subconjuntos G-ANE abiertos
invariantes G(S,), © € X, se sigue del corolario 2.55 que X es un
G-ANE. O
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Resulta ahora clara nuestra caracterizacion local de los G-ANR’s,
la cual se presenta en el teorema siguiente.

Teorema 3.8. Sea G un grupo compacto de Lie. St X es un G-
espacio metrizable, entonces X es un G-ANR si y solo si X es un

G-ANR local.

Demostracién. Por la teorema 2.29, X es un G-ANR si y sélo si
X es un G-ANE. Por el teorema 3.7, X es un G-ANE si y sélo si X
es un G-ANE local. Pero, por definicion, X es un G-ANE local si y
solo si cada punto de x admite una vecindad G-invariante U la cual
es un G,-ANE. Por la teorema 2.29, X es un G-ANE local si y sélo
si cada punto de x admite una vecindad G,-invariante U la cual es un
G-ANR, esto es, siy solo si X es un G-ANR local. Concluimos que X
es un G-ANR si y sélo si X es un G-ANR local. O

Una consecuencia interesante, que enunciamos en el siguiente coro-
lario, nos enlaza conceptos de las teorias equvariante y no equivariante

Corolario 3.9. Sea G un grupo compacto de Lie. Sea X un G-
espacio libre metrizable. Entonces X es un G-ANR si y solo si X es

un ANR.

Demostracion. Por la proposicion 2.28, tenemos que si X es un
G-ANR, entonces X es un ANR.

Supongamos ahora que X es un ANR. Entonces para cada z € X
existe una vecindad G -invariante U tal que U es G,-ANR, a saber,
U = X puesto que X es un ANR y X es un G-espacio libre donde
G, = {e}. Luego X es un G-ANR local y, por el teorema 3.8, X es un
G-ANR. O

Observacion 3.10. Es fdcil ver que las partes “solo si” de los
teoremas 3.7y 3.8 son vdlidos para cualquier grupo compacto (no nece-
sariamente de Lie) G. De otro lado, las partes “si” de estos teoremas
estdn basados esencialmente en el teorema de la rebanada, el cual no es
vdlido para acciones de grupos compactos que no son de Lie (ver [6]).
Mas aun, el teorema 3.8 mismo, o bien, el teorema 3.7, tampoco es
cierto para acciones de grupos compactos que no son de Lie. En efecto,
segin los teoremas 2 y 6 del articulo [5], para cada grupo compacto
metrizable G que no es de Lie, existe un G-espacio lineal normado L,
tal que todos los estabilizadores G, con x € L, son grupos finitos y L
no es un G-ANR. En este caso, como G, es finito, L € G,-ANR (ver
[4]). Asi, L es un G-ANR local pero no es un G-ANR global.



CAPITULO 4

Caracterizaciones homotopicas
de los G-ANR'’s

En este capitulo se presentan dos caracterizaciones homotdpicas
de los G-ANR’s. En cada una de ellas es necesario utilizar un nuevo
resultado cuya importancia en la Teoria Equivariante de Retractos va
mas alla de la justificacion de tales caracterizaciones. Este es el teorema
3.7, del cual se desprende una caracterizacion local de los G-ANR's.

En cada una de las demostraciones de las caracterizaciones ho-
motopicas se debera probar previamente, que si determinada propiedad
homotopica esta presente cuando se trabaja con un grupo dado, tam-
bién estara presente cuando se trabaja con los subgrupos cerrados que
son estabilizadores de este grupo, ya que éstos juegan un papel rele-
vante cuando se deben demostrar propiedades locales.

Se concluye con una caracterizacion de los subespacios cerrados
invariantes de los G-ANR’s que también tienen la propiedad de ser
G-ANR’s.

Hacemos la observacién de que a lo largo de este capitulo se traba-
jara solo con acciones de grupos compactos de Lie en espacios
metrizables.

1. La propiedad P(G,V)

Definicién 4.1. Una cubierta U de un G-espacio Y es llamada
una G-cubterta, si gU € U para cada U €U y g € G.

Definicién 4.2. Sea U una cubierta de un G-espacio Y. Dos G-
aplicaciones ¢, : X — Y definidas en el G-espacio metrizable X se
dice que son U-cercanas si para cada x € X, existe un U € U tal que

¢(z) € U yp(r) € U.

Definicién 4.3. Sea U una cubierta de un G-espacio Y. Una ho-
motopia equivariante hy - X — Y, t € I, se dice que es U-limitada
o bien una U-homotopia equivariante (abreviado U-G-homotopia)
st para cada x € X, existe un U € U tal que hy(x) € U para todo
t € l. Dos G-aplicaciones ¢,p : X — Y se que son U-homotdpicas
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equivariantamente (abreviado U-G-homotdpicas) si y solo si eziste
una U-G-homotopia hy : X — Y, t €I, tal que ho = ¢ y hy =

Definicién 4.4. Sea Y un G-espacio y sean U yV dos G-cubiertas
abiertas de'Y tales queV es un refinamiento deUd. Diremos que Y satis-
face la propiedad P(G,U,V) si para cualesquiera dos G-aplicaciones
V-cercanas f,p : X — Y definidas en el G-espacio metrizable X y
cualquier V-G-homotopia j; - A — Y, t € I, definida en un subcon-
gunto invariante cerrado A de X con jo = fla y j1 = ¢|a, existe una
U-G-homotopia J; : X — Y, t €I, conJy=f, 1 =¢yJi|la=j
para cada t € 1.

SiUd ={Y}, escribiremos P(G,V) en vez de P(G,U,V).

En la figura 1 ilustramos los puntos esenciales de la definicion 4.4.

d
e “\

FIGURA 1. Propiedad P(G,U,V).

Los siguientes teorema 4.5 y proposicion 4.6 son validos también
para acciones de grupos compactos (no necesariamente de Lie).

Teorema 4.5. 5i Y es un G-ANR y U una G-cubierta abierta
de Y, entonces existe una G-cubierta abierta V de Y, la cual es un
refinamiento de U, tal que Y satisface la propiedad P(G,U,V) de la
definicion 4.4.

Demostracién. Por el corolario 2.26, podemos considerar que Y

es un subconjunto cerrado invariante de un G-espacio lineal normado
L. Como Y es un G-ANR, existe una vecindad invariante M de Y en
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L y una G-retraccién r : M — Y. Consideremos la cubierta abierta
r~YU) = {r"Y(U)|U € U} de M. Sea W conformada por todas las
bolas abiertas de L cada una de las cuales esta contenida en un elemento
de r~}(U). Claramente W es una G-cubierta abierta de M la cual refina
ar~'(U). Hagamos V = {W NY|W € W}. Afirmamos que V es la G-
cubierta de Y requerida.

En efecto, sea X un G-espacio metrizable y A un subconjunto in-
variante cerrado de X. Supongamos también que f, ¢ : X — Y
son cualesquiera dos G-aplicaciones V-cercanas definidas en X y sea
Ji : A — Y, t el una V-G-homotopia definida en A con jo = f|ay
J1=¢|a.

Construimos una W-G-homotopia x; : X — M, t € I, tomando

ri(x) = (L =) f(x) + tp(x)

para cada x € X y cada t € I.

E
=
o b
3
g

Ficura 2. llustracion del CASO I de la demostracion
del teorema 4.5

Consideremos el subconjunto invariante cerrado

T=(Xx{0})U(AxI)U(X x {1})
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en el producto topologico P = X x I, dotado con la G-accién:

ga,t) = (gz,1).

Definimos una aplicacion ® : T' — Y tomando:

f(z), sizeXyt=0
O(z,t) =< ji(z), sizeAytel
o(x), sizeXyt=1.
Como Y es un G-ANR, se sigue del teorema 2.29 que & tiene una
G-extension ¢ : N — Y sobre la vecindad invariante N de T en P.
Por el lema 1.56 y la compacidad del intervalo unitario I, existe de

una vencindad abierta C’ de A en X, tal que C’ x I estd contenida en
N y que la homotopia & : C' — Y, t € I, definida por

&(z) =v(x,t), xeC, tel

es una V-homotopia. Como G es compacto, por la proposicién 1.39,
podemos seleccionar una vecindad invariante C' de A en X tal que
C' C C'. Entonces la restriccién & = &|¢, t € I, es una V-G-homotopia.

Como X es un G-espacio metrizable, es normal. Luego, existe un
conjunto abierto invariante B en X tal que

AcCcBc BcC.

Por el lema de Urysohn (ver el teorema 1.44), existe una aplicacién
invariante s : X — [ tal que

0, size X\B
S(I)_ {17 SI.IGA
Definamos una homotopia 6; : X — M, t € I, tomando
0,(z) = (1 — s(x)]ke(x) + [s(x))& (), sizeC
¢ Ke(T), siz € X\B.

Cada 0; es una G-aplicacion ya que k; y & lo son y G actia lineal-
mente en L.

Probaremos que 6;(x) es una YW-homotopia. Con este propésito, sea
x un punto arbitrario de X. Probaremos la existencia de un W, € W
tal que

0,(x) € W, para cada t € I.

Estableceremos esto en dos casos.
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F1cura 3. Ilustracion del CASO II de la demostracidn
del teorema 4.5

CASO I: s(z) = 0. En este caso, tenemos 6;(z) = k(x) para cada
t € I. Como k; es una W-homotopia, existe una W, € W tal que
0,(x) = ki(x) € W, para cada t € I. (Ver la figura 2.)

CASO II: s(x) > 0. En este caso, tenemos z € B C C. Como & es
una WW-homotopia, existe una W, € M tal que &(x) € W, para cada
t € I. En particular, W, contiene los dos puntos

So(x) = f(2) y &i(z) = p(x).

Como W, es un conjunto convexo, se sigue que x¢(z) € W, para cada
t € I. Ahora, como el conjunto convexo W, contiene tanto a r¢(z)
como a &(x), debe también contener a 6;(z) para cada t € I. (Ver la
figura 3.)

Por lo tanto, hemos probado que la G-homotopia

O;: X - M, tel

es una YW-homotopia.
Finalmente, definimos una G-homotopia J; : X — Y, t € I, toman-
do

Ji(x) =71(0(z)), z€ X ytel.
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Como 6; es una W-homotopia y W es un refinamiento de r~(i), se
sigue que J; es una U-homotopia. Por otro lado, como r es una re-
traccion, es facil verificar que Jy = f, J1 = ¢ y Ji|a = ji para cada
tel. O

Proposicién 4.6. Sea Y un G-espacio y V una G-cubierta abier-
ta de Y. Si'Y satisface la propiedad P(G,V) entonces ésta satisface
también la propiedad P(K,V) para cada subgrupo cerrado K C G.

Demostracién. Sean X un K-espacio metrizable y A un subcon-
junto de X cerrado K-invariante. Supongamos que f,¢ : X — Y son
dos K-aplicaciones V-cercanas 'y j; : A — Y, t € I, es una V-K-
homotopia con jo = fla v j1 = ¢|a. Entonces, por el lema 3.4 y la
proposicién 2.32, el producto torcido X' = G xx X es un G-espacio
metrizable; por el lema 3.5, A’ = G X A es un subconjunto cerrado
G-invariante de X'.

Entonces, por la proposicién 2.33, las K-aplicaciones f, ¢ y la
K-homotopia j; inducen las G-aplicaciones f',¢' : X' — Y y la G-
homotopia j; : A* — Y, t € I, respectivamente, definidas por las
formulas:

f(lg.2]) = gf (@),
¢'(lg,2]) = go(x),
Jilg,z]) = gje(z), t € I,
donde [g,z] € X"y g € G.
Revisaremos primero que f’'y ¢’ son V-cercanas. Como f y ¢ son

V-cercanas, entonces existe un elemento V' € V que contiene los puntos
f(x) y p(x). En consecuencia,

f(lg,]) = gf(z), ¢'([g,7]) = gp(x) € gV

y como gV € V, concluimos que las G-aplicaciones f' y ¢’ son V-
cercanas.

Enseguida, revisamos que j; : A — Y, t € I es una V-homotopia.
Como j; : A — Y, t € I es una V-homotopia, existe un elemento
W €V tal que ji(a) € W para todo t € I. Consecuentemente,

ji(lg, al) = gji(a) € gW
para todo t € I, y como gW €V, inferimos que
g A=Y, tel,

es una V-homotopfia.
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Ahora, como el G-espacio Y satisface la propiedad P(G,V), debe
existir una G-homotopia J) : X' — Y, t € I, con Jy=f, J =¢ vy
J{|a = j; para cada t € I.

Evidentemente, la restriccion J, = J/|x : X — Y es una homotopia
K-equivariante con Jy = f, J1 = ¢ y Ji|a = j; para cada t € I. Esto
completa la demostracion. O

La propiedad P(G,V) de un G-espacio metrizable caracteriza los
G-ANR’s. En efecto, tenemos el siguiente resultado fundamental:

Teorema 4.7. Para que un G-espacio metrizable Y sea un G-ANR

es necesario y suficiente la existencia de una G-cubierta abierta V' de
Y tal que Y satisface la propiedad P(G,V).

Demostracion. La condicién de necesidad se sigue del teorema 4.5
tomando U como la cubierta abierta de Y la cual consiste del conjunto
abierto singular, a saber, Y mismo.

Para probar la suficiencia de la condiciéon P(G, V), por los teoremas
2.29 y 3.7 es suficiente mostrar que Y es un G-ANE local.

Para ello, sean y € Y y V € V tal que V contiene a y. Por la
compacidad del estabilizador G, y la proposicién 1.39, podemos selec-
cionar una vecindad Gy -invariante S de y tal que S C V. Definimos
dos G-aplicaciones ¢,v : S — Y y una G,-homotopia 6, : {y} — Y,
t € I, tomando

o(s)=y, siseSsS
P(s)=s, sisesS
O (y) =y, sitel.

(Ver la figura 4(1)).

Obviamente, ¢ y 1 son Gy-aplicaciones V-cercanas y 0y, t € I, es
una V-G,-homotopfia, tal que 0y(y) = ¢(y) y 01(y) = ¥(y). De acuerdo
la proposicién 4.6, Y considerado como un Gy-espacio, satisface la
condiciéon P(Gy, V).

Ahora, como S es un G,-espacio metrizable y {y} es un G-sub-
conjunto cerrado de S, se sigue de la condicién P(Gy, V) que hay una
G,-homotopia j; : S = Y, t € I, con jo = ¢, j1 = ¢, y ji(y) = y para
cada t € I. (Ver la figura 4(2).)

Como el intervalo unitario I es compacto y como j;(y) =y € V
para cada t € I, por el lema 1.57 y la proposicion 1.39, existe una
vecindad abierta Gy-invariante U de y tal que U C S'y j,(U) C V para
todo t € I. Probaremos que U es un G,-ANE.

Con este fin, sea f : A — U cualquier Gj-aplicacién definida en
un G,-subespacio cerrado A de un G-espacio metrizable X. Definimos
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F1GURA 4. [lustracion utilizada en la demostracion del
teorema 4.7

dos Gy-aplicaciones ¢, : X — Y y una G,-homotopia J; : A — Y,
t € I, tomando

Ji(x) = { Ju(f(x)), siz€eAy0<t<y
t jQ,Qt(f<l')), size A y 1 <t <L 1.
Obviamente, £ y 1 son Gy-aplicaciones V-cercanas y J; es una V-
G,-homotopia, tal que Jy = &|a, J1 = n]a. Luego, por la condicién
P(Gy, V), existe una G,-homotopia R, : X — Y, ¢t € I, con Ry = &,
Ry =n,y Ri|a = J; para cada t € I. (Ver la figura 5.)
Consideremos la Gy-aplicacion r = R% : X — Y. Por la construc-

cién de r, uno puede ver claramente que 7|4 = f.
En efecto, si x € A, entonces

r(@) = Ry(@) = Jy(2) = ju(f(2)) = f(2).

Sea W = r~!(U). Entonces, W es una vecindad G,-invariante abierta
de A en X y la restriccién r|y : W — U es una Gy-extensién de f
sobre W.

Esto prueba que U es un G,-ANE. Por lo tanto, hemos probado
que Y es G-ANE local. 0
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F1GURA 5. [llustracion utilizada en la demostracion del
teorema 4.7

2. (G-contraibilidad local y G-PEH

Definicién 4.8. Un G-par (X,A) tiene la propiedad de exten-
sion de homotopia equivariante (abreviada G-PEH ) con respecto
a un G-espacio Y si y solo si cada G-homotopia parcial

ht . A — K te I
de una G-aplicacion arbitraria f: X — 'Y posee una G-extension
fi: X =Y, teltal que fy = f.

ElG-par (X, A) tiene la propiedad de extension de homotopia
equivariante absoluta (abreviada G-PEHA) si y sdlo si éste posee
la G-PEH con respecto a todo G-espacio Y .

En la figura 6 ilustramos los puntos esenciales de la definicion 4.8.

En otra terminologia, en este caso, la inclusion A — X, suele lla-
marse una cofibracién equivariante (ver [18], p. 96). La version no
equivariante de esta nocion también juega un papel muy importante
en la topologia algebraica (Ver, por ejemplo, [2]).

Una consecuencia inmediata de la G-PEH del G-par (X, A) con
respecto a Y es que el problema de extension equivariante de una G-
aplicacion f : A — Y sobre X depende sélo de la clase de G-homotopias
de la aplicacion f. En otras palabras, si f,¢ : A — Y son G-aplicaciones
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FIGURA 6. Propiedad de extension de homotopia equivariante.

G-homotépicas y si f es G-extendible sobre X, entonces también lo es
0.

La version equivariante del teorema de Borsuk establece que siY es
un G-ANR, entonces todo G-par (X, A) tiene la G-PEH con respecto
a'Y (ver [3, teorema 5]). En el caso no equivariante este es el bien
conocido teorema de Borsuk (ver [14], theorem 8.1).

Nuesto siguiente teorema, el cual es valido ain para acciones de
grupos solo compactos, establece una versiéon “controlada” de este re-
sultado:

Teorema 4.9. Sea Y un G-ANR y U una G-cubierta de Y. Su-
pongamos que A es un subconjunto invariante cerrado de un G-espacio
metrizable X y j; : A — Y, t € I, una U-G-homotopia parcial. St jg
puede ser extendida a una G-aplicacion f : X — Y, entonces existe
una U-G-homotopia J, : X — Y tal que Jo = [ y Ji|a = ji para toda
tel.

Demostracion. Por la versién equivariante del teorema de ex-
tension de homotopia de Borsuk (ver [3, teorema 5]), existe una G-
homotopia F; : X — Y, t € I tal que Fy = f y F|a = j;. Para cada
a € A, existe U, € U que contiene F(a) para toda t € I. Por el lema
1.57 y la compacidad del intervalo unitario I, existe una vecindad W,
de a en X tal que

(12) F,(W,) C U,, paratodat € I.
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Pongamos W = ) W,. Entonces W es una vecindad de A en X. Dada

acA

14 =8 E
i I.: JI:

Ficura 7. llustracion utilizada en la demostracion del
teorema 4.9.

la compacidad del grupo actuante G, existe una vecindad G-invariante
V de A tal que V.C W.
Enseguida seleccionamos una aplicacion invariante de Urysohn A : X —

I tal que A|4 = 1y Ax\v = 0. Definimos J; : X — Y, t € I, como
sigue:
Jt(x) = F)\(m)-t<x)7 r e X.
Entonces es claro que J;(z) depende continuamente del par
(x,t) € X x I,
Jy es equivariante y Jy|4 = j; para toda t € I. Ademads

Jo(x) = Fo(z) = f(2)

para cada x € X, luego Jy = f. Resta probar que la G-homotopia J;,
t € I, es limitada por U. En efecto, tomemos un x € X arbitrario. Si
x € V entonces existe un a € A tal que z € W,. En consecuencia, por
(12), para cada t € I, se tiene:

Jt(ZE) = F,\(I).t(m) e U,.
Si x ¢ V, entonces A(z) = 0, de lo cual se sigue que

Ji(x) = Fy(z) = f(x), t € 1.
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Como U es una cubierta de Y, existe un elemento U € U que contiene
a f(z), y por lo tanto, J;(x) esté contenida en U para todo t € I, como
se requerfa. (Ver la figura 7.) O

La proposicién siguiente es valida aiin para acciones de grupos sélo
compactos.

Proposicion 4.10. Sea Y un G-espacio tal que cada G-par tiene la
G-PEH con respecto a 'Y . Entonces para cada subgrupo cerrado K C G,
todo K-par (X, A) tiene la K-PEH con respecto a'Y considerado como
un K-espacio.

Demostracion. Sean X un K-espacio metrizable y A un subcon-
junto de X cerrado K-invariante. Supongamos que f : X — Y es
una K-aplicaciéon y hy : A — Y, t € I, es una homotopia parcial
K-equivariante, con hyg = f|a.

Por la proposicién 2.32 y el lema 3.4, el producto torcido

X,:GXKX

es un G-espacio metrizable y por el lema 3.5, A’ = G xg A es un
subconjunto cerrado G-invariante de X’.
Entonces, por la proposicion 2.33, la K-aplicacion f, y la K-homoto-

pia h; inducen la G-aplicacién f': X’ — Y y la G-homotopia
hy: A=Y, tel,

respectivamente, definidas por las férmulas:

f'(lg. z]) = gf (),
hi(lg, 2]) = ghi(z), t € 1,
donde [g,z] € X"y g € G.

Por hipoétesis, todo G-par tiene la G-PEH con respecto a Y. En par-
ticular el G-par (X', A’) tiene la G-PEH con respecto a Y. De ahi que
existe una G-homotopfa H} : X' — Y t €I, con Hy= f'y H{|a = h]
para cada t € I.

Entonces la restriccion Hy = H|x : X — Y es una homotopia K-
equivariante con Hy = f, y H;|a = h; para cada t € I. Por tanto, el
K-par (X, A) tiene la K-PEH con respecto a Y.

El diagrama siguiente presenta los puntos bésicos de esta demostracion,
recordando que, por la proposicion 2.34,

Gxg (X xI)2(GxgX)xI=X x1I,
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al igual que
Gxg(AxI) 2 (GxxgA)yxI=A"x1I,
y que las flechas punteadas y continuas,

G —aplicaciones K —aplicaciones
e -

representan, respectivamente, las aplicaciones G-equivariantes y K-
equivariantes.

X'c
i 7 i
L
A'c
ixIdy
N C i R
A x T

O

La G-contraibilidad local como la G-PEH son propiedades necesa-
rias para un espacio G-ANR (ver la implicacién (a) = (b) en el teorema
4.11 abajo). Pero estas propiedades no pueden, por separado, caracteri-
zar a los G-ANR’s aun en el caso de que el grupo GG actuante es trivial.
Ejemplos correspondientes pueden encontrarse en Borsuk [14, Cap. V,
§11] y Hanner [25].

Sin embargo, la G-contraibilidad local y la G-PEH juntas son equi-
valentes a la propiedad de ser G-ANR. Mas precisamente tenemos:

Teorema 4.11. Para un G-espacio metrizable Y, las tres proposi-
ciones siquientes son equivalentes:

(a) Y es un G-ANR.
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(b) Y es localmente G-contraible y todo G-par (X,A) tiene la G-
PEH con respecto a Y.

(c) Todo punto y € Y tiene una vecindad G,-invariante V tal
que cualquier Gy-aplicacion f : A — V definida en un G-
subconjunto cerrado A de un Gy-espacio metrizable X tiene
una Gy-extension ¢ : X — Y.

Demostracién.

(a) = (b). La G-PEH se sigue del teorema 4.9 si tomamos adf = {Y'}, la
cubierta con un unico elemento.
Probaremos que Y es localmente G-contraible. De acuerdo
al corolario 2.26, podemos suponer que Y es un subconjunto
invariante cerrado de un G-espacio lineal normado Z.

FicuraA 8. Illustracion utilizada en la demostracion de
(a) = (b) del teorema 4.11.

Como Y es un G-ANR debe existir un subconjunto inva-
riante abierto U C Z y una G-retraccion r : U — Y. Ahora,
tomamos un punto y € Y y una vecindad G\-invariante W
de y en Y. Como r~ (W) es un subconjunto abierto de Z,
podemos seleccionar una bola abierta B(y,¢) centrada en y
con radio € > 0, tal que B(y,e) C r~'(W). Ahora hacemos
V = B(y,e) NY. Como G actiia por medio de isometrias li-
neales en Z, inferimos que la bola B(y,¢), y por lo tanto el
conjunto V, es G -invariante. (Ver la figura 8.)



2. G-CONTRAIBILIDAD LOCAL Y G-PEH 79

FicurA 9. llustracion utilizada en la demostracion de
(a) = (b) del teorema 4.11.

Definimos una G,-homotopia f; : V. — W, t € I, por la
formula:

filv)=r(ty+ (1 —tp), veV.

Claramente f;, t € I, es una G\-contracciéon de V en W al
punto Gy-fijo y. (Ver la figura 9.)

. Sea y un punto arbitrario en Y. Como Y es localmente G-

contraible, existe una vecindad Gy-invariante V' de y la cual
es G,-contraible en Y a un punto G,-fijo z € Y (en general, z
puede ser diferente de y). Para probar que V satisface (c), sea
f A — V una Gy-aplicacién definida en un G,-subconjunto
cerrado A de un Gy-espacio metrizable X. Como V' es G-
contraible al punto G-fijo z, se sigue que f, considerada como
una Gy-aplicacién en Y, es G-homotdpica a la G-aplicacién
constante ¢ : A — Y la cual lleva todo A en el punto z € Y.
Ahora, observe que por la proposicién 4.10, (X, A) satisface
la G,-PEH con respecto a Y. Por tanto, como ¢ puede ser
Gy-extendida sobre X, se sigue que f también tiene una G-
extension ¢ : X — Y, como se requerfa. (Ver la figura 10.)

. Por el teorema 2.29 y el teorema 3.7, es suficiente mostrar

que Y es un G-ANE local. Sea y € Y un punto arbitrario y
sea V una vecindad Gj-invariante de y la cual satisface (c).
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FicuraA 10. llustracion utilizada en la demostracion de
(b) = (c) del teorema 4.11.

Probaremos que V' es un G,-ANE. Con este propésito, sea
fiA=YV

cualquier Gy-aplicacién definida en un G-subconjunto cerrado
A de un G,-espacio metrizable X. Por (c), f tiene una G-
extension ¢ : X — Y.

x oy
y A

U=9¢"'(V)

La imagen inversa

es un conjunto abierto Gy-invariante en X que contiene a A,
y la restriccion

¢|U2U—>V

es una Gy-extension de f : A — V sobre U.
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3. Cerrados invariantes G-ANR’s de los espacios G-ANR’s

Nuestro ultimo resultado caracteriza los subconjuntos G-ANR ce-
rrados invariantes en un espacio G-ANR. En esta seccion los resultados
corresponden a las acciones de grupos compactos. Mas precisamente
tenemos el siguiente:

Teorema 4.12. Sea G un grupo compacto y sea X un G-ANR.
Entonces un subconjunto cerrado invariante A de X es un G-ANR si
y solo si el G-par (X, A) tiene la G-PEHA.

Para la demostracion necesitaremos los siguientes dos lemas.

Lema 4.13. Un G-par (X, A) tiene la G-PEHA si y sdlo si el
subconjunto cerrado invariante
T=(Xx{0}HU(AxI)
del G-espacio P = X x I, es un G-retracto de P.

Demostracion.
La parte “sélo si”.
Sea f: X — T la G-aplicacion definida por

f(z) = (x,0), z € X.

Definamos una G-homotopia parcial hy : A — T, t € I, de f
tomando

hi(a) = (a,t), a € A, t € I.

Como (X, A) tiene la G-PEHA y hy = f|4, inferimos que h; tiene
una G-extensiéon f; : X — T, t € I, tal que fo = f. (Ver la figura
11.)

Sea r : P — T la G-aplicacién definida por
r(z,t) = fix), v € X, tel.

Entonces r es una G-retraccién de P sobre T'. Esto prueba que
T es un G-retracto de P.
La parte “si”.
Suponga que T es un G-retracto de P con una G-retraccion
r: P — T. Para probar la G-PEHA del G-par (X,A), sea
f: X—=Y

cualquier G-aplicacion de X a un G-espacio Y y h; : A — Y,
t € I, una G-homotopia parcial de f. Definamos una G-aplicacién
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FicuraA 11. llustracion utilizada en la demostracion de
la parte “solo si”del lema 4.13.

H:T — Y tomando

Hiz.t) f(z), sizeXy t=0
" N h(z), sixeAy tel.

Entonces h; tiene una G-extension f; : X — Y, t € I, definida
por
filz) = H(r(x,1))
para cada x € X y cada t € I. Claramente, tenemos f, = f.

Luego, (X, A) tiene la G-PEHA. (Ver la figura 12.)
UJ

Lema 4.14. Si X es un G-ANR y A es un subconjunto cerrado
invariante G-ANR de X, entonces el subconjunto cerrado invariante

T=(Xx{0HU(AxI)
del G-espacio P = X x I es un G-retracto de P.

Demostracién. Como X x {0} y A x I son subconjuntos cerrados
invariantes G-ANR de T y su interseccion A x {0} es también un G-
ANR, se sigue del teorema 2.30, que 17" es un G-ANR. Por el teorema
2.29, T es un G-ANE también. Luego, la G-aplicacién identidad

1: T —T
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FicuraA 12. llustracion utilizada en la demostracion de
la parte “si”del lema 4.185.

tiene una G-extension j : U — T sobre una vecindad invariante U de
T en P.
Mostraremos que entonces existe una G-retaccion r : P — T. Del

R L s |
e T 1R L Ch = e S

hﬂ-l]:-{

Ficura 13. Ilustracion utilizada en la demostracion del
lema 4.14.

lema 1.56 y la compacidad del intervalo I, uno puede encontrar una
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vecindad V' de A en X tal que V x I C U. Por la compacidad del grupo
actuante G uno puede suponer que V es invariante (ver proposicién
1.39). Enseguida, como A y X\V son subconjuntos cerrados invariantes
disjuntos de un G-espacio normal X, por el lema de Urysohn (ver
teorema 1.44), existe una aplicacién invariante A : X — I tal que

1, si A
)\(x): , s?xe
0, size X\V.

Definimos una G-aplicacion r : P — T poniendo
r(z,t) = j(z,A(z)t)

para cada x € X y cada t € I. Entonces r es una G-retraccion de P
sobre T'. (Ver la figura 13.) O

Demostracion del teorema 4.12.
La parte “sélo si”.
Sea X un G-ANR. Sea A un subconjunto cerrado invariante

de X el cual es un G-ANR. Por el lema 4.14, el subconjunto
cerrado invariante

T=(Xx{0}HU(AxI)

del G-espacio P = X x [ es un G-retracto de P. Finalmente, por
el lema 4.13, el G-par (X, A) tiene la G-PEHA.
La parte “si”.

Supongamos que el G-par (X, A) tiene la G-PEHA. Entonces,
por el lema 4.13, T es un G-retacto de P. Como P = X x [ es un
G-ANR y por el teorema 2.29, P es un G-ANE, se sigue que T es
también un G-ANR, por la proposicién 2.6 y por el teorema 2.29.
Enseguida, A puede ser identificada, como un G-espacio, con el
subespacio cerrado invariante A x {1} de T. Evidentemente, el
conjunto

V={(a,t) eT|a € A, t >0}
es una vecindad abierta invariante de A en T. Sea s : V — A la
G-aplicacion definida por

s(a,t) =(a,1), a€ A, tel.

Como s es claramente una G-retraccion de V' sobre A, inferimos
que A es un G-retracto de vecindad de T. Como T es un G-
ANR, se sigue de la proposicién 2.6 y del teorema 2.29, que A es
un G-ANR. Esto completa la demostracién. (Ver la figura 14.)
O
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FicuraA 14. llustracidon utilizada en la demostracion de
la parte “si”del teorema 4.12.

Corolario 4.15. Sea X un G-ANR. Entonces un subconjunto ce-
rrado invariante A de X es un G-ANR si y solo si el subconjunto
cerrado invariante

T=(Xx{0}HU(AxI)
del G-espacio P = X x I, es un G-retracto de P.

Conclusiones

Reiteramos que hemos obtenido en este capitulo dos nuevas carac-
terizaciones de los G-ANR’s basadas en el concepto de G-homotopia.
Tales caracterizaciones representan dos de los resultados principa-
les de este trabajo y son dadas por los teoremas 4.7 y 4.11. Ambos
teoremas se deducen elegantemente a partir de nuestra caracterizacion
local de los G-ANR’s, determinada en el capitulo previo por el teo-
rema 3.7. Es de observar que esta caracterizacion local esta necesa-
riamente restringida a las acciones de grupos compactos de Lie (ver la
observacion 3.10), por lo que surge la pregunta de si las caracterizacio-
nes homotépicas dadas en los teoremas 4.7 y 4.11 seran a su vez validas
0 no para grupos mas amplios, particularmente, para grupos compactos
no de Lie. Notemos que solo en la parte de “suficiencia” del teorema
4.7, asi como sélo en la implicacion (¢) = (a) del teorema 4.11 hemos
usado la hipétesis que G es un grupo compacto de Lie. En contraste,
nuestro ultimo resultado principal dado por el teorema 4.12 es
valido para acciones de grupos compactos no necesariamente de Lie.
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