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Introducción

La Teoŕıa de Retractos fue creada en los años 30-as del siglo XX por
el matemático polaco Karol Borsuk. La Teoŕıa de grupos topológicos
de transformaciones toma su origen de los trabajos clásicos del ma-
temático noruego Sofus Lie de los años 80-as del siglo XIX. Estas dos
teoŕıas dieron origen a una nueva teoŕıa llamada actualmente Teoŕıa
Equivariante de Retractos a la cual pertenece la presente tesis doctoral.

Aportaciones importantes en esta teoŕıa, entre otros, tuvieron los
siguientes matemáticos: H. Abels [1], S. Antonyan [3], [4], [10], I.James
y G. Segal [31], J. Jaworowski [32], [33], A. Kushkuley y Z. Balanov
[37], R. Lasof [34], S. Illman [28], [29], M. Madirimov [38], [39], R.
Palais [42], Yu. Smirnov [43], [44], J. de Vries [45], [46]. Las recien-
tes aplicaciones de la Teoŕıa Equivariante de Retractos a un problema
clásico de Análisis Funcional (más precisamente, a los compactos de
Banach-Mazur), dados en los art́ıculos [7] y [10], demuestran una vez
más la importancia de esta teoŕıa.

Actualmente la Teoŕıa Equivariante de Retractos está desarollándo-
se activamente; basta mencionar sólo algunos de los trabajos importan-
tes recientes, como los de S. Antonyan [11], [12], A. Bykov y M. Texis
[16] y [17], E. Elfving [21], [22], A. Feragen [24], M. Kankaanrinta
[35], [36].

En la Teoŕıa Equivariante de Retractos se estudian los G-espacios
(donde G es un grupo compacto de Lie) desde el punto de vista de la
Teoŕıa de retractos. Los G-ANR’s (los retractos G-equivariantes absolu-
tos de vecindad) constituyen objetos principales de esta teoŕıa. En esta
introducción nos conviene adoptar la siguiente caracterización como
la definición de un G-ANR: un G-espacio metrizable Y es un G-ANR
si y sólo si toda G-aplicación f : A → Y de un conjunto cerrado y
G-invariante A de un G-espacio metrizable X se extiende a una G-
aplicación F : U → Y definida en una vecindad G-invariante U de A
en X.

vii



viii INTRODUCCIÓN

En este trabajo estamos interesados en determinar qué propiedades
basadas en el concepto de homotoṕıa equivariante, permiten caracteri-
zar a los G-ANR’s en la clase de los G-espacios metrizables, donde G
es un grupo compacto de Lie.

Los problemas correspondientes no equivariantes pueden ser consul-
tados en los textos sobre Teoŕıa de Retractos, particularmente podemos
mencionar a Borsuk [14], Hu [27] y van Mill [40].

Un hecho conocido dentro de la Teoŕıa Equivariante de Retractos, es
que todo espacio G-ANR es localmente G-contráıble. Recordemos que
un G-espacio X se llama localmente G-contráıble si para todo punto
x ∈ X y toda Gx-vecindad U de x existe una Gx-vecindad V de x
tal que V es contráıble en U a un punto por medio de una homotoṕıa
Gx-equivariante, donde Gx denota el estabilizador del punto x.

En 1978, Jaworowski probó (ver [33]) que si G es un grupo compacto
de Lie, entonces para G-espacios de dimensión finita la G-contraibilidad
local es justamente equivalente a la propiedad de ser un G-ANR. De
otro lado, sin la propiedad de la dimensión finita, la G-contraibilidad
local por śı sola no es suficiente para caracterizar a los G-ANR’s in-
cluso cuando G es el grupo trivial (ver [14, Caṕıtulo V, §11] para un
contraejemplo).

Otra propiedad necesaria para que un G-espacio metrizable sea
un G-ANR es la propiedad de extensión de homotoṕıa G-equivariante
(abreviado G-PEH) con respecto a todo G-par metrizable (X,A) (ver
[3]). Aqui se dice que un G-par (X,A) tiene la propiedad G-PEH
con respecto a un G-espacio Y si y sólo si cada G-homotoṕıa parcial
ht : A → Y, t ∈ I de una G-aplicación arbitraria f : X → Y posee una
G-extensión

ft : X → Y, t ∈ I tal que f0 = f.

Uno de los resultados principales de esta tesis, que se prueban en
el Caṕıtulo 4, es que si G es un grupo compact de Lie, entonces la G-
contraibilidad local junto con la propiedad G-PEH caracterizan a los
G-ANR’s dentro de la clase de todos los G-espacios metrizables (ver
Teorema 4.12). En ese mismo caṕıtulo se da una versión equivarian-
te controlada del teorema de extensión de homotoṕıas de Borsuk (ver
Teorema 4.10). Ah́ı definimos la propiedad P(G,V), que permite por
śı sola caracterizar completamente a los G-ANR’s en la clase de todos
los G-espacios metrizables. Esta propiedad P(G,V) es una especie de
la G-PEH, en donde en lugar de las homotoṕıas equivariantes cuales-
quiera, participan homotoṕıas equivariantes pequeñas controladas con
una cubierta abierta V .



INTRODUCCIÓN ix

Ambas nuestras caracterizaciones homotópicas de los G-ANR’s es-
tan basadas en la caracterización local de los G-ANE’s, cuya deducción
se exhibe en el Caṕıtulo 3 (Teorema 3.7): un G-espacio X es un G-ANE
si y sólo si cada punto x ∈ X admite una vecindad Gx-invariante U , la
cual es un Gx-ANE.

Otro resultado de esta tesis corresponde a la caracterización de
subespacios cerrados invariantes de los espacios G-ANR’s, los cuales
también son G-ANR’s. Resulta ser que si X es un G-ANR entonces
un subconjunto cerrado e invariante A de X es un G-ANR si y sólo si
el G-par (X,A) satisface a la propiedad G-PEH con respecto a todo
G-espacio (Teorema 4.12).

La estructura que presenta este trabajo es dada por cuatro caṕıtu-
los. En el primero de ellos se dan los conceptos básicos de la Teoŕıa
Equivariante de Retractos.

En el segundo se describe a los objetos que se tratan de caracterizar,
los G-ANR’s. Igualmente se presentan teoremas que serán relevantes
para las pruebas de los últimos caṕıtulos, en particular, un teorema de
unión de G-ANE’s. En el tercer caṕıtulo se da una caracterización local
de los G-ANR’s.

Finalmente, en el último caṕıtulo se presentan ambas caracteriza-
ciones homotópicas de los G-ANR’s arriba mencionadas. Se concluye
con la caracterización de subespacios cerrados invariantes de los espa-
cios G-ANR’s, los cuales también son G-ANR’s.



CAṔıTULO 1

Nociones básicas

El objetivo de este trabajo es presentar caracterizaciones homotópi-
cas de los G-ANR’s. En esta sección se describirán los conceptos básicos
relativos a la equivarianza y se darán algunas proposiciones que serán
de utilidad.

En lo que sigue, utilizaremos el término aplicación para referirnos
a una función continua. Igualmente consideraremos a las vecindades,
como conjuntos abiertos.

En la consulta de las nociones básicas de la Teoŕıa de los Grupos de
Transformación, mencionamos como principales referencias [15], [30] y
[42].

1. G-espacios

Definición 1.1. Un conjunto G con una operación binaria · y una
familia τ de subconjuntos de G se llama un grupo topológico si

(1) (G, ·) es un grupo;
(2) (G, τ) es un espacio topológico;
(3) las funciones µ : (G, τ)×(G, τ) → (G, τ) y ι : (G, τ) → (G, τ),

dadas por µ(x, y) = x · y y ι(x) = x−1 son continuas, donde
x−1 es el inverso de x.

Los grupos topológicos en este trabajo son básicamente compac-
tos de Hausdorff. De hecho, los resultados principales corresponden a
las acciones de grupos compactos de Lie. Enseguida describiremos los
grupos de Lie.

Definición 1.2. Un grupo de Lie es un grupo topológico segun-
do numerable G con estructura de n-variedad diferencial, tal que las
operaciones del grupo son funciones diferenciables.

Sobre los grupos de Lie tenemos lo siguiente que resulta relevante
en nuestro estudio: todo grupo de Lie es, como consecuencia de su
definición, un espacio metrizable y separable. Además, los subgrupos
cerrados de Lie, son también grupos de Lie y los productos finitos de
grupos de Lie, son grupos de Lie.

1



2 1. NOCIONES BÁSICAS

Definición 1.3. Sea G un grupo multiplicativo con elemento iden-
tidad e. Diremos que G actúa (por la izquierda) en un conjunto X no
vaćıo si existe una función θ : G×X → X, llamada acción de G en
X (o bien, una G-acción en X), tal que

(i) θ(e, x) = x para cada x ∈ X.
(ii) θ

(
h, θ(g, x)

)
= θ(hg, x) para cada g, h ∈ G y x ∈ X.

Entonces llamaremos a X un G-conjunto.

Observación 1.4. Escribiremos, con el fin de facilitar la notación,
gx en lugar de θ(g, x), ocasionalmente utilizaremos la notación g ?x, o
bien, g · x. Entonces podemos expresar las propiedades enunciadas en
la definición 1.3 en la siguiente forma:

(i) ex = x para cada x ∈ X.
(ii) h(gx) = (hg)x para cada g, h ∈ G y x ∈ X.

Definición 1.5. Sea θ la acción de un grupo G en un conjunto X.
Entonces θ induce, para cada g ∈ G, la transformación

θg : X → X, dada por θg(x) = θ(g, x) = gx

que llamaremos transición.

Observación 1.6. Por las propiedades de la acción θ en el conjunto
X,

(i) θe(x) = x, para cada x ∈ X, es una función identidad.
(ii) θhθg = θhg para cada h,g ∈ G.

Proposición 1.7. Sea θ la acción de un grupo G en un conjunto
X. Entonces para cada g ∈ G, la transición θg es una biyección.

Demostración. Si θg(x1) = θg(x2), entonces gx1 = gx2 y de ah́ı,
g−1(gx1) = g−1(gx2). Por la definición 1.3, (g−1g)x1 = (g−1g)x2, por
tanto, ex1 = ex2 y nuevamente de la definición 1.3, x1 = x2, por tanto,
θg es inyectiva.

Veamos que θg es sobreyectiva. Sea x ∈ X. Entonces por la defi-
nición 1.3, x = ex = gg−1x = g(g−1x) = θg(g

−1x), tenemos que θg es
sobreyectiva. ¤



1. G-ESPACIOS 3

Definición 1.8. Llamaremos grupo topológico de transfor-
maciones a la terna (G,X, θ) formada por un grupo topológico G,
un espacio topológico X y una acción continua θ : G × X → X. Un
G-espacio es un grupo topológico de transformaciones cuyo grupo ac-
tuante es el G.

Sea G un grupo topológico. Como ejemplos de G-espacios, tenemos

(a) I, el intervalo unitario, es un G-espacio bajo la acción gx = x,
para cada g ∈ G y x ∈ I.

(b) Supongamos que X es un G-espacio, entonces X × I, bajo la
acción diagonal dada por g(x, t) = (gx, t), es un G-espacio.

(c) G es un G-espacio, donde G actúa por translación izquierda.
Sin embargo, G es también un G-espacio, mediante la acción
(g, t) 7→ g ? t = tg−1.

Proposición 1.9. Sea (G,X, θ) un grupo topológico de transfor-
maciones. Entonces para cada g ∈ G, la transición θg es un homeo-
morfismo.

Demostración. Por la proposición 1.7, sabemos que para cada g ∈
G, θg es una biyección. Como para cada g ∈ G, θg es una restricción de
la función continua θ, también es continua. Particularmente, (θg)

−1 =
θg−1 . Por lo tanto, cada θg es un homeomorfismo. ¤

Observación 1.10. Para un espacio topológico X, denotaremos
por Homeo(X) el conjunto de todos los homeomorfismos de X. La
composición de aplicaciones convierte a Homeo(X) en un grupo cu-
yo elemento neutral es el homeomorfismo idéntico de X. La función
Θ : G → Homeo(X) del grupo topológico G en el grupo Homeo(X),
dada por Θ(g) = θg, determina un homomorfismo. En efecto, θe es
la función identidad, θgh = θgθh, y (θg)

−1 = θg−1. Por eso se usa el
término de grupo topológico de transformaciones para referirse a la
terna (G, X, θ).

Definición 1.11. Sea (G,X, θ) un grupo topológico de transforma-
ciones. Sean H un subgrupo de G, A un subconjunto de X y x ∈ X.

1. Denotaremos por H(A) el subconjunto {ha|h ∈ H, a ∈ A} de
X y llamaremos a H(A) la H-saturación de A. Diremos que
A es un conjunto H-invariante en X respecto a la acción
de G en X si H(A) = A. Si A es G-invariante, diremos que
A es un conjunto invariante, a menos que exista alguna
ambigüedad.
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2. Llamaremos al conjunto G(A) simplemente la saturación de
A.

3. Llamaremos al conjunto G(x) = {gx|g ∈ G}, la órbita de x.
Denotaremos al conjunto de órbitas por X/G.

4. Definimos la proyección orbital como la función

π : X → X/G,

donde π(x) = G(x) vista como elemento de X/G.
5. Llamaremos al conjunto Gx = {g ∈ G|gx = x} el estabiliza-

dor o el grupo de isotroṕıa de x.
6. Diremos que x es un punto G-fijo si Gx = G. Denotaremos

por XG al conjunto de puntos G-fijos.

Proposición 1.12. Sean X un G-espacio y A un subconjunto de
X. Entonces A es invariante si y sólo si gA = {ga|a ∈ A} ⊂ A para
cada g ∈ G.

Demostración. Si A es un conjunto invariante entonces claramen-
te gA ⊂ A, para cada g ∈ G. Ahora, si gA ⊂ A para todo g ∈ G, en-
tonces A = (gg−1)A = g(g−1A) ⊂ gA y de ah́ı obtenemos la igualdad
A = gA para todo g, lo que implica que G(A) =

⋃
g∈A

gA = A. ¤

Proposición 1.13. Sea X un G-espacio. Entonces la unión, la
intersección y complementos de subconjuntos invariantes de X, son
invariantes también.

Demostración. Sean A y B subconjuntos invariantes de X. En-
tonces G(A) = A y G(B) = B. Por la proposición 1.12, basta verificar
que g(A∪B) ⊂ A∪B y que g(A∩B) ⊂ (A∩B), para cada g ∈ G. Sea
y ∈ g(A∪B). Entonces y = gc, para algún c ∈ A∪B. Entonces resulta
claro que y ∈ A ∪ B, por la invarianza de A y de B. De ah́ı A ∪ B es
invariante. En forma semejante, inferimos que A ∩ B y complementos
de subconjuntos invariantes son invariantes. ¤

Proposición 1.14. Sea X un G-espacio. Entonces,

(a) X es un H-espacio para cada subgrupo H de G.
(b) Si A es un conjunto invariante de X, entonces A es un G-

espacio.
(c) Si A es un conjunto H-invariante de X, donde H es un sub-

grupo de G, entonces A es un H-espacio.



1. G-ESPACIOS 5

Demostración. Supongamos que X es un G-espacio.

(a) Restringimos la acción de G en X, al conjunto H×X. Entonces
la restricción es continua y se verifican las condiciones de la
definición de acción. Por tanto, X es un H-espacio.

(b) Si A es invariante, G(A) = A. Restringimos la acción de G en
X, al conjunto G × A, la cual es continua. Como en el caso
anterior, se observan las propiedades de acción. Entonces A es
un G-espacio.

(c) Consecuencia inmediata de (a) y (b).

¤

Proposición 1.15. Sean X un G-espacio y A un subconjunto de
X. Entonces gA es abierto (respectivamente cerrado) si y sólo si A es
abierto (respectivamente cerrado).

Demostración. Como para cada g, θg es un homeomorfismo por la
proposición 1.9, tenemos que θg es una aplicación abierta (respectiva-
mente cerrada). De ah́ı que si A es abierta (respectivamente cerrada),
θg(A) = gA es abierta (respectivamente cerrada), y si gA es abierta
(respectivamente cerrada), θg−1(gA) = A es abierta (respectivamente
cerrada). ¤

Proposición 1.16. Sea X un G-espacio. Entonces dos órbitas son
o disjuntas o coinciden, esto es, X es particionada en sus órbitas.

Demostración. Sean x1 y x2 dos puntos de X. Si

x ∈ G(x1) ∩G(x2),

entonces existen g1 y g2 en G tales que g1x1 = x = g2x2. Entonces
x1 = g−1

1 g2x2 ∈ G(x2) y x2 = g−1
2 g1x1 ∈ G(x1), de donde G(x1) =

G(x2). ¤

Definición 1.17. El espacio de órbitas o espacio orbital de
un G-espacio X, es el conjunto de órbitas X/G dotado con la topoloǵıa
cociente con respecto a la proyección orbital

π : X → X/G,

esto es, U ⊂ X/G es abierto en X/G si y sólo si π−1(U) es abierto en
X.
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Observación 1.18. La acción natural de G en X/G es

(g, G(x)) = G(x),

donde g ∈ G y G(x) ∈ X/G.

Observación 1.19. Dada la importancia que tiene el concepto de
topoloǵıa cociente en este trabajo, mencionamos enseguida algunos pun-
tos de la topoloǵıa general relativos a las identificaciones.

Sean X un espacio topológico, Y un conjunto no vaćıo y

f : X → Y

una función sobreyectiva. Si dotamos a Y con la topoloǵıa

Tf = {U |f−1(U) es abierto en X},
diremos que f es una identificación o función cociente, a Tf le
llamamos topoloǵıa cociente y a Y con tal topoloǵıa, espacio co-
ciente. Entonces observaremos que:

1. f es continua.
2. Tf es la mayor topoloǵıa en Y que hace continua a f .
3. Tf es la única topoloǵıa en Y con la llamada propiedad uni-

versal del cociente siguiente: una función ϕ : Y → Z en un
espacio Z es continua si y sólo si la composición ϕf : X → Z
es continua.

X

ϕf ÃÃ@
@@

@@
@@

f // Y

ϕÄÄ~~
~~

~~
~

Z

4. De la propiedad universal del cociente se puede deducir el teo-
rema de transgresión: Sea f una identificación. Entonces
toda función continua ψ : X → Z que env́ıa cada fibra f−1(y)
en un sólo punto de Z, induce una única función continua

ψ̃ : Y → Z tal que ψ̃f = ψ.

X

ψ ÃÃ@
@@

@@
@@

f // Y

ψ̃ÄÄ~~
~~

~~
~

Z

Proposición 1.20. Sea X un G-espacio. Entonces la proyección
orbital π : X → X/G es abierta.



1. G-ESPACIOS 7

Demostración. Sea U un abierto de X. Entonces

π−1π(U) = GU =
⋃
g∈G

gU

es unión de abiertos en X, por la proposición 1.15, por lo tanto, π(U)
es abierto en X/G. ¤

Proposición 1.21. Sea X un G-espacio y A un subconjunto de X.
Entonces, que A sea abierto en X, implica que H(A) es abierto en X
para cada H ⊂ G.

Demostración. Sea A abierto en X. Podemos escribir H(A) =⋃
g∈H gA, donde por la proposición 1.15 cada gA es abierto en X. Luego

H(A) es abierto en X. ¤

Proposición 1.22. Sea X un G-espacio. Si X es compacto, en-
tonces X/G es compacto.

Demostración. Claramente se sigue de la continuidad de la pro-
yección orbital. ¤

Definición 1.23. Sean X e Y G-espacios. Diremos que una apli-
cación f : X → Y es G-equivariante o que es una G-aplicación
(a menos que haya alguna ambigüedad, que es equivariante), cuando
f(gx) = gf(x) para todo x ∈ X y todo g ∈ G. Una aplicación f de
un G-espacio X en un espacio topológico Y es llamada invariante si
f(gx) = f(x) para todo g ∈ G y x ∈ X, esto es, si f es constante en
cada órbita.

Observación 1.24. Particularmente, una proyección orbital es in-
variante.

Proposición 1.25. Sean X e Y G-espacios, con proyecciones or-
bitales π y π′ respectivamente y sea f una aplicación equivariante.

(1) f induce una única aplicación f/G : X/G → Y/G que hace al
siguiente diagrama conmutativo:

X

π
²²

π′f

##GG
GG

GG
GG

G
f // Y

π′
²²

X/G
f/G

// Y/G
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(2) Si ϕ : Y → Z es equivariante, entonces ϕf : X → Z es
equivariante y (ϕf)/G = (ϕ/G)(f/G).

Demostración. Puesto que f env́ıa órbitas en órbitas, por el teo-
rema de transgresión (ver la observación 1.19), aplicado a la función
continua π′f : X → Y/G, existe una única función continua

f/G : X/G → Y/G, tal que (f/G)π = π′ϕ.

Por lo tanto, (f/G)(G(x)) = G
(
f(x)

)
y se verifica la primera afirma-

ción. La prueba de la segunda afirmación es inmediata. ¤

Definición 1.26. Sean X e Y dos G-espacios y f : X → Y una
aplicación equivariante. Si f es un homeomorfismo, diremos que f es
un G-homeomorfismo y que los espacios X y Y son G-espacios G-
homemomorfos.

Definición 1.27. Sea X un G-espacio. Diremos que una acción de
G en X es:

trivial si Gx = G para todo x ∈ X.
libre si Gx = {e} para todo x ∈ X.
efectiva o fiel si

⋂
x∈X

Gx = {e}.
transitiva si tiene una sola órbita.

Proposición 1.28. Sea X un G-espacio. La acción θ de G en X
es una aplicación abierta.

Demostración. Se sigue de que θ(S × E) =
⋃

g∈G

gE para todo

S ⊂ G y todo E ⊂ X. ¤

Proposición 1.29. Sea G un grupo topológico y H un subgrupo de
G. Entonces el conjunto de clases laterales izquierdas de H, denotado
por G/H con la topoloǵıa cociente con respecto a q : G → G/H donde
q(g) = gH, es un G-espacio con acción:

(g
′
, gH) 7→ g

′
gH.

para g′, g ∈ G.

Demostración. Es inmediato que es una acción, puesto que G es
un grupo topológico. ¤
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Definición 1.30. Sea X un G-espacio. Para cada x ∈ X, llamamos
función movimiento a la función inducida por la acción θ de G en
X,

θx : G → G(x), dada por θx(g) = θ(g, x) = gx.

Proposición 1.31. Sea X un G-espacio. Entonces para cada x ∈
X, la función movimiento es continua, sobreyectiva, equivariante, con
imagen la órbita G(x).

Demostración. Es inmediato de la definición 1.30. ¤

Proposición 1.32. Sea X un G-espacio. Entonces para cada x ∈
X, la función movimiento θx determina una única G-aplicación biyec-
tiva

θx : G/Gx → G(x)

del espacio cociente G/Gx a G(x). Además, si G es compacto y X es
de Hausdorff, θx es un G-homeomorfismo.

Demostración. Por la proposición 1.29, G/Gx es un G-espacio.
Sea p : G → G/Gx la función cociente y θx : G → G(x), la función
movimiento. Por el teorema de transgresión (ver la observación 1.19)
y dado que θx(p−1(gGx)) es univaluada, tenemos que existe una única
función continua

θx : G/Gx → G(x),

tal que θxp = θx, esto es, tenemos el diagrama conmutativo siguiente,

G

θx
!!B

BB
BB

BB
B

p // G/Gx

θx{{www
ww

ww
ww

G(x)

Entonces θx es dada por θx(gGx) = gx.
Veamos que θx es biyectiva. Tenemos que θx(gGx) = θx(hGx) si y

sólo si gx = hx. Pero, gx = hx ⇔ h−1g ∈ Gx ⇔ gGx = hGx. Tenemos
que θx es inyectiva y claramente sobreyectiva.

Veamos que es equivariante. En efecto,

θx
(
g′(gGx)

)
= θx(g′gGx) = g′gx = g′θx(gGx).

Finalmente, supongamos que G es compacto y X es de Hausdorff.
Observamos que ser de Hausdorff es una propiedad hereditaria, por
tanto, G(x) es de Hausdorff. Vamos a probar que θx es cerrada. Como
la función cociente p : G → G/Gx es continua y sobreyectiva, y G es
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compacto, la imagen de G bajo p es compacta, de ah́ı que G/Gx es
compacto. Ahora, sea C un cerrado en G/Gx. Entonces C es compacto
en G/Gx. Como θx es continua, θx(C) es compacto en G(x) y como
G(x) es de Hausdorff, θx(C) es cerrado en G(x).

Por tanto, θx es un G-homeomorfismo. ¤

Proposición 1.33. Sea X un G-espacio.

i) Si G es compacto, las órbitas son compactas.
ii) Si X es T1, entonces los estabilizadores son cerrados.

Demostración. Sea x ∈ X.

i) Si G es compacto, entonces la órbita G(x) = θx(G) también
lo es, al ser imagen continua del compacto bajo la función
movimiento.

ii) Como x es cerrado en X por ser X un espacio T1, y por tanto
es cerrado en G(x), entonces Gx = θx−1(x) es cerrado en G
por continuidad de θx.

¤

Proposición 1.34. Para un compacto K de un grupo topológico
G y un subconjunto S de un G-espacio de Hausdorff X, la restricción
θ′ : K × S → K(S) de la acción θ de G en X, es una función cerrada.

Demostración. Sea F un cerrado de K×S y x un punto de θ′(F )
Entonces existe una red

(
(gλ, xλ)

)
en F tal que la red gλ · xλ converge

a x. Queremos demostrar que x ∈ θ′(F ). Como K es compacto, alguna
subred (gλγ ) converge a un elemento g de K, luego g−1

λγ
Ã g−1, y

entonces
xλγ = g−1

λγ
(gλγxλγ ) Ã g−1x.

Por consiguiente (gλγ , xλγ ) converge al punto (g, g−1x) del cerrado F ,
y por lo tanto, x = θ′(g, g−1x) ∈ θ′(F ). ¤

Proposición 1.35. Sea G un grupo compacto, H un subgrupo de
G y X un G-espacio. Sea θ la acción de G en X. Entonces

a) θ es cerrada.
b) Si H es cerrado en G y C es cerrado en X, entonces H(C) es

cerrado en X.
c) Si H es cerrado en G y C es compacto de X, entonces H(C)

es compacto en X.
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d) Las órbitas son compactas.

Demostración.

a) Inmediata de la proposición 1.34, considerando K = G y S =
X.

b) Si H es cerrado en el compacto G, y C es cerrado en X, en-
tonces H(C) es la imagen cerrada de H × C bajo la función
cerrada θ y por tanto, es cerrada en X.

c) Si H es cerrado en el compacto G, y por lo tanto, compacto,
entonces H(C), que es la imagen continua de H × C bajo θ,
es compacto también.

d) Como G es cerrado y {x} es compacto en X, tenemos, del
inciso (c), que la órbita de x, G(x), es compacta. (Observamos
otra prueba de la proposición 1.33.)

¤

Proposición 1.36. Sea G un grupo compacto, X un G-espacio y
A un subconjunto de X. Entonces, si A es cerrado o compacto, también
lo es su saturación, respectivamente.

Demostración. Es una consecuencia inmediata de la proposición
1.35. ¤

Proposición 1.37. Sea G un grupo compacto y X un G-espacio.
Entonces la proyección orbital es cerrada y propia, es decir, es perfecta.

Demostración. Veamos que la proyección orbital π : X → X/G
es cerrada con fibras compactas. Sea C un cerrado en X. Entonces
π−1(π(C)) = G(C) es cerrado en X, por la proposición 1.35, luego
π(C) es cerrado en X/G. Igualmente, para G compacto, cada fibra
de π es una órbita y por la misma proposición 1.35, se tiene que es
compacta. ¤

Definición 1.38. Una aplicación f : X → Y tal que, restringida
a su imagen f ′ : X → f(X) es un homeomorfismo, es llamada un
encaje, el, cual denotamos por f : X ↪→ Y . Particularmente, el encaje
f : X ↪→ Y es cerrado si y sólo si f(X) es cerrado en Y . Si además X
y Y son G-espacios, un encaje f : X ↪→ Y que es una G-aplicación, es
llamada encaje equivariante o G-encaje de X en Y .



12 1. NOCIONES BÁSICAS

Proposición 1.39. Sean G un grupo compacto y X un G-espacio.
Si V es una vecindad de un subconjunto invariante A de X, entonces
existe una vecindad invariante U de A tal que U ⊂ V.

Demostración. Supongamos que V es una vecindad de un sub-
conjunto invariante A de X y sea π : X → X/G la proyección orbital
de X, la cual es cerrada por ser G compacto. El conjunto

U = (X/G) \ π(X \ V )

es abierto en X/G y contiene a π(A). Además, π−1(U) ⊂ V dado que si
u ∈ U entonces π−1(u)∩(X\V ) = ∅. De donde π−1(U) = X\(G(X\V ))
es la vecindad invariante de A contenida en V . ¤

Proposición 1.40. Sea G un grupo compacto y X un G-espacio.
Entonces si X es T1, X/G también lo es.

Demostración. Si X es T1, entonces como cada punto x de X es
cerrado se tiene que π(x) es cerrado y entonces X/G es T1. ¤

Proposición 1.41. Sea G un grupo compacto. Sean X un G-espa-
cio normal y A un subconjunto cerrado invariante de X. Si U es una
vecidad de A en X, entonces existe un subconjunto abierto invariante
V de X tal que A ⊂ V ⊂ V ⊂ U.

Demostración. Como X es normal, existe una vecindad W de A
en X tal que A ⊂ W ⊂ W ⊂ U. Por la proposición 1.39, existe una
vecindad invariante V de A en X tal que A ⊂ V ⊂ W. De aqúı V ⊂ W
y por tanto V es la vecindad buscada y la proposición está probada. ¤

Proposición 1.42. Si G es un grupo compacto y X es un G-
espacio de Hausdorff, regular o normal, entonces X/G es un G-espacio
de Hausdorff, regular o normal respectivamente.

Demostración. Consideremos sólo el caso “normal”(los otros ca-
sos se tratan de igual forma). Sean C1 y C2 dos conjunto cerrados ajenos
de X/G. Los conjuntos invariantes ajenos π−1(C1) y π−1(C2) son dos
cerrados y como X es normal, tienen vecindades ajenas. Por la propo-
sición 1.39, podemos suponer que son vecindades abiertas invariantes
ajenas U1 y U2 de π−1(C1) y π−1(C2) respectivamente. Entonces π(U1)
y π(U2) son vecindades abiertas ajenas de C1 y C2 respectivamente.

¤
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Los dos teoremas siguientes son versiones equivariantes de resul-
tados bien conocidos en la topoloǵıa general. Haremos uso de ellos
frecuentemente a lo largo de este trabajo.

Teorema 1.43 (Teorema equivariante de Tietze - Urysohn). Sean
G un grupo compacto, X un G-espacio normal y C un subconjunto
cerrado invariante de X. Si f : C → [0, 1] es una aplicación invariante,
entonces existe una extensión invariante F : X → [0, 1] de f .

Demostración. La aplicación invariante f : C → [0, 1] induce, de

acuerdo a la proposición 1.25, una función continua f̃ : π(C) → [0, 1]

definida por f̃(π(x)) = f(x), para cada x ∈ C y donde π : X → X/G
es la proyección orbital. Dado que G es compacto, por la proposición
1.37, π(C) es cerrado en X/G. Como X/G es normal, aplicando el
teorema clásico de extensión de Tietze-Urysohn, existe una extensión

f ∗ : X/G → [0, 1] de f̃ , a todo el espacio orbital X/G. Consideremos
la función F = f ∗π : X → [0, 1]. Afirmamos que F es la extensión
deseada. En efecto, sea ζ ∈ C, entonces

F (ζ) = f ∗(π(ζ)) = f̃(π(ζ)) = f(ζ).

Además, F es invariante. En efecto,

F (gx) = f ∗(π(gx)) = f ∗(π(x)) = F (x),

para cada x ∈ X y g ∈ G. ¤

Teorema 1.44 (Lema equivariante de Urysohn). Si G es un gru-
po compacto y X es un G-espacio normal, entonces para A y B, sub-
conjuntos cerrados disjuntos invariantes de X, existe una aplicación
invariante F de X en el intervalo unitario [0, 1] tal que F |A = 0 y
F |B = 1.

Demostración. Sea π : X → X/G la proyección orbital bajo la
acción de G. Sean A y B cerrados disjuntos invariantes en X. Entonces
π(A) y π(B) son cerrados disjuntos en el espacio orbital X/G, puesto
que π es cerrada por la proposición 1.37. Como G es compacto y X es
normal, entonces por la proposición 1.42, X/G es normal, y aplicando
el lema de Urysohn, existe una función continua f : X/G → I tal que
f
(
π(A)

)
= 0 y f

(
π(B)

)
= 1.

Entonces la función

F (x) =
(
fπ

)
(x), x ∈ X,

es la función requerida. En efecto, dado que π es una aplicación inva-
riante y además f es continua, entonces su composición es continua e
invariante también. ¤
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Toda la herramienta expuesta en la última parte de esta sección es
básica para los temas tratados en el caṕıtulo siguiente, particularmen-
te en el tratamiento del tema de los G-encajes en G-espacios lineales
normados.

Definición 1.45. Diremos que un G-espacio X, es lineal si es un
espacio lineal topológico dotado con una acción G, la cual es lineal, esto
es, g(λx + µy) = λ(gx) + µ(gy), donde g ∈ G, x, y ∈ X y λ y µ son
números reales.

Definición 1.46. Sean (X, d), (Y, ρ) espacios métricos. Una fun-
ción f : X → Y se dice isometŕıa si para cualesquiera x1, x2 ∈ X se
satisface

ρ(f(x1), f(x2)) = d(x1, x2).

Observación 1.47. Sean (X, d) y (Y, ρ) dos espacios métricos. Evi-
dentemente, cualquier isometŕıa de X a Y es un encaje.

Definición 1.48. Una métrica invariante de un G-espacio me-
trizable X respecto a la acción de un grupo G es una métrica d en X
compatible con su topoloǵıa que satisface

d(gx, gy) = d(x, y) para todo g ∈ G, x, y ∈ X.

Observación 1.49. En el caso de la definición anterior, cada tran-
sición θg : X → X es una isometŕıa y por eso decimos que la acción
de G en X es isométrica (bajo la métrica d).

Definición 1.50. Llamaremos un G-espacio lineal normado
(G-espacio de Banach), al espacio lineal normado (espacio de Banach)
dotado con una acción lineal e isométrica del grupo G.

Teorema 1.51. Sea X un espacio metrizable que admite una métri-
ca invariante respecto a la acción del grupo G. Si el espacio orbital X/G
es T1, entonces es metrizable.
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Demostración. Sea d una métrica invariante de X. Para p y q
puntos del espacio orbital X/G definimos

d∗(p, q) = inf{d(x, y)|x ∈ π−1(p), y ∈ π−1(q)}.
Entonces d∗(p, q) ≥ 0 y d∗(p, q) = d∗(q, p). Ahora bien, debido a que
la métrica d es invariante d(g1x, g2y) = d(x, g−1

1 g2y), luego para los
puntos arbitrarios x ∈ π−1(p) y y ∈ π−1(q),

d∗(p, q) = inf{d(x, gy)|g ∈ G} = d
(
x,G(y)

)
.

Si p 6= q entonces x /∈ G(y), pero como la órbita G(y) es cerrada porque
X/G es un espacio T1, d∗(p, q) = d(x,G(y)) > 0.

Mostraremos que d∗ satisface la desigualdad del triángulo. En efec-
to, sea r = G(z) un punto arbitrario de X/G. Tenemos

d∗(p, q) = inf{d(x, gy)}g∈G ≤ inf{d(x, g′z) + d(g′z, gy)|g, g′ ∈ G}
≤ inf{d(x, g′z)}g′∈G + inf{d(z, g′′y)}g′′∈G

= d∗(p, r) + d∗(r, q).

Probaremos finalmente la compatibilidad de d∗ con la topoloǵıa de
X/G, esto es, la topoloǵıa de la métrica d∗ es la topoloǵıa cociente del
espacio orbital. Consideremos las vecindades básicas

V = {y ∈ X|d(x, y) < ε}
de x en (X, d) y

V ∗ = {q ∈ X/G|d∗(π(x), q) < ε}
de π(x) en (X/G, d∗). Si y ∈ V , la desigualdad d∗(π(x), π(y)) ≤ d(x, y)
implica que π(y) ∈ V ∗, luego π(V ) ⊂ V ∗.

Ahora si q ∈ V ∗, d(x, π−1(q)) = d∗(π(x), q) < ε por lo tanto algún
y ∈ π−1(q) satisface d(x, y) < ε, luego q = π(y) ∈ π(V ). Hemos proba-
do que V ∗ ⊂ π(V ) y de aqúı se sigue la igualdad V ∗ = π(V ).

Por lo anterior la proyección orbital (X, d) → (X/G, d∗) entre los
espacios métricos, es continua y abierta, en consecuencia la topoloǵıa
de la métrica d∗ coincide con la topoloǵıa cociente de X/G. ¤

2. Retractos y homotoṕıas equivariantes

Presentamos en seguida las nociones básicas de la Teoŕıa Equiva-
riante de Retractos.

Definición 1.52. Sea X un G-espacio y A un subespacio cerrado
invariante de X. Llamaremos al par (X, A) un G-par.
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Definición 1.53. Para un G-par (X, A), una aplicación equiva-
riante r : U → A tal que r(a) = a para cada a ∈ A, donde U es una
vecindad invariante de A en X, es llamada retracción equivariante o
G-retracción de U sobre A. En este caso, a A se le llama retracto de
vecidad equivariante o G-retracto de vecindad de X. En el caso de
que U = X, A será llamado retracto equivariante o G-retracto de X.

Se observa que la definición topológica de un retracto A de X no
exige que el conjunto A sea cerrado en X, pero esto es cierto cuando
X es de Hausdoff.

Proposición 1.54. Todo retracto de un espacio Hausdorff X es
cerrado en X.

Demostración. Sea A un retracto arbitrario de un espacio Haus-
dorff X. Veamos que el conjunto B = X\A es un conjunto abierto de
X. Sea r : X → A una retracción y sea b un punto arbitrario de B.
Entonces r(b) es un punto en A. Sea a = r(b). Como a ∈ A y b ∈ B,
tenemos que a 6= b. Como X es de Hausdorff, existen dos conjuntos
abiertos U y V de X tales que a ∈ U , b ∈ V y U ∩ V = ∅.

Por la continuidad de la retracción r, la imagen inversa r−1(U ∩A)
es un conjunto abierto que contiene al punto b. Se sigue que W =
r−1(U) ∩ V es un conjunto abierto que contiene a b. Resta probar que
W ⊂ B. Sea x un punto arbitrario de W . Entonces x ∈ V y x ∈ r−1(U).
Lo anterior implica que r(x) ∈ U . Ya que U y V son disjuntos, se sigue
que r(x) 6= x. Luego x ∈ B. Por tanto, W ⊂ B. ¤

Mencionamos enseguida algunas propiedades de los retractos y ex-
tensores equivariantes:

(1) Si para un G-par (X, A) existe una G-retracción r : X → A,
entonces cualquier G-aplicación f : A → Y en un G-espacio Y
tiene una extensión equivariante la cual es f ◦ r.

(2) Si para un G-par (X, A), toda G-aplicación de A en cada G-
espacio tiene una extensión equivariante a todo X, entonces
existe una G-retacción de X sobre A, a saber, la extensión
equivariante de 1A.

(3) Sean X y Y G-espacios. Una G-aplicación f : A → Y de un
cerrado invariante A de X tiene una extensión equivariante a
una vecindad invariante de A si y sólo si Y es un G-retracto
de alguna vecindad invariante de Y en el espacio de adjunción
X ∪f Y .
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(4) Sean X y Y G-espacios. La G-aplicación f : A → Y tiene una
extensión equivariante a X si y sólo si Y es un G-retracto del
espacio de adjunción X ∪f Y

Recordaremos aqúı uno de los conceptos que son básicos de este
trabajo.

Sean X y Y espacios topológicos y consideremos una familia

{ht : X → Y |t ∈ I}
de aplicaciones indexadas por los números reales del intervalo unitario
I = [0, 1]. La familia {ht}t∈I se dice que es continua si y sólo si la
función

H : X × I → I,

definida por H(x, t) = ht(x) para cada x ∈ X y t ∈ I, es continua.
Una familia continua {ht}t∈I de aplicaciones de X en Y , o equiva-

lentemente, la aplicación H : X × I → Y , es usualmente llamada una
homotoṕıa. Usaremos la notación “ht, t ∈ I ”, para representar a la
homotoṕıa {ht}t∈I .

Sean f : X → Y y ϕ : X → Y dos aplicaciones. Si existe una
homotoṕıa ht : X → Y , t ∈ I, tal que h0 = f y h1 = ϕ, diremos que f
y ϕ son homotópicas, en śımbolos, f ' ϕ.

Definición 1.55. Sean X y Y G-espacios. Una homotoṕıa

Ft : X → Y, t ∈ I,

es llamada una homotoṕıa equivariante o G-homotoṕıa, si Ft(gx) =
gFt(x) para cada x ∈ X, g ∈ G y t ∈ I. Dos G-aplicaciones

f, ϕ : X → Y

son G-homotópicas, si existe una G-homotoṕıa Ft : X → Y tal que
F0 = f y F1 = ϕ.

Los dos lemas siguientes son resultados muy útiles en las demostra-
ciones de las afirmaciones principales de este trabajo.

Lema 1.56. Sean X y Y espacios topológicos, A un subconjunto de
X y B un subconjunto compacto de Y . Si V es una vecindad de A×B
en X × Y , entonces existe una vecindad U de A, tal U ×B ⊂ V .

Demostración. Sea a ∈ A fijo. Para cada b ∈ B, existen ve-
cindades Ub ⊂ X y Vb ⊂ Y , de a y de b respectivamente, tales que
Ub× Vb ⊂ V . Entonces la colección {Vb}b∈B es una cubierta abierta del
compacto B, y por lo tanto, podemos extraer una subcubierta finita,
digamos Vb1 ,...,Vbn .
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Consideremos

Ua =
n⋂

i=1

Ubi
.

Entonces Ua es una vecindad de a en X. Además, para todo b ∈ B,
Ua × {b} ⊂ V , por lo que Ua ×B ⊂ V . Hagamos

U =
⋃
a∈A

Ua.

Entonces U es una vecindad de A. Además U × B ⊂ V , como se
requeŕıa. ¤

Lema 1.57. Sean X y Y espacios topológicos, A un subconjunto de
X y F : X×I → Y una homotoṕıa. Si V una vecindad de F (A×I) en
Y , entonces existe una vecindad U de A en X, tal que F (U × I) ⊂ V .

Demostración. Como V es una vecindad de F (A × I), F−1(V )
es una vecindad de A × I. Como I es compacto, por el lema 1.56,
existe una vecindad de A, U ⊂ X, tal que U × I ⊂ F−1(V ). De ah́ı,
F (U × I) ⊂ V . ¤

Definición 1.58. Un subconjunto invariante A de un G-espacio X
es llamado G-contráıble en X si la inclusión A ↪→ X es G-homotópi-
ca a una aplicación constante A → x0, donde x0 ∈ X es un punto
G-fijo. Cuando A = X, decimos que X es G-contráıble.

Proposición 1.59. Todo G-retracto de un G-espacio G-contráıble
es G-contráıble.

Demostración. Supongamos que X es un G-espacio G-contráıble
y que A es un retracto equivariante de X con una retracción equi-
variante r : X → A. Probaremos que A es G-contrab́le. Como X es
G-contŕıble, existe una G-homotoṕıa ht : X → X, t ∈ I, tal que h0 es
la G-aplicación identidad y h1 es la G-aplicación constante i : X → X,
dada por i(x) = x0, para cada x ∈ X donde x0 es un punto G-fijo.
Definimos entonces una G-homotoṕıa kt : A → A, t ∈ I, tomando

kt = r ◦ ht

para cada t. Obviamente k0 es la G-aplicación identidad en A y k1 es
una G-aplicación constante j : A → A, dada por j(a) = r(x0). Luego,
A es G-contráıble. ¤
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Definición 1.60. Un G-espacio X se dice ser localmente G-con-
tráıble en un punto x ∈ X si, para cada vecindad Gx-invariante U
del punto x ∈ X, existe una vecindad Gx-invariante V ⊂ U de x, tal
que V es Gx-contráıble en U . Un G-espacio X se dice ser localmente
G-contráıble si éste es localmente G-contráıble en cada uno de sus
puntos.

Proposición 1.61. Todo reracto equivariante de un G-espacio lo-
calmente G-contráıble es localmente G-contráıble.

Demostración. Supongamos que X es un G-espacio localmente
G-contráıble y que A es un retracto equivariante de X con una G-
retracción r : X → A. Probaremos que A es localmente G-contráıble.
Sea x un punto arbitrario de A y N cualquir vecindad Gx-invariante
de x en el G-espacio A. Como r es equivariante y r(x) = x, la imagen
inversa

U = r−1(N)

es una vecindad Gx-invariante de x en el G-espacio X. Como X es lo-
calmente G-contráıble en el punto x, existe una vecindad Gx-invariante
V ⊂ U de x en el G-espacio X junto con una Gx-homotoṕıa

ht : V → U, t ∈ I

tal que h0 es la Gx-aplicación inclusión y h1 es una Gx-aplicación cons-
tante, digamos en el punto Gx-fijo x0 ∈ U . La intersección

M = V ∩ A

es una vecindad Gx-invariante de x en el G-espacio A. Como

M = r(M) ⊂ r(V ) ⊂ r(U) = N

tenemos que M ⊂ N . Definimos una Gx-homotoṕıa

kt : M → N, t ∈ I

tomando kt(x) = r[ht(x)] para cada x ∈ X y cada t ∈ [0, 1]. Obviamen-
te, k0 es la Gx-aplicación inclusión M ↪→ N y k1 es la Gx-aplicación
constante en el punto Gx-fijo r(x0) ∈ N . Esto prueba que A es local-
mente G-contráıble en el punto x. Como x es un punto arbitrario de
A, se sigue que A es localmente G-contráıble. ¤



CAṔıTULO 2

Resultados preliminares

En este caṕıtulo introducimos los conceptos de retractos equiva-
riantes absolutos de vecindad o G-ANR’s y de extensores equivariantes
absolutos de vecindad o G-ANE’s. Se sabe, y lo presentaremos aqúı,
que para espacios metrizables, los G-espacios que son G-ANR’s coinci-
den con los G-ANE’s. Aśı que se presentan algunos resultados relativos
a los G-ANE’s.

Se introducen igualmente herramientas que juegan un papel central
tanto para éste como para el siguiente caṕıtulo: el producto torcido y
las rebanadas, aśı como un teorema de unión.

1. G-ANR’s y G-ANE’s

Las observaciones y resultados de esta sección corresponderán a las
acciones de los grupos compactos de Lie en G-espacios metri-
zables.

Definición 2.1. Un G-espacio Y es llamado un extensor equi-
variante de vecindad o bien G-extensor de vecindad para un G-
espacio dado X (y escribimos que Y es un G-ANE(X)), si para cual-
quier subconjunto cerrado invariante A de X, y cualquier G-aplicación
f : A → Y , existe una vecindad invariante U de A en X y una G-
aplicación F : U → Y tal que F |A = f . Si además, se puede tomar a
U = X, decimos que Y es un extensor equivariante o G-extensor de X
(y escribimos que Y es un G-AE(X)). La G-aplicación F es llamada
una G-extensión de f .

Definición 2.2. Un G-espacio Y es un G-extensor absoluto
(Resp. un G-extensor absoluto de vecindad), abreviado un G-AE (Resp.
un G-ANE), si Y es un G-AE(X) (Resp. un G-ANE(X)) para cada G-
espacio metrizable X.

Enseguida mencionamos propiedades de los G-AE’s y los G-ANE’s,
algunas de las cuales nos permiten proporcionar ejemplos concretos de
estos G-espacios.

Proposición 2.3. Tenemos las siguientes propiedades:

21
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(a) Si un G-espacio Y es un G-AE, entonces Y es un AE. Si un
G-espacio Y es un G-ANE, entonces Y es un ANE.

(b) Si un G-espacio Y es un G-AE, entonces Y es un G-ANE.
(c) Si un G-espacio Y es un G-AE (Resp., un G-ANE) y Z es

un G-espacio G-homeomorfo a Y , entonces Z es también un
G-AE (Resp., un G-ANE).

Demostración. Probaremos (a).
Supongamos que X es un espacio metrizable y A es un subconjunto

cerrado de X y f : A → Y una función continua. Entonces G ×X es
un G-espacio metrizable con la acción (h, (g, x)) 7→ (hg, x). Definimos

una función f̃ : G × A → Y , mediante f̃(g, a) = gf(a). Entonces f̃ es
equivariante, pues

f̃(h(g, a)) = f̃(hg, a) = h(gf(a)) = hf̃(g, a).

Como Y es un G-ANE (Resp., es un G-AE), podemos extender f̃ a

una función F̃ : G × U → Y (Resp., U = X). Definimos entonces la

función F : U → Y , por F (u) = F̃ (e, u), para cada u ∈ U . Entonces F

es una extensión de f , pues F (a) = F̃ (e, a) = f̃(e, a) = ef(a) = f(a).
De ah́ı que X es un ANE (Resp., un AE).

Los incisos (b) y (c) resultan evidentes. ¤

Observación 2.4. Es interesante observar que nuestro teorema 3.7
muestra que la propiedad de ser un G-ANE es en realidad una propiedad
local.

Teorema 2.5. Cualquier subconjunto abierto invariante de un G-
ANE es un G-ANE.

Demostración. Sean Y un G-ANE y V un subconjunto abierto
invariante de Y . Sea (X, A) un G-par. Dada una aplicación equiva-
riante ϕ : A → V , como la inclusión j : V ↪→ Y es equivariante, la
composición jϕ también lo es, luego tiene una extensión equivarian-
te ψ : U → Y a una vecindad invariante U de A. La restricción de
ψ a la vecindad invariante U ∩ ψ−1(V ) de A en X es una extensión
equivariante de ϕ. ¤

Proposición 2.6. Si Y es un G-retracto de vecindad de un G-ANE
Z, entonces Y es un G-ANE.
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Demostración. Sean A un cerrado invariante de un G-espacio mé-
trico X, y

φ : A → Y ⊂ Z

una aplicación equivariante. Como Z es un G-ANE, existe ϕ : U → Z,
una aplicación equivariante, donde U es una vecindad invariante de
A en X y ϕ|A = φ. Sea r : V → Y la retracción equivariante de
una vecindad invariante V de Z sobre Y . Definamos W = ϕ−1(V ) y
F = r ◦ ϕ|W . Es claro entonces que F es una aplicación equivariante
de W en Y . Además, F |A = φ. Por lo tanto Y es un G-ANE. ¤

Proposición 2.7. Si Y es un G-retracto del G-AE Z, entonces Y
es un G-AE.

Demostración. Sea (X,A) un G-par y sea f : A → Y equivarian-
te. Entonces la composición de f con la inclusión Y ↪→ Z tiene una
extensión equivariante F : X → Z. Componiendo F con una retracción
equivariante r : Z → Y , obtenemos la extensión equivariante X → Y
de f deseada. ¤

Proposición 2.8. Si Yi es un G-ANE para cada i = 1, ..., n, enton-

ces
n∏

i=1

Yi es un G-ANE. Si Yα es un G-AE para todo α ∈ A, entonces
∏

α∈A

Yα es un G-AE.

Demostración. Consideremos un G-par (X, A). La composición

de una aplicación equivariante dada ϕ : A →
n∏

i=1

Yi con cada proyección

coordenada pi :
n∏

i=1

Yi → Yi tiene una extensión equivariante ψi a una

vecindad invariante Ui de A en X porque Yi es un G-ANE. Sea U =
n⋂

i=1

Ui la función ψ(u) = (ψ1(u), ..., ψn(u)), u ∈ U, es una extensión

equivariante de ϕ a U , y es claro que U es una vecindad invariante de
A en X.

Para el segundo caso, suponemos que cada Yα es un G-AE. Dada
una G-aplicación ϕ : A → ∏

α∈A

Yα, su composición con cada proyección

coordenada pα tiene una G-extensión ψα : X → Yα. Entonces, ψ(x) =
(ψα(x)), x ∈ X, es una G-extensión de ϕ a X. ¤
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Una fuente importante de ejemplos de G-ANE’s que mostramos
más adelante, nos son proporcionados por la versión equivariante del
teorema de extensión de Dugundji, dada por S. A. Antonyan en [4]:

Teorema 2.9. Sean G un grupo compacto de Lie, (X, A) un G-
par y sea V un subconjunto convexo invariante de algún G-espacio
localmente convexo Z. Entonces cada aplicación equivariante f : A →
V admite una extensión equivariante F : L → V a alguna vecindad
invariante L del conjunto A en X. En otras palabras, V es un G-ANE.
Además, si el conjunto de puntos fijos V G = {v ∈ V |gv = v, ∀g ∈ G}
no es vaćıo, entonces podemos tomar L = X, es decir, V es un G-AE.

Igualmente podemos mencionar el teorema de unión demostrado en
[8].

Teorema 2.10. Sea X un G-espacio que tiene la topoloǵıa débil∗

con respecto a una cubierta cerrada invariante {Aα}α∈A. Supongamos
que para cada subcolección finita {Aαi

}n
i=1 de {Aα}α∈Ω, la intersección

n⋂
i=1

Aαi
es un G-ANE. Entonces X mismo es un G-ANE.

Hemos de mencionar que en el teorema anterior se dice que X tiene
la topoloǵıa débil∗ con respecto a la cubierta cerrada {Aα}α∈A si para
cualquier Ω′ ⊂ Ω :

(1) la unión
⋃{Aβ|β ∈ Ω′} es cerrada en X;

(2) cualquier subconjunto de
⋃{Aβ|β ∈ Ω′} cuya intersección

con cada Aβ, β ∈ Ω′ es un cerrado relativo con la topoloǵıa
subespacio de Aβ, necesariamente es cerrado en el subespacio⋃{Aβ|β ∈ Ω′}.

Otro teorema de unión de G-ANE’s, el corolario 2.55, dado por S.
A. Antonyan en [11] se presenta en este caṕıtulo, resultando esencial
en las pruebas de los dos caṕıtulo siguientes.

Ahora introducimos el concepto más importante de este trabajo, es
decir, el objeto que tratamos de caracterizar en el último caṕıtulo.

Definición 2.11. Un G-espacio Y metrizable es un G-retracto
absoluto (Resp. G-retracto absoluto de vecindad), abreviado un
G-AR (Resp. G-ANR), si cada vez que Y se encaja equivariantemente
como un cerrado de un G-espacio metrizable Z, entonces Y es un G-
retracto (Resp. un G-retracto de vecindad) de ese espacio Z.
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Observación 2.12. Más adelante, en el teorema 2.29, observare-
mos que para el caso de los G-espacios metrizables, las propiedades
de ser G-AE (Resp. G-ANE) y G-AR (Resp. G-ANR), coinciden. De
ah́ı, para este caso particular, podemos observar que las propiedades de
los G-AR’s (Resp. G-ANR’s) coinciden con las de los G-AE (Resp.,
G-ANE’s). De ah́ı, también surgen una gran cantidad de ejemplos de
G-AR (Resp. G-ANR’s).

Ejemplos 2.13. Presentamos ahora algunos ejemplos de G-ANR’s,
haciendo uso de las propiedades que hemos mencionado en esta sección:

Partamos de un ejemplo concreto, y utilicemos la observación 2.12.

1. Utilizando el teorema equivariante de Dugundji, sea G = S1 y
L = C, con la acción θ(eit1 , reit2) = rei(t1+t2). Entonces como
G es un grupo compacto de Lie, y L es un G-espacio lineal
normado, tenemos que cualquier conjunto invariante y conve-
xo, como un disco D centrado en el origen, es un G-ANR.
Observemos que como además el origen es un punto G-fijo en
tal disco, tenemos que D es también un G-AR.

2. Los productos numerables de G-AR’s son G-AR’s.
3. Los productos finitos de G-ANR’s son G-ANR’s.
4. Los conjuntos abiertos invariantes de G-ANR’s son G-ANR’s.
5. La unión de abiertos invariantes G-ANR’s, son G-ANR’s.

2. G-encajes en G-espacios lineales normados

Proposición 2.14. Sea G un grupo compacto y sea (X, ρ) un G-
espacio métrico. Entonces

d(x, y) = sup
g∈G

ρ(gx, gy), x, y ∈ X,

es una métrica invariante para X, (esto es, d induce la topoloǵıa de
X). Además, la métrica d es completa (acotada), siempre cuando ρ lo
es.

Demostración. Como G es compacto, la función d : X ×X → R
está bien definida. Entonces d es una métrica en X. Mostraremos que
d es la métrica deseada.

En efecto, sean h ∈ G y x, y ∈ X. Entonces

d(hx, hy) = sup
g∈G

ρ(ghx, ghy) = sup
t∈G

ρ(tx, ty) = d(x, y),

de ah́ı se ve que d es invariante.
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Para mostrar que d y ρ definen la misma topoloǵıa, primero ob-
servamos que ρ(x, y) ≤ d(x, y) para todos x, y ∈ X. Por tanto, sólo
necesitamos probar que

d(xn, x) Ã 0 siempre que ρ(xn, x) Ã 0,

donde {xn} es una sucesión en X y x ∈ X. Supongamos lo contrario.
Entonces existe una sucesión {xn} ⊂ X y un punto x ∈ X tal que
ρ(xn, x) Ã 0, mientras d(xn, x) no converge a 0. Entonces, para algún
ζ > 0 y para alguna subsucesión {yk} de {xn} tenemos que

d(yk, x) ≥ ζ para todo k = 1, 2, ....

Se sigue de la definición de la métrica d que debe existir una sucesión
{gk} en el grupo G tal que

(1) ρ(gkyk, gkx) >
ζ

2
para todo k = 1, 2, ....

Como G es compacto, la sucesión {gk} tiene un punto de acumulación
g en G. Por la continuidad de la acción de G en X, podemos seleccionar
vecindades abiertas H ⊂ G y U ⊂ X de g y x Resp., tales que

(2) ρ(hy, gx) <
ζ

4

siempre cuando h ∈ H y y ∈ U .
Como ρ(yk, x) Ã 0, existe algún entero N tal que yk ∈ U para

todo k ≥ N . Como el punto g ∈ G es un punto de acumulación de la
sucesión {gk}, existe un entero k0 ≥ N tal que gk0 ∈ H.

Se sigue de (2) que

ρ(gk0yk0 , gx) < ζ
4

y ρ(gk0x, gx) < ζ
4
.

En consecuencia, ρ(gk0yk0 , gk0x) < ζ
2
, lo cual contradice (1). Por lo

tanto, la primera parte de la proposición 2.14 está probada.
Ahora supongamos que ρ es completa. Sea {xn} ⊂ X una d-sucesión

de Cauchy. Como ρ(x, y) ≤ d(x, y), x, y ∈ X, entonces se sigue que
{xn} es también una ρ-sucesión de Cauchy. Por la completez de ρ, la
sucesión {xn} converge en X con respecto a ρ. Por tanto, usando la
primera afimación de la proposición 2.14 podemos concluir que {xn}
converge en X también con respecto a d. Esto significa que d es una
métrica completa.

Finalmente, si ρ es una métrica acotada, entonces es inmediato de
la definición de d, que d es también una métrica acotada. ¤



2. G-ENCAJES EN G-ESPACIOS LINEALES NORMADOS 27

Corolario 2.15. Sea G un grupo compacto. Entonces todo G-espa-
cio metrizable (completo) admite una métrica invariante acotada (com-
pleta).

Teorema 2.16. Sean G un grupo compacto y X un G-espacio me-
trizable. Entonces el espacio orbital X/G es metrizable.

Demostración. Si G es un grupo compacto, entonces por la pro-
posición 1.40, el espacio orbital X/G es T1. Además por el corolario
2.15, X admite una métrica invariante respecto a la acción del grupo
G. Finalmente, por la proposición 1.51, X/G es metrizable. ¤

Definición 2.17. Sea Z un G-conjunto. Una función f : Z → R
es llamada G-uniforme si para cada ζ > 0 existe una vecindad U de
la identidad de G tal que |f(gz)− f(z)| < ζ para toda g ∈ U y z ∈ Z.

Notación 2.18. Sea Z un G-conjunto. Denotamos por B(Z) al
espacio de Banach de todas las funciones reales acotadas de Z, dotado
con la norma del supremo. Por A(Z) denotamos al subespacio de B(Z)
que consiste de todas las funciones G-uniformes.

Proposición 2.19. Sea G un grupo y sea Z un G-conjunto. En-
tonces

(a) A(Z) es un subespacio lineal cerrado de B(Z),
(b) la aplicación (g, f) 7→ gf , de G× A(Z) en A(Z) definida por

(gf)(z) = f(g−1z), z ∈ Z

es una acción continua, isométrica, lineal de G en A(Z).

Demostración.
(a) Tenemos que A(Z) es un subespacio lineal de B(Z). Su-

pongamos que una sucesión {fn} en A(Z) converge a un elemento f de
B(Z). Debemos mostrar que f es G-uniforme. Dado ζ > 0, fijamos un
ı́ndice k tal que

|f(z)− fk(z)| < ζ

3
para toda z ∈ Z.

Como fk ∈ A(Z), podemos seleccionar una vecindad U de la identidad
de G tal que

|fk(gz)− fk(z)| < ζ

3
, para todo g ∈ U y z ∈ Z.
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En consecuencia, tenemos

|f(gz)− f(z)| ≤ |f(gz)− fk(gz)|+ |fk(gz)− fk(z)|+ |fk(z)− f(z)|

<
ζ

3
+

ζ

3
+

ζ

3
= ζ,

para todo g ∈ U y z ∈ Z. Luego, f ∈ A(Z).
(b) Sea f ∈ A(Z) y g ∈ G. Veremos primeramente que gf ∈

A(Z). Como gf es acotada, sólo necesitamos probar que gf es una
función G-uniforme. Dado ζ > 0, seleccionamos una vecindad V de la
identidad en G tal que |f(hx)− f(x)| < ζ para todos h ∈ V , x ∈ Z.

Definimos un subconjunto U de G por

U = gV −1g−1 = {gv−1g−1|v ∈ V }.
Claramente, U es tambien una vecindad de la identidad en G. Afirma-
mos que

|(gf)(tz)− (gf)(z)| < ζ para todos t ∈ U, z ∈ Z.

En efecto, ponemos x = g−1tz y h = g−1t−1g. Entonces g−1z = hx
y h ∈ V , siempre cuando t ∈ U . En consecuencia,

|(gf)(tz)− (gf)(z)| = |f(g−1tz)− f(g−1z)| = |f(x)− f(hx)| < ζ

siempre cuando t ∈ U.
Luego, gf es G-uniforme, y de ah́ı gf ∈ A(Z). Enseguida observa-

mos que la aplicación (g, f) 7→ gf es una acción de G en A(Z), esto es,
g(hf) = (gh)f y ef = f , donde f ∈ A(Z), g, h ∈ G y e es la identidad
de G. Esta acción es lineal e isométrica. Resta mostrar la continuidad
de la acción (g, f) 7→ gf . Probaremos que la acción es continua en ca-
da punto (g0, f0) ∈ G × A(Z). Dado ζ > 0, podemos seleccionar una
vecindad V de la identidad de G tal que

|f0(hz)− f0(z)| < ζ

2
para todo h ∈ V, z ∈ Z.

Definimos un subconjunto U de G por

U = g0V
−1 = {g0v

−1|v ∈ V }.
Claramente, U es una vecindad de g0 ∈ G. Afirmamos que ‖gf−g0f0‖ <
ζ siempre cuando g ∈ U , f ∈ A(Z) y

‖f − f0‖ <
ζ

2
.

En efecto, tenemos

(3) ‖gf0 − g0f0‖ = sup
z∈Z

|(gf0)(z)− (g0f0)(z)| =
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= sup
z∈Z

|f0(g
−1z)− f0(g

−1
0 z)|.

Siendo y = g−1
0 z, z ∈ Z y h = g−1g0, g ∈ G y usando el hecho de que

g0 puede ser considerado como una biyección de Z, concluimos que

(4) sup
z∈Z

|f0(g
−1z)− f0(g

−1
0 z)| = sup

z∈Z
|f0(hg−1

0 z)− f0(g
−1
0 z)| =

= sup
y∈Z

|f0(hy)− f0(y)|.

Como h ∈ V siempre cuando g ∈ U , usando (3) y (4), obtenemos

‖gf0 − g0f0‖ ≤ ζ

2

para toda g ∈ U . Finalmente, ‖gf − gf0‖ = ‖f − f0‖, ya que G actúa
isométricamente en A(Z). Por lo tanto,

‖gf − g0f0‖ ≤ ‖gf − gf0‖+ ‖gf0 − g0f0‖ = ‖f − f0‖+ ‖gf0 − g0f0‖
<

ζ

2
+

ζ

2
= ζ

siempre cuando ‖f − f0‖ < ζ
2
, f ∈ A(Z) y g ∈ U . Esto establece la

continuidad de la acción gf en (g0, f0) y completa la prueba. ¤

Corolario 2.20. Sea G un grupo y sea Z un G-conjunto. Entonces
A(Z) es un G-espacio de Banach.

Teorema 2.21. Sea G un grupo topológico y sea (X, d) un G-
espacio métrico con una métrica invariante acotada d. Entonces existe
un G-espacio lineal normado L y una isometŕıa equivariante j : X → L
tal que

(a) j(X) es una base de Hamel para L,
(b) j(X) es cerrado en L.

Demostración. Sea Z el conjunto de todos los subconjuntos fini-
tos de X. Definimos una acción de G en Z por la regla (g, z) 7→ gz

gz = {gp | p ∈ z}, g ∈ G, z ∈ Z.

Claramente, Z es un G-conjunto.
Consideremos el G-espacio de Banach A(Z). Primero encajamos X

equivariantamente e isométricamente en A(Z).
Para cada x ∈ X, sea fx : Z → R la función

fx(z) = d(x, z) = ı́nf
p∈z

d(x, p), z ∈ Z.
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Verificaremos que fx ∈ A(Z). fx es acotada, puesto que d lo es.
Mostraremos que fx es G-uniforme. Dado ζ > 0, seleccionamos una
vecindad U de la identidad de G tal que

(5) d(gx, x) < ζ, g ∈ U

(esto es posible, ya que la acción de G en X es continua en el punto
x ∈ X). Ahora sean g ∈ U , z ∈ Z. Utilizando la invarianza de d y (5),
obtenemos

|fx(gz)− fx(z)| = |d(x, gz)− d(x, z)| = |d(g−1x, z)− d(x, z)| ≤
≤ d(g−1x, x) = d(x, gx) < ζ.

Por lo tanto fx es G-uniforme, y de ah́ı fx ∈ A(Z). La aplicación

j : X → A(Z), dada por j(x) = fx

es un encaje equivariante isométrico, puesto que para x, y ∈ X

‖fx − fy‖ = sup
z∈Z

|d(x, z)− d(y, z)| ≤ d(x, y)

y el supremo es alcanzado para z = {y} ∈ Z. Por lo tanto

‖j(x)− j(y)‖ = d(x, y)

y j es una isometŕıa. Utilizando de nuevo la invarianza de d tenemos

fgx(z) = d(gx, z) = d(x, g−1z) = fx(g
−1z) = (gfx)(z),

lo cual significa que j es una G-aplicación.
Sea L la envoltura lineal de j(X) en A(Z). Probaremos (a) y (b).
Para probar (a), consideremos elementos distintos x1, ..., xn+1 de

X. Entonces fxn+1 no puede ser una combinación lineal de fx1 , ..., fxn ,
ya que si z = {x1, ..., xn} ∈ Z, todas las fx1 , ..., fxn se anulan en z,
mientras que fxn+1 no. De ah́ı, j(X) es linealmente independiente en
L. Como L es la envoltura lineal de j(X), (a) está probado.

Podemos mostrar ahora que j(X) es cerrado en L. Sea ϕ ∈ L\j(X);

entonces ϕ =
n∑

i=1

λifxi
para números reales λi y xi ∈ X. Para mostrar

que j(X) es cerrado en L, es suficiente mostrar que

B(ϕ, ζ) ∩ j(X) = ∅
para algún ζ > 0, donde B(ϕ, ζ) denota la ζ-vecindad de ϕ en L.

Como ϕ /∈ j(X), tenemos ϕ 6= fxi
para i = 1, ..., n. Sea ζ > 0 más

pequeño que 1
2
mı́n ‖ϕ − fxi

‖ y supongamos que ‖ϕ − fx‖ < ζ para
algún fx ∈ j(X). Entonces para fx tenemos ‖fx−fxi

‖ ≥ ζ, i = 1, ..., n.
Por lo tanto, como j es una isometŕıa,

(6) d(x, xi) ≥ ζ,
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para i = 1, ..., n.
Pero ‖ϕ−fx‖ ≥ ‖ϕ(z)−fx(z)‖ para cada z ∈ Z, en particular para

z = {x1, ..., xn} tenemos que ϕ(z) = 0, y de ah́ı que

‖ϕ− fx‖ ≥ |fx(z)| = d(x, z).

Por (6), d(x, z) ≥ ζ y por lo tanto, tenemos que ‖ϕ− fx‖ ≥ ζ, lo cual
contradice nuestra suposición ‖ϕ− fx‖ < ζ. En consecuencia

B(ϕ, ζ) ∩ j(X) = ∅
y, como ϕ ∈ L\j(X) fue arbitrariamente escogida, la prueba está com-
pleta. ¤

Observación 2.22. Cuando G es el grupo trivial, el teorema 2.21
se reduce a su versión no equivariante, conocido como teorema de R.
F. Arens y J. Eells (ver [13]), el cual juega un papel importante en la
teoŕıa de retractos.

Sean X y Y dos espacios topológicos. Denotamos por C(X, Y ) el
conjunto de todas las funciones continuas de X en Y . Para cada par
de conjuntos B ⊂ X y U ⊂ Y , definimos

M(B, U) = {f ∈ C(X,Y )|f(B) ⊂ U}.
Dotaremos a C(X,Y) con la topoloǵıa compacto abierta la cual
es generada por la sub-base

{M(B, U)|B es compacto en X y W es abierto en Y }.

Proposición 2.23. Sean G un grupo compacto, X un G-espacio
compacto y Y un espacio topológico lineal normado. Entonces C(X, Y )
es un G-espacio lineal normado con la acción de G definida por

(7) (g, f) 7→ gf ; (gf)(x) = f(g−1x),

g ∈ G, f ∈ C(X, Y ), y x ∈ X.

Demostración. Primeramente, observamos que la función

ξ : G× C(X, Y ) → C(X, Y ),

dada por (7) verifica las propiedades de las acciones. En efecto,

(a) (ef)(x) = f(e−1x) = f(x), por tanto, ef = f para cada f ∈
C(X, Y ),



32 2. RESULTADOS PRELIMINARES

(b) (
(hg)f

)
(x) = f

(
(hg)−1(x)

)
= f

(
g−1(h−1(x))

)

= gf(h−1x) = h(gf(x)).

Aśı, h(gf) = (hg)f para cada f ∈ C(X, Y ), y g, h ∈ G.

Veamos que ξ es continua. Es suficiente mostrar que, para un sub-
conjunto compacto B ⊂ X y un abierto U ⊂ Y , la imagen inversa
ξ−1

(
M(B, U)

)
es abierta, donde

M(B, U) = {f ∈ C(X,Y )|f(B) ⊂ U},
puesto que los conjuntos M(B, U) forman una subbase de la topoloǵıa
compacto-abierta de C(X, Y ).

Sea (g0, f0) un punto arbitrario de ξ−1
(
M(B, U)

)
. Entonces g0f0

= ξ(g0, f0) ∈ M(B,U). Luego f0(g
−1
0 x) = (g0f0)(x) ∈ U para cada

x ∈ B. La continuidad de f0 y la continuidad de la acción de G en X
implican que para cada x ∈ B, existen una vecindad Vx de g0 en G y
una vecindad Wx de x en X tales que

(8) f0(g
−1y) ∈ U, para todos los g ∈ Vx, y ∈ Wx.

Ya que B es compacto, su cubierta abierta {Wx|x ∈ B} tiene una
subcubierta finita {Wx1 , ..., Wxn}. Ponemos

V =
n⋂

i=1

Vxi
.

Claramente, V es una vecindad de g0 en G. Como G es compacto, existe
una vecindad O de g0, tal que O ⊂ V y O es compacto. Sea

K = {g−1x|g ∈ Q, x ∈ B},
donde Q = O. Claramente, K es un subconjunto compacto de X.
Mostraremos enseguida que f0(K) ⊂ U . En efecto, si k = g−1x ∈ K
con g ∈ Q, x ∈ B, entonces existe un ı́ndice 1 ≤ j ≤ n tal que
x ∈ Wxj

y g ∈ Vxj
. Entonces (8) implica que f0(k) = f0(g

−1x) ∈ U .
Aśı, f0(K) ⊂ U , y por tanto, f0 ∈ M(K,U).

Afirmamos que O × M(K, U) ⊂ ξ−1
(
M(B,U)

)
. En efecto, sean

g ∈ O, f ∈ M(K, U) y x ∈ B. Entonces

(gf)(x) = f(g−1x) ∈ f(K) ⊂ U,

lo cual significa que

ξ(g, f) = gf ∈ M(B,U),

esto es, gf ∈ ξ−1
(
M(B,U)

)
. Por tanto, tenemos que

(g0, f0) ∈ O ×M(K, U) ⊂ ξ−1
(
M(B,U)

)
,



2. G-ENCAJES EN G-ESPACIOS LINEALES NORMADOS 33

lo cual muestra que ξ−1
(
M(B,U)

)
es abierto y prueba la continuidad

de ξ.
Además la acción (g, f) 7→ gf es lineal. En efecto, sean λ y µ ∈ R,

g ∈ G y f1, f2 ∈ C(X,Y ); entonces

g(λf1 + µf2)(x) = (λf1 + µf2)(g
−1x) = λf1(g

−1x) + µf2(g
−1x)

= λ(gf1(x)) + µ(g(f2)(x)).

Además

‖gf‖ = sup
x∈X

‖(gf)(x)‖ = sup
x∈X

‖f(g−1x)‖ = sup
y∈X

‖f(y)‖ = ‖f‖,

para toda g ∈ G, f ∈ C(X, Y ). Esto significa que en este caso la acción
(7) es también isométrica. En consecuencia, C(X,Y ) es un G-espacio
lineal normado. ¤

Teorema 2.24. Sea G un grupo compacto y sea (X, d) un G-espacio
metrizable con una métrica invariante d. Entonces existe un espacio
lineal normado L y una isometŕıa equivariante

l : X ↪→ C(G,L),

cuya imagen l(X) es cerrada en C(G,L).

Observación 2.25. Recordemos que aqúı el grupo G es un G-
espacio con la acción (g, t) 7→ g ? t = tg−1. C(G,L) es un G-espacio
lineal normado con la acción

(9) (g, f) 7→ gf ; (gf)(t) = f(g−1t),

g ∈ G, f ∈ C(G,L) y t ∈ G.
Luego de (9) tenemos:

(10) (gf)(t) = f(g−1 ? t) = f(tg); g, t ∈ G, f ∈ C(G,L),

g,t ∈ G y f ∈ C(G,L).

Demostración. Por el teorema de Arens-Eells (ver la observación
2.22), o por el teorema 2.21, existe un espacio lineal normado L y una
isomet́ıa α : X ↪→ L cuya imagen α(X) es cerrado en L. Definimos la
aplicación l : X → C(G,L) por

l(x)(g) = α(gx), x ∈ X, g ∈ G.
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Mostraremos que l es la aplicación deseada. Sean x, y ∈ X. Como α es
isometŕıa y d es invariante, tenemos

‖l(x)− l(y)‖ = sup
g∈G

‖l(x)(g)− l(y)(g)‖ =

= sup
g∈G

‖α(gx)− α(gy)‖ = sup
g∈G

d(gx, gy) = sup
g∈G

d(x, y) = d(x, y),

esto es, l es una isometŕıa.
Sean g, h ∈ G. Usando (10) obtenemos

l(hx)(g) = α(ghx) = l(x)(gh) = [hl(x)](g),

lo cual significa que l(hx) = hl(x), esto es, l es una aplicación equiva-
riante.

Resta mostrar que l(X) es cerrado en C(G,L). Con este propósito
sea {xn} una sucesión en X tal que l(xn) converge a algún punto f ∈
C(G,L). Ponemos y = f(e) ∈ L. Claramente,

α(xn) = l(xn)(e) Ã f(e) = y,

y como α(X) es cerrado en L, se sigue que y ∈ α(X), esto es, y =
α(x) para algún x ∈ X. Por lo tanto, α(xn) Ã α(x). Como α es
una isometŕıa, concluimos que xn Ã x y usando la continuidad de l,
obtenemos que l(xn) Ã l(x). Consecuentemente, f = l(x) y por lo
tanto, f ∈ l(X). Esto completa la prueba. ¤

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata del corolario
2.15 y teorema 2.24.

Corolario 2.26. Sea G un grupo compacto. Entonces, para cada
G-espacio metrizable X existe un espacio lineal normado L y un encaje
equivariante

l : X ↪→ C(G,L)

cuya imagen l(X) es cerrado en C(G,L).

Teorema 2.27. Sea G un grupo compacto. Si Y es un AE (Resp.,
un ANE), entonces el G-espacio de funciones C(G, Y ) con la acción
señalada en (10), es un G-AE (Resp., un G-ANE).

Demostración. Consideremos el G-par metrizable (X,A) y una
aplicación equivariante ϕ : A → C(G, Y ). Sea X ×G el G-espacio con
acción

h · (x, g) = (hx, gh−1).
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Entonces A × G es un cerrado invariante de X × G. Se deduce que la
función ϕ∗ : A×G → Y , definida por ϕ∗(a, g) = ϕ(a)(g), donde a ∈ A
y g ∈ G, es invariante. En efecto,

ϕ∗
(
h(a, g)

)
= ϕ∗(ha, gh−1) = ϕ(ha)(gh−1) = hϕ(a)(gh−1)

= ϕ(a)(gh−1h) = ϕ(a)(g) = ϕ∗(a, g).

para toda h ∈ G. En particular para h = g obtenemos

(11) ϕ∗(a, g) = ϕ∗(ga, e).

Dado que (X × {e}, A × {e}) es un G-par y como Y es un AE
(Resp., un ANE y G es compacto), entonces ϕ∗|A×{e} tiene una exten-
sión continua ϕ0 : X × {e} → Y (Resp., ϕ0 : U × {e} → Y donde U es
una vecindad de A en X y que por ser G compacto, podemos suponer
U invariante). Definimos:

Φ : X ×G → Y, (Resp., Φ : U ×G → Y ) por Φ(x, g) = ϕ0(gx, e).

Entonces Φ es continua e invariante. En efecto,

Φ(h · (x, g)) = Φ(hx, gh−1) = ϕ0((gh−1)hx, e) = ϕ0(gx, e) = Φ(x, g).

Además su función asociada

Φ∗ : X → C(G, Y ), (Resp., Φ∗ : U → C(G, Y ))

dada por Φ∗(x)(g) = Φ(x, g) es equivariante. En efecto,

Φ∗(hx)(g) = Φ(hx, g) = ϕ0(ghx, e)

= Φ(x, gh) = Φ∗(x)(gh) = (hΦ∗(x))(g).

Finalmente comprobamos que es una extensión de ϕ. Para a ∈ A y
g ∈ G, haciendo uso de (11), tenemos que

Φ∗(a)(g) = Φ(a, g) = ϕ0(ga, e) = ϕ∗(ga, e) = ϕ∗(a, g) = ϕ(a)(g)

y por lo tanto, Φ∗(a) = ϕ(a). ¤

Proposición 2.28. Cuando G es el grupo compacto, se tiene que
si un G-espacio Y es un G-AR (Resp., un G-ANR), entonces Y es un
AR (Resp., un ANR). Además, si un G-espacio metrizable Y es un
G-AR, entonces Y es un G-ANR.

Demostración. Sea G un grupo compacto. Supongamos que Y
es un G-espacio metrizable el cual es un G-AR (Resp., un G-ANR).
Como Y es un G-espacio metrizable, por el corolario 2.26, existe un
espacio lineal normado L y un encaje equivariante l : Y ↪→ C(G,L)
cuya imagen l(Y ) es cerrado en C(G,L). Por el teorema de extensión
de Dugundji [27], L es un AE y por el teorema 2.27, C(G,L) es un
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G-AE. Ahora, por la hipótesis Y es un G-retracto de C(G,L) (Resp.,
un G-retracto de vecindad de C(G,L)). Aplicando la proposición 2.7,
(Resp., la proposición 2.6), Y es un G-AE (Resp., un G-ANE). Por la
proposición 2.3, Y es un AE (Resp., un ANE). Como Y es metrizable,
Y es un AR (Resp., un ANR).

Es evidente, por la definición 2.11, que si un G-espacio metrizable
Y es un G-AR, entonces Y es un G-ANR, también. ¤

Teorema 2.29. Sea G un grupo compacto. Entonces un G-espacio
métrico X es un G-AE (Resp., un G-ANE) si y sólo si X es un G-AR
(Resp., un G-ANR).

Demostración. Sea X un G-AR (Resp., un G-ANR). Como X
es un G-espacio metrizable, por el corolario 2.26, existe un espacio
lineal normado L y un encaje equivariante l : X ↪→ C(G,L) cuya
imagen l(X) es cerrado en C(G,L). Por el teorema de extensión de
Dugundji [27], L es un AE y por el teorema 2.27, C(G,L) es un G-AE.
Ahora, por la hipótesis X es un G-retracto de C(G,L) (Resp., un G-
retracto de vecindad de C(G,L)). Aplicando la proposición 2.7, (Resp.,
la proposición 2.6), X es un G-AE (Resp., un G-ANE).

Rećıprocamente, supongamos que X es un G-AE (Resp., un G-
ANE). Consideramos a X como un cerrado invariante de un G-espacio
métrico Z y a id : X → X, la identidad en X. Como X es un G-AE
(Resp., un G-ANE), la G-aplicación id tiene una extensión equivariante
r : Z → X, (Resp., r : U → X con U una vecindad invariante de X en
Z) la cual es una retracción equivariante. Por lo tanto, X es un G-AR
(Resp., un G-ANR). ¤

En el último caṕıtulo se hará uso de un caso particular del teorema
2.10, cuyo demostración, dada en [3], presentamos enseguida:

Teorema 2.30. Sean G un grupo compacto, X = X1 ∪X2 y X0 =
X1 ∩ X2, donde X1 y X2 son conjuntos cerrados invariantes del G-
espacio metrizable X tales que X0, X1 y X2 son G-ANR’s. Entonces
X es un G-ANR.

Demostración. Mostraremos que si X es un subconjunto invarian-
te cerrado de un G-espacio metrizable Y y X0, X1 y X2 son G-ANR’s,
entonces existe en Y una vecindad equivariante U del conjunto X tal
que X es su G-retracto.

Por el corolario 2.15, podemos tomar una métrica invariante ρ en
Y y consideremos los conjuntos

Y0 = {y ∈ Y |ρ(y,X1) = ρ(y, X2)},
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Y1 = {y ∈ Y |ρ(y,X1) < ρ(y, X2)},
Y2 = {y ∈ Y |ρ(y,X1) > ρ(y, X2)}.

En vista del hecho de que ρ es invariante, los conjuntos Y0, Y1, y Y2

son invariantes en Y , y es claro que Y = Y0 ∪ Y1 ∪ Y2. Obviamente, X0

es cerrado e invariante en Y0 y Xi ∩ Y0 = X0, i = 1, 2.
En consecuencia, existe una vencindad invariante W0 del conjunto

X0 en el espacio Y0 que es cerrada en Y0, y una G-retracción

r0 : W0 → X0.

Haciendo

ri(y) =

{
r0(y), si y ∈ W0

y, si y ∈ Xi.

obtenemos una G-retracción ri del G-conjunto Xi ∪ W0 cerrado en
Y0 ∪ Yi, sobre el conjunto Xi, i = 1, 2. Como Xi es un G-ANR, por
el teorema 2.29, tenemos que Xi es un G-ANE, y por tanto, existe
una G-extensión r

′
i : Vi → Xi de la G-aplicación ri a alguna vecindad

invariante Vi del conjunto Xi ∪W0 en Y0 ∪ Yi.
Claramente, por la proposición 1.41, en Vi existe una vecindad

cerrada invariante Ui del conjunto Xi en el espacio Y0 ∪ Yi tal que
Ui ∩ Y0 ⊂ W0. Como U1 ∩ U2 ⊂ U1 ∩ Y0 ⊂ W0, la fórmula r(y) = r

′
i(y)

para y ∈ Ui, i = 1, 2, define una G-retracción r de la vecindad inva-
riante U = U1 ∪ U2 del conjunto X en el espacio Y sobre el conjunto
X. Esto completa la prueba. ¤

3. Productos torcidos y rebanadas

Definición 2.31. Sean G un grupo topológico y H un subgrupo
cerrado de G. Si X es un H-espacio, entonces H actúa continuamente
en G×X mediante

h · (g, x) = (gh−1, hx).

Al espacio de órbitas respectivo (G × X)/H se le llama el producto
torcido, y se denota G×H X. La H-órbita del punto (g, x) es denotada
por [g, x].

Por definición [g, x] = [g′, x′] si y sólo si existe un h ∈ H tal que
g′ = gh−1 y x′ = hx, aśı que

[gh, x] = [g, hx]

para todo h ∈ H.



38 2. RESULTADOS PRELIMINARES

Veremos en la siguiente proposición, que el producto torcido G×HX
es, a su vez, un G-espacio.

Proposición 2.32. Sean H un subgrupo cerrado de un grupo topo-
lógico G y X un H-espacio. Entonces G×H X es un G-espacio con la
G-acción dada por la fórmula:

g′[g, x] = [g′g, x].

donde g′ ∈ G y [g, x] ∈ G×H X.

Demostración. Primero recordamos que [g, x] = [g1, x1] si y sólo
si g1 = gh−1 y x1 = hx para alguna h ∈ H. En este caso

g′[g1, x1] = g′[gh−1, hx] = [g′gh−1, hx] = [g′g, x] = g′[g, x],

por tanto, está bien definida.
Sean f : G×(G×X) → G×X y p : G×X → G×H X las funciones

continuas dadas por

f(g′, (g, x)) = (g′g, x) y p(g, x) = [g, x].

Sea θ : G× (G×H X) → G×H X la acción antes definida. Entonces
el cuadrado

G× (G×X)

IdG×p
²²

pf

''PPPPPPPPPPPP

f // G×X

p

²²
G× (G×H X)

θ // G×H X

conmuta. Como p es abierta y sobreyectiva, IdG × p también lo es, en
particular, es una identificación. Como θ(IdG × p) = pf es continua,
aplicando la propiedad universal del cociente (ver la observación 1.19),
θ es continua.

Además es claro que

(i) e[g, x] = [g, x], para cada [g, x] ∈ G×H X.
(ii) g1[g2g, x] = g1g2[g, x] para cada g1, g2 ∈ G y [g, x] ∈ G×H X.

¤

Proposición 2.33. Sean G un grupo topológico y H un subgrupo
cerrado de G. Sea A un H-espacio. Para cualquier G-espacio Y , la
correspondencia

F : {A φ−→ Y | φ es H−aplicación} → {G×H A
ψ−→ Y|

ψ es G−aplicación}
dada por

F(φ) = ψ
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donde ψ([g, a]) = gφ(a), es biyectiva con inversa F−1(ψ)(a) = ψ([e, a]).

Demostración. Dada φ : A → Y una aplicación H-equivariante,
entonces ψ : [g, a] 7→ gφ(a) está bien definida. En efecto, observamos
primero que por la proposición 2.32, G×H A es un G-espacio. Si

[g, a] = [g1, a1],

entonces para algún h ∈ H se tiene que g1 = gh−1 y a1 = ha, para
algún h ∈ H. Luego,

ψ([g1, a1]) = g1φ(a1) = gh−1φ(ha) = gh−1hφ(a) = gφ(a) = ψ([g, a]).

La proyección orbital π : G × A → G ×H A seguida de ψ es igual a
la composición (g, a) 7→ [g, a] 7→ gφ(a) que es continua, y tenemos el
diagrama conmutativo,

G× A

ψπ ##FF
FF

FF
FF

F
π // G×H A

ψzzvvvvvvvvv

Y

Por la propiedad universal del cociente (ver la observación 1.19), ψ es
continua.

Además,
ψ(g′[g, a]) = g′gφ(a) = g′ψ([g, a])

para todo g′ ∈ G, lo cual significa que ψ : G ×H A → Y es G-
equivariante.

Ahora, si F(φ) = F(φ′), entonces para todo a ∈ A obviamente sus
valores en [e, a] coinciden, y entonces

φ(a) = eφ(a) = F(φ)[e, a] = F(φ′)[e, a] = eφ′(a) = φ′(a),

por lo tanto F es inyectiva.
Mostraremos que es sobreyectiva. Dada una G-aplicación

ψ : G×H A → Y,

la función continua φψ : a 7→ ψ([e, a]) cumple que

φψ(ha) = ψ([e, ha]) = ψ([eh, a]) = hψ([e, a]) = hφψ(a)

para todo h ∈ H, entonces φψ : A → Y es H-equivariante.
Finalmente comprobamos que F(φψ) = ψ calculando

F(φψ)([g, a]) = gφψ(a) = gψ([e, a]) = ψ([g, a]).

Hemos probado que F es biyectiva con inversa

F−1(ψ) = φψ : a 7→ ψ([e, a]).

¤
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Proposición 2.34. Sean G un grupo topológico, H un subgrupo
cerrado de G y A un H-espacio. Entonces existe un G-homeomorfismo

γ : G×H (A× I) → (G×H A)× I,

dado por γ([g, (a, t)]) = ([g, a], t) para cada g ∈ G, a ∈ A y t ∈ I,
donde I es el intervalo unitario [0, 1] en el cual H actúa trivialmente.

Demostración. Veamos primeramente que γ está bien definida. Es
claro que A×I es un H-espacio con la acción diagonal determinada por
h(a, t) = (ha, t). Supongamos que [g1, (a1, t1)] = [g2, (a1, t2)]. Entonces
existe un h ∈ H tal que g2 = g1h

−1 y (a2, t2) = h(a1, t1) = (ha1, t1).
Por tanto, a2 = ha1 y t2 = t1. Se sigue entonces que

γ([g2, (a2, t2)]) = ([g2, a2], t2) = ([g1h
−1, ha1], t1) = ([g1, a1], t1)

= γ([g1, (a1, t1)]).

Además γ es continua y abierta. Para ver esto consideremos el si-
guiente diagrama conmutativo:

G× (A× I)

α

²²

π // G×H (A× I)

γ

²²
(G× A)× I

π′×IdI // (G×H A)× I

donde π : G× (A× I) → G×H (A× I) y π′ : G×A → G×H A son las
correspondientes proyecciones orbitales y

α : G× (A× I) → (G× A)× I

dada por α
(
g, (a, t)

)
=

(
(g, a), t

)
es, claramente, un G-homeomorfismo.

Observamos entonces que π, π′ × IdI y α son continuas y abiertas; de
ah́ı que γ también lo sea.

Por otro lado, γ es evidentemente sobreyectiva. Veamos que es in-
yectiva. Supongamos que γ([g1, (a1, t1)]) = γ([g2, (a2, t2)]), por lo que
([g1, a1], t1) = ([g2, a2], t2). Entonces [g1, a1] = [g2, a2] y t1 = t2. Por
tanto, existe un k ∈ H tal que g2 = g1k

−1 y a2 = ka1. Aśı pues,

[g2, (a2, t2)] = [g1k
−1, (ka1, t1)] = [g1k

−1, k(a1, t)] = [g1, (a1, t1)],

esto es, γ es inyectiva.
Finalmente observamos que γ es G-equivariante. En efecto, tenemos

que

γ(g′[g, (a, t)]) = γ([g′g, (a, t)]) = ([g′g, a], t) = (g′[g, a], t)

= g′([g, a], t) = g′γ[g, (a, t)].

¤
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Definición 2.35. Sean G un grupo topológico, H un subgrupo ce-
rrado de G y X un G-espacio. Un subconjunto S ⊂ X es llamado una
H-rebanada de X, si

(1) S es H-invariante,
(2) S es cerrado en G(S),
(3) si g ∈ G \H, entonces gS ∩ S = ∅,
(4) G(S) es abierto en X.

Si además G(S) = X, entonces S es llamada H-rebanada global
de X.

Figura 1. Interpretación gráfica de la definición de la
H-rebanada S.

Lema 2.36. Sean α : A → B y β : B → C dos funciones continuas.
Si α es sobreyectiva y la composición βα es cerrada, entonces β es
cerrada.

Demostración. Consideremos un cerrado F de B, como α−1(F ) es
cerrado en A, βα(α−1(F )) es cerrado en C. Pero por ser α sobreyectiva
αα−1(F ) = F , por lo tanto β(F ) cerrado en C. ¤

Proposición 2.37. Sean G un grupo compacto y H un subgrupo ce-
rrado de G. Sean X un G-espacio y S una H-rebanada de X. Entonces
la función

η : G×H S → G(S),

dada por η([g, s]) = gs, es un G-homeomorfismo.

, 
, 

_ ... . 

, , 

, , 

, 
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Demostración. Sea X un G-espacio con acción θ. Veamos prime-
ramente que η está bien definida y es G-equivariante. Debido a que
S es H-invariante por la primera condición de la definición de H-
rebanada, la aplicación inclusión i : S → G(S) dada por i(s) = es
es H-equivariante, puesto que i(hs) = hs = hi(s), donde s, h ∈ H.
Aplicando F de la proposición 2.33 a i, obtenemos la bien definida G-
aplicación F(i) : G ×H S → G(S) la cual env́ıa [g, s] en gi(s) = gs, y
por ello F(i) = η.

Enseguida mostraremos que η es inyectiva. Si η([g1, s1]) = η([g2, s2]),
entonces g1s1 = g2s2, o bien, g−1

2 g1s1 = s2 ∈ S. Pero como S es una
H-rebanada, por la tercera condición de la definición 2.35, esto implica
que g−1

2 g1 ∈ H y, por lo tanto

[g1, s1] = [g1(g
−1
2 g1)

−1, g−1
2 g1s1] = [g2, s2],

esto es, η es inyectiva.
Sean π : G×S → G×H S la proyección orbital y θ′ : G×S → G(S)

la restricción de la acción θ de G en X. Entonces el siguiente diagrama
conmuta.

G× S

θ′ $$IIIIIIIII
π // G×H S

ηyyttttttttt

G(S)

Afirmamos que η es cerrada. Como G es compacto, por la proposición
1.34, θ′ es cerrada, además π es sobreyectiva. Por la igualdad ηπ = θ

′

y por el lema 2.36, η es cerrada.
Concluimos que η es un G-homeomorfismo. ¤

En vista de la proposición 2.37, podemos establecer que si G es
un grupo compacto, H es un subgrupo cerrado de G y S es una H-
rebanada de X, entonces el producto torcido G×H S es esencialmente
de la forma G(S), como lo ilustra la figura 2(a).

El teorema siguiente tiene un papel central en la teoŕıa de los grupos
topológicos de transformaciones (ver, [15, Caṕıtulo II, teorema 5.4]).
La figura 2(b) ilustra dicho teorema.

Teorema 2.38 (Teorema de la rebanada). Sean G un grupo de
Lie, X un G-espacio, x ∈ X y U una vecindad de x. Entonces existe
una Gx-rebanada Sx ⊂ X tal que x ∈ Sx ⊂ U .
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Figura 2. (a) El producto torcido G ×H S, cuando G
es compacto, H es cerrado en G y S es una H-rebanada
de X. (b) Ilustración del teorema de la rebanada. En este
caso a Sx se le designa rebanada de x y a G(Sx) como
tubo alrededor de la órbita G(x).

La siguiente proposición cuya demostración puede encontrarse en
(ver [42, Corolario 1.6.7.]), nos proporciona una fuente abundante de
espacios G-ANR.

Proposición 2.39. Sean G un grupo compacto de Lie y H un
subgrupo cerrado de G. Entonces G/H es un G-ANE.

Lema 2.40. Sean G un grupo compacto, H un subgrupo cerrado de
G y X un H-espacio. Entonces la función

γX : X → G×H X dada por γX(x) = [e, x],

es un H-encaje cerrado.

Demostración. Sean la proyección orbital

π : G×X → G×H X

y el encaje cerrado

δX : X → G×X,

, 

" ---.' 

• 

, , 

, 

• 
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dado por δX(x) = (e, x). Entonces el diagrama siguiente conmuta, por
lo que γX=πδX .

X
δX

{{ww
ww

ww
ww

w
γX

$$IIIIIIIII

G×X
π // G×H X

Por lo tanto γX es continua.
Como H es compacto, por la proposición 1.37, π es cerrada, y como

δX es cerrado, la composición γX = πδX , es cerrada.
Si x ∈ X y h ∈ H, entonces

γX(hx) = [e, hx] = [h, x] = h[e, x] = hγX(x),

por lo que γX es H-equivariante.
Afirmamos también que γX es inyectiva. En efecto, supongamos que

γX(x) = γX(y) para x, y ∈ X, entonces [e, x] = [e, y]. Luego, existe un
h ∈ H tal que (e, y) = (eh−1, hx), y en este caso, h = e, por lo que
x = y. Concluimos que γX es un H-encaje cerrado. ¤

Proposición 2.41 ([12]). Sean G un grupo compacto de Lie, H un
subgrupo cerrado de G y S un H-espacio. Entonces S es un H-retracto
de vecindad del producto torcido G×H S.

Demostración. Consideremos la siguiente acción continua del
grupo Γ = H ×H en el espacio G:

(h1, h2) ∗ x = h1xh−1
2 para todo (h1, h2) ∈ Γ y x ∈ G.

Claramente, H es un subconjunto Γ-invariante en el Γ-espacio G,
y esta acción en H es transitiva. Luego, por la proposición 1.32, H es
Γ-homeomorfa a Γ/Γe, donde Γe = {(h, h)|h ∈ H} es el estabilizador
de la identidad e ∈ H.

Como G y, por tanto Γ, es un grupo compacto de Lie, Γ/Γe es un
Γ-ANE, por la proposición 2.39, y de ah́ı, H es un Γ-ANE.

Esto da lugar a la existencia de una retracción Γ-equivariante

r : U → H,

donde U es una vecindad Γ-invariante de H en el Γ-espacio G. Entonces
U ×H S es una vecindad H-invariante del conjunto S en G ×H S (re-
cordemos que identificamos S, como un H-espacio, con el subconjunto
H-invariante {[e, s]|s ∈ S} de G×H S, ver el lema 2.40).
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Definimos R : U ×H S → S haciendo R([u, s]) = r(u)s. Entonces
R está bien definida. En efecto, como r(u) ∈ H y S es H-invariante,
vemos que r(u)s ∈ S. Si h ∈ H, entonces

R([uh−1, hs]) = r(uh−1)hs

y, como r es Γ-equivariante, r(uh−1) = r(u)h−1. En consecuencia,

R([uh−1, hs]) = r(u)h−1hs = r(u)s = R([u, s]).

La continuidad de R es consecuencia de la continuidad de la aplicación
f : U×S → S, que env́ıa (u, s) a r(u)s, y de que la H-aplicación orbital
p : U × S → U ×H S es abierta, considerando el siguiente diagrama
conmutativo,

U × S

f ""FF
FF

FF
FF

F

p // U ×H S

R
{{vvvvvvvvv

S

Además, R es H-equivariante. En efecto, para cualquier h ∈ H,
tenemos

R(h[u, s]) = R([hu, s]) = r(hu)s.

Además, la Γ-equivarianza de r implica que r(hu) = hr(u), y de ah́ı,

R([hu, s]) = hr(u)s = hR[u, s]).

Finalmente, R es una retracción sobre S ya que

R([e, s]) = r(e)s = es = s

para cada s ∈ S. ¤

Teorema 2.42. Sea G un grupo compacto y sean X y Y dos G-
espacios de Hausdorff. Sean C cualquier subconjunto cerrado en X y
φ : C → Y cualquier aplicación tal que, siempre y cuando c y gc, ambas,
pertenezcan a C (para algún g ∈ G), se tenga que φ(gc) = gφ(c).
Entonces existe una única extensión de φ a una G-aplicación φ′ de
G(C) en Y .

Demostración. Para g ∈ G y c ∈ C, hacemos φ′(gc) = gφ(c), la
cual es, claramente, la única posibilidad para una G-extensión.

Veamos que φ′ está bien definida. Sea gc = g1c1. Entonces

c = g−1g1c1,

esto es, c y g−1g1c1 ∈ C, por lo que

φ(c) = φ(g−1g1c1) = g−1g1φ(c1)
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haciendo uso de nuestra hipótesis. Entonces gφ(c) = g1φ(c1) como se
queŕıa.

Veamos que φ′ es continua. Sea (xα) una red en G(C) que converge
a x ∈ G(C). Ponemos xα = gαcα. Considerando que G es compacto, al
pasar a una subred, podemos suponer que (gα) converge a algún punto
g ∈ G. Entonces cα = g−1

α xα Ã g−1x ∈ C puesto que C es cerrado. Sea
c = g−1x. Entonces

φ′(xα) = φ′(gα(cα)) = gαφ(cα)

Ã gφ(c) = φ′(gc) = φ′(x)

¤

Teorema 2.43. Sean G un grupo compacto y H un subgrupo ce-
rrado de G. Sean S y S ′ H-rebanadas globales de los G-espacios de
Hausdorff X y Y Resp. y sea f0 una aplicación H-equivariante de S
en S ′. Entonces existe una única aplicación G-equivariante

f : G(S) → G(S ′)

tal que f |S = f0, a saber, f(gs) = gf0(s), g ∈ G, s ∈ S.

Demostración. S es cerrado en G(S) = X por la segunda condi-
ción de la definición de H-rebanada. Además, si s y gs pertenecen a S,
tenemos que gS ∩S 6= ∅, y por la tercera condición de la misma defini-
ción, tenemos que g ∈ H y además f0 es una aplicación H-equivariante,
por lo que f0(gs) = gf0(s). Aplicando el teorema 2.42, tenemos que
existe una única extensión de f0 a una G-aplicación f de G(S) = X
en Y = G(S ′). De hecho, f está definida por la fórmula f(gs) = gf0(s)
para todo g ∈ G, s ∈ S. ¤

Teorema 2.44. Sean G un grupo compacto, H un subgrupo cerrado
de G, X un G-espacio y S una H-rebanada global de X. Entonces el
diagrama siguiente conmuta,

G× S

α

²²

π // G×H S
α̃

yysssssssssss
p

²²

X
f // G/H

donde α : G × S → X es la restricción de la acción de G en X,
π : G× S → G×H S es la proyección H-orbital y p : G×H S → G/H
es dada por p([g, s]) = gH. Además,
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1. Existe un G-homeomorfismo α̃ del producto torcido G ×H S
sobre X.

2. La función rebanadora

f : X → G/H

dada por f(x) = gH si x ∈ gS es equivariante y abierta.

Demostración. (1) Sea α : G×S → X la restricción de la acción
de G en X.

Como S es un H-espacio (por la definición de H-rebanada, S es
H-invariante), podemos considerar su producto torcido y la proyección
H-orbital π : G× S → G×H S.

Entonces α(π−1[g, s]) = gs para todo [g, s] ∈ G ×H S, por lo que
por el teorema de transgresión (ver la observación 1.19), α induce una
única función continua α̃ : G×H S → X dada por α̃([g, s]) = gs.

Por la proposición 2.37, tenemos que α̃ es un G-homemorfismo.
(2) Veamos que f es una G-aplicación abierta. Observamos que si

x ∈ gS ∩ g1S, entonces x = gs = g1s1 para algunos s, s1 ∈ S. Luego,
s = g−1g1s1 ∈ S ∩ g−1gS. Por la definición de H-rebanada, g−1g1 ∈ H.
Pero entonces, gH = g1H ∈ G/H. Aśı que f está bien definida.

Además es claro que f(gx) = gf(x) para toda g ∈ G, puesto que

f(gx) = f(gg1s) = gg1H = g(g1H) = gf(x)

donde x = g1s para algunos g1 ∈ G, s ∈ S.
Veamos que f es continua.
La función p : G ×H S → G/H dada por p([g, s]) = gH es una

identificación abierta, por lo que tenemos el siguiente diagrama con-
mutativo.

G× S

α

²²

π // G×H S
α̃

yysssssssssss
p

²²

X
f // G/H

Entonces tanto α̃ como p son continuas y abiertas, por lo que f es
continua y abierta también.

Tenemos, por tanto, que f es una G-aplicación abierta. ¤

El siguiente lema justifica la denominación de función rebanadora.

Lema 2.45. Sean G un grupo topológico y H un subgrupo cerrado
de G. Sea X un G-espacio. Entonces para cualquier G-aplicación

ϕ : X → G/H

se cumple que S = ϕ−1(H) es una H-rebanada global de X.
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Figura 3. Interpretación gráfica de la función rebanadora.

Demostración. Primeramente, observamos que el conjunto uni-
puntual {H} es una H-rebanada global de G/H. En efecto, {H}

es H-invariante, pues h(eH) = H, para cada h ∈ H.
Por hipótesis, H es cerrado en G, por lo que {H} es cerrado
en G/H.
si g(eH) ∩ (eH) 6= ∅, entonces h ∈ H.
G/H = G({H}).

por lo que {H} es una H-rebanada global de G/H.
Veamos ahora que S = ϕ−1(H) es una H-rebanada global de X.

H es H-invariante en G/H, luego S = ϕ−1(H) es H-invariante
en X.
Como ϕ es continua, S = ϕ−1(H) es cerrado en X.
si gS ∩ S 6= ∅, entonces existe un x ∈ S tal que x = gs1 para
algún s1 en S. Luego, ϕ(x) ∈ H, y ϕ(x) ∈ gH, por lo que
g ∈ H.
X = ϕ−1(G/H) = Gϕ−1(H) = G(S).

Por lo anterior, S es una H-rebanada global de X. ¤

Corolario 2.46. Sean G un grupo compacto y H un subgrupo ce-
rrado de G. Sean X y Y G-espacios y f : X → Y una G-aplicación. Si
S es una H-rebanada global de Y , entonces f−1(S) es una H-rebanada
global de X.
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Demostración. Supongamos que S es una H-rebanada global de
Y . Por el teorema 2.44 la función rebanadora F : Y → G/H, dada por
F (y) = gH si y ∈ gS, es una G-aplicación y S = F−1(H). Entonces la
composición

Ff : X → G/H

es una G-aplicación y (Ff)−1(H) = f−1(S). Ahora, por el lema 2.45,
f−1(S) es una H-rebanada global de X. ¤

Proposición 2.47. Sean G un grupo compacto de Lie, H un sub-
grupo cerrado de G y X un G-espacio metrizable. Si S es una H-
rebanada global de un subespacio cerrado A en X, entonces existe una

H-rebanada S̃ en X tal que S = S̃ ∩ A.

Demostración. Sea f la función rebanadora de A = G(S) en G/H
tal que S = f−1(H). Por hipótesis A es un cerrado G-invariante de X.
Por el teorema 2.39, G/H es un G-ANE. Por tanto, podemos extender

f a una G-aplicación f̃ de una vecindad abierta G-invariante O de A
en X, como observamos en el diagrama conmutativo siguiente.

O
f̃

!!DD
DD

DD
DD

A
/²

??¡¡¡¡¡¡¡¡ f // G/H

Entonces por el lema 2.45, S̃ = f̃−1(H) es una H-rebanada y clara-

mente, S = S̃ ∩ A. ¤

Proposición 2.48 ([42]). Sean G un grupo compacto de Lie, H
un subgrupo cerrado de G y S una H-rebanada global del G-espacio
metrizable X. Si S es un H-ANE entonces X es un G-ANE.

Demostración. Sean Y un G-espacio metrizable y f : A → X una
G-aplicación de un subespacio cerrado G-invariante A de Y . Entonces,
por el corolario 2.46, S ′ = f−1(S) es una H-rebanada global de A. Por

la proposición 2.47 podemos encontrar una H-rebanada S̃ en Y tal que

S ′ = S̃
⋂

A.
Entonces la restricción f |S′ : S ′ → S es una H-aplicación del subes-

pacio cerrado H-invariante S ′ en S̃. Si S es un H-ANE, existe una

extensión de f |S′ a una H-aplicación f̃ de una vecindad H-invariante

V de S ′ en S̃. Entonces V es una H-rebanada global de G(V ). Por
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el teorema 2.43 existe una única G-aplicación f ∗ de G(V ) en X cuya

restricción a V es f̃ .

S ′_Ä

²²

f |S′ // S
Â Ä i // G(S)

H−aplicaciones//

V

f̃
@@¢¢¢¢¢¢¢¢

Â Ä i // G(V )

f∗
OO

G−aplicaciones//

Observamos que G(V ) es una vecindad de G(S ′) = A y además
f ∗|A = f . En efecto,

f ∗(a) = f ∗(gs′) = gf ∗(s′) = gf |S′(s′) = gf(s′) = f(gs′) = f(a),

para cada a = gs′ ∈ A = G(S ′). Por tanto, la prueba está completa. ¤

4. Unión de G-ANE’s

En esta sección presentamos el corolario 2.55, que será muy útil
en las pruebas de los caṕıtulos siguientes, y es una consecuencia del
teorema 2.50 (ver S. A. Antonyan [11]) que es la versión equivariante
de un teorema de unión recientemente probado por J. Dydak [20].
Comenzamos con el siguiente lema.

Lema 2.49. Sean G un grupo compacto y X un G-espacio. Si X
es paracompacto, entonces X/G es paracompacto.

Demostración. Sea {Uα} una cubierta abierta del espacio orbital
X/G. Sea π : X → X/G la proyección orbital. Entonces

W = {π−1(Uα)}
es una cubierta abierta invariante de X. Como X es paracompacto, W
tiene un refinamiento abierto localmente finito {Vβ}. Afirmamos que
{π(Vβ)} es un refinamiento abierto localmente finito de {Uα}.

Claramente, {π(Vβ)} es un refinamiento abierto de {Uα}. Veamos
que es localmente finito. Sea x ∈ X/G tal que π−1(x) = G(x) para
x ∈ X. Como X es paracompacto, para cada g ∈ G, el punto gx
tiene una vecindad Wg, la cual intersecta a lo más un número finito de
elementos de {Vβ}. Por continuidad de la acción de G sobre X, existen
una vecindad Og de g, y una vecindad Vg de x tales que Og · Vg ⊂ Wg.

Entonces G =
⋃

g∈G

Og. Como G es compacto, existen g1, g2, ..., gn

en G tales que G =
n⋃

i=1

Ogi
. Hagamos V =

n⋂
i=1

Vgi
. Entonces V es una

vecindad de x. Afirmamos ahora que V = π
(
G(V )

)
es una vecindad de
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x que intersecta a lo más un número finito de elementos de {π(Vβ)}.
En efecto, como G(x) ⊂ G(V ) entonces x ∈ V , y además

π(Vβ) ∩ V 6= ∅ ⇔ Vβ ∩G(V ) 6= ∅.
Si Vβ ∩ G(V ) 6= ∅, entonces exite un gv ∈ Vβ con g ∈ G y v ∈ V .

Como G =
n⋃

i=1

Ogi
, exite un i tal que g ∈ Ogi

y v ∈ Vgi
, por lo que

gv ∈ Ogi
· Vgi

⊂ Wgi
. Entonces gv ∈ Vβ ∩Wgi

, o bien, Vβ ∩Wgi
6= ∅.

Pero por la elección del Wgi
, hay sólo un número finito de Vβ’s con

Vβ ∩Wgi
6= ∅.

Hemos encontrado una vecindad V de x ∈ X/G, la cual intersecta a
lo más un número finito de elementos de {π(Vβ)}. Entonces {π(Vβ)} es
un refinamiento localmente finito de {Uα} y X/G es paracompacto. ¤

Teorema 2.50. Sea G un grupo compacto. Sea X un G-espacio
metrizable y supongamos que un G-espacio Y es unión de una familia
{Yt}t∈T de sus subespacios invariantes con las siguientes propiedades:

(a) Cada Yt es un G-AE(X),
(b) Para cualesquiera dos elementos s y t de T , existe un u ∈ T

tal que Ys ∪ Yt ⊂ Yu.

Entonces cualquier G-aplicación f : A → Y de un subconjunto
cerrado invariante A ⊂ X a Y tal que A =

⋃
t∈T

int(f−1(Yt)), se extiende

a una G-aplicación sobre X.

Demostración. Sea Ut = (X\A) ∪ int(f−1(Yt)) para cada t ∈ T ,
donde el interior es tomado con respecto a A. Entonces la familia
{Ut}t∈T constituye una cubierta abierta invariante de X. Como X es
metrizable y por tanto, paracompacto, por el lema 2.49, el espacio or-
bital X/G es paracompacto. Luego, tenemos una partición localmente
finita invariante de unidad {ϕt}t∈T tal que ϕ−1

t (0, 1] ⊂ Ut para cada
t ∈ T (ver [19, Sección VIII.4]). Para todo subconjunto finito S de T
definimos BS =

⋂
t∈T\S

ϕ−1
t (0). Como {ϕt}t∈T es una partición invariante

localmente finita de la unidad, concluimos que {BS} constituye una
cubierta invariante cerrada de X.

Pretendemos crear, para todos los subconjuntos finitos S de T ,
elementos α(S) de T y G-aplicaciones fS : BS → Yα(S) tales que las
condiciones siguientes son satisfechas:

(1) Yα(F ) ⊂ Yα(S) para cada F ⊂ S.
(2) fS|BF

= fF para cada F ⊂ S.
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(3) fS|A∩BS
= f |A∩BS

.

Con este fin, aplicamos inducción en el número de elementos de S.
Para los conjuntos de un elemento S = {t} simplificamos la notación a
S = t. Note que Bt = ϕ−1

t (1) para cada t ∈ T . Entonces {Bt}t∈T es una
familia discreta y f(A ∩ Bt) ⊂ Yt para cada t ∈ T . Por lo tanto, cada
aplicación parcial f |A∩Bt se extiende a una G-aplicación ft : Bt → Yt,
y hacemos α(S) = t.

Ahora, supongamos que fS y α(S) existen para todo S con cardi-
nalidad a lo mas n. Dado un subconjunto finito S ⊂ T que contiene
exactamente n + 1 elementos, seleccionamos un elemento α(S) ∈ T tal
que Yα(S) contiene todos los de Yα(F ) siendo F un subconjunto propio
de S. Sea B la unión de A ∩ BS y de todos los BF con F un subcon-
junto propio de S. Entonces B es un subconjunto invariante cerrado
de BS. Ahora definimos la G-aplicación h : B → Yα(S) como sigue:

h(x) =

{
fF (x), si x ∈ BF

f(x), si x ∈ A ∩BS.

Entonces h es una G-aplicación (continua) bien definida, y es fácil
ver que los valores de h estan en Yα(S). Por lo tanto, h se extiende a una
G-aplicación sobre BS y produce fS : BS → Yα(S) con las propiedades
deseadas.

Como BS ∩ BF = BS∩F , todas las fS pueden ser pegadas para
producir una G-aplicación f ′ : X → Y que es una extensión de f .
Cada punto x ∈ X tiene una vecindad U que intersecta sólo un número
finito de las ϕ−1

t (0, 1]; esto significa que hay un conjunto finito S tal
que U ⊂ BS. Como f

′|BS
es continua, se tiene que f ′|U también, y la

prueba está completa. ¤

Para un espacio dado X, denotamos por Con(X) al cono sobre X,
el cual es, por definición, el conjunto cociente [0, 1] ×X/{0} ×X con
la topoloǵıa débil. La imagen de un punto (t, x) ∈ [0, 1] × X bajo la
aplicación identificación p : [0, 1] × X → Con(X), será denotada por
tx, y escribiremos simplemente ∗ en vez de 0x, para indicar al vértice
del cono. Ahora bien, un subconjunto U de Con(X) que contiene al
vértice del Con(X) pertenece a la topoloǵıa débil si y sólo si p−1(U) es
abierto en [0, 1] ×X y existe un ε > 0 con [0, ε) × X ⊂ p−1(U). Si U
no contiene el vértice, entonces éste pertenece a la topoloǵıa débil si y
sólo si p−1(U) es abierto en [0, 1]×X.

Proposición 2.51. Si X es un G-espacio donde G es cualquier
grupo topológico, entonces Con(X) es un G-espacio con respecto a la
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acción definida como sigue:

g(tx) = t(gx),

g ∈ G y tx ∈ Con(X).

Demostración. Sea θ : G× Con(X) → Con(X) dada por

g(tx) = t(gx), g ∈ G, tx ∈ Con(X).

Sean p : I ×X → Con(X) la aplicación identificación y

θ′ : G×X → X,

la acción de G en X. Veamos que θ es una acción de G en Con(X).
Verifiquemos primeramente que es continua.

Caso 1. Sea (g, tx) ∈ G × Con(X) con t 6= 0. Sea V una vecindad de
t(gx) en Con(X). Debemos mostrar que existe una vecindad
W de (g, tx) tal que θ(W ) ⊂ V .

Sabemos por la definición de Con(X) que existe un J abier-
to en (0, 1] con t ∈ J y un V1 abierto en X con gx ∈ V1, tales
que p(J × V1) ⊂ V .

Como X es un G-espacio, existen un H abierto en G con
g ∈ H y un U abierto en X con x ∈ U , tales que

θ′(H × U) ⊂ V1.

Proponemos W = H × p(J × U). Como p(J × U) es una
vecindad del punto tx en Con(X), concluimos que W es una
vecindad del par (g, tx) en G× Con(X). Entonces

t(gx) ∈ θ(W ) ⊂ V,

como se queŕıa.
Caso 2. Sea g ∈ G y V una vecindad del punto g∗ = ∗ en Con(X).

Entonces existe un ε > 0 tal que [0, ε) × X ⊂ p−1(V ). El
conjunto U = p([0, ε) × X) es una vecindad del vértice ∗ en
Con(X). Afirmamos que θ(G× U) ⊂ V . En efecto, para toda
g ∈ G y tx ∈ U , tenemos g(tx) = t(gx) ∈ U ⊂ V .

Aśı, θ es una función continua.
Veamos ahora que θ verifica las propiedades de una acción.

i. e(tx) = t(ex) = tx para cada tx ∈ Con(X).
ii. h

(
g(tx)

)
= h

(
t(gx)

)
= t

(
h(gx)

)
= t

(
(hg)x

)
= (hg)(tx).

Concluimos que Con(X) es un G-espacio con la acción propuesta. ¤

La siguiente proposición será necesaria en las pruebas de los coro-
larios subsiguientes.
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Proposición 2.52. Sea G un grupo compacto. Si Y es un G-ANE,
entonces Con(Y ) es un G-AE.

Demostración. Sean X un G-espacio metrizable, A un subcon-
junto cerrado invariante de X y f : A → Con(Y ) una G-aplicación.
Sea f1 la composición de f y la proyección π1 : Con(Y ) → [0, 1]. Como
el conjunto f−1

1

(
(0, 1]

)
es abierto en A, existe un conjunto U abierto

en X tal que U ∩ A = f−1
1

(
(0, 1]

)
.

Sea f2 = π2f |U∩A, donde π2 : (0, 1] · Y → Y es la proyección. Como
U es un G-espacio metrizable, U ∩ A es un subconjunto cerrado inva-
riante de U y Y es un G-ANE, la aplicación f2 tiene una G-extensión
F2 : V → Y definida en alguna vecindad invariante V de U ∩ A en U .

Consideramos el subconjunto cerrado invariante A ∪ (X \ V ) de X
y definamos la aplicación invariante ψ : A ∪ (X \ V ) → [0, 1] según la
formula:

ψ(x) =

{
f1(x), si x ∈ A,

0, si x ∈ X \ V.

Como A ∩ (X \ V ) = f−1
1 (0), la aplicación ψ esta bien definida, es

continua e invariante.
Como X es metrizable, por el teorema 2.16, X/G también lo es, y

por tanto, es un espacio normal. Entonces, según el teorema equivarian-
te de Tietze-Urysohn, podemos extender ψ a una aplicación invariante
ϕ : X → [0, 1].

Ahora, la G-extensión deseada F : X → Con(Y ) es entonces defi-
nida por la regla:

F (x) =

{
ϕ(x) · F2(x), si x ∈ V,

∗, si x ∈ X\V.

Verificaremos enseguida que F es una extensión de f . En efecto, sea
x ∈ A. Entonces, si x ∈ V , tenemos:

F (x) = ϕ(x) · F2(x) = ψ(x) · f2(x) = f1(x) · f2(x) = f(x).

Si x /∈ V , entonces ψ(x) = 0. Pero, para los puntos x ∈ A tenemos
ψ(x) = f1(x). Luego f1(x) = 0 lo cual significa que f(x) = ∗. De otro
lado F (x) = ∗ por definición, y de ah́ı, F (x) = f(x).

Veamos que F : X → Con(Y ) es continua. Sean x ∈ X y W una
vecindad de F (x) en Con(Y ). Debemos mostrar una vecindad S de x
tal que F (S) ⊂ W .

Tenemos los siguientes dos casos. (Ver la figura 4.)
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Figura 4. Ilustración utilizada en la demostración de
la proposición 2.52.

Caso 1. Supongamos que x ∈ V . Sea p : [0, 1]× Y → Con(Y ) la iden-
tificación. Entonces, como F (x) = ϕ(x) ·F2(x) ∈ W , inferimos
que el par (ϕ(x), F2(x)) pertenece al conjunto p−1(W ) abierto
en el producto [0, 1] × Y . Por lo tanto existen W1 abierto en
[0, 1] y W2 abierto en Y , tales que ϕ(x) ∈ W1, F2(x) ∈ W2 y
W1×W2 ⊂ p−1(W ), lo cual en otra forma equivalente se puede
escribir aśı: W1 ·W2 ⊂ W .

Como la aplicación ϕ es continua en x, existe un S1 abierto
en X, tal que x ∈ S1 y ϕ(S1) ⊂ W1.

Por otro lado, como F2 es continua en x, existe un abierto
S2 en V (y por tanto, en X) tal que x ∈ S2 y F2(S2) ⊂ W2.

Luego, para x ∈ S = S1∩S2 tenemos F (x) = ϕ(x)·F2(x) ∈
W1 ·W2 ⊂ W . Consequentemente, F (S) ⊂ W.

Caso 2. Supongamos que x ∈ X \ V . Entonces

F (x) = ∗ ∈ W y ϕ(x) = 0.

Por definición de la topoloǵıa débil en Con(Y ), existe un ε > 0
tal que [0, ε) · Y ⊂ W . Por la continuidad de ϕ, existe una
vecindad S de x en X tal que ϕ(S) ⊂ [0, ε).

Afirmamos que F (S) ⊂ W . En efecto, consideremos dos
casos.

(a) s ∈ S y s ∈ V . Entonces

F (s) = ϕ(s) · F2(s) ∈ [0, ε) · Y ⊂ W.

, 

" 
." 
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(b) s ∈ S y s /∈ V . Entonces F (s) = ∗ ∈ W .
Luego, F (S) ⊂ W .

¤

Corolario 2.53. Sean G un grupo compacto y X un G-espacio
metrizable. Supongamos que un G-espacio Y es unión de una familia
{Yt}t∈T de sus subespacios invariantes con las siguientes propiedades:

(a) Cada Yt es un G-ANE(X).
(b) Para cualesquiera dos elementos s y t de T hay un u ∈ T tal

que Ys ∪ Yt ⊂ Yu.

Entonces cualquier G-aplicación f : A → Y de un subconjunto ce-
rrado invariante A ⊂ X en Y tal que A =

⋃
t∈T

int(f−1(Yt)), se extiende

a una G-aplicación sobre una vecindad invariante de A en X.

Demostración. Sea Z = Con(Y ) con el vértice ∗ y sea

Zt = Con(Yt) para cada t ∈ T .

Entonces Z es cubierto por los conjuntos invariantes Zt, t∈ T. Por la
proposición 2.52, cada Zt es un G-AE(X) (ver la figura 5). Por lo tanto,

Figura 5. Ilustración utilizada en la demostración del
corolario 2.53.

f considerada como una G-aplicación de A a Z, cumple la hipótesis del
teorema 2.50, y de ah́ı, se extiende a una G-aplicación

ϕ : X → Z.

Z I 1-1 

, 
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Sea U = ϕ−1(Z\{∗}). Entonces hay una evidente retracción equiva-
riante r : Z \ {∗} → Y , lo cual significa que la composición de ϕ|U y r
produce una G-extensión f ′ : U → Y de f . ¤

Lema 2.54. Sea G un grupo compacto. Si un G-espacio Y es unión
de dos subconjuntos abiertos invariantes Y1 y Y2, los cuales son G-
ANE’s, entonces Y es un G-ANE.

Demostración. Supongamos que X es un G-espacio metrizable.
Sea f : A → Y una G-aplicación, donde A es un subconjunto cerrado
invariante de X. Los conjuntos

V1 = f−1(Y1) ∪ (X\A) y V2 = f−1(Y2) ∪ (X\A)

constituyen una cubierta abierta invariante de X. Como X es metriza-
ble, por el teorema 2.16, X/G lo es también y por tanto es un espacio
normal. Entonces hay subconjuntos cerrados invariantes X1 y X2 de
X tales que X1 ⊂ V1, X2 ⊂ V2 y X = X1 ∪ X2. Como Y1 ∩ Y2 es un
subconjunto abierto invariante de Y1 y Y2, los cuales son G-ANE(X),
por la proposición 2.5 inferimos que Y1 ∩ Y2 es un G-ANE(X). Por lo
tanto, por la proposición 2.52, Con(Y1 ∩ Y2) es un G-AE(X) y, de ah́ı,
existe una G-extensión

f0 : X1 ∩X2 → Con(Y1 ∩ Y2)

de la G-aplicación parcial f |A∩(X1∩X2) (ver la figura 6). Ahora peguemos
f0 y la G-aplicación parcial f |A∩X1 en una G-aplicación

h : (A ∩X1) ∪ (X1 ∩X2) → Con(Y1).

Como por la proposición 2.52, Con(Y1) es un G-AE(X), existe una
G-extensión de h1 : X1 → Con(Y1) de h. Análogamente, existe una
G-extensión h2 : X2 → Con(Y2) de

h′ : (A ∩X2) ∪ (X1 ∩X2) → Con(Y2).

Ahora h1 y h2 pueden ser pegadas juntas para crear una G-aplicación
H : X → Con(Y ). Como H|A = f y A ∩H−1(∗) = ∅, concluimos que
el conjunto U = X \ H−1(∗) es una vecindad invariante de A en X.
Hay una evidente retracción equivariante r : Con(Y ) \ {∗} → Y , lo
que implica que la composición de H|U y r produce una G-extensión
f ′ : U → Y de f . Esto completa la prueba. ¤

Corolario 2.55. Sea G un grupo compacto. Si un G-espacio Y es
unión de sus subconjuntos abiertos invariantes Yλ, λ ∈ Λ los cuales
son G-ANE’s, entonces Y también es un G-ANE.
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Figura 6. Ilustración utilizada en la demostración del
lema 2.54.

Demostración. Supongamos que X es un G-espacio metrizable.
Ahora sea Y =

⋃{Yλ|λ ∈ Λ}, donde cada Yλ es un subconjunto de
Y abierto invariante y G-ANE(X). Sea T el conjunto de todos los
subconjuntos finitos de Λ. Para cada T ∈ T definimos ZT =

⋃
λ∈T

Yλ.

Entonces se sigue del lema 2.54 que cada ZT es un subconjunto de Y
abierto el cual es un G-ANE(X). Además Y =

⋃
T∈T

ZT y ZT∪ZS = ZT∪S

para T, S ∈ T . Consecuentemente, se aplica el corolario 2.53, y la
prueba está completa. ¤



CAṔıTULO 3

Una caracterización local de los G-ANR’s

Una consecuencia inmediata del corolario 2.55 es la siguiente carac-
terización de los G-ANR’s.

Teorema 3.1. Sean G un grupo compacto y X un G-espacio me-
trizable. Entonces X es un G-ANR si y sólo si toda órbita G(x) ⊂ X
tiene una vecindad invariante U que es un G-ANR.

Demostración. Supongamos que X es un G-ANR. Entonces para
cada órbita G(x) ⊂ X, X es una vecindad invariante la cual es un
G-ANR.

Supongamos ahora que cada órbita G(x) ⊂ X tiene una vecindad
invariante Ux que es un G-ANR. Por el teorema 2.29, Ux es un G-ANE.
Por el corolario 2.55,

X =
⋃
x∈X

Ux

es un G-ANE y, por el teorema 2.29, X es un G-ANR. ¤

Con la idea del teorema anterior, precisamos el concepto de un G-
ANR local y, posteriormente, damos una caracterización local de los
G-ANR’s.

Definición 3.2. Un G-espacio X es llamado un G-ANE local si
cada punto x ∈ X admite una vecindad Gx-invariante U la cual es un
Gx-ANE.

Definición 3.3. Un G-espacio X es llamado un G-ANR local si
cada punto x ∈ X admite una vecindad Gx-invariante U la cual es un
Gx-ANR.

Lema 3.4. Sean G un grupo compacto metrizable, H un subgru-
po cerrado de G y X un G-espacio. Entonces si X es metrizable, el
producto torcido G×H X es metrizable también.

59
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Demostración. Dado que G es metrizable, el producto, G × X
es metrizable. Finalmente, por la proposición 2.16, el producto torcido
G×H X es metrizable. ¤

Lema 3.5. Sean G un grupo compacto, H un subgrupo cerrado de
G y f : X → Y una H-aplicación del H-espacio metrizable X en el
H-espacio metrizable Y . Entonces la función

ϕf : G×H X → G×H Y

correspondiente a f , dada por ϕf ([g, x]) = [g, f(x)] es una G-aplicación.
Además, si f es un encaje topológico cerrado, entonces ϕf es un

encaje topológico cerrado.

Demostración. Veamos primeramente que ϕf está bien definida.
Por la proposición 2.32, G ×H X y G ×H Y son G-espacios. Sean g,
g′ ∈ G y x, x′ ∈ X. Supongamos que [g, x] = [g′, x′]. Entonces existe
un h ∈ H tal que g′ = gh−1 y x′ = hx. Luego,

ϕf ([g
′, x′]) = [g′, f(x′)] = [gh−1, f(hx)] = [gh−1, hf(x)]

= [g, f(x)] = ϕf ([g, x]).

Veamos ahora que ϕf es continua. Consideremos las proyecciones
orbitales π : G ×X → G ×H X y π′ : G × Y → G ×H Y , aśı como la
función continua IdG × f . De acuerdo al siguiente diagrama conmuta-
tivo,

G×X

π

²²

π′(IdG×f)

ϕf π

$$IIIIIIIIIIIIIIIIIIII

IdG×f // G× Y

π′

²²
G×H X

ϕf // G×H Y

podemos observar que, como IdG×f y π′ son continuas, ϕfπ lo es. Por
la propiedad universal del cociente (ver la observación 1.19), conside-
rando que π es una identificación, se sigue que ϕf es continua.

Es fácil ver que es G-equivariante. En efecto,

ϕf (g
′[g, x]) = ϕf ([g

′g, x]) = [g′g, f(x)] = g′[g, f(x)] = g′ϕf ([g, x]).

Hemos probado que ϕf es una G-aplicación.
Resta probar que si f es encaje cerrado, entonces ϕf también lo es.
Verifiquemos primeramente que ϕf es inyectiva. Supongamos que

ϕf ([g, x]) = ϕf ([g
′, x′]). Entonces [g, f(x)] = [g′, f(x′)]. Esto significa

que existe un h ∈ H, tal que g′ = gh−1 y f(x′) = hf(x). Luego,
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f(x′) = f(hx) y, como f es inyectiva, x′ = hx. Por tanto, [g, x] = [g′, x′],
es decir, ϕf es inyectiva.

Como f es un encaje topológico cerrado, IdG × f es un encaje
topológico cerrado también. Como G es compacto, por la proposición
1.37, las proyecciones orbitales son cerradas. De ah́ı que ϕf sea un
encaje topológico cerrado. ¤

Figura 1. Interpretación gráfica utilizada en la demos-
tración del teorema 3.6.

En [45], J. de Vries nos proporciona las bases de la demostración
del teorema siguiente.

Teorema 3.6. Sea G un grupo compacto metrizable, y suponga-
mos que el G-espacio metrizable Y es un G-ANE. Entonces para todo
subgrupo cerrado H ⊂ G, el H-espacio Y es un H-ANE.

Demostración. Sean X un H-espacio metrizable, A un subcon-
junto cerrado H-invariante de X y f : A → Y una H-aplicación. Por la

proposición 2.33, f induce una G-aplicación f̃ : G×H A → Y , dada por

f̃([g, x]) = gf(x). Por el lema 3.4, el producto torcido G ×H X es un
G-espacio metrizable. Además, por el lema 3.5, G×H A es un subcon-
junto cerrado G-invariante de G×H X, debido a que si la H-aplicación
inclusión i : A ↪→ X es un H-encaje cerrado, ϕi : G×H A ↪→ G×H X
es un G-encaje cerrado.
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Ahora, como Y es un G-ANE, existe una vecindad U , G-invariante

de G×H A tal que f̃ se extiende a una G-aplicación F̃ : U → Y , como
se observa en el siguiente diagrama conmutativo.

U
F̃

$$
G×H A

?Â

OO

f̃ // Y

A
?Â

γA

OO

f // Y
?Â

IdY

OO

en donde, las flechas punteadas y continuas

G−aplicaciones// H−aplicaciones//

representan, respectivamente, las aplicaciones G-equivariantes y H-
equivariantes.

Resulta claro, por la proposición 2.40, que A es un cerrado H-
invariante de G×H A, y que X es un cerrado H-invariante de G×H X.
Hagamos V = U ∩ X (tal como se observa en la figura 1). Aśı V es

una vecindad H-invariante de A. Entonces la restricción F = F̃ |V es la
extensión buscada de f y que hace a Y un H-ANE.
El diagrama siguiente presenta los puntos esenciales de esta demostra-
ción.

YL l
IdY

zzuuuuuuuuuu
Â Ä IdY // YO o

IdY

ÄÄ~~
~~

~~
~

Y
Â Ä IdY //

OO

Y

A

f

Â

L l

zzvvvvvvvvv
Â Ä // V

F̃ |V

OO

Oo

ÄÄÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

Â Ä // XL l

zzuuuuuuuuu

G×H A

f̃

OO

Â Ä // U

OO

F̃

Â Ä // G×H X

G−aplicaciones // H−aplicaciones //

¤

La siguiente caracterización local de los G-ANE’s tiene un papel
importante en este documento.
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Teorema 3.7. Sean G un grupo compacto de Lie y X un G-espacio
metrizable. Entonces X es un G-ANE si y sólo si X es un G-ANE local.

Demostración. Si el G-espacio X es un G-ANE entonces X es
también un H-ANE para cualquier subgrupo cerrado H ⊂ G, por el
teorema 3.6. En particular, X es un Gx-ANE para cualquier x ∈ X.

Supongamos que X es un G-ANE local. Para cualquier x ∈ X, sea U
una vecindad Gx-invariante de x la cual es un Gx-ANE. Por el teorema
2.38 podemos seleccionar una Gx-rebanada Sx tal que x ∈ Sx ⊂ U .
Por la proposición 2.37 la G-saturación G(Sx) es G-homeomorfa al
producto torcido G ×Gx Sx. Se sigue de la proposición 2.41 que Sx es
un Gx-retracto de alguna vecindad Gx-invariante W de Sx en G(Sx).
Como U es Gx-invariante podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que W ⊂ U (esta situación es ilustrada en la figura 2).

Figura 2. Interpretación gráfica utilizada en la demos-
tración del teorema 3.7.

Entonces, como W un subconjunto abierto Gx-invariante de un Gx-
espacio U el cual es un Gx-ANE, por la proposición 2.5, el conjunto
W mismo es un Gx-ANE. Por la proposición 2.6, Sx, al ser un Gx-
retracto de W , es un Gx-ANE también. Luego, por la proposición 2.48,
la G-saturación G(Sx) es un G-ANE.

Ahora, como X es la unión de sus subconjuntos G-ANE abiertos
invariantes G(Sx), x ∈ X, se sigue del corolario 2.55 que X es un
G-ANE. ¤
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Resulta ahora clara nuestra caracterización local de los G-ANR’s,
la cual se presenta en el teorema siguiente.

Teorema 3.8. Sea G un grupo compacto de Lie. Si X es un G-
espacio metrizable, entonces X es un G-ANR si y sólo si X es un
G-ANR local.

Demostración. Por la teorema 2.29, X es un G-ANR si y sólo si
X es un G-ANE. Por el teorema 3.7, X es un G-ANE si y sólo si X
es un G-ANE local. Pero, por definición, X es un G-ANE local si y
sólo si cada punto de x admite una vecindad Gx-invariante U la cual
es un Gx-ANE. Por la teorema 2.29, X es un G-ANE local si y sólo
si cada punto de x admite una vecindad Gx-invariante U la cual es un
Gx-ANR, esto es, si y sólo si X es un G-ANR local. Concluimos que X
es un G-ANR si y sólo si X es un G-ANR local. ¤

Una consecuencia interesante, que enunciamos en el siguiente coro-
lario, nos enlaza conceptos de las teoŕıas equvariante y no equivariante

Corolario 3.9. Sea G un grupo compacto de Lie. Sea X un G-
espacio libre metrizable. Entonces X es un G-ANR si y sólo si X es
un ANR.

Demostración. Por la proposición 2.28, tenemos que si X es un
G-ANR, entonces X es un ANR.

Supongamos ahora que X es un ANR. Entonces para cada x ∈ X
existe una vecindad Gx-invariante U tal que U es Gx-ANR, a saber,
U = X puesto que X es un ANR y X es un G-espacio libre donde
Gx = {e}. Luego X es un G-ANR local y, por el teorema 3.8, X es un
G-ANR. ¤

Observación 3.10. Es fácil ver que las partes “sólo si” de los
teoremas 3.7 y 3.8 son válidos para cualquier grupo compacto (no nece-
sariamente de Lie) G. De otro lado, las partes “si” de estos teoremas
están basados esencialmente en el teorema de la rebanada, el cual no es
válido para acciones de grupos compactos que no son de Lie (ver [6]).
Más aún, el teorema 3.8 mismo, o bien, el teorema 3.7, tampoco es
cierto para acciones de grupos compactos que no son de Lie. En efecto,
según los teoremas 2 y 6 del art́ıculo [5], para cada grupo compacto
metrizable G que no es de Lie, existe un G-espacio lineal normado L,
tal que todos los estabilizadores Gx, con x ∈ L, son grupos finitos y L
no es un G-ANR. En este caso, como Gx es finito, L ∈ Gx-ANR (ver
[4]). Aśı, L es un G-ANR local pero no es un G-ANR global.



CAṔıTULO 4

Caracterizaciones homotópicas
de los G-ANR’s

En este caṕıtulo se presentan dos caracterizaciones homotópicas
de los G-ANR’s. En cada una de ellas es necesario utilizar un nuevo
resultado cuya importancia en la Teoŕıa Equivariante de Retractos va
más allá de la justificación de tales caracterizaciones. Éste es el teorema
3.7, del cual se desprende una caracterización local de los G-ANR’s.

En cada una de las demostraciones de las caracterizaciones ho-
motópicas se deberá probar previamente, que si determinada propiedad
homotópica está presente cuando se trabaja con un grupo dado, tam-
bién estará presente cuando se trabaja con los subgrupos cerrados que
son estabilizadores de este grupo, ya que éstos juegan un papel rele-
vante cuando se deben demostrar propiedades locales.

Se concluye con una caracterización de los subespacios cerrados
invariantes de los G-ANR’s que también tienen la propiedad de ser
G-ANR’s.

Hacemos la observación de que a lo largo de este caṕıtulo se traba-
jará sólo con acciones de grupos compactos de Lie en espacios
metrizables.

1. La propiedad P(G,V)

Definición 4.1. Una cubierta U de un G-espacio Y es llamada
una G-cubierta, si gU ∈ U para cada U ∈ U y g ∈ G.

Definición 4.2. Sea U una cubierta de un G-espacio Y . Dos G-
aplicaciones φ, ϕ : X → Y definidas en el G-espacio metrizable X se
dice que son U-cercanas si para cada x ∈ X, existe un U ∈ U tal que
φ(x) ∈ U y ϕ(x) ∈ U.

Definición 4.3. Sea U una cubierta de un G-espacio Y . Una ho-
motoṕıa equivariante ht : X → Y , t ∈ I, se dice que es U-limitada
o bien una U-homotoṕıa equivariante (abreviado U-G-homotoṕıa)
si para cada x ∈ X, existe un U ∈ U tal que ht(x) ∈ U para todo
t ∈ I. Dos G-aplicaciones φ, ϕ : X → Y se que son U-homotópicas

65
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equivariantamente (abreviado U-G-homotópicas) si y sólo si existe
una U-G-homotoṕıa ht : X → Y, t ∈ I, tal que h0 = φ y h1 = ϕ.

Definición 4.4. Sea Y un G-espacio y sean U y V dos G-cubiertas
abiertas de Y tales que V es un refinamiento de U . Diremos que Y satis-
face la propiedad P(G,U ,V) si para cualesquiera dos G-aplicaciones
V-cercanas f, ϕ : X → Y definidas en el G-espacio metrizable X y
cualquier V-G-homotoṕıa jt : A → Y , t ∈ I, definida en un subcon-
junto invariante cerrado A de X con j0 = f |A y j1 = ϕ|A, existe una
U-G-homotoṕıa Jt : X → Y , t ∈ I, con J0 = f , J1 = ϕ y Jt|A = jt

para cada t ∈ I.
Si U = {Y }, escribiremos P(G,V) en vez de P(G,U ,V).

En la figura 1 ilustramos los puntos esenciales de la definición 4.4.

Figura 1. Propiedad P(G,U ,V).

Los siguientes teorema 4.5 y proposición 4.6 son válidos también
para acciones de grupos compactos (no necesariamente de Lie).

Teorema 4.5. Si Y es un G-ANR y U una G-cubierta abierta
de Y , entonces existe una G-cubierta abierta V de Y , la cual es un
refinamiento de U , tal que Y satisface la propiedad P(G,U ,V) de la
definición 4.4.

Demostración. Por el corolario 2.26, podemos considerar que Y
es un subconjunto cerrado invariante de un G-espacio lineal normado
L. Como Y es un G-ANR, existe una vecindad invariante M de Y en
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L y una G-retracción r : M → Y . Consideremos la cubierta abierta
r−1(U) = {r−1(U)|U ∈ U} de M . Sea W conformada por todas las
bolas abiertas de L cada una de las cuales está contenida en un elemento
de r−1(U). ClaramenteW es una G-cubierta abierta de M la cual refina
a r−1(U). Hagamos V = {W ∩ Y |W ∈ W}. Afirmamos que V es la G-
cubierta de Y requerida.

En efecto, sea X un G-espacio metrizable y A un subconjunto in-
variante cerrado de X. Supongamos también que f , ϕ : X → Y
son cualesquiera dos G-aplicaciones V-cercanas definidas en X y sea
jt : A → Y , t ∈ I, una V-G-homotoṕıa definida en A con j0 = f |A y
j1 = ϕ|A.

Constrúımos una W-G-homotoṕıa κt : X → M , t ∈ I, tomando

κt(x) = (1− t)f(x) + tϕ(x)

para cada x ∈ X y cada t ∈ I.

Figura 2. Ilustración del CASO I de la demostración
del teorema 4.5

Consideremos el subconjunto invariante cerrado

T = (X × {0}) ∪ (A× I) ∪ (X × {1})

, 



68 4. CARACTERIZACIONES HOMOTÓPICAS DE LOS G-ANR’S

en el producto topológico P = X × I, dotado con la G-acción:

g(x, t) = (gx, t).

Definimos una aplicación Φ : T → Y tomando:

Φ(x, t) =





f(x), si x ∈ X y t = 0

jt(x), si x ∈ A y t ∈ I

ϕ(x), si x ∈ X y t = 1.

Como Y es un G-ANR, se sigue del teorema 2.29 que Φ tiene una
G-extensión ψ : N → Y sobre la vecindad invariante N de T en P .

Por el lema 1.56 y la compacidad del intervalo unitario I, existe de
una vencindad abierta C ′ de A en X, tal que C ′ × I está contenida en
N y que la homotoṕıa ξt : C ′ → Y , t ∈ I, definida por

ξt(x) = ψ(x, t), x ∈ C ′, t ∈ I

es una V-homotoṕıa. Como G es compacto, por la proposición 1.39,
podemos seleccionar una vecindad invariante C de A en X tal que
C ⊂ C ′. Entonces la restricción ξt = ξt|C , t ∈ I, es una V-G-homotoṕıa.

Como X es un G-espacio metrizable, es normal. Luego, existe un
conjunto abierto invariante B en X tal que

A ⊂ B ⊂ B ⊂ C.

Por el lema de Urysohn (ver el teorema 1.44), existe una aplicación
invariante s : X → I tal que

s(x) =

{
0, si x ∈ X\B
1, si x ∈ A.

Definamos una homotoṕıa θt : X → M , t ∈ I, tomando

θt(x) =

{
[1− s(x)]κt(x) + [s(x)]ξt(x), si x ∈ C

κt(x), si x ∈ X\B.

Cada θt es una G-aplicación ya que κt y ξt lo son y G actúa lineal-
mente en L.

Probaremos que θt(x) es una W-homotoṕıa. Con este propósito, sea
x un punto arbitrario de X. Probaremos la existencia de un Wµ ∈ W
tal que

θt(x) ∈ Wµ para cada t ∈ I.

Estableceremos esto en dos casos.



1. LA PROPIEDAD P(G,V) 69

Figura 3. Ilustración del CASO II de la demostración
del teorema 4.5

CASO I: s(x) = 0. En este caso, tenemos θt(x) = κt(x) para cada
t ∈ I. Como κt es una W-homotoṕıa, existe una Wµ ∈ W tal que
θt(x) = κt(x) ∈ Wµ para cada t ∈ I. (Ver la figura 2.)

CASO II: s(x) > 0. En este caso, tenemos x ∈ B ⊂ C. Como ξt es
una W-homotoṕıa, existe una Wµ ∈ M tal que ξt(x) ∈ Wµ para cada
t ∈ I. En particular, Wµ contiene los dos puntos

ξ0(x) = f(x) y ξ1(x) = ϕ(x).

Como Wµ es un conjunto convexo, se sigue que κt(x) ∈ Wµ para cada
t ∈ I. Ahora, como el conjunto convexo Wµ contiene tanto a κt(x)
como a ξt(x), debe también contener a θt(x) para cada t ∈ I. (Ver la
figura 3.)

Por lo tanto, hemos probado que la G-homotoṕıa

θt : X → M, t ∈ I

es una W-homotoṕıa.
Finalmente, definimos una G-homotoṕıa Jt : X → Y , t ∈ I, toman-

do

Jt(x) = r
(
θt(x)

)
, x ∈ X y t ∈ I.

, 
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Como θt es una W-homotoṕıa y W es un refinamiento de r−1(U), se
sigue que Jt es una U -homotoṕıa. Por otro lado, como r es una re-
tracción, es fácil verificar que J0 = f , J1 = ϕ y Jt|A = jt para cada
t ∈ I. ¤

Proposición 4.6. Sea Y un G-espacio y V una G-cubierta abier-
ta de Y . Si Y satisface la propiedad P(G,V) entonces ésta satisface
también la propiedad P(K,V) para cada subgrupo cerrado K ⊂ G.

Demostración. Sean X un K-espacio metrizable y A un subcon-
junto de X cerrado K-invariante. Supongamos que f, ϕ : X → Y son
dos K-aplicaciones V-cercanas y jt : A → Y , t ∈ I, es una V-K-
homotoṕıa con j0 = f |A y j1 = ϕ|A. Entonces, por el lema 3.4 y la
proposición 2.32, el producto torcido X ′ = G ×K X es un G-espacio
metrizable; por el lema 3.5, A′ = G ×K A es un subconjunto cerrado
G-invariante de X ′.

Entonces, por la proposición 2.33, las K-aplicaciones f , ϕ y la
K-homotoṕıa jt inducen las G-aplicaciones f ′, ϕ′ : X ′ → Y y la G-
homotoṕıa j′t : A′ → Y, t ∈ I, respectivamente, definidas por las
fórmulas:

f ′([g, x]) = gf(x),

ϕ′([g, x]) = gϕ(x),

j′t([g, x]) = gjt(x), t ∈ I,

donde [g, x] ∈ X ′ y g ∈ G.
Revisaremos primero que f ′ y ϕ′ son V-cercanas. Como f y ϕ son

V-cercanas, entonces existe un elemento V ∈ V que contiene los puntos
f(x) y ϕ(x). En consecuencia,

f ′([g, x]) = gf(x), ϕ′([g, x]) = gϕ(x) ∈ gV

y como gV ∈ V , conclúımos que las G-aplicaciones f ′ y ϕ′ son V-
cercanas.

Enseguida, revisamos que j′t : A′ → Y , t ∈ I es una V-homotoṕıa.
Como jt : A → Y, t ∈ I es una V-homotoṕıa, existe un elemento
W ∈ V tal que jt(a) ∈ W para todo t ∈ I. Consecuentemente,

j′t([g, a]) = gjt(a) ∈ gW

para todo t ∈ I, y como gW ∈ V , inferimos que

j′t : A′ → Y, t ∈ I,

es una V-homotoṕıa.
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Ahora, como el G-espacio Y satisface la propiedad P(G,V), debe
existir una G-homotoṕıa J ′t : X ′ → Y, t ∈ I, con J ′0 = f ′, J ′1 = ϕ′ y
J ′t|A′ = j′t para cada t ∈ I.

Evidentemente, la restricción Jt = J ′t|X : X → Y es una homotoṕıa
K-equivariante con J0 = f , J1 = ϕ y Jt|A = jt para cada t ∈ I. Esto
completa la demostración. ¤

La propiedad P(G,V) de un G-espacio metrizable caracteriza los
G-ANR’s. En efecto, tenemos el siguiente resultado fundamental:

Teorema 4.7. Para que un G-espacio metrizable Y sea un G-ANR
es necesario y suficiente la existencia de una G-cubierta abierta V de
Y tal que Y satisface la propiedad P(G,V).

Demostración. La condición de necesidad se sigue del teorema 4.5
tomando U como la cubierta abierta de Y la cual consiste del conjunto
abierto singular, a saber, Y mismo.

Para probar la suficiencia de la condición P(G,V), por los teoremas
2.29 y 3.7 es suficiente mostrar que Y es un G-ANE local.

Para ello, sean y ∈ Y y V ∈ V tal que V contiene a y. Por la
compacidad del estabilizador Gy y la proposición 1.39, podemos selec-
cionar una vecindad Gy-invariante S de y tal que S ⊂ V . Definimos
dos Gy-aplicaciones φ, ψ : S → Y y una Gy-homotoṕıa θt : {y} → Y ,
t ∈ I, tomando 




φ(s) = y, si s ∈ S

ψ(s) = s, si s ∈ S

θt(y) = y, si t ∈ I.

(Ver la figura 4(1)).

Obviamente, φ y ψ son Gy-aplicaciones V-cercanas y θt, t ∈ I, es
una V-Gy-homotoṕıa, tal que θ0(y) = φ(y) y θ1(y) = ψ(y). De acuerdo
la proposición 4.6, Y considerado como un Gy-espacio, satisface la
condición P(Gy,V).

Ahora, como S es un Gy-espacio metrizable y {y} es un Gy-sub-
conjunto cerrado de S, se sigue de la condición P(Gy,V) que hay una
Gy-homotoṕıa jt : S → Y , t ∈ I, con j0 = φ, j1 = ψ, y jt(y) = y para
cada t ∈ I. (Ver la figura 4(2).)

Como el intervalo unitario I es compacto y como jt(y) = y ∈ V
para cada t ∈ I, por el lema 1.57 y la proposición 1.39, existe una
vecindad abierta Gy-invariante U de y tal que U ⊂ S y jt(U) ⊂ V para
todo t ∈ I. Probaremos que U es un Gy-ANE.

Con este fin, sea f : A → U cualquier Gy-aplicación definida en
un Gy-subespacio cerrado A de un Gy-espacio metrizable X. Definimos
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Figura 4. Ilustración utilizada en la demostración del
teorema 4.7

dos Gy-aplicaciones ξ, η : X → Y y una Gy-homotoṕıa Jt : A → Y ,
t ∈ I, tomando

ξ(x) = y = η(x), x ∈ X

Jt(x) =

{
j2t(f(x)), si x ∈ A y 0 ≤ t ≤ 1

2
j2−2t(f(x)), si x ∈ A y 1

2
≤ t ≤ 1.

Obviamente, ξ y η son Gy-aplicaciones V-cercanas y Jt es una V-
Gy-homotoṕıa, tal que J0 = ξ|A, J1 = η|A. Luego, por la condición
P(Gy,V), existe una Gy-homotoṕıa Rt : X → Y , t ∈ I, con R0 = ξ,
R1 = η, y Rt|A = Jt para cada t ∈ I. (Ver la figura 5.)

Consideremos la Gy-aplicación r = R 1
2

: X → Y . Por la construc-

ción de r, uno puede ver claramente que r|A = f .
En efecto, si x ∈ A, entonces

r(x) = R 1
2
(x) = J 1

2
(x) = j1(f(x)) = f(x).

Sea W = r−1(U). Entonces, W es una vecindad Gy-invariante abierta
de A en X y la restricción r|W : W → U es una Gy-extensión de f
sobre W .

Esto prueba que U es un Gy-ANE. Por lo tanto, hemos probado
que Y es G-ANE local. ¤
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Figura 5. Ilustración utilizada en la demostración del
teorema 4.7

2. G-contraibilidad local y G-PEH

Definición 4.8. Un G-par (X,A) tiene la propiedad de exten-
sión de homotoṕıa equivariante (abreviada G-PEH ) con respecto
a un G-espacio Y si y sólo si cada G-homotoṕıa parcial

ht : A → Y, t ∈ I

de una G-aplicación arbitraria f : X → Y posee una G-extensión

ft : X → Y, t ∈ I tal que f0 = f.

El G-par (X,A) tiene la propiedad de extensión de homotoṕıa
equivariante absoluta (abreviada G-PEHA) si y sólo si éste posee
la G-PEH con respecto a todo G-espacio Y .

En la figura 6 ilustramos los puntos esenciales de la definición 4.8.

En otra terminoloǵıa, en este caso, la inclusión A ↪→ X, suele lla-
marse una cofibración equivariante (ver [18], p. 96). La version no
equivariante de esta noción también juega un papel muy importante
en la topoloǵıa algebraica (Ver, por ejemplo, [2]).

Una consecuencia inmediata de la G-PEH del G-par (X,A) con
respecto a Y es que el problema de extensión equivariante de una G-
aplicación f : A → Y sobre X depende sólo de la clase de G-homotoṕıas
de la aplicación f . En otras palabras, si f, φ : A → Y son G-aplicaciones

' -j , 

• 
• 

, 
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Figura 6. Propiedad de extensión de homotoṕıa equivariante.

G-homotópicas y si f es G-extendible sobre X, entonces también lo es
φ.

La versión equivariante del teorema de Borsuk establece que si Y es
un G-ANR, entonces todo G-par (X,A) tiene la G-PEH con respecto
a Y (ver [3, teorema 5]). En el caso no equivariante este es el bien
conocido teorema de Borsuk (ver [14], theorem 8.1).

Nuesto siguiente teorema, el cual es válido aún para acciones de
grupos sólo compactos, establece una versión “controlada” de este re-
sultado:

Teorema 4.9. Sea Y un G-ANR y U una G-cubierta de Y . Su-
pongamos que A es un subconjunto invariante cerrado de un G-espacio
metrizable X y jt : A → Y , t ∈ I, una U-G-homotoṕıa parcial. Si j0

puede ser extendida a una G-aplicación f : X → Y , entonces existe
una U-G-homotoṕıa Jt : X → Y tal que J0 = f y Jt|A = jt para toda
t ∈ I.

Demostración. Por la versión equivariante del teorema de ex-
tensión de homotoṕıa de Borsuk (ver [3, teorema 5]), existe una G-
homotoṕıa Ft : X → Y , t ∈ I tal que F0 = f y Ft|A = jt. Para cada
a ∈ A, existe Ua ∈ U que contiene Ft(a) para toda t ∈ I. Por el lema
1.57 y la compacidad del intervalo unitario I, existe una vecindad Wa

de a en X tal que

(12) Ft(Wa) ⊂ Ua, para toda t ∈ I.

y 
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Pongamos W =
⋃

a∈A

Wa. Entonces W es una vecindad de A en X. Dada

Figura 7. Ilustración utilizada en la demostración del
teorema 4.9.

la compacidad del grupo actuante G, existe una vecindad G-invariante
V de A tal que V ⊂ W .
Enseguida seleccionamos una aplicación invariante de Urysohn λ : X →
I tal que λ|A = 1 y λ|X\V = 0. Definimos Jt : X → Y , t ∈ I, como
sigue:

Jt(x) = Fλ(x)·t(x), x ∈ X.

Entonces es claro que Jt(x) depende continuamente del par

(x, t) ∈ X × I,

Jt es equivariante y Jt|A = jt para toda t ∈ I. Además

J0(x) = F0(x) = f(x)

para cada x ∈ X, luego J0 = f . Resta probar que la G-homotoṕıa Jt,
t ∈ I, es limitada por U . En efecto, tomemos un x ∈ X arbitrario. Si
x ∈ V entonces existe un a ∈ A tal que x ∈ Wa. En consecuencia, por
(12), para cada t ∈ I, se tiene:

Jt(x) = Fλ(x)·t(x) ∈ Ua.

Si x /∈ V , entonces λ(x) = 0, de lo cual se sigue que

Jt(x) = F0(x) = f(x), t ∈ I.
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Como U es una cubierta de Y , existe un elemento U ∈ U que contiene
a f(x), y por lo tanto, Jt(x) está contenida en U para todo t ∈ I, como
se requeŕıa. (Ver la figura 7.) ¤

La proposición siguiente es válida aún para acciones de grupos sólo
compactos.

Proposición 4.10. Sea Y un G-espacio tal que cada G-par tiene la
G-PEH con respecto a Y . Entonces para cada subgrupo cerrado K ⊂ G,
todo K-par (X, A) tiene la K-PEH con respecto a Y considerado como
un K-espacio.

Demostración. Sean X un K-espacio metrizable y A un subcon-
junto de X cerrado K-invariante. Supongamos que f : X → Y es
una K-aplicación y ht : A → Y , t ∈ I, es una homotoṕıa parcial
K-equivariante, con h0 = f |A.

Por la proposición 2.32 y el lema 3.4, el producto torcido

X ′ = G×K X

es un G-espacio metrizable y por el lema 3.5, A′ = G ×K A es un
subconjunto cerrado G-invariante de X ′.

Entonces, por la proposición 2.33, la K-aplicación f , y la K-homoto-

ṕıa ht inducen la G-aplicación f ′ : X ′ → Y y la G-homotoṕıa

h′t : A′ → Y, t ∈ I,

respectivamente, definidas por las fórmulas:

f ′([g, x]) = gf(x),

h′t([g, x]) = ght(x), t ∈ I,

donde [g, x] ∈ X ′ y g ∈ G.
Por hipótesis, todo G-par tiene la G-PEH con respecto a Y . En par-

ticular el G-par (X ′, A′) tiene la G-PEH con respecto a Y . De ah́ı que
existe una G-homotoṕıa H ′

t : X ′ → Y , t ∈ I, con H ′
0 = f ′ y H ′

t|A = h′t
para cada t ∈ I.

Entonces la restricción Ht = H ′
t|X : X → Y es una homotoṕıa K-

equivariante con H0 = f , y Ht|A = ht para cada t ∈ I. Por tanto, el
K-par (X,A) tiene la K-PEH con respecto a Y .
El diagrama siguiente presenta los puntos básicos de esta demostración,
recordando que, por la proposición 2.34,

G×K (X × I) ∼= (G×K X)× I = X ′ × I,
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al igual que

G×K (A× I) ∼= (G×K A)× I = A′ × I,

y que las flechas punteadas y continuas,

G−aplicaciones// K−aplicaciones//

representan, respectivamente, las aplicaciones G-equivariantes y K-
equivariantes.

X ′
f ′

,,

º w

**
A′ ¹ v

((

. ±

i
>>

X ′ × I
H′

// Y

A′ × I
h′

33

+ ®

i×IdI

99

X
?Â

OO

f

,,YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYº w
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A
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OO

¹ v

((RRRRRRRRRRRRRRRR
. ±

i
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X × I
?Â

OO

H′|X×I

// Y
?Â

OO

A× I
?Â

OO

h
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La G-contraibilidad local como la G-PEH son propiedades necesa-
rias para un espacio G-ANR (ver la implicación (a)⇒ (b) en el teorema
4.11 abajo). Pero estas propiedades no pueden, por separado, caracteri-
zar a los G-ANR’s aún en el caso de que el grupo G actuante es trivial.
Ejemplos correspondientes pueden encontrarse en Borsuk [14, Cap. V,
§11] y Hanner [25].

Sin embargo, la G-contraibilidad local y la G-PEH juntas son equi-
valentes a la propiedad de ser G-ANR. Más precisamente tenemos:

Teorema 4.11. Para un G-espacio metrizable Y , las tres proposi-
ciones siguientes son equivalentes:

(a) Y es un G-ANR.
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(b) Y es localmente G-contráıble y todo G-par (X,A) tiene la G-
PEH con respecto a Y .

(c) Todo punto y ∈ Y tiene una vecindad Gy-invariante V tal
que cualquier Gy-aplicación f : A → V definida en un Gy-
subconjunto cerrado A de un Gy-espacio metrizable X tiene
una Gy-extensión φ : X → Y .

Demostración.

(a) ⇒ (b). La G-PEH se sigue del teorema 4.9 si tomamos a U = {Y }, la
cubierta con un único elemento.

Probaremos que Y es localmente G-contráıble. De acuerdo
al corolario 2.26, podemos suponer que Y es un subconjunto
invariante cerrado de un G-espacio lineal normado Z.

Figura 8. Ilustración utilizada en la demostración de
(a) ⇒ (b) del teorema 4.11.

Como Y es un G-ANR debe existir un subconjunto inva-
riante abierto U ⊂ Z y una G-retracción r : U → Y . Ahora,
tomamos un punto y ∈ Y y una vecindad Gy-invariante W
de y en Y . Como r−1(W ) es un subconjunto abierto de Z,
podemos seleccionar una bola abierta B(y, ε) centrada en y
con radio ε > 0, tal que B(y, ε) ⊂ r−1(W ). Ahora hacemos
V = B(y, ε) ∩ Y . Como G actúa por medio de isometŕıas li-
neales en Z, inferimos que la bola B(y, ε), y por lo tanto el
conjunto V , es Gy-invariante. (Ver la figura 8.)
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Figura 9. Ilustración utilizada en la demostración de
(a) ⇒ (b) del teorema 4.11.

Definimos una Gy-homotoṕıa ft : V → W , t ∈ I, por la
fórmula:

ft(v) = r
(
ty + (1− t)v

)
, v ∈ V.

Claramente ft, t ∈ I, es una Gy-contracción de V en W al
punto Gy-fijo y. (Ver la figura 9.)

(b) ⇒ (c). Sea y un punto arbitrario en Y . Como Y es localmente G-
contráıble, existe una vecindad Gy-invariante V de y la cual
es Gy-contráıble en Y a un punto Gy-fijo z ∈ Y (en general, z
puede ser diferente de y). Para probar que V satisface (c), sea
f : A → V una Gy-aplicación definida en un Gy-subconjunto
cerrado A de un Gy-espacio metrizable X. Como V es Gy-
contráıble al punto Gy-fijo z, se sigue que f , considerada como
una Gy-aplicación en Y , es Gy-homotópica a la Gy-aplicación
constante c : A → Y la cual lleva todo A en el punto z ∈ Y .
Ahora, observe que por la proposición 4.10, (X,A) satisface
la Gy-PEH con respecto a Y . Por tanto, como c puede ser
Gy-extendida sobre X, se sigue que f también tiene una Gy-
extensión φ : X → Y , como se requeŕıa. (Ver la figura 10.)

(c) ⇒ (a). Por el teorema 2.29 y el teorema 3.7, es suficiente mostrar
que Y es un G-ANE local. Sea y ∈ Y un punto arbitrario y
sea V una vecindad Gy-invariante de y la cual satisface (c).

" 

; 
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Figura 10. Ilustración utilizada en la demostración de
(b) ⇒ (c) del teorema 4.11.

Probaremos que V es un Gy-ANE. Con este propósito, sea

f : A → V

cualquier Gy-aplicación definida en un Gy-subconjunto cerrado
A de un Gy-espacio metrizable X. Por (c), f tiene una Gy-
extensión φ : X → Y .

X
φ // Y

A
?Â

OO

f // V
?Â

OO

La imagen inversa

U = φ−1(V )

es un conjunto abierto Gy-invariante en X que contiene a A,
y la restricción

φ|U : U → V

es una Gy-extensión de f : A → V sobre U .

¤
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3. Cerrados invariantes G-ANR’s de los espacios G-ANR’s

Nuestro último resultado caracteriza los subconjuntos G-ANR ce-
rrados invariantes en un espacio G-ANR. En esta sección los resultados
corresponden a las acciones de grupos compactos. Más precisamente
tenemos el siguiente:

Teorema 4.12. Sea G un grupo compacto y sea X un G-ANR.
Entonces un subconjunto cerrado invariante A de X es un G-ANR si
y sólo si el G-par (X, A) tiene la G-PEHA.

Para la demostración necesitaremos los siguientes dos lemas.

Lema 4.13. Un G-par (X,A) tiene la G-PEHA si y sólo si el
subconjunto cerrado invariante

T = (X × {0}) ∪ (A× I)

del G-espacio P = X × I, es un G-retracto de P .

Demostración.

La parte “sólo si”.

Sea f : X → T la G-aplicación definida por

f(x) = (x, 0), x ∈ X.

Definamos una G-homotoṕıa parcial ht : A → T, t ∈ I, de f
tomando

ht(a) = (a, t), a ∈ A, t ∈ I.

Como (X, A) tiene la G-PEHA y h0 = f |A, inferimos que ht tiene
una G-extensión ft : X → T, t ∈ I, tal que f0 = f . (Ver la figura
11.)

Sea r : P → T la G-aplicación definida por

r(x, t) = ft(x), x ∈ X, t ∈ I.

Entonces r es una G-retracción de P sobre T . Esto prueba que
T es un G-retracto de P .

La parte “si”.

Suponga que T es un G-retracto de P con una G-retracción
r : P → T . Para probar la G-PEHA del G-par (X,A), sea

f : X → Y

cualquier G-aplicación de X a un G-espacio Y y ht : A → Y ,
t ∈ I, una G-homotoṕıa parcial de f . Definamos una G-aplicación
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Figura 11. Ilustración utilizada en la demostración de
la parte “sólo si”del lema 4.13.

H : T → Y tomando

H(x, t) =

{
f(x), si x ∈ X y t = 0

ht(x), si x ∈ A y t ∈ I.

Entonces ht tiene una G-extensión ft : X → Y, t ∈ I, definida
por

ft(x) = H
(
r(x, t)

)

para cada x ∈ X y cada t ∈ I. Claramente, tenemos f0 = f .
Luego, (X, A) tiene la G-PEHA. (Ver la figura 12.)

¤

Lema 4.14. Si X es un G-ANR y A es un subconjunto cerrado
invariante G-ANR de X, entonces el subconjunto cerrado invariante

T = (X × {0}) ∪ (A× I)

del G-espacio P = X × I es un G-retracto de P .

Demostración. Como X×{0} y A× I son subconjuntos cerrados
invariantes G-ANR de T y su intersección A × {0} es también un G-
ANR, se sigue del teorema 2.30, que T es un G-ANR. Por el teorema
2.29, T es un G-ANE también. Luego, la G-aplicación identidad

i : T → T

e , , 
, 
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Figura 12. Ilustración utilizada en la demostración de
la parte “si”del lema 4.13.

tiene una G-extensión j : U → T sobre una vecindad invariante U de
T en P .
Mostraremos que entonces existe una G-retacción r : P → T . Del

Figura 13. Ilustración utilizada en la demostración del
lema 4.14.

lema 1.56 y la compacidad del intervalo I, uno puede encontrar una
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vecindad V de A en X tal que V ×I ⊂ U . Por la compacidad del grupo
actuante G uno puede suponer que V es invariante (ver proposición
1.39). Enseguida, como A y X\V son subconjuntos cerrados invariantes
disjuntos de un G-espacio normal X, por el lema de Urysohn (ver
teorema 1.44), existe una aplicación invariante λ : X → I tal que

λ(x) =

{
1, si x ∈ A

0, si x ∈ X\V.

Definimos una G-aplicación r : P → T poniendo

r(x, t) = j
(
x, λ(x)t

)

para cada x ∈ X y cada t ∈ I. Entonces r es una G-retracción de P
sobre T . (Ver la figura 13.) ¤

Demostración del teorema 4.12.

La parte “sólo si”.

Sea X un G-ANR. Sea A un subconjunto cerrado invariante
de X el cual es un G-ANR. Por el lema 4.14, el subconjunto
cerrado invariante

T = (X × {0}) ∪ (A× I)

del G-espacio P = X× I es un G-retracto de P . Finalmente, por
el lema 4.13, el G-par (X, A) tiene la G-PEHA.

La parte “si”.

Supongamos que el G-par (X,A) tiene la G-PEHA. Entonces,
por el lema 4.13, T es un G-retacto de P . Como P = X×I es un
G-ANR y por el teorema 2.29, P es un G-ANE, se sigue que T es
también un G-ANR, por la proposición 2.6 y por el teorema 2.29.
Enseguida, A puede ser identificada, como un G-espacio, con el
subespacio cerrado invariante A × {1} de T . Evidentemente, el
conjunto

V = {(a, t) ∈ T |a ∈ A, t > 0}
es una vecindad abierta invariante de A en T . Sea s : V → A la
G-aplicación definida por

s(a, t) = (a, 1), a ∈ A, t ∈ I.

Como s es claramente una G-retracción de V sobre A, inferimos
que A es un G-retracto de vecindad de T . Como T es un G-
ANR, se sigue de la proposición 2.6 y del teorema 2.29, que A es
un G-ANR. Esto completa la demostración. (Ver la figura 14.)

¤
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Figura 14. Ilustración utilizada en la demostración de
la parte “si”del teorema 4.12.

Corolario 4.15. Sea X un G-ANR. Entonces un subconjunto ce-
rrado invariante A de X es un G-ANR si y sólo si el subconjunto
cerrado invariante

T = (X × {0}) ∪ (A× I)

del G-espacio P = X × I, es un G-retracto de P .

Conclusiones

Reiteramos que hemos obtenido en este caṕıtulo dos nuevas carac-
terizaciones de los G-ANR’s basadas en el concepto de G-homotoṕıa.
Tales caracterizaciones representan dos de los resultados principa-
les de este trabajo y son dadas por los teoremas 4.7 y 4.11. Ambos
teoremas se deducen elegantemente a partir de nuestra caracterización
local de los G-ANR’s, determinada en el caṕıtulo previo por el teo-
rema 3.7. Es de observar que esta caracterización local está necesa-
riamente restringida a las acciones de grupos compactos de Lie (ver la
observación 3.10), por lo que surge la pregunta de si las caracterizacio-
nes homotópicas dadas en los teoremas 4.7 y 4.11 serán a su vez válidas
o no para grupos más amplios, particularmente, para grupos compactos
no de Lie. Notemos que sólo en la parte de “suficiencia” del teorema
4.7, aśı como sólo en la implicación (c) ⇒ (a) del teorema 4.11 hemos
usado la hipótesis que G es un grupo compacto de Lie. En contraste,
nuestro último resultado principal dado por el teorema 4.12 es
válido para acciones de grupos compactos no necesariamente de Lie.
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un punto, 19
lineal, 14
lineal normado, 14

homeomorfismo, 8
homotoṕıa, 17
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