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Esta historia comienza cuando una joven, hermosa y luchadora, a la que llamaban “Argentina” conocio
a “Pueblo”, un hombre con gran sentido del trabajo y la responsabilidad, que supo conquistar su corazén con
esa alegria que jamas lo abandonaba, ni siquiera en los peores momentos, y vaya si vivio malos momentos.

Ellos se conocieron muy jovenes y desde entonces han crecido juntos, enfrentaron miserias, violencia,
miedos que hicieron esta union indestructible. Ambos pagaron por los errores y festejaron la gloria.

Tanto “Argentina” como “Pueblo” sefialaban como el dia mas feliz de su vida cuando nacié su hijo, “el
Diego”, asi lo llamaban.

El Diego” habia heredado de su padre la simpleza, las garras, la facilidad para ser feliz en cualquier

circunstancia, y la voluntad.
De su madre tenia el espiritu de lucha, la vélelas que enamora, esa que va mas alla de la perfeccion,
la que se ve con el alma “carisma” le dicen, este don que permite que te amen y acepten como sos.

“El Diego” amaba profundamente a su madre y solo queria hacerla feliz, pero como, que podia hacer
él para que “Argentina” fuera feliz, era muy chico y su Unico capital era una humilde pelota que le habia
regalado “Pueblo”, claro que a la pelota solo le faltaba hablar, se entendian a la perfeccién con “el Diego™.

Daba gusto verlos correr por el potrero, parecia que danzaban al ritmo del viento, el la llevaba con
sus piernas pero la guiaba con los ojos, no habia rival que pudiera cortar esta comunion.

Papa “Pueblo” comenz6 a acompafarlo a la cancha, es que era maravilloso ver a su hijo jugar, el

rostro se le transformaba, parecia que su vida comenzaba y terminaba en ese momento, lo veia correr
buscando la meta, no era un jugador comun, cuando el tenia la pelota el tiempo se detenia, ya no importaba
el rival, el lugar, ni siquiera el color de la camiseta que vestia, era el y su romance con la pelota.

Un dia mientras esperaba que el arbitro diera la orden para comenzar el partido “el Diego™ vio el

rostro de “pueblo”, estaba feliz, euforico, salta y gritaba a pesar de haber trabajado durante todo el dia,
apenas habia tenido tiempo de tomarse un café con leche antes de correr el colectivo para acompafiarlo a la
cancha, pero ahi estaba lleno de energia y esperanza.

Entonces “el Diego” se dio cuenta que si “Pueblo” era feliz de esta forma, también lo podia ser
“Argentina”, y anheld jugar un Dia para ella, y que desde su mano conociera la gloria.

Y asi fue que un dia vestido de celeste y blanco, los colores de su madre, y con su inseparable amiga

la pelota, salio al campo de juego, ya no s6lo queria divertirse, ahora deseaba hacer feliz, un toque......una
gambeta........algun cafio.....ese pique en los Ultimos metros......Ia zurda que terminaba colocando la pelota
contra lared.......... después la alegria......que alegria....y en la tribuna “la Argentina” y “el Pueblo”(asi le
gustaba llamarlo al Diego) abrazandose.

Desde entonces, cada vez que “el Diego” pisa una cancha, siempre esta “el Pueblo” acompafiandolo y
“la Argentina” feliz.

SOLEDAD S ERCORECA
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RESUMEN

El disefio sismico de estructuras concede generalmente poca importancia a los elementos
no-estructurales, al punto de que muchos cd6digos no incluyen normas de disefio al
respecto. Dentro de esta clasificacion se hallan cuerpos rigidos tales como mobiliario,
equipo electro-mecanico, instalaciones, piezas ornamentales o patrimoniales, entre
otros.

La experiencia en sismos recientes muestra un buen comportamiento de la estructura
diseflada de acuerdo a los modernos criterios sismorresistentes, acompafado
desafortunadamente por una deficiente respuesta de los elementos no-estructurales. De
hecho, hay evidencias de que: 1) la estructura puede quedar en pie y permanecer
inhabilitada por pérdida de operatividad de sus componentes, 2) en muchos casos el dafio
a los contenidos durante un sismo es del 100% mientras que a la estructura no le pasa
nada o 3) la estructura puede dafarse o inclusive caer mientras que los contenidos se
recuperan casi al 100%.

Este estudio comprende el andlisis de la respuesta dinamica de cuerpos rigidos
rectangulares sometidos a excitaciones de tipo armoénico y sismos aplicados en su base.
Los especimenes se modelaron mediante la formulacion del Rectangulo Equivalente y las
excitaciones introducidas comprenden aceleraciones horizontales, despreciando la
componente vertical. Asi mismo, aplicando el Analisis Dimensional se desarrollaron las
ecuaciones para el escalamiento tanto de los especimenes en estudio, como de las
sefiales de entrada de tipo armdnico y sismos. Este estudio tiene la finalidad de aplicarse
en pruebas experimentales debido a que en muchos casos existen limitantes en los
dispositivos para reproducir adecuadamente las condiciones del fendmeno o del cuerpo
gue esta sujeto a éste.

ABSTRACT

Seismic structures design spares not much importance to non-structural elements, so the
design codes and handbooks don’t include these regulations generally. In this
classification of bodies it finds furniture, electro-mechanic equipment, installations,
museum pieces, ornaments, etc.

Experience in earthquakes occurred recently shows an appropriate structural behavior on
buildings designed by seismic resistant criteria, but it has seen a deficient response on
non-structural elements. In addition, There are important evidences of: 1) A structure
could be straight up, while building be off service by lack of operability in its
components, 2) In many cases, damages in contents by earthquake represents 100%,
while structural system doesn’t present any problem or 3) Structure could have severe
damages or fall down and recover its contents almost to 100%.

This study presents the analysis of dynamic response of rectangular rigid bodies under
harmonic and seismic excitations applied in its base. Bodies were modeled by Equivalent
Rectangular Formulation and there were only considered the horizontal component of the
excitations, neglecting the vertical one. In addition, applying Dimensional Analysis, it has
been developed equations to scale rigid bodies and harmonic and seismic excitations.
This study has the objective to apply Dimensional Analysis into experimental tests,
because in some cases the laboratory equipment has limitations to reproduce some
phenomena conditions or body behavior considerations.



INTRODUCCION

A lo largo de la historia de la Ingenieria Sismica se han establecido medidas y
mecanismos de control para mantener dentro de ciertos limites la resistencia y los
dafios en las estructuras, de hecho la filosofia de disefio actual hace gran énfasis en
ello, sin embargo, se le ha dado poca importancia a todo aquello que esta contenido
dentro de las edificaciones, a lo cual se le conoce como elementos no estructurales.
Dentro de esta clasificacion se hallan cuerpos rigidos tales como mobiliario, equipo
gue permite el correcto funcionamiento del inmueble, instalaciones, piezas
ornamentales o patrimoniales, entre otros.

A consecuencia de los eventos sismicos que han ocurrido en los afios recientes, se ha
observado que las mayores pérdidas econémicas debidas a los dafios al inmueble se
registran en los contenidos, ya que en muchos casos, estos elementos representan un
valor significativamente mayor que el costo total del edificio que los contiene. En
adicion a lo anterior, no s6lo las pérdidas las representan los dafios en esos miembros
no estructurales, sino que un alto porcentaje de éstas son causadas porque el
inmueble detiene su operacion.

Ademas de las pérdidas econdmicas, es importante pensar en el aspecto social, por lo
gue muchas vidas podrian ser salvaguardadas ante la ocurrencia de un sismo si los
contenidos cumplieran con un comportamiento sismico optimo, ya que al ser
colocados arbitrariamente se agudizan los dafios y, con ello, las victimas en un
evento de esta naturaleza.

Si observamos la composicion de los elementos no estructurales y la forma en que
son colocados dentro de los inmuebles encontraremos un sinfin de variantes como
pueden ser elementos empotrados, apoyados directamente sobre su base, o
soportados por patitas simplemente apoyadas, con ruedas y ancladas, etc. Ademas
podemos ver geometrias regulares, irregulares, con distribucién de masa uniforme y
no uniforme, combinacion de materiales y variaciones de peso importantes; todas
estas variables hacen que el problema sea un tanto complejo y que se requiera
acotar a ciertas condiciones y propiedades que permitan su estudio de una forma
adecuada.

La vulnerabilidad de estos elementos impacta directamente en la vulnerabilidad del
edificio en su totalidad. Tomando en cuenta que el costo total de una edificacion se
compone tanto por el costo inicial del mismo, como por el costo generado por dafios
gue sufrira durante su vida util, se establece como objetivo central de esta
investigacion estudiar la respuesta dindmica de cuerpos rigidos sujetos a excitaciones
en su base. Dichas acciones son inducidas directamente por el sistema de piso de la
estructura en la que se encuentren colocados al momento en que ocurre el
movimiento. Sin embargo, este estudio comprende solamente aquellos cuerpos que
se comportan con un modo de respuesta en balanceo y posible volteo, omitiendo el
deslizamiento que éstos podrian sufrir, asi como el impacto de los vértices al chocar
con la interfase que los soporta al cambiar de direccién al rotar.

Debido a lo anterior, se ha optado por estudiar cuerpos rectangulares con
distribucion uniforme de masa a los que se aplica el analisis dimensional para
posteriormente generalizar su uso. Cada cuerpo analizado esta directamente apoyado
sobre su base, la cual interactia sobre una superficie portante, que Illamaremos
interfase. Es importante mencionar que existe friccion entre la base del cuerpo y la
interfase, no obstante para fines de lograr el modo de respuesta en balanceo se han
tomado valores altos de friccion de forma que se evite el deslizamiento del cuerpo.



Es necesario tener claro que los cuerpos estudiados son considerados rigidos debido a

gue no sufren deformaciones inducidas por las deformaciones estructurales del
edificio, es decir que estan lo suficientemente desligadas del sistema resistente.

Este estudio comprende la simulacion del comportamiento de cuerpos rigidos
sometidos a la accion de excitaciones armdnicas y sismicas para luego hacer una
comparacion con pruebas experimentales que nos indiquen si las consideraciones,
hipdtesis y formulacién matematica logran reproducir adecuadamente su respuesta.
Las dos limitantes principales en la formulacién empleada (Shenton Ill, 1990) es que
s6lo se considera la aceleracién horizontal de la excitacion, despreciando la
componente vertical de las sefiales y que la metodologia de analisis es bidimensional,
es decir que s6lo toma una de las caras del cuerpo en estudio (altura y ancho)
excluyendo la profundidad del espécimen. En las conclusiones de esta investigacion
se puede ver como influye esto al comparar las respuestas analiticas con los ensayes
de laboratorio.

La intencién de desarrollar una metodologia de aplicacion del analisis dimensional a
esta clase de elementos no estructurales se refiere a que se deben analizar las
respuestas de diversos cuerpos, los cuales por su funcionalidad y uso practico,
podrian estar colocados en entrepisos superiores de un edificio, justo donde las
amplificaciones de las excitaciones del terreno son tales que se hace imposible su
reproduccidn en laboratorio, por lo que toma importancia la manera de escalar este
fendmeno y el elemento sometido a él.

En el Capitulo Il de este trabajo se muestra la formulacion del Modelo Rectangular
Equivalente y cada uno de los modos de respuesta del cuerpo rigido al estar sujeto a
excitaciones en su base (Shenton Ill, 1990). En adiciéon a lo anterior se muestra el
desarrollo de las ecuaciones que permiten hacer un andlisis dimensional de la
respuesta dinamica de cuerpos a escala reducida (Arredondo, 2006).

En el Capitulo Ill se presenta el procedimiento y consideraciones fundamentales para
la aplicacion del analisis dimensional sobre los cuerpos rigidos en la determinacién de
modelos a escala reducida y las excitaciones de entrada aplicadas en sus bases
(sefiales sintéticas y registradas). Para el escalamiento de sefiales se emplearon los
métodos numéricos de la Diferencia Central Media y Runge-Kutta de 6° orden y se
probd su estabilidad. En relacion a lo anterior, se hizo un estudio paramétrico para
un amplio grupo de cuerpos rigidos, en los que se calculé su respuesta dindmica al
estar sujetos ante las excitaciones armoénicas (senoidales de amplitud variable y
constante y pulsos de tipo Ricker) y sismicas, para un rango de aceleraciones y
frecuencias; con estos resultados se construyeron superficies de convergencia que
relacionan a cada excitacion en particular con la geometria de los especimenes,
estableciendo un intervalo de muestreo 6ptimo de la sefial escalada que permita
introducir satisfactoriamente el fenémeno al que estara sometido el modelo.

En el Capitulo IV se muestran las respuestas calculadas para los prototipos y modelos
a escala reducida de interés al estar sometidos a la accion de las excitaciones
mencionadas. También se presentan algunos casos discrepantes en los que las
diferencias en las respuestas de cada cuerpo podrian deberse a una regién de
inestabilidad del método numérico empleado; en este apartado se observo que
cuando se escala el espécimen y su respectiva sefial de entrada y se obtienen
parametros de orden numérico muy pequefio (dimensiones del cuerpo e intervalo de
muestreo Optimo) se podrian llegar a presentar discrepancias entre la respuesta
calculada para el prototipo y su modelo.
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En el Capitulo V se hace una comparacién entre los resultados analiticos calculados
con la metodologia mostrada y los obtenidos para una prueba experimental en mesa
vibradora. Aqui se observan diferencias significativas entre el método analitico y las
pruebas experimentales, mismas que nos llevan a concluir sobre si algunas
limitaciones y consideraciones del modelo matematico podrian resultar
determinantes.

I.1. REVISION BIBLIOGRAFICA

A continuacion se presenta un resumen del estado del arte de las investigaciones mas
relevantes que han sido desarrolladas recientemente sobre el analisis de la respuesta
dinamica de cuerpos rigidos y sobre la aplicacion del analisis dimensional en distintas
areas de ingenieria.

I.1.1. RESPUESTA DINAMICA DE CUERPOS RIGIDOS

En la década de 1960 iniciaron formalmente los estudios relacionados con el
comportamiento sismico de cuerpos rigidos tras la ocurrencia del macrosismo de
Chile al observar que estructuras esbeltas aparentemente vulnerables presentaron
una respuesta mas estable que estructuras de las que no se esperaban los severos
dafos a los que fueron sujetas.

Housner (1963) realiz6 un estudio de la respuesta dindmica de cuerpos esbeltos en el
que propuso un modelo de péndulo invertido que responde en balanceo al ser
sometido a vibracion libre y aceleracién senoidal. Para el desarrollo de este modelo
considera las propiedades geométricas del cuerpo (altura, base, relacion de esbeltez
y el tamafio del espécimen), un coeficiente de friccion lo suficientemente grande
para inducir el balanceo del cuerpo sin que éste se deslice y la energia disipada
causada por el impacto del vértice en rotacion al momento de chocar con la
superficie portante (coeficiente de restitucion).

Shenton III (1990) analiz6 los cuatro modos de respuesta dinamica de cuerpos rigidos
sujetos a excitaciones en su base. Retomando el modelo rectangular de Housner,
plantea la formulacion matematica y los parametros que definen el comportamiento
del espécimen, el cual puede presentar balanceo, deslizamiento, la combinacion de
ambos o0 un estado de reposo. Para el caso de cuerpos en balanceo y posible volteo
considera solamente la accién de la aceleracién horizontal, despreciando el efecto
de la aceleracion en direccidn vertical.

Shao y Tung (1999) estudiaron la respuesta dindmica de cuerpos rigidos no anclados
sujetos a excitaciones en su base. Usando métodos analiticos y métodos numéricos
establecieron: 1) El criterio de iniciacion de los diferentes modos de respuesta
dinAmica desde el reposo (deslizamiento, balanceo y deslizamiento-balanceo)
utilizando 75 registros acelerométricos reales; 2) la desviacion estandar de la
distancia producto del deslizamiento relativo a la base y; 3) la probabilidad de volteo
de un cuerpo durante el modo de balanceo. La modelacion matematica del
comportamiento de cuerpos rigidos empleada se basa en los estudios realizados por
Shenton Il (1996).

Andreaus y Casini (1999) con base en la formulacion de la respuesta dindmica de
cuerpos formados por varias piezas analizaron el comportamiento de una estructura
de tres bloques de roca (trilitica) colocadas como un marco. Las excitaciones
empleadas fueron un pulso de la mitad de un ciclo senoidal y un movimiento
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arménico horizontal, tomando en cuenta los efectos del deslizamiento y el rebote del
cuerpo contra la base de soporte. Se dio atencién especial a la influencia de la
intensidad pico y frecuencia de la excitacién, asi como a la friccion existente entre
el lintel y las columnas, asi como a la esbeltez del sistema. Después de analizar los
resultados concluyeron que se definen tres modos de respuesta: reposo, vibracion
estable y colapso.

Aydin y Tung (2001) verificaron estadisticamente la validez de la ecuacion del
balance energético aplicando un grupo de 200 sismos simulados a un grupo de
cuerpos simplemente apoyados sobre campo libre. La ecuacion de movimiento que
gobierna el balanceo del cuerpo rigido fue resuelta, obteniendo las probabilidades de
volteo. Con esto validaron la ecuacion propuesta por Housner (1963). Cabe
mencionar que esta validacion estadistica responde a las hipdtesis siguientes: 1) La
excitacién en la base es horizontal y unidireccional; 2) el cuerpo experimenta
balanceo solamente y; 3) el coeficiente de restitucion permanece constante. Si nos
se cumple alguna de estas condiciones la ecuacién de Housner no puede ser usada o
deben tomarse ciertas precauciones en su empleo.

Taniguchi (2001) analiz6 la respuesta no-lineal de cuerpos rigidos rectangulares
simplemente apoyados sobre una superficie de soporte considerando aceleraciones
del suelo tanto horizontal como vertical. En las historias de tiempo de las respuestas
del cuerpo muestra que son muy sensibles a pequefios cambios en la relacion de
esbeltez y coeficiente de friccidn. Dentro de las tendencias observadas establece lo
siguiente: los cuerpos con poca friccion evitan el volteo, permitiendo un
deslizamiento significativo; para sismos de periodo largo la tendencia es que el
cuerpo vuelque y se deslice ampliamente; En contraste a esto, cuando inicia y
termina el rebote y deslizamiento del cuerpo no corresponde necesariamente a la
fase intensa del sismo y al actuar las aceleraciones verticales se presentan
irregularidades importantes en la respuesta que la hacen un tanto caética.

Makris y Konstantinidis (2003) llevaron a cabo un estudio comparativo entre la
respuesta dinamica de un oscilador de un grado de libertad (péndulo invertido) y la
respuesta en balanceo de un cuerpo rigido esbelto con la intenciéon de determinar las
similitudes superficiales y las diferencias fundamentales entre ambos modelos.
Dentro de sus conclusiones encuentra que un cuerpo rigido sin anclaje no puede ser
considerado como un oscilador de un grado de libertad, ya que existen diferencias
significativas como las que se enuncian a continuacion: el mecanismo de restitucion
del oscilador esta definido por la elasticidad de la estructura, mientras que el cuerpo
rigido se restituye mediante la fuerza de gravedad. Otra diferencia se refiere a la
rigidez del espécimen, donde para el oscilador se trata de un valor finito, en cambio
para el cuerpo rigido se considera como infinita. Otro parametro determinante es el
amortiguamiento, ya que para el oscilador se toma un amortiguamiento de tipo
viscoso dependiente de la masa y frecuencia natural del sistema, mientras que para
el cuerpo rigido se toma un valor dependiente de la relacion de esbeltez. Al final de
este estudio se concluye que el oscilador de un grado de libertad y el cuerpo rigido
en balanceo (modelo rectangular) son dos sistemas dinamicamente distintos y que la
respuesta mostrada por uno de ellos no puede ser inferida como respuesta del otro.

Makris y Black (2002) analizaron la influencia del rebote y volteo en la respuesta
dindmica de equipo eléctrico (transformadores) anclado a la cimentacion. Este
estudio considera los estados limite de servicio y de colapso, propios de la filosofia
de analisis estructural vigente, es decir, cuando el equipo forma un sistema global
con la cimentacion y cuando sufre dafio y se separa de ésta. Los sismos utilizados en
esta investigacion son los registrados en las estaciones de Rinaldi y Takatori para el



— A

estado de servicio; para el estado limite de colapso se empleé el registro de Cape
Mendocino. Finalmente se concluyé que los esfuerzos considerados para los
elementos de anclaje a la cimentacion son suficientes para mantener el sistema
unido durante el balanceo de la estructura. Para sistemas con una mayor esbeltez se
requeriran anclajes mas resistentes para evitar la fractura.

Prieto, Lourenco y Oliveira (2003) revisaron la formulacién de la teoria clasica del
balanceo de cuerpos rigidos. Plantearon como posible mecanismo de impacto en el
modelo tradicional una delta de Dirac. Sostienen que la naturaleza discontinua de las
ecuaciones diferenciales que describen el fendmeno y la inclusion del coeficiente de
restitucion complica la generalizacién de la formulacion. Sin embargo, la delta de
Dirac propuesta resultdé correcta tanto al aplicar la teoria clasica, como pruebas
experimentales, para cuerpos esbeltos y que presentan desplazamientos pequefios.

Arredondo (2005) estudié numéricamente la respuesta dinamica de cuerpos rigidos al
estar sometidos a excitaciones analiticas moduladas en frecuencia y amplitud. Los
contenidos empleados presentan geometrias arbitrarias, variaciones en la
distribucion de masa debida a huecos, pero manteniendo simetria respecto a la
vertical tanto en masa como en forma.

Boroschek y lruretagoyena (2005) presentaron un andlisis comparativo entre dos
métodos para calcular el volteo de cuerpos rigidos de forma controlada, es decir,
prediciendo para cual lado volcara al estar sujeto a un movimiento en su base dado.
El primer método consiste en la solucion de la ecuacion de balanceo
especificamente, mientras que el segundo consiste en la solucion de la ecuacion
general del comportamiento dindmico de un cuerpo rigido. Las excitaciones
empleadas corresponden a 314 registros sismicos dando un total de 7500 casos
analizados. En todos los casos consideraron impacto plastico y un coeficiente de
restitucion igual a cero. En el andlisis de los resultados obtenidos concluyeron que
para cuerpos de dimensiones grandes es mas facil controlar el volteo, ya que se
necesitaron menores angulos de inclinacion del plano de soporte para controlar su
respuesta.

Tung (2005) analiz6 las condiciones necesarias que permiten que un cuerpo rigido
inicie su comportamiento dinamico al experimentar movimientos en su base. En
dicha investigacion establece la importancia en la variacién tanto del coeficiente de
friccion u, debido a la interaccion de la superficie de contacto del cuerpo y la
interfaz del plano horizontal que lo contiene, como de la aceleracién A pico en la
base. Realizé un estudio detallado de la probabilidad de ocurrencia de los modos de
respuesta (reposo, deslizamiento, balanceo y deslizamiento-balanceo) en funcion de
la relacién de esbeltez de los cuerpos rigidos. Entre sus conclusiones enfatiza la
importancia de no despreciar la aleatoriedad de los parametros ¢ y A debido
principalmente a que la desviacion estandar es grande para las diferentes
distribuciones probabilisticas empleadas.

Arredondo, Reinoso y Miranda (2005) modelan y evalGan la respuesta dinamica de
cuerpos rigidos ubicados en distintos entrepisos de edificios localizados tanto en el
valle de México, como en Acapulco. Las excitaciones a las que fueron sometidas las
estructuras corresponden a eventos provenientes de fuentes cercanas y lejanas y
corresponden a sismos de subduccién y falla normal. Con este modelo estimaron
escenarios de riesgo que llevara al volteo a los contenidos en funcién de la
amplificacion del movimiento de entrada en cada entrepiso. Se consideré un
coeficiente de friccion suficientemente alto para evitar el deslizamiento del cuerpo
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rigido. Los contenidos fueron modelados como cuerpos rectangulares simplemente
apoyados sobre un plano horizontal.

Konstantinidis y Makris (2005) desarrollaron una investigacion numérica de la
respuesta sismica de columnas clasicas formadas por varios bloques de roca con la
intencion de conocer las maximas intensidades que podrian resistir con un buen
comportamiento dindmico y tomar una decisién de si seria conveniente reforzarlas
mediante cinturones metélicos. Se emplearon sismos con magnitudes de entre 6.0 y
7.4 grados en la escala Richter registrados en diversas partes del mundo. Se
modelaron como casos mas desfavorables las respuestas en deslizamiento puro y
balanceo puro, ya que para estos modos podria presentarse el colapso de la
estructura. La conclusion mas importante de este estudio es que el deslizamiento
relativo entre bloques de roca cuando las aceleraciones pico se presentan resulta
menor que el coeficiente de friccion generado por las interfases.

Arredondo (2006) presenta un modelo rectangular modificado el cual se implementa
en el estudio de la respuesta dindmica de cuerpos rigidos con forma arbitraria, ya
gue para un espécimen con geometria irregular define un modelo rectangular
equivalente para cada instante de tiempo en funcién de la variacion de las
condiciones iniciales de cada ciclo de vibracion. Este modelo mantiene la
simplificacion de no tomar en cuenta la disipacion de energia provocada por el
impacto del vértice en rotacion al chocar con la superficie portante y sélo considera
la accidn de la aceleracion horizontal, omitiendo la aceleracién en direccion vertical.

Arredondo, Reinoso y Zenteno (2006) estimaron la respuesta dindmica de cuerpos con
formas arbitrarias, con o sin ejes de simetria y distribucién de masa no uniforme
sujetos a movimientos sismicos registrados y simulados. En este estudio modelan
analiticamente los modos de respuesta (reposo, deslizamiento, balanceo vy
deslizamiento-balanceo) mas probables y determinan curvas de volteo para cada
excitacion. Finalmente calculan la respuesta dinamica de cada cuerpo localizado en
diferentes entrepisos de un edificio en particular para conocer la influencia que la
amplificacion en el movimiento de entrada tiene sobre el modo de respuesta de los
contenidos.

Arredondo y Reinoso (2006) presentaron un estudio sobre la influencia del contenido
de frecuencias, las intensidades pico, las velocidades pico y la duracion del evento
en el balanceo de cuerpos rigidos. Para ello, utilizaron una familia de cuerpos
regulares, simétricos en distribucién de masa y geometria y con un coeficiente de
friccion alto. La aportacion de este trabajo esta basada en la ecuacion propuesta
para predecir el volteo del cuerpo en términos de los parametros estudiados. Esta
expresion tiene la virtud de no requerir un proceso iterativo, lo que puede proveer
una estimacién directa de las especificaciones y establecer los requisitos minimos de
seguridad para estos elementos no estructurales. La limitante de esta ecuacion es
que en ella se considera la aceleracion vertical igual a cero, lo que podria influir
drasticamente en la respuesta del contenido.

1.1.2. DIVERSAS APLICACIONES DEL ANALISIS DIMENSIONAL

Nigam y Bhaskar (1990) desarrollaron el modelo cualitativo de una planta nuclear
usando un reactor presurizado por agua. Aplicaron el andlisis dimensional enfocado
fundamentalmente al control térmico de la planta determinando los efectos de la
pérdida de agua con la ayuda del modelo y planteando soluciones viables.
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Messina, Paoletti, Santangelo y Tucciarone (1996) aplicaron el Teorema II de
Buckingham con la finalidad de definir la dispersion de un electron en sistemas
s6lidos multicompuestos. Simularon con el modelo de Monte Carlo el esparcimiento y
trayectoria de estos electrones a través del sistema. En este estudio se probo que el
método resulta eficiente para un rango de energia de entre 5 y 150 KeV vy para
espesores del material sobre el que se propaga de entre 0.002 y 8um.

Méndez y Eagar (2001) aplicaron el andlisis dimensional durante el proceso de
modelado de materiales en combinacion con algunas consideraciones asintoticas.
Esto es especialmente empleado en el desarrollo de modelos numéricos o fisicos.
Esta técnica demostré ser de gran utilidad en el estudio de soldaduras, donde se
tienen geometrias relativamente simples, pero en las que el analisis se vuelve
complejo debido principalmente a la interaccion de diversas fuerzas y a la fusion de
varios elementos. Con esto se han desarrollado mapas de distribucién del material de
fusion en éareas cercanas al catodo, trayendo consigo beneficios a la industria
aeronautica.

Kowalski, Bahnfleth y Rosenberg (2003) desarrollaron mediante la aplicacion del
analisis dimensional, un sistema de desinfeccién del aire a base de irradiacion
ultravioleta germicida. Este sistema trabaja fundamentalmente con la reflexion de
los rayos UV y los principales parametros que rigen su disefio son las dimensiones y
relacion de aspecto del ducto, las propiedades fisicas de la lampara emisora, su
capacidad de reflexion, la dosis de luz aplicada y el flujo de aire existente en la caja
purificadora. Para determinar la capacidad del sistema se realiza una simulacion
asistida por computadora en la que se administran diferentes dosis de rayos UV hasta
determinar la cantidad éptima.

Rangarajan y Sant (2003) emplearon el analisis dimensional fractal para investigar los
cambios climaticos en India. Analizaron las historias de tiempo de los tres parametros
climaticos principales: temperatura, presion y precipitacion. Los periodos de estudio
comprendieron mes por mes y estacion por estacion, durante los que se determind la
variabilidad tanto para estaciones locales, como para toda la regién en estudio. En
sus conclusiones mencionan que el modelo con el que analizaron los cambios a nivel
regional no podria predecir de forma confiable el clima a nivel local.

Demir, Yirdem y Degirmenciorglu (2004) desarrollaron un modelo matematico para la
prediccion de las pérdidas de friccion en un sistema de irrigacién lateral a base de
emisores cilindricos alineados. Consideraron la colocacion de estos emisores
espaciados desde 0.2 hasta 1m vy aplicando el Teorema II de Buckingham
determinaron los factores determinantes en la pérdida de friccion.

Makris y Psychogios (2006) desarrollaron una nueva forma de estimar la respuesta
inelastica en estructuras con comportamiento dominado por el primer modo, el cual
puede aproximarse mediante una idealizacion elasto-plastica. Este método depende
principalmente del intervalo de muestreo y de la longitud de la escala que
caracterizan la cantidad de energia introducida por la excitacién del suelo.
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CAPITULO Il

ll. COMPORTAMIENTO DINAMICO DE LOS CUERPOS RIGIDOS Y
DESARROLLO DE LAS ECUACIONES PARA LA APLICACION DEL ANALISIS
DIMENSIONAL

I1.1. MODELADO DE CUERPOS RIGIDOS

Los cuerpos contenidos dentro de las edificaciones estan sujetos a las acciones
propias de la estructura por lo que estan propensos a sufrir dafios al responder
dinAmicamente antes estos eventos. Algunos de estos contenidos son considerados
como cuerpos rigidos sin restricciébn en su base, es decir, que se encuentran
simplemente apoyados sobre el suelo, losa de entrepiso o sobre alguna superficie fija
(repisa, mesa, etc.). Por esta razén, el cuerpo rigido se asume como indeformable,
sin embargo, puede sufrir severos dafios al estar sujeto a modos de respuesta de
balanceo-volteo, deslizamiento o a la combinacidn de éstos. Cabe aclarar que existen
cuerpos rigidos anclados en su base que permanecen indeformables debido a que el
dafio se concentra en los elementos de anclaje.

Por otro lado, sabemos que los inmuebles contienen mobiliario, equipos de alta
tecnologia que permiten su operacion eficiente, piezas de arte de gran valor y, en
general, elementos que deben resguardarse para diversos fines acorde al uso de la
edificacién. Estos contenidos cuentan con geometrias irregulares, a lo que hemos
denominado formas arbitrarias y con variaciones en la distribucion del peso debido a
gue pueden estar hechas de diferentes materiales o presentar algunos vacios, a lo
gue hemos llamado distribucién de masa no uniforme.

II.1.1. Cuerpos Rigidos de Formas Arbitrarias

Como se mencioné en el apartado anterior, consideraremos como cuerpo rigido de
forma arbitraria practicamente a cualquier objeto mdvil y que esté simplemente
apoyado sobre alguna superficie dentro de una edificacién. Adicionalmente, podemos
observar que en casi todos los objetos, llamese equipo médico, piezas de arte,
muebles de oficina, entre otros, se aprecian cambios de material, algunos vacios o
variacion en la densidad de materiales a pesar de ser similares, lo cual nos da una
distribucién de masa no uniforme. En la figura 2.1 se presentan algunos casos que
ejemplifican esto.
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[1.1.2. Cuerpo Rigido Rectangular Equivalente

Para analizar la respuesta dinamica de un cuerpo rigido frecuentemente se ha
asumido el modelo bidimensional de cuerpo rectangular propuesto por Shenton Il
(1990), el cual considera un cuerpo simétrico con masa m y momento de inercia |. La
distancia medida desde cualquiera de los vértices en contacto con la superficie de
soporte hasta el centro de masa se denomina R, mientras que al angulo que forma
esta distancia con la vertical (en estado de reposo) se le llama «. Ademas se toma
en cuenta el efecto de la friccion generada por la interaccion entre la base del
cuerpo rigido y la superficie de soporte que, por fisica general, sabemos que resulta

en una fuerza (f,) que es funcién directa de la reaccién normal (fy) y de la

velocidad relativa de estos puntos en contacto. Por tanto se tienen dos coeficientes
de friccién, el estatico us y el dinamico p, Para fines practicos, de acuerdo con
algunos estudios (Shenton IIl, 1990) se ha utilizado el mismo valor para los
coeficientes de friccion estatico o dinamico. En la figura 2.2 se esquematizan las
propiedades geométricas del cuerpo rectangular propuesto por Shenton lll.

b b
“—r—>
h P/ejemplo un
Vértice en contacto Refrigerador
CM L
2
. //
[
7R h .
Superficie de soporte
r

Figura.2.2. Modelo Rectangular de Shenton I11

Este modelo ha sido empleado para conocer la respuesta dinamica de contenidos con
geometria regular y simétrica como equipos electrénicos, electrodomésticos, entre
otros tantos. Sin embargo, no se ha utilizado para cuerpos de formas arbitrarias ni
con variacién en la distribucién de sus masas. Para este fin Arredondo (2006) propone
el Modelo Rectangular Equivalente, basado en el modelo de Shenton Ill, pero
adaptado a cuerpos irregulares en forma y masa. Este modelo consiste en la
idealizacién de un cuerpo cualquiera de la siguiente manera (figura 2.3).

Fmmmmmm——————

Rectangulo——__ |
o Equivalente by h
04/’0‘7 V i “’\\\aR
” 1 i 1 h \
‘o Material o\
' distinto .
[ | [ |
+—r—>
<+ <> +“—r<—>
b b by br br br
a) b) c)

Figura.2.3. Modelo del Rectangulo Equivalente (Arredondo 2006)

Como se observa en la figura 2.3b el cuerpo de forma arbitraria cuenta con un centro
de masa ubicado a una altura h y a una distancia b_ del vértice izquierdo que se
encuentra en contacto con la superficie de soporte y a una distancia bg del vértice



A

derecho; estas distancias (b_ y br) son denominadas semibases y definen la distancia
R del rectangulo de acuerdo al lado que se esté considerando, por lo que el angulo «
también sera diferente en cada direccién de giro.

La respuesta dinamica del cuerpo se calcula durante cada instante de tiempo,
generando un modelo rectangular equivalente de acuerdo a la direccion del giro
durante el balanceo del espécimen (Arredondo, 2006, figura 2.4).

-\ ! o~

>

1
e Cuerpo Rectangular

1

/ Equivalente derecho

Cuerpo Rectangular ;
! (Tiempo Atj.1)

Equivalente izquierdo
(Tiempo At;)

Figura.2.4. Modelo del Rectangulo Equivalente

I1.2. FORMULACION DE LA RESPUESTA DINAMICA DE CUERPOS RIGIDOS

Los contenidos al estar sujetos a diferentes excitaciones reaccionan dindmicamente
mostrando un comportamiento de acuerdo a los diferentes modos de respuesta para
un cuerpo rigido, lo cuales estan definidos como deslizamiento, balanceo-volteo,
balanceo-deslizamiento y rebote.

La excitacién de la superficie portante del cuerpo rigido es descrita mediante la
historia de aceleraciones tanto en direccién horizontal x; (t) como vertical y; @ty
gue son medidas a partir de fuerzas de inercia fijas como referencia. Al actuar estas
aceleraciones directamente sobre la masa del contenido éste se desplaza horizontal
X(t) y verticalmente Yy(t) respecto a la superficie que lo contiene. Las rotaciones
angulares son conocidas como #(t) , mientras que los desplazamientos registrados en
los vértices que estan en contacto con la superficie de soporte son denotados como
X, (t) y Y, (t) para el vértice izquierdoy X, (t) y Y, (t) para el vértice derecho.

Los modos de respuesta dinamica de los cuerpos rigidos son dependientes de los
parametros dinamicos del propio contenido (masa), de las propiedades de la
excitacion actuante (frecuencia, amplitud e intervalo de muestreo) y de la
interaccidon existente entre la base del cuerpo rigido y la superficie portante
(friccién). Respecto al coeficiente de friccion u, cada modo de respuesta presenta
condiciones particulares (Shenton 11, 1990), por ejemplo

10
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Deslizamiento puro.- La excitacion provoca una reaccién normal fy >0, la
velocidad del centro de masa es X'(t) y la rotacién 6(t) =0 (figura 2.5).

Deslizamiento

»
Ll

r=—T-=" \
I | I |
[ : I :
I : | CM
1 --&- I @
I : e A
[ : | e

1 ’ RI
| | 1 , |
s

Pomde s st

Figura.2.5. Deslizamiento puro de un cuerpo rigido

Balanceo puro.- En este caso el cuerpo rota respecto a uno de sus vértices,
para lo cual se requiere un valor de fricciéon suficiente para evitar que el

cuerpo deslice f, < u f, y una reaccion normal f,>0 (figura 2.6).

Balanceo-Volteo

Vértice en
contacto

I |
Figura.2.6. Balanceo-volteo puro de un cuerpo rigido

Deslizamiento-Balanceo.- Aqui el espécimen rota respecto a uno de sus
vértices (como en el caso anterior) y simultaneamente experimenta un
deslizamiento relativo a la superficie portante. La reaccion normal es f,>0 y
la velocidad con que se mueve el vértice en contacto es x,’(t) (figura 2.7).

Deslizamiento

Balanceo
|

Figura.2.7. Deslizamiento-Balanceo de un cuerpo rigido
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= Rebote.- Este modo de respuesta inicia cuando el cuerpo se separa de la
superficie de soporte, mientras que la reaccion normal es f,=0 (figura 2.8).

]

Figura.2.8. Rebote de un cuerpo rigido

Para el desarrollo de este trabajo solo se ha considerado el modo de Balanceo
considerando la aceleracion horizontal de la excitacion, asumiendo que la

aceleracion vertical y; (t) es igual a cero, por lo cual sélo profundizaremos en la
explicacion del modelo matematico que describe este comportamiento.

I1.2.1. Modos de Respuesta de Balanceo y posible Volteo

Como se observa en la figura 2.6, el balanceo de un cuerpo rigido inicia cuando la
fuerza normal resultante fy bajo el vértice en contacto con la superficie portante

cumple la condicién descrita por la Ec. 2.3 que se obtiene tomando momentos
respecto al mismo (Ec. 2.1) y que puede simplificarse como se muestra en la Ec. 2.2.

‘mx; RCos(x‘ >mRSena(y, +9) (2.1)
‘xg‘ >Tana(y, +9) (2.2)

Cuando la aceleracion vertical se desprecia (y; =0 ), la Ec. 2.2 queda de la
siguiente manera
‘xg‘ > gTana (2.3)

Para el Modelo de Rectangulo Equivalente (Arredondo, 2006) donde el cuerpo
rectangular tiene una base de 2b y altura 2h (figura 2.2) se tiene lo siguiente

| :ngz (2.4)
R=+/h?+b’ (2.5)
Tana :ﬁ (2.6)

Por lo que podemos reducir la Ec. 2.3 a la siguiente expresion

12
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x;>g:: (2.7)

Una vez que el modo de balanceo ha iniciado, la ecuacion de movimiento que rige
este comportamiento se obtiene por medio de la suma de momentos respecto al
vértice en contacto con la superficie portante

(1+mR2)p" = mRCos(a - |6 x; —S(@)mRsen(a -6y, +g) (2.8)
donde S(@) denota la funcion signo definida de la siguiente forma

5(0)= 1, 0 >0; Rotacion del vértice izquierdo
—1, 0 <0; Rotacion del vértice derecho

Como se observa la Ec. 2.8 es no-lineal y cuenta con soluciones cerradas, sin
embargo, puede ser linealizada, para cuerpos rigidos esbeltos (%)23 y

considerando angulos de rotacion pequefios. Por ejemplo, si (a—\é?\) es pequefio, se
asumen las siguientes aproximaciones

Sen(a -0~ (@ -10) (2.9)
Cos (& - [6])~ 1 (2.10)

y sustituyendo en la Ec. 2.8 se tiene
(1+mR?)p" = mRx; —S(@)mR(ar - |6))y; +9) (2.11)

lo cual nos da una ecuacidn lineal para S(8) = 1. Esta ecuacion es valida solamente

si &= 0. Para el caso donde 8 =0, nos indica que ocurre el impacto entre el cuerpo
y la superficie de soporte. El comportamiento del cuerpo después del impacto puede
mantenerse en balanceo, experimentar el volteo o posiblemente cambiar de modo de
respuesta, lo que dependera de las condiciones asumidas en la concepcion
matematica del fenémeno.

En trabajos previos enfocados al balanceo de esta clase de cuerpos (Housner, 1963)
se asumen dos ideas importantes: primero que el Unico punto de contacto justo al
momento del impacto corresponde al vértice (para un cuerpo que tiene patas o base
concava) y que el impacto es perfectamente plastico considerando que no hay
rebote. Estas hipotesis garantizan que el cuerpo continuara balanceandose tras el
impacto, lo cual resulta en una reduccién de la velocidad angular dada por la Ec.
2.11a

6" =06 (2.11a)

donde & es conocida como coeficiente de restitucién o factor de reduccion de la
velocidad angular. @~ representa la velocidad angular antes del impacto, mientras

que @ representa la velocidad angular después del impacto. La magnitud del
coeficiente o es derivada a partir de la conservacion del momento de balanceo o por
una reduccion prescrita en la energia cinética durante el impacto, tal y como lo
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propone Housner (1963) expresando la conservacion del momento angular antes y
después del impacto

5:1—28ena2 (2.12)

[1.3. ANALISIS DIMENSIONAL Y TEORIAS DE SEMEJANZA

El analisis dimensional es un método que permite desarrollar pruebas experimentales
de especimenes a escala reducida sometidos a fendmenos especificos. Para nuestro
caso, aplicamos los conceptos descritos por esta metodologia con la intencion de
establecer y desarrollar las relaciones adimensionales que nos permitieran reproducir
adecuadamente las condiciones bajo las que se encuentran los cuerpos rigidos (con
diversas caracteristicas geométricas y de distribucién de masas) resguardados en el
interior de edificaciones o colocados en campo libre.

La importancia de la aplicacion del analisis dimensional esta dada por la dificultad de
representar el comportamiento dindmico de estos cuerpos mediante ecuaciones que
tengan implicitamente tanto las propiedades del objeto en estudio, como las
caracteristicas del fenémeno inducido, en este caso excitaciones en la base del
espécimen.

Para aplicar consistentemente esta metodologia de analisis y escalar adecuadamente
el objeto en estudio y el fenomeno actuante es necesario tomar en cuenta los
siguientes aspectos

= Homogeneidad dimensional

= Teorema I1 de BUCKINGHAM

= Normalizacion de las ecuaciones de conservacién
= Teoria de Modelos

Antes de entrar en detalle en los aspectos enunciados arriba, debemos definir dos
conceptos entorno a los cuales gira la aplicacion de esta metodologia:

= PROTOTIPO.- Se refiere al cuerpo rigido real, el cual cuenta con una relacion
de esbeltez y respecto al que se escalara el espécimen.

= MODELO.- Es propiamente el cuerpo rigido a escala reducida, es decir, el
espécimen que sera resultado de la aplicacién del analisis dimensional.

Al escalar geométricamente el prototipo y obtener un modelo, también se debe
escalar la excitacion actuante sobre el espécimen, manteniendo asi las condiciones
de entrada bajo las que estara sujeto dicho modelo. En otras palabras, esto significa
gue si se pueden determinar las escalas cinematicas y dindmicas de la excitacion, los
resultados adimensionales registrados seran validos tanto para el modelo, como para
el prototipo.

Un punto a revisar dentro de la aplicabilidad de esta metodologia es la
Homogeneidad Dimensional, esto no es otra cosa que la correspondencia entre los
términos en los que se relacionan al prototipo y al modelo, lo que nos debe dar
ecuaciones adimensionales.
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11.3.1. Teorema II de BUCKINGHAM

El teorema IT de BUCKINGHAM describe cualquier fenbmeno fisico en el que se
cuente con n variables definidas por m dimensiones distintas, las cuales pueden ser
agrupadas en n-m grupos adimensionales independientes.

Como se menciond, las variables que definen un fenémeno fisico (Vl,VZ,...,Vn) se
relacionan entre si a partir de una funcién f(V,,V,,...,V,)=0. Analogamente, los
grupos adimensionales (G,,G,,...,G,_,,), empleando el Teorema I1 de BUCKINGHAM,
estéan relacionados por mediante la funcién g(G,,G,,...,G, ,,)=0.

La metodologia que permite determinar los grupos adimensionales
(G,, i=1...,n—m), también llamados pardmetros adimensionales, se basa en

seleccionar m de las n variables, dimensionalmente distintas, de modo que entre
todas expresen las m dimensiones y participen como variables repetitivas, formando
cada uno de los n-m grupos adimensionales del productorio IT:

j=n
G =V,* []v" i=1..,n—-m (2.13)

j=m-n+1

donde los exponentes @; se determinan por la condicion de que cada grupo resulte

adimensional, luego se sustituyen las dimensiones de las variables por ellas mismas y
se igualan a cero, haciendo adimensional cada parametro.

Para nuestro caso, el comportamiento dinamico de cuerpos rigidos y sus modos de
respuesta (reposo, deslizamiento, balanceo y deslizamiento-balanceo), influyen siete

variables principalmente (R,g,a,@,a),y,x;) expresadas en dos dimensiones

(Longitud y Tiempo). Basado en ello, se plantean los tres pardmetros adimensionales
como sigue

7, = E; (2.14)
g
a
.
Ty =2 (2.16)
g

11.3.2. Normalizaciéon de las Ecuaciones de Conservacion

Para obtener los pardmetros adimensionales que controlan el fenédmeno se puede
emplear la normalizacion, lo cual consiste en rescribir las ecuaciones diferenciales de
conservacion, de modo que aparezcan variables adimensionales con magnitudes
cercanas a la unidad. Esto se logra al normalizar todas las variables por un valor
caracteristico.

A través de la normalizacién se hace posible la comparacion de la respuesta dinamica

de los modelos para diferentes factores de escala respecto al prototipo, por lo que
asi se puede determinar la efectividad del uso del analisis dimensional.
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11.3.3. Teoria de Modelos y Semejanza

Las pruebas experimentales que se llevan a cabo en laboratorio buscan establecer las
condiciones bajo las que trabaja un espécimen determinado lo mas fielmente posible
para estudiar su respuesta ante el fendmeno de interés. Sin embargo, no siempre se
pueden realizar dichos ensayes debido a que el espécimen resulte de dimensiones
inmanejables dentro de un laboratorio 0 a que quiza el equipo que aplique las
acciones propias del experimento no tenga la capacidad suficiente para alcanzar las
magnitudes requeridas por la prueba. Para ello, el analisis dimensional permite
desarrollar modelos a escala reducida que estén sujetos a las condiciones bajo las
que estaria el prototipo en condiciones normales.

A los criterios que hacen posible esta analogia entre el modelo y el prototipo se les
denominan Criterios de Semejanza. La condicion de semejanza que debe cumplirse
va intimamente ligada a las relaciones adimensionales descritas al principio de este
capitulo, ya que los valores para los pardmetros adimensionales de las leyes que
rigen el fenbmeno en estudio para el prototipo deberan ser iguales que para el
modelo a escala reducida a probar en laboratorio.

Para cumplir cabalmente con lo anterior se debe asegurar con los criterios siguientes:

i. Semejanza Geométrica.- EI modelo esta escalado respecto al prototipo
manteniendo la misma relacion de esbeltez.

ii. Semejanza Cinematica.- Tanto el modelo como el prototipo cumplen con
similitud en dimensiones (longitud) y duracion del fendémeno dinamico
(tiempo).

iii. Semejanza Dinamica.- Ademas de mantener una semejanza dimensional y
respecto al tiempo, son similares en las propiedades del material que los
compone.

Tomando en cuenta lo mencionado hasta aqui y sabiendo que el modelo es una
reduccién del prototipo por un factor de escala n, donde:

L. =nL

p m

(2.17)

Se establece que la duracion de la excitacién inducida sobre la base del modelo
deberéa reducirse por un factor de n®®, manteniendo constantes sus intensidades.

Lo anterior estd basado tanto en el Teorema IT de BUCKINGHAM y la teoria de
modelos como en estudios desarrollados por otros investigadores (lsaacson e
Isaacson, 1975; Hernandez, 1981; Sedov, 1993; Vazquez, 2005) donde se plantean
relaciones y procedimientos para el calculo de productos adimensionales en diversas
aplicaciones.

De acuerdo a lo anterior se definen las siguientes relaciones adimensionales:

R
Om_ 170~ n (2.18)
o, R,
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a a,

—_m = 2.19

R (2.19)
X

m

><.

gm

p
=_* (2.20)

g g
Adicionalmente, al igualar el material del que estan hechos el modelo y el prototipo,
se debe considerar que los esfuerzos y las densidades son idénticos. Debido a esto, la
relacién de masa, tanto en funcion al cambio de volumen del modelo respecto al

prototipo, como a la inercia requerida para lograr el comportamiento esperado, se
establece como sigue

M 1

m_ (2.21)
M, n’
'\I\;:m =nl2 (2.22)

p

En esta investigacion se esta estudiando la respuesta dinamica de cuerpos rigidos al
estar sujetos a excitaciones en su base, la cual esta en contacto con el suelo que
induce dicha accién. Las excitaciones empleadas en este estudio son de dos tipos:
analiticas y movimientos registrados.
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CAPITULO Il

ll. APLICACION DEL ANALISIS DIMENSIONAL

El andlisis dimensional tiene una gran importancia en el desarrollo de estudios
cientificos porque mediante su aplicacibn ha sido posible la reproduccién de
fenbmenos y condiciones bajo las que se encuentran diversos cuerpos o sistemas;
esto permite modelar a escala reducida, especimenes que por su naturaleza es muy
complicado y costoso construir a escala real, ademas de que los dispositivos
encargados de reproducir las condiciones actuantes sobre el elemento no alcanzan
las magnitudes inducidas por cada fendmeno en cuestion.

En esta investigacion se estudia la respuesta dinamica de contenidos empleando el
modelo analitico descrito en el capitulo anterior, con lo que se simula el probable
comportamiento de un cuerpo rigido cualquiera ante la ocurrencia de eventos
sismicos o la induccién de movimientos arménicos en su base.

La aplicacion del analisis dimensional se desarroll6 en dos partes:
» Escalamiento de Cuerpos Rigidos
= Escalamiento de Sefiales (sismos y movimientos armonicos)

l1I.1. ESCALAMIENTO DE CUERPOS RIGIDOS A PARTIR DE UN PROTOTIPO

Cada prototipo representa a un contenido dentro de un sistema estructural, es decir,
a un cuerpo rigido de gran valor o importancia existente dentro de alguna edificacion
como puede ser mobiliario, equipo electromecénico o médico, piezas de arte, entre
otros; este prototipo cuenta con una geometria cualquiera, la cual es idealizada de
acuerdo al Modelo de Rectangulo Equivalente (Arredondo, 2006) que cuenta con una
relacion de esbeltez determinante en su comportamiento dinamico.

Una vez idealizado el espécimen se definen modelos a escala reducida (figura 3.1y
3.2) que cumplan con la misma relacion de esbeltez, pero con dimensiones menores
que resulten manejables en pruebas experimentales de laboratorio y, que a su vez,
podrian representar a otros cuerpos también contenidos dentro de una estructura.

H-Y,

1
1
1
1
|
|
1
1
1
1
|
|
1

__@____

1
1
|
|
|
1
1
1
T

+t—— Pt —>
be br

Figura.3.1. Modelacién de un Resonador Magnético
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Figura.3.2. Escalamiento del Modelo Rectangular Equivalente

l1I.2. ESCALAMIENTO DE SENALES ANALITICAS

h/3

h/3

(X.R/c
R/
/

Rei2

’

<+“—r><—>
br/2 bgr/2
n=2

h/2

h/2

’
/
/Rr
’

’

<+——r—F——>

br

—“i‘v"*ﬁ'**““*w

h=Y,,

Al igual que se escalan los cuerpos rigidos a partir de prototipos se debe también
escalar la accién bajo la que estaran sujetos. En este caso trabajamos con sefiales
analiticas armonicas (senoidales de amplitud constante, variable y pulsos tipo Ricker)
y sefiales sismicas registradas en diversas estaciones acelerométricas en todo el

mundo.

Para lograr reproducir adecuadamente el comportamiento del espécimen ante la
ocurrencia de la accidén de interés se aplica el andlisis dimensional a la sefal de
entrada, de modo que ésta introduzca la cantidad de energia necesaria al cuerpo
escalado y las aceleraciones requeridas equivalentes al modificar el contenido de
frecuencias de la sefial original. Esto se hace por medio de una relacion adimensional
de los intervalos de muestreo aplicando la siguiente expresion

donde Ay - intervalo de muestreo del prototipo

Awm - intervalo de muestreo del modelo
n - factor de escala

(3.1)
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EI escalallliellto de Senales se d|V|d|é en dOS Casos:

=  Escalamiento de senales analiticas
= Escalamiento de sefales sismicas

Para el primer caso se emplearon las sefiales arménicas que a continuacion se
muestran:

WA —— -l

a) Seno de amplitud constante b) Pulso Ricker ¢) Seno de amplitud variable

Figura. 3.3. Sefiales Analiticas Armonicas

Por su naturaleza, estas sefiales armonicas tienen una frecuencia definida que se
modifica al ser escalado su intervalo de muestreo; por esta razon, son sefiales con las
que se puede trabajar facilmente en la busqueda de una generalizacion de la
aplicacién del andlisis dimensional, lo cual se intenta extrapolar a eventos sismicos
representados por sefiales no arménicas y con un rico contenido de frecuencias.

Para determinar la eficiencia de la Ec. 3.1 se realizaron simulaciones analiticas en el
programa de cémputo DAC (Arredondo 2006) para prototipos con diferentes
relaciones de esbeltez (h/b=2, 3, 4y 5) y sus respectivos modelos a 3 escalas distintas
(n=2, 3y 4). El programa de cémputo empleado calcula la respuesta dindmica del
cuerpo aplicando el Método de la Diferencia Central Media para la integracion
numeérica, con el cual se obtuvieron resultados satisfactorios en la mayoria de los
casos, mostrando comportamientos muy similares entre los prototipos y sus modelos
a escala (figura 3.5)

e A3 w2 A3 w2 Al w2
0.50 4
0.00 7
050 | \‘ :
-1.00 k
-1.50 T T T T T T T T T T T T
0.0 01 0.2 0.3 0.4 05 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.0 01 0.2 0.3 04 05
t(s) t(s) t(s)
- = = = Prototipo (0.02) Modelo (0.0141) - - - - Prototipo (0.02) Modelo (0.011547 = = = = Prototipo (0.02) Modelo (0.010000)

a) Respuesta dinamica de un cuerpo con relacion de esbeltez de 2 bajo la accion de un seno de amplitud constante
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A6 w2 A6 w2 A6 w2

1.00

0.00

-0.50 4

-1.00 4

-1.50 T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 08 10 0.0 0.2 04 0.6 (IR 1.0 0.0 02 04 0.6 0.8 1.0
t(s) t(s) t(s)
- - - - Prototipo (0.02) Modelo (0.0141) = = - = Prototipo (0.02) Modelo (0.011547) Prototipo (0.02) — — Modelo (0.010000)

b) Respuesta dinamica de un cuerpo con relacion de esbeltez de 2 bajo la accion de un seno de amplitud variable

A6 w10 A6 w10 AG w10

0.00 4

-0.50 1

-1.00 A

-1.50 T T T T T T T T T
0.0 02 0.4 0.6 0.8 10 00 02 04 0.6 0.8 10 00 02 04 0.6 0.8 1.0

t(s) tis) t(s)
- - = = Prototipo (0.02)

Modelo (0.0141) . . . - Prototipo (0.02)

Modelo (0.011547) - - = - Prototipo (0.02)

Maodelo (0.010000)

c) Respuesta dinamica de un cuerpo con relacién de esbeltez de 2 bajo la accién de un pulso Ricker

Figura. 3.4. Respuesta dinamica de un prototipo y sus modelos a escala reducida bajo la
accion de sefiales armonicas (Programa DAC)

Sin embargo, al realizar un gran nimero de simulaciones variando tanto el tamafio de
los prototipos como parametros de las sefiales armoénicas se encontraron
discrepancias en las respuestas calculadas para algunos casos como los que se
muestran a continuacion

A9 w10 A9 w10 A3 w2
120 120
120 von o
090 030
0ED 0.60 0gd
040
= 030 =
g 0@ ] 2 oz
£ = 0w = om
o 030 T 030 D gz
040
o 060 s
-030 Skl 050
20 Pl .20 — — T — — -100
00 01 02 03 04 05 05 07 08 03 10 00 04 02 03 04 05 05 OF 08 09 10 00 01 02 03 04 05 0F 07 08 03 10
ts) t(s) t(s)
) s [T Frototipe (001) —— —— Modelo (0.007071) Fratatipa (001 — —— Modela (0.007071)

Figura. 3.5. Discrepancia en la respuesta calculada para algunos casos

En las figuras anteriores puede observarse que el intervalo de muestreo de la sefial al
ser escalado acarrea errores de precision debidos quizds a alguna zona de
inestabilidad numérica del propio método de integracion. Es por esto, que se optd
por profundizar en el desarrollo matematico del Método de la Diferencia Central
Media, asi como calcular la respuesta dindmica para los casos discrepantes utilizando
los métodos numéricos de integracion de Runge-Kutta de 4to y 6to orden que nos
llevasen a concluir si se trata de inestabilidad numérica del primer método o si la
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solucion de la ecuacion con la que se calcula la respuesta dindmica del cuerpo
produce este error.

[11.2.1. Método de la Diferencia Central Media

Retomando la Ec. 2.8 y estableciendo las consideraciones siguientes

| + mR? =4I (3.-12)

3l =mR? (3.1b)

| = ;mRZ (3.1¢)

y =0 (3.1d)
g

se procede a realizar las simplificaciones que nos lleven a definir las expresiones que
permitan aplicar el método de la Diferencia Central Media tal y como se muestra

(; mR? + msze"z mRCos(a ~[¢])x; —S(6)mRSin(a -|¢)g (3.2)
%mRZH"= mRCos(a —|d)x; — S(6)mgRSin(a -|0)) (3.3)
%RZQ": RCos (& —|6])x;, —S(6)gRSin(e —|6]) (3.4)
S RO"=Cos{ar (o)), - S(6)gsin(a - 0) (3.5)

(3.6)

0= %(Cos(a ~[6))x; - S(6)gsin(a - |4]))

La Ec. 3.6 determina la aceleracién angular del cuerpo rigido al estar excitado por la
accién actuante en su base; con esta expresion se plantea la aceleracién angular para
el intervalo de muestreo i

o, = 43R(Cos (a-[6)x; —5(6,)gSin(a -|6)) 3.7)

Las ecuaciones siguientes determinan tanto la velocidad angular para el punto medio
del intervalo (i+1/2) como para el punto inicial (i)
0

_pn 3 3.8
oy =0, + AL, (3.8)

6, :;(H'I% +9il—}§) (3-9)

Por ultimo, para calcular la rotacion del vértice en contacto con la base se establece
la expresion mostrada

6.,=06,+At0,, (3.10)
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y tomando en cuenta la pérdida de energia debida al impacto entre el cuerpo y la
superficie de soporte, el coeficiente de restitucion r (Makris y Roussos, 1998), que es
dependiente de la relacién de esbeltez, afecta la velocidad angular post-impacto

2
3.
r :{1—28m2(a)} (3.11)
6., =76, (3.12)
Otra consideracion es que el cuerpo inicia el balanceo después de rebasar el limite

de intensidad definido por la suma de momentos respecto al vértice en contacto con
la superficie

Xq > g:: (3.13)

[11.2.2. Método de Runge-Kutta

Los problemas que involucran ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs) pueden ser
minimizados a un estudio de grupos de ecuaciones diferenciales de primer orden. Por
ejemplo, el problema de segundo orden

d? d
dle +q(x)dz(/: r(x) (3.14)
Puede tratarse asi:

dy _
ax 2(x) (3.15)
dz
—=1()-9(02() (3.16)
dx

donde z es una nueva variable.

La funcion de introducir éstas nuevas variables es volverlas derivables respecto a las
variables originales, lo cual facilita su tratamiento y permite la reduccion del orden
de la ecuacion diferencial.

Lo anterior se hace con la finalidad de incorporar en la ecuaciéon original algunos
otros factores o influir directamente sobre las variables independientes intentando
mitigar un comportamiento singular, el cual podria resultar en un sobreflujo
numeérico o en un incremento del error de truncamiento.

El problema genérico en EDOs es reducido al estudio de un grupo de N ecuaciones
diferenciales de primer orden acopladas para las funciones y,, donde i=1,2,...,N,
quedando de la forma general

dy, () _

i (X Yareen Vi) (3.17)

Si un problema que involucra EDOs no queda completamente descrito por sus
ecuaciones, aun mas importante resulta el planteamiento de como atacar
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numéricamente un problema de condiciones de frontera, las cuales no son otra cosa
que condiciones algebraicas sobre los valores asignados a las funciones Yy;. En

general, esto puede satisfacerse al discretizar puntos especificos, pero sin
mantenerse entre esos puntos, es decir, que no son conservados por la ecuacion
diferencial. Las condiciones de frontera pueden ser tan simples como se requiera,
asignando ciertos valores a las variables de interés, o tan complejo como formar un grupo de
ecuaciones algebraicas no-lineales entre éstas variables.

Usualmente es la naturaleza de las condiciones de frontera que definen qué método
numérico sera mas viable de emplear. Por esta razén, los problemas de condiciones
de frontera se clasifican en dos categorias:

» Problema de Valor Inicial.- Estos problemas se caracterizan porque para
cada funcion y; se tiene un valor inicial X, y se desea encontrar el valor
de la funcién y, para un valor final X; o para una lista de puntos
discretizados (por ejemplo para intervalos tabulados).

= Problema de Dos Valores de Frontera.- A diferencia del anterior, en este
problema se determinan las condiciones de frontera para mas que una X .

Por lo regular, algunas de las condiciones son especificadas a X, y las
restantes a X; .

Como el problema que tenemos es del primer tipo (de valor inicial) se empled el
Método de Runge-Kutta. Esto implica reescribir las derivadas dy y d, enla Ec. 3.17

Esto
determina expresiones algebraicas por el cambio en las funciones cuando la variable
independiente X es discretizada en intervalos de tamafio A, . La implementacion de

este procedimiento resulta tener su base en el Método de Euler, sin embargo, éste no
es recomendado para fines practicos, ya que aungque conceptualmente es
importante, no es manejable numéricamente hablando.

X"

como pasos finitos de A, y A,, y multiplicando las ecuaciones por A

El Método de Runge-Kutta propaga una solucion sobre el intervalo combinando la
informacién de varios pasos del Método de Euler (Ec. 3.18), y usando la respuesta
obtenida en cada iteracion busca la convergencia de la serie de Taylor expandiéndola
a un orden superior.

yn+1 = yn + hf (Xn’ yn) (318)

La cual establece una solucién desde x, hasta X, , =X, +h. Esta expresion resulta

n+l —
asimétrica ya que define la solucién para un intervalo h, empleando la informacién
de las derivadas al inicio de dicho intervalo, lo que significa que el error implicito en
el paso es tan so6lo una parte de h, mas pequefio que la correccion, por eso se afiade
el término O(h?) en la Ec. 3.18.

Las razones por las que el Método de Euler no es muy recomendable son las
siguientes:
» El método no es muy preciso al ser comparado con otros de orden superior
y para tamafos de paso equivalentes.
= Es un método que no presenta la estabilidad requerida
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Figura. 3.6. Expresion grafica del Método de Euler

El Método de Euler es el enfoque mas simplista (y menos preciso) para la integracion
de una EDO, donde la derivada del punto inicial del intervalo es extrapolada para
encontrar el siguiente valor de la funcion. El método tiene una precisién de primer
orden.

A diferencia del anterior, el Método de Runge-Kutta considera el uso de un paso de
prueba a la mitad del intervalo, calculando un valor tanto para X como para y en el

punto medio del intervalo original. Esto se expresa matematicamente como sigue

k, = hf (x,,Y,) (3.19)

k2=hf(x +iny +1k1j (3.20)
n 2 1 n 2 -

You =Y, +k, +0(n°) (3.21)

Lo anterior se expresa graficamente como se muestra en la figura 3.8.

4
l'f:’,__"} k:/—m
(. :
o _?,"f:t“i'—::‘:ff_"""jﬁ
'x,l/'.-ﬁ" () 2

X Xa X3 X

Figura. 3.7. Expresion grafica del Método de Runge-Kutta de 2° orden

Como se puede observar en el término que ahora expresa el error, la simetrizacién
anula el término de error de primer orden, elevando a este método a un orden
superior, por ello, a este método se le conoce como Runge-Kutta de 2° orden o del
Punto Medio. De hecho, cualquier método de n-ésimo orden tiene expresado el error
como O(h™™).
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Existen varias maneras de evaluar estas ecuaciones de acuerdo al método de primer
orden, pero utilizando diferentes coeficientes y términos para evaluar el error para

ordenes superiores; Ademas, sumando la combinacion del lado derecho se puede
eliminar el error orden por orden, esta es la idea basica del método de Runge-Kutta.

De acuerdo con el razonamiento explicado, se presenta el desarrollo mateméatico del
método de Runge-Kutta de 4to orden, el cual resulta mas depurado como se puede
observar.

= hf (X, ¥y) (3.22)
:hf(x +D, 1} (3.23)

2 2
3.24
=hf(x +2 kzzj (324
(3.25)

k, =hf(x, +h,y +k,)
k, k, k, k (3.26)

Vo= Yot ot f e S et v0fh?)

Esta metodologia lo que hace es evaluar la derivada en cuatro puntos para cada
intervalo de muestreo (figura 3.9). Se calcula la derivada en el punto inicial, en dos
puntos intermedios y en el punto final.

Figura. 3.8. Expresion grafica del Método de Runge-Kutta de 4° orden

El Método de Runge-Kutta considera cada paso como una secuencia de pasos
idénticos. Esto es una propiedad matematica que permite evaluar la ecuacion
diferencial en cualquier punto arbitrario, el cual es tomado como inicio del intervalo
de muestreo. Esta propiedad logra la facil incorporacion de este método como una
herramienta de computo eficiente.

Un buen integrador de EDOs debe ejercer un control que se adapte conforme va
avanzando en su proceso numérico, redimensionando frecuentemente el intervalo de
muestreo. Regularmente, esta caracteristica de redimensionamiento se emplea con
la finalidad de definir un nivel de precisién en la solucion con un minimo esfuerzo de
computo.

La implementacion de este redimensionamiento controlado del intervalo de muestreo
requiere que el signo que define el algoritmo de dimensionamiento provea
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informacion de su desempefio, tal y como estimar el error de truncamiento. La
técnica méas directa para determinar esto, para Runge-Kutta de 4to orden, es
mediante el calculo de un paso doble, esto significa tomar un paso dos veces: la
primera vez como un paso completo y la segunda vez, e independiente a la primera,
como dos pasos de la mitad de tamafio.

[ ]
- - e 1 paso grande
L ]
o - - 3
° ¥ 2 pasos pequefios
& & & .
—_—

X
Figura. 3.9. Método de Runge-Kutta de 4° orden aplicando el “paso doble”
Es fundamental mencionar que la solucién exacta para un avance de X a X+2h es

y(x+ 2h), mientras que las soluciones aproximadas para uno y dos pasos (Y, Y Y,),
aplicando Runge-Kutta de 4to orden es

y(x+2h)=y, +(2hfg+0(n®)+...
y(x+2h)=y, +2(h°* g+ O(h®)+...

(5)
6= VSI(X) (3.28)

(3.27)

donde, para el orden h5, ¢ se mantiene constante sobre cada paso. Cabe notar que

la diferencia entre la aplicacion del método para uno y dos pasos se basa en la
estimacion del error de truncamiento por medio del indicador

A=Yy, =Y (3.29)
es asi como mantenemos el grado de precision, lo cual se logra ajustando h.

Aunque también podria ocurrir que, ignorando el término h® o de érdenes superiores,
se pueden resolver las dos ecuaciones para depurar nuestra estimacion numérica de

la solucién exacta y(x +2h),
y(x+2n)=y, + 1 +0fh?) (3.30)

Esta estimacion resulta de un grado mayor, por lo que tenemos Runge-Kutta de 5°
orden, sin embargo, no es posible monitorear su error de truncamiento, lo que nos
lleva a la conclusion de que no por ser de un orden superior, se tiene una mejor
aproximacion o precision.
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La forma general del método de Runge-Kutta de 6to orden se escribe como sigue

k, =hf(x,,y,)
k, = hf(x, +a,h,y, +b,k,)

ke = hf (X, +agh, y, + bk, +--- +bgks)
Your = Yo + K, +C,K, +CyK, + €K, + CoKy + CoKy +O(h6) (3.31)

donde los coeficientes estan definidos en la siguiente tabla

Cash-Karp Parameters for Embedded Runga-Kutta Method
i il b*;j (i (’;
1 37 2825
378 IT648
: L 1
2 | L L 0 0
5 | 2 3 8 250 18575
10 10 10 621 18354
1 3 3 _ 9 [ 125 13525
5 10 10 B 501 £5206
- : _u 5 _m 35 277
s 1 54 2 27 27 0 14336
6 7 1631 175 575 44275 253 512 1
55206 512 13824 110502 1006 1771 1
j= 1 2 3 1 5

Tabla 3.1. Coeficientes para el método de Runge-Kutta del 1ro al 6to orden

[11.3. SUPERFICIES DE CONVERGENCIA

De acuerdo a los modelos de integracion numérica explicados se desarrollé un
programa de coémputo para calcular la respuesta dindmica de cuerpos rigidos sujetos
a la accion de sefiales arménicas como las empleadas para el Método de la Diferencia
Central Media (Programa DAC), esto con la finalidad de comprobar que para los casos
satisfactorios se obtuviesen respuestas consistentes al aplicar el analisis dimensional,
asi como establecer si para los casos discrepantes existe un problema de
inestabilidad numérica propia del método de integracién. No obstante, se encontré
que existe consistencia en los resultados de los casos satisfactorios, mientras que las
respuestas calculadas también resultan discrepantes para los casos inconsistentes y
se presentan irregularidades que no muestran ningun patrén o tendencia en su
comportamiento, por lo que se decidié profundizar en el estudio de la estabilidad del
método empleado (figura 3.11).

1.50

1.00
0.50

M
.00 o SN o P
1 = 1 'k
-0.50 \ \V
-1.00

-1.50 T T T T T T T T T T T T
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.00 010 0.20 0.30 0.40 050 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50

Prototipo (DCM} = = = -Prototipo (RK-4) Prototipo (DCM) — — Prototipo (RK-4) Modelo 1 (DCM) Modelo 1 (RK-4)
— - - Prototipo (RK-6) Prototipo (RK-6) — - — Modelo 1 (RK-6)

a) Discrepancia en las respuestas calculadas por medio de los métodos de la Diferencia
Central Media y Runge-Kutta de 4° y 6° orden
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1.50E+00

1.00E+00 4

5.00E-01

0.00E+00 =l ST .
-5.00E-01 \V
~1.00E=00 L I

-1.50E+00 T T T T T T T T T T T T
0.00 010 0.20 0.30 0.40 0.50 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 050 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50

Prototipo (RK 8} Modelo 1 (RK 8)

Prototipo (D.C.M.) Modelo 1 (D.C.M.}

b) Respuesta de un cuerpo rigido y su modelo a escala (n=2) ante un seno de amplitud
constante (A=3, w=5)

Prototipo (RK 8} Modelo 1 (RK 8}

Figura.3.11. Discrepancias entre los métodos de integracion empleados

[11.3.1. Errores y Estabilidad del Método de Runge-Kutta Optimizando el Intervalo
de Muestreo

Los métodos de integracién numérica como el de Runge-Kutta estan sujetos a dos
clases de error, el error de truncamiento y el error debido a la inestabilidad. El
primero (truncamiento) se genera por la discrepancia existente entre el desarrollo de
la Serie de Taylor y el método exacto, dicho error decrece en funcion del orden del
método, es decir, que el error del método de 6to orden es menor que el de 4° orden.
El error debido a la inestabilidad es un efecto acumulado del error local, en otras
palabras, esto significa que el error generado por la solucién aproximada crece
ilimitadamente al avanzar los intervalos de tiempo.

Para analizar la estabilidad del método de Runge-Kutta se modificd el programa de
cémputo desarrollado, el cual calcula el intervalo de muestreo 6ptimo aplicando las
excitaciones armonicas mencionadas. Este intervalo de muestreo se obtiene
mediante la convergencia de las respuestas calculadas al ser comparadas. Asi que lo
primero que se hace es fijar el error local de tolerancia ¢, el cual sera proporcional
al grado del método empleado (h") para un intervalo de prueba dado y que se
expresa como sigue

E, =Bh" (3.32)
donde B representa una constante dependiente del problema.
Aplicando el método de Runge-Kutta en dos pasos, donde el intervalo de prueba es
h/2, tenemos un error proporcional a 2(h/2)", donde el factor 2 se debe a la

acumulacion del error en dos etapas, ya que se ha partido por mitad el intervalo de
prueba inicial. Con esto se tiene:

ZE% =2B(h/2)" = S:‘_l (3.33)
Restando la Ec. 3.32 de la Ec. 3.33 se obtiene
E, - E% =Bh" - th_l (3.34)
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Una vez calculadas las respuestas del cuerpo se resuelve la Ec. 3.34

2n—lhn
B= 2n_1_1[(yl)h ~(y, )%] (3.39)

donde (yl)h y (yz)% son las respuestas calculadas para cada intervalo de prueba.

Ya definida la constante B se puede determinar el intervalo de muestreo éptimo que
satisfaga el criterio de E, < ¢, sustituyendo E, = ¢ en la Ec. 3.35.

%
g=E, =Bh" = h= (;j (3.36)

Después de probar con diversos casos se concluyé que el método con mayor
aproximacion y menor grado de error es el de Runge-Kutta de 6to orden, por lo que
se tomd la decision de realizar un analisis paramétrico de la respuesta de cuerpos
rigidos de diversas dimensiones y relaciones de esbeltez sometidos a las excitaciones
armonicas ya descritas variando sus parametros de amplitud y frecuencia en un
amplio rango de valores.

La ecuacion para determinar el intervalo de muestreo optimo At,, resultante para
nuestro estudio es

B %‘[yl]h _[yz ]%

B=
63 h®

(3.37)

Con la intencién de visualizar con mayor claridad el procedimiento aplicado en la
obtencién de las superficies de convergencia se presenta un ejemplo. Para un cuerpo
rectangular sujeto a la accion de una excitacion armoénica en su base se tiene

e
. A=6 m/s?
2h=1.20 : W=15 rad/s
a2
- At=0.04
< a2
A
™
_ 2
2b=0.40m 005 W 5 W B W B W

1s)

Figura. 3.12. Cuerpo sujeto a un movimiento senosoidal de amplitud variable

Para aplicar a la Ec. 3.36 el procedimiento de optimizacion previamente
descrito, se calcula la respuesta del cuerpo empleando un intervalo de

muestreo inicial At,, luego se define un nuevo intervalo de muestreo igual a
la mitad del valor del intervalo inicial al que llamamos At, y se recalcula la
respuesta dindmica del cuerpo. Una vez obtenidas las respuestas para estos
dos intervalos Q(Ath),H(At%), se comparan los valores calculados al final de

cada paso hy, aplicando la Ec. 3.37 se determina la magnitud de la constante
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B, que al ser relacionada con el error de tolerancia define el intervalo de
muestreo 6ptimo.

Y
Aty =h= {B} (3.38)

[11.3.1.1. Optimizacién del Intervalo de Muestreo para Funciones Armanicas

Debido a la facilidad en el control de parametros como amplitud y frecuencia en
funciones armoénicas se desarrolla este proceso de optimizacion del intervalo de
muestreo con la idea de determinar qué parametros tienen una influencia importante
en el comportamiento de cuerpos rigidos y en su andlisis dimensional. Con este
objeto se establecié una amplia gama de cuerpos contenidos en edificaciones y se
sometieron a la accion de funciones armonicas estableciendo asi un estudio
paramétrico de este modo de respuesta.

Las dimensiones de los contenidos para los que se calculd la respuesta dinamica
variaron desde:

= 0.01lm < b<1.5m (siendo b el semiancho del cuerpo)
= 0.01m < h<1.5m (siendo h la semialtura del cuerpo)

Los parametros de amplitud y frecuencia de las sefiales analiticas actuantes variaron
en los intervalos siguientes:

= 0.10m/s” < A < 10.00 m/s’ (siendo A la méaxima aceleracion)
= 1.00rad/s < o < 20.00rad/s (siendo o la frecuencia angular del
movimiento)

Con los resultados arrojados por el andlisis paramétrico se generaron graficas en las
que se establecen los valores del intervalo de muestreo 6ptimo At,,: respecto a las
semidimensiones b y h del cuerpo en funcién del tipo de sefial arménica (senoidal o
pulso Ricker) y los pardmetros que la definen (A y ®). Ademés se generaron
superficies para los modos de respuesta de cada espécimen al estar sujeto a la
excitacion. Algunas de estas gréaficas se presentan a continuacion

SINVar A9 w5
0.014

0.015
0.0125
0.01 -

& 0.0075

0.005

0.0025 -

b {m)

Figura.3.13. Superficie de Convergencia
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b (m)

b (m)

SINCons AZ w2 SINCons A3 w2

b (m)

b {mj)

a) b)

Figura.3.14A. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de
muestreo optimo para un seno de amplitud constante (A=3, w=2)

SINCons A3 w3 SINCons A3 w5

num

bim) b im)

a) b)

Figura.3.14B. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de
muestreo optimo para un seno de amplitud constante (A=3, w=5)

SINCons A3 wil SINCons A3 w10

h (m)

05F

bim)

a) b)

Figura.3.14C. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de
muestreo 6ptimo para un seno de amplitud constante (A=3, w=10)
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SINCons A5 w2 SINCons AS w2 %10
r & 14

B (m)

bimj)

a) b)
Figura.3.15A. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de
muestreo optimo para un seno de amplitud constante (A=6, w=2)

SINCons AB w3 SINCons AB w5

10,012

b (m)
h (m)

b imj)

a) b)

Figura.3.15B. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de
muestreo 6ptimo para un seno de amplitud constante (A=6, w=5)

SINCons AB wi0 SINCons AB wi0

10,015

h {m)
h{mj

b imj) bimy)

a) b)

Figura.3.15C. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de
muestreo Optimo para un seno de amplitud constante (A=6, w=10)
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SINCons A9 w2 SINCons AD w2 210
112

Figura.3.16A. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de
muestreo optimo para un seno de amplitud constante (A=9, w=2)

SINCons A9 w5 SINCons A9 w5

10.012

h (m)

[] 05 1 15

b im) bimy)

a) b)

Figura.3.16B. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de
muestreo optimo para un seno de amplitud constante (A=9, w=5)

SINCons A9 w10 SINCons A9 w10 10

b {m)

b jm)

a) b)

Figura.3.16C. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de
muestreo 6ptimo para un seno de amplitud constante (A=9, w=10)
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b {m)

A

SINVar A3 w2 %10

SINVar A3 w2
15

b iy

bim)

a) b)

Figura.3.17A. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de
muestreo 6ptimo para un seno de amplitud variable (Ana=3, W=2)

SINVar A3 w5 SINVar A3 wS %10

b iy

bim)

a) b)

Figura.3.17B. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de
muestreo optimo para un seno de amplitud variable (Apna;=3, w=5)

SINVar A3 w10 SINVar A3 w10
10,014

10.012

b im)

a) b)

Figura.3.17C. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de
muestreo 6ptimo para un seno de amplitud variable (An.=3, w=10)
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SINVar AG w2 SINVar A w2

=0.015

b (m)
bim)

a) b)

Figura.3.18A. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de
muestreo optimo para un seno de amplitud variable (Ana;=6, w=2)

SINVar AG w5 SINVar AG w5

'} r i r < = . s A 14

b (m)
Bim)

a) b)

Figura.3.18B. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de
muestreo 6ptimo para un seno de amplitud variable (Ana=6, W=5)

SINVar ABwiD SINVar AB w10 x10
3 i 115

b (m)
bim)

a) b)

Figura.3.18C. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de
muestreo 6ptimo para un seno de amplitud variable (Ay.=6, w=10)
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a) b)

Figura.3.19A. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de
muestreo 6ptimo para un seno de amplitud variable (Ana=9, w=2)

SINVar A5 wS
= 2

SINVar A5 w5

{00

h {m}

05

b im) b im)

a) b)

Figura.3.19B. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de
muestreo optimo para un seno de amplitud variable (Ana=9, w=5)

SINVar AS w10 SINVar AS w10 x10°
f 114

h(m)

b im)

a) b)

Figura.3.19C. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de
muestreo 6ptimo para un seno de amplitud variable (An.=9, w=10)
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b (m)

b)

a)
Figura.3.20A. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de
muestreo 6ptimo para un pulso Ricker (A=3, w=2)

Ricker A3 w5

Ricker A3 w5

a) D)
Figura.3.20B. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de
muestreo optimo para un pulso Ricker (A=3, w=5)

Ricker A2 w10

Ricker A2 w10
—2

05

0
b (m)

b)

a)
Figura.3.20C. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de
muestreo 6ptimo para un pulso Ricker (A=3, w=10)
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Figura.3.21A. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de
muestreo optimo para un pulso Ricker (A=6, w=2)

Ricker AB w5 Ricker AB w5

h{mp

b jm)

a) b)

Figura.3.21B. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de
muestreo optimo para un pulso Ricker (A=6, w=5)

Ricker A5 w10 Ricker A5 w10 %10

b (m)
bim)

a) b)

Figura.3.21C. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de
muestreo 6ptimo para un pulso Ricker (A=6, w=10)
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a) b)
Figura.3.22A. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de
muestreo 6ptimo para un pulso Ricker (A=9, w=2)
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10,015
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b {mi
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a) b)
Figura.3.22B. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de
muestreo optimo para un pulso Ricker (A=9, w=5)
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Figura.3.22C. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de
muestreo 6ptimo para un pulso Ricker (A=9, w=10)
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Las superficies que muestran el modo de respuesta para cada cuerpo en funcion de
su geometria y esbeltez funcionan de la siguiente forma: cuando el valor es cero
permaneceran en reposo, si es igual a uno se comportard en balanceo y si alcanza un
valor de dos es muy probable la ocurrencia del volteo.

Tanto las superficies en las que se determinan los intervalos de muestreo éptimos,
como en las que muestran los modos de respuesta fueron calculadas partiendo de un
intervalo de muestreo inicial At=0.04. Para generalizar estos resultados para
cualquier valor inicial de At se establece la siguiente expresion

At .. |
Inicia — 3-39
A ? (3.39)

opt

Donde ¢ esta determinado por la relacion entre el intervalo de muestreo optimo y el
inicial utilizado (At =0.04).

l1l.4. ESCALAMIENTO DE REGISTROS ACELEROMETRICOS

Para el caso de registros acelerométricos el escalamiento se torna mas complejo
debido principalmente al rico contenido de frecuencias y grandes variaciones en las
aceleraciones maximas que los caracterizan. Por esta razon, para escalar la sefial
acelerométrica en la simulacién de la respuesta dindmica de un contenido se propone
el uso del intervalo de muestreo 6ptimo encontrado de la misma manera que para las
seflales armanicas, con lo que se estd asumiendo que se modificard el contenido de
frecuencias en una proporcion adecuada, introduciendo la cantidad de energia
necesaria para producir el mismo efecto sobre el cuerpo rigido en el que actuara. La
consistencia de lo anterior se comprueba comparando la respuesta dindmica de
prototipos y sus respectivos modelos a escala (Capitulo V), sujetos a la accion de los
sismos descritos en la tabla 3.2

A \ D [0
SISMO ESTACION | FECHA LUGAR (m/sz) (m/s) | (m)| (rad/s)
Imperial Valley El Centro 1979 California, EU 3.3 0.89 | 0.66 2.15
Sn Fernando Pacoima 1971 California, EU 9.53 1.16 | 0.36 4.37
Parkfield Shandon 1966 California, EU 4.76 0.76 |0.31 9.11
Michoacan SCT19 1985 Michoacan, México | 1.68 0.61 |0.28 3.07
Northridge Sylmar 1994 California, EU 8.27 129 | 0.34 4.3
Northridge Rinaldi 1994 California, EU 8.26 1.75 |0.48 4.6
Irpinia ASTU270 1980 Italia 3.51 0.53 ]0.33 251
Loma Prieta CAP090 1989 California, EU 4.35 0.29 | 0.06 9.49
Chi Chi CHYO006 1999 Chi Chi, Taiwan 3.57 0.55 ]0.26 3.13
Kocaeli DzC270 1999 Turquia 3.51 0.46 |0.18 3.37
Big Bear HOS180 1992 California, EU 0.99 0.12 | 0.03 3.61
Landers JOS090 1992 California, EU 2.79 0.43 |0.14 8.61
Kobe KJIJMO000 1995 Kobe, Japon 8.06 0.81 |0.18 9.05
Landers NPS090 1992 California, EU 1.31 0.15 ] 0.06 3.22

Tabla 3.2. Registros acelerométricos de prueba
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Figura.3.23. Superficies de Convergencia (Intervalo de muestreo 6ptimo)
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Figura.3.24. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de muestreo
optimo para el sismo de Imperial Valley

Kobe 18/01/95 Kobe.IG-C-h“aﬁ %10

2

b im)

b (m)

b im)

a) b)

Figura.3.25. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de muestreo
optimo para el sismo de Kobe
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Figura.3.26. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de muestreo
optimo para el sismo de Irpinia
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Figura.3.27. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de muestreo
Optimo para el sismo de Landers registrado en las estaciones JOS090 (arriba) y NPS090
(abajo)
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Figura.3.28. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de muestreo
Optimo para el sismo de San Fernando
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Figura.2.29. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de muestreo
optimo para el sismo de Shendon
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Figura.3.30. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de muestreo
optimo para el sismo de la Ciudad de México
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Figura.3.31. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de muestreo
optimo para el sismo de Chi Chi Taiwan
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Figura.3.32. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de muestreo
optimo para el sismo de Kocaeli
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Figura.3.33. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de muestreo
optimo para el sismo de Big Bear
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Figura.3.34. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de muestreo
Optimo para el sismo de Loma Prieta
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Figura.3.35. a) Modo de respuesta y b) Superficie de convergencia del intervalo de muestreo
O6ptimo para el sismo de Northridge registrado en las estaciones Sylmar (arriba) y Rinaldi
(abajo)

Con la ayuda de éstas graficas se pueden seleccionar cuerpos rigidos que presenten
modos de respuesta de interés (balanceo o volteo), asi como definir el intervalo de
muestreo optimo de la sefial de entrada que lo lleve al comportamiento previsto.
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CAPITULO IV

IV. ANALISIS DE LA RESPUESTA DINAMICA DE CUERPOS RIGIDOS

En este capitulo se presenta el calculo analitico de la respuesta dinamica de diversos
contenidos, a los que consideraremos como prototipos, y sus respectivos modelos a
escala. Los prototipos corresponden a cuerpos localizados aleatoriamente en
distintas edificaciones, tales como equipo médico, piezas de arte, mobiliario,
electrodomésticos, entre otros.

De acuerdo a lo anterior, se tienen diversas relaciones de esbeltez y se han escalado
para factores de n=2 y 3. Las excitaciones bajo las que se probaron estos cuerpos
rigidos corresponden a las acciones armonicas estudiadas y a un grupo de 14 sismos
registrados en diferentes partes del mundo (tabla 3.2).

Las caracteristicas geométricas y relaciones de esbeltez de todos los prototipos y sus
respectivos modelos a escala se presentan en la tabla 4.1.

Prototipos n=1 Modelos n=2 Modelos n=3

ID b (m) h (m) h/b o’ R b (m) h (m) B (m) | h(m)

C1 0.250 | 0.500 | 2.00 | 275 [ 0.56 | 0.125 | 0.250 | 0.083 | 0.167
C2 0.250 | 0.700 | 2.80 | 20.0 | 0.74 | 0.125 | 0.350 | 0.083 | 0.233
C3 0.250 | 1.000 | 4.00 | 14.0 [ 1.03 | 0.125 | 0.500 | 0.083 | 0.333
C4 0.250 | 1500 | 6.00 | 10.0 | 12.52 | 0.125 | 0.750 | 0.083 | 0.500
C5 0.350 | 0950 | 2.71 | 30.0 [ 1.01 | 0.175 | 0.475 | 0.117 | 0.317
C6 0.375 | 0.650 | 1.73 | 20.0 [ 0.75 | 0.188 | 0.325 | 0.125 | 0.217
C7 0.500 | 0.825 | 1.65 | 30.0 [ 0.96 | 0.250 | 0.413 | 0.167 | 0.275
C8 0.500 | 1.000 | 2.00 | 27.5 [ 1.12 | 0.250 | 0.500 | 0.167 | 0.333
C9 0.500 | 1.400 | 2.80 | 20.0 [ 1.49 | 0.250 | 0.700 | 0.167 | 0.467
C10 0.750 | 1.300 | 1.73 | 30.0 [ 1.50 | 0.375 | 0.650 | 0.250 | 0.433
Ci11 0.750 | 1.500 | 2.00 | 26.5 [ 1.68 | 0.375 | 0.750 | 0.250 | 0.500

Tabla 4.1. Dimensiones de los prototipos y modelos a escala reducida

Los resultados se presentan en dos bloques separados, primero se muestran las
respuestas de los prototipos y sus respectivos modelos sujetos a excitaciones
armaénicas y, posteriormente, bajo sismos registrados.

Para la seleccion de los cuerpos en los que se aplicara el analisis dimensional se
determinaron curvas de volteo en funcion de cada tipo de excitacion y, analizando
las zonas de reposo, balanceo y posible volteo de cada cuerpo respecto a su relacion
de esbeltez y geometria, asi como bajo el criterio de cuerpos que caracterizan
contenidos localizados cominmente en edificios, se eligieron los 11 prototipos
mostrados en las figuras 4.1-4.4.
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Figura. 4.1. Curvas de volteo para funciones senoidales de amplitud variable
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Figura.4.2. Curvas de volteo para funciones senoidales de amplitud constante
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Figura.4.3. Curvas de volteo para pulso Ricker
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Figura.4.4. Curvas de volteo para sismos registrados en diferentes partes del mundo

Los cuerpos seleccionados para este estudio se agruparon en funcién de su igualdad
en dimensiones b y h y relacion de esbeltez h/b con la finalidad de obtener resultados
comparables al estar sujetos a las mismas excitaciones en su base.
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Los grupos se conformaron como se muestra

=  GRUPO A.- Cuerpos con la misma dimension b (base)

ID b (m) h (m) h/b o° R

c1 0.250 0.500 2.00 27.5 0.56
c2 0.250 0.700 2.80 20.0 0.74
c3 0.250 1.000 4.00 14.0 1.03
c4 0.250 1.500 6.00 10.0 1.52

Tabla 4.2. Grupo A

=  GRUPO B.- Cuerpos con la misma dimension h (altura)

ID b (m) h (m) h/b o° R
C3 0.250 1.000 4.00 14.0 1.03
cs 0.500 1.000 2.00 27.5 1.12

Tabla 4.3. Grupo B

=  GRUPO C.- Cuerpos con la misma relacion de esbeltez h/b

ID b (m) h (m) h/b o° R
c1 0.250 0.500 2.00 27.5 0.56
c8 0.500 1.000 2.00 275 1.12
ci1 0.750 1.500 2.00 26.5 1.68

Tabla 4.4. Grupo C1

ID b (m) h (m) h/b o° R
c2 0.250 0.700 2.80 20.0 0.75
Cc9 0.500 1.400 2.80 20.0 1.50

Tabla 4.5. Grupo C2

ID b (m) h (m) h/b o° R
C6 0.375 0.650 1.73 20.0 0.75
C10 0.750 1.300 1.73 30.0 1.50

Tabla 4.6. Grupo C3

IV.1. BALANCEO Y POSIBLE VOLTEO DE CUERPOS RIGIDOS ANTE EXCITACIONES
ARMONICAS

En este apartado se presenta la respuesta dinamica de los cuerpos rigidos
seleccionados sujetos a la acciéon de las excitaciones analiticas descritas
anteriormente. El orden en que se muestran estos resultados corresponde primero a
los cuerpos que experimentan balanceo, luego aquellos cuerpos que se volcaron v,
por ultimo se comparan las respuestas de los cuerpos pertenecientes a cada grupo,
esto con la intencion de observar si alguno de los pardmetros geométricos
considerados resultan determinantes en el comportamiento dinamico.
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IV.1.1. Comportamiento de los Cuerpos pertenecientes al Grupo A

Dentro del grupo A sélo experimentaron balanceo los cuerpos C3 y C4.
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Figura.4.5. Balanceo de los cuerpos C3 y C4 ante pulsos Ricker
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Figura.4.6. Balanceo de los cuerpos C3 y C4 ante senoidales de amplitud constante
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Figura.4.7. Balanceo de los cuerpos C3 y C4 ante senoidales de amplitud variable

En estas figuras se observa un comportamiento muy similar entre el prototipo y sus
modelos, lo cual indica que el escalamiento de la frecuencia de la sefial es
consistente para estos cuerpos especificamente.

= \olteo

Este modo de respuesta se presentd en los cuatro prototipos del grupo de cuerpos
para las excitaciones siguientes.
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Cuerpo C2 (RK AGw2)

Figura.4.9. Volteo de cuerpos ante senoidales de amplitud constante
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Figura.4.10. Volteo de cuerpos ante senoidales de amplitud variable

En las graficas de volteo se muestra que cuanto méas pequefio es el cuerpo, es decir
mayor el factor de escalamiento, el volteo se anticipa en una minima proporcion, lo
cual podria deberse a la interaccion de los valores numéricos de un orden
suficientemente pequefio para que las dimensiones reducidas y el intervalo de
muestreo At de la sefial alcancen el criterio de volteo antes.
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= Comparacion de la Respuesta Dinamica entre los Cuerpos del Grupo A

Aqui se presentan las respuestas en balanceo de los prototipos y modelos a escala
sujetos a una excitacién senoidal de amplitud constante
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Figura.4.11. Balanceo de los prototipos (cuerpos C3 y C4) ante una senoidal de amplitud
constante
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Figura.4.12. Balanceo de los modelos escalados a n=2 (de los cuerpos C3 y C4) ante una
senoidal de amplitud constante
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Figura.4.13. Balanceo de los modelos escalados a n=3 (de los cuerpos C3 y C4) ante una
senoidal de amplitud constante

A continuacion se presentan las respuestas en volteo de los cuatro prototipos ante los
tres tipos de excitacion analitica estudiadas
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Figura.4.15. Volteo de los prototipos ante una senoidal de amplitud constante
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Figura.4.16. Volteo de los prototipos ante una senoidal de amplitud variable

Esta comparacion de respuestas tanto para prototipos como modelos muestra que el
parametro geométrico b no tiene una influencia importante en el comportamiento de
cuerpos rigidos al variar su altura o relacion de esbeltez, sino que constituyen
cuerpos con propiedades particulares.

IV.1.2. Comportamiento de los Cuerpos pertenecientes al Grupo B

= Balanceo

Dentro del grupo B los cuerpos C3 y C8 experimentaron balanceo y volteo.
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Figura. 4.17. Balanceo del prototipo C3 y sus modelos ante las sefiales analiticas
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Figura.4.18. Balanceo del prototipo C8 y sus modelos ante las sefiales analiticas
= Volteo

El volteo se presentd en los dos prototipos de este grupo para los tres tipos de
excitacion.
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Figura.4.19. Volteo del prototipo C3 y sus modelos ante las sefiales analiticas
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Figura.4.20. Volteo del prototipo C8 y sus modelos ante las sefiales analiticas

En las graficas se vuelve a presentar el volteo ligeramente anticipado, lo cual
refuerza la idea de que la interaccién de los valores numéricos de orden
suficientemente pequefio en las dimensiones reducidas y un intervalo de muestreo At

de la sefial muy pequefio llevan a que la respuesta dinamica del cuerpo alcance el
criterio de volteo antes.
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= Comparacion de la Respuesta Dinamica entre los Cuerpos del Grupo B

Aqui se presentan las respuestas en balanceo y volteo de los prototipos C3 y C8
sujetos a las tres excitaciones analiticas estudiadas para conocer si existe una

influencia importante del parametro h (altura) al mantenerse constante para cuerpos
con diferente base
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Figura.4.21. Comparacion en la respuesta de Balanceo de los prototipos C8 y C3
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Figura.4.22. Comparacion en la respuesta de Volteo de los prototipos C8 y C3

Estas graficas comparativas entre las respuestas de los cuerpos C3 y C8 indican, al
igual que para los cuerpos del grupo A, que el pardmetro geométrico h no tiene una
influencia importante en el comportamiento de estos cuerpos rigidos, pues al
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mantener constante la altura y variar la base, la relacién de esbeltez cambia lo que
constituye que cada cuerpo tiene propiedades distintas.

IV.1.3. Comportamiento de los Cuerpos pertenecientes al Grupo C1

= Balanceo

Los gréaficos que contienen la respuesta en balanceo de los prototipos C1 y C8 y sus
respectivos modelos a escala han sido mostradas en los apartados anteriores, por lo
gue a continuacién se presenta la respuesta del prototipo C11.
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Figura. 4.23. Balanceo del prototipo C11 y sus modelos a escala ante excitaciones analiticas

= \olteo

Para el caso de volteo si se presentan las respuestas de los tres cuerpos

pertenecientes al grupo, ya que no habian sido mostradas todas las graficas con este
comportamiento ante acciones analiticas
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Figura.4.24. Volteo del prototipo C1 y sus respectivos modelos ante excitaciones armonicas

Cuerpo C8 (RK A9%w2)

1.2
08 S
n=2
0.4
= | e n=3
o0
= 04
-0.8 4
-1.2 T T T T " y y
03 0.325 0.35 0.375 04 0.425 0.45 0.475 05
Tiempo (s)
Cuerpo C8 (SC A9w2)
0
-
i
b= n=1
=
-0.4 1 n=2
R R et e e et R ettt T e n=3
-1.2 y - y y " y y
0 0.025 0.05 0.075 01 0.125 0.15 0.175 0.2

Tiempo (s)

63



Cuerpo C8 (SV ADw2)

-
P

e
@

o (radis)
ID [ =]
= Y

n=1
n=2
BT I e T T e e n=3
-1.2 " " T T T
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

Tiempo (s}

Figura.4.25. Volteo del prototipo C8 y sus respectivos modelos ante excitaciones arménicas
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Figura.4.26. Volteo del prototipo C11 y sus respectivos modelos ante excitaciones

armonicas

En las figuras se sigue observando la tendencia en que el volteo del cuerpo se
anticipa en una minima proporcién conforme se incrementa el factor de escala.
Ademas de ello, cabe destacar que en la figura 4.24 se presenta el volteo en el
mismo instante, sin embargo se da un incremento en la amplitud de la oscilacion del
cuerpo con menores dimensiones, lo cual podria deberse al orden de valores
numéricos al interactuar en la ecuacién que define la respuesta dinamica del cuerpo.
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Comparacion de la Respuesta Dinamica entre los Cuerpos del Grupo C1

Aqui se presentan las respuestas en balanceo y volteo de los prototipos C1, C8 y C11
sujetos a las tres excitaciones analiticas estudiadas para conocer si existe una
influencia importante de la relacién de esbeltez (h/b) al mantenerse constante para
cuerpos con diferentes dimensiones:
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Figura.4.27. Comparacion del modo de respuesta de balanceo entre los prototipos del grupo

o (radis)

12

0.8 1
0.4 1

0.4
-0.8

-1.2

C1
Comparacion Grupo C1 (RK ASw2)
—C1n=1
C8 n=1
---------- C11 n=1
0.3 0.325 0.35 0.4 0.425 0.45 0.475 05

Tiempo (s)

65



Comparacién Grupo C1 (SC ABw2)

12
0.8
g M1 e — C1n=t
E 0 rnnnaes T IM"\. 8 n=1
= RN
= 04 \\J ................. C11 n=1
038
12 : : : - - - - - -
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 012 0.14 0.16 0.18 02
Tiempo (s)
Comparacién Grupo C1 (SC ASw2)
12
0.8 ,.,-/ —C1n=1
& 041 S €8 n=1
3 K R S S p— C11 n=1
L 0 founct
= 04
08
12 . . . . . . . . .
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 012 0.14 016 018 02
Tiempo (s)
Comparacién Grupo C1 (SV A9wz2)
12
08 | o
— 0.4
I
=
g0 —C1n=t
= 04 C8 n=1
B e i L C11 n=1
0 0.025 0.05 0.075 0.1 0.125 015 0175 02 0.225 025 0275 03

Tiempo (s)

Figura.4.28. Comparacion del modo de respuesta de volteo entre los prototipos del grupo C1

Esta comparacion en las respuestas de los cuerpos del grupo Cl nos indica
claramente que la relacion de esbeltez si constituye un parametro que influye en el
comportamiento de cuerpos rigidos. En el caso de balanceo las maximas rotaciones
que los cuerpos experimentan en cada ciclo corresponden al mismo instante de
tiempo y, aunque la amplitud no es necesariamente la misma, se observa que los
cuerpos experimentan una restitucion suficiente para rotar en blsqueda de la
posicion de equilibrio. Por otro lado, en lo que se refiere a volteo se observa una
tendencia similar a la mencionada en los grupos anteriores, donde al escalar un
cuerpo y, por consiguiente la frecuencia de la sefial, se anticipa en una proporcion
minima el volteo del espécimen.

IV.1.4. Comportamiento de los Cuerpos pertenecientes al Grupo C2

= Balanceo

A continuacion se muestra la respuesta en balanceo del prototipo C9 y sus modelos a
escala. El prototipo C2 no experimentd balanceo para las sefiales analiticas
seleccionadas.
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Figura.4.29. Balanceo del prototipo C9 y sus modelos a escala ante pulsos Ricker
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Figura.4.30. Balanceo del prototipo C9 y sus modelos a escala ante senoidales de amplitud
constante
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Figura.4.31. Balanceo del prototipo C9 y sus modelos a escala ante senoidales de amplitud
variable

Para este caso se puede ver claramente la tendencia que se explico en el apartado
anterior, donde los cuerpos presentan una historia de rotaciones muy similar,
obteniendo los maximos giros en los mismos instantes de tiempo, pero con
variaciones en las amplitudes de dichos giros. Esto refuerza la idea de que el factor
de restitucion aunque es distinto para cada cuerpo, al ser escalada la geometria del
espécimen y el intervalo de muestreo de la sefial, indirectamente también se
escalado.

= \olteo

Para el caso de volteo si se presenta este modo de respuesta en los dos cuerpos
pertenecientes al grupo, mismas que se presentan a continuacion
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Figura.4.32. Volteo del prototipo C2 y sus modelos a escala ante sefiales analiticas
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Figura.4.33. Volteo del prototipo C9 y sus modelos a escala ante sefiales analiticas

En la segunda grafica de la figura 4.34 se muestra claramente como el modelo mas
pequefio alcanza el criterio de volteo sensiblemente antes de lo esperado, lo cual
quizd se deba a que el método numérico podria contar con algunas regiones de
inestabilidad numérica para valores de un orden muy pequefio.

= Comparacion de la Respuesta Dinamica entre los Cuerpos del Grupo C2

Aqui se presentan las respuestas en volteo de los prototipos C2 y C9 sujetos a tres
excitaciones analiticas con la intencion de confirmar si existe una influencia

importante de la relacion de esbeltez (h/b) al mantenerse constante para cuerpos con
diferentes dimensiones
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Comparacion Grupo C2 (SC A6w2)
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Figura.4.34. Comparacion de las respuestas en volteo entre los prototipos del grupo C2
sujetos a excitaciones analiticas

Con estos resultados se confirma que la relacion de esbeltez influye de forma
importante en el comportamiento dinamico de cuerpos rigidos, ya que las diferencias
en el instante de volteo de cada cuerpo son practicamente despreciables. Al tener
cuerpos con diferentes dimensiones, pero que cumplen con una misma relacion de
esbeltez, estamos hablando de un escalamiento, por lo tanto, el andlisis dimensional
plantea una solucion mas directa para lograr reproducir la respuesta en cuerpos a
escala reducida como una solucion.

IV.1.5. Comportamiento de los Cuerpos pertenecientes al Grupo C3
= Balanceo

A continuacién se presentan las respuestas calculadas para los cuerpos C6 y C10
sujetos a excitaciones analiticas. Ambos cuerpos experimentaron balanceo.
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Figura.4.35. Balanceo del prototipo C6 al estar sujeto a excitaciones analiticas
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Figura.4.36. Balanceo del prototipo C10 al estar sujeto a excitaciones analiticas

Los resultados que se muestran en las figuras 4.36 y 4.37 dan consistencia a las
tendencias descritas en los apartados anteriores.

= Volteo

Para el caso de volteo ambos cuerpos experimentaron este modo de respuesta
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Figura.4.37. Volteo del prototipo C6 al estar sujeto a excitaciones analiticas
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Figura.4.38. Volteo del prototipo C10 al estar sujeto a excitaciones analiticas
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Cabe mencionar que conforme es mas grande el prototipo y sus modelos, para los
mismos factores de escalamiento, las respuestas simuladas son mas consistentes y las

discrepancias en el instante de volteo se reducen.

Comparacion de la Respuesta Dinamica entre los Cuerpos del Grupo C3

Aqui se presentan las respuestas en balanceo y volteo de los prototipos C6 y C10
sujetos a tres excitaciones analiticas con la intencion de confirmar la influencia de la
relacién de esbeltez (h/b) como parametro en el célculo de la respuesta dinamica de

cuerpos rigidos.
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Figura.4.39. Comparacion del balanceo de los prototipos C6 y C10 ante excitaciones

analiticas
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Figura.4.40. Comparacion del volteo de los prototipos C6 y C10 ante excitaciones analiticas

En esta comparacion se confirma que entre mas grandes son los especimenes, es mas
consistente el calculo de su respuesta dinamica, pues en los casos de balanceo se ve
una gran similitud entre el comportamiento del cuerpo C6 y C10. Para el caso de
volteo existen algunas discrepancias en el instante de vuelco, sin embargo la
magnitud de dicha diferencia es practicamente imperceptible. Hay que mencionar
gue en la ultima gréafica de la figura 4.41 se presenta una gran discrepancia, pero si
es observada cuidadosamente puede confirmarse lo que se comenté sobre los
primeros resultados de este capitulo, pues el cuerpo mas pequefio que corresponde
al cuerpo grande afectado por un factor de escalamiento, al igual que la excitacion
de entrada, donde el método numérico al introducir valores de orden menor, podria
haber influido al alcanzar el criterio de volteo antes de tiempo, ya que la direccion
de rotacién es la misma para ambos especimenes.

IV.2. BALANCEO Y POSIBLE VOLTEO DE CUERPOS RIGIDOS ANTE SISMOS
REGISTRADOS

En este apartado se han puesto graficos con la respuesta dindmica de los cuerpos
rigidos seleccionados sujetos a la accion de sismos registrados en diversas partes del
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mundo. Primero se muestran las respuestas de cada cuerpo ante algunos sismos para
posteriormente realizar graficas comparativas en las que pueda observarse con mayor
claridad la influencia de los diversos parametros implicitos, asi como el impacto que
el escalamiento tiene en éstos.

IV.2.1. Respuesta Dinamica de los Cuerpos C1-C11 ante la Accidon de Registros

Sismicos

Enseguida se muestra la respuesta de los prototipos C1-C4 y sus respectivos modelos
a escala ante registros sismicos.
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Figura.4.41. Respuesta dinamica del prototipo C1 al estar sujeto a excitaciones sismicas
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Figura.4.42. Respuesta dindmica del prototipo C2 al estar sujeto a excitaciones sismicas
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Figura.4.43. Respuesta dinamica del prototipo C3 al estar sujeto a excitaciones sismicas
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Figura.4.45. Respuesta dindmica del prototipo C5 al estar sujeto a excitaciones sismicas
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Figura.4.46. Respuesta dinamica del prototipo C6 al estar sujeto a excitaciones sismicas
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Figura.4.47. Respuesta dindmica del prototipo C7 al estar sujeto a excitaciones sismicas
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Figura.4.48. Respuesta dinamica del prototipo C8 al estar sujeto a excitaciones sismicas
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Figura.4.49. Respuesta dindmica del prototipo C9 al estar sujeto a excitaciones sismicas
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Figura.4.50. Respuesta dinamica del prototipo C10 al estar sujeto a excitaciones sismicas
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Figura.4.51. Respuesta dindmica del prototipo C11 al estar sujeto a excitaciones sismicas
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IV.2.2. Comparacion de las Respuestas Dinamicas de los Cuerpos C1-C11l ante
Registros Sismicos

Aqui se presentan las respuestas en balanceo y volteo de los prototipos
pertenecientes a los grupos C1, C2 y C3 sujetos a excitaciones sismicas registradas
en diversas partes del mundo con la intencion de verificar la influencia de la relacion
de esbeltez (h/b) como parametro que define una tendencia en el comportamiento
dindmico de cuerpos rigidos.
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Figura.4.52. Comparacion de las respuestas ante sismo de los prototipos del grupo C1
(cuerpos C1, C8 y C11)
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Figura.4.53. Comparacion de las respuestas ante sismo de los prototipos del grupo C2
(cuerpos C2 y C9)
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Figura.4.54. Comparacion de las respuestas ante sismo de los prototipos del grupo C3
(cuerpos C6 y C10)

Con los graficos mostrados en esta seccién vemos que el célculo de la respuesta
dindmica de cuerpos rigidos sometidos a la accion de sismos en su base arroja
resultados muy consistentes tanto para prototipos como para modelos a escala
reducida, ya que en la gran mayoria de los casos se predice de forma satisfactoria el
modo de respuesta, la amplitud de las rotaciones y los instantes y direccion de volteo
de los cuerpos.

Sin embargo, en algunos casos muy particulares se encontraron respuestas
discrepantes

IV.2.3. Casos Discrepantes

En esta seccion se presentan algunos casos para los cuales las respuestas dindmicas
calculadas resultaron fuera de lo esperado para ciertas excitaciones tanto analiticas
como registros sismicos.
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Figura.4.55. Discrepancia en la respuesta de los prototipos C1, C2, C3y C4 y sus modelos a
escala reducida sujetos a excitaciones analiticas y sismicas
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Figura.4.56. Discrepancia en la respuesta de los prototipos C5, C6, C7 y C8 y sus modelos a
escala reducida sujetos a excitaciones analiticas y sismicas
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Figura.4.57. Discrepancia en la respuesta de los prototipos C9, C10 y C11 y sus modelos a
escala reducida sujetos a excitaciones analiticas y sismicas

Con estos casos discrepantes se puede suponer que los métodos de integracion
numérica empleados (Diferencia Central Media y Runge-Kutta de 6° orden) por ser
aproximados podrian contar con regiones de inestabilidad numérica para ciertos
intervalos de valores empleados, ya sean provocados por el escalamiento de las
propiedades geométricas del cuerpo o por el escalamiento del intervalo de muestreo,
y con ello de la frecuencia, de la excitacién de entrada.
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CAPITULO V

V. COMPARACION DE RESULTADOS ANALITICOS Y EXPERIMENTALES

En este capitulo se presenta un caso en el que se simula la respuesta dindmica de un
cuerpo rigido (prototipo) y sus modelos a escala reducida, mediante la aplicacion del
analisis dimensional, al estar sujetos a la accion de una excitacién sismica. De manera
analoga, se realizaron ensayes de laboratorio (Arredondo 2006) en los que cuerpos con
las propiedades geométricas de los especimenes analizados fueron sometidos a la misma
excitacion la cual fue reproducida por la mesa vibradora del Instituto de Ingenieria de la
UNAM. Finalmente, se muestran graficas en las que se comparan los resultados
determinados analitica y experimentalmente.

CAMARA

-
PROTOTIPO + BASE LA J™

MARCAS
REFERENCIA
- —

SUPERFICIE — ¥ ot
PORTANTE =~ ' =

Figura.5.1. Instrumentacién y colocacion del cuerpo en la mesa vibradora (IIUNAM)

Los cuerpos empleados para esta comparacion son los siguientes:

CUERPO b (m) h (m) h/b n
P1 0.3 0.6 2.0 1.0
M2 0.2 0.4 2.0 15
M3 0.1 0.2 2.0 3.0

Tabla 5.1. Dimensiones de los cuerpos rigidos estudiados

0.80 m.

|\|
2b

Figura.5.2. Configuracion de los especimenes de laboratorio
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La excitacion empleada en este ejemplo corresponde al sismo de Kobe registrado en la
estacion KIMO0O el dia 16 de mayo de 1995.

Sismo de KOBE (16/05/95)

8.00
6.00 — KJMO0O00
4.00 -
2.00 1
0.00 1
-2.00
-4.00
-6.00
-8.00
-10.00

A (mfs2)

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo (s)

Figura.5.3. Acelerograma registrado en la estaciéon KIM0OO durante el sismo de Kobe

A continuacién se presentan las respuestas calculadas analiticamente del prototipo y sus
respectivos modelos a escala reducida sujetos a la excitacion mencionada (figura 5.4).

Respuesta Analitica del Prototipo y sus Modelos a escala reducida (KJM000_160195)
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Figura.5.4. Comportamiento del prototipo P1 y sus modelos M2 y M3 determinada
analiticamente al aplicar el analisis dimensional

Ahora se muestran los resultados arrojados por las pruebas experimentales realizadas en
la mesa vibradora introduciendo la excitacion sismica de interés (figura 5.5).
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Figura.5.5. Comportamiento de los modelos M2 y M3 al ser sometidos experimentalmente a una
excitacion en mesa vibradora

En las siguientes graficas se comparan las respuestas determinadas analiticamente y las
observadas en las pruebas experimentales (figuras 5.6 y 5.7).
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Figura.5.6. Comparacion de la respuesta del modelo M2
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Comparacion de respuestas del modelo M3 (KJM00D_160195)
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Figura.5.7. Comparacion de la respuesta del modelo M3

Aunque la muestra de cuerpos probados experimentalmente en mesa vibradora se
reduce a un caso, al ser comparada ésta con la calculada analiticamente se observa una
discrepancia importante. Esto nos podria llevar a poner en tela de juicio la utilidad de
la metodologia empleada, sin embargo debemos tener claras algunas limitaciones.

= La primera gran diferencia entre la respuesta analitica y la experimental es que
en la expresion propuesta en la formulacion matematica del problema (Ec. 2.11,
Shenton Ill, 1990) las masas se eliminan, parametro que deja de ser importante
en el calculo analitico; sin embargo, en las pruebas de laboratorio (Arredondo
2006) al realizar ensayes sobre modelos escalados a partir del prototipo se fue
necesario considerar una variacién en la masa, la cual puede llevarse a cabo
mediante la inclusién de pesas o elementos que modifiquen la masa del modelo,
de acuerdo a las Ec. 2.21 y 2.22 deducidas a partir del analisis dimensional.

= Otro parametro que podria tener gran influencia en estas discrepancias se debe
a que todos los cuerpos ensayados sobre la mesa vibradora, a pesar de tener
diferente geometria (b y h), tienen la misma profundidad (0.80m, figura 5.2) vy,
aunque el método analitico es bidimensional, al momento de interactuar la
profundidad en la prueba experimental podria estar influyendo directamente
sobre el comportamiento del cuerpo rigido.

= Al contar con un caso experimental contra el cual comparar el método analitico
se hace necesario planear una serie de ensayes que ayuden a aclarar qué
parametros estan influyendo en dichas discrepancias y que ajustes deberian
realizarse en la formulacién para obtener los resultados esperados y que den
consistencia a su aplicacion.
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Del trabajo de investigacion desarrollado se desprenden las siguientes conclusiones:

La formulacion matematica que define el comportamiento dinamico de cuerpos
rigidos (Arredondo, 2006) resulta muy estable, ya que las simulaciones realizadas
considerando tanto excitaciones armodnicas como sismicas arrojan respuestas lo
suficientemente consistentes para considerarlas como satisfactorias en la gran
mayoria de los casos en estudio. Sin embargo, ain queda pendiente por determinar
las causas que producen aquellos casos discrepantes presentados, pues aunque
podriamos pensar que se debe a regiones de inestabilidad de los métodos numéricos
empleados, podria también tener una influencia importante la naturaleza de la
ecuacioén diferencial que resuelve el problema de comportamiento dindmico. Es claro
gue en cuanto mas pequefio es el orden de valores del intervalo de muestreo 6ptimo

de la sefal (Atopt) y las dimensiones geométricas del cuerpo en estudio como

resultado del escalamiento, se estd mas propenso a obtener discrepancias en el
comportamiento predicho, lo cual se observo en algunos casos y para lo cual no se
tiene una causa totalmente definida, ya que este problema se encuentra fuera del
alcance de esta investigacion.

Respecto al desarrollo de las expresiones para la aplicacion del analisis dimensional y
teorias de semejanza al comportamiento dinamico de cuerpos rigidos se llevé a cabo
verificando que se cumplieran las disposiciones del modelo matematico tales como
homogeneidad dimensional, teorema II de Buckingham, normalizacion de las
ecuaciones de conservacién y teoria de modelos. Ademas, se obtuvieron resultados
gue reproducen satisfactoriamente el comportamiento de los modelos escalados en
relacién a los prototipos originales, lo cual indica que el escalamiento de la
excitacién de entrada al afectar su contenido de frecuencias esté introduciendo una
cantidad de energia adecuada al espécimen en estudio. Al comparar las respuestas
analiticas con los ensayes de laboratorio se encontraron diferencias considerables
debido a la formulacion matematica con la que se realiza la simulacién, ya que en
ésta se elimina la relacion de masas entre prototipo y modelo pero en las pruebas
experimentales al escalar un cuerpo fue necesario incluir una masa adicional.

Otro parédmetro que sin duda resultd determinante en la discrepancia entre
resultados analiticos y experimentales es que los especimenes probados sobre la

mesa vibradora, aunque cumplen con la geometria en el plano de interés (X —Y),

cuentan con una tercera dimension (profundidad) de 0.80m, lo cual influye en el
comportamiento tridimensional del cuerpo rigido.

Para realizar el calculo que da solucion a la ecuaciéon de movimiento para un cuerpo
rigido se emplearon dos métodos numéricos de integracion: la Diferencia Central
Media y el Método de Runge-Kutta de 6° orden. El primer método fue empleado
inicialmente, sin embargo al obtener algunos casos discrepantes como los ya
presentados, se tomo la decision de introducir el segundo método con la intencién de
verificar si la Diferencia Central Media tenia limitantes o algin problema de
inestabilidad numérica. Una vez recalculadas las respuestas de los mismos casos con
el método de Runge-Kutta se vio que también se presentan algunas discrepancias
llevandonos a la conclusién de que no es el método propiamente el que resulte
inestable para cierta combinacion de parametros sino que quiza sea un problema
complejo, ya que la ecuacién diferencial de movimiento es no homogénea. Se decidio
determinar los intervalos de muestreo 6ptimos para cada sefial de interés que nos
aseguraran una consistencia en las respuestas calculadas para una tolerancia dada,
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por lo que se construyeron las superficies de convergencia presentadas en el Capitulo
lII; con la aplicacién de dichas superficies se obtuvieron resultados satisfactorios en
la gran mayoria de los casos.

En lo referente a la simulacion del comportamiento de cuerpos rigidos sujetos a la
accién de excitaciones sintéticas y registradas se encontr6 que el método del
rectangulo equivalente en combinacion con el andlisis dimensional y el
procesamiento numeérico basado en el método de Runge-Kutta arroja resultados
confiables dentro de las limitaciones descritas anteriormente. Es decir,
matematicamente se estd interpretando adecuadamente la interaccion de los
parametros considerados y se pueden estimar las respuestas de cuerpos con
geometria arbitraria si se modelan tomando las disposiciones que esta metodologia
establece.

Las recomendaciones para el desarrollo de trabajos a futuro se enumeran a
continuacion:

= Realizar ensayes experimentales en mesa vibradora donde se definan
diferentes grupos de prototipos en funcion de parametros de interés, tal y
como se eligieron para este estudio, donde se seleccionaron especimenes que
cumplieran con una misma base, altura y relacion de esbeltez.

= Ademads, se propone llevar a cabo pruebas experimentales en prototipos y
modelos a escala que permitan ajustar la formulacién bidimensional existente
a un nuevo modelo matematico tridimensional que se asemeje mas a las
condiciones reales del comportamiento dinamico de esta clase de cuerpos.

= Introducir tres parametros fundamentales en la formulacion del
comportamiento dindmico de cuerpos rigidos como lo son (1) la aceleracion
vertical del terreno, (2) el rebote que sufre el cuerpo rigido al chocar contra
la interfaz que lo contiene y (3) la interaccion de los modos de respuesta de
deslizamiento y balanceo debido a que en las pruebas de laboratorio se
observd que los cuerpos experimentan ambas respuestas para ciertos valores
de friccion y contenidos de frecuencias.

= Obtener mediante pruebas de friccién y de rotacion los coeficientes de
friccion y restitucién que presentan los diferentes cuerpos al estar apoyados
sobre interfases hechas de distintos materiales y texturas.

= Por altimo, para estudiar cuerpos con formas arbitrarias y con distribuciones
de masa no necesariamente uniforme, deberan realizarse simulaciones que
incluyan los coeficientes de friccion y restitucion  definidos
experimentalmente, para luego compararlos con algunos ensayes de
laboratorio y con ello verificar si la formulacion del Modelo Rectangular
Equivalente da resultados satisfactorios al ser aplicada en casos reales.
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