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Introduccion

a optimizacion, se puede considerar como la biisqueda de la mejor solucién entre las posibles a
L un problema determinado. De hecho, este ejercicio mental lo realizamos cuando cotidianamente
elegimos, entre diferentes opciones, la més adecuada.

La teorfa que nos proporciona los resultados y herramientas precisos para estudiar este tipo
de problemas es la “optimizacién matemaética”. El desarrollo de esta teorfa no es reciente, ya que,
aunque las aportaciones mds importantes se produjeron en los anos cuarenta y cincuenta del siglo
XX, muchos de los resultados se conocian ya en el siglo XVIII.

Dada la diversidad de dreas y materias en las que se plantean problemas de optimizacién, como
son la Ingenierfa, Biologfa, Fisica, Investigacién de Operaciones, entre otras, la presente tesis ha
sido concebida como una introduccién a las técnicas de optimizacién y su aplicacién a la teoria
econdmica.

Sin embargo, cabe aclarar que no se abordan todos los aspectos de la optimizacién matemati-
ca, la intencién de este trabajo es, presentar la teorfa de programacién lineal y la teorfa de la
programacion coéncava. Por otra parte, se dan por conocidos conceptos de dlgebra lineal y andlisis
matemadtico, esto tltimo viene motivado porque la tesis ha sido pensada para que pueda ser acce-
sible a alumnos que, de alguna manera ya poseen estos conocimientos, en particular estd dirigida
a los alumnos de quinto semestre de las carreras de matemaéticas y actuarfa de la Facultad de
Ciencias, interesados en abordar la problemética econémica. No obstante, también puede resultar
1til a estudiantes y profesores de economia interesados en la economia matemética, pues resultaria
apropiado como complemento de algunos cursos.

Es preciso senalar que el contenido tedrico de este trabajo, asi como los ejemplos de la funcién
de utilidad casi Bernoulli y Bernoulli estdn basados en las notas del profesor Sergio Herndndez
Castaneda. Me propuse enriquecer dichas notas con algunos ejemplos de aplicacién, asi como con
ideas geométricas; ademads de reescribir las demostraciones con un mayor desarrollo analitico y
haciendo explicitos varios pasos para su mejor comprensiéon. Lo anterior, con el fin de que los
alumnos interesados en profundizar en un tratamiento ma&s riguroso de la parte tedrica, puedan
acceder a las demostraciones de los principales teoremas que fundamentan dicha teorfa, apoyandose
en los graficos y en los problemas de aplicacién. Otra de las ventajas es que la notacién usada es
la del célculo diferencial e integral y la del dlgebra lineal que a mi modo de ver es mds conocida
por los estudiantes.

Asi pues, este trabajo se distribuye en seis capitulos cuyo orden y clasificacién obedece a un
aumento gradual de su dificultad, siendo la estructura de cada uno de ellos la siguiente:

El primer capitulo es introductorio y de motivacion en donde se plantean, sin solucién, algunos
de los diferentes tipos de problemas de optimizaciéon que aparecen en la teorfa econdémica. En
particular se aborda el planteamiento del problema del consumidor con funciones de utilida%i
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Bernoulli. Dichos problemas se van resolviendo conforme se va adquieriendo la herramienta tedrica
necesaria para ello.

En los capitulos 2, 3, y 5, se exponen los aspectos tedricos de los métodos modernos de optimiza-
cién matemadtica, ya que éstos constituyen una parte importante de los instrumentos fundamentales
para abordar los ejemplos econémicos del presente trabajo. Para presentarlos, se sigue a grandes
rasgos el proceso cronolégico del surgimiento de las ideas. Asi, en el capitulo 2 partiremos de la
problematica inicial manejada por Leibnitz. En el capitulo 3, esbozaremos cémo fue desarrollada
esa problemdtica inicial por Lagrange y, por ultimo en el capitulo 5, se plantea la problemédtica
moderna desarrollada por Kuhn, Tucker y Uzawa, ademads se incluyen los aspectos tedricos para
resolver problemas de programacion céncava con restricciones de no negatividad.

En los capitulos 4 y 6 se trata el problema del consumidor en forma analitica.

En el capitulo 4, se supone que la funcién de utilidad es de tipo casi Bernoulli o, equivalente-
mente, de tipo Cobb-Douglas. Aqui, el instrumento principal es el cldsico teorema de Lagrange.

En el capitulo 6, generalizando la situacién anterior, se supone que la funciéon de utilidad
puede expresarse como la suma de ciertas funciones estrictamente céncavas. Para esto, ahora el
instrumento analitico fundamental viene a ser el teorema de Kuhn Tucker.

Toda estd tematica no fue facil de abordar, pero durante el desarrollo de este trabajo tuve la
gran fortuna de recibir valiosos comentarios y sugerencias del grupo de Economia Matemadtica y
Teorfa de Juegos de la Facultad de Ciencias de esta institucién, cuyos integrantes enlisto en 6rden
alfabético, ya que para mi todas sus contribuciones han sido igual de importantes. Alejandra
Calvo, Salvador Ferrer, Sergio Hernéndez, Enrique Hueda, Alma Jiménez, Marfa Esther Linares,
Gabriela Marmolejo, César Sousa, Claudia Villegas y Paloma Zapata; también quiero agradecer al
profesor Oscar Palmas, pues aunque no pertenece al grupo, me hizo comentarios y observaciones
de gran utilidad para mejorar la redaccién de éste trabajo y por supuesto a mi esposa Alejandra,
quien me asesor6 en la captura y uso de Scientific Work Place, asi como en la elaboracién de las
graficas. Naturalmente cualquier error o deficiencia son mios.

Y en especial, no puedo dejar de mostrar mi reconocimiento y mas profundo agradecimiento
al profesor Sergio Herndndez Castaneda por el material que me facilité y todas las horas que me
dedic6 para poder realizar este trabajo. A todos ellos nuevamente GRACIAS!.

FVN 2007.



Capitulo 1

Algunos problemas de optimizacién en la
teoria econémica

Introduccion

n la teorfa de la optimizacién, muchos de los problemas que se plantean tienen una estructura
E l6gica comtin, ya que la idea que subyace es encontrar la mejor solucién posible en determinadas
circunstancias. Dicha solucién permitird decidir las medidas a tomar para alcanzar los objetivos que
se persiguen. Este tipo de problemas aparece en distintas disciplinas, en particular en economia,
como el caso de los problemas del consumidor y de la empresa.

Por otro lado, parece 16gico plantearse, en primer lugar, sobre qué variables podemos decidir.
En el caso del consumidor, se trata de decidir la cantidad de cada uno de los bienes y servicios
disponibles que el consumidor debe adquirir, dados los precios que rigen en el mercado, de tal forma
que maximice su utilidad o satisfaccién. En cambio, la empresa tiene que elegir las cantidades de
insumos a utilizar y de bienes a producir de tal forma que obtenga los maximos beneficios o en su
caso los costos minimos.

En este capitulo tinicamente expondremos el planteamiento de algunos problemas de optimiza-
cién aplicados a la economfa, con el objetivo de mostrar cémo quedarian expresados en términos
matemadticos y asi poder ver la aplicacién de algunos de los teoremas contenidos en la presente
tesis.

7



8 Algunos problemas de optimizacién en la teoria econémica

Ejemplos de optimizacion sin restricciones

Maximizar los beneficios de una empresa

Supongamos una empresa que produce un solo tipo de bien, en una cantidad @) a la cual se le
puede estimar una condicién de demanda del mercado mediante la siguiente expresién:

AP+Q—16=0 (1.1)

donde la constante positiva P denota el precio del bien en el mercado. Ademds supongamos que
la empresa también puede estimar el costo promedio de producciéon de una unidad del bien y lo
puede expresar en términos de la cantidad que produce por medio de la siguiente funcién de costos:

4 3 1 5
ClQI=35+2- 1@+ 5@
entonces, la empresa se plantea el problema de encontrar la produccién () adecuada para obtener
el maximo ingreso y el méaximo beneficio dadas las condiciones anteriores.
Para empezar se construye la funcién de ingreso total Ir(Q) y la funcién de costo total Cr(Q),
donde () es la variable de decisién.
Definimos los ingresos totales como el precio multiplicado por la cantidad producida, en este
ejemplo de la ecuacién 1.1 podemos despejar a P y escribir la funcién de ingresos mediante la
siguiente expresion:

Ir(Q) = PxQ
_ (16;@)62

= 10 - 0% (1.2

por consiguiente el problema al que se enfrenta la empresa para maximizar sus ingresos se define
como:

méx Ir(Q) — 4@-%@2
sa. @ > 0.

Definimos los beneficios de la empresa como los ingresos totales menos los costos totales. Asi,
definimos la funcién de costos totales Cp(Q)) como el producto de la funcién de costos por la
cantidad producida, es decir:

Cr(Q) = CQ)*Q
4 3 1
- (g2 mery?)e

= 4+2Q—1%Q2+2—10Q3 (1.3)
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Luego de las ecuaciones 1.2 y 1.3 la funcién de beneficios queda definida por:

B(Q) = Ir(Q) - Cr(Q)
_ L o 3 o, 1 3
= A@-3¢ (4+2Q 09 T3¢ )
— 4204 QP QP
B 20 20
Por lo tanto, el problema de maximizaciéon de los beneficios de la empresa se plantea como:

mix B(Q) = —4+2Q+ 2—10622 - iQ?’

20
sa. @ > 0.

Obsérvese que la condicién de no negatividad, dada por ) > 0, que aparece en ambos problemas
de optimizacién que se plantea la empresa, es considerada tinicamente al final del problema, pues
de los candidatos a ser maximo se descartan los que no cumplan con esta restriccién. Por lo
que el problema se puede resolver como un problema de optimizacion sin restricciones, que se ve
representado en la siguiente grafica:

Una politica 6ptima de produccién

El gobierno de cierto pafs vendia en bruto el mineral de taxonita extraido de sus minas, sin
ningtin procesado previo del mismo. Para generar un valor anadido a su produccién minera, se
crea la empresa nacional Taxonita, S.A. (TAXSA) que proyecta instalar una planta de procesado
de taxonita, de la que se piensa obtener dos productos diferentes:

» El metracrilato de taxonita, liquido a temperatura ambiente.

» FEl concentrado taxoénico, residuo sélido de alta densidad.
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Parte de la produccion del mineral de taxonita se exportard directamente, y parte serd pro-
cesado para obtener dichos productos, los cuales también se exportardn. La politica anterior se
expresa en el siguiente diagrama:

Taxonita

qo\A

1

@ » Planta de REN Mercado
i i internacion

Taxonita procesado M etacrilato in

l ?

Concentrado
Pérdidas Taxénico

Donde qg,q1 v ¢ son las cantidades de los diferentes productos del mineral de taxonita, medidas
en millones de toneladas.

Supondremos que el procesado de taxonita tiene un rendimiento de o % en metacrilato, 3%
en concentrado taxoénico y v % en pérdidas, donde se verifica la relacién a+ 5+ v = 1, y ademaés
que los precios de venta de dichos productos disminuyen con la cantidad ofertada en el mercado,
segtin las funciones de demanda:

P = (4—q)10°
P, = (3—¢)10° (1.4)

dadas en unidades monetarias por tonelada, donde P, y P, son los precios del metacrilato y
concentrado taxénico respectivamente.

También se supone que el costo de extraccién del mineral de taxonita es de 1000 unidades
monetarias por tonelada, y que el costo de operacién de la planta de procesado es de 200 unidades
monetarias por tonelada de taxonita tratada.

El problema que se plantea el gobierno es determinar la capacidad éptima de la planta de
procesado de taxonita que debe instalar TAXSA para maximizar su beneficio de explotacién;
suponiendo que los costos de la inversién son asumidos totalmente por el estado. Para plantear el
problema, se debe construir la funcién de beneficios de la empresa TAXSA, la cual se define como:

Beneficio = Ingreso total - Costo total.

Donde el ingreso total de la empresa es el precio de cada uno de los dos productos en el mercado,
multiplicado por la cantidad que se produce en la planta, es decir:

Ingreso Total = Pyq1 + Pago
y los costos totales de la empresa se obtienen mediante la siguiente expresién:
Costo Total = 1000qg + 200q

donde el primer sumando representa los costos de extraccién del mineral y el segundo representa
los costos de procesado, siendo ¢ la cantidad total de mineral destinada a la planta.
Asi pues los beneficios de la empresa estdn dados por:

B = qul + P2q2 - (1000q + 2006])
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sujeto a que la empresa debe satisfacier las restricciones de demanda dadas por las ecuaciones 1.4,
las restricciones de rendimiento en el procesado de la planta,

g = aq
@ = Bq

y la restriccion de no negatividad:
g>0.

Por consiguiente, el problema queda definido en términos matematicos como sigue:

sa.P, = (4—q)10° (1.5)
P = (3—¢q)10° (1.6)
@i = aq (1.7)
@ = Pq (1.8)
g =2 0 (1.9)

para simplificar se sustituyen las restricciones 1.7 y 1.8 en 1.5 y 1.6, de modo que se obtiene lo
siguiente:

P = (4-aq)l0®

P o= (3- ﬁQ>103

asi, sustituyendo en la funcién de beneficios obtenemos la siguiente expresion:
B = (4 — aq)10°aq + (3 — Bqg)10°Bq — 1200q

simplificando términos y dividiendo entre 10% se tiene que el problema queda definido como sigue:

, 5
méx B(g) = (da+38—2)q—(a*+5°)q
s.a.q > 0.

Un monopolio
Supéngase que una empresa monopolista! vende dos productos 1 y 2. Ahora bien, la empresa
ha podido estimar por algin método las demandas de cada uno de estos mercados, mediante las
siguientes ecuaciones:
1 6 1
oy tem = 0
10py — 320+ 4022 = 0

'Los mercados se pueden clasificar en relacién al nimero de vendedores de un tipo de bien. Un mercado con
un solo vendedor es un monopolio, con dos es un duopolio y con un nimero reducido pero superior a dos es un
oligopolio.
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En donde pq, ps, x1 v x5 son respectivamente los precios y las cantidades de los productos 1 y 2.
Supongamos ademds que la empresa ha estimado su funcién de costos totales C(x1, x2) por medio
de la siguiente expresion:

C(x1,22) = 23 + 23129 + 75 (1.10)

Entonces la empresa se plantea el problema de como deben ser los precios del bien en cada mercado
a fin de maximizar su beneficio.

Dado que el monopolista se plantea un problema cuya soluciéon permitird conocer los precios
que debe imponer en cada mercado, entonces las variables de decisién del problema seran:

p1 = precio a fijar por el monopolista en el mercado I

p2 = precio a fijar por el monopolista en el mercado II

y la funcién de beneficios B deberd estar en términos de las variables de decision, asi como en el
ejemplo anterior, la funcién de beneficios queda definida por:

B(z1, x2) = Ingresos totales — Costos totales.

Luego, los ingresos totales estardn definidos como los ingresos del mercado I maés los ingresos del
mercado II, asf se tiene:

Ingresos Totales = p1x1 + paxs. (1.11)

Utilizando las ecuaciones 1.10 y 1.11, podemos escribir una expresién para los beneficios dada por:
B(l’l, 5172) =171 + P22 — (JI% + 2x129 + 5(73) (112)

y finalmente para obtener la funcién de beneficios en términos de los precios, despejamos p; y po
de las funciones de demanda del problema, asi se tiene que:

o= 12-—2m,
P2 = 32—45(72

y sustituyendo estos valores en la funcién de beneficios 1.12 podemos escribir la siguiente expresién:

B(xy,29) = (12 —2x1) x1 + (32 — 4dxg) 79 — (93% + 27179 + 93%)

= 12y — 327 + 322 — 5al — 2z,

luego el problema que enfrenta la empresa monopolista es:

méx B(zy,29) = 12w — 327 + 3215 — 523 — 20179
sa.x; > 0
) 2 0.

y su grafica se puede ver en la figura 1-2.
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Figura 1-2

Ejemplos de optimizacion con restricciones de igual-
dad

Los siguientes ejemplos son problemas de optimizacién con restricciones de igualdad. Es im-
portante senalar que algunos problemas que aparentan ser de este tipo se pueden transformar
en problemas de optimizacién sin restricciones despejando alguna variable de decisién en las res-
tricciones para después sustituirla en la funcién objetivo, como es el caso del ejemplo 1 en la pdgina
9. No obstante, los siguientes ejemplos son problemas en los que esto no sucede, por lo tanto sélo
pueden ser resueltos haciendo uso del teorema de Lagrange.

Programa de admisién universitario

Considérese el problema al que se enfrenta un administrador universitario que desea maxi-
mizar el ingreso de las cuotas universitarias. La Universidad estd obligada por el gobierno a cobrar
una cuota especifica a los estudiantes nacionales, pero puede cobrar lo que desee a estudiantes
extranjeros. Pareciera entonces, que el objetivo de la Universidad es inscribir a tantos estudiantes
extranjeros como se pueda, pero si inscribe demasiados el gobierno impondra castigos financieros
a la Universidad. El administrador tiene que hacer un balance entre el mayor nimero de estudian-
tes extranjeros sin incurrir en ningun castigo. Precisamente, su trabajo consiste en evaluar tres
variables de decision:

= El nidmero de estudiantes nacionales.
= El nimero de estudiantes extranjeros.

= Las cuotas que debe cobrar a los estudiantes extranjeros.

De tal forma que maximice sus ingresos netos. Estas variables, de cualquier manera, no pueden
variar independientemente pues deben satisfacer ciertas condiciones. Por ejemplo, el niimero total
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de estudiantes estd sujeto a los recursos docentes de la Universidad y el nimero de estudiantes
extranjeros que desea entrar depende de las cuotas que les cobren.

Para modelar matematicamente este problema, supéngase que el nmimero de estudiantes na-
cionales admitidos se denota por x1, el nimero de estudiantes extranjeros por xs, y la cuota que se
cobrard a los estudiantes extranjeros por x3. Supéngase también que el gobierno requiere 900 de
un total de 1000 lugares disponibles para estudiantes nacionales y fija el castigo por $5( 1 —900)?,
sf el nimero de estudiantes extranjeros sobrepasa estas cantidades, entonces el ingreso neto para
la Universidad es:

f(xl, T2, SL’3) =R-— 5(5(71 — 900)2 + Toxs (113)

donde R es la cantidad que aporta el gobierno para sus estudiantes nacionales. Se supone también
que hay suficientes estudiantes que desean entrar a dicha Universidad para ocupar todos estos
lugares, es decir:

T+ X9 = 1000 (1.14)

y la relacién entre el nimero de estudiantes extranjeros y la cuota que se les cobrara se aproxima

a la relacion lineal dada por:
xs3

20
El problema es entonces maximizar 1.13, sujeto a 1.14 y 1.15. Entonces se tiene:

zg = 250 — (1.15)

méx f(r1,29,23) = R —5(x; —900)* + 2923

s.a. Ty = 250—;—(3)

T +2xg = 1000.

Negociar los precios del trigo

Después de varias negociaciones el departamento de adquisiciones de una companfa procesado-
ra de alimentos ha firmado contratos con tres ciudades productoras de trigo C7,Cy y (s, para
satisfacer la demanda de trigo por 12 meses. Hubo mucho regateo para establecer los precios de
contrato, pero eventualmente se acordd que el precio pactado serfa el precio local en el momento
de entrega del trigo. Si el precio de cada ciudad estuviera establecido, claramente la compania
hubiera firmado contrato tinicamente con la ciudad del precio més bajo. Como, desde luego, s6-
lo puede pronosticar el precio (p1, ps, p3s por tonelada respectivamente) la compaiia ha decidido
poner todas sus apuestas a comprarle a las tres ciudades, con excepcién de que uno o més de
los pronésticos fuera realmente malo. Para calcular la proporcién z; que la compania comprara
a la ciudad C; se ha decidido presupuestar el precio promedio p para llevar a cabo su plan. Las
proporciones deben satisfacer:

T1p1 + Tapy + T3ps =D

junto con la igualdad
X1+ X9+ X3 = 1.

Pensando conservadoramente la compania desea escoger x1, T2, 3 que minimicen la incertidumbre
de que el precio promedio p se salga salvajemente del precio de mercado de los tiltimos doce meses.
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Una medida obvia del riesgo es la varianza del precio pronosticado, que se puede expresar como:

3

2 2
§ :%Ui
i=1

donde 02 es la varianza del precio prondstico p;, si asumimos que las condiciones de clima y otros
factores afectan la cosecha en las tres ciudades. Entonces el problema de la compania se reduce a:

3
min f(z;) = Zm?a?
i=1
3
s.a.inpi = D
i=1

3
i=1
Un caso particular serfa considerar:

(p1,p2,p3) = (10,15,20)
(03,03,0%) = (15,10,5)

y entonces el problema a resolver es:

min f(zy, Ty, x3) = 15 27 + 1023 + 53

s.a. 10xy 4+ 1529 + 2023 = p

rT1+ 2o +a3 = 1

Un problema geométrico

El siguiente ejemplo, aunque es sencillo, nos permitira ver cémo es la interpretacién geométrica
del teorema de Lagrange. La idea que subyace en dicho teorema es que el gradiente? de la funcién
objetivo se puede expresar como combinacién lineal de los multiplicadores de Lagrange y los
gradientes de las restricciones del problema. Para este caso particular, se tiene una sola restriccion
por lo que las condiciones del teorema se reducen a que el gradiente de la funcién objetivo es
igual a un escalar multiplicado por el gradiente de la restriccion. Lo cual también demostraremos
analiticamente una vez que se obtenga la solucién del problema.

Ahora bien, se plantea el siguiente problema:

mzixf(xl,xg) = 2$1+l‘2

sujeto a (21 — 1)+ 125 = 4

2Si f: U C R™ — R es diferenciable, el gradiente de f en (z1,s,...,T,,) es el vector en el espacio R" dado por:
V= (ﬁf_ of ﬁf_) _

Ox1’ Oz """ Oz,



16 Algunos problemas de optimizacién en la teoria econémica

Como ya se habfa mencionado el problema cuenta con una sola restriccién la cual es una circun-
ferencia con radio igual a 2 y centro en las coordenadas (1,0) . Ademads se observa que las curvas
de nivel de la funcién objetivo corresponden a lineas rectas con pendiente igual a —2 y surgen de
despejar x5 en la ecuacién 2x; + 2o = k. Ahora analizaremos su gréfica, en donde el conjunto de
soluciones factibles es el conjunto de puntos que estdn en el interior de la circunferencia y en su
frontera ademads las curvas de nivel son las rectas punteadas.

xE &

La funcién de produccién Cobb-Douglas

Paul Douglas y Charles Cobb? publicaron un estudio en el que modelaron el crecimiento de la
economfa estadounidense durante el periodo de 1899 y 1922, ellos consideraron una simplificacién
de la economia en la que la produccién estd determinada por la cantidad de mano de obra empleada
y la cantidad de capital invertido. Si bien hay numerosos factores que afectan el comportamiento
de la economfia, el modelo resulto ser bastante preciso. La funcién que utilizaron para hacer este
modelo de produccién tenia la siguiente forma:

P(L,K)=bL*K*™* (1.16)

donde:

P es la produccién total de un ano medida en valor monetario,

L es la cantidad de mano de obra medida en horas-hombre el mismo ano,

K es la cantidad de capital invertido.*

Para entender como se obtiene el modelo planteado por Cobb y Douglas en la ecuacién 1.16,
emplearemos algunos supuestos sobre la economia que ellos hicieron.

Si la funcién se denota por P(L, K), entonces la derivada parcial % es la razén de cambio de
la produccién con respecto a la cantidad de mano de obra la cual es conocida como productividad

3Paul Douglas fue un economista del siglo XX, profesor de la Universidad de Chicago y mds tarde senador de
E.U. Charles Cobb fue matemdtico y profesor del Amherst College. La forma funcional Cobb-Douglas se utilizé
inicialmente para estudiar la produccién.

4Fl capital invertido representa el valor monetario de toda la maquinaria, equipos y edificios de las empresas.
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marginal de la mano de obra. Del mismo modo la derivada parcial g—f es la razén de cambio de la
produccién con respecto al capital, la cual se le conoce como productividad marginal del capital.
Cobb y Douglas hacen los siguientes supuestos:

i) Si desaparece la mano de obra o el capital, desaparece la produccién, esto es si L =00 K =0
entonces:

P(L,K)=0

ii) La productividad marginal de la mano de obra es proporcional a la cantidad de produccién
por unidad de mano de obra, es decir:
oP P
— =a— (1.17)
oL L
para cierta constante «. Si suponemos K constante es decir K = K|, entonces la ecuacién
diferencial parcial 1.17 se convierte en una ecuacién diferencial ordinaria:

dP P

— =a—. 1.1

aL ~ L (1.18)
Para resolver esta ecuacién diferencial usamos el método de variables separables, por lo que

de la ecuacion 1.18 se tiene: )
«

—dp = —dL;

D p 745

integrando de ambos lados se obtiene:
1 o
—dp = [ —dL
/ p / L

In(p) = aln(L) + C4.

y resolviendo

Componiendo de ambos lados con la exponencial se tiene:

6ln(p) — v In(L)+C1
p = e® In(L) % 601
p = Cl Le.

Utilizando la hipétesis de que el capital es constante, podemos escribir la siguiente expresion:
P(L, Kg) = ClKgLa. (119)

Anédlogamente, si se supone que también la productividd marginal del capital es proporcional
a la cantidad de produccién por unidad de capital, se tiene que:

a _ P
dKk T K’
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Si suponemos ahora que L es constante, es decir L = Lg y haciendo un razonamiento anédlogo,
se tiene que:

P(Ly, K) = CoLoK” (1.20)

comparando las ecuaciones podemos deducir que la produccién se puede expresar como una
funcién en términos del capital y del trabajo como sigue:

P(L,K) =bL*K" (1.21)
donde b es una constante independiente de L y de K.

Observacion 1 Se sabe por el supuesto i) que a > 0, también se observa en la ecuacion 1.21 que
st la mano de obra y el capital aumentan en un factor m se tiene:

P(mL,mK) = b(mL)* (mK)’
mPpL KP

si o+ B =1 entonces
P(mL,mK)=mP(L,K)

lo cual indica que la produccion tiene rendimientos constantes a escala, por esta razén Cobb y
Douglas supusieron que o+ 8 =1 por lo que la ecuacion 1.21 se puede escribier como:

P(L,K)=bL"K** (1.22)
donde la ecuacion anterior denota un modelo de produccion simple.

Cabe senalar que Cobb y Douglas utilizaron datos econémicos publicados por el gobierno de
E.U. y construyeron una tabla con los datos L, Ky P para los anos de 1899 a1922 y con el método
de minimos cuadrados ajustaron los datos a la funcién:

P(L,K)=1,01L>" K%%

la cual resulté bastante precisa para el modelo de produccién de E.U. en dichos anos. Su gréfica
estd representada por la siguiente figura
Si suponemos que el costo de una unidad de mano de obra es n y el costo de una unidad
de capital es m y el sector productivo dispone de w cantidad de dinero como presupuesto total
entonces podemos plantear el problema de maximizar la producciéon P sujeta a la restriccion
presupuestal
nL+mK =w

es decir el problema queda como sigue:
bLaKlfa
w

0
0

méax P(L, K)
s.a. nL +mK
L K

m,n, a, w

vV Vv
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Figura 1-3

El problema anterior puede ser planteado por cualquier tipo de empresa.
Otra variante para el problema de la empresa, supone que la produccién

DLOK ™ = Q

estd fija, es decir () es constante. Entonces el problema ahora consiste en encontrar los valores L
y K que minimizan la funcién de costos

C(L,K)=mL+nkK,
el cual queda planteado de la siguiente manera:

min C(L, K) mL +nK
sa. bL°K'™ = @
LK > 0

m,n, q, w

\
o

Ejemplos de optimizacion con restricciones de des-
igualdad

Un problema geométrico

Convencidos de que una idea geométrica siempre es una buena ruta para entender un proble-
ma, se incluye este ejemplo, en el que se puede ver como las condiciones de Kuhn-Tucker pueden
caracterizar la solucién a un problema de programacién céncava con restricciones de no negati-
vidad. La idea geométrica que se encuentra detras de las condiciones de no negatividad, es que,
en una solucién de contorno la dirrecciéon del gradiente de la funcién objetivo debe ser una com-
binacién lineal no negativa de las normales a los planos tangentes de las restricciones y de los
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multiplicadores de Lagrange en el punto que es solucién del problema. Consideremos entonces el
siguiente problema de programacion no lineal:

max f(xq,x2) —87% — 1023 + 121175 — 5071 + 80z

sa. r1+19 S 1
873 +10z3 < 2
T1,T2 2 0
cuya gréafica es la siguiente:
X2
(0,42 4

=
am*
-

OO 7L (LO)
) Lo

|

T1+x3=1

La parte sombreada corresponde al conjunto de soluciones factibles y las curvas punteadas corres-
ponden a las curvas de nivel de la funcién objetivo.

Para resolver este problema de forma analitica es necesario llevarlo a la forma estdndar plantea-
da en el problema PPCNN en la pagina 111, por lo que el problema estandar se convierte en:

méx f(zq,x2) —822 — 1023 + 121129 — 5021 + 8024

S.a. 1—1’1—1)2 2 0
2822 —-1023 = 0
X1,T2 z O

Maximizar de las ventas de una empresa

Este ejemplo tiene una sola variable de decision, pues es conveniente resaltar que cuando existen
mads de dos variables de decisién la complejidad para resolver este tipo de problemas aumenta de
manera considerable. Es por esto que, para la soluciéon del ejemplo anterior hicimos uso de su
grafica.

En el andlisis convencional, la empresa suele suponer que su objetivo es maximizar los bene-
ficios, sin embargo cuando en la empresa la propiedad y la gestién estdn separadas, puede ser
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muy racional para la gestion perseguir el objetivo alternativo de maximizar las ventas es decir los
ingresos, ya que éste resulta ser un indicador importante de la posicién competitiva de la empresa
dentro de un mercado. Y por otra parte también la gestién se preocupa de que el nivel de beneficios
[Ty no esté por debajo de un minimo prefijado, esto asociado al hecho de que el ingreso marginal
debe ser igual al costo marginal, es decir IM = C'M.

Definamos entonces a: [

@ > 0 la cantidad producida por la empresa,

I(Q) la funcién de ingresos (ventas),

C(Q) la funcién de costos,

Iy el nivel minimo de beneficios requeridos por la empresa.

Entonces 1I(Q) = I(Q) — C(Q) son los beneficios de la empresa definidos como la diferencia
de los ingresos totales menos los costos totales.

La empresa se plantea el siguiente problema de optimizacion:

max I(Q)
sa. I(Q) = 1(Q) —C(Q) > 1l
Q =z 0.

Para tener una idea mds concreta, supéngase que:

Q) = 320-@°
CQ) = Q*+8Q—4
HO = 18
entonces el problema se convierte en:
méx1(Q) = 32Q — @Q?
sa. —2Q°+24Q —14 = 0
Q@ =20

que tiene la forma estdndar del problema PPCNN definido en la pagina 111. Geométricamente,
lo que se busca es un punto en la regién sombreada (regién factible) el cual maximice la funcién

1(Q) = 32Q — Q.
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Problema del consumidor

El siguiente ejemplo cuenta con cuatro variables de decision, y en este caso la forma de resolverlo
se vuelve més sencilla, ya que la funcién objetivo es estrictamente céncava y se tiene una sola
restriccion lineal, lo que nos lleva a que la solucién es tnica. Por lo tanto, la forma que toman
las condiciones de Kuhn Tucker no es tan compleja, inclusive este problema se resuelve muy
detalladamente para n bienes en el capitulo siete.

Considérese el problema de un consumidor, que desea obtener la médxima utilidad o satisfaccién
al consumir una canasta de consumo con cuatro tipos diferentes de bienes, en un periodo de tiempo
determinado.

Ahora bien, se sabe que el consumidor tiene la siguiente funcién de utilidad:

4
U(xy, 29, x3,24) = Zai log (z; + b;) .
i—1

Donde a; y b; son constantes positivas definidas entre 0 < a; < 1y 0 < b; < 1. Las variables
de decisién son las z; que se definen como las cantidades que el individuo consume de cada uno
de los cuatro tipos de bienes. Ademads sean p; los precios unitarios de cada uno de estos bienes,
para toda i = 1,2,3,4. Se sabe también que el consumidor dispone de una cantidad de dinero
para gastar, que denotamos como M, la cual es una constante positiva.

Entonces el consumidor se enfrenta al problema de méximizar su funcién de utilidad, sujeto a
la cantidad de dinero que tiene disponible para gastar.

La restricciéon del problema se expresa matematicamente como sigue:

P1T1 + Data + Py + pars S M

la cual es conocida como la restriccién presupuestaria del consumidor.
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Asi pues el problema que se desea resolver, queda expresado matematicamente de la siguiente
forma:

4
Z a;log (z; + b;)

max U(xy, X2, T3.24)

=1
S.8. P1¥1 + Pa%o + Psts +pars = M
con ry, Ty, x3ry = 0
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Capitulo 2

Optimizacién sin restricciones

Introduccion

n los problemas de optimizacién sin restricciones las variables de decisién, en principio, pueden
E tomar cualquier valor. Esto podria sugerir que el estudio de este tipo de problemas carece de
interés pues normalmente las variables han de cumplir con alguna restriccién. Sin embargo, con-
viene senalar que no sélo razones pedagdgicas y tedricas justifican su estudio pues, en ocasiones, es
posible abordar la solucién de un problema con restricciones mediante las técnicas de optimizacion
sin restricciones.

Iniciamos este capitulo enunciando el teorema de Weierstrass, que nos dice cudndo una funcién
alcanza un méximo o minimo global, posteriormente se hace la demostracion rigurosa del teorema
de Taylor y se enuncia el conocido teorema del valor medio. Luego se estudian los teoremas que
abordan las condiciones de primer orden y segundo orden las cuales caracterizan a los éptimos, para
después concluir con las generalizaciones de dichos teoremas para funciones de varias variables,
cuyas demostraciones estardn basadas en el teorema de Taylor.

Usaremos frecuentemente los resultados conocidos en relacién a las propiedades de R" como
espacio vectorial, a las de las funciones lineales f : R — R y las propiedades de R" como espacio
topoldgico, es decir, nos referimos a las propiedades conocidas de los subconjuntos abiertos y
cerrados de R™, a las propiedades de las sucesiones de puntos de R", a las de los subconjuntos
compactos de R"™, a las de las funciones continuas f : 2 — R con {2 C R", con las propiedades
conocidas.

En el siguiente diagrama se muestra la relacién entre los teoremas que aparecen en los capitulos
dos y tres, hasta concluir con el teorema de Lagrange. Los teoremas de la raiz del diagrama
corresponden a teoremas conocidos del cédlculo que se enuncian sin demostracién, asi mismo Sg
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enuncia un teorema del dlgebra lineal y como se puede ver todo el diagrama nos lleva al teorema
principal de estd seccién que es el teorema de Lagrange.

Veamos un ejemplo que nos ayudard a entender el diagrama. El teroema 4 es el conocido
teorema de Rolle y se encuentra en la raiz del diagrama, de ahi parte una flecha que nos lleva
hacia el teorema /, dicho teorema es una generalizacién del teorema de Rolle. Asi del teorema 7
salen tres flechas; una hacia el teorema 10 pues el teorema 7 aparece en la hipétesis del teroema 10;
la otra flecha va hacia el teorema 9 la cual indica que es una condicién necesaria para demostrar
el teorema 9; y por 1ltimo sale una flecha hacia el teorema 12 ya que el teorema 7 se utiliza en la
demostracion del teorema de Lagrange.

Teoremas del célculo

e N

Teorema 3 Teorema 11
(Valor (Funci6én

Medio) Implicita)

Teorema 1 Teorema 4
(Weierstrass) (Rolle)

Teorema 5|| Teorema 6 |

Generalizaciéon Gengralizacion

il Se urlliza enla Teorema del algebra lineal

Aparece en demgstracion ~ A\ N
Teorema 2| | rggrema 7 I_ la hipotesis
(Taylor) Teorema 8 Definicién 1

So
equivalentes

Se utilizaenla Condicion Generplizacion
demdstracion ~ Necesaria

v

< —j ¢ Se utiliza en la
—’| Teorema 9 | Aparece en Teorema 1i demostracién
I

y la hipétesis
Se utiliza en la
demostracion
Se utilizaen]qd Teorema 12 Se utiliza en la
demostracion | (Lagrange) demostracion

El teorema de Weierstrass y el teorema de Taylor

Antes de enunciar el teorema de Weierstrass, el cual consideramos que es fundamental para
el presente trabajo en sus primeras secciones y en general para la teorfa de la optimizacién
matemadtica, enunciaremos algunas definiciones.Al mismo tiempo nos referiremos frecuentemente
a las propiedades de las funciones f : {2 — R continuamente diferenciables en donde €2 C R"
abierto y también a las funciones de clase C"(€2) con r = 1 entero.

Definicién 1 Sea Q un subconjunto de R", (2 C R"). Se dice que §2 es un conjunto acotado si
existe un niumero real M > 0 tal que para todo x € €2 se cumple que:

n 3
lzl = > af) <M
i=1
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Definicién 2 Decimos que un subconjunto §2 de R" es cerrado cuando su complemento R™ — €}
es abierto. Es decir, para todo x ¢ Q, existe € > 0 tal que B (x,e) C R" — Q. Donde B (x,¢) es la
vecindad de radio € > 0 y centro en x.

Definicién 3 Sea Q) un subconjunto de R™, decimos que €2 es un conjunto compacto, si es un
conjunto cerrado y acotado.

Teorema 1 (De Weierstrass) Sea f : Q@ — R continua con Q@ C R"™ compacto. Entonces
existen r* y x** € () tales que:

f(z*) Yz € Q
f(z) Vo € Q

HA 1A

Dicho en otras palabras, f alcanza un mdximo global y un minimo global en €2.

Para entender dicho teorema, veamos el siguiente problema de optimizacién y analicemos
graficamente sus hipotesis.

optimizar f(xy,x2) = 3x1+ 23
sujeto a r}+a5 < 5
T, —x9 < 1
g > 0

En este ejemplo se puede ver que la funcién f(xy,25) = 3x; + x2, claramente es una funcién
continua, por ser una funcién polinomial. La parte sombreada en la figura 2-1 corresponde a la
regién factible que generan las restricciones del problema, la cual es un conjunto compacto. Por
lo tanto el teorema de Weierstrass nos asegura la existencia de un méximo y minimo globales.
Las curvas de nivel de la funcién objetivo f(x1,x2) = 371 + 2 constituyen una familia de
rectas de ecuacién
31‘1 + o = k

es decir, como x5 = 3x1 + k, tenemos las rectas de pendiente —3 y ordenada al origen k. Al mover
las curvas de nivel de la funcién objetivo en direccién del gradiente <7 f(z1,29) = (3,1), es decir,
segin aumenta el valor de k. Este desplazamiento lo podemos ver en las rectas punteadas de la
figura 2-1.

Aunque el teorema no nos indica como encontrar los puntos éptimos, en este caso podemos
ver graficamente que el méaximo se encuentra en el primer cuadrante, en donde se intersectan la
circunferencia :c% + x% <5 ylarecta xr1 —ro <1 y para encontrarlo analiticamente se resuelve el
sistema

i+ = 5
r1 — Ty = 1

de donde
T3+ 13 —2=0



26 Optimizacion sin restricciones

Figura 2-1

asi pues, o puede tomar los valores —2 y 1y x; esigual a —1 y 2 de donde se generan los puntos
(2,1) y (=1, —2). Como el punto (—1, —2) no es factible, el maximo se alcanza en el punto (2, 1),
siendo f(2,1) = 7. El minimo se alcanza en el punto mds bajo de la parte sombreada que es el
punto (0, —1), y el valor minimo de la funcién se encuentra en f (0,—1) = —1.

Habitualmente los conjuntos de soluciones factibles de los problemas que aparecen en opti-
mizacién son cerrados y acotados. Y cuando la regién factible no es acotada, ocasiona que no
exista méaximo o minimo global o ninguno de los anteriores, al existir la posibilidad de desplazar
las curvas de nivel de la funcién objetivo indefinidamente en las direcciones correspondientes sin
abandonar el conjunto de soluciones factibles.

Es preciso senalar que el teorema de Weierstras nos proporciona las condiciones suficientes
para saber si el problema alcanza su méximo y su minimo, sin embargo es posible encontrar un
ejemplo de un problema de optimizacién que no verifique las condiciones del teorema pero que
posea maximo y minimo globales, como lo es el siguiente:

optimizar f(x1,x2) = o
sujetoa —x1+ w30 < 1

T < 3

r1 > 0,29>0

Cuya solucién gréifica se puede ver en la figura 2-2.
De lo anterior vemos que el minimo global se alcanza en todos los puntos del conjunto

{(ml,xg) € R? tales que 2o = 0, 21 > 0} ,

siendo el valor minimo de la funcién objetivo igual a cero. El maximo global se alcanza en todos
los puntos del conjunto

{(:Ul,xQ) € R? tales que 2o = 3, z1 > 2} ,
y el valor maximo de la funcién objetivo es tres. Observemos ademds que la funcién

f(z1,22) = 2
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X2+
E=73 ff
E=1
t
0 x1
Figura 2-2

cumple con la hipétesis de ser continua en el espacio de R? y el conjunto de soluciones factibles
F= {(ml,xg) € R%talesque — 21+ 22 <1,20<3, 21 >0y 29 > 0}

es un conjunto cerrado, pero no esta acotado por lo que no cumple con las hipédtesis del teorema.
Ahora demostraremos el teorema de Taylor para funciones f : R — R que formularemos del
siguiente modo:

Teorema 2 (Taylor) Sea f: (a,b) — R de clase C"(a,b) y sean x € (a,b) y h € R tales que
x+h € (a,b), entonces se tiene que

FlatB) = f(2) + FO@h+ o fO@R + .+ O+ u(h)

w(h)
hr
Demostracién. Demostraremos nuestro teorema por induccion sobre r.

Sir =1 entonces se tiene

en donde — 0 cuando h — 0.

flath) = fla)+ fO)h+w(h)
fla+h)=fz) = fD@)h+wbh)

dividiendo la expresion anterior entre h se tiene:

flz+h) = f(x)
h

tomando el limite de ambos lados cuando h — 0  se tiene:

o F@th) = f(a)

h—0 h

= () + 11,

— T £ . w(h)
b £ ) + Him —

se puede ver que del lado izquierdo de la ecuacion se tiene la derivada de [ por definicion y como
f'(z) = fW(z) entonces:

FO@) = fO(a) + lim )
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de donde se deduce limy,_, = 0, por lo tanto nuestro teorema es claro parar =1 .

h

Ahora si suponemos que es vdlido parar y f : (a,b) — R es de clase C"+'(a,b), entonces fO)
es de clase C"(a,b) y por la hipdtesis de induccion, tendremos que:

1 1
fO@+h) = fO)+ fO@)h + 3 FO@)h?+ .+ = FOY (@R +w(h)
en donde w(h) estd definida en (a — x,b — x) y es continua, es decir, h € (a — x,b — x) para que

estemos en el intervalo (a,b), donde la expresion se puede escribir de manera compacta como:

Nz +h) = Z f(”l w(h). (2.1)

Definamos ahora la siguiente funcion F' :[0,1] — R como
F(t) = f(z +th)
obsérvese que por la regla de la cadena
F'(t) = f'(x +th)h
y por el teorema fundamental del cilculo se tiene lo siguiente:

flx+h)—f(z) = flz+1(h))— f(z+0(h))
= F(1)— F(0)

- / f'( + th)hdt (2.2)

por definicion de la ecuacion 2.1 y tomando en cuenta que
fl(x+th) = fO(z +h)

se tiene lo siguiente:

1

/ fO(x +th)hdt =

0

O\H

i=0

(Z Z.—l,f““)( )' + w(th) ) hdt
0

I
o\

(Z =~ FD (g chf“) dt + [ wW(th)hdt

= S
0

<

1
i+1
i+1 l
1+ 1
0

+ / W(th)hdt

¢ 0

= S Lo /m(th)hdt.

- 2!
=0 0
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St hacemos correr el indice desde i = 1 hasta r + 1 en la expresion anterior tenemos que:

r+1 1
—E:f“ K /mmmﬁ (2.3)
' 0
Nuevamente de la ecuacion 2.2 y de la ecuacion 2.3 se tiene que
r+1 1 ‘ ' 1
ﬂx+m—f@)::§:7ﬂwmm+/ﬁwmwt
— il /
r+1 1
fle+h) = f +§: W ’l/mmmﬁ
| 0
por lo tanto
r+1

flx+h)= Z f(Z Vh' + w(h)

en donde
1 1

w(h) = /E(th)hdt = h/@(th)dt.
0 0
Ahora demostraremos que

o 15 = foy e 0
obsérvese que
1
h/wmmh
w(h) 0
hr+l hr+l
1
/ w(th)d
= 2 = (2.4)
, _ w(th)
y si suponemos h # 0 y definimos para t € [0,1] a g(t) = prywas donde
w(th) |
ﬂﬂz{ pr 00
0 sit=0
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ahora si suponemos que t # 0 y g(0) = 0, entonces:

g(t) = y = t'g(t) = Egrh)

de lo anterior y de la ecuacion 2.4 podemos escribir la siguiente igualdad

hr+1
0

Y si utilizamos nuevamente nuestra hipdtesis de induccion tenemos que:

FO +8) = fO() + O+ o fO@ + .+~ [ @) +(h)

w(h
(h) = 0 y utilizando la definicion de limite se tiene que para todo € > 0 existe

donde llthO W

w(h
d >0 tal que 0 < |h — 0| < J entonces w}ET) — 0| < 5, es decir para todo € > 0 existe 6 > 0 tal
que
w(h) €
0<‘h|<5:>'h7” 5
Supongamos que 0 < |h| < 9, para t € [0,1], y obsérvese que |g(t)] < e donde
w(h)
| = ==
9(0)] = |
Yy se tiene:
1 1
h/@(th)dt /w(th)dt .
'LU(h) 0 0 r
| / £ g(t)dt
0

A

1 1 1 1
/|t’"g<t)dt| = /\ﬂ\ lg(t)|dt < /|g(t)\dt§ /%dt=§<€
0 0 0 0

h
Por lo tanto limy_. % — 0 y el teorema queda probado. m

Y por tltimo, enunciaremos también el conocido teorema del valor medio del cédlculo diferencial

que usaremos posteriormente.

Teorema 3 (Valor medio) Si f : [a,b] — R es continua y diferenciable en el intervalo abierto

(a,b), entonces existe un punto c en (a,b) tal que

f() = fa) = f'(0)(b — a).
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Teoremas relacionados con las condiciones de pri-
mer y segundo orden

Los siguientes teoremas que enunciamos son conocidos y aparecen en cualquier libro de cédlculo
diferencial:

Teorema 4 Sea f : (a,b) — R de clase CV(a,b) y 2* € (a,b) un mdzimo local de f, es decir,
existe una vecindad
B(z*;e) = {z € R tal que |v —z*| < e}
con centro en x*tal que f(x*) = f(x) para toda x € B(x*;¢) N (a,b). Entonces f'(z*)=0.
Demostracion. Supongamos que f'(x*) # 0 entonces se desprenden dos casos f'(z*) > 0 o
f(z*) <0.
Si f'(z*) > 0, entonces se tiene

o 1) = )

T—T* r — ¥

> 0,

y se sabe que f(x) es continua y de clase CW(a,b). Entonces existe v € B(x*;¢) con x # x* tal

que se cumple
f@ = 1)
rT—z

lo que nos lleva a
flx) = f(2") >0,
es decir se cumple

f(x) > f(z7).

Lo cual es una contradiccion, ya que x* es un mdaximo, andlogamente llegamos a una con-
tradiccion si suponemos que f'(x*) < 0, por lo que se deduce que f'(z*) =0. m

Teorema 5 Sea f : (a,b) — R de clase C?(a,b) y 2* € (a,b) un mdzimo local de f .
Entonces ' (z*) £ 0 .

Teorema 6 Sea f : (a,b) — R de clase C¥(a,b) y z* € (a,b) tal que:

i) flz")=0y
i) f'(2*) < 0. Entonces v* es un mdximo local de f .

Estos teoremas constituyen el fundamento de los métodos de optimizaciéon que datan de
Leibnitz. Las afirmaciones de los teoremas 4 y 5 son conocidas como las condiciones necesarias
de primer orden y de segundo orden respectivamente, en tanto que las hipétesis (i) y (ii) del
teorema 6 son conocidas como las partes de primer orden y de segundo orden respectivamente de
la condicién suficiente, por tanto, estdan directamente vinculadas a nuestro tema.
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Generalizacion de las condiciones de primer y se-
gundo orden
Probaremos aqui las generalizaciones de estos teoremas para funciones de varias variables, ain

cuando dichas generalizaciones aparecen en cualquier libro de calculo.

Teorema 7 Sea f:Q — R de clase CV(Q), con Q C R™ un conjunto abierto y x* € Q un
mdximo local de f, es decir, existe una vecindad

B(z*;e) = {x € R" tal que |z — z*| < ¢}
de x* tal que f(z*) 2 f(x) para toda v € B(x*;¢) N Q. Entonces

af
0@-

(z*)=0 Vi=1,2,..,n

Demostracion. Considérese i fija, y sea e; el i — ésimo vector de la base canonica de R™, es decir
que tiene en todos sus componentes cero y un uno en la i — ésima entrada dado por

e; = (0,0,...,1,...,0),
y sea h € R con h >0 suficientemente pequena tal que
T+ he; € B(x*;6) NQ,

entonces se tiene que

f@"+he;) = f(z") =0
y diwvidiendo entre h se tiene que
f(SL’* + hez) — f(x*) g 0.
h
Por lo tanto cuando tomamos el limite y hacemos tender h a cero se tiene:
of
1<0
G <0,

andlogamente si tomamos ahora h € R con h < 0, suficientemente pequena tal que
¥+ he; € B(z*;6) N

y con e; como lo definimos anteriormente se tiene que:

f(z" + he;) = f(2") £ 0
dividiendo la expresion anterior entre h < 0
f(SL’* + hez) — f(x*) 2 0’

h



Optimizacién sin restricciones 33

donde st nuevamente tomamos el limite cuando h tiende a cero tenemos que:

af

=0
al‘i (l’ ) -
lo que tmplica que
af
)=0.
B (=)

Por lo que queda demostrado el teorema. m
A continuacién citaremos algunos conceptos del dlgebra lineal, que utilizaremos posteriormente.

Definicién 4 Sea A una matriz cuadrada dada por A = (a;;), decimos que es positiva o negativa
definida si:
i) Para toda h = (hy, ha, ..., h,) € R™, se tiene lo siguiente:

Z Z a;;hih; = 0 es positiva definida

i=1 j=1

Z Z a;;hih; < 0 es negativa definida

i=1 j=1

n n

Z Zaijhihj =0 sisolosi h=0

i=1 j=1
En el caso en que A = @;; cumple tnicamente con la condicién (i), diremos que es semipo-
sitiva o seminegativa definida.

2 -1 0
Ejemplo 1 Sea A= | —1 2 —1 | werificar que es positiva definida.
0 -1 2

Obsérvese que la matriz A se puede descomponer como el producto de las siguientes matrices:

2 -1 0
A= |[-1 2 -1
0 -1 2
1 00 2 00 1 -1 0
= -3 10 020 0o 1 -2 (2.5)
0 -2 1 00 3 0 0 1

Sea h € R? entonces se quiere demostrar

3 3
hAht = Z Zaijhihj 2 Oa

i=1 j=1
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desarrollando y escribiendo A como en 2.5 se tiene:

1 00 2 00 1 —3 0 hy

(hi,ha,hg) | =3 1 0 0320 0o 1 -2 hy

0 -2 1 00 3 0 0 1 hs
] 5 2 00 hy — 1hs
= <h1—§h2,h2 §h3,h3) 0 % 0 hg—%hg
00 3 hs

1.\?> 3 2 \? 4
— z(hl—ghQ) +§<h2——h3) + = (h3)* 20

Lo anterior se cumple para todo h € R? por lo tanto A es positiva definida.

n n
En general a la expresién E E a;jhih; se le conoce como forma cuadratica 1 Ahora enun-
i=1 j=1
ciaremos dos proposiciones importantes de esta teorfa.

Proposiciéon 1 Sea una A matriz cuadrada entoces se cumple

(25 ()

Demostracion. Demostraremos la proposicion anterior para el caso de una matriz cuadrada de
orden dos. Sean las siguientes matrices

aix aiz ai1 a1
A= y Al =
a1 Q22 a1z Q22

definamos ahora (AJ;At> + (A;At> entonces:

(454 (57)-

I Definimos una forma como una expresién polinomial la cual puede tener una o mds variables, cada una con un
exponente entero no negativo y ademds cumple con que cada término es de grado uniforme, es decir, la suma de
los exponentes de cada término es la misma. Por ejemplo, en el polinomio 4x2 — xy + 332 se observa que cada uno
de sus términos es de segundo grado, es decir, la suma de los exponentes enteros es igual a 2 por lo que constituye
una forma cuadrética de dos variables. También se pueden encontrar formas cuadréticas de trés variables, tales
como z2 + 2zy — yw + Tw? y en general de n variables.




Optimizacién sin restricciones 35

_ 1 air a2 + air a1 +1 aip a2 \ [ Qi1 G21
2 a1 Q22 aiz 022 2 a1 Q22 a12 022
anitair  aiz+a2 ail—ai1  a12—a21
2 2 + 2 2
azitaja  a2z+tage a21—ai2 4a22—a2

2 2 2 2

( ay aiz+as ) ( 0 aiz—agy )
_ 2 + 2
- az1+ai2 a21—a12

B) 929 B 0

a1

aiz+taz1+ai2—a2i1
2
az1+ajo+az1—ai2

22

Proposiciéon 2 Sea A una matriz cuadrada y h € R™, entonces
A+ A A— Al
((555) = (55)
2 2

Demostracion. De igual manera, demostraremos esta proposicion para el caso de dos variables.

es una forma cuadratica.

Sean Ay A' como se definieron anteriormente y definamos a h = (hy, he) y h' = ( Zl ) :
2
A+ A A—A :
() ()

t gt
o (AEAN e (ASAY
2 2
a12+a aiz—a
all 12 21 h’l 0 12 21 hl
= (hy,h 2 hi, h _ 2
( 1 2)( a21-5a12 A9 ) ( h2 ) +( 1, 2)( az12a12 0 ) ( h2 )
= (a11h1 + <—a21 i a12> ha, (—a12 i a21> hi + G22h2) ( i )
2 2 ha
Q21 — Q12 Q12 — 21 hy
() () ) (32

Por lo que definimos

+ + - -

— allh% + (w) hihy + <%) hiho +a22h§ + <w) hiho + <%) hiho
+ + - -

_ allh%‘i‘ 12 T G21 hihy + Q12 T A21 h1h2+a22h§— Q12 — a1 hiho + Q12 — a1 hiho
2 2 2 2

= aph?+2 (W) hihg 4 agoh?

= anh% -+ (a12 + a21) hlhg + a22h§
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La cual es una forma cuadrdtica, ademds se puede observar que en el caso de que A = A, la
forma cuadrdtica que resulta es
2 2
allhl + 2(1,12h1h2 + (122h2

Todo lo anterior se puede generalizar a matrices de orden mayor que dos, es decir a cualquier
matriz cuadrada se le puede asociar una forma cuadratica. Y utilizando este tltimo resultado,
podemos enunciar de otra forma la definicion 4.

Proposicién 3 Sea A una matriz cuadrada dada por A = (a;;), decimos que es positiva (negativa)
definida si la forma cuadrdtica asociada a la matriz A es positiva (negativa).

Una caracterizacion 1til, para ver cuando una matriz es positiva o negativa definida, se da en
términos de los menores principales de la matriz A. El menor principal de orden £ = 1,2,....n
denotado My (A) de la matriz A estd definido como

ayix a2 .. Qi

a21 Q22 .. Q2
M(A) =

a1 Gr2 .. Qg

Ahora enunciaremos el siguiente teorema del dlgebra lineal®.
Teorema 8 Sea A = (a;;) una matriz cuadrada de orden n x n y tal que A" = A entonces
(i) A es positiva definida si y sélo si
My (A) > 0,My(A) > 0,...,M,(A) >0
(ii) A es negativa definida si y sélo si
M, (A) < 0,My(A) >0,...,(—1)"M,(A) >0

Para entender la relacion que hay entre el teorema enterior, y la proposiciéon 3, consideremos
una matriz A que sea definida positiva (negativa). Y que ademds cumpla con las hipétesis del
teorema 8, es decir que la matriz A sea igual a su transpuesta, nos fijaremos entonces, en el caso
cuando la matriz es de dimensién dos, por lo que de la proposicién 3 se tiene la forma cuadratica
asociada a la matriz A,debe cumplir:

allhf + 2&12h1h2 + agghg > 0.

2
. . . a . . .
De la ecuacién anterior sumando y restando el término —2h32 del lado izquierdo de la desigualdad,

. a1
se tiene:
aiy, o o 0l o
2
allhl + 2(1,12h1h2 + a—h2 + a22h2 — a—h2 >0
11 11

2Una demostracién se puede ver en la seccién 6.2, en el teorema 6B del libro Algebra lineal y sus aplicaciones,
de Gilbert Strang.
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lo cual se puede reescribir como
2 2
1 (h2 + ﬂhlhg +-2 h2) (a22 — a—) h >0
af a1

agrupando de manera conveniente, esta tltima expresion se obtiene

2
a a11Q99 — Q@
(hl + 2 hg) -+ (—11 22 12) hg > 0.
ai a1

Observemos que ajies el menor principal de orden uno de la matriz A que se denota como
M (A) y que ajjaz — a2, es el menor principal de orden dos de la matriz, que se denoto como
Ms (A), por lo que condicién de que la matriz A sea positiva (negativa) definida, la cual se ve
reflejada en la tltima desigualdad, se puede expresar como:

M, (A) (h1 + “—fhg) + A]‘i Eﬁ; h2 >

Por lo tanto se deduce, que A es positiva definida si y sélo si M;(A) > 0y My(A) > 0,
observemos también que para el caso en que A es negativa definida, se debe cumplir que M; (A) < 0
y Ms (A) > 0.Lo cual en el caso mds general, es decir para matrices cuadradas de dimensién mayor
a dos, las condiciones que nos permiten ver cuando una matriz es positiva o negativa definida,
quedan establecidas en el teorema 8.

Ejemplo 2 Verificar que la matriz A del ejemplo 1 es positiva definida ahora utilizando el teorema

8.
2 -1 0
Claramente se ve que A' = | —1 2 —1 | = A; ahora verificaremos que cada uno de los
0 —1 2
menores es positivo.
Mi(A) = |2|>0
My(A) = 2 -l 12350
2 -1 2| -
2 -1 0
M3(A) = | -1 2 -1
0o -1 2
-1 -1 -1
-2

Por lo tanto A es definida positiva.
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Teorema 9 Sea f: Q) — R de clase C*(2) con Q C R™ un conjunto abierto y z* € Q un
mdzimo local de f. Entonces la matriz Hessiana® H(z*) es seminegativa definida, en donde H( z*)
es la matriz cuyas entradas son:

02 f

Q;; =
* 8:038351

(7).

Demostracién. Sea h € R" arbitraria fija. Por ser {2 un conjunto abierto, existe n > 0 tal que
r* +th € Q para toda t € [0,7] , definamos ahora F' : [0,7] — R como F(t) = f(a* + th)
entonces, por la regla de la cadena, se tiene:

F'(t) = Za 4 th)h; y

F'(t) = Zzax]aa ©* + th)h;h;.

i=1 j=1

Noétese que como z* y h son vectores en R" y t € [0, 7], entonces z* 4 th se puede escribir en
forma desarrollada como sigue:

¥+ th = (a], 25, ...,x) + t(hy, hay ...y hy)

por lo que
af of of
! = _J *
F(t) = 8:61( )by + (" + thyhg 4 5o (@ + th)h
y
Fl/(t) —
a2f * 2 a2f * a2f *
8_x§(x +th)h1+axlax2(:c +th)h1h2+...+axlaxn(x + th)hih,
82]0 2f ) 82f .
8x28x1< +th)h2h1+a—x2(:c +th)h2+...+ax2 %(x + th)hahy,
*f . . . f )
T @ F Wl + 5= (" 4 th)hahy 4 . + ou2 (2 + th)h?

" ~x Pf
F"(t) = ZZ o0, (z* + th)hh;.

3La matriz Hessiana es la matriz de segundas derivadas parciales, es decir, es una matriz cuadrada cuyas entradas

02
son a;; = m%(x)
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Por otro lado sea h € R"™ arbitraria, dada por el vector h = (hq, hs, ..., h,) v sea

02 * 82f * 82f *
%%(I‘ ) Ox10x2 ($ ) T O0x10xn, ($ )
0% f * O*f (. * o f *
H(x*) _ 0z20x1 (l‘ ) B_Jc%(x ) T Dz20Tn (x )
02 f * . 9% f * . ' %f [ .
Oy, 011 ('T ) 0Ty, 0T (5(7 ) e 8_z%<x )

de donde

Z Z 8:638331 ")

=1 j5=1

Supongamos que t > 0, por definicién tenemos que:
F(t) = f(z" + th)

y por lo tanto

F(0) = f(z* 4+ 0h) = f(z"), (2.6)
asi mismo, se tiene que 0 + ¢ € [0,7] y ademds que F : [0,n7] — R es de clase C%(0,7), entonces
aplicando el teorema de Taylor 2 en cero, se cumple que:

FO+1) = ﬂm+meﬁ+%ﬂmmﬁ+w@

F(t) = F(0)+ FOO)t + - FO0)2 + w(t)

2!
donde
F(t) — F(0) = FO(0)t + 2'F )(0)2 4+ w(t) (2.7)
y de 2.6 se tiene que
F(t)— F(0) = f(z* +th) — f(z*) £ 0 (2.8)
ya que por hipdtesis * es mdximo local de f.
Ahora de 2.7 y de 2.8 se obtiene lo siguiente:
1
FOO0)t + 5F@)(O)t2 +w(t) = f(a* +th) — f(z*) L0 (2.9)

y sabemos que f(z*) = F(0), entonces f'(z*) = F'(0) y en virtud del teorema 7 por ser z* es
méximo local de f se tiene:

fl(@") =0= F(0),
entonces podemos escribir la ecuacién 2.9 como sigue:
QF@ (0)2 + w(t) = f(z* +th) — f(z*) <0
y dividiendo la expresién anterior entre 2, obtenemos

%F@)(O) + w(t> _ f(SL’* + th) — f(l’*) g 0

12 t2
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de donde, haciendo tender ¢ a cero, obtenemos que

PO <0

es decir F®@(0) < 0 y como se definié F(t), se tiene que:

F"(0) = F®(0)
- ZZ 8:5-83:‘(:6 +0h)hih,
: . J 7

lo cual implica que:

Obsérvese que lo anterior se cumple para h € R™ arbitraria, por lo que la matriz Hessiana es
seminegativa definida. Por lo tanto queda demostrado nuestro teorema. m
Estableceremos finalmente la generalizacién del teorema 6.

Teorema 10 Sea f: Q — R de clase C*(2) con Q C R" un conjunto abierto y z* € 0 tal
que:

(i) Paratodoi=1,2,...,n se tiene 5L( =0y

(ii) La matriz hessiana H(z*) es negativa definida, entonces * es un méximo local de f.

Demostracién. Para cada k = 1,2,...,n se tiene que My(H(z)) es una funcién continua de
r € Q, porser f:Q — R de clase C*(Q) y por definicién sabemos que H(z*) es negativa
definida, entonces

(—1)*My(H(2") > 0

por lo que existe §;, > 0 tal que ||z — z*|| < dx, de aqui, si definimos a § = ming(d) y ||z — 2| <
d, entonces la matriz H(z) es negativa definida.

Probaremos ahora que si ||z —z*|| < ¢, entonces f(x) < f(z

[0,

< f(z*). Para ello supongamos que
f(x) > f(2*) y definamos como en el teorema 9 una funcién F : [0, 1

] = R, como:
F(t) = f(a" + Uz —27)),

entonces, si hacemos h = x — x* se tiene:
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donde la primera y la segunda derivada de F' se obtienen como en la demostracién del teorema 9,
es decir:

F'(t) = Z gg (x* 4+ th)h; con h = (hy,ha, ..., hy)

F'"(t) = Zzax 5 (@ th)hih.
i A

=1 j=1

Ahora bien, como

de donde observamos que

FQA) = [ +a—a") = f(z)
FO) = f(@"+ 0@ —2a7)) = f(z)

y usando el teorema del valor medio se tiene que:

F1) - F(0)

o = £'(m) para algunan, € (0,1),

es decir,
0< f(z) — f(z") = F'(mn) con ny € (0,1).

0
Pero por la hipotesis (i), se tiene F'(0) = 8f (z*) =0 paratodai = 1,...,n por lo que aplicando
T
de nuevo el teorema del valor medio se tiene:
F’ — F'(0
(n;) 0 O pr(,) para alguna 5, € (0,1,)
-

es decir,
0 < F'(ny) — F'(0) = F"(ny)n, con ny € (0,n,) y F"(ny)n, > 0.

Entonces se tiene:

14 < - 82 *
F) = 3230 G + bl > 0,

i=1 j=1

y la matriz Hessiana H(z* 4 1,h) no es negativa definida. Esto es un absurdo, pues claramente
x* + nyh dista de ¥ menos que 9, de donde el teorema queda probado. m
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Soluciones a los problemas planteados en el capi-
tulo 1

Maximizar los beneficios de una empresa

Este ejemplo se encuentra en la pagina 8 y plantea dos problemas de optimizacion, el primero
es maximizar los ingresos de la empresa y el segundo es maximizar los beneficios de la misma.
En esta ocasion sélo resolveremos el segundo caso debido a que el otro problema se resuelve de
una manera similar, con la diferencia de que en este 1iltimo la funcién objetivo es de mayor grado.
Luego el problema quedé definido por:

méx B(Q) = —4 + 2Q + 0,05Q* — 0,05Q*
entonces la condicién de primer érden es:

B'(Q) = % =2+40,1Q — 0,15Q?

que equivale a resolver la siguiente ecuacion de segundo grado:
24+0,1Q — 0,15Q* =0

y usando la férmula general se tiene:

—0,1+1,1 -
S L
@1 03
~0,1-1,1
e Ly
Q@2 03

Claramente la solucién que nos sirve es el valor positivo (Jo = 4 pues () representa la cantidad del
bien que se desea producir, por lo que no puede tomar valores negativos. Asi pues:

Q" = 4.

Ahora utilizando el teorema 5 que caracteriza la solucién del problema para asegurar que Q* = 4
es maximo se tiene que:

B"(Q) = g - 0,3Q

y aplicando el teorema 5:

B"(Q") = 0,1-03(4)
1,1 <0

Por lo tanto, podemos asegurar que Q* = 4 es un maximo. Entonces * = 4 es la cantidad del
bien que es necesario producir para maximizar los beneficios.
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Una politica 6ptima de produccion

Este ejemplo que se encuentra en la pagina 9 también se resuelve usando el teorema 5.

méx B(q) = (4o + 36 - 1,2)g — (o” + 5%)¢”

Por lo tanto:
B'(q) =4a+33—-12—-2(a*+5*)q=0

entonces despejando ¢, se tiene:
_da+38-12
2(a?+ 57
donde 0 < a < 1,0 < 8 <1y ahora para demostrar que ¢* es maximo, calculamos la condicién
que establece el teorema 5:

*

B"(¢") = =2(a® + 5%)q < 0

por lo tanto ¢* es la cantidad de mineral que se debe producir para que la empresa TAXSA
maximice sus beneficios.

Un monopolio

Para resolver el problema planteado en la pagina 1 empezamos por obtener las condiciones de
primer orden:

B
O 12— 6y — 22y =0
8$1
or _ 32 — 1029 — 221 = 0
81’2

de donde dichas condiciones forman el sistema de ecuaciones siguiente:

6$1+2$2 = 12
21‘1-101‘2 = 32

y resolviéndolo se tiene que x;y = 1 y 9 = 3. Por lo que se concluye que el punto éptimo
z* = (x3,23) = (1,3) y para demostrar que z* es méximo, hacemos uso del teorema 10 antes
enunciado.

La matriz Hessiana del problema estd dada por:

e = ( 2 )

de donde los menores principales estdn dados por:

Mi(A) = —6<0
—6 -2

My(4) = ‘—2 ~10

':60—4:56>0.
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Por lo que H(z*) es definida negativa y podemos asegurar que z* = (1, 3) es un méximo. Por con-
siguiente los precios 6ptimos se obtienen sustituyendo 7; = 1y Ty = 3 en p; y po respectivamente,
es decir:

plo= 12-2=10
P = 32—-12=20



Capitulo 3

Optimizacién con restricciones de igual-

dad

Introduccion

n este capitulo abordaremos problemas de optimizacién con restricciones de igualdad. En
E ellos el conjunto factible esta formado por las soluciones del sistema de ecuaciones construido
por las restricciones. Dado que el método de sustitucién no siempre es aplicable para resolver
dicho sistema de ecuaciones, es preciso disponer de criterios mas generales mediante los cuales sea
posible hallar, en caso de existir, la solucién éptima. El teorema de Lagrange nos proporciona la
herramienta necesaria para resolver este tipo de problemas, por lo que este capitulo estd dedicado
a su demostracién rigurosa.

El problema estandar

El problema de Lagrange de programacién no lineal consiste en maximizar f en el conjunto:
F={zeQ tal que g;(z) =0 para j=1,2,...,n}

llamado conjunto factible del problema. A fin de simplificar llamaremos al "problema de progra-
macién no lineal” como PPL. El cual definimos a continuacién:

45
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Problema 1 (PPL) Sea Q2 C R" un conjunto abierto y sean

f7g17g27---7gm : Q — R

de clase C' en Q, conm <n

max f(z)
s.agi(r) = 0
conj = 1,2,...m.

Que en forma desarrollada se puede escribir como:

max f(xy, ..., x,)
sujeto a g1(x1, ..., T,) =

g2(x1,..,xy,) = 0

gm(x1,eyxy) = 0

El teorema de Lagrange

Establecemos ahora el resultado fundamental de esta seccién que es el teorema de Lagrange,
cuya demostracién estd basada en la siguiente afirmacion:

Teorema 11 (Funcién implicita) Sea f : Q@ — R con Q C R" wuna funcién continua de
clase Cten Q, denotamos los puntos de 2 como (x,2), donde x € R" y z € R, y suponemos que
(w0, 20) € Q satisface

F(LU(), Z()> =0
Yy of
@(Io, Z()> §£ 0.

Entonces existe una bola U que contiene a xog en R" y una vecindad V' de zy en R tal que existe
una funcion unica z = g(x) definida para x en U y z en V' que satisface

f(z, g(x)) = 0.

En el caso de tener m ecuaciones y n + m variables es decir:

fl (l’l,[lﬂ'Q, vy Ly B15 22y +ony Zm)

f2 (Il,ﬂlﬁ'g, vy Ty B15 B2y weey zm)

0
0

fm (X1, T2y ooy Ty 21, 22, oy Zm) = 0. (3.1)
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el teorema se puede generalizar de la siguiente forma, la condicién %§<$0, 29) # 0 se convierte en la

condicién A # 0, donde A es el determinante de la matriz evaluado en el punto (xg, z9) € R*™™,
es decir:

A(zo, 20) = om0 . Oz (0, 20) #0
Ofm  Ofm _. Ofm
821 az2 6Zm

en donde la ecuacién 3.1 define de manera tnica funciones continuas y diferenciables
zi = ki (1,29, ...,2,) coni=1,2...m
es decir

fi(@1, @, ooy, by (21, Tay ooy Tn) k2 (T1, T2y ooy Tn) 5 ooy B (21, T2,y oy )
con ¢+ = 1,2,...m

Continuamos ahora con el teorema de Lagrange y su demostracion.

Teorema 12 (Lagrange) Sea un problema del tipo PPL, sea z* € Q solucion del problema y
supongamos que la matriz

991 9091 ... 941

o1 Ox2 Jzn

9a. 992 992 ... 9g2

_ 95/ . ox1 Oxo Oy,
Grman (%) | = . ) .
Ox; : . :

9gm  Ogm ... Ogm

aml aIEQ azn

es de rango m; es decir que tiene m renglones (columnas) que son linealmente independientes,
entonces existe \* € R™ tal que

m

() para i=1,2,...n;
(%Z Z 3833 p ’

que en forma desarrollada se ve como sigue

of g dg1 O dg1 392 392 dga
8331( )= A (8:01’8:62’ "0z, 23 Oz, Oy’ Ox, +

« (09m Ogm  Ogm
”+)\m(8x1’8x2’ 8%)

Y que a su vez se escribe como

af _ 991,09 « O9m
al‘l( ) N 181‘1 + >\2 8331 o )‘m al‘l
of . .0u . g
or. ) = Mg a g,

Donde los niimeros A, X5, ..., A, componentes de \* , son llamados los multiplicadores de Lagrange
del problema en la solucion x*.
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Demostracién. Puesto que G es de rango m, existe una submatriz cuadrada de orden m x m
de (G, cuyo determinante es no nulo. No se pierde generalidad si suponemos que dicha submatriz
es la matriz

9a.
A = ( 95 (x*)) coni=1,2..myj=12,...m
8@-

Sea 5
Brx(n-m) = (agj (x*)) coni=m+1m+2,.nyj=12.,m
Z;

la submatriz de orden m x (n —m) que queda al eliminar las entradas de la matriz A de la matriz

G

Gmxn = (Amxm Bmx(nfm))

91 9¢1 ., Oq 991 .. Oaq
o1 Ox2 0rm  OTm41 OTn
992 9g2 ., O92 _Og2 992
o ox1 Oxo OTm  OTm41 Oxn
ox1 Oxo OTm  OTm41 Oxn

Denotemos a cada vector x = (x1, z, ...,x,) € R" como z = (v,w) en donde v = (x1, T2, ..., Tm)
VW = (Tmi1, Tmio, -, Tn). Entonces sea z* = (v*, w*) solucién del problema, por hipdtesis

g;(x7) = g;(v*, w")

_ (99 «
Gan = <8xi (x )> .

Ahora, por el teorema de la funcién implicita, existe una vecindad W C R"™™ de w* y una
funcién vy : W — R™ de clase C! tal que para cada w € W se tiene (y(w),w) € Q,

gj (y(w),w) =0 para j=1,2,...,m (3.2)
y ademas tal que
y(w*) = v*.
Definamos F': W — R como
F(w) = f(y(w), w)
entonces w* es un méximo de F' en el abierto W y por el teorema 7 se tiene

oF
amerr

(w*) =0 parar=1,2,...n —m.

Pero por la regla de la cadena, tenemos para r = 1,2,...,n — m que

- * 877, m+s
axm-‘,—r z_: axm-‘,—r + Z axm—i—r 5mir7
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donde ¢ es la delta de Kronecker, es decir

OF
8xm—l—r

=0
w™) :Zal];(x

Ahora bien, derivando la ecuacién 3.2, con respecto a x,,., se obtiene que

8xm—l—r

Jg;
Z 833;

lo cual se expresa en forma matricial como

991 991 O
Ozx1 7 Oxm O0Tm+1
: ] @) :
8gm 8gm 8'Ym
Ox1 o OTm 8$m+1

de lo anterior y de la definicién de la matriz A y B,

Oy
85[7771«%1

N
a-'Em+1

w*) +

g, .
5 I (z*)=0para j=1,2,...,m
xm—i—r
[l 991 Oq1
OTn 0tm+1 ° Ozn
co | (wh)+ : L (@Y) =
8'Ym Ogm Ogm
Oxn OTm+1 Oxn
se tiene
(a1
OTn
. * .
. (’LU ) = _B7
Ovm
Oz

por otro lado, sabemos que A es no singular, es decir existe A~
Multiplicando por la izquierda la expresiéon anterior obtenemos

O
6-'Em+1

N
85[7'm+1

Ll
Ozn
: (w*) = -A"'B.

87 m

Oxn,

Al mismo tiempo, expresando también la ecuacién 3.3 en forma matricial tenemos

04

a-'ErnJﬁl
(ﬂ of Of ) ( ) .
Ox1? Oxa? ") Oxm

85[7771«%1

NV

o
Oxpn

N
Ozn

y sustituyendo la ecuacién 3.4 con la expresion anterior se obtiene
af  of of ~1 of of -0

pero, por otro lado se cumple la siguiente igualdad

(éﬁﬁi

Ox1? Oxa? """ Oxm

pues —A1A =

) (@) (~A7A) + (5, 21

9 _
6$1’65E2”."6_{E‘%> (;U*):O

— Lnaem, asi que, utilizando las ecuaciones 3.5 y 3.6, obtenemos
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(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)
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(22,20, L) (") (—A7) (AB) + (2, 2L, 28 ) (a%) =D

0x1? ") Oz’ "7 Oxp

donde G = (AB) y <ﬁ 2L d—fn) (x*) es el gradiente de f(v(w),w)

ol

0 0 2] * 0 o *
(3 8 25) @A+ (s ) ) =

Ahora si definimos
(G0, T o i) = (225 2L ) (@) (A7)
se tiene que
(Y1, Y2, s Um) G = (8%7 gag; ’dii) (z*)

es decir

Aﬁz .
Z g (%) para j=1,2,..,n

Por lo que el teorema queda probado. [ ]

83:]

Soluciones a los problemas planteados en el capi-
tulo 1

Programa de admisién universitario.
El problema estd planteado en la pdgina 13 y tiene la siguiente forma:
méx f(r1,29,23) = R —5(x; —900)* + 2923
s.a. o = 250 — —
r1+ 22 = 1000.
de modo que
fz1,20,23) = R— 5(:61 —900)? + 2973
g1(71, 22, 73) = x2+2—0 — 250
g2(x1,29,23) = x1 + 29 — 1000.
Ahora bien, aplicando el teorema de Lagrange con n = 3 y m = 2 se tiene que existe
M= (\\) € R?

tal que:

) para i = 1,2, 3.

2
8:61 g
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En nuestro caso particular la forma desarrollada se ve como sigue:

1
(—10 (-flfl - 900) , L3, .CL’Q) = )\1 (O, 1, 2—0) + )\2 (1, 1, O) y

que a su vez nos lleva a las siguientes ecuaciones:

—10($1—900) = )\2

r3 = )\1 + )\2
g o= M
2T 20
Asi pues, se genera el sistema de ecuaciones que a continuacién se enuncia:
—10(z1 —900) = X\ (3.7)
rs3 = )\1 + )\2 (38)
A1
= = 3.9
L (3.9)
T3
o 9 1
T + 50 50 (3.10)
Ahora bien, de las ecuaciones 3.7, 3.8 y 3.9 se tiene:
A2
= - —= A2
n o= 9002 (3.12)
A
= = 3.13
o 50 (3.13)
I3 — )\1 -+ )\2 (314)

las cuales se sustituyen en las ecuaciones 3.10 y 3.11 generando asi, el sistema de ecuaciones en
términos solamente de A\; y Ay, esto es:

Al A A
—_— = 2
20 20 50
A2 A
—_ —_— = ]_ N
900 — 5 + 55 000;

simplificando
201+ X2 = 5000
A1 —2X = 2000

cuyas soluciones son A\; = 2400 y A2 = 200. Sustituyendo estos valores en las ecuaciones 3.12, 3.13
y 3.14, la solucién a nuestro problema esta dada por:

2t = 880
@, = 120
x3 = 2600;

es decir, la politica de la universidad debe ser aceptar a 880 estudiantes nacionales, 120 extranjeros
y con una cuota de 2600 unidades monetarias.
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Negociando los precios del trigo

Una vez establecido el teorema de Lagrange podemos resolver el problema 1 planteado en el
capftulo 1 en la pagina 14.

min f(zy, 29, 23) = 15 2]+ 1023 + 523
s.a. 10zq + 1529 + 2023 = p
T1+ 20 +2x3 = 1.
Obsérvese que el problema es minimizar una funcién objetivo sujeta a dos restricciones de igualdad.
Para poder aplicar el teorema de Lagrange en la versién del teorema 12, debemos plantear el

problema como un problema de maximizacién es decir, como el problema estdndar 1 de la pagina
45 lo cual equivale a escribirlo de la siguiente forma:

méx f (21, 22,23) = — (1527 + 1023 + 523)
s.a. 10zy + 1529 + 2023 = p
1

T1+2Tog+2x3 =

donde
f(z1,m9,23) = —15 2] — 1025 — 523
g1(x1, e, 23) = 10x; + 1529 + 2023 — D
g2(x1, 20, 23) = a1+ 29+ 23— 1.

Como se tienen dos restricciones j corre desde uno hasta dos y se tienen tres variables. Por lo
tanto ¢ = 1,2, 3; por el teorema de Lagrange se tiene la siguiente igualdad:

2

0
Z J@ij parai=1,2,3

893,

que en forma desarrollada puede escribirse como sigue:
(—30z1, —202z9, —1023) = A1 (10,15,20) + A2 (1,1,1)
que a su vez genera las siguientes ecuaciones:
—30z1 = 10A1 + Ao

—201’2 = 15)\1+)\2
—10$3 = 20)\14‘)\2

y aunadas a las restricciones mismas del problema nos plantean el siguiente sistema de ecuaciones:

—30z; = 10A + Ao (3.15
—20x; = 151+ Ao (
—20z5 = 20X\ + A (

1021 + 1529 + 2023 = p (3.18
(

T+ Tog+2x3 = 1.
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Para resolverlo, primero despejamos Ay de 3.15, 3.16 y 3.17, de donde se tiene:

)\2 = —30.]71 — 10)\1
)\2 = —20$2 — 15)\1
)\2 = —20.1’3 - 20)\1

Igualando ahora 3.20 con 3.21 y a su vez despejando \; se tiene:

—301‘1 — 10)\1 = —20$2 — 15)\1
)\1 = 65(71 - 45(72.

Andlogamente con las ecuaciones 3.21 y 3.22 de donde se tiene:

—201‘2 — 15)\1 = —10$3 — 20)\1
)\1 = 45(72 — 2.3(73.

Igualando las ecuaciones obtenidas 3.23 y 3.24 se tiene:

6$1 — 4$2 = 41‘2 — 21‘3
1
To = le + Z.T:g

por otro lado, sustituyendo la ecuacién 3.25 en 3.19 se tiene:

3 1
l‘1+ —$1—|——$3 —|—$3 = 1

4 4
7 )
e + 1% = 1
de donde:
4 5
Tr, = ? — ?zg

y para escribir a x5 en términos de x3 se sustituye 3.26 en 3.25 por tanto:

3(4 5 ) 1
To = — | = —=I3 —|——.’,U3

4\7 7 4
oy = 235,
2T

Asi, sustituyendo a 3.26 y a 3.27 en la ecuacion 3.18, se tiene todo en términos de z3:

4 5 4 5 ~
10 - — -3 + 15 ?—?l‘g +201‘3:p.

Desarrollando paréntesis y despejando 3 se tiene que:

7T 17

$3=@p—ﬁ§
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(3.20)
(3.21)
(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)
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por lo tanto:

donde su valor aproximado en decimales es:
xy ~ 0,12p — 1,42.

Para obtener el valor de z] y z7 se sustituye xj; en las ecuaciones 3.26 y 3.27 respectivamente,

obteniendo asf que:
N P
A AT

1 5 19
12 12

y para:

x} ~ —0,03p + 0,83

Por dltimo se calculan los valores de los multiplicadores de Lagrange A} y Aj. Para A] uti-
lizaremos la ecuacién 3.24 sustituyendo a x5 y 7§ se obtiene:

1_ 5 7 17
RN (L S Y LA s
M ( 30p+6) (60p 12)

11 37

LA

Al & —0,37p+ 6,17.

Ahora para A} se sustituye a 25 y A] en la ecuacién 3.21 y se obtiene:

1_ 5 11 37

o= 20 —opr2) 15 (—pt L

A 0( 30p+6) 5( 30p+6)
_ 37, 65
67" 6

A5~ 6,17p — 109,17

Recordemos que el valor de los multiplicadores de Lagrange estdn afectados por un signo negativo,
ya que transformamos el problema original de minimizacién en un problema de maximizacién, por
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lo que las soluciones a nuestro problema original estan dadas por:

71~ —0,085+ 1,58
x5 ~ —0,03p+ 0,83
v oA 0,125 — 1,42
N~ —0,37p + 6,17
Ay~ —6,17p+ 109,17

donde p es el precio presupuestado por la compaiia.

Un problema geométrico

Para la solucién analitica del problema planteado en la pdgina 15, obsérvese que las derivadas
parciales de f y g estan dadas por:

(aaf SL)U = (21)
(551 aai)@ = (21— 1), 272)

por lo tanto las condiciones de primer orden son las siguientes:

N2z —1) = 2 (3.28)
Nz, = 1 (3.29)
(r;— 1) +25 = 4. (3.30)

Despejando A de 3.28 y 3.29 se tiene que:

2
A= —— 31
1
AN = — .32
: (332
igualando ambas y despejando x,, se tiene que:

-1

gy = 2L 5 (3.33)

sustituyendo el valor de x5 en 3.30, se tiene que:

o 12 <x1—1) .

Az — 1) 4 (1, — 1) = 16
( —1)® = 16
-1 =
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lo que nos lleva a una ecuaciéon de segundo grado en x;, donde las soluciones son:

4
l‘lzlﬂ:—

V5

Ahora para encontrar el valor de s, sustituimos los valores de x; en 3.33, por lo tanto:

4
oo tEETL 2
2 VB

De donde se tiene que las soluciones del problema son:
=5 %)
= —,—=
VARV
o (1 _ 4 _i)
V5 V5

Y por tltimo para decidir cuél de los dos puntos criticos es méximo, se verifica cuél de las siguientes
desigualdades se cumple ya sea

f@®) > f(@™) o f(a") < f(z™)

flz*) = 2(1+%)+%

de acuerdo con el teorema 7.

4 2
oy = 21 )2
(™) )
10
— 9 —
V5
como f(x*) > f(z**) entonces * es maximo.
Para encontrar \* se sustituye x* en cualquiera de las ecuaciones ya sea la 3.31 0 3.32, en este
caso, para facilitar los calculos se seleccioné 3.32, por lo tanto se tiene que:

o L V5

2 4
2(%)
Con la solucién del problema z* = (1 + %, %) y A = %, se cumple la implicacion del teorema

de Lagrange, es decir, dado x* existe A* tal que:

of .0 .
axl(’x) - Aaxl(’x)
ax2<x) - )\8[132(]:)



Optimizacién con restricciones de igualdad 57

pues sustituyendo los valores se tiene que:
(%)
2 = —|2(14+—=—-1
1 V5

- E6(3)

La funcién de produccién Cobb-Douglas

Para resolver el problema planteado en la pdgina 16, donde la funcién de produccién es de tipo
Cobb-Douglas, nuevamente haremos uso del teorema de Lagrange. El problema estd dado por:

méx P(L,K) = bL°K'™
s.a.nL+mK =
LK =2 0

En este caso contamos inicamente con la restriccién presupuestal, por lo que aplicando el teorema
12 de Lagrange se tienen las siguientes condiciones que caracterizan la solucién:

(abL* "K', (1 — a)bL°K™*) = X(n,m)
mL+nK =

lo cual equivale a resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

abL®PKT* = An (3.34)
(1—a)bL®K™" = Am (3.35)
mL+nK = w (3.36)

para resolver el sistema anterior, primero despejamos A de las ecuaciones 3.34 y 3.35, es decir:

y = abL 11—«
n

L (—apE
m

de donde se deduce la siguiente igualdad:

abLo UKl (1 — )bLoK

n m

de esta ecuacién podemos despejar alguna de las variables de decisién, en este caso lo haremos
con K por lo tanto:

K'"  (1—a)nL®
—-a amle1
1—a)nL
K = ﬂ (3.37)

am



o8 Optimizacion con restricciones de igualdad

ahora sustituyendo el valor de K en la ecuacién 3.36, se tiene:

1—a)nL
nL+m (Q =w
am
despejando L,se tiene que:
. auw
L= —
n

L* es solucién del problema, ya que se expresa en términos de datos que son conocidos pues « se
puede estimar y w,n son variables exégenas' del modelo. Por tltimo, para encontrar el valor de
K* se sustituye L* en la ecuacion 3.37, entonces:

(1—a)n (%)
(1—-a)w

K* =

por lo tanto la produccién méaxima para el sector productivo en este modelo estd dada por:
l1—a
aw\® ( (1 — a)w
n m

Recordemos que otra variante del problema de la empresa, supone que la produccién es fija.
Dicho problema quedé planteado de la siguiente manera:

minC(L,K) = mL+nKk
sa. bDLAK1™ = @

y para plantearlo como un problema de maximizacién se multiplica por un signo menos a la funcién
objetivo, es decir:

max —C(L,K) = —(mL+nkK)
sa. bLK'™ = @

entonces las condiciones que caracterizan la solucién del problema anterior son:

(=n,—m) = X(abL* 'K, (1 — a)bL*K %)
bLaKl—a — Q

lo que equivale al siguiente sistema de ecuaciones:

—n = XabL*'K'™® (3.38)
—m = M1 —a)bL*K™™ (3.39)
Q = bLK'™ (3.40)

!Una variable exdgena es aquella que se supone determinada por fuerzas o causas externas al modelo y cuyos
valores se aceptan sélo como datos dados. Asf mismo se conocen como variables endégenas a aquellas cuyos valores
solucién se encuentran a partir del modelo.
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despejando A de 3.38 y 3.39, se tiene:

-n
AN = ——
abLaflKlfa
A= T
(1 —a)bLeK~—«
lo que nos lleva a establecer la siguiente igualdad
-n -m

alo-lK1l-a (1 —q)LoK~-«

que equivale a
al* 1K™ (1 —a)l*K™™

n m

y despejando K se obtiene que
(1 —a)nL

am

K = (3.41)

Esta expresion es andloga a la obtenida en la ecuacién 3.37 en la variante anterior del problema
en donde se maximiz6 la produccién.
Sustituyendo el valor de K en la ecuacién 3.40 se obtiene

(=L
© =i (T)

por lo que despejando se tiene el valor de L* que es solucién

r-f ()

finalmente para obtener K* se sustituye L* en la ecuacion 3.41, lo que nos lleva a

o= (Lzany;

b am

por lo tanto L* y K* son los valores que minimizan los costos de la empresa.
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Capitulo 4

El problema del consumidor cuando la
funcion de utilidad es casi Bernoulli

Motivacion

La interpretacion que hace Daniel Bernoulli es la siguiente:
Sea U () = k la utilidad que le reporta a un individo tener x cantidad de oro y sea

U@+e)—Ul(x)=a

la utilidad que le reporta a un individuo, tener una cantidad adicional £ de oro, bajo la hipdtesis
de que ya tenia x cantidad de oro.
La idea de Bernoulli es que la utilidad que le produce tener una cantidad adicional por unidad
de oro es inversamente proporcional a la cantidad por unidad de oro que ya tenia, es decir:
Ul+e)-U(x) a

€ T

que en términos de la derivada de la funcién de utilidad, podemos escribir como:

en donde a > 0 es la constante de proporcionalidad. De ahi se deduce que:
U(x)=alog(x)+c.

Para generalizar la idea de Bernoulli, supondremos que las elecciones posibles de consumo de un
individuo en cierta economia se pueden representar mediante la eleccién de un punto particulg{
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en un espacio de tipos de bienes. Si suponemos que existe un nimero finito n de tipos de bienes,
las cantidades de cada uno de estos tipos de bienes adquiridos por el individuo, se representan por
un vector de consumo dado por:

T = (21, T2, .y Tp),

donde z; es la cantidad del bien del tipo i, con i = 1, 2, ..., n, en el supuesto de que se puede adquirir
cualquier cantidad no negativa de él. Los vectores de consumo que cumplen esta condicién forman
el espacio de consumo dado por:

C={x=(r1,29,....,2,)/ ; >0, i =1,2,...,n}.

Es decir el espacio de consumo es el ortante no negativo en el espacio euclidiano de dimensién n.
Este conjunto se denota como R" y tiene las propiedades de ser un conjunto convexo', y cerrado?®.
Sea x = (z1.x2,..,2,) = 0, un vector de bienes de consumo no negativo; entonces la utilidad
generada para cada uno de los n bienes estd dada por:
U(z1) = ailog(z1)+c
U(z2) = aglog(za) +c

U(z,) = aylog(z,)+c

por lo que la utilidad total que le reporta al individuo cuando consume de todos los bienes, se
obtiene sumando cada componente, es decir:

Ulzx) = Z a;log (x;) + c. (4.1)

Asi pues, la interpretacién de las a; en la funcién de utilidad, corresponde a la proporcién fija de
la renta que el individuo gasta en el i — ésimo bien.

Definicién de la funcion casi Bernoulli

Con esta motivacién procederemos a formalizar primero la definicién de la funcién de utilidad
casi Bernoulli. Cabe destacar que buscando simplificar el problema se hace ¢ = 0 en la expresién
4.1.

Definicién 5 Sea U : R} — R donde R denota el sistema de los reales extendidos es decir
RU {400, —o0}. La funcion de utilidad casi Bernoulli estd dada por:

Zai log (z;) si >0
i=1 _
—00 st x #0

U(x) =

! Definicién de convexo, ver pagina 74 definicién 6.
2Un subconjunto © de R"™ es cerrado cuando su complemento R"™ — Q es abierto. Es decir, para todo x ¢ €,
existe € > 0 tal que B(z;¢) estd contenida en R" — €.
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Donde a; >0 Vi=1,2,...n y ademas > a; = 1.

i=1

Planteamiento y comprensiéon del problema

Para construir el problema del consumidor definiremos el concepto de restriccién presupues-
taria, que es la que restringe al consumidor a un subconjunto del espacio de consumo. Esta
establece que el gasto total monetario en todos los bienes no puede exceder del ingreso monetario
del individo o consumidor. Supongamos entonces un vector de precios representado por:

b= (p1>p2> "'apn)a

siendo p; el precio unitario del bien del tipo 7. Se define al ingreso monetario del individuo en un
determinado periodo como r, ambos pardmetros positivos dados. La restriccién presupuestaria nos
dice que el gasto no puede exceder al ingreso, lo cual mateméaticamente puede formularse como el
producto punto del vector de precios p y un vector de consumo x, asf se tiene que:

p-r S

es decir
n
E Di%; s
i=1

que en forma desarrollada
P11 + P2Zo + ... + DPpTy § T

siendo p;z; el gasto realizado en el bien o articulo <.
Lo que nos lleva a decir que el conjunto factible o de oportunidades para el consumidor es

F:{ZITGC/pZL'gT},

el cual es un subconjunto convexo, compacto® y no vacio definido en el espacio de consumo C.
Si suponemos el caso de solamente dos bienes, la regién estd comprendida entre las siguientes
rectas

p1x1+pery ST
T z 0
) 2 0

en donde el conjunto factible satisface las tres restricciones que corresponden a conjuntos que son
cerrados, en consecuencia, el conjunto que satisface las tres condiciones es una interseccién de
cerrados. Por lo tanto, la regién factible es cerrada y estd dada por la figura 4-1.

En el caso de tener tres bienes, la regién factible también es un conjunto cerrado y estd dada
por la figura 4-2.

3Un conjunto compacto es un conjunto cerrado y acotado.
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1A
-

2
(0 L), ZpiXi = P1X1 + P2X2

i=1

| » X1

Figura 4-1 Regidn factible para dos bienes

X3

(0.04%)

(3:.0.0) (0,,0)
/ N

X2

3
Z PiXi = P1X1 + P2X2 + P3X3z = 1
=1

Figura 4-2 Regidn factible para tres bienes

En el caso de n bienes la figura es un simplejo* y es un conjunto cerrado que queda contenido

en el espacio n-dimensional .

Para establecer el problema del consumidor, empecemos suponiendo una funcién de utilidad

casi Bernoulli y una economia con n diferentes tipos de bienes, en la cual rige el vector de precios
p = (p1,p2,..,pn) > 0. Ademds, el individuo dispone de una cantidad > 0. Entonces, el individuo
se plantea el problema de demandar cierta cantidad de cada uno de los bienes, de tal forma que
maximice su satisfaccion o utilidad, sujeto a lo que pueda gastar, o dicho de otra forma:

Problema 2

n
4Un simplejo canénico es el conjunto S = {x € R}, tal que ) x; = 1} .
i=1
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max U (z)
S.a. szl‘z =~ T
i=1
conz; = 0
para toda i = 1,2,..n.

Con el objetivo de comprender mejor el problema, se considera el siguiente caso particular, en el
cual esbozaremos su grafica.

Ejemplo 3 Se tiene una economia con dos bienes (x1,x3), con el vector de precios (25,20), y
suponemos que el consumidor dispone de la cantidad r = 100, y la funcion de utilidad casi Bernoulli
dada por

0,5log(z1) + 0,5log (x9) si (x1,29) >0
—00 si (v1,29) A0

o - |

es decir, si suponemos que consume de ambos bienes, entonces el problema que se plantea es el
siguiente

méax U(zy,x2)

075 log (1131) + 0a5 log (1’2)

s.a 256w + 20z < 100
con x1,xs > 0
para todai = 1,2.

Empezaremos por graficar la funcién de utilidad
U(xy,22) = 0,51log (x1) 4+ 0,5log (z2) ,

la cual estd contenida en el primer ortante del espacio tridimensional. Ver figura ?7.0Obsérvese que
la funcién es mondtona creciente, en particular es una funcién céncava.

Por otro lado, si hacemos una proyeccién al plano x1, xs, nos permitird ver las curvas de nivel
de la funcién de utilidad cuyas ecuaciones son de la forma

k
Tg = —,
Ty
que se obtienen al igualar la funcién de utilidad casi Bernoulli a una constante y despejar a xs.
Una curva de nivel de la funcién de utilidad es el conjunto de puntos del espacio euclidiano de
dimensién n, para la cual el valor de la funcién de utilidad es constante, de modo que diferentes
constantes dan lugar a curvas de nivel diferentes. En el caso de funciones monétonas crecientes,
a mayor valor de la constante mayor serd la utilidad que le reporta al consumidor. En términos
econémicos, dichas curvas son comtinmente conocidas como las curvas de indiferencia.
Si graficamos la restriccion presupuestaria y las curvas de nivel en el mismo plano se obtiene
la figura 4-4.
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Figura 4-3  Funcién de Utilidad Bernoulli

Donde se observa que la parte sombreada corresponde al conjunto factible F.

A la vista de la representacién, vemos que el individuo maximiza su utilidad en el punto donde
alguna de las curvas de nivel U(xq,x2) es tangente a la recta presupuestaria. Las tres curvas de
nivel representadas aquf son:

Ui(z1,22) = 0,5log (1) + 0,51log (x2) = 0,3010
Us(z1,22) = 0,5log(z1) + 0,51log (x2) = 0,3494
Us(xzy,22) = 0,5log(x1) + 0,5log (z2) = 0,3890.

Ms4s adelante resolveremos este problema de forma analitica.

Para darnos una idea de cémo seria la gréfica de la funcién de utilidad casi Bernoulli con
diferentes pardmetros se incluye la figura 4-5, donde se grafica la ecuacién

1 8
Ulz1,22) = 9 log (z1) + 9 log (z2) .

Se puede ver que la funcién sigue siendo monétona creciente y mas recargada hacia el eje x.
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5_
4
3_
W2
2_
Us(x1,x2)
11 Uglxy, xa)
Eestriccidn presupuestaria Uyfxy, xa)
2ixp+ 20xy = 100
0 R e AT AR
x1
Figura 4-4

Existencia de solucion

Una vez expresado el problema que pretendemos resolver nos preguntamos si tiene solucion y
en caso afirmativo, veremos cudl es ésta.

Como se vio en la seccién anterior, cuando tenemos un problema con dos variables su solucién
se puede ver graficamente. Pero dada la limitacion que presenta el método grafico cuando el
nimero de variables es mayor que dos, conviene disponer de métodos generales que garanticen la
existencia de la sulucién éptima, como es el caso del teorema de Weierstrass, ver teorema 1 en la
pagina 25.

Obsérvese que en las hipotesis del teorema se pide que el dominio de la funcién sea un conjunto
compacto, lo cual ha sido analizado, ademas se pide que la funcién sea continua en el dominio. Para
el caso de la funcién de utilidad casi Bernoulli este hecho no esté claro, pues cuando alguno de los
consumos vale cero la funcién no estd bien definida. Para solucionar este problema, utilizaremos el
hecho de que cualquier transformacién monétona de la funcién de utilidad representa exactamente
las mismas preferencias de consumo del individuo, es decir, si U (x) es una funcién de utilidad,
entonces lo serd también ¢ [U (z)], donde ¢ es una funcién estrictamente creciente. Por otro lado
sabemos que la funcién exponencial es una funcién estrictamente creciente por lo que eV® seguirs
siendo una funcién de utilidad.

Para nuestro caso, sf suponemos que el individuo consume de todos los bienes, se tiene que la
funcién casi Bernoulli esta dada por

Ul(z) = Z a; log () .
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Figura 4-5 U(xy,x2) = §log (z1) + Slog (z2) .

Componiendo de ambos lados con la funcién exponencial se tiene

n

Z a;log(x;)

elim1 — em log(z1)+az log(z2)+...4+an log(zn)

log(21)°1 Jog(w2)2 . jlog(za)""

= €

an
n ?

— ail ,.a2
= xle c.e T

donde la funcién obtenida es un producto de funciones del tipo z{* en la que cada una es continua
y siempre estd bien definida, ya que el producto de continuas es continua, y al igual que la funcién
casi Bernoulli también cumple con ser monétona creciente. En consecuencia ambas funciones estéan
fuertemente emparentadas.’

Si aplicamos el teorema de Weierstrass a la nueva funcién podemos asegurar que existe z*
solucién del problema del consumidor.

Solucion del problema

En la presente seccién resolveremos de manera analitica el problema del consumidor dado que
sabemos que existe solucién al problema.

SLa funcién z{'z3? - - x%" es cominmente conocida en teorfa econémica como la funcién de tipo Cobb-Douglas
(ver ejemplo 1 en la pagina 16).
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Para ello, en una primera aproximacion demostraremos que la solucién se encuentra sobre
el hiperplano de la restriccién; es decir, el problema se puede plantear como un problema de
optimizacién con restricciones de igualdad. Se sabe que para resolver este tipo de problemas,
el teorema de Lagrange nos proporciona las condiciones que nos permiten encontrar los puntos
6ptimos. En el caso de la funcién de utilidad casi Bernoulli, se desea encontrar el vector de consumo
que la maximiza.

Reduccién al problema de Lagrange

La solucién del problema del consumidor estd sobre el hiperplano de la restriccién. Para de-
mostrarlo y para tener una idea geométrica consideremos solamente el caso de dos bienes. Defini-
mos el siguiente conjunto:

2
F = {x € R? tal que Z}%’SE@' < T} )
i=1

Se observa que F' es un conjunto compacto, donde geométricamente tendriamos la regién para dos
bienes dada por la figura 4-1 de la pagina 64.
De esto se deduce que x* podria estar dentro de los siguientes dos casos:

= Que la solucién esté dentro de la regién sombreada, es decir que p1x1 + paxs < 7.

= Que la regién este sobre el hiperplano, es decir sobre la recta pix, + pozs = 7.

Caso 1 (Dentro del conjunto factible) Supongamos que x* = (z7, %) solucion del problema,
esta dentro de la region, entonces se tiene:

LTy + poxy < T,
definamos a un nuevo vector de consumo dado por:
T = (71,T2) = (2] + A, 25) con A > 0.
Por demostrar que @ € F.
Demostracién. Por construccién T € R? ya que es un vector no negativo, definamos

* *
T — P17 — P2y
P

A = > 0.

Por hipétesis pix] + pexs < 1, considerese ahora pi7; + paT2 y como se definié , se tiene lo
siguiente:

P1T1 +paTe = pr1 (2] +A) + pas
= pix] + P+ poxs
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donde . .
= Pp1T; — P2y
D1
por lo que se demuestra que T € F', se tiene entonces que pertenece a la regién factible de nuestro

problema. m
Ahora, utilizando el hecho de que la funcién de utilidad Cobb-Douglas es monétona creciente,
demostraremos la siguiente afirmacién:

p1xy + p1A + poxy = przy + p ( ) + poxy =T,

U(T) >U(x%)
Demostracién. Por hipdtesis se tiene que:
x]+A > ]
de donde se cumple que

(7 +A)" > (7)™ con 0<a; <1
(2] + A)" (23)" > ()™ (25)" con 0<az <1 yaz520
Uzl +A,25) > Ulal,xy),

por lo que podemos decir que se cumple la desigualdad
U@)>U(x").

Lo cual contradice la hipétesis de que x* sea solucién del problema. =

De aqui, se deduce que z* debe estar sobre la restricciéon del problema. Obsérvese que no puede
estar sobre los ejes ya que en estos puntos la funcién vale cero, lo cual es una solucién trivial del
problema en el caso de la funcién Cobb-Douglas y en el caso de la funcién casi Bernoulli, dicha
funcién no estd definida para el valor cero. Es decir, para el caso de dos bienes la solucién esté
sobre la recta excluyendo las orillas, y dicha regién es un conjunto abierto, ver figura 4-6.

De manera andloga se puede demostrar que para el caso de n bienes, también se cumple que
la solucién estd sobre el hiperplano de la restriccién.

Solucién del problema utilizando el teorema de Lagrange

Basandonos en que la solucién esté sobre el hiperplano de la restriccion, podemos redefinir el
problema del consumidor, ahora como un problema de optimizacién con restricciones de igualdad,
es decir:

max U (z)

n
s.a. E pixi—r = 0
i=1

con x; >

para toda: = 1,2,...,n.
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A
X2

&

Solucior
Conjuntoabiertc

X1

Figura 4-6  Conjunto solucién.

El problema cumple con las hipétesis del teorema 12 de Lagrange, pues estd definido en un
conjunto abierto, y en este caso se reduce a una sola restriccion.

Establecemos las n + 1 condiciones para la soluciéon del problema.

Las primeras n estdn dadas por

ou dg
x¥) = x*) paratodai=1,2,....,n
5 (1) = A5 (@) p
que en nuestro caso particular serfan
1
a;— = Ap; paratodai=1,2,..,n (4.2)

2

y ademds tenemos la restriccién misma del problema como una condicién mas dada por

ipixi =7 (4.3)
i=1

De las primeras n condiciones dadas en (4.2) se cumple que:
1 ,
a;—=p; x; paratodai=1,2,..,n

A

ahora sustituyendo lo anterior en la restriccién (4.3), se tiene que:

n
E Dix; =
i=1

=
£
> =

s
Il
~ -
I 3
S
&

>l >
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y por otro lado

n
E pbix; = T
i=1

1

por lo que
1
A=—.
r

Nuevamente de las primeras n condiciones dadas por (4.2), obtenemos

1
r; = Q;~——
Ap;
1
%pi
_ para toda = 1,2, .., n.
Di
Por lo tanto
ra; ras ra,
= (2], 5, .., 1) = (—,—,...,—) (4.4)
b2 b1 P2 Pn

es la solucion para el problema del consumidor en el caso de la funcién de utilidad casi Bernoulli,
donde z} es la demanda del i—ésimo bien.

Retomando el ejemplo 3 de la pagina 65, en el cual hemos analizado detalladamente su gréfica,
daremos la solucién analitica a este caso en particular.

Sustituyendo los valores a; = 0,5, ay = 0,5, p; = 25, po = 20 y r = 100 en la expresion 4.4, se
tiene que el vector de demanda estd dado por:

*

vt = (x1,13)

B ra; ras

- (%)

~ (100%0,5 100 % 0,5
B < 25 720 )

e

lo que significa que el individuo debe consumir sélo 2 unidades del bien tipo 1 y 2,5 unidades
del bien tipo 2. Obsérvese que las a; son iguales, por lo que se puede inferir que la propensién al
consumo para ambos bienes es la misma.




Capitulo 5

Introduccion a la programacion céncava
y casi concava

Introduccion

n ocasiones es importante determinar la solucién para problemas de optimizacién, donde no
E necesariamente aparezcan restricciones de igualdad, como en el caso del teorema de Lagrange.
Para ello, se requiere de la teoria de la programacion concava. En este capitulo principalmente
abordaremos los teoremas que nos permiten caracterizar las soluciones para un problema de pro-
gramacion no lineal con funciones céncavas.

Primero se demuestran el teorema de separacion y el teorema fundamental de las funciones
concavas, los cuales dan el sustento tedrico para la demostracién del teorema de Kuhn Tucker
Uzawa y su corolario 2, que a su vez proporcionan una caracterizacion a la solucién del “problema
estdndar de programacién no linial con funciones céncavas” al que denotamos como PPC, resum-
iendo lo anterior en los teoremas 19 y 20. Cabe destacar que en dichos teoremas la solucién al
problema PPC queda caracterizada en términos de la condicién punto silla y para relacionarlo
con el cilculo diferencial se definen las condiciones casi punto silla. En el teorema 21 se demuestra
la relacién entre la condicién punto silla y la condicién casi punto silla, asi en el teorema 22 ca-
racterizamos nuevamente la solucién al problema PPC pero ahora en términos de las condiciones
casi punto silla, con lo cual podremos calcular la solucién al problema pero ahora utilizando como
herramienta el cdlculo diferencial. Finalmente se enuncia la definicién de funciones casi céncavas la
cual es una caracterizacién més débil de las funciones céncavas y se demuestran algunos resultados
sobre la relacion entre ellas.

El siguiente diagrama muestra como estdan relacionados los diferentes teoremas que aparecgy
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en el presente capitulo.

Teorema 14
De separacio

Teorema 13
De separacio

Se utiliza en la
demostracion

Teorema 15
Farkas-Minkowsk|

Se utilizaen la
demostracién

Daun
fundamento Daun 3
tedrico v fundamento Teorema 17

teérico Fundamental de las|
Teorema 16 funciones céncavas

Se utilizaen la
demostracion

A
Teorema 18
Teorema 19 Kuhn-Tucker-Uzawa

Aparece en la

hipétesis
Se utilizaen la

Consecuencia v
demostracion Aparece en la

Corolario 2 [« hipGtesis

Condicién 1
Slater

Condicién 2
Punto Silla

Consecuencia

Teorema 21 ‘ Teorema 20

Se utilizan
enla
demostracion

Teorema 22

# Aparece en la
- hip6tesis

Por otro lado, se tiene un segundo diagrama que se deriva de las proposiciones 5 y 6.

™
Condicién 3 icid
implica Condicién 2
Karlin Punto silla
de donde se | Condicion 1 implica _ Condicién 2
Condicion 1 deduce que Slater Punto silla
ondicion ici6
implica . Condicién 3
Slater Karlin
_/

Teoremas de separaciéon

Los diversos resultados que veremos en esta seccion son los predmbulos necesarios para abordar
las siguientes tres secciones en donde se generalizan los resultados vistos anteriormente.

Empezamos por recordar el concepto de conjunto convexo quizé ya familiar por su aparicién
frecuente en el estudio de R".

Definicién 6 Un conjunto X C R"™ es convexo si y sélo si para todo par de puntos x,y € X se
tiene que para todo t € [0,1] entonces

ty+(1—t)z e X.
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Para dar una idea intuitiva de la definicién anterior se muestran las siguientes figuras.

(a) (b)
En el inciso (a) tenemos un conjunto no convexo, ya que existen puntos z e y de dicho conjunto
tales que el segmento que los une no estd contenido en él; sin embargo esto no sucede en el conjunto
del inciso (b) por lo que el conjunto (b) es un ejemplo de conjunto convexo. Otros ejemplos vistos
en el plano cartesiano serfan los siguientes.

X2 3 Xo &

X1

(a) (b)
A continuacién se presenta un ejemplo mas detallado con su demostracién.

Ejemplo 4 Demostrar que el conjunto S = {(z1,22) € R? | 29 > 21} es un conjunto convezo.

Sean = = (x1,22) € y = (y1,y2) dos elementos de S. Probaremos que para todo t € [0, 1]

z = (21,29)
= ty+(1—-t)x
= (ty]_ + (1 — t)xl, tyg + (1 — t)zz)

también pertenece a S. Por ser x e y elementos de S se verifica que x5 > z1 € y» = y; y como
t>0y1—1t>0setiene que tys > ty; y (1 —t)xy = (1 — t)x;. Por tanto

Z9 = tyz + (1 — t)$2 2 ty]_ + (1 — t)l’l = Z1,

lo que prueba que S es convexo ya que z € S. Graficamente el conjunto es el siguiente:
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X2

cn

v

X1

Definicién 7 Sea P € R* no nulo y « € R. El conjunto
H = {x € R" tal que P -z = a}
es llamado un hiperplano en R"™ con normal P.

Ejemplo 5 Para ilustrar esta definicion se muestran las grdficas de un hiperplano en R?* y un
hiperplano en R® respectivamente.

Sea P = (1,0) y a = 3 entonces

Pz = «
(1,0) (w1, 22) 3
ry = 3

Graficamente tenemos que el vector (1,0)es ortogonal al hiperplano z; = 3.
A

X2

X1

(1,0 3

Sea P = (1,0,1) y a = 2 entonces

P-x =
(1,0,1)(331,1'2,333) =

SL’1+$3 =

Gréficamente tenemos que el vector (1,0, 1) es ortogonal al hiperplano z; + z3 = 2.
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X3
(0,0,2
(1!0!]) ’/‘
i X1+X3 =2
1 X2
X (2,0,0

Teorema 13 De separacion entre un conjunto converxo y cerrado y un punto fuera de
él. Sea X # @ wun subconjunto convexo y cerrado en R™ y sea xo ¢ X; entonces:

i) 3ae X tal que d(zo,a) < d(xo,x) ¥V x € X ademds, d(zg,a) > 0.
iil) IpeR"nonulo ya € R tal que p-rz=a,VeeX y p-xo<a«

Es decir, X y xo quedan separados por el hiperplano

H={xecR"talquep-z=a}.
Demostracién. Por hipétesis X # @. Sea x1 € X y consideremos la bola cerrada
B(zg;e) = {z € R" tales que ||z, —z| = ¢}
en donde € = ||z, — z1]| > 0. Es decir que
K =B(zp;e)N X # 2

es un conjunto compacto, que se ilustra con la siguiente figura:

Sea f: K — R definida como

f(x) = d(z, xo)
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de donde f es una funcién continua y por lo tanto alcanza un valor minimo. Sea a € K minimo;
es decir,

d(a,zo) < d(z,z)Ve € K.

Six € X — K entonces x € B(zg;¢) v d(z,70) > ¢ = d(a, ) entonces
d(z,a) < d(xg,z)Vr € X

y ademds, puesto que xg € X, entonces a # xy de donde d(a, ) > 0, por lo tanto el inciso (7)
queda probado.

Para probar (i) : Sea P = (a — xg) # 0 y sea P-a = «, de donde primeramente se tiene los
siguiente

0 < P?
= P(a— xg)
= P-a —P-x

entonces

P-a —P-zg > 0
a—P-xy > 0

por lo tanto

o> P-xg

véase figura
X B(Xo;€)

Consideremos ahora x € X con x # a y supongamos que P -z < «. Entonces sea

(a-x)-P P-a-P-z a—P-x

@G—a? = @-af  (@—aF

t =

ya que por hipétesis P - x < «, entonces a — P - x > 0.



Introduccién a la programacién céncava y casi cdncava 79

Pero al mismo tiempo se tiene

sumando —zy + xg se tiene

y resolviendo el producto

P-a —P-x
1—1t 1 (= —a)
_ (a—2)*—(P-a—P-x)
(z —a)?
_ (a—z)>—=P-(a—1)
(x —a)?
_ e-9)le—2)-P
(z —a)?
_ (a —x)(a—z—a+ z)
(z —a)?
_ (a—z)(xog — 7).
(x—a)®

(a —xo+ 9 — ) (20 — )
(x —a)?

(azog — ax — 23 + xoz) + (2} — 2o — TTH + 22)

(r —a)?

zo(a — xg) — x(a — x¢) + (z — 20)?

(z —a)?

(a — z0) (29 — 1) + (7 — 0)?

(r —a)?

P (xog—x) 4 (v —x0)?

(r —a)? ’

una vez mas sumando —P? + P?

ycomo P-a=a«

( —29)> = P2+ P>+ P (29— )

(z —a)?
 (x—20)*—P*+P-(P+x0—2)
B (z —a)?
_ (x —20)>— P2+ P-(a—x9+ 30 — T)

(z —a)?
_ (r —x0)2 — P>+ P-(a—1)

(z —a)?

 (x—x)?—P*+P-a—P-x
B (z —a)?

_(x—x0)2—P2—|—oz—P-x>O
B (z —a)?
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Yy €S mayor que cero pues

(x—20)? =P =(z—20)*— (a—20)* >0

ya que (x — x9)? > P? = (a — x¢)? y por hipétesis

Prz<asesa—P-z>0.

En virtud de que x € X por lo tanto

r=(1-tha+treX

ya que X es un conjunto convexo y ademds

(f — .flfo)2

(1 —t)a + tz — x]
[a — at + to — 2]
[t (x — a) + (a — z)]”

{(a — o) + %(m B a)r
a2 [T o)+ J_D];ﬁf” ap
(a — a0y + 2827 f(Lwaa; a)- P [m(;»a.) P

(@ = 20)" - ((a(%)a')ff < (a— m0)?

Absurdo pues a es de todos los puntos de X el que dista menos, es decir

d(a,zo) < d(z, z9)Vr € X.

Por lo que nuestro teorema queda probado. m
Establecemos ahora nuestro segundo teorema de separacion que generaliza al anterior.

Teorema 14 De separacion entre un conjunto convexo y un punto fuera de él . Sean
X # @ subconjunto convero de R™ no necesariamente cerrado y xo ¢ X. Entonces existe P € R"
no nulo tal que se cumple

P-z2P-xy VrelX.

Demostracién. Consideremos X la cerradura de X que también es convexo. Nos referimos a la
cerradura como el conjunto de todos los puntos de acumulacién unién el conjunto.

Si 7o ¢ X entonces nuestra afirmacién se desprende inmediatamente del teorema 13. Ahora
si 29 € X, entonces, puesto que X es convexo sucede que

xo & int(X) = int(X).
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Por lo tanto, z¢ € F T(Y)_donde F 7’(7_) es el conjunto de puntos de la frontera de X, y existe
una sucesién {z¥} C C(X), donde C(X) denota a la cerradura del conjunto X, tal que 2% — g

cuando k — oo. Entonces, en virtud del teorema 13 se tiene que para todo k£ = 1,2, ... existe
P #0 en R" tal que
P'x>P afvreX.
Sea
—k

P

:’_—k entonces P* -2 > P*. 28 Vo e X
7

Pk

y ademas
P" ¢ S ={P¢cR" tales que |P|=1}.

Como S es un conjunto compacto, toda sucesién de sus elementos contiene una subsucesién conver-
gente a un elemento del conjunto, es decir existe una subsucesiéon {P#+} de {PK } que converge

a P € S. Entonces se tiene que para todo z € X se cumple
v haciendo tender £ a oo tenemos que
P.x2P-ux.

Por lo que nuestro teorema queda probado. m

Finalmente, establecemos el 1itil teorema conocido como el lema de Farkas-Minkowski clave en
la teorfa de la programacion lineal, en la teorfa de juegos y para el teorema de Kuhn-Tucker asf
como para el teorema de Arrow-Hurwitz-Uzawa.

Teorema 15 (Farkas-Minkowski) Sean a',d?,...,a™ y b# 0 puntos de R". Supongamos
que para todo x € R" tales que a’-x 20 parai=1,2,...,m se tiene queb-x = 0 . Entonces
existen coficientes A1, Ao, ..., Ay = 0 no todos nulos tales que

m
b= E )\Z‘CI,Z
i=1
es decir b es combinacion lineal de los a.

Demostracién. Antes de empezar con la demostracion, representaremos geométricamente el caso
para cuando m = 2 y asf tener una idea intuitiva.

v

a2

Es decir b no puede salirse del abanico generado por las a’.
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Regresando a la demostracion se define el siguiente conjunto

K= {xGR" tal que:z::z}\iai con )\Z-zOparaizl,Z..m}

i=1

y probaremos que K es un conjunto convexo y cerrado.
Por simple inspeccién se puede ver que K es cerrado, sélo falta demostrar que K es convexo.
Sean

m

r1 = Z)\Z(ZZ
=1
m

Ty = Za,ai
i=1

con \;,a; = 0yt €0,1] entonces

(I—t)ay +trg = (1—1)> Nd' +t)_ ad’
=1 =1

= Z (1 —t)\ + tay] d'

i=1

ahora si 0; = (1 — t)\; + toy; donde o; 2 0 ya que \;, o; = 0 para toda i =1,2,...myt € [0,1]

entonces
m m

SO+ todal =Y o

1=1 i=1

por lo que (1 — t)z; + txy € K para todo t € [0, 1] es decir K es convexo.
Continuando con la demostracién, supongamos que b ¢ K; geométricamente para el caso
m = 2 se tiene,

v

es decir b no estd en el abanico formado por a' y a?. Ahora por el teorema 13, sea a € K tal que

d(b,a) < d(b, z) para todo x € K
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donde graficamente se tiene

Ahora sea P = a — b. Por construccién, como b ¢ K se tiene que a # b, entonces P # 0 y con
lo anterior se define
P? =P (a—b) donde P* > 0

es decir
P-a—P-b > 0
P-a > P-b
nuevamente utilizando el teorema 13 y la desigualdad anterior se tiene que P € R" tales que

P-x2P-a VrekK (5.1)

y
P-b<P-a

donde P - a es el minimo, y puesto que 0 € K lo podemos escribir de la forma 0 = Z \ial,
i=1
donde \; = 0 para todo 7 = 1,2, ...,m, de lo anterior se tiene que

0=P-0=ZP-a.

Supongamos que P-a <0 y seat > 1; lo que nos lleva a decir que t - a € K pues

m
a= E At
i=1
entonces

ta = Z t\;a® donde th; >0
i=1
por lo tanto
P-ta=tP-a<P-a
lo cual es un absurdo, ya que P - a es el minimo, de donde se deduce que P - a = 0. Ahora como
at € K VYi=1,2,...,m con P-a =0y por la condicién 5.1 se cumple que
P-a"2>20 Vi=1,2,..m

pero

P-b<O.

Esto contradice la hipétesis. Luego b € K por lo tanto nuestro teorema queda probado. m
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Programacion Céncava

Empezaremos por considerar el “problema estdndar de programacién no lineal con funciones
concavas”, al cual nos referiremos como PPC. Nuestro objetivo es en este caso caracterizar a las
posibles soluciones del problema, asi como demostrar los teoremas mas importantes de la progra-
macién céncava, pero antes tendremos que establecer algunas definiciones y hechos preliminares.

Procedemos ahora a definir el problema central de estd seccién:

Problema 3 (PPC)

max f(x)
sujeto a gj(x) = 0

paraj = 1,2,..m

En donde f, 91,92, ...; gm : X — R son funciones concavas definidas en el convexo X C R™.
Decimos que una funcién es céncava si sucede lo siguiente:

Definicion 8 Sea f: X — R en donde X C R" es un conjunto convero, entonces decimos que
[ es una funcion céncava si y solo si para todo x*, 2> € X y t € [0,1] se cumple que

FA=t)a' +ta?) 2 (1-1t) f(z') +tf(2?)

En el caso en que la desigualdad estricta valga parat € (0,1) con x',2? € X arbitrarias, decimos
que f es estrictamente concava.

Para tener una idea geométrica analizaremos el caso de una funcién cuya gréfica estd contenida
en R?. Sea f: X — R con X = [z1, 23] un convexo de R.

A

f(x?) _
f(A-txt+tx>)T

f(xl)

(1-t)x! +tx? cont € [0, 1]
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Si consideramos un ejemplo numérico de la definicién anterior podriamos usar la funcién raiz
cuadrada. Sea f : R, — R dada por f(x) = \/z con z',2?2 > 0y t € [0,1], ya que se cumple la
siguiente desigualdad

FA—t)at +t2?) = (1-¢) f(a') +tf(2?)
VA=t +t2 > (1—)Val +tVa?

puesto que
t(1—1t) [\/:Fth\/Er > 0 para todo t € [0,1].
A continuacién demostraremos la desigualdad anterior. Si
VA=t +t2 > (1—t)Val +tVa?
(ViT=p +m~2>2 > (a-1 \/EH\/E)Q

(1—t)zt +tz® > (1 —t)* 2t 4+ 2t(1 — t)Vala? + 22>

Desarrollando la expresién anterior se tiene
ol —tat +t2? > ot — 2at + 20t 4+ 2Vl e — 263V e? + 2

es decir,
ot —tat +ta? — 2t + 2t — 22t — 20Vt a? + 23V 12 — 222 > 0.

Eliminando y agrupando términos semejantes
tet — 2at +ta? — 22?2Vl + 2Valz2 > 0
factorizando ¢ — t?

(t—8) '+ (t =) 2® — (t =) 2Vala? >
>

0
(t —?) (2! — 2Vz'a? + 27) 0

por lo tanto

t(1—1t) [@H\/ﬂz%).

Teorema 16 (i) Sea X C R™ un conjunto convexo y f : X — R wuna funcidn céncava.
Entonces para todo y € R se tiene que el conjunto

Sy ={xr e X tal que f(x) 2 y} es convezo.

(i) Si f1, fo, .oy fin : X — R son concavas y A\, Aa, ..., A\, SON Teales no negativos, entonces

m
f= E Ai fi es también concava.

1=1
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(iii) S f:X — R es una funcion céncava y x € Int(X), entonces f es continua en x.

Demostracién. (i) Seay € R y sean a',2? € S,. Consideremos ¢ € [0,1] y por hip6tesis f es
coéncava, es decir

P02 4 12?) Z (=0 f @)+t @) Z -ty +ty=y
lo anterior por estar ' y 22 en S, de donde se deduce
f ((1 —t) +tm2) >y

por tanto
(1—t)z' +ta* € S,

de donde se observa que S, es convexo. m

Demostracion. (ii) Sean z',22 € X y ¢ €[0,1] entonces se tiene

f A=tz +t2] = Z N fi [(1=t) 2t + ta?] (5.2)

i=1

ahora por hipétesis se tiene que por ser f1, fa, ..., fn funciones céncavas

Z)\i fil(l—t)at +t2?] 2 Z)\ [(1—1) fi(a?) + tfi(2?)]
donde
Z&- (1 =1t) fi(a") +tfi(a?)] = (1—1) ZA fi(zh) +tZAi fi(z?)
= (1=t)f (@) +tf («*) (5.3)

y de las ecuaciones anteriores 5.2 y 5.3 se deduce que
(A=t +ta®) 2 (1=0)f (a") +tf (27).

Por lo tanto queda demostrado que si para alguna i, se tiene que A\; > 0 y f; es estrictamente
concava, entonces claramente, f es también estrictamente concava. m

Demostracién. (iii) Sea = € Int(X) donde Int(X) es el abierto de X y definimos
d = distancia de = a (Int(X))", (5.4)

donde (Int(X))“ es el complemento del conjunto Int(X) el cual es un conjunto cerrado, véase la
siguiente gréfica



Introduccién a la programacién céncava y casi céncava 87

A

(Int(X))*

v

obsérvese que si Int(X) = R" = X, entonces d = 00. Si 0 < 0 < %, con ¢ un nimero positivo

arbitrario, hagamos
n

¢ =TT |- 6.2 +9]

i=1

donde C' es el producto cartesiano.

Sii=1
0 0
K_/R/—/H
I I I
X-8 % X+
Sii=1,2
)%2 + 6 T~
O o
0 '—HX
X2 persnsnsnsnsnsnnnfannnnnn .
o 1o
X2 — 0 T========-- ! !
L |
o (o] o
X1 =6 Xq X1 + 6

, , . . . o . , .
Obsérvese de la grafica anterior que la distancia de x a cualquier vértice esta dada por

7 dv2
V282 = 6v2 < % =d.

Entonces, sea V' el conjunto de vértices de C.Puesto que V' es finito, podemos definir

M = max {—f(x)}

zeV

y sea
Xy ={re€X talque — f(z) = M}
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donde X, es convexo en virtud del inciso (i) del presente teorema, es decir f(z) = —M con

y=-—M.

Puesto que C' es la cerradura convexa de V, esto es el menor convexo de V' 'y V C Xy,

entonces C' C X,,. Consideremos ahora = € X tal que
0< ’x — 33’ <6

de esta expresion se tiene que

ya que por definicién

o

Hagamos ahora

T —
p= 0,
’x -
despejando x de la ecuacion 5.5 se tiene
=
xr = +x,
4]

e=2| o, fe-#|, |=-¢],
r = 5 n+ x4+ 5 T — 5 x
e=8 -2, L |le-#.
= 5 [y 5 T+ T — 5 x
P le-# ,
= D)+ (1=

por otro lado despejando a z de 5.5 se obtiene

(5.5)

(5.6)
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o
sumando de ambos lados I ;H T

N
Tm +z= 5 — 5 U o
Lo anterior lo podemos expresar como
o2 , e
s tlr="——@-pn+tz
despejando a & se tiene que
2] )
o 6 o
7 1 5

. ., . . ., o o
Luego mediante la ecuacién 5.5, z ha sido expresado como combinacién convexade z —pu y

. ., o . . ., o
y mediante la ecuacién 5.6 x ha sido expresado como combinacién convexa de © — p y z.Ahora
puesto que por hipdtesis f es céncava se tiene

fla) Z tf(& —p) + (1= 0)f(@) (5.8)
Y t 1
F@) 2 727 E =)+ o f@) = 7f(@ =) + (1= 1) f(2) (5.9)

en donde

O ek DR

= 5 € [ y ] YT = 1——|—t
Gréficamente se puede ver

A
u

. ., o o . .,
donde x se expresa como combinacién convexa de x y i, y T se expresa como combinacién convexa
de —p y z.
Ahora de la ecuacién 5.8 se tiene

~f@) = —t(f(Fp

I7AN

~

|

~

Ko

+

=
N— ——
N— ——
+

—

|

Nt

|

=

Ko
N—
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en donde se cumple la siguiente desigualdad por la definicién de M y por estar x en X,

o

t(=f (B+n)) + =0 (=F@) S M+ (1= D(=F()

lo cual implica
—f(x) <tM — f(z) +tf(x),
es decir

F(&) = fla) <t (M+ (). (5.10)

Ahora de la ecuacién 5.9 se tiene

1) S~ (B n) - TS,

de donde de manera andloga por estar T en Xy y por la definicién de M se cumple

t 0 1 t 1
—_ — ) - — < M — :
1+tf<x “) T/ WS M /@)
es decir se tiene de las dos iltimas ecuaciénes
o t 1
_ <_" o
F(B) S T M - —=f(2)
y multiplicando por menos uno
8 2 M ()
- 1—-t 1+t
restando f(z) de ambos lados de la desigualdad y agrupando de manera conveniente se obtiene
F& - @) 2 Mt (1) )
- 1—1¢ 1+1¢
t t
> — M —
Z T AR
t
= —— (M
(M + (@),

de donde se tiene
A=) (f@) - f@) 2 ~t(M+ [(x))
f(@) = flx) +tf(@) —tf(x) = —t(M+ f(x));

por lo tanto
o

f(@) = flz) 2 =t (M + f(2)) (5.11)

y utilizando las ecuaciones 5.10 y 5.11 se deduce

78 F)| < (M + f() = M%f(x) |2

Esta desigualdad prueba que f es continua en T por lo tanto el teorema queda probado. m
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Teorema 17 (Fundamental de las funciones céncavas) Sea X C R™ un conjunto convero
no vacio y sean fi, fa, ..., fm : X — R funciones concavas. Si el sistema f;(x) > 0 para j =
1,2,...,m mno admite solucion para x € X, entonces existen pi,pa, ..., Pm TeGlES MO Negativos y que
no se anulan simultdneamente tales que

ij filz)£0 VzelX.
=1

Observacién 2 Si el sistema fj(x) >0 paraV j=1,2,...,m no admite solucion para x € X,
entonces tenemos que para todo x en el dominio, existe f;(x), tal que f;(z) = 0.

Para dar una idea de la hipdétesis en el teorema anterior, supéngase que X = [0,1], n =1 y
m = 3 entonces se tiene que fi, fa, f3 : X — R son funciones céncavas. Si f;(z) > 0 para
J = 1,2,3 no admite solucién para r € X, es decir no existe un punto del dominio z( tal que
al evaluarlo, cumpla que fi (xg) > 0, fa(z9) > 0y f3(x0) > 0, como se muestra en la siguiente

grafica.
A

2

Demostracién. Para todo x € X, hagamos
Zy ={(#1, 22, ..., zm) € R™ tales que z; < fj(z) Vj =1,2,..m}.
Esbozaremos una idea geométrica para Z, en el caso en que m = 2 en donde se tiene

Z, ={(z1,2) € R* tales que z; < f;(z) Vj =1,2}

(1), f200)

v
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y para la funcién gréficamente se tiene:
X2 A

v

in Xl

Definamos entonces

7 = sz.

zeX

Sabemos que 0 ¢ Z en virtud de nuestra hipétesis. Supongamos que 0 € Z; esto implica que
existe g € X tal que 0 € Z,, = 0 < f; (x9)Vj = 1,2,...,m, pero esto contradice la hipStesis.
Sean z y 2 € Z y ademds sea t € [0,1]. Supongamos entonces que z € Z, y que 2’ € Z,.
Consideremos ahora

2= (1—-t)z+t y
= (1—t)r+ta

es decir z” es una combinacién convexa de z y 2/, tomemos ahora la coordenada j-ésima de z”
entonces

X2
I

“ (1 — t)Zj + tZé-
< (A =0)f(x) +tf;(2)
< f((1—ta+t)
como se definié el conjunto y por ser f una funcién céncava, por lo tanto
2} € Zia—tyetta) C Z
ya que
(1—t)x+ta' € X.

Hemos probado entonces que Z es convexo. Entonces en virtud del teorema 14 y aplicado a 7'y
0 ¢ Z se tiene que existe P € R™ con P # 0 tal que

P.2>P.0=0 V:eZ

es decir P -z = 0,esto es

v

0

m
§ Pz
j=1
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Sea j, =1,2,....m fijoy z € Z y suponemos que pj, > 0, si tomamos
Z (M) = (21,22, .1 2jp — M, ..., 2m) .

Para M real positivo arbitrario, se cumplird que Z (M) € Z ya que
Z(M)< Z;< fi(x) Vj=1,2,...,m

y por el teorema 14, tenemos que

por lo tanto

=1

para todo M positivo arbitrario.
Esto nos lleva a un absurdo, de suponer que pj, > 0. Entonces pj, < 0V jo = 1,2,...,m.

Hagamos ahora P = s > 0. Luego se tiene que
P-z220 VYzeZ (5.12)
Ahoraseae >0 y z € X definimos
Ze=(filz) —e, folr) —e, ..., fu(x)—¢€) € Z.

Ya que fj(z) —e < f;(x) Vj = 1,2,...,m. Ahora utilizando nuevamente el teorema 14 y la
desigualdad 5.12, sustituyendo Z. se tiene que

PeZe=3 pi(fi(z) =) £0

entonces . .
> pjfilz)—ed p S0
j=1 j=1
de donde . .
> pi i) Sed> ps
j=1 j=1

luego, haciendo £ — 0 tenemos que
ij fi(z) =0 VrelX.
j=1

Por lo tanto el teorema queda demostrado. m
Suponiendo ahora que las funciones son convexas, tenemos un resultado anédlogo.
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Corolario 1 Sea X C R"™ un conjunto convexo y sean fi, fa, ..., fm : X — R funciones convexas
entonces o bien el sistema
fi(x) <0 para j=1,2,...m

admite solucion en x € X o existen py,pa, ..., Pm N0 Negativos y que no se anulan simultdneamente
tales que

> p file) 20 VeeX.
j=1

Teorema 18 (Kuhn-Tucker-Uzawa) Sean f,¢1,92,...,9m : X — R funciones céncavas en
X C R™ un conjunto convexo. Supongamos que f alcanza un mdrimo en x* sobre X sujeto a
gi(x) 20 Vj=1,2...m; =€ X. Entonces existen coeficientes pg,p3,...,p5, no negativos y
que no se anulan simultdneamente, tal que cumplen lo siguiente:

oo f(x)+> pj gi(x) Spp f(aY)  VoeX.
7=1

Ademds

> gi(a) =0.
j=1

Demostracién. Por hipétesis, el siguiente sistema no admite solucion en X

para j=1,2,....m

ya que por hipdtesis * es maximo de f entonces se tiene que
f@) = f(2") Ve e X

es decir

Ahora bien, por lo anterior el sistema

g (x) para j=1,2,...m

> 0
fl@)=f(z") > 0

tampoco admite solucién en X. Por el argumento anterior y por el teorema 17 existen niimeros
Do, P1, D5, ---, Pr, Teales no negativos y que no se anulan simultdneamente tales que

po (f (x) = f (z%)) + Zp}‘- 9i(x) =0 Vo e X,

es decir

pof () = pof (@) + > _pigi(r) S0 Vo € X,
Jj=1
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de donde

v f(@)+> P gi) Sph f(a")  VreX
j=1

por lo que se demuestra la primera afirmacion.

Ahora la desigualdad anterior se cumple para todo = € X, en particular dado que z* € X se
tiene

oo f @)+ 05 gi(a) S5 f (27)
j=1
de donde
Zp}f gi(@*) = pp f(2") —po f(27)
j=1
entonces se tiene

> phgi(at) 20,
j=1

pero por hipétesis gj(x) = 0 Vj = 1,2,...,m; en particular para z* se tiene g;(z*) =2 0V
J=1,2,...,m, ademds por el teorema 17 sabemos que pj >0 Vj=1,2,...,m que no se anulan
simultdneamente, entonces la tinica posibilidad es que

> _v; gi(a") =0.
j=1
Por lo tanto nuestro teorema queda probado. m

Condicién 1 (Slater) Sean g1, g2, ..., Gm : X — R cdncavas en donde X C R", entonces eziste
T € X tal que gj(T) >0 para todo j =1,2,..,m.

Ejemplo 6 El siguiente es un ejemplo grifico para el caso en el que m =3 yn = 1. Sea
X=(0,1)CR

y gi(x) >0 con j =1,2,3 concavas.
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/ Ygz g3

Condicién 2 (Punto Silla) Sea L la funcion Lagrangiana del problema estandar de progra-
macion no lineal, dada por:

L(z,\) = f(x)+ Z)\j gj(x) para € X, X e R
j=1

Se dice que se cumple la condicion punto silla si existen
(x*,\") € X x R

tales que
L(z,\)S L(z",\") S L(z",\) V (z,)) €X xR}

Corolario 2 (Del Teorema de Kuhn-Tucker-Uzawa) Si ademds de las hipdtesis del teorema
de Kuhn-Tucker-Uzawa se cumple la condicion de Slater, entonces se cumple la condicion punto
silla.

Demostracion. Sea z* méximo de f como en la demostracién del teorema 18 y sea T como en
la condicién 1. Entonces

P F@® + Y v 9@ Spp fl@h)  VeeX
j=1
si suponemos que p; = 0
> pig;(@) 0. (5.13)
j=1

Pero existe al menos un j = 1,2,..,m tal que pj > 0y ademds g;(7) > 0 para todo j = 1,2,..,m
entonces la ecuacién 5.13, es un absurdo. Luego p} > 0.
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Hagamos ahora para j =1,2,...,m
2]
Do

N —

J

donde
A= (AN, )20

entonces \* € R, ademds sea x € X y z* como en el teorema de Kunh-Tucker-Uzawa se tiene
LX) = f(@)+) Agi()
j=1

< )+ ) Mg
j=1
= L(z",\").

Ahora por el teorema 18 se tiene

> Nig(zt) =
=1

y sabemos que \; = 0y que g;(z*) = 0 lo que implica Z A;gj(x*) 2 0 por lo que se deduce
j=1

Z Ajgi(z®) = Z ;9;(x*) para todo A € R
entonces sumando de ambos lados f(z*) se tiene
) + Z Ajgi(x®) = f(2") + Z Ajgj(z*) para todo A € R
=1

es decir
L(xz*,\") < L(2",\) paratodo A € R

Por lo tanto esto completa la prueba. m
Recordemos el problema estdndar de programacién no lineal, que definimos al principio del
capitulo (ver pagina 84).

max f(x)
sujeto a g;(z) = 0
para: = 1,2,...m

En donde f, g1, g2, ..., 9m : X — R son funciones céncavas definidas en el convexo X C R".
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Condicién 3 (Karlin) Decimos que el problema 3 cumple la condicion de Karlin, si y sdlo si
para cada P >0, con P € R™, existe® € X, tal que

> pigi(®) >0
j=1

Proposicién 4 La condicion de Karlin implica que pj; > 0 en el teorema 18.

Demostracién. Para demostrar este hecho supongamos que p; = 0 y tomemos en particular
P* = (pt,p3,...,p5,) > 0 con P* € R™. Como el problema cumple la condicién de Karlin se tiene

que existe T tal que
> _p;9:(@) >0,
j=1
entonces en el teorema 18 .
F@)+Y v g;(@) < ph fz7)
j=1
por hipétesis pj; = 0 es decir

> v gi(@) 20
=1

lo cual es un absurdo ya que también por hipétesis

> plgi(@) > 0;
j=1

por lo tanto pj > 0. m
A continuacién demostraremos un resultado relevante en términos de la condicién punto silla
y de la condicién de Karlin antes mencionadas.

Proposicion 5 La condicion de Karlin implica la condicion punto silla.

Demostracién. De la anterior demostraciéon sabemos que p; > 0 en el teorema de Kuhn-Tucker-
: . - = . D : :
Uzawa. Ahora consideremos A* > 0 con A € R} y A} = —L para j = 1,2,...,m por lo que si

construimos la funcién Lagrangiana de nuestro problema estdndar tenemos

L2 =1 {z)+ Z Aji(@ )+ Z —gy

Ahora del teorema 18 se cumple

pof(x) + Zp]g] < pif(x*) para toda z € X,
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dividiendo la desigualdad anterior entre pf se tiene

Entonces regresando a la funcién Lagrangiana del problema se tiene

%

&IE

Lz, X)) = f(x)+ > Ngi(x)=f(2)+ ) p—ggy'(éﬂ) s f(z"), (5.14)
j=1 j=1
ahora nuevamente ocupando el teorema 18
> o) =0,
j=1
dividiendo ambos lados entre p;
Pj *
Z _JgJ( ) Oa
) 7o
utilizando la 1ltima expresiéon podemos escribir
. ao NP
f($)+0=f(56)+zp—ggj(f€) (5.15)
j=1
y por lo tanto de las ecuaciones 5.14 y 5.15 se tiene que
L@ ) S @)+ 3 Fga) = LX), (5.16)
=10

lo cual implica la primera desigualdad de la condicién punto silla.
Para demostrar la otra desigualdad sabemos

L \)=f@")=f —I—Z)\*g] (%)), (5.17)

lo anterior se sabe ya que Z A%gj(r) es una suma de un producto de no negativos por la condicién

j=1
de Karlin, por lo que resumiendo las ecuaciones 5.16 y 5.17 llegamos a la siguiente expresion:

L(z,\) < L") < L(a*N).

Por lo que queda demostrada nuestra proposicién. =

Citaremos nuevamente la condicién de Slater (pdgina 95), la cual tiene una implicacién impor-
tante con lo demostrado ya que la condicién de Slater es mds débil que la condicién de Karlin. En
otras palabras se tiene la siguiente proposicion.
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Proposiciéon 6 La condicion de Slater implica la condicion de Karlin.

Demostracién. Supongamos que existe T € X tal que g;(T) > 0 y sea P € R tal que P > 0,
consideremos

> igi(@) = p191(T) + p29a(T) + - + PG (T),
j=1

que es una suma de términos no negativos y mas ain podemos asegurar que alguno de los términos
es estrictamente positivo ya que por hipétesis g;(Z) > 0 y ademds p; > 0 para toda j =1,2,...,m
donde no todos los p; se anulan simultaneamente, de donde podemos asegurar que

> pg;(@) >0,
j=1

lo que demuestra nuestra proposicién. m

Por lo demostrado en las proposiciones 5 y 6 se deduce que la condicién de Slater implica la
condicién punto silla, (ver segundo diagrama en la introduccién del presente capitulo).

Ahora enunciaremos el siguiente teorema y su demostracion, el cual nos lleva a caracterizar las
soluciones del problema estdandar 3 (ver pédgina 84).

Teorema 19 Sean f, g1, 92, ..., gm : X — R funciones concavas con X C R™ un conjunto convezo.
St existe (*,\*) € X x R tal que

L(x,\") S L(z",\") = L(z",\) V(z,\)eX xRT.
Entonces:
(i) z* méximiza a f sujeto a gj(x) =20conj=1,2,.m y z€X
(ii)) A" - g(z*) = 0. Esta condicién implica que los vectores

A= (A, A5, A

(92(27), g2(27), -, gm (7))

son perpendiculares.

Demostracion. Definamos
L(x,\) = f(x)+ Z)\jgj(:c) para toda (z,\) € X x R
j=1

la funcién Lagrangiana del problema.
Ahora si utilizamos la segunda desigualdad de la hipétesis de nuestro teorema,

fz™) + Z)\;gj(x*) < f(z*) + Z)\jgj(x*) para toda (z,\) € X x R
s =1
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es decir se tiene que:

m m

Z Aigi(z™) = Z ;9;(2*) para toda A € R’ (5.18)
observemos que tanto z* como \* estan ﬁJOS, por lo que tenemos un escalar del lado izquierdo
de la desigualdad, lo que nos dice que el conjunto A - g;(z*) estd acotado inferiormente, ya que la

ecuacion 5.18 se cumple para todo A € R
Utilizando lo anterior demostraremos que

Z)\jgj(x*) 2 0 para toda A € R

lo cual haremos por reduccién al absurdo. Supongamos entonces que existe \* € R’ tal que
cumple con

Z Aigj(r*) <0 para toda A € R}
y sea p > 0 un escalar, deﬁnamos A(p) = pA* = (pAL, pAs, ..., pA;,) € R entonces
Z X (p)gs( Z P9 (") = p 3 Xj0i(a)
j=1

lo cual contradice nuestra hipétesis de que el conjunto A - g;(z*) estd acotado inferiormente pues

el producto p Z )\;‘ gj(x*) es un escalar negativo tan grande como se quiera, por lo que se cumple
j=1

Z A;jg;(z*) 2 0 para toda A € R
Sin pérdida de generalidad sea A = (1,0,0,...,0) € R7. Calculemos ahora

andlogamente podemos hacerlo para todo j € R7, de tal forma que g;(z*) = 0 para todo j =
1,2,...,m por lo que se deduce que x* satisface las condiciones del problema, por lo tanto es
factible.

Como g;(z*) 2 0y A} para todo j = 1,2,..m son no negativos y sabemos que

0= ) Ngj(a) (5.19)
j=1
por otro lado, si hacemos A = 0 € R y sustituyendo A en la ecuacién 5.18 tenemos que

D Ngi(a") £ 0-gi(27) =0,
P =1
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es decir
Z Njg;(2*) £0. (5.20)

Por lo que de las ecuaciones 5.19 y 5.20 podemos decir que
D Xigi(a®) = Ng(z*) = 0. (5.21)
j=1

Esto demuestra el inciso (ii) del teorema y sélo falta demostrar que efectivamente z* maximiza a

f.

Para ello nuevamente utilizaremos la primera desigualdad de nuestra hipétesis

L(z,\) = L(2" A7),

es decir .
x)+ Z Aigj(z) = )+ Z Ajgj(x*) para toda (z,A) € X x R
y por la ecuacién 5.21
+> Ng(a) £ fla),
j=1
lo cual podemos expresar como
Z)\;gj(a:) < f(z*) — f(z) para todo(z,\) € X x RT. (5.22)

Observemos que si = satisface las restricciones del problema se cumple que g;(z) = 0 para j =
1,2,...,m y por ser \* 2 0, sabemos que

||/\

m
entonces de la ecuacion 5.22 se tiene que

f(@*) = f(x) 20

es decir f(z*) = f(x) paratodo z € X por lo que x* es maximo de f. Por lo que queda demostrado
el inciso (i). m
Una consecuencia del corolario 2 y el teorema 19 es el siguiente teorema.

Teorema 20 Sean f, g1, g2, .., gm : X — R funciones reales y concavas definidas sobre un convezro
X C R™. Supongamos que se satisface la condicion de Slater. Entonces existe una solucion x* al
problema estindar 3 y x € X si y solo si existe un punto silla para L (z,\) con (x,\) € X x R
, en este caso existe un punto silla de la forma (z*,\*) con \* € R

Demostracién. (—) Corolario 2 = Condicién puto-silla 2 =
Demostracién. (+) Condicién punto-silla 2 = Teorema 19. =
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La caracterizacion del casi-punto-silla

En la presente seccion se expondran los siguientes conceptos:

» La condicién de maximalidad
» La condicién punto-silla

= La condicién casi-punto-silla

Los cuales nos permiten caracterizar las posibles soluciones de un problema de programacién
no lineal ahora con las siguientes condiciones:

Problema 4 Sea X C R™ un conjunto abierto y convexo

max f(x)
s.a. gj(x) =2 0
paraj = 1,2,...m
con x € X

Condicién 4 (Casi-Punto-Silla) El problema 4, satisface la condicion casi-punto-silla si y sdlo
si existe (x*,\") € X x RT tal que

(i) fr@*)+ A -g (a) = Z)\*agj =0 paratodai=1,2,..,n

0

v

(i) g (")
(iii) A" g(2*) =D Xrgi(a*) =0
j=1
Continuemos ahora con el siguiente teorema.
Teorema 21 Sean f, g1, 92, .., 9m : X — R diferenciables en X C R" un conjunto abierto.

i) La condicién punto-silla implica la condicién casi-punto-silla

ii) Si ademds las funciones son céncavas y X es un conjunto convexo, entonces la condicién casi-
punto-silla implica la condicién punto-silla.

Demostracién. (i) Sea

Fz) =Lz, \") = f(z) + Z Aj9;(7)
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Por hipdtesis se cumple que
F(zx)=L(x,\") S L(z",\")=F (%) VrelX
por lo cual F'(x) alcanza su méximo en z*, lo que implica que
F'(z*)=0

es decir

* 8g]
893, )+ Z N o, ax

de manera andloga, de la hipétesis y del teorema 19 se tiene que

D> Ajgila) =0,
j=1
y nuevamente utilizando la hipétesis sabemos que
L(xz*,\") = L(z",\) VA€ R,

entonces se tiene que

)+ Z Xegi(a®) < (@) + 3 Agy(a).
j=1
es decir .
Z)\*g] )= Ngi(z*) VA€ RT.
Y por lo anterior sabemos que

O<Z)\]g] WA € R™

donde .
= Z Aj gj(z*) =20 paratodo A € R

Sin pérdida de generalidad, sea A = (1,0,0,...,0) € R". Calculemos ahora

ZAjgj(l”*) = q@)+04+0+..40

andlogamente podemos hacerlo para todo j € R, de tal forma que g;(z*) 2 0 para todo j =
1,2,...,m ya que x* satisface las condiciones del problema es decir g (z*) 2 0. Por lo que quedan
demostradas las condiciones casi-punto-silla. =
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Demostracién. (ii) Para \* se tiene que

F(x) = L(z,)\")
= F@)+ D Na)

lo anterior nos dice que F' (x) es un combinacién lineal no negativa de funciones céncavas, es decir
F (x) es una funcién céncava. Ahora utilizando la hipétesis de la condicién casi-punto-silla  se

cumple que
" 39]
8x, )+ Z N o, 8x

es decir F’ (z*) = 0,de donde sabemos que F (:c) alcanza un méximo global en z*, o dicho de otro
modo se cumple que F (z) < F (z*) esto es

L(xz,\") < L (2", \*) paratodo z € X.

Ahora nuevamente de la hipétesis tenemos que

L(z*,\") = +Z)\gj )
Jj=

= f(")+0
= f@");

utilizando lo anterior y de saber que Z A;g;(z) es una combinacién lineal no negativa de funciones
j=1
concavas, podemos plantear la siguiente desigualdad

fa®) s fa®) + Z Aigi(@ (%, A),
lo cual nos lleva a que
L(z*,\") £ L(z*,\) para todo z € X.
Por dltimo, resumiendo todo lo anterior se deduce que
L(z,\*) < L(z*,\*) < L(z",\) para todo A € R".

La cual es la condicién punto silla que se queria demostrar en el inciso (ii). =
Como un corolario del teorema 20 y del teorema 21 se presenta el siguiente teorema.

Teorema 22 Sean f,q1,92,...,9m : X — R funciones reales, concavas y diferenciables en el
conjunto X C R"™ abierto y convexro. Supongamos que se cumple la condicion de Slater, entonces
eziste ©* que mazimiza a f (x) sujeto a las restricciones g; (v) =2 0 yx € X siy solo si se cumplen
las condiciones casi-punto-silla.
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Demostracién. (=) Sean f, g1, go,..,gm : X — R funciones reales, céncavas y diferenciables en
el conjunto X C R" abierto y convexo. Supongamos que se cumple la condicién de Slater, entonces
existe x* solucion del problema 4, lo que implica por el teorema 20 que se cumple la condicién
punto-silla. Y por el inciso (i) del teorema 21 se cumple la condicién casi-punto-silla. m
Demostracién. (<) Sean f, g1, g2, .., gm : X — R funciones reales, céncavas y diferenciables en
el conjunto X C R" abierto y convexo. Supongamos que cumple la condicién casi-punto-silla, lo
que implica por el inciso (ii) del teorema 21 que se cumple condicién punto-silla; entonces por el
regreso del teorema 20 existe z* solucién del problema 4. m

Algunos conceptos de la programacion casi cén-
cava

Muchos de los hechos demostrados anteriormente para el problema de programacion no lineal
en el caso de funciones céncavas, se pueden generalizar para el caso de funciones casi céncavas
diferenciables, siempre que estemos restringidos al problema moderno de programacién no lineal
con condiciones de no negatividad. En estd seccién sélo se abordaran algunos conceptos elementales
y algunas demostraciones relativas a la programacion casi céncava.

Definicién 9 Sea f: X — R donde X C R"™ convexo, es llamada una funcion casi-concava si
f(@1) 2 f (x2), entonces
[+ (1 =t)z1) 2 f (22)

para todo x1,20 € X 'y te€[0,1].

Proposicion 7 Sea f: X — R donde X C R" convexo, entonces f es casi-concava si y solo si
para todo y € R, el conjunto

Sy ={r e X tal que f(z) =y}
es convero.

Demostracién. (—) Supongamos que f es casi-céncava y que y € R, ademds que x1,22 € S,
con t € [0,1]. Se tienen dos casos, ya sea que

f(w) 2 f(z2) 6 f(x1) < f(22).

Sin pérdida de generalidad, supongamos que ocurre el primer caso ya que el segundo seria total-
mente andlago. Entonces por ser X un conjunto convexo y de suponer que f (x1) = f (x2) tenemos
que

flrg+ (1 —=t)z1) 2 f(22),

pero por hipétesis x5 € S, es decir f (x2) = y por lo que de la ecuacién anterior se cumple

ftes+ (1 —t)x1) 2 9,
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y
tro+ (1 —t)z € 5y,

por lo tanto S, es convexo. W
Demostracién. («) Supongamos ahora que para todo y € S, se tiene que S, es convexo y sean
Ty, T2 € X, tales que f(z1) 2 f (22) y ademds t € [0,1]. Entonces si y = f (z2), S, es convexo y

tro+(1—t)x €5,

es decir, se cumple que
flza+ (1 —t)z1) 2 y.

Pero por otro lado tenemos que y = f (z3) para alguna y, por lo que

[z + (L =t)z1) = f(22),
es decir f es una funcién casi-céncava. =

Definicién 10 Sea f: X — R donde X C R" convexo, decimos que f es estrictamente casi-
concava, si para todo par x1,rs € X tales que f(x1) = f (x2) y para todo real t € (0,1) se tiene
que

f(tl‘2+ (1 —t)xl) > f(zg)

Es obvio que toda funcién estrictamente casi-céncava es casi-céncava, pero el reciproco no es
véalido. Para ilustrar lo anterior se pueden ver los gréaficos 5-1 y 5-2.

A

f(a) = f(x1) = f(Xo)p=======

Q) === ——— |

X1 X2

Figura 5-1 Gréfica de una funcién casi-concava no estricta.

En la figura 5-1 se tiene que a es un punto del intervalo (1, x2), es decir a = txy + (1 — t) 2
para alguna t € (0,1). Del dibujo se observa que f(a) = f(z2), por lo tanto la funcién no cumple
con la definicién de ser estrictamente céncava. Un contraejemplo de que el reciproco no es vélido
es la grafica 5-2.

La siguiente proposicién, relaciona el concepto de funciones céncavas con las funciones casi
convavas.

Proposicion 8
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f(x1)
f(th + (1 —1)X1)
f(x2)

tX2 + (1-t)X1 cort € (0,1)
Figura 5-2  Gréfica de una funcién casi-céncava estricta.

(i) Cada funcién céncava es casi-céncava, pero el reciproco no es vilido

(ii) Si X C R convexo, cada f: X — R monétona es casi-céncava

Demostracién. (i) Suponemos que para todo z,z2 € X se tiene que f(z;) = f(z2) y sea
t € [0,1] entonces

tf(r) = tf(ze)
tf(z1) + f(za) = tf(za) + f(x2)
tf(e1) + f(wg) —tf(2x2) 2 f(x2),

por hipétesis f es concava, por lo que se cumple
frr+ (1 =t)azg) 2 tf (21) + (1 —1) f (z2),
de donde se deduce que
f e+ (1 —t)x2) 2 f(x2).

Por lo tanto f es casi-céncava. m
Demostracién. (ii) Sean x;,z2 € X un conjunto convexo y suponemos que f(z1) = f(z2), lo
que implica que x; 2 5. Ya que si suponemos que 1 < xq, se tiene que f(z1) < f(x2) por ser f
una funcién mondétona, lo cual nos lleva a contradecir nuestra suposicién.
Por lo tanto se tiene que
T 2 Ty

multiplicando por ¢t de ambos lados se tiene
tiUl Z t.fL’Q
y sumando de ambos lados (1 — t) x5 se tiene

try + (1 —t) xg = twg + (1 —t) 2,
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es decir
try + (1 —t) xo 2 x9.

Como f es una funcién mondétona se cumple la siguiente desigualdad

[+ (1 —t)z9) = f (72)

es decir f es casi-concava. Por lo que queda demostrada la afirmaciéon. m

Condiciones de Kuhn Tucker

recuentemente, en las aplicaciones econémicas aparecen problemas con restricciones de des-
F igualdad no lineales, donde se pide la no negatividad en las variables de eleccion; a este tipo
de problemas les llamaremos “problema de programacién céncava con restricciones de no nega-
tividad”, para referirnos a ellos utilizaremos la siguiente simplificacion PPCNN. Los cuales se
plantean de la siguiente forma:

Problema 5 (PPCNN) Sea X C R" un conjunto convexo y abierto, sean

f7g17g27---7gm:XﬁR

funciones concavas, entonces el problema de programacion concava estd definido como sigue:

max f(x)
gi(x) = 0
para toda j = 1,2,...m
yparatr = 1,2,...n,
que en forma desarrollada se puede escribir como:
max f(x)
s.a. g1(z) > 0
g2(r) > 0
gm(z) > 0
I 2 0
) Z 0

8
3
vV
]
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Definicién 11 Considérese un problema de programacion concava con restricciones de no nega-
tividad como el planteado anteriormente, diremos que satisface la condicion de Slater, si existe
xr € X tal que:
gj(x) > 0paraj=12,..,m
r; > Oparai=1,2,...n
Ahora bien, si se considera el problema de programaciéon céncava con restricciones de no
negatividad y, se supone ademsds, que las funciones f, g1, g2, ..., gm : X — R son continuamente

diferenciables en X C R™ un conjunto convexo y abierto. Si el problema satisface la condicién de

Slater y ademés existen
e X y A= ()\1,)\2, 7)\m> S RT

tales que, se cumplen las siguientes condiciones parat = 1,2,....ny j=1,2,....m
@

‘I‘ )\* J *
893, Z J 8x

@M)+Z&%@0%_o (5.24)

A
o

(5.23)

i=1 j=1
Y Xgia) =0 (5.25)
7j=1
gj(z*) 2 0 (5.26)
x; 2 (5.27)
X2 0, (5.28)

entonces se dice que x* es solucién del problema.
A estas condiciones las llamaremos condiciones de Kuhn Tucker para un problema de progra-
macién concava con restricciones de no negatividad.

Una idea intuitiva de las condiciones de Kuhn
Tucker

Una funcién con una sola variable y la condicién de no negatividad

A fin de que, se tenga un mejor entendimiento de las condiciones de Kuhn Tucker, suponemos
el caso mds simple. Una funcién de una sola variable y sin restricciones, esto es, cuandon =1y
m = 0.

Sea X C R un conjunto convexo y abierto con una funcién f : X — R estrictamente céncava
y la restriccion de no negatividad para la variable de eleccién, entonces el problema a resolver es

max f(z)

sa.x > 0.
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Analizaremos la gréafica de los posibles casos, de donde podremos deducir intuitivamente las condi-
ciones para la solucién. Dadas las hipétesis sabemos que su gréfica estd contenida en R2, y por
las condiciones de no negatividad podemos restringir el problema al primer cuadrante; asi pues,
se tendran los siguientes dos casos:

Caso 1 Para este primer caso suponemos que la solucién estd en el interior de X, es decir decir
x* > 0, lo cual corresponde a la gréfica 5-3.

fx) 4

df ooay
»(Xx) =0

f(x*) --

v

Figura 5-3

La solucién es estrictamente positiva y al evaluar su derivada vale cero como se muestra en la
figura 5-3. Se observa entonces que si * € X es solucién interior del problema debe satisfacer las
siguientes dos condiciones:

daf

dx(x) = 0
0

*

T >

Caso 2 Soluciones frontera o de contorno. En este caso se supone que la solucién es igual a cero,
es decir, x* = 0. De aqui se deducen 2 posibles subcasos. Uno de ellos es que el maximo
. . . . ,
global de la funcién se alcance en x* = 0, si esto sucede al evaluar la derivada, estd vale
cero, ver figura 5-4 inciso (a). El otro subcaso es que el méximo global este fuera de la regién
factible, asf pues, por la hipétesis de concavidad la solucién esta nuevamente en x* = 0, pero
al evaluar la derivada estd es menor que cero, ver figura 5-4 inciso (b).

Asi, de la figura 5-4 se observa que, si z* es solucién frontera o de contorno del problema, debe
satisfacer las siguientes tres condiciones:

ar .,

@) < 0
df o
@) =0

z* = 0.
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f(x) 4 LICYIN

df ay
HFX) =0

v

x
*
Il
o
Xy
x
*
Il
o
x

Figura 5-4

Es conveniente aclarar que estamos ante un problema con una funcién de una sola variable,
donde la notacién no requiere del uso de derivadas parciales, no obstante, para poder hacer la
analogfa con las condiciones de Kuhn Tucker en el caso mds general, diremos que:

df . _0f .
%(x):%(l”)-

Entonces, de las gréficas 5-3 y 5-4 se puede inferir el siguiente resumen de las condiciones necesarias
para el PPCNN cuandon =1y m = 0.
Si x* es solucién, entonces:

of

5y (&) = 0 (5.29)
%(x*)x* =0 (5.30)
> 0 (5.31)

Finalmente se tiene que las analogias con las condiciones de Kuhn Tucker son :
= [a condicién 5.23 con la condicién del caso particular 5.29,
» La condicién 5.24 con la condicién del caso particular 5.30 y

= [a condicién 5.27 con la condicién del caso particular 5.31.

Una funcién con varias variables y la condicién de no negatividad

En estd subsecciéon mostraremos un ejemplo con una funcién vectorial y la condicién de no
negatividad para las variables de decision, estoesn > 1y m = 0.

Sea X C R™ un conjunto convexo y abierto, con una funcién dos veces diferenciable f : X — R,
estrictamente céncava y la restriccion de no negatividad para la variable de eleccién, entonces el
problema a resolver es

max f(x)
sa.z; > 0

para ¢ = 1,2,..,n.
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Supongamos que existe un x* € X solucién del problema, entonces se tiene que para todos los
puntos vecinos z* + Az se cumple la siguiente desigualdad:

f(x*) > f (2" + hAz) (5.32)

donde Ax es una direccién de movimiento en X C R"™ y h es un nimero real positivo arbitraria-
mente pequeno. Por ser f dos veces diferenciable utilizaremos el desarrollo de Taylor en el segundo
miembro de la ecuacién 5.32 alrededor de x*, obteniendo lo siguiente

0 102
N f

57 (0 AT + o (o7 + 0 (hAw)) (hAa)? (5.33)

f(z*+ hAzx) = f(z¥)
con0<f<1l y0O<h<l.
De las expresiones 5.32 y 5.33 se obtiene la siguiente desigualdad
af 10%f 9
[ 2 @)+ B (@) b+ S (0 0 (D)) (hAw)?,

eliminando f (z*) de ambos lados se tiene

of 10%f 2
— (z*) hAz + =—= (2" + 0 (hAx)) (hAz)” <0 5.34
Ly naw 250 (@ 0 (1) () < (534
la cual es una condicién necesaria para un maximo local en z*.

Nuevamente estamos ante una situacién con dos casos. Un caso es que z* sea un punto interior

de la regién factible y el otro que x* sea un punto frontera o de contorno de la regién factible.

Casol Si z* es un punto interior entonces x* > 0, y por ser * méaximo del problema se tiene que

gi (z*) = 0 para toda i = 1,2,...,n,
lo que implica que la ecuacién 5.34 puede expresarse como
1 0%f 2
——(z* A Az)” <0. .
5 92 (z* + 0 (hAx)) (hAx)” <0 (5.35)
Obsérvese que
ﬁ (" + 0 (hAx))
0x?

es la matriz de segundas derivadas parciales de f, y también que la expresiéon del lado
izquierdo de la desigualdad 5.35 es una forma cuadratica. Por otro lado, sabemos que cuando
la funcién f es céncava la forma cuadratica es semidefinida negativa sin importar que forma
tienen las h, lo que nos lleva a las mismas condiciones de la programacion clasica; por lo
tanto, se puede escribir la ecuacién 5.35 en forma desarrollada como sigue

0*f o*f .

a—x% COR or1 2, (z") hiAxy

% (hlALUL..,hnACL’n,) :
’ 0 f 0% f hn Az,

oxnx1 Ox2

*

(z7)
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de tal forma que la expresién 5.35, también se puede escribir como

% (hAz)* % (z* + 0 (hAx)) (hAx) < 0. (5.36)

Lo cual es una condicién necesaria para un méaximo local en x*.

Caso 2 Supongamos ahora que z* es una solucién de contorno o frontera de la regién factible del
problema, esto es:

_ * % * * ok *
T = (xl,x2, oy Ty Ty Ty 1 ..,:cn)

con xj = 0 para alguna k.

Para visualizarlo supongamos n = 3, y que z*es una solucién de la forma (0, x3, x%), grafi-
camente tendrfamos la figura 5-5.

Figura 5-5 Un punto frontera

Obsérvese que la tnica direccién posible para la cordenada 7 es hacia el interior del octante
positivo, puesto que las condiciones de no negatividad restringen el problema a dicha region
factible. Por lo tanto hAz} > 0.

Sin perdida de generalidad, para el caso de n variables sea z; = 0 la k—ésima entrada de
x*, y sea x; > 0 para toda ¢ # k con © = 1,2, ..., n, entonces hAzj > 0. De la ecuacién 5.36
y desarrollando en zj se tiene que

of .

1 9%f

de donde por ser h > 0 podemos dividir la ecuacién anterior entre h sin alterar la desigualdad.
Después haciendo tender h a cero se tiene

af
— (7)) Az <0
y sabemos que Az > 0 por ser z; un punto frontera o de contorno, por lo que se deduce
que:
0
o @ <o.

ox
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Resumiendo, en ambos casos se tiene que la primera derivada con respecto a x* se anula
necesariamente en una solucién interior, esto es, cuando z* > 0; y en el caso de una solucién
frontera o de contorno, es decir z* > 0, la primera derivada es necesariamente menor o igual a
cero.

De lo anterior podemos inferir que una condicién necesaria es

—~0f
ox

1=1

(x*) x: =0,

y en general las condiciones necesarias para que z* sea solucién del PPCNN estdn determinadas
por

af * n

7, @) =0

;% (x")zf = 0

x; > 0
paratoda: = 1,2,... n.

Teoremas que establecen las condiciones de Kuhn
Tucker en el caso mas general

En esta seccion, enunciaremos los teoremas que nos llevan a establecer las condiciones que debe
cumplir la solucién para un problema de programacion céncava con condiciones de no negatividad,
a partir de los resultados de la programacién concava analizados en el capitulo 4.

Recordemos el problema de programaciéon céncava PPC

max f(x)
sujeto a g;(z) = 0
para 5 = 1,2,..,m,
el cual definimos con anterioridad en la pagina 84, y recordemos también que el problema PPC
cumple la condicién de Slater definida en la pdgina 95. Dadas g1, go, ..., gm : X — R céncavas con

X C R", existe T € X tales que g;(Z) >0 para todo j =1,2,...,m.
Utilizando el resultado del teorema 22 (ver pagina 105) establecemos los siguientes teoremas.

Teorema 23 (A) Sea X C R™ un conjunto convezo y abierto. Sean

f>91>92>---a9m3X—>R

funciones concavas y contiuvamente diferenciables, si x* es solucion de PPC'y si ademds se satisface
la condicion de Slater, entonces existe \* € R tal que
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) + Z A2 agﬂ =0
(ii) g;(x) 20
(i) S0 (g () = 0
j=1

paratodai=1,2,...nyj=1,2,...m
Teorema 24 (B) Sea X C R™ un conjunto convexo y abierto. Sean

f7g17g27---7gm:XHR

funciones concavas y contiuamente diferenciables. Si x* € X es factible para el problema PPC, y
ademds existe \* € R tal que se cumple

0) oL @)+ 3028 () =

(i) DA (95 (a) =0

para todai=1,2,..,ny 7 =1,2,..,m. Entonces x* es solucién para el problema PPC.

Obsérvese que las condiciones (i) y (zii) del teorema 23 corresponden a las condiciones (i) y
(1) en la hip6tesis del teorema 24.

Finalmente definiremos los teoremas que resuelven el problema que definimos al principio
de esté capitulo al que llamamos PPCNN. Estos teoremas se desprenden de los dos teoremas

anteriores y son la base para obtener las condiciones de Kuhn Tucker, que caracterizan la solucién
al problema PPCNN.

Teorema 25 (A’) Considérese un problema del tipo PPCNN, entonces si x* es solucion y se
cumple la condicion de Slater, entonces existe \* € R tal que:

(ii)’ Z (af )+ ijagajiggf) (x*)) <0
(it 3 (9 () = 0

(iv)’ g;(a*) Z 0
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paratodai=1,2,..nyj=1,2,..m

Teorema 26 (B’) Considérese un problema del tipo PPCNN y sean

f7g17g27---7gm:XHR

funciones concavas y contiuamente diferenciables. St x* cumple las restricciones del problema, y
existe \* € R tal que

(1)’ ) + Z N ag] =)

II/\
o

(i) Y (gf +Z)\ agﬂ ) 2r =0

(i) DX (95 (7)) = 0
(iv)’ g;(a*) 2 0

paratodai=1,2,...,ny j=1,2,..,m. Entonces z* es solucién del problema PPCNN.

Por lo que las condiciones de Kuhn Tucker quedan establecidas por las cuatro condiciones
del teorema 26, y por la condicién de no negatividad, las cuales se resumen en las siguientes
condiciones parat=1,2,....ny j=1,2,...m

8x¢<x>+;)\j8xz( ) =0
> (o i) - o

>
L%
S
—
8
N
I
[a=)

IAVARIAYS
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Soluciones a los problemas planteados en el capi-
tulo 1

Un problema geométrico

El problema planteado en la pagina 19 es el siguiente

max f(z1,x2) —822 — 1023 + 121129 — 5021 + 8024

sa. 1—x;1—x29 =2 0
2 — 872 —10z5 = 0
r1,13 2 0

Se puede ver que tanto la funcién objetivo como las restricciones son funciones céncavas y con-
tinuamente diferenciables, por lo tanto podemos usar las condiciones de Kuhn-Tucker (ver pagina
129). Sea n = 2 y m = 2, entonces las condiciones de Kuhn-Tucker son las siguientes

Condicién i)

A
o

39
)\* J *
&Uz )+ Z J 8:6
para todoi,j = 1,2
y resolviendo para nuestro problema particular se tiene que
(—16x1 + 1229 — 50, 1227 — 2022 + 80) +

+)\1 (—1,—1)-'-)\2( 161’1,—2%2) (0 0)

por lo que la expresién anterior genera las dos condiciones siguientes
—161'1 + 121‘2 — 50 — )\1 — 161‘1)\2 é 0
121‘1 — 20$2 + 80 — )\1 — 21’1)\2 § 0.

Condicidn ii)

‘]_
por lo tanto
(—161‘1 + 121’2 — 50 — )\1 — 16)\21’1) 1+

+ (121‘1 — 201’2 + 80 — )\1 — 2)\21’2) To = 0.
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Condicidn iii)
2
* *\
E A;gj(a") =0
Jj=1

es decir
A (L—ay —22) + Ag (2 — 827 —23) =0.
Condicién iv)
gj (z*) 2 0 para todo j = 1,2
es decir

1—1‘1—1‘2

2 2

IV 1V
o

Condicién v)
xf 2 0 para todo i = 1,2

es decir

X

IV 1V
o

T2
Condicién vi)
A; 2 0 para todo j = 1,2

es decir:

A1
A2

IAVAIAYS

Si bien, estas condiciones caracterizan a la solucién de nuestro problema, no es facil deducir de
ellas donde se encuentra, es decir las condiciones de Kuhn Tuker en la practica no son muy ttiles
para calcular dicha solucién.

En este caso, si nos fijamos en la grafica de la pdgina 20 se tiene que

ot = (a1, 73) = (0,1)
resulta ser la solucién, y dado x* se obtiene que
A" = (A1, A5) = (60,0)

de donde se observa que x* y \* satisfacen las condiciones de Kuhn-Tuker.
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Maximizacion de las ventas de una empresa

Resolveremos el problema planteado en la pdgina 20 cuya forma estandar esta dada por

mix1(Q) = 32Q — Q?
sa. —2Q°+24Q —14 = 0
Q = 0,
en donde las condiciones de Kuhn-Tucker son:
)+ Z NSL ) £ 0

=1

1 1 89‘
* J * *
Z(a@ +lejaxi(:c ))xi =0

0

IV IV IV

32-2Q+A(—4Q +24) £ 0 (5.37)
(32—-2Q + A\ (—4Q +24))Q = 0 (5.38)
A(—2Q*+24Q —14) = 0 (5.39)
—2Q°4+24Q - 14 =2 0 (5.40)

Q = 0 (5.41)

A =0 (5.42)

Para encontrar la solucién, suponemos que ¢ = 0, entonces de la ecuacién 5.37 se tiene que
PR —%, lo cual nos lleva a una contradiccién en la ecuacién 5.42, de donde se deduce que

Q > 0.
Por el resultado anterior se debe cumplir que
32 —-2Q + A (—4Q +24) =0, (5.43)

lo que nos lleva a una ecuacién en dos variables.

Por otro lado sabemos que ) > 0, entonces A >0 o A = 0.

Si suponemos que A = 0, entonces () = 16, pero si utilizamos este valor en la ecuacién 5.40
llegamos a una contradiccion pues

—2(16)* + 24 (16) — 14 = —142 % 0,
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por lo tanto A > 0, de donde se deduce que
—2Q%* +24Q — 14 =0,

resolviendo esta ecuacién de segundo grado se tiene que

1 =1
Q, = 11.
Si suponemos que QQ* = 1, no se satisface la ecuacién 5.43 pues hace que A = —%, por lo tanto
Q" =11,
de donde se obtiene que
A= L
S 2

entonces (Q*, \*) = (11, %)es la solucién a nuestro problema ya que satisface todas las condiciones
de Kuhn-Tucker. Por lo tanto la produccién maximiza las ventas con (Q*,\*) = (11,1).

Problema del consumidor

Contamos ahora con la herramienta necesaria para poder resolver el problema del consumidor
planteado en el capitulo 1 en la pagina 22, el cual propone que el consumidor desea obtener la
mdxima utilidad al consumir una canasta con cuatro tipos de bienes, y donde su funcién de utilidad
es del tipo Bernoulli (ver definicién en la pag 127), es decir:

4
Z a;log (z; + b;)

max U(xy, X2, T3.24)

=1
S.8. P1¥1 + Pa%o + P3¥s +pars = M
con ry, Ty, x3x4 = 0.

Se tiene que si z* es solucién del problema y satisface las condiciones de Kuhn Tucker entonces
sabemos que existe A* un real no negativo tal que cumple con

af *agj * <
gz 2 0
r; 2 0
Ag(x*) = 0

- *agj * *
—1 <8:ck )\ 8:51( >) i = 0
N> 0

paratodoi=1,2,..nyj=1,2,..m
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Aplicando las condiciones de Kuhn Tucker al problema se tiene

ag
—Npe £ 0 5.44
ZL‘Z—I—bk Pe = ( )
4
M= "pa; =0 (5.45)
=1
=0 (5.46)
4
A* (M—Zp,w:) S (5.47)
=1
4 a
k
-\ ., = 0 5.48
S (g ) (5.48)
A =0 (5.49)

para todo k =1,2,3,4.
Entonces de la ecuacién 5.44 se deduce que
(493

- < \*pi, para todo k =1,2,3.4

lo cual se puede expresar como

1
( *ak >—§)\* para todo k = 1,2, 3, 4.
xk+bk Dk

Por la hipétesis del problema y de la definicién funcién de utilidad Bernoulli se sabe que los valores
ar > 0,bp > 0y pr > 0, de donde se deduce que \* es estrictamente positivo, de este hecho y
utilizando la condicién 5.47, se establece la siguiente igualdad

4

M—Zp,wf:o

i=1

por lo que la solucién del problema estd en el hiperplano

4
> pap =M (5.50)

=1

ademés utilizando la condicién 5.44 se tiene que para todo k = 1,2, 3,4

<\
T+ b, — Pr
es decir a
o < (a4 )
lo que podemos expresar como
a
i — bk > xz
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Obsérvese que zj, nos indica cudl debe ser el consumo del individuo de cada uno de los cuatro

bienes que existen en el mercado, demostraremos que ese consumo esta dado por la siguiente
cantidad

Zp = max (O, & — bk) para todo k = 1,2, 3, 4.
A'Dr,

Para demostrarlo supondremos dos casos, primero suponemos a xj, > 0 y después que zj = 0,
basados en las condiciones de no negatividad del problma.

Caso zj > 0 De las condiciones 5.44 y 5.48, se cumple para todo k =1,2,3,4

ag
-\ zr =0
(IZ t by pk) k

y por hipétesis z; > 0, por lo que se deduce

Qg
—Npp =0
xz + by, Pr
es decir a
k
= — bk =27 >0
A Dy F
entonces

Ty = max (0, # — bk> para todo k = 1,2, 3, 4.
APk

Caso 7}, = 0 Nuevamente de la condicién 5.44 se tiene que:

ag
A*py,

— by < 23 =0 para todo k = 1,2,3,4,

lo que contradice la condicién de no negatividad en la ecuacion 5.46, de donde se deduce que

*

T = MAax (O, & — bk) = 0 para todo k = 1,2, 3,4,
Dk,

ya que el individuo no puede consumir cantidades negativas de ninguno de los bienes.
Entonces de ambos casos podemos concluir que la solucién del problema esta dada por
a
*

Ty = max (0, —k bk) para todo k = 1,2, 3,4,
APk

obsérvese que z} esta en términos de A", la cual es una variable positiva. Ahora sabemos que la
solucion debe satisfacer la ecuacién 5.50, es decir

4
S pimax (0, Ak bk) = M. (5.51)
i=1 A"

Entonces debemos buscar el valor de \*, de tal forma que se cumpla la ecuacién 5.51.
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Para poder analizar como debe ser \*, definamos la funcién F' : R,, — R dada por

4
[ ag
F(\) = ;max (0, —— — b |, 5.52
=3 (0525 ) (552

en donde la solucién grafica consiste en encontrar A* tal que cumpla con M = F(\*), es decir:
A

M=F(A*) 7/

v

A,*
y para simplificar la ecuacion 5.52, hagamos el siguiente cambio de variable
1
M - )\7

entonces la funcién queda definida por:

Gu) = i pi méx (0, Z_Z“ . bk) . (5.53)

i=1

Sabemos por hipétesis que ag,br y pr son constantes positivas, supongamos que el individuo
consume unicamente del bien tipo 1, entonces la funcién en la ecuacién 5.53 toma la forma:

G(n) = m <%M - bl)

b1
= a1 — plbla (554)
en donde su gréfica corresponde a una linea recta con pendiente positiva a; y ordenada al origen

—p1b1, es decir
A

G(u) = ajuy — pabs

—p1b)/
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La solucién al problema es el conjunto de puntos de la funcién que quedan dentro del primer
cuadrante donde i, es el valor p que hace que la funcién G(u) sea igual a cero.
Anélogamente si suponemos que ahora consume de los 2 primeros tipos de bienes se tiene que

G(p) = (a1 + az) pp — (p1b1 + p2bo) (5.55)

lo cual representa como en el caso anterior la ecuacién de una recta, pero ahora con pendiente
mayor. Y [y = % es el valor que hace cero a la funcién G(u), la gréfica es muy parecida al
caso anterior. Haciendo un razonamiento andlogo para los otros dos tipos de bienes y dibujando

sus graficas en el mismo plano, se tiene la figura

A

YA

donde se cumple la condicién
0<py =g = pg = puy

Ahora, si consideramos la suma de G(u) se obtiene la figura
A

T

[L1 H2 M3 Ua

por lo que podemos decir que la demanda del individuo dependerd de la renta, es decir si la renta
es muy pequena solo demandara el primer tipo de bien, si la renta es mayor podrda demandar de
los otros tipos de mercancias, entonces la demanda 6ptima de cada tipo de bien estd dada por:

v

Zp = max (O, %u — bk) para todo k =1,2,3,4.
Pk

Donde para calcular el valor de p, solamente necesitamos conocer el valor de la renta M.
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Capitulo 6

El problema del consumidor cuando la

funcion de utilidad es Bernoulli

Planteamiento del problema

Definamos ahora la funcién de utilidad Bernoulli.

Definicién 12 Sea U : R} — R la funcion de utilidad Bernoulli dada por:
Ulzx) = Z a;log (x; +b;).
i=1

Donde a;,b; >0 Vi=1,2,...n y ademds Y a; = 1.
i=1
Y con ella, definamos ahora un nuevo problema, que estd dado por:
Problema 6
max U (x)

r

A

n
S.a. E DiT;
i=1

con x; > 0

para toda i = 0,1,2,.n

127
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El cual podemos transformar en el siguiente problema de programacion céncava con restriccio-
nes de no negatividad.

Problema 7

max U (z)

n

s.a. T—Zpixi = 0
i=1
con r; = 0

para toda i = 0,1,2,..n

Este nuevo problema es muy parecido al problema PPCNN 5 que se definié en el capitulo
6 (ver pdgina 109). Y ahora podemos enunciar las condiciones de Kuhn Tucker, las cuales nos
caracterizan las soluciones.

Supéngase que cumple la condicién de Slater (ver pdgina 95). Ademds por la hipotesis del
problema 7 se tiene que U (z) es una funcién céncava y la unica restriccién del problema

g(x)=r— Zpifcz‘
1=1

también es una funcién céncava. Si ademds tomamos precios positivos p; > 0Vi =1,2,...,n y una
renta r > 0, nos queda que el conjunto factible de la funcién es un conjunto compacto, en general
es un simplejo, como en el problema 2.

Y andlogamente por el teorema de Weierstrass que nos dice que toda funcién continua definida
en un compacto alcanza su mdximo y su minimo, podemos asegurar que existe z*soluciéon del
problema 6. Por otro lado, sabemos que el problema satisface la condicién de Slater.

Solucion del problema

Sea z*soluciéon del problema 7, por las condiciones de Kuhn Tucker entonces sabemos que
existe A" un real no negativo tal que cumple con

axi(xngjaxi(x) <0
gt z 0
r; 2 0
Ng(x*) = 0

—~(Of o w99 0\ e
> (axk(x)Jr)\axi(x)) P=0

>
*
1\
o
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paratodoi=1,2,..nyj=1,2,..m.
Aplicando las condiciones anteriores al problema 7, con la funcién de utilidad Bernoulli se
tiene:

Qg

P Npr, = 0 (6.1)

r— ipi:c;" = 0 (6.2)

- zy, 2 0 (6.3)

A" (7“ — ipwf) =0 (6.4)
i=1

( L —)\*pk) zt = 0 (6.5)

Pt Ty + by
A2 00 (6.6)
para todo k= 1,2, .., n.
Entonces de la condicion 6.1 se deduce que:
ay
SN
x,*; + b — Pr

es decir

( ay, )i<)\*
:c,*;—i—bk DE

y por hipétesis ay, b, pr > 0, lo que nos lleva a afirmar que \* es estrictamente positivo.
Por otro lado, utilizando lo anterior y de la condicién 6.4 se deduce que:

T—Zpkx};:() ya que \* >0
k=1

es decir la solucién del problema esta en el hiperplano

n
*

§ PrTy =T,

k=1

ademés de la condicion 6.1, se obtiene que:

ay

< N
T+ b — Pr
Qy;
— = (x4 b
de donde se obtiene la siguiente desigualdad:
Ok - bk > xz
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Obsérvese que zj nos indica cual deberd ser el consumo por el individuo del k-esimo bien. Ahora

solo falta demostrar que:
a

f—max (0, —— — b
Zlfk max(,A*pk k)

Para ello supondremos dos casos, primero suponemos zj > 0 y después suponemos que zj; = 0,
lo anterior por las condiciones de no negatividad del problema.

Caso 2 Sea zj > 0 entonces de las condiciones 6.1, 6.5 y de la condicion de factibilidad 6.3 se
deduce que:

( xfcj—bi — )\*pi) ;=0 Vi=1,2,..,n

en particular la ecuacion anterior se cumple para © = k, de donde se obtiene

ag
< :c,*;—i—bk pk) Tk

por hipdtesis tenemos que xj, > 0 por lo que se deduce que

Qg

— N =0
SL’Z + by, Pr
de donde se tiene i
— —bp=x,>0
A" Dy F

es decir
, ag
xy=max [0,—— — b

Caso 3 Sea x;, = 0, entonces de la condicion 6.1 se tiene que:

Qg

m — bk < 7= 0
APk =
es decir # —by £ 0
APk

de donde se deduce que
a

. k
r;=max |0,—— — b, | =0
‘ ( A pr. k)
por lo tanto en cualquiera de los dos casos se tiene que:
, Qg
xy=max [ 0,—— — by | .
‘ ( A" pr, k)
De lo anterior por estar zj en términos de A,entonces sabemos que la solucién al problema esta
sobre el hiperplano
D peri =T
k=1
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por lo tanto tenemos que buscar A > 0 tal que cumpla

k=1
- a

- Yo (5 )
k=1 Pr

definamos una funcién F': R, — R dada por

F(\) = Zpk max <0, % — bk)
k=1

k

graficamente tendrfamos que el problema se reduce a buscar una A tal que cumpla

A

F(A) =r //’

entonces

> =

y para simplificar la expresion hagamos el siguiente cambio de variable sea u =

definimos:

G(p) = prmix (0, Z—Zu - bk) :

k=1

Obsérvese que por hipdtesis se tiene ay , pr ,br > 0 de donde la gréfica de G (i), por ejemplo
para k = 1 seria

i a
G (p) = p1 méx (0, — - bl)
Y41

donde tenemos una recta con pendiente positiva a; y ordenada al origen —p;b; graficamente se
tendria lo siguiente:



132 El problema del consumidor cuando la funcién de utilidad es Bernoulli

A

G(u) = arp1 — p1by

~piby] Hi = (p;?1 ’O)

obsérvese también que p; es el punto donde la funcién se hace cero, es decir sin pérdida de
generalidad se tiene que para k£ = ¢ su cumple a;u; — p;b; = 0 de donde a;u; = p;b; por lo que
_ pibi
=

L donde p; cumple que:

Graficamente por separado para cada p;, con ¢ =1,2,..,n se tendrfa:

A

/

Hi o pH2  o...ftn

se cumple que 0 < p1; < gy < pug S o < 1, vya que es la suma de términos no negativos, ahora
si se considera la suma G (p) graficamente se veria de la siguiente forma:

A

‘ »

H1 M2 U3 U4 .
donde r es la renta del consumidor, por lo que la demanda de éste dependerd de la renta para
encontrar el valor de \, por lo que el punto 6ptimo seria:

xr; = max <0, %u - bi) .
Di




El problema del consumidor cuando la funcién de utilidad es Bernoulli 133

Si la renta es muy pequena solo demandard de un solo tipo de mercancia, si la renta es mayor
entonces podrd demandar m&s mercancias donde la variable

_ pibi
=

2%

p; = precio de la mercancia ¢
b; = pondera la satisfaccién del consumidor
a; = pondera las preferencias del consumidor para adquirir la mercancia del tipo 1.
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Capitulo 7

Conclusiones

En el grupo de trabajo de economia matemadtica y teoria de juegos de la Facultad de Ciencias,
y en particular, en el seminario de tesistas, hacemos un esfuerzo por generar material y sugerir
ideas didéacticas a los profesores, para la ensenanza de temas de matemaéticas con aplicaciones a
la economfa.

Con ese epiritu, en un principio este material surge con la idea de estar dirigido a estudiantes
de economfia, sin embargo la primera reflexién que hago con este trabajo, es percatarme de la gran
dificultad que existe para disenar material que lleve de la mano a dichos estudiantes, a abordar
tematicas tan complejas como el teorema de Kuhn Tucker.

Por este motivo reduje mis expectativas iniciales, a un trabajo de un nivel intermedio que
resulta de utilidad a los estudiantes de las carreras de actuarfa y de matemaéticas interesados en la
problemdtica econémica. Lo anterior lo he constatado a través de mi experiencia como ayudante
en la Facultad de Ciencias, pues una buena parte de este trabajo ha sido utilizado en los cursos
de economia I y II, asi como en seminarios de matematicas aplicadas a la economfa.

Dando como resultado una mejor comprensiéon de la problemédtica econémica, en particular
me refiero a los capitulos 4 y 6, en donde se resuelve el problema del consumidor, pues al ser
abordados en clase permiten que los alumnos entiendan cémo se forman las demandas para los
diferentes tipos de bienes, y posteriormente al utilizar estos resultados en teméticas como la teoria
del equilibrio econémico general, los alumnos logran moverse con soltura.

Como es sabido, introducir el aspecto geométrico ayuda al estudiante a aprovechar su intuicién
y lograr una mayor destreza para comprender y resolver problemas. Con base en ello, uno de mis
mayores propositos fue hacer mucho hincapié en el aspecto geométrico y por este motivo, me di a
la tarea de complementar en la medida de lo posible tanto los ejemplos como la teorfa con graficas.

Con respecto a la colecciéon de ejemplos que se incluyen en el capitulo de motivacién, la gran
mayorfa se plantean sobre probleméticas econémicas, ademds se buscaron de tal forma que no
puedan resolverse por sustitucién; asf los estudiantes se ven obligados a plantear problemas dozfgg?
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aparezcan restricciones. Por otro lado, sin descuidar el propésito de ser pedagdgicos, primero se
plantean ejemplos sencillos en los que se puede ver su solucién geométrica, y posteriormente una
vez que se cuenta con la teorfa, retomarlos y resolverlos de forma analitica, verificando asi la
solucién. Cabe senalar que no sélo nos remitimos a ejemplos sencillos, pues también se incluyen
otros ejemplos més complicados, que sélo pueden ser resueltos de manera analitica, con el objeto
de resaltar la utilidad de la teoria que aqui se demuestra.

En el camino, también me encontré con una diversidad muy grande de formas de abordar
esta problemadtica; simplemente al plantear el problema estdndar algunos autores lo consideran
como maximizar y otros como minimizar, por supuesto todas sus demostraciones varfan segin el
planteamiento del problema. A mi parecer esto lejos de ayudar, complica la comprensién de estos
temas; a raiz de ello y para aprovechar que los alumnos conocen la notacién usual del célculo
diferencial y el dlgebra lineal, todas las demostraciones de los capitulos 2, 3, y 5 estdn tratadas
con dicha notacién. Es preciso senalar que los teoremas de programaciéon céncava usualmente
no se incluyen en los cursos de la Facultad de Economia, por lo que estd tesis proporciona una
alternativa a los profesores que quieran incluir estd temética.

Por 1ltimo quiero hacer énfasis en lo siguiente, después de haber realizado estd tesis, me queda
la espinita de seguir trabajando para generar material a los economistas, pues considero que si
bien las matemadticas no son la tinica herramienta para los economistas, son de gran utilidad para
ayudar a modelar y comprender fenémenos sociales.
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