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El trabajo de investigacion realizado en la preparacion de [1] y [2] esta
dedicado a estudiar las implicaciones de un espacio-tiempo intrinsecamente
no conmutativo, entendiendo esto como un algebra no conmutativa de los
operadores del espacio del Hilbert que representan a los observables de
posicion. Dos formas de abordar este problema son introducidas al nivel de
mecanica cuantica.

Posteriores extensiones al caso de Teoria Cuantica de Campos [3] y [4]
ofrecen resultados importantes sobre la forma en que cantidades invariantes
bajo ciertas simetrias se modifican en el caso no-conmutativo, asi como
una método para introducir campos de particulas en tal formalismo.
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Motivacion

El problema mas basico de la fisica moderna es conjuntar la Gravitacion
con las otras 3 interacciones fundamentales en una Teoria de Gran
Unificacion.

En el contexto de la filosofia reduccionista de la Fisica, ésta ha sido exitosa
en construir teorias de unificacion que describen una vasta cantidad de
fendmenos con un el menor nimero de conceptos. La primera Teoria de
unificacién fue la Mecanica Clasica de Isaac Newton, contenida en sus
Principia de finales del siglo XVII (1687), que dio una explicacion
mecanicista a todos los fendémenos conocidos hasta principios el siglo XIX.
La segunda gran teoria de unificacion surge en la segunda mitad del siglo
XIX (1864) con la descripcion del electromagnetismo mediante las
ecuaciones de James C. Maxwell y que a su vez corresponde a la primera
teoria de campo, proporcionando a la interaccion electromagnética de una
velocidad finita de propagacion de sefiales (la velocidad de la luz).

Durante las primeras décadas del siglo XX nuevos fendmenos en la fisica
fueron descubiertos, a saber: 1) Las interacciones nucleares fuertes,
asociadas con el nucleo atomico, 2) Las interacciones nucleares débiles,
responsables de los procesos de decaimiento nuclear. No fue sino hasta la
segunda mitad del siglo XX que se logré interpretar el “zooldgico” de
particulas subatomicas, conocidas hasta entonces, en términos del modelo
de Quarks, basado en la invarianza del Lagrangiano de Teoria de Campos
para las interacciones fuertes bajo el grupo SU(3). Igualmente la
Interaccién Débil, modelada por la teoria de Yang-Mills en el caso del
grupo de simetria SU(2), pudo ser exitosamente unificada con la teoria
electromagnética, U(1), en una teoria Electrodébil, tras la prediccion y
posterior descubrimiento de los 3 bosones mediadores de dicha interaccion.

El producto de estos desarrollos ha sido el Modelo Estandar, basado en la
descripcion de la materia por medio de una teoria cuédntica de campos
invariante bajo el grupo de simetria SU(3)xSU(2)xU(1). Esta teoria es uno
de los pilares de la Fisica moderna y también es un ejemplo de lo que por
definicion debe ser capaz una teoria de unificacion.

De igual forma los trabajos sobre Relatividad Especial y General de
Einstein de principios del siglo XX (1905 y ~1915 respectivamente),
proporcionaron a la fisica de una teoria unificadora, mediante una
descripcion elegante en el lenguaje de la geometria, para el mundo
macroscopico y el Espacio-Tiempo. Este formalismo ha permitido describir
y predecir fendmenos de la astrofisica con gran precision y que en el limite



de “bajas velocidades” recobra el modelo construido por Newton varios
siglos atras.

La Relatividad especial es perfectamente adaptable tanto a la Mecénica
Cuéntica como a la Teoria Cuantica de Campos, pero por la naturaleza
geométrica de la Gravitacion, la unificacion de esta con las interacciones
electrodébiles y fuertes no ha sido posible hasta ahora.

Contar con una descripcion microscopica del espacio-tiempo y de los
fenomenos que ocurren a escalas de ¢, (longitud de Planck).

Aunque a escalas atomicas los efectos del campo gravitacional son
despreciables por varios érdenes de magnitud en los calculos de espectros
de energias, se cree que al incrementar la escala de energia (disminuir la
escala de distancia) a ordenes tales como los que tuvieron lugar en los
primeros instantes del universo después del Big Bang, todas las
interacciones fundamentales juegan un rol esencial y los efectos de cada
una son lo suficientemente grandes como para no poder ser descartados; asi
es que una formulacion cuantica del campo gravitacional y por lo tanto de
la geometria del espacio-tiempo, serd necesaria en la descripcion de dichos
fendmenos a esas escalas.

La existencia de una escala de longitud fundamental como una manera de
corregir los problemas de cantidades con valores infinitos que plagan las
teorias de campos en los regimenes UV /IR poniendo cortes para las
integrales divergentes.

Es bien sabido que uno de los problemas mas grandes en las teorias de
campo son las divergencias que surgen en los calculos de diagramas de
Feynman en los desarrollos perturbativos. Los métodos de renormalizacion
y teorias efectivas utilizadas en algunos casos corrigen una gran cantidad
de esos problemas, proporcionando a los fisicos de cantidades finitas
concordes con las observadas en aceleradores. Sin embargo para el caso del
campo gravitacional no ha sido posible hasta la fecha construir una teoria
cuantica renormalizable. Una posibilidad para lograr esto pudiera ser el
agregar cortes a las integrales de espacio fase de manera similar a lo que se
hace en los métodos de renormalizacion, pero donde la manera natural de
introducir este corte en la teoria sea a traves de alguna funcion de 4,

Un argumento conducente a establecer la existencia de una escala de
longitud fundamental del orden de la longitud de de Planck proviene del
siguiente razonamiento:



Del principio de incertidumbre de Heisenberg se tiene que AxAp(l 7. Esto

T : : , hic
implica una incertidumbre de energia del orden ~ Ay c Y una
correspondiente masa inercial 7, = A Ahora bien, por el principio de
equivalencia tenemos que
h
m, =m, =—-.
cAx

Esta masa gravitacional a su vez genera un campo gravitacional.
Consideremos por simplicidad que este campo es de simetria esférica,
entonces estara dado por la métrica de Schwarzschild

2
ds* = (&~ 2 ap 2 (sin? 0-d g +do)——
, | 2km
I’CZ
3
(k =6.67x10% - ~ ). En el horizonte la masa gravitacional calculada
ar-s
conduce a
2km  2kh
r=—"H"=73
c c’Ax
o Ag.r :@ <0, =(16x107) em?
C

Asi, la longitud de Planck £, aparece como un limite inferior a una posible
medicion de precision de la posicion, y distancias mas pequefias no parecen
tener significado operacional.

Consecuentemente, sencillos argumentos de la mecanica cuantica
(principio de incertidumbre) y la relatividad general (principio de
equivalencia) parecen sugerir que no tiene sentido seguir modelando el
espacio-tiempo como una variedad diferencial para describir fenomenos a
escalas de ¢, y que otro tipo de teorias son necesarias.

Diversas teorias que abordan estos problemas han dado lugar a nuevas
corrientes de estudio dentro de la Fisica, los enfoques son variados y
algunos radicalmente distintos.

De hecho uno de los fundadores de la Mecanica Cuantica, Werner
Heisenberg, fue el primero en sugerir la posibilidad de usar una estructura
no conmutativa para las coordenadas del espacio tiempo a escalas de
longitud muy pequeias, con la finalidad de introducir un corte ultravioleta
en las teorias de campo. Posteriormente von Neumann desarrollo una teoria



“geométrica”, basada en las llamadas algebras-C~ conmutativas, como
resultado de su estudio de los espacios cuanticos como el del espacio fase
asociado al algebra de Heisenberg ordinaria; este fue el nacimiento de la
“Geometria Noconmutativa”. A. Connes (et al, 1980’s) desarrollo la
generalizacion para la teoria de von Neumann para el caso de algebras-C
arbitrarias; en dicha generalizacion es posible construir estructuras
algebraicas analogas a los operadores diferenciales e integrales en
geometria y que constituye toda un area nueva de estudio de las
matematicas. La geometria no-conmutativa de Connes permite considerar
algebras no-conmutativas como la representacion espectral de las
“variedades” en donde las teorias fisicas toman lugar y donde se tiene una
nocién de no-conmutatividad del espacio-tiempo 6 donde por consecuencia
el concepto de “puntos” sobre la variedad no existe.

Una perspectiva diferente es la que proviene de la Teoria de Cuerdas, la
cual propone que los constituyentes del universo son cuerdas vibrantes
(evitando asi el concepto de puntos geométricos) y que cada uno de los
diversos modos en los cuales estas pueden encontrarse da lugar a una
particula (fermionica o bosonica). En la version méas moderna de esta teoria
[5] se han encontrado indicadores de una no-conmutatividad de las
coordenadas en el espacio de Branas. Del estudio de las cuerdas abiertas
cuyos extremos yacen en una D-brana, con condiciones de frontera y bajo
la influencia de un campo externo (que juega el mismo papel de un campo
magnético), se ha mostrado que tras realizar una cuantizacion canodnica del
sistema las coordenadas que describen la D-brana de volumen de mundo
son no conmutativas. Ademas dicha no conmutatividad toma la forma de
una deformacion de un algebra de las funciones clésicas en los desarrollos
a nivel arbol (en la serie perturbativa de la teoria), sustituyendo los
productos ordinarios de funciones por el celebrado producto “ (estrella)
no-conmutativo reanimando el interés en teorias no-conmutativas por parte
de la comunidad de fisicos.



Con el proposito de explicar el origen dindmico del 4lgebra no conmutativa
arriba descrita M. Rosenbaum, J. D. Vergara y L. R. Juérez iniciaron un
trabajo de investigacion basado en el formalismo de Weyl-Wigner-
Groenewold-Moyal, parte del cual aparecid en [1].

Formalismo de Weyl-Wigner-Groenewold-Moyal en Mecanica
Cuantica

El formalismo de Weyl-Wigner-Groenewold-Moyal es un lenguaje que
permite relacionar el 4lgebra de operadores de la mecanica cuantica sobre
un espacio de Hilbert y un algebra de funciones en el espacio fase de la
mecanica clasica [6], [7]. Dicho formalismo puede ser utilizado para el
caso de un algebra de Heisenberg extendida con el objetivo de modelar la
no-conmutatividad del espacio-tiempo a través de los operadores de
posicion y sus consecuencias para los equivalentes clasicos de Weyl.

Algebra de Heisenberg.
Valores de expectacion para operadores de Schroedinger

Introduciendo una distribucién de cuasi-probabilidad en el espacio fase,
que esencialmente es la transformada de Fourier de la matriz de densidad
de von Neumann, es posible obtener un andlogo mecanico cuantico al del
valor de expectacion en la mecénica estadistica gibbsiana. Tenemos que
para cualquier operador dependiente del momento y la posicion, su valor de
expectacion esta dado por

(Q(P,R)) =Tr[ pQ(P,R)]
= [dgdpp,(d. p.H9,.G, P).

En esta expresion p, es la funcion de distribucién de espacio fase
originalmente introducida por Wigner y definida por:

1Y -y z z
qd,p>t)=|_— J.dz-eh <g-— g+ —>
0,(g,Dp,t) (2 J q 2Iblq e

Q,, es ahora una funcion clasica denominada el equivalente de Weyl del
operador Q y esté relacionada con este de una manera especifica a través de
la correspondencia de Weyl

L(xP+yR)

Q(P,R) = j j dxdpa(x, ple’



i
—(Xpryg)

Q,(p.9) = [[dsdva(z, e’

La expresion explicita para la funcion a(x,y) puede obtenerse de la primera
expresion de arriba invirtiendo la transformada de Fourier cuantica:

—i(x-P+ 7R) Z[(x'-%)-P+(7'-7)R] L[P"X—X"P]
e2h .

[
Q(P,R)e " = ”dx'dy'a(x', e’

Donde se ha usado el teorema de Baker-Campbell-Haussdorf para rescribir
los términos en las exponenciales. Es facil mostrar ahora que

3 i
1 —[('-%)-P+(y'-¥)R]
— | Tr|l e® =0(x'-%)0(9'-y
(2 ﬂhj { ] (X'-X)6(y'-¥)
entonces

1 " F-F T

3 —1(f-P+jz-R) N o Il o, o oy =
S| Tr| QPR = [[ ¥ a5 ar (", 3> 5(x'-X)5(3'- y)

T

=a(X,y).
Producto de Groenewold-Moyal

Al usar la correspondencia de Weyl para calcular el valor de expectacion
de un producto de operadores de mecanica cudntica se encuentra que

hA

(Q.(P,R)Q,(P,R)) = [ dgdpp, (G, 1R (G Ple* Q" (§, P)].

Donde A es el bidiferencial A=V -V -V -V vy el producto de funciones

clasicas que aparece dentro de la integral es denominado producto de
Groenewold-Moyal.

En la literatura fisico-matematica este tipo de expresiones dan lugar a lo
que se conoce como deformaciones, dado que involucran la deformacion
del producto ordinario del algebra de funciones. En general el equivalente
de Weyl para un producto arbitrario de operadores de mecéanica cudntica
estard dado por el producto asociativo

(QQ,.Q Q) =0Q" Q" ,.i,Q "i Q"

n—1
nA

donde i ,:==e?



Correspondencia de Weyl para operadores de Heisenberg

El operador de Heisenberg asociado al operador de Schroedinger Q(P, R)
esta dado por

itH _iH
QP,R,t)=¢ " Q(P,R)e " .

La ecuacion de evolucion para dicho operador es

d(P.R,1)

)
—|\H,Q(P.R
. h[, (P,R,1)].

A partir de esta Ultima expresion se puede mostrar que el equivalente de
Weyl de un operador de Heisenberg satisface la ecuacion de evolucion

aQ”(p,g,t) 2 [h Hj oo
— 2222 = — H sen| —A |Q ,g,t
it 5 wsen| (p,q.1) .

En el caso en que Q_ (p,q,0) esigual a p O g se encuentra, respectivamente,
que

Asi las variables de integracion p y ¢ satisfacen las ecuaciones de

movimiento de Hamilton y pueden ser por lo tanto interpretadas como las
variables clasicas dinamicas.

Algebra de Heisenberg extendida.

La no conmutatividad del espacio-tiempo es introducida en este formalismo
definiendo una generalizacion al dlgebra ordinaria de Heisenberg, a saber:

[R..R;]=1i0;
[P.,P;]=0,
[R,,P]=id,

donde R; y P; i =1,...d son las componentes de los operadores de posicion y
momento de la mecéanica cuantica; es ahora claro que un conjunto como
91.92.--94) no corresponde a una base completa del espacio de Hilbert

10



compatible con el algebra anterior. Por simplicidad se analizara el caso
d =2y se escoge 0; = 0, pero para el caso en que 6 es constante esto puede
generalizarse facilmente para mas dimensiones espaciales.

Una eleccion apropiada de una base completa para el algebra de operadores
con las condiciones mencionadas arriba puede corresponder a alguno de los

conjuntos de eigen-kets {|p,.p,)} , {a.p,)} O {p.4,)}, para los pares

conmutantes de observables (P, P2), (Ry, P2) 6 (P4, R;), respectivamente.
Si escogemos ﬂql, p2>} como base, entonces es posible mostrar que la
realizacion de los observables en esta base es

R, =-if0, +ihd,,
P =-iho, .

Mientras que el resto de los generadores R, y P, actian de forma

multiplicativa.
También se puede calcular la funcion de transicion <q1, pz\qz, p1> que
resulta ser necesaria en varios calculos y cuyo valor es

i 0
1  —Aa@p,—ppr—ap:]

<Q1aP2‘Q2aP1>:%e h h

Valores de expectacion para operadores de Schréoedinger

Contado con todas estas herramientas, es posible seguir un procedimiento
completamente andlogo al utilizado para el caso del algebra de Heisenberg
ordinaria.

Tenemos entonces que el valor de expectacion de un producto de
operadores de Schroedinger en este formalismo se escribira

hA

[Q,"(G, P)e? Q," (G, P)].

P10,

1
(Q.(P,R)YQ,(P,R)) = | didpp,,,.c"

Esta expresion puede integrarse por partes para obtener, de manera alterna,

nA
(PRI, (P.R)) = [ dddppy [ (@.P)e 0, @. D).

Donde la funcion de Weyl py correspondiente a p esta asociada a Pyigner
por

11



1
_ 7g6plaqz
Pw =€ P wigner s

a diferencia de lo que pasa en mecdnica cudntica donde son iguales.

Producto i |,

Al evaluar ahora el equivalente de Weyl para un producto de operadores, se
puede mostrar que

(QIQZ)W :Qlwi PR hgzw

0

nA i0
RN A ) ‘ll)

con i ,=e* yi =e

D

@

Correspondencia de Weyl para operadores de Heisenberg

Analogo a lo que ocurre en Mecanica Cuantica ordinaria el equivalente de
Weyl para un operador en el esquema de Heisenberg cumplird ahora la
ecuacion de evolucion

dQ”(p,g,t) 2 {1 . } .
— - ZH —(hA+6A") Q" (5,G,0),
it , Lusen 2( ) |97 (5,4,0)

Con A=V -V -V .V yA'=0, -0, -0, -0

p q G 92 92 qQ

Conmutadores y paréntesis de Poisson

Escogiendo Q(p,4,0) igual a P (4,p,0)=p y a R (§,p,0)=§ , con un
S P’
operador Hamiltoniano de la forma H=%+V(R) se encuentra,

respectivamente, que

Pl= —%Hw(hf\+¢9f\ Vpo=-VV,

w

1

. - - 9
Ry lo== H (WA +6R g, =T -4220, 7.,

: L A+ 6 0
RZW ‘I:OZ_EHW(hA‘}‘eA )qZ :5—’;_%6 V

Si ahora introducimos los siguientes paréntesis de Poisson fundamentales
como parte de la estructura del algebrade g’sy p’s

12



{pi’pj} =0,

{q,-,qj}=#,
{9:,p,} =9,

podemos escribir

Piw ’t:0= {piaH} = p,')

Riw ‘z:oz {(],,H} = C]l

Por lo tanto con esta estructura de Poisson adicional las ¢’s y p’s

satisfacen las ecuaciones de Hamilton y pueden ser consideradas
formalmente como las variables dinamicas candnicas clasicas en la teoria.

Variables Dinamicas y Deformacion de Algebras

Una representacion para los paréntesis de Poisson anteriores puede ser
construida definiendo el producto “torcido” como la deformacion:

iN A B
EZ O OmOqy
T

Qii 9qj ::q[e qj'a

donde los argumentos se han generalizado para P (con d > 2), y hemos
definido

i /A :
{qwqj}:=_%[qiiqj]i ) :=_%[qil 04; —4;! 04q:].

Ahora es posible extender este mapeo al dlgebra de funciones de ¢; y p;,ya
que esta hereda la deformacion del producto por yuxtaposiciéon de las
coordenadas al producto i, Tenemos consecuentemente una

interpretacion dindmica del origen de dicho producto, mismo que
previamente aparecia en la literatura como un ansatz sin ninguna
argumentacion sobre la interpretacion de la naturaleza de los observables.

13



La integral de trayectoria

Usando los resultados anteriores es ahora posible calcular la amplitud de
transicion < q;"(t,),p," ()1 ¢,'(¢),p,'(;) > en la base mixta escogida. Esta
amplitud estd dada por [4]:

71‘([27[1)1'1
< QI "(t2 )’ p2 "(ZZ) | ql '(tl)’ pZ '(tl) >=< ql "(tl)ﬂ p2 "(t]) | € " | ql '(tl)’ pZ '(tl) >
*i(tzftl) gplaqz *é(fz —4)H,

H
=Tr[pe ’ 1= Idpldpquldquwe e ,

con p=q'(t):p2' (1) >< q1"(t), 2" (1) |
La funcion de Weyl correspondiente es

— —i(742—§71)
pu =y [agine "7 <q =5y =T pla 4 Sapa 15

Sustituyendo esta ultima expresion en la amplitud de transicion se
encuentra

<q,"(t,), p,"(,) | q,'(t,), p, (t,) >=

P o 00 i P+ o'+ .
—%(Pz -P2 ;[41 -0 ‘*'E(Pz -2 p _;(IZ_II)Hw(pl A2 A g

[ e s
donde e 9P =1+ F(g, j),t)+%F(c}, PO F (G, pot)+...

Es interesante hacer notar aqui que este resultado de nuestra extension del
formalismo de WWGM para la mecanica cuantica, permite tener una
expresion exacta para el propagador de Feynman.

Si ahora se considera una transicion infinitesimal con ¢ =¢, ¢, =t+6t y
q,"-q,'=qt, p,"-p,"'=p,"5t entonces la amplitud de transicion se puede
escribir como

i e, i L
—l4'pi—py' 02 +— Py ' P 101 *thch(Pl 2P2\41'492)

<q,"(t+80), p, "1 +50)] ¢, '0), p, (1) >= & e ,

donde H. es la funcion hamiltoniana clasica que resulta después de
reemplazar Q — ¢ yP — p en el Hamlitoniano cudntico original. Al integrar

este elemento infinitesimal de transicion sobre un intervalo de tiempo finito
siguiendo el método de Feynman se tiene

14



)

i 0

L attapi—prar+ L popy—H
hj [91p1— 24> 502 P o]

<q,"(t,),p, ") ,(¢,), p,'(4) >~ | Dg,Dg,Dp, Dp,e "

Con esto se define la accidn clasica deformada

t
£ ) 0 .
S$(41,9,> P> Py»1) = J.dt[%ﬂ — D)9, +%p2p1 -H,].

Aplicaciones
El Oscilador Armonico en 2-D

El formalismo anterior puede ahora usarse para analizar el caso particular
del oscilador armonico bidimensional descrito por el Hamiltoniano

m

2
@
(R +R,%),

1
H=—P>+P*)+
2m(1 ,7) >

en donde los operadores de posicion y momento satisfacen el algebra de
Heisenberg extendida discutida con anterioridad.

La acci6n clasica deformada sera entonces

p_lz_pzz_ma) , mw
2m  2m 2 2

t
2 ) . 9
S :J.alt[qlp1 - p,(q, _Epl)_

]

y después de una serie de cambios en las variables de integracion, se puede
mostrar que la amplitud de transicidén para este caso estd dada por

i
—S(q1,p21)

<q,"(t2), 02" () | q,'(t)), py' (1) >= J.Dqlezeh ,
con
m . me . . 1 mo* | * me’
S(q,, P,-t) =J.dt[3q12 +7qul +(2ma)2 +F)P22 —g—zm— 5 a1

A partir de esta accion se pueden obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange
para las variables dinamicas ¢, y p,. A saber

15



me'®>  , @6

. 2 + @ -
[% j _ fi /) .[% j
D, m' o0 2 D,

(0

Después de diagonalizar la matriz, estas expresiones se desacoplan en dos
osciladores armonicos con frecuencias

1
2 2.2 2 2.2 |2
0, = 1er a)29 ima)0 4+m 0)20
’ 2h 2h fi
2 .22
_ o mco@i 4+ma)20 .
21 h 7]

Entonces los eigen-valores de la energia para el Hamiltoniano cuantico son
1 1

Por otro lado, podria argumentarse que el céalculo del espectro de energia
puede igualmente realizarse recurriendo al equivalente mecéanico cuantico
del mapeo de Seiberg-Witten, también conocido como el corrimiento de
Bopp, para elegir un nuevo conjunto de operadores conmutantes. Es decir,
eligiendo:

R =R* +%H”VPV,

con lo cual el conmutador de estos nuevos operadores es ahora

D DV v 1 Y 1 4 v
[R*,R"]=[R*,R ]+[R”,59ppp]+[59‘pPp,R ]

=in0"" +lih¢9”‘ —lihé?’”
2 2

=0.

Con esta eleccion de observables se recobra el algebra de Heisenberg
ordinaria, y es posible usar inmediatamente el método estandar para
resolver la ecuacion de eigen-valores del nuevo Hamiltoniano que ahora
tiene la forma:

2
H :L(Pl2 +P))+ 22 (R —1191213)2 +(R? —19211)1)2].
2m 2 2 2
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Un calculo extenso muestra que las variables dindmicas de este sistema
corresponden también a las de un oscilador armoénico bidimensional
desacoplado, con frecuencias

| mwl m' w6’
= { +,/4+ ,

h K

@, ., =
1,2
2

que coinciden con las obtenidas con el Hamiltoniano original. Debe
enfatizarse, sin embargo, que el conjunto completo de observables en este
segundo problema, son distintos de aquellos del problema cuéntico original.
Esto se hace evidente si se comparan las algebras de Heisenberg asociadas
con cada uno de ellos.

En particular en el segundo caso que considera que los observables son los
operadores R* y P, las R* fueron escogidas de manera que

[R“,R"]=0.

Consecuentemente, en este caso deja de tener sentido hablar de no-
conmutatividad del espacio-tiempo, a pesar de que en el espectro de
frecuencias aparecen las @’s, las cuales, contrariamente a lo que sucede en
el problema cuantico con el dlgebra de Heisenberg extendida.

Estas diferencias conceptuales se hacen aun mas claras al nivel de la
integral funcional asociada con el calculo del propagador. Este es distinto
para los dos casos considerados, ya que las bases admisibles para el calculo
de las amplitudes de transicion son distintas y no existe una transformacion
unitaria para pasar de una representacion a la otra. En el segundo caso es
posible usar una base completa para los operadores de posicion. Se puede
mostrar que los propagadores en este caso satisfacen el siguiente conjunto
de ecuaciones diferenciales [8]:

1 0o (., , . , d]
——— | |0"+o" - 00— [A(q—qt—t)=58(q—q"o(—1"),
(m 2&) ( @~ im0 (a—q )=06(q—q")o(t—1")
1 0o (., , . , d]
—+——| |+ + 0— |A,(q—q't—t)=0(q—q"o(t—1").

Obsérvese que estas ecuaciones diferenciales para el propagador de
Feynmann son altamente no-lineales, a diferencia del primer caso
considerado en que los observables de posicion correspondian a los
operadores de un 4algebra de Heisenberg no-conmutativa, donde los
propagadores satisfacen las ecuaciones de Klein-Gordon. Aqui se observa
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que se pierde por completo la simetria de Lorentz ademas del hecho de que
los operadores diferenciales son no locales.

Otra manera de abordar el caso de las algebras no conmutativas en fisica se
basa en el enfoque canonico de cuantizacion de Dirac para sistemas con
constricciones desarrollado en [2] y [3] .

Cuantizacion de Dirac en sistemas con constricciones.

En el contexto del método de cuantizacion formulado por Dirac para
sistemas con constricciones [9] es posible incorporar la no-conmutatividad
de las coordenadas de espacio-tiempo, si a su vez un sistema clasico es
equipado de una estructura simpléctica arbitraria.

Clasificacién y Algebra de constricciones

Un sistema dinamico descrito por una funcion hamiltoniana H se dice que
tiene constricciones si sus estados fisicos estdn restringidos a una
subvariedad I'" del espacio fase I', llamada la superficie de constriccion.
La superficie de constriccion esta determinada por un conjunto de
funciones @, :T" — P tales que

M={pel|D,(p)=0,i=1,...,m}.

.....

constricciones de Primera y Segunda clase.

Si el espacio fase estd equipado de una 2-forma cerrada y no degenerada Q
con componentes (s entonces para cualesquiera dos funciones f,g:I' ->P
su paréntesis de Poisson se define como

(f.8}=QPV Vg,

con Q% la inversa de Q. Esto afiade una estructura de 4lgebra de Lie al
algebra de funciones sobre T.

La evolucion en el tiempo de una cantidad observable esta definida por

f=fHj
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Asi una constriccion de Primera clase ®; es aquella para la cual se
satisface

(@D} =0 v
La notacion {®;,®;} ~0 para la expresion anterior es la acostumbrada en la

literatura para denotar que la ecuacion se satisface débilmente (s6lo sobre
la superficie de constriccion)

Esto implica que existen funciones f; (con ij,k=1,...,m) en T, llamadas
funciones de estructura, tales que

k
{q)i’q)j} = fij D,

Para el caso que f; sean constantes esto define una subalgebra de Lie del
conjunto de funciones en T'.

Las constricciones de segunda clase constituyen un subconjunto de

{CI)a,CDb} =Cab Det[cab] #0 )
para algunos valores de a y b.

Notese que ahora sobre la superficie de constriccion I'" la funcion
hamiltoniana H esta definida hasta una combinacién lineal de las
constricciones

Hy =H+ 10,

Esta nueva funcidén se denomina funcion hamiltoniana total y resulta ser
una funcion hamiltoniana tan apropiada como la original.

Grados de Libertad

Un sistema dindmico inmerso en una variedad n-dimensional tiene en
principio un numero de grados de libertad (de espacio fase) igual a
Dim[I'l=2n , sin embargo si el sistema tiene constricciones esto no es
verdad ya que debido a estas el numero de grados de libertad original
disminuye. Es por ello que varias de las coordenadas originales del sistema
son superfluas y no proporcionan informacion relevante al problema, lo que
conduce a formular la pregunta de si es posible construir una version
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“reducida” del problema donde se herede la estructura simpléctica original
y pueda hacerse una correcta definicion de los observables fisicos.

A continuacion se tiene un resumen sobre este procedimiento.
Espacio fase reducido

La manera de equipar al espacio fase reducido I'" de una estructura
simpléctica es restringiendo €, mediante la inclusion i: "> T y tomando

el “pullback” Q_, :=i'Q,,; sin embargo puede mostrarse que esto no asegura

que se trate de una 2-forma no degenerada con inversa Unica y por ello se le
llama forma presimpléctica [10]. La causa de que esto ocurra es por las
constricciones de primera clase (en caso que las haya), que hacen que los
campos vectoriales hamiltonianos de las funciones clasicas estén definidos
hasta la adicion de un campo vectorial de dichas constricciones, a lo cual
Dirac denominé una libertad de norma.

La ambigiiedad producida por la libertad de norma puede resolverse con la
finalidad de construir un espacio fase reducido I' adecuado para la teoria y
donde la forma simpléctica Q_; sea no degenerada, aunque la manera de

hacerlo no es tnica y puede ser un proceso muy complicado.

El procedimiento estandar consiste en elegir una orbita de norma 6 un
representante ¢; =0 por cada libertad de norma, tal que satisfaga que el

,,,,,

de norma) sea de segunda clase. Se debe sefialar que este procedimiento no
siempre funciona como ocurre en el caso de la ambigiiedad de Gribov.

Por otro lado, dado que ¢, constituye un grado libertad con ningun

significado fisico real (no es una cantidad observable), entonces una
cantidad observable f'sera aquella para la cual se satisfaga.

{/,¢;}=0,Vj
Parentesis de Dirac

Cuando las constricciones son ya de segunda clase (denotadas ahora por ;)
es posible construir muy ficilmente una estructura, exactamente
equivalente a la de los paréntesis de Poisson, llamada paréntesis de Dirac.
Esta nueva estructura permite describir la dindmica del sistema sobre la
superficie de constriccion, asi como las transformaciones de simetria
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generadas por las mismas. Esto obviamente corresponde a redefinir los
paréntesis de Poisson originales bajo la nueva estructura simpléctica Q.

Una construccion geométrica muy sencilla es la siguiente.

La estructura de paréntesis de Dirac en la superficie de constriccion para
cualesquiera dos funciones f,g:I' — P esta definida por:

(.8} ={f.g}-{f 100" {x,.8},
donde a)g,»a)jk =o'y @y =X} .

Se observa que esto no es mas que la proyeccion de los paréntesis
originales sobre la superficie de constriccion donde se deja solo la parte
tangencial tras restar la contribucién normal. Estos nuevos paréntesis
continuian preservando su estructura de algebra de Lie.

Se debe recalcar ahora que todas las constricciones de segunda clase son
aniquiladas por esta estructura como es de esperar, ya que se quiere
recuperar la definicion de observables que se habia dado. Si se sustituye f
en la expresion anterior por una de las x;’s se tiene

2.8 ={x-g — o2, 0" (2,8}
= {18} - 0,0" {1,.8}
={-8 = {2} =0,

Cuantizacion

Un método de cuantizacion consiste esencialmente de un conjunto de pasos
(6 axiomas) que permiten hacer la transicion de una teoria cldsica a una
cuantica. Si es posible contar con un conjunto consistente de tales axiomas
que reproduzcan el estudio realizado anteriormente para sistemas clasicos,
entonces se dice que se ha construido una teoria cuédntica. Puede ser sin
embargo que esto no sea posible ya que al imponer las condiciones de
cuantizacion estas den lugar a contradicciones.

Conmutadores
La primera regla de cuantizacion consiste en promover a las variables y
estructuras que le dan el caracter dindmico a la teoria a operadores. Es decir

los paréntesis de Poisson o de Dirac dependiendo el caso son promovidos a
conmutadores. Asi se tienen las identificaciones
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f.g: TP, {f,g>in[F.G]; F.G: H > H
f.g: TP, {f.g) »il[F,G]; B,.G: H - 3
Observables
Los estados fisicos a nivel cudntico deben satisfacer la condicion de ser

aniquilados bajo las constricciones y las posibles elecciones de norma que
S€ hagan' Entonces, para {)2;} = {qA)Dé;j }i,jzl,...,m

v) » € Hes un estado fisico si y solo si

A

i

W>F:O°

Esta es una condicion necesaria a fin de que la definicién que se habia dado
de observable clésica pueda usarse ahora a nivel cuantico, i.e.

Si F es un observable entonces [F, 7.]=0
= [ﬁ,)&]|l//>}7 = (FA‘ZAI _}25F)|W>F = _;21‘]%|l//>p =0
~Fly), =|9),

Entonces los observables de la teoria cudntica son aquellos que llevan
estados fisicos a estados fisicos.

Problema de Ordenamiento

Cuando se define un operador F sobre el espacio de Hilbert, equivalente a
una funcion clasica f del espacio fase (reducido) puede haber una
arbitrariedad al hacerlo. Algunas cantidades clédsicas pueden dar lugar a
cantidades cudnticas que no conmutan y debe hacerse una eleccién de
como colocar los factores que aparecen en tal expresion. Los factores
deben arreglarse en tal forma que las relaciones para las constricciones de

. k . . L, .
primera clase {®;,®;} = f; ®, sigan preservandose a nivel cudntico para las

. . k-
mismas funciones f; 1.e.

[Cf)i,ci)j]:fl.jl.‘ci)k; (i)iad)j)d)k: H— H.
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Reparametrizacion

La reparametrizacion de una teoria cldsica consiste en incrementar el
numero de grados de libertad originales de la teoria haciéndola invariante
bajo ciertos tipos de transformaciones. Esto implica que deben aparecer
constricciones que contengan tal informacion. El caso bien conocido de la
particula reparametrizada conduce a una teoria donde no existe funcion
Hamiltoniana H y donde la funcion hamiltoniana total H; consiste
unicamente de una constriccion ® . Cuando dicho problema es llevado a
una teoria cuantica tras usar el método de Dirac ya descrito, la condicidn de

estado fisico ®y)=0 se reduce a la ecuacién de Schroedinger de la
mecanica cudntica.

Mas especificamente, en el caso de la particula reparametrizada en N
dimensiones, la accion clasica toma la forma

S = [dr(pg° +p,' - i®),

0

con i=1,.,N. De esta manera la accion corresponde a la de una particula
en un espacio N+1 dimensional y donde 4 es un multiplicador de Lagrange.

Puede considerarse ahora una version mas general de dicha accidn si se
dobla el espacio fase de la teoria tras escoger las coordenadas generalizadas

z*=(q°,pp-q'.p;) con a=1,..2(N+1) y escribimos la accién de primer
orden ahora como

S =[dr(4,(2)z" - 4(2)),

T

donde 4,(z) es el potencial vectorial que permitird generar una forma
simpléctica general y H, = A®(z) es la funcion hamiltoniana clésica.

Constricciones

Dado que la accion anterior corresponde a la de una particula
reparametrizada en donde el espacio fase tiene el doble de dimensiones,
irremediablemente deben haber constricciones que permitan obtener el

numero de grados de libertad correcto de la teoria.

Tras calcular los momentos conjugados a las “coordenadas™ z’s se obtiene
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Pq = Aa(Z) = Xa= Dy _Aa(Z) .

Entonces las yx,’s constituyen constricciones primarias de la teoria; la

funcion hamiltoniana total serd ahora H; = A®+ u“y, . Cuando se calcula la

evolucion de estas constricciones se encuentran las condiciones de
consistencia

. oD
X=X Hpy=—1—
0z

+u'w, =0,

donde @, = {¥4» Xp} = 0udy =034,

Esta matriz constituye ahora la estructura simpléctica de la teoria y se
considerara que es no degenerada. Entonces las x, ’s constituyen un
conjunto de constricciones de segunda clase.

Los paréntesis de Dirac proporcionan ahora de un resultado muy
interesante si estos se calculan para las coordenadas z“. Tenemos que

{z°,2") =4z, 2"} - {z°, .} 0 { g, 2"}
=—{z",p o {p, 2"} =5 S0

— a)ab

Esto implica que tras cuantizar resulta la no conmutatividad de los
operadores cuanticos correspondientes a las “coordenadas” del espacio fase

ampliado, i.e.

[2°,2"]=ihe®

Estructuras simplécticas arbitrarias

Si se considera ahora por simplicidad el caso de un (1+1)-espacio-tiempo,
donde z*=(¢% p,.q'.p) con a=1..4, en que la estructura simpléctica

anterior esta definida como

0 &6 1 0 0 0 -1 0

W =6 0 01 00 0 -1
w = 'a)ab:

-1 0 0 0} 1 0 0 @

0 -1 00 01 -6 0
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Entonces la cuantizacion provee de los conmutadores fundamentales
[£,£]=in0, 1, p]=ih, [%,p,]=ih, [P, P ]1=0.

Asi, en este formalismo la no-conmutatividad de los operadores del
espacio-tiempo puede verse como resultado de una estructura simpléctica
arbitraria al nivel clasico que conduce a un 4lgebra especifica de los
paréntesis de Dirac, los cuales al cuantizar generan los conmutadores
basicos de la teoria.
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Teoria Cuantica de Campos

Los métodos descritos en las paginas anteriores pueden extenderse ahora al
area de Teoria Cuantica de Campos con el objetivo de investigar las
implicaciones de la no-conmutativididad del espacio tiempo como
variables de campo en el algebra de campos reparametrizados y los efectos
sobre las simetrias.

En el contexto de una teoria de campos como aquella para la cual la
mecanica cuantica representa un minisuperespacio en el que la mayoria de
los grados de libertad estan congelados, la formulacidén dentro del esquema
de Weyl-Wigner-Groenewold-Moyal abordada en la primera seccion,
permite introducir una no conmutatividad de los campos heredada de este
minisuperespacio [4].

Modelo de Teoria de Campos

En efecto recordemos que en el caso de la mecanica cudntica se habia
encontrado que las variables dindmicas cléasicas del oscilador armoénico
bidimensional no conmutativo pueden reducirse a un sistema de dos
osciladores desacoplados con frecuencias

W,=— T[4+

w| mwb m’w*6?
2| n h? '

A partir de ese sistema dindmico no es muy dificil mostrar, a través de
transformaciones canonicas, que la funcion Lagrangiana

2

1 . .
L= Z(xl2 +X%° —0’x’ —0,x,%)

representa al mismo sistema.

Considérese ahora un sistema de campos @,(q.t), i =12 que satisfacen las
ecuaciones de campo

P4’ 0 [Cbl(qpqz,f)j:o
0 Dz"f-,uzz q)z(qUth) ’

donde @,(q,)=——[dk x(k.) ** y ¢
2 o

e :1+ik-Q+%(ik'Q)i o(K-q)+...

El D’ Alambertiano en este caso esta definido por
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0= atz _51‘1-51' >
con la derivacion anti-Hermitiana o,
5,‘ = eijiladq/ y giT = _51' ’ i=12.

La accion adjunta es realizada por el conmutador “twist”

ad,q;=q,,9;} , =4 ,9,—4;i 441

i

Haciendo uso de estas definiciones las ecuaciones del campo se escriben
1 . )
O +u>)P,(q,1) = 2_Idk[5c} +(K*+ u)]e glk‘q , i=12
T

ik-q

Tras usar la ortonormalidad de ¢ ™* y la relacion de dispersion

Kk’ + yiz = ko2 = co,-z(k) se encuentra
¥.(k, )+ o’ (k)x,(k,t) =0

Entonces la funciéon Lagrangiana clasica puede verse (después de agregar
dos términos de corriente externos), para un valor fijo del parametro k
como el minisuperespacio de la teoria de campos completa caracterizada
por la accion

1 C e - = '
S:J.dl‘d%d‘bL:EJ-a’m"]ldqz[chJrI s @, —(0,0)) i Gaiq)l_lulzq)l i@,
+d,"i D, - (3,®,) i ,0,®,—1,'D, i ,D,

1 » ' _ 1 i - )
+E(q)11i 0 J1(q, 1)+ J, (q,0)i 9®1)+E(Cbzt' ng(q,t)+J2‘(q,t)| o @)1

Esto define la accion de teoria de campos deformada.
Integral de trayectoria y propagador de Feynman

El método para calcular el propagador de Feynman asociado con esta
accion implica notar primero que productos de Moyal cuadraticos de la
forma @i ,¥ en el integrando pueden reducirse al producto ordinario, ya

que suponiendo que ® y ¥ son funciones de Schwarz, entonces al hacer
una integracion por partes sus contribuciones de frontera son iguales a cero
después de usar el teorema de Stokes. Asi la integral toma la siguiente
forma:
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[ o) ¥ (@)= | dx”[CD()?)‘P(ic')Jri% %j 0.0 (@, , PENO, , Y(F)]

NPT <1 1l £ ) T R -
= j dx [dD(x)‘I’(x)+Z% 7} o0 (XX, ;0 ; Y(X)]
m=1 .

T I e B L -
=[x [<I>(x)‘P(x)+Z; 7] g0 D(F)O,, . YE)],

m=l1 .

después de usar la propiedad ¢’ =-6" entonces todos los términos que
aparecen en la serie se cancelan y por lo tanto:

j dx"O(%)i ,W(F) = j dx"D(3)P ().

El resto del procedimiento es el estdndar basado en el uso de la
transformada de Fourier de los campos y las corrientes que estan dentro de
la accidn, para dejar solo los términos cuadraticos (aparecera como una
integral Gaussiana al nivel de la integral de trayectoria) en las corrientes
como la contribucidn relevante al propagador.

Usando la definicion para la amplitud de transicion de vacio W([J]

wi1=wioler ™,

tenemos que el término de corrientes que contribuye al propagador esta
dado por

1 ,. i Di(q-q'.t-1") 0 Ji(q',0)
Z,[J1)=—|dqdq'dtdt'(J, (q,t),J, (q,¢
(Zul) == | dada'dide'(J; (@,1).7; (4 >)( 0 Dz(q_q,’t_t,)][%(q,,t)
Donde D;(q—q',t—t") son los propagadores de Feynman que satisfacen las
ecuaciones de Klein-Gordon.

O*+u>)D(q—q" 1 —t)=-5(q—-q")5(t—1")

, . olnW, oz . .
Y los campos clasicos @) = L= ¢ satisfacen las ecuaciones

D TSI @ 6 (qu0)
de Klein-Gordon con fuentes

1
O 4u )00, =1,

1
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Del estudio anterior, basado en el anzatz de considerar a la mecanica
cuantica como el minisuperespacio de una teoria cudntica de campos no-
conmutativa, resulta inmediato que dicho minisuperespacio debe contar al
menos con dos coordenadas espaciales.

Un area de investigacion adicional que ha surgido recientemente es la
asociada a las simetrias de teorias de campo no-conmutativas. Una
indicacion de la necesidad de considerar deformaciones de las simetrias del
espacio tiempo puede verse de la forma que tiene nuestra definicion del
D’Alambertiano en la discusion previa. Es claro, que dada la nueva
definicidon de derivaciones en términos de operadores adjuntos, la simetria
usual de Poincaré debera modificarse tomando en cuenta la no-
conmutatividad de las coordenadas de estos operadores. A fin de aclarar
mejor esto, consideremos el caso mdas simple del campo escalar
reparametrizado [3].

Reparametrizacion del Campo Escalar

La accion para el campo escalar en un espacio-tiempo M de Minkowski
(D+1)-dimensional de signatura (1,-1,...,-1) y con un potencial V' (¢), esta
dada por

T
S =[x dt[zn 0,40.4 V(¢)j,

Reparametrizando los argumentos del campo de la siguiente manera:

t=1(z,6),

x =x'(r,6), i=1,...,D,

obtenemos que
1 vV
S = J‘dDaer—g (Eg‘ 0,40,¢— V(¢)j,
oc" 0o

ox% Ox

a

donde la métrica inversa g** esta dada por g*" =

y g=Det(g,,),

a,u,v=0,1,.,D.Noétese que ¢’ =7.
El momento canonico asociado al campo ¢ es

P=J or 0o 0¢ ’
ox* axy o0oc*”

con J:E.
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Esto define la densidad Hamiltoniana

H=Pg¢-L.

Se puede mostrar que H esta dada por

H = JﬁTvﬂ ai
ox" or

5

donde T“ es el tensor de energia-momento no reparametrizado i.e.

pu_00 09 su| 109 OF
" ox,, Ox" 12 ox, Ox”

o)

Usando el hecho de que J corresponde al Jacobiano del cambio de
coordenadas ¢ =#(z,5), x' =x'(r,5), se puede también mostrar que el término

7
J S—T#Tv” , es independiente de Ox =x*
X

or
Asi la accidn puede escribirse como

S= j d°cdr(Pg+p,i*),
or T

donde p, =—-J .
Pr oxt

or
ox*
resultantes de la adicion de las coordenadas del espacio-tiempo de imersion
en la accion. Entonces, dentro del formalismo de Dirac, una accion mas

general que incorpore tales constricciones es

Es evidente que II,:=p, +J—T“~0 constituyen D+1 constricciones

S = j d’odr(Pg+p, ' —A'11,),

donde A" son multiplicadores de Lagrange. Debe senalarse que tanto el
campo escalar ¢ como las coordenadas x“ aparecen al mismo nivel en la

accion y, por lo tanto, estas ultimas constituyen ahora nuevos campos para
la teoria clésica.

Aunque esta accidn ya tiene la forma adecuada para utilizar el formalismo,
desarrollado en las paginas anteriores, que incorpora una forma simpléctica
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arbitraria, es posible obtener mayor informacién del algebra de las
constricciones si antes se recurre a hacer una foliacion Y x[1 del espacio de
parametros [11].

Algebra de Constricciones.

Una foliacion consiste esencialmente en hacer proyecciones de las
cantidades que aparecen dentro de la accion, escogiendo direcciones
privilegiadas en el espacio de parametros (r,5), permitiendo asi identificar
una direccion de evolucion del sistema en un contexto que rompe la
apariencia covariante de la teoria. Este método es conocido como el
método de ADM (Arnowitt-Deser-Misner), disefiado para proveer a la
Relatividad General de una funcion Hamiltoniana cuando antes no la tenia.

Las direcciones privilegiadas que se escogeran son aquellas definidas por
los vectores s,, que generan una hipersuperficie > a la cual son tangentes,

ox*

y cuyas componentes son s = Una condicion que se exige sobre estos

I

oo
vectores es que la hipersuperficie > que definen sea espacialoide bajo la
métrica 7, i.€.

nwsis; <0, i=1,..,D.

Notese que la eleccion hecha para s, inmediatamente satisface esta
condicion.

La otra direccion es obviamente la definida por el vector unitario n
temporaloide, normal a la hipersuperficie Y, con componentes

0i

n!t — 1 [gOa ax# ]: [g00xﬂ + g ax# .

Foload " oo’

De esta manera, las proyecciones »“I1, y s/I1, definen las nuevas

constricciones normales y tangentes a X, es decir, el super-Hamiltoniano y
el super-momento,

1 .
HJ_ = l’l'uH/u = ﬁ(})j +]/}/Uaa,ﬂ¢aa/¢)+nﬂp# +HV(¢)’

Hj = S;IH;J = P(;ﬁao-f¢+ p/lao.jxﬂa
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respectivamente, donde se ha hecho uso de la notacion 0, ::8i

i 2

Vi =& Var’ =6y y=Delly,].

La accion para el campo escalar reparametrizado puede ahora escribirse
como

S =[d"cdr(Pp+p,i*~NH, —N'H,),

después de identificar las proyecciones n,A" y s,A* con las funciones de
: : i i 4 _ i

lapso y corrimiento N y N',y donde s,s" =&.

Las constricciones H, (r,6) y H,(r,5) satisfacen los siguientes paréntesis

de Poisson

H,(r,0),H,(7,6)} = i(%(fﬁﬂHi(fﬁ'))aaﬁ(&—&'),

{H/(2,6),H,(7,6")} = H (1,6)0_,6(G &)+ H,(7,6)0_,6(G ~3&"),
{H/(2,6),H, (,6")} = H (z,6)0 ,56(5~&"),

y, puesto que la funcion Hamiltoniana total estd dada por
H, = j d’c(NH, +N'H,) , entonces la evolucion de las constricciones

satisface :
HJ_ = {HJ_’HT} ~0,
H ={H, H,}=~0.

Esto convierte al conjunto de constricciones H (r,6) y H,/(r,6) en un
conjunto completo de constricciones primera clase.

En la literatura este tipo de algebra es conocida como el algebra de
Virasoro ¢ sin carga central, que aparece en las formulaciones de Teoria de
Cuerdas y que aqui tiene la misma interpretacion. Por construccion, el
proceso de reparametrizacion que se ha presentado permite tener cualquier
forma para las funciones ¢ =#(z,5), x' =x'(r,5), es decir que la teoria debe
ser invariante bajo difeomorfismos arbitrarios. Asi pues, las constricciones
deben portar dicha informacion como ya se ha discutido en paginas
anteriores. Mostraremos a continuacién que justamente las constricciones
H (r,6) y H,(r,5) generan esta simetria.
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Para simplificar las expresiones siguientes, se restringira el andlisis anterior
al caso de una dimension espacial y una temporal (D=1), pero los
resultados son completamente generalizables a D>1.

Las constricciones H (r,oc) y H,(r,0) en este caso se escriben
explicitamente como

H (r,0)=(-y)? B (P} +¢")+px'+ pt'+(x 'z_t'z)w)} ~0,

HI(T:O-) = pxx'+ ptt'+ f;ﬁ¢' ~ O

Aqui se ha usado la notacion g(0) ((;’ ) _
(o}

f(r,0).

Estas constricciones son generatrices de transformaciones de contacto
infinitesimales que no afectan el estado fisico del sistema y que son de la
forma:

= S| (x%=1?)  (i-x'%)
H j=(=y) 2B =) * ¢+ '\
W1, j=(-y) 2B =7 =z =z
. Hj=¢"

Esto muestra que las constricciones H,(r,0) y H,(r,o) pueden verse como
derivaciones actuando sobre los elementos ¢ de un 4lgebra conmutativa de
funciones A del espacio fase con producto x, i.e

H,,H eV, H H:A—A, talesque VgecA

1 (xyZ_tQ)

A R A aﬁ(”y_—’;"“)aa 4,

{$,H}=H >$=0,4.

Si se considera un caso mas general de derivacion, como la siguiente
combinacion lineal:

H,[¢]=[d5(5"(1.6)H . (1,6)+§ (1. 6)H,(7,5)
= '[alo”-(fL (z,0)n" (z,6)I1,(7,6)+ &' (7,6)s) (r,6)I1,,(7,5))
=[dég" (2.6, (2.6).

donde &'(z,6)n" (z,6)+ & \(7,6)s{ (r,6) = E4(7,5),

entonces, usando las formas explicitas de las constricciones H (r,0) y
H,(r,0), se obtienen los siguientes paréntesis de Poisson:

33



(90,001,181} = £ (0. LEEDD = 1 1410 g,
{x*(z,0),H [&]} =&%(7,0) Zzz = [ [£]> x".
Por ende, las derivaciones H_[£]= 5, =&, &)ia pueden verse como

x=x(7,6)

campos vectoriales del algebra de Lie de diffeomorfismos de espacio-

tiempo (Ldiff M) actuando sobre el espacio de funciones conmutativas A.
La demostracion estaria completa si se tuviera el mapeo

[, p)= [H.[71, H.[p]] V1,p e LdiffM

Para mostrar lo anterior se recurre al hecho de que {I1,(z,5),1T,(7,5"} =0
[9], entonces

{H,[n],H [pl} = [ d&d& (" (x(z, ), p (x(z,6" )T, }
= [d6d& [{n" (x(z,6)), T}, p" (x(z,6") +1T1,,, " (x(z,6 NI, 7" (x(z, 5))]
= [d6d& 1in" (x(z,6)), pJTL,p" (X(7,6 N +{p,, p" (x(z, 6 NI, n" (x(7,5)]
= [d&1p" (x(z,6))0,7" (x(7,6)) =1’ (x(z,6))0, p" (x(z, )],
= [d&1p,n)'T1, ==[dé1n, pI'TI,,
=—H,[[n, pll.

Ahora, la accion [H 5], H.[p]]> ¢ esta dada por

[A.[n).H.[pl]>¢=H.[n]> H,[p]l>¢—H,[p]>H,[n]> ¢
= {{$.H,[p1}. H,[n1} - { ¢, H, 01}, H [ p]}
=—{¢,{H 1], H.[p]}} = (¢, H.[[n, P11}
= H,[[n.pl]> 4.

Para obtener la expresion anterior se ha hecho uso de la identidad de Jacobi.
Esto completa la demostracion y con ello se tiene un anti-homomorfismo
entre el algebra de Poisson V y el dlgebra de difeomorfsimos Ldiff M de

espacio tiempo; asi como el homomorfismo que se buscaba entre el algebra
de derivaciones V y Ldiff M.
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No-conmutatividad del espacio-tiempo.
Siguiendo ahora el procedimiento de cuantizacion canoénica de Dirac para
sistemas con constricciones con una estructura simpléctica arbitraria,

desarrollado en pdginas anteriores, la accion del campo escalar
reparametrizado puede escribirse como

S=[d’cdz(4,(2)2" -NH, -N'H,),

donde las z“ corresponden a las variables generalizadas de espacio-fase
z*=(x",p,.¢,P,). Se debe sefialar que las cantidades #,(r,0) y H,(r,0) no

corresponden exactamente a las constricciones H (r,0) y H,(r,0), Sino a
una version modificada por razones que se explicaran mas adelante.

De manera andloga al caso de la particula reparametrizada, al calcular los
momentos candnicos asociados a las z’s se obtienen las constricciones de
segunda clase:

X.=7m,—A,(2)=0.
Con lo que se define la nueva densidad Hamiltoniana total

H,=NH, +N'H +u'y,.

Con la finalidad de eliminar a las constricciones de segunda clase se
introducen los paréntesis de Dirac:

.oy =8P (& 10" X P}

donde, como ya se sabe, o, ={y,,7,1=0,4,-0,4, Y ®,0" =5°.

Los paréntesis de Dirac evaluados para las coordenadas generalizadas de
espacio fase proveen la siguiente algebra:

{z°,2"} = 0®.

Entonces, al elegir la forma simpléctica @, como
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000 -1 0 O 0o 6 0 1 00
000 0 -1 0 -6 0 0 0 1 0
00 0 0 -1 |0 0 0 001
a)ab: 2 o = ’
1 00 0 &6 0 -1 0 0 0 0 O
01 0 -6 O 0O -1 0 0 0 O
001 0 O 0O 0 -1 0 0 O

se tiene el siguiente conjunto de conmutadores:

[i(7,0),%(r,0")] =i05(c — o),
[t(z,0), p,(z,0 )] =i6(c -0,
[%(z,0), p,(r,0]=id(c—0),
[§(z,0), P,(r,0)]=i6(c — o),

al cuantizar los paréntesis de Dirac fundamentales de la teoria.
Incorporando de esta forma la no-conmutatividad de los campos de
espacio-tiempo en la accion.

Regresando al algebra de Dirac clasica {z°,z"} =™, es ahora directo ver
que las cantidades H (r,0) y H,(r,0) ya no satisfacen el algebra de
Virasoro descrita con anterioridad. La manera mas sencilla de recobrar tal

algebra para estas cantidades es notando que bajo el siguiente cambio de
variables

t~=t+§p , i:x—gp
5 P 5 P
se tiene
7,7 =0.

Lo anterior hace que el algebra de Dirac de las variables (7,%,4, p,.p,.P)
sea la misma que el algebra de Poisson para (t,x,4,p,, p,.F,), con lo que al
definir H (z*)=H,(¢*) y H,(z")=H,(") se tienen inmediatamente los
siguientes paréntesis de Dirac:

{H, (z,6),H (r,6")} =(H (z,6)+H (r,6")5'(6-5"),
{H(z,6),H (7,6} =(H,(r,6)+ H,(z,6")5(6 -5,
{H (r,0),H (7, 6')}* = I:IJ_(T, 6)o'(c—-ao"),

Obteniendo entonces el dalgebra de Virasoro V con estas nuevas
constricciones deformadas.
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Noétese que hay un numero infinito de posibles elecciones de variables 7, x

que permiten recobrar el algebra de Poisson, y que todas ellas estan
relacionadas entre si por una transformacion canodnica.

Las constricciones H,(r,0) y H,(r,0) se escriben explicitamente como

1

A,(,0)=(-7) 2 B(P;+¢'2>+pt(x—gpf)%px(ngpx)'
6 2 9 12
+((x—5pt>' ~+5p) Jw)}
7 9 1 0 1 1
Hl(f,a)=px(x—5p,) +pt(t+5px) + P

y es posible mostrar que después de asignar el siguiente ordenamiento para
los operadores H (r,0) y H,(z,0):

2 1 I P o O, . 0,
H (r,0)=(-}) 2[E(Pj+¢'2)+p,(x—5pf)'+px(t+pr)'

s 0.0 o~ 0.,
+((X—Ept)' —(l‘+5px) jV((ﬁ)}

A L. 0 oA (F 0 . D
Hl (T,O') = px(x_pr) +pt(t +5px) +f;ﬁ¢ 5
sus conmutadores satisfacen ahora el algebra:

[H,(z,6),H,(r.6")] = i(H,(r.6)+ H,(r,6))0 (G - &),
[H,(r,6), H,(r,6)] = i(H,(r.5) + H,(r,6))5 (6 - 5),
[A,(r.6), H (.6 =il (r,3)5'(G - 5),

dando de esta manera consistencia a la teoria cuantica.
Deformacion de las simetrias.

En el contexto de la Teoria Algebraica, la deformacion en el producto
conmutativo x de un algebra de funciones A definidas sobre un espacio
con un grupo de simetria g, esta asociado con la deformacién de un algebra
de Hopf del 4lgebra universal envolvente del 4lgebra de Lie de g, a través
de lo que se denomina una torcedura de Drinfeld [12]. Para explicar esto se
haran algunas definiciones a continuacion [13], [14]:
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Algebras de Hopf.

Un élgebra de Hopf corresponde a una bidlgebra B definida sobre un
campo K , equipada con las operaciones de producto IM:B®B —>B ,
coproducto A:B—->B®B, unidad «:K - B, counidad ¢:B —K y antipoda
S:B — B, y donde se satisfacen los diagramas conmutativos:

B®B®B —©' 3 B®B BR®RB®B <« B®B
n®1~l« ~Ln A®IT TA )
B®B SERLEEN B B®B «t B

entre otros varios axiomas. El mapeo I:B — B corresponde a la accion de la
identidad en el algebra. La antipoda S es unica bajo el coproducto A y
satisface TI[(S®I)(Aa)]=TT[(1®S)(Aa)], VaeB.

Torcedura (twist) de Drinfeld.

Sea F un elemento invertible de B®B , entonces A" :B—>B®B y
S" :B — B, definidos por:

A (a)=FA(a)F ',
S" (a) =M[S®I(F )IS()II[S®IF )], VaecB

corresponden a una nueva operacion de coproducto y antipoda
respectivamente. Asi, es posible mostrar que el n-tuplete (B,IT,u,A" ,£,S")

es también un algebra de Hopf, denotada por B' y llamada la torcedura de
B por F .

Cuando F se puede escribir como F =1®1+0(8), donde # K, entonces
se sigue directamente que para el caso lim ocurre B" ———B. Este tipo de

torcedura es denominada de Drinfeld.
Deformaciones.

Para un élgebra asociativa A con una multiplicacion x, una deformacion
formal corresponde a una ley de multiplicacion bilinear u,:A ®A - A,

escrita como una serie formal de potencias para alguina 6K y con
coeficientes en A que satisface:

w,(a®b) = u(a®b)+m,(a,b)0+m,(a,b)0” +..., Va,be A
donde las m,(a,b) dependen tinicamente de a y 5.
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Ademas esta multiplicacion es asociativa

My (1, (a®b)®c)= p,(a® u,(b®c)), Va,b,ceA.
Producto i , y deformacion de Difeomorfismos.

Después de las definiciones anteriores, el algebra de Dirac de los campos
(t,x,¢,p,,p,,F,) puede entenderse ahora como una deformacion u, del

algebra conmutativa A , notando que para potencias arbitrarias de los
campos (r,0) ¥ x(zr,0), el paréntesis de Dirac esta dado por:

{t"(r,0),x"(r,0")} =mnot" ' (r,0)x" " (r,06")d(c —0c").

Entonces para cualesquiera dos funcionales A(zr,o),B(r,o) del espacio de
campos A se puede escribir la siguiente identificacion:

{A(r,0),B(z,0)} =[A(r,0),B(r,0)], ,=A(r,0)i ,B(r,0)-B(r,0)i ,A(r,0),

Louv Ido-" o o
2 ox(r,0") 8xV (r,0")

donde i ,=e Aqui el producto i, constituye una

deformacion del algebra de los campos (¢,x,¢, p,, p,.P)) .

Por otra parte, como ya se vio en paginas anteriores el algebra de
derivaciones V, con generadores H, (z,0) y H,(r,0) constituye un algebra

de Lie que es homomorfa al algebra de derivaciones de espacio-tiempo
(Ldiff M), siendo esta ultima el algebra de Lie asociada al grupo de
difeomorfismos.

Entonces a la cubierta universal envolvente U(V) de V puede asignarsele
una estructura de algebra de Hopf, haciendo las siguientes definiciones:

AH)=H ®1+1QH ,
AH)=H ®1+1®H., Vi,

con la counidad
g(é)=0, vGeV, G#1
y la antipoda
S(G)=-G, VG eV
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La accion de una derivacion H_ [£] sobre un producto de campos ¢-y
satisface:

HIE1> (4-y) = (HIE1> §)-y +¢-(H [E1>y)
que ahora, usando el coproducto, puede escribirse como

H[E]1>(¢-y) = w(AH [E]) > ($Ow)) = u(H [E]®1+1® H [£]) > (§Qy))
=(H,[E]>¢) -y +¢-(H [E]> ),

mostrando que la definicion del coproducto es compatible con la
covariancia en el dlgebra de campos A .

Dada la deformacion g,, con la cual hay asociada una deformacion de la

subalgebra de Poisson V, es posible también encontrar un algebra de
derivaciones V' bajo la cual atn se preserve la covariancia.

En efecto, definiendo la accion de cualquier elemento a [£]=6. € V' sobre
un elemento del dlgebra de campos deformada A, por:

H ST ,¢=H 1> ¢, VoA,
es sencillo mostrar que si:

A —iewjda" 5 5
o 3 H ”n SV "
HL(T,J) = HJ_(T,G)e 2 Sx* (r,0") 6x (r,a’)’

N A Y PR R
Hi(zr,0)=H (r,0)e > = oeonocen

y H'[£]=[d6(& (r.6)H ' (1,6)+ & (1.6)H!(7,6), entonces inmediatamente se

satisface la condicion anterior.

Se sigue directamente también que el dlgebra V' corresponde al algebra de
Virasoro, y satisface los siguientes conmutadores :

[H'(,6),H (6"}, = (H\(r,6)+ H\(r,5 )55 -6,

[H\(z,6),H\(r,6")], = (H\(r,6)+H!(z,6 )56 "),

[H\(r,6),H' (z,6")] = ﬁll(r,&)&(& -3'),

que resultan de usar la propiedad
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5 B
ox* (r,0") ox" (7,0

_Low [do

(4 (7,06),8 (z,0)], =[A(r,0), B(z,0)e °

La accion de un generador de diffeomorfismos &, sobre un producto de
campos ¢i ,w corresponde entonces a:
5; i (P ,w)=0.> (P ,p).

nodtese que el término de la derecha en la identidad anterior puede escribirse
como:

ie*”_[da" 0 g 9O

8, > (f ) =plAS, (7 T T T gy,

que al usar la identidad

ég/'vj.do'" S -4 J " ® v 2 " _égi‘“’jda-“ M 2 " ® v J "
,Ll(f®g) — #[e oxt(r,0") Ox" (7,0 )e ox(r,0") Ox"(z,0") (f®g)]
igmj'da.. 15 - S
=ple® = TED ED(FR )],

se escribe ahora como
ia/”jda" b o O 19/‘de0“ I

5§ > (¢I el//) _ ,uH[e 2 oxt(r,0") §xv(r,0")A5§ (€2 6xf'(z,0") 6xV(z,0") (¢®l//))] .

Por lo tanto, si se define el coproducto para U(V' ) como:

. _ég/-lvj'do_ng #(b )@b (b ) %aﬂvjdo_ws #(b )@5 (b )
i x*(r,0") OxV(r,0" x(r,0" XV (r,0"
Ayo. =e Ad.e ,

entonces la accion 8. i ,(¢i ,i) en términos de este coproducto corresponde

a.
SLi o(Bi gw) =1, [A, (S NP @],

recobrandose asi la estructura requerida para preservar la covariancia.

Determinar ahora si la definicion dada para el coproducto A, es compatible

con el 4lgebra de U(V' ), que permita convertirla en un algebra de Hopf es
tarea sencilla, ya que de la misma definicion se tiene que A, constituye una

torcedura de Drinfeld para el coproducto A en U(V), i.e.:

A5 =A"S. =FASF ™', V5, eUV),
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ie*”]'da" b o O

donde F =¢? = o) o) c yW)@U(Y).

Con esto se demuestra que el algebra universal envolvente U(V' ) de V',

con los generadores de simetrias deformadas a | (z, a),lfl '(r,0) Y que actua
sobre el algebra de campos deformada A, constituye un algebra de Hopf
(U(V' ), ILu,A,,&,8,) isomorfa a la torcedura (U(V)",IT,u,A" ,&,8").
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