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Rezsumen

Las opeliones pasaporte son opelones schre el balance de una cuenta de
inversion, que dan la posibilidad al poseedor de cambiar de posicion larga a
corta & viceversa sobre el activo subyvacente. 51 de la estrategia del poseedor
resultan ganancias, €l se queda con estas. 51 en cambio, la estrategia no fue la
adecuada v se obtuvieron perdidas, el emisor de la opeion las absorbera. La
tinica condicién es que la estrategia del mverslonista eate dentro de clertos
limites que se especifica en el contrato.

UEsta tesis fué editada con BTN 22



Capitulo 1

Introduccion

En el 2004 el Mercado Mexicano de Dertvades (MEXDER) dié apertura
al comercio de opriones (Instrumentos financieros que dan el derecho a com-
prar o vender un bien subyacente). Hato es muy mmportante para la Bolsa
Iexicana de Valores, ya que es un paso mis para la consolidacién de un
mercado fnanciero fuerte, que pueda ser mucho mas atractivo y competiti-
vo para los inversionistas del pais, que desde Inego va comercializaban estos
instrumentos en mercados extranjercs, principalmente en Fstados Umdos,
El segundo objetivo es atraer mversiomstas extrangeros que deseen partici-

par en México con mas altermnativas de cobertura.

Habra quienes piensen que entramos tarde a la competencia de derivados
en el mundo. Habrda quien diga que el mercado mexicanc no necesita este
tipo de instrumentos, que no sirven para nada v que son muy complicados.
Pero lo clerto es que no son complicados v el es necesario el ofrecer este tipo
de alternativas a los inversiomstas que desean mayores coberturas para su
resgos. 01 quersmos un mercado competitive y que sea altamente atractivo
para mversionistas en el nmmndo, tenemos que ofrecer alternativas de inver-
f0n con riesgos minimos. Con instituclones que sean solidas y confiables,
que tengan la capacidad de wvigilar ¥ organizar cualquier tipo de necesidad

de inversion en México.

Para generar confianza y segunidad, La Bolaa Mexicana de Valores (BMV)



v el MEXDER deben dar a conocer futuras alternativas de mmversidn, que
estén dispombles a la opimién publica para su andlims, ¥ observar el interés
que generan estos nuevos metrumentos, para que en un futurc a mediano ¥
largo plazo pusdan implementarse sdlo los instrmumentos que generaron una

mayor expectativa.

Hoy existen en el MEXDER opciones tipo europeo v americano sobre ac-
clones e indices, por ejemplo, sobre el indice de precios y cotizaciones (IPC)
de la Bolsa Mexicana de Valores, asi como sobre algunas acciones. Por ejem-
plo América Mdwl, S A de C.V., Naftrac 02, “Nasdaq 100LIndex Tracking
StockSM” QQOQ ™ entre otras. Pero se espera que la disponibilidad se vaya
extendiendo a un nimero mayor de acciones v a otros tipos de opclones
comno las exdticas o las pasaporte, que son opeclones que cubren necesidades
particulares de inversion.

Se considera que las opclones estilo europec ¥y americanc son opciones de
primera generacion, las opclones exdticas son las de segunda generacion v
las pasaporte de tercera generacidn. En esta tesis se estudia el dltime tipo
de opriones para una posible implementacion futura. Se dan las definiciones
v conceptos necesarios para el entendimiento de las opciones pasaporte, se
mencionan las principales teorias para su valuacidn, se dan las estrategias
de cobertura, se da ejemplo de cuanto costarian algunos tipos de opelones
pasaporte. Se hacen comparaciones con las opelones de primera generacion.
La implementacion se hace con el método mumérico de diferencias Finitas.
En el capitulo IT se da una breve histona de las opeiones pasaporte y algunos
tipos de opelones sobre cuentas de inversion.

En el capitulo III se mencionan los conceptos de probabilidad necesarios
para defimr muestro mercado financiero.

En el capitulo IV se resuelve el problema de valuacidn de una opeidon de
compra estilo enropeo con conceptos de probabilidad v la propiedad mar-
tingala.

En el capitulo V se dan algunas defimciones que se ocuparan en capitulos
posteriores v se expone de una manera sencilla el concepto de control v con-
trol Sptimo.

En el eapitulo VI se obtiene la ecuacion que representa el valor de una op-



c1on pasaporte mediante el método de replicar un portafolio y se obtiene una
formula explicita relacionando el problema de valuacion con un problema de
valuacidn estandar va conocido.

En el capitulo VII se definen otros tipos de opeiones sohre cuentas de inver-
=mon: las oprlones vacacionales.

En el capitulo VIII se muestra que la opcidn asiatica se puede ver como
una opclon sobre una cuenta de mversidn v por lo tanto cumplen con la
metodologia de valuacdn.

Fn el capitulo IX se explica el concepto de opcidn pasaporte americana.
En el capitule X se da la razdn de cobertura para opclones pasaporte v la
paridad de compra venta.

En &l capitula X1 ze desarrolla la metodologia de diferencias fimtas para la
solucldn mumériea de ecuaciones diferenciales v de manera de ejemplo, =se

implementa en la ecuacion que representa el valor de la opeidn pasaporte.

=1



Capitulo 2
Las Opciones Pasaporte

En este capitulo se da una breve historia sobre las opciones pasaporte.
Introducimos su concepto y damos los elementos que las componen: el activo
subyacente, el proceso de ganancias y la estrategia de inversién; demostramos
que si se define esta iltima de una manera conveniente, podemos considerar
a las opciones de primera generacién y algunas de segunda generacion como
casos particulares de opciones pasaporte, y por lo tanto, se les puede aplicar
la misma metodologia de valuacion. Finalmente se dan algunos ejemplos de

las diferentes variantes que se pueden construir con una opcion pasaporte.

2.1. ;Qué son las opciones pasaporte?

Las opciones pasaporte fueron introducidas por primera vez en 1997 por
Bankers Trust; Hyer, Lipton-Lifschitz y Pugachevsky fueron los primeros en
publicar un articulo sobre este tipo de opciones (Ver [16]). Originalmente,
las opciones pasaporte fueron opciones de compra sobre el balance de una
cuenta de inversién. El concepto de opcion pasaporte era el siguiente: da la
posibilidad al poseedor (de la opcién) de poder cambiar de posicién (larga
a corta o de corta a larga) durante la vida del derivado, sobre algin activo
subyacente. Segin la estrategia del poseedor de la opcién, éste retendria
las ganancias que hubiere generado su estrategia, mientras que las pérdidas

serfan absorbidas por el emisor (el emisor tendria una reserva para hacer



frente a las pérdidas). El inversionista sigue su propia estrategia de inversién
que no necesariamente tendria que ser la éptima. La funcién del balance
durante la vida de la opcién es el maximo entre cero y el proceso de ganancias
resultantes, asi la funcién de pagos de la opcién a la fecha de vencimiento
serd el maximo entre cero y las ganancias resultantes a la fecha de expiracion,
es decir, el valor que tomara la cuenta de balance seria cero si el proceso de
ganancias fuera negativo, en el caso contrario en donde existan ganancias,
el comprador de la opcidén las podra retener. Hay que tener en cuenta que el
proceso de ganancias depende directamente de la estrategia del poseedor de
la opcidn, la cual representaremos como el niimero de acciones largas o cortas
que ¢él negocie, sin olvidar que el valor de la opciéon depende directamente
del activo subyacente.

Existen varios estilos de opcién pasaporte u opcién sobre cuentas de in-
versién: americanas, europeas, exéticas, vacacionales. También existen diver-
sas formas de valuacién dependiendo de los supuestos (volatilidad constante
o estocastica, si existen dividendos o no, si es autofinanciable o no, etc.) y
dependiendo de los supuestos se puede obtener una solucion explicita o una

aproximacion a la solucién.

2.2. Estilos de opciones pasaporte

Existen varios estilos de opciones pasaporte. Todas las opciones pas-
aporte pueden ser vistas como un seguro contra las pérdidas de inversion. El
inversionista tendra permitido invertir sobre un activo é un portafolio de ac-
tivos durante la vida de la opcién. El nimero de activos que el poseerd puede
ser positivo si él supone que el precio del activo se ird hacia arriba, o nega-
tivo si piensa que el precio se ird hacia abajo. Hay una limitacion sobre la
cantidad de activos que podréd negociar (especificada en el contrato), asf la
estrategia puede tomar cualquier valor entre un rango especificado previ-
amente y es el poseedor de la opcién quien decide el valor dentro de este
rango. Asi es como el poseedor tiene permitido cambiar de posicién den-
tro del rango del activo a negociar. El procedimiento es el siguiente: para
cada momento que se quiera cambiar de posicion el emisor deberd tener

conocimiento de la estrategia de inversiéon del poseedor para que asi, y de



acuerdo a esta estrategia, el emisor pueda cubrirse. El poseedor no tiene que
comprar o vender directamente, él sélo le comunica al emisor su estrategia
y este se encargard de hacer la negociacion.

Para el caso de la Opcién Pasaporte “clasica” el rango sera el equivalente
de estar largo a pasar a corto 6 de estar corto y pasar a largo sobre el activo
subyacente, esto se puede interpretar que la estrategia esté entre el intervalo

comprendido entre -1 a 1 por un argumento sencillo de escala.

Otra variante es cuando la estrategia del inversionista estd dentro de otros
rangos, como por ejemplo de pasar de largo a la posicién cero ( irse de va-
caciones.!) Las opciones vacacionales son una generalizacién de las opciones
estilo americano de compra y de venta, la diferencia es que la americana sélo
se puede ejercer una vez; en las vacacionales se puede “ejercer més de una
vez” . El poseedor puede elegir entre tomar una posicion larga o una posicién
cero (Vacacionales de compra) o entre una posicién corta y una posicién cero
(Vacacionales de venta). En contraste con las opciones pasaporte simétric-
as, la probabilidad de cambiar la estrategia éptima es minima. En las vaca-
cionales el tomar la posicion cero no implica el término del contrato, esta da
la oportunidad de retroceder una posicién (larga o corta) por ejemplo, si un
inversionista decide comprar un activo durante la vida de la opcién (en el
caso de la americana de compra serfa ejercer la opcién) y sucede que con el
transcurso del tiempo se da cuenta que erré el momento de ejercer entonces
en la opcion vacacional da el derecho de pasar a la posicién cero (deshacer
la compra) para que asi pueda ejercer en el momento correcto, asi sucesi-
vamente hasta la expiraciéon de la opcién vacacional. Este tipo de opciones
tienen muchas ventajas en cuanto a los costos de transaccion, ademas las
primas que se pagan son muy parecidas a las de las opciones americanas,

pero las Vacacionales dan un beneficio de cobertura mucho mayor.

Otra variante es el momento de ejercicio de la opcién pasaporte. En la
opcién pasaporte europea solo se pueden tener las ganancias de la estrate-

gia de inversion a la fecha de vencimiento. La opcion pasaporte americana

LEl término en Inglés Vacation es con que se defini6 a este tipo de opcién introducidas
por Steven E. Shreve, Jan Veéer en el afio 2000. Ver [23]

10



puede ser ejercida en cualquier momento antes del vencimiento de la opcién
pasaporte. Esto le da gran flexibilidad al poseedor, pues el podria cerrar la
cuenta de inversion previamente y retener las ganancias antes de la fecha de

vencimiento.

Otro tipo de opcion pasaporte es la Opcion Pasaporte Chooser. Esta con-
siste esencialmente en que en algin momento especificado en el contrato, el
poseedor tendra la posibilidad de decidir entre dos pagos finales a la fecha de
vencimiento. La primera funciéon de pagos es el maximo entre cero y el bal-
ance de la cuenta en la fecha de vencimiento, la segunda es el maximo entre
cero y el balance de inversiéon con signo contrario. Por ejemplo, si el inver-
sionista cuenta con este tipo de cobertura y su estrategia le generd pérdidas;

él puede convertir sus mismas pérdidas en ganancias.

La opcion pasaporte de barrera. Este tipo de opcién esta inspirada por
las opciones barrera de segunda generacion: Si la cuenta de inversion alcanza
un cierto numero positivo(digamos B), el cual es previamente especificado
en el contrato, la Opciéon Pasaporte de Barrera expira autométicamente y

el poseedor se lleva a la bolsa B.

La opcion pasaporte de reinicio. La opcién permite al poseedor borrar
digamos N periodos, todo lo que él habria realizado hasta ese momento, en
otras palabras, el puede regresar N periodos hasta su cuenta de inversién
inicial, la cual es cero. Si durante la vida de la opcién, la cuenta de inversién
es negativa y esta suficientemente alejada del cero, el poseedor podrid pensar
en que podria tener una pérdida de continuar invirtiendo: ;Pero qué sucede
si piensa que pudiera obtener una ganancia en una iversion futura?. La op-
cién pasaporte de reinicio es un remedio a este dilema: cuando él quiera
podré poner su cuenta de inversion en cero. y de esta forma esperar tener

una cuenta de inversién positiva al vencimiento.

La opcidén pasaporte de doble estaca. Esta opcién pasaporte permite al
poseedor cambiar su posicién limite de 1 a 2 durante un periodo especifica-

do. Imagine que en algin momento durante la vida de la opcién el poseedor,

11



por alguna razoén, esta bastante seguro en la direccion del activo subyacente.
entonces él puede decidir en tomar el doble periodo estaca y de esta forma el
podré tomar mayores ganancias si él esta en lo correcto (pero més pérdidas

si estd equivocado).

La opcion pasaporte posicion mdgica. Esta opcién permite al poseedor
poder desaparecer parte de la historia de su cuenta de inversién; més ex-
plictamente, él puede decidir en cualquier momento (digamos t;) a tomar el
punto magico, después de t; se puede hacer valer la posicién magica digamos
en ty . El poseedor decidira con que inverién se quedara, si con la cuenta de
inversién en el momento #1 o con la cuenta en t5. Asi que en el momento to
tenemos que el valor de la cuenta de inversién sera: el maximo entre el valor
de la cuenta de inversion al momento ¢1 o el valor de la cuenta en ty. Esto
es con la finalidad de que si él inversionista piensa que puede obtener més
ganancias en un futuro pero ya no quiere arriesgar lo que ha ganado en t;.
Asi que si esta en lo correcto y obtiene mas ganancias que en t; él puede
decidir que se quede con las ganancias en ¢y pero si por el contrario, después
de t1 la estrategia en t resulté un nivel menor que en tp, tiene el derecho

de quedarse con lo que hasta en t; habia ganado.

Las opciones pasaporte estilo chooser, barrera, reinicio, doble estaca y
posicion mdgica son opciones pasaporte exdticas dadas a conocer por Antony

Penaud, Paul Wilmott y Hyungsok Ahn?.

Pequenas variantes de la opcién pasaporte

Aqui sélo se dan algunos ejemplos de las variantes que pueden tener,
si bien sus diferencias son menores, su valuacién puede ser completamente
diferente. La solucion analitica y explicita sélo puede ser dada para casos
muy especificos. (M. Yor y F. Delbaen en [3] tratan el caso general).

Algunos ejemplos son:

2Para conocer los detalles y la valuacién ver ( [1])

12



1. El inversionista recibe dividendos del activo e intereses del banco al

contado.
2. El inversionista no acumula los intereses pero si los dividendos.
3. El inversionista decide retener los intereses pero no los dividendos.

4. El inversionista no acumula ni dividendos ni intereses (Este ejemplo

sélo se trata en teoria).
5. Los dividendos son reinvertidos en el activo subyacente.

6. El inversionista sélo puede rebalancear el portafolio un numero limi-

tado de veces.
7. El inversionista sélo puede rebalancear su portafolio diaria/semanal /mensualmente.

8. La tasa de interés puede ser diferente cuando el portafolio es positivo

o cuando es negativo.

9. La inversién inicial es diferente de cero.

Como se puede observar las opciones pasaporte dieron lugar a una gran
variedad de opciones sobre cuentas de inversion. Este tipo de opciones no
han tenido gran popularidad en los mercados internacionales por que son
relativamente caras, aunque se han derivado opciones maés baratas como
las vacacionales, no han tenido a mi parecer, la suficiente promocién para
que los inversionistas con la capacidad de cotizar estos instrumentos estén
interesados en invertir. Aunque han pasado 8 anos desde la primera publi-
cacién, no es tiempo suficiente para la maduraciéon de estos instrumentos,
si tomamos en cuenta que pasaron 30 anos de la publicacién de Black y
Scholes para que en México se emitieran por primera vez opciones; no me
sorprenderia que para el ano 2030 estén en la pantalla de cotizaciones del

MEXDER opciones pasaporte sobre acciones de Televisa o Telmex.

13



Capitulo 3

El Modelo del Mercado

Financiero

En este capitulo se definen los conceptos necesarios para construir una
estructura matematica que modele nuestro mercado financiero, el cual se
supondra que no admite oportunidades de arbitraje; es decir que no se po-
dran obtener ganancias sin riesgo. Esto asegura la existencia de una medida
de probabilidad equivalente en la cual el proceso de precios descontados tiene
la propiedad martingala.

En 1900 el matematico Louis Bachelier propuso en su disertacién “Théorie
de la Spéculation” un modelo para la dindmica de los precios de las acciones
como un movimiento browniano y proveyé por primera vez la definicion exac-
ta de una opcién como un instrumento financiero definido totalmente por su
valor final. En su publicacion en 1965 “Theory of Rational Warrant Pricing”
el economista y ganador del premio N6bel Paul Samuelson, da reconocimien-
to a la contribucién fundamental de Bachelier, transformando el movimiento
browniano en un movimiento browniano geométrico dado que los precios de
las acciones no pueden tomar valores negativos. Comenzaremos recordando
definiciones que necesitaremos en este capitulo y capitulos subsecuentes.
Un espacio medible (€2, F) esta dado por un conjunto no trivial Q y una
o-dlgebra F sobre {2, a cada conjunto de F se le llama conjunto medible.

Una funcién @ : F — [0,00) sobre el espacio medible (£, F) es llamada

14



una medida sobre (2, F) si @ es numerablemente aditiva, i.e. que para to-
da sucesién de conjunto medibles disjuntos (A )pex tenemos Q(US ;1 Ay,) =
>l Q(Ay). La terna (Q,F,Q) es llamada un espacio de medida. @ es
llamada una medida de probabilidad si Q(2) = 1 en este caso el espacio
(Q,F,Q) es llamado espacio de probabilidad.

Sean ), Q* dos medidas sobre un espacio medible (£2, F). Una medida
@ se dice que es equivalente a Q* si Q(A) =0siysélosi Q*(A)=0AeF,
es decir, que @ y Q* tienen los mismos conjuntos nulos 6 tienen los mismos

conjuntos de probabilidad uno.

Sea X = {X;0 < ¢ < oo} un proceso con valores reales definido sobre
un espacio de probabilidad (€2, F, @), adaptado a una filtracién dada {F:}
y tal que F | X; |< oo se cumple que para cada t > 0 (el proceso es
integrable). Se dice que el proceso X es una submartingala (respectivamente,

supermartingala) si para 0 < s < t < 00, se tiene, () casi seguramente:
E[X, | Fs] > X, (respectivamente, E[X; | Fs] < Xj).

Cuando el proceso X es simultaneamente submartingala y supermartingala,
éste recibe el nombre de martingala. Entonces en el caso de una martingala

para cada 0 < s < t < o0,
E[X, | Fs] = Xs. Q —c.s.

Tenemos un mercado gobernado por un espacio de probabilidad filtra-
do (2, F,{Fi}t>0,Q) en donde se define un movimiento browniano W =
(Wi, t > 0) en algun intervalo finito ¢ € [0,7] como un proceso estocéstico

que cumpla con:
1. Wy =0.

2. W(t)—W(s) se distribuye N(0,t—s) con 0 <t < s < T (Incrementos

Normales).

3. para toda sucesion finita de tiempos 0 < tg <t < --- < t, se cumple
que los incrementos W (t1) — W(ty), W(ta) — W(t1), -, W(tg) —

W (tx—1) son independientes, (incrementos independientes).
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Q es la medida de probabilidad fisica, supondremos que el espacio de prob-
abilidad es filtrado, la filtracién natural {F;}+>o representa el flujo de infor-
macién inducido por Wy, resultado de todos los agentes de la economia.

Existen dos tipos de activos: Un bono libre de riesgo y activos con riesgo

tales como acciones. El precio del bono esta dado por
dBt = Y’tBtdt, B() =b. (31)

Donde b es una constante positiva, r; es la tasa de interés compuesta con-

tinuamente, entonces

t
By = bexp [/ rsds], vt € [0, 7. (3.2)
0

Para simplificar los calculos supondremos que b = 1.

La dindmica de los precios de los activos con riesgo estan dadas por la

ecuacion diferencial estocastica:
dSt == St/J,dt -+ StO'th, (33)

donde @ y o son constantes tales que —co < u < ooy 0 <o <oco. Wesel
movimiento browniano.

Para el interés de esta tesis se supondrs de aqui en adelante que p y o2
son funciones constantes.

Supongamos que existe un proceso {X;} tal que para toda w € ,

T
/ | X¢|dt < o0, (3.4)
0
o Xy =p—rS, Q — c.s. (3.5)
1 (T
EQ[exp(2/0 X7dt)] < oo, condicién de Novikov. (3.6)

Bajo las condiciones (3.4), (3.5) el proceso de precios (S, B;) no admite
oportunidades de arbitraje. La ausencia de arbitraje implica la existencia
de una medida de probabilidad Q* sobre (2, F) equivalente a @ tal que
el proceso de precios descontados es una Fi-martingala bajo Q* (ver Har-

rison y Kreps [9]). El mercado contiene el mismo niimero de activos que
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de movimientos brownianos independientes (la matriz de correlacién de los
procesos es la matriz identidad) , esto implica, que el mercado es completo
y la medida de probabilidad neutral al riesgo es unica, es decir, la medida
martingala Q* es tUnica si y sélo si el mercado es completo bajo la condiciéon
(3.6) (ver Harrison y Pliska 1981 [10]).
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Capitulo 4

Black-Scholes y Teoria de

Martingalas

En este capitulo estudiaremos un método probabilistico con el cual valu-
aremos opciones europeas desde una perspectiva diferente. EI método clasico
consiste en resolver una ecuacion diferencial parcial conocida como ecuacion
de Black y Scholes. Una manera distinta de resolver el problema de valu-
acion de opciones es el método de martingala equivalente; esta herramienta
da una solucion exactamente igual a la dada por Black y Scholes, pero nos
evitamos el problema de resolver la ecuacion diferencial parcial. La estrate-
gia sera buscar una medida “sintética” bajo la cual el proceso de precios
descontados sea una martingala. La referencia para este capitulo es el texto
de Salih N. Neftci [20].

4.1. El teorema de Girsanov

El concepto de cambio de medida 6 encontrar una medida equivalente es
muy practico y bajo ciertas condiciones se puede obtener. El otro concepto
importante es que si existe una medida “sintética” no necesariamente ten-
dria que ser tinica, pero también bajo ciertas condiciones se puede demostrar
la unicidad. El teorema de Girsanov es una herramienta matemadtica muy

importante en la teoria financiera moderna. A grandes rasgos es el puente
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entre dos mundos: el mundo de precios reales y el mundo donde los precios
descontados son martingala.

El cambiar de medida de probabilidad para hacer los cdlculos mas sencillos
es muy comun, como ejemplo considere que la estatura de los hombres mex-
icanos en promedio es de 1.70 m. con una varianza de 0.20 m. y quisiéramos
calcular la probabilidad de que la altura de mi hijo no sea mayor a 1.90 m. o
P[ X < 0.90 ], para resolver este problema tendriamos qu buscar una tabla
Normal con media 1.70 m. y varianza 0.20 m. o resolver el problema por
métodos numéricos lo cual es muy tedioso. Lo que comiinmente se hace es
estandarizar el problema con un cambio de variable Z = (X — 1,70),/0,4472
y asi encontrar la probabilidad en una tabla normal con media cero y var-
ianza 1. Lo que hay en el fondo es que estamos cambiando de medida de
probabilidad de una N(1.70, 0.20) a N(0,1).

Ahora considere una t fija y una variable aleatoria distribuida normal z;.

5 ~ N(0,1), (4.1)

sea f(z) la funcién de densidad de z; y sea @ la medida de probabilidad
implicita dada por

aQer) = =

e 23 gz, (4.2)
2T

Ahora definamos la funcién
E(zr) = e, (4.3)

cuando multiplicamos £(z;) por d@Q(z;) obtenemos una nueva medida de

probabilidad. Esta puede ser vista de la forma siguiente:

Q)] [6(e0)] = e He bl (1.4)

Agrupando términos en el exponente, obtenemos la expresion

1
V2T

Claramente @* es una nueva medida de probabilidad, definida por

dQ* (z) = ——e 331 gz, (4.5)

dQ™(z) = dQ(z)€(2¢). (4.6)
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A simple vista se puede ver que la variable aleatoria bajo la medida Q* es
una normal con media p y varianza 1.

Los ejemplos anteriores sélo son ilustrativos de como es que se puede definir
una nueva medida de probabilidad. El concepto de cambio de medida tiene
bases matematicas sélidas, basadas en la derivada de Radon-Nikodym.

La expresion (4.6) puede verse también como:

¥

T =€) (47)
Esta ecuacién puede interpretarse como la derivada de la medida @* con
respecto a la medida @ y esta dada por £(z;). A esta ultima expresién se le
conoce como la derivada de Radon-Nikodym. La condicién de que exista la
derivada es que dado un intervalo dz;, las probabilidades @Q* y () satisfacen
Q*(z) > 0 siysélosi Q(z) > 0. Esta representacién de la derivada de
Radon-Nikodym es un abuso de notacién, la expresion matematica es de

forma integral

@)= [ caq. vaer (48)

Fl teorema de Girsanov provee las condiciones necesarias bajo las cuales la
derivada de Radon-Nikodym £(z;) existe para casos donde z; es un proceso
estocéstico continuo. Tenemos una filtracién {F;} ademds un intervalo de

tiempo [0,T] T' < co. Definamos un proceso aleatorio &;:

& = elo XudWumg o Xidu 4 ¢ (0,77, (4.9)

donde X; es un proceso Fi-medible (Esto es, dada la informacién conjunta
Fi, el valor de X es conocido exactamente). Wy es un movimiento browniano
con medida de probabilidad . Una condicién necesaria que supondremos
es que X; no deberia variar mucho, es decir, X; no debe crecer mucho 6 que

el proceso cumpla com la condiciéon de Novikov.
E [efotxid“] <o, telo,T. (4.10)

Si la ecuacion anterior se cumple entonces & sera una martingala cuadrado-

integrable.
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Enunciamos el siguiente teorema y omitimos su demostracion por su com-

plejidad.

Teorema de Girsanov 4.1.1 Si el proceso & definido por (4.9) es una
martingala con respecto a la filtracion F; y la probabilidad Q) entonces W*

definido por
t
W — Wt—/ Xodu, te0,T], (4.11)
0

es un movimiento browniano con respecto a Fy y a la probabilidad Q* dada

por

Q*(A) = E[14€] = /A €dQ, (4.12)

con A un evento determinado por Fy y L4 representa la funcion indicadora

del evento.

En téminos heuristicos, éste teorema nos dice que si tenemos un movimiento
browniano W; dado, entonces multiplicando la distribucién de probabilidad
de este proceso por &, podemos obtener un nuevo movimiento browniano
W con distribucién de probabilidad @*. Los procesos estan relacionados

por
AWy = dW, — X,dt. (4.13)

La demostracién de este teorema puede encontrarse en (Liptser y Shiryayev
1997 [19]). Cabe hacer mencién que la interpretacién en el mundo financiero
de la funcién X; usado en el teorema de Girsanov es la tendencia de los
precios u, asi que el proceso W* esta intimamente relacionado segin (4.13)
con la media original y esto quiere decir que la tendencia serd cambiada de

tal modo que el proceso de precios sea (F;, Q*)-martingala.

4.2. Solucidon de la ecuacion de Black-Scholes

Las dos estrategias para valuar opciones europeas son:

1. La aproximacion original de Black-Scholes. Primero es formado un
portafolio libre de riesgo, luego se obtiene una ecuacién diferencial

parcial que se resuelve directamente o numéricamente.
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2. El método de martingala, primero encontramos una probabilidad “Sintética”

Q* bajo la cual S; es una martingala. Entonces se calcula

C, =E¥" {eﬂ"(T*t) méx {Sr — K,0} \ft}. (4.14)

La ecuacién (3.3) se puede escribir como:

% =p+odW & d(n(S)) = p+ ocdW
t
T T
& / d(In(Sy)) = / w~+ odW,
0 0
& Sr= S()GYT, (4.15)

donde Y; = [} p+ odW,.
Bajo la medida de probabilidad implicita @

S, = Spe¥t,  tel0,7), (4.16)

la ecuacion diferencial estocastica Sy es una funcién de Y; asi que aplicando

el lema de It6 obtenemos:
1
dSy = Soe™ [udt + odWy] + [Soe™] 5a%ht. (4.17)
Después de agrupar términos y sustituyendo

1
dSt = |:,U,St + 20'2St:| dt + O'Stth. (418)

La ecuacién diferencial estocastica bajo la medida martingala @Q* es cal-
culada de manera similar, pero el coeficiente de difusiéon sera diferente y

cambiaremos p por p y Wy por W/ y obteniendo:
1
dSt = |:pSt + 20'2St:| dt + O'Stth*. (419)

Al cambiar W; por W estamos cambiando también la medida de probabil-

idad @ por Q*. De la ecuacién anterior definamos a p por el valor:

1
p=r— 502, (4.20)
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sustituyendo tenemos:

1 1
ds; = Kr - 202) Sy + 2023,5} dt + 0 S, dW; = rSydt + oS, dWy, (4.21)

dSt = TStdt + O'Stth*. (422)

De aqui se deduce que la probabilidad bajo la cual S; es una martingala,
resulta de cambiar el pardmetro de difusién de la EDE original por la tasa
libre de riesgo r. Esto es interesante pues p contiene una prima de riesgo
que en general no es conocida antes de evaluar Sy, pero r es la tasa libre de
riesgo que se supone conocida. La condicién necesaria para que el proceso
de precios descontados sea una martingala, es la ausencia de arbitraje.

Las hipotesis del modelo son:

1. La tasa libre de riesgo es constante durante toda la vida de la opcién.

2. Los subyacentes no pagan dividendos antes del vencimiento de la op-

cion.

3. La opcién de compra es de tipo europeo y no podria ser ejercida antes

de la fecha de vencimiento de la opcién.

4. Los precios Sy del activo subyacente siguen un movimiento browniano

geométrico con coeficientes de tendencia y difusién proporcional a Sj.
5. No existen costos de transaccién y el activo es infinitamente divisible.

La relacién bésica es la propiedad martingala que e "*C}; deberia satis-
facer bajo la probabilidad Q*:

Co = EQ [e—T(T)Cﬂfo} : (4.23)

donde T es la fecha de vencimiento de la opcion de compra. Conocemos que
a la fecha de vencimiento la funciéon de pagos de la opcién serd St — K si

St > K o cero si St < K. Esto nos permite definir la condicién final

Cr = max [St — k,0]. (4.24)
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Y la propiedad martingala para e~"7 Cp implica
C() = EQ* [E_T(T) m&ix{ST - K, 0} |.7'-0] . (4.25)

Procedemos a derivar la férmula de Black-Scholes evaluando directa-
mente la ecuacién (4.25) usando la medida de probabilidad Q*.

La probabilidad Q* es la medida martingala equivalente

P SR TR

T T : (4.26)

con
ST = SoBYT. (4.27)

Usando esta densidad, podemos evaluar directamente la expresién (4.25) la

cual puede ser escrita como

Co = / e "' méx St — K, 0] dQ*, (4.28)

— 00

substituyendo en la ecuacién (4.28) la medida dada por (4.26)

o0 1 1 1.2y7)2
C :/ e "' max [Spe’” — K, 0 e n V=3 gy
" —00 [ ’ ] V2ro?T r

(4.29)

Al eliminar la funcién méximo, cambiamos los limites de integracién.

Notamos que después de tomar logaritmos, la condicion
Spe’T > K, (4.30)

es equivalente a

Yy > In (K> , (4.31)
So

entonces

00 7T 1 1 (p—1y2 2
C“:/m(K)e (Boe™ = K) g e T avy (4.2
So
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La integral anterior puede ser tratada en dos integrales separadas, asi

Cy = /oo Soe—rTeYT 1 6_202T(YT7(1T7%02)T)2dYT
1 (s%) V2ro?T
o0
1 (Vi (p_1
K [ Ve T
50

Definamos una nueva variable Z

Yr —(r—Lic®T
g Yr= (=307 (4.34)
oVT

esto requiere un ajuste a los limites de integracién, y en la segunda parte de

la integral de la ecuacién (4.33) tenemos

Ke T /OO 1 e—ﬁ(YT—(r—%a%T)ngT
(L) V2ro®T
—rT >~ 1 —1z2
= Ke : \/ﬂe 227dZ, (4.35)

Noétese que el limite inferior de la integral, estd estrechamente relacionado

con el pardmetro do en la férmula de Black-Scholes. Sabiendo que
—In(K/Sp) = In(Sy/K), (4.36)

obtenemos el pardametro ds de la férmula de Black-Scholes

ln(i) —(r— %UQ)T — (1n(%) + (r— %UQ)T)

2 o/ T 2 T

Recordamos que la distribucién normal tiene varias propiedades de simetria.

. (4.37)

Una de estas es que con una distribucién normal estdndar f(z), podemos

escribir

00 —L
/ f(z)dx :/ f(z)dx. (4.38)
L —00
Usando la propiedad anterior, escribimos

er [T g —rT w1 —1z2
Ke e 29 dZ=Ke e 29 dZ
—da V 27 —00 2

= Ke "I N(dy). (4.39)
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Ahora derivaremos la segunda parte de la féormula de Black-Scholes. Del

primer sumando de la ecuacién (4.33) del lado derecho de la igualdad

So /OO e T YT 1 efﬁ(YTf(rféoz)T)QdYT
1 ( K) V2ro?T

S0

= e(r=39)Te g, /OO egzﬁie_%ﬁdz. (4.40)
—dy V2T

Usando la propiedad de la densidad normal

d
e(r_%JZ)Te_TTSO/ ’ Le_%(ZQH(’Z\/T)dZ, (4.41)
oo V2T
completando el cuadrado en el exponente, tenemos
d
e(Tégz)TeTTSteTgQ/ : Leié(ZJ”"/T)dZ. (4.42)
oo V2T
Finalmente tomamos la substitucién H = Z + ov/T
d2+0'\/T ]. 1 H2
:S/ e 2" dH = SyN(dy), 4.43
o) Wor 0N (d1) (4.43)
donde
dy =dy +oVT. (4.44)

Por lo tanto el valor de la opcién de compra es
C(] = S()N(dl) — KG_TTN(dQ), (4.45)

donde

1
dy = 2 , (4.46)

d2 = d1 - U\/T. (4.47)

donde N(-) es la distribucién normal estdndar.

Finalmente obtuvimos el precio de la opcién sin resolver la ecuacion difer-
encial parcial de Black-Scholes. Esto es muy importante, por que la teoria
de martingala equivalente es la base del estudio de las finanzas modernas, la
mayor parte de los investigadores en el mundo académico hacen sus publica-
ciones basandose en la existencia de una medida de probabilidad neutral al
riesgo, por lo que considero indispensable que los estudiantes de licenciatura

tengan los conocimientos suficientes sobre esta importante teoria.
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Capitulo 5

Conceptos Previos a la

Valuacion

Existen dos maneras de resolver el problema de valuacion de las opciones

pasaporte. La primera es interpretarlo como un problema de optimizacion,
el cual puede ser resuelto con la teoria de control éptimo; la teoria de control
optimo tiene varias aplicaciones a la Robdtica, Quimica, Fisica, Finanzas e
Ingenieria. Existe una amplia gama de referencias sobre la teoria de control,
tales como Fleming y Rishel [7] o Fleming y Soner [6], entre otros. Para esta
seccion se usaron las siguientes referencias: Control (jptimo Determisin-
ta via Programaciéon Dinamica, de G. Ferreyra y J. Pascal; Stochastic
Optimal Control in Finance, de H Mete Soner [26]. En la primera parte
de este capitulo se explica a grandes rasgos el concepto de control éptimo y
damos la idea general de la ecuacion de programacion dinamica y soluciones
de viscosidad.
El segundo enfoque que estudiaremos para resolver el problema de valuacién
de las opciones pasaporte hace uso de la teoria de tiempos locales de un pro-
ceso estocastico. En la segunda parte de este capitulo se explica el concepto
de tiempo local del movimiento browniano. En el capitulo 6 se empleara la
formula de Tanaka para el movimiento browniano, la cual introducimos en
el capitulo presente. Para un analisis mas profundo sobre el tiempo local
browniano se puede consultar I. Karatzas y S. Shrev [18], M. Yor y D.
Revuz [22].
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5.1. Control 6ptimo estocastico

La idea de control puede ser expresada como el proceso mediante el cual
se ejerce una influencia sobre el comportamiento de un sistema dindmico
(que varia con el tiempo) para alcanzar un propésito previamente fijado. En
términos generales un problema de control éptimo contiene los siguientes

elementos:

» Proceso de estados x(-). Este proceso debe disponer de la informacién
minima necesaria para describir el problema. Normalmente z(t) € R¢
es influenciada por el control y dado el proceso de control éste tiene
una estructura Markoviana. Usualmente se puede describir la dinamica

del proceso como una ecuacién diferencial ordinaria o estocéstica.

» Proceso de Control u(t). Necesitamos definir el conjunto de controles o
decisiones, U en el cual u(t) toma valores en cualquier t. En el escenario
estocdstico necesitaremos que u() sea adaptada a una cierta filtracién

que modele el flujo de informacién.

» Funcional Objetivo. J(z(-),u(-)). Esta es la funcional que deberd ser
maximizada (o minimizada ). En el caso del problema de valuacién de

las opciones pasaporte, el funcional serd la esperanza condicional.

La teoria de control, hace énfasis en el andlisis sobre las condiciones nece-
sarias y suficientes para la existencia y cdlculo de los controles o decisiones,
asi como también de la unicidad. Ahora bien, si adema&s se desea lograr tal
propdsito en un minimo, o un maximo, este es un problema de control 6pti-
mo. En tal caso, se quiere minimizar una funcional que depende del estado
del sistema y del control. Por ejemplo, si se desea controlar la trayectoria de
un avion, para lograr una condicion final, el estado del sistema podria rep-
resentar la posicion y velocidad del avién y el control representaria la fuerza
o aceleracion necesaria para lograr tal objetivo, este ejemplo representa un
problema para la Teoria de Control. Ahora bién, si ademéds se desea lograr
tal proposito en un minimo de tiempo o con un uso minimo de combustible,

entonces este es un problema de control éptimo. El valor méximo juega un
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rol importante en nuestro analisis de las opciones pasaporte:

V,= sup E°© eiT(T*t)Xﬂft} ,
ue[—1,1]
pues definiremos a X" como el proceso de ganancias que depende directa-
mente del control u que es la decision del inversionista de comprar o vender
u acciones, y de acuerdo con la teoria de valuacién de opciones, el precio de
la opcidn serd el valor esperado de los flujos futuros traidos a valor presente

bajo la medida de probabilidad neutral al riesgo Q*.

5.2. Principio de programacion dinamica y la ecuacién

de Hamilton-Jacobi-Bellman

En 1957, Richard Bellman presenté el método de Programacién Di-
narhica para resolver problemas de control éptimo. Este método consiste
en reemplazar el problema de optimizacién, por una ecuacién diferencial
parcial no lineal, llamada FEcuacion de Programacion Dindmica (EPD) o

también ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)
0="Vi(t,x) + H(z, Vy(t,x)), (¢t )€ [to,T] x R", (5.1)
donde

H(z,p) = mix {f (z,u)p+ Lz, u)}

Go= fut), w<t<T,

a la funcién f se le llama la dindmica del sistma de control y a la funciéon
L se le conoce como el Lagrangiano y se define como:
dada una funcién L : R x U — R continua, se define la funcional de la
siguiente manera:

T
u(-) € U — J¥O(tg, zo) = / L(xz(s), u(s))ds.

to

donde z(-) es la solucién de % = f asociada al control u(-). Para que V

satisfaga (5.1) en el sentido clasico de ecuaciones en derivadas parciales se
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necesita que esta sea continuamente diferenciable, pero para muchos prob-
lemas incluyendo el de valuacién de opciones pasaporte la funcionn de valor
no es diferenciable. Crandall y Lions presentaron una nocién mas débil de
solucién de la ecuacién de programacién (5.1). Esta nocién se conoce como

la solucidones de viscosidad de la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman.

Para entender la nocién de solucién de viscosidad considere la forma
general de una EDP parabdlica de segundo orden

Supondremos que F satisface la condicién de elipticidad
F(x,V,Vy, Viw +€) < F(x,V,Vy, Vi) si € > 0. (5.3)

La propiedad de elipticidad es crucial para la definicién de soluciones de

viscosidad.
Para motivar la definicién, considere la funcién v(t,z) € C? y V(¢,x) € C.
Sea (tg,zp) un maximo local de V' — v. Sabemos que

o _ o

ot ot’

Ve=vr ¥y Vaz 2 Uga,
cerca a (tg, xo).
Usando estas relaciones y la propiedad eliptica, tenemos que

v

ot

si (5.4) se cumple Yo € C? para el cual (¢, zg) es un maximo local de V — v

(to,z0) + F (w0, V(to, z0), ve(to, T0), Vax (to, 20)) <0, (5.4)

entonces a V se dird que es una subsolucion de viscosidad de (5.2).
En cierto sentido, la funcién v, podria ser considerada como una cota supe-
rior de las posibles soluciones.
Similarmente, V es una supersolucién de viscosidad si Vo € C? y (to, z0) es
un minimo local de V' — v, entonces
v
ot

Una solucién que es una subsolucién de viscosidad y una supersolucion de

(to,z0) + F (w0, V(to, 20), Ve (to, T0), Ve (to, o)) > 0. (5.5)

viscosidad se le dird que es una solucion de viscosidad de (5.2).
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Las definiciones (5.4) y (5.5) pueden ser usadas cuando V' no es suave, en el
sentido de que la primera y segunda derivada de V no son requeridas. Por
esto mismo soluciones no suaves a (5.2) pueden ser definidas. La existencia

y unicidad de soluciones de viscosidad son establecidas en [6].

5.3. Tiempo local para el movimiento browniano

El concepto de tiempo local del movimiento browniano es una herramien-
ta estocdstica muy 1til, pues entre otras cosas se puede generalizar el lema
de It6. Recordemos que para aplicar el lema de Itd a una funcién ésta debe
de ser diferenciable de clase C2. Tendremos problemas, como por ejemplo, el
tratar de aplicar el lema de It6 en la funcion de pagos de una opcién europea
max(S7 — X, 0) justo donde la funcién no es diferenciable y en principio no
podria aplicarse el lema de It6 en este punto, pero con la generalizacién del
lema de It6 para funciones continuas y convexas si se puede, dado que esto
no es tema de esta tesis no aundamos en el tema, para obtener detalles se
puede consultar ( [18] seccién 3.6 en el capitulo III).

Comenzaremos dando la idea general de tiempo local para el movimiento
browniano, para luego definir la férmula de Tanaka.

Definamos el tiempo de ocupacién como la medida en el cual un proceso
cruza una cierta regién; lo podemos pensar de la siguiente manera, grafique-
mos una banda paralela al eje del tiempo, ahora nos fijaremos en la medida

de los fragmentos del movimento browniano que quedan dentro de la banda.

Definicion 5.3.1 Para cada conjunto fijo de Borel B se define el tiempo de

ocupacion de B por el movimiento browniano como:

t
I,(B) = / Tp(Wo)ds = \MO<s<tW,eB}: 0<t<oo, (56
0
donde A denota la medida de Lebesgue.

Ahora, si contraemos el radio de la banda a cero, obtenemos sélo un

punto y el tiempo de ocupacién del movimiento browniano en el que cruza
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Figura 5.1: Una sola trayectoria del movimiento browniano intersectando en

un punto

un punto, es de medida cero segtiin la medida de Lebesgue, es decir:
A(ly(z)) =0, Q—cs.

en donde

lolz) = {0 < 1 < 00 Wiw) = 2},

y Wy es el movimiento browniano, A es la medida de Lebesgue y w € 2
(Fig. 5.1).

Ahora, si en lugar de fijar un sélo punto observamos la cantidad de
tiempo de ocupaciéon dentro de una vecindad de radio € alrededor de = y nos
fijamos en el limite cuando € tiende a cero; resulta que éste limite si existe y
ademas es distinto de cero, P. Lévy fué quien demostré que el limite anterior

existe y definié el tiempo local de la siguiente manera:
Definicién 5.3.1

1
Li(z) = lim —A{0<s<t;|Ws—zx|<e}; t€[0,00] zeR (57)

e—0 4e
A éste se le conoce como el tiempo local del movimiento browniano al
rededor de z (Fig:5.2). También se puede generalizar la regla de cambio de
variable segiin It6 para funciones convexas pero no necesariamente diferen-

ciables.
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Figura 5.2: Tiempo Local

Como parte de la definicién de tiempo local tomamos la siguiente relacién

entre el tiempo local y el tiempo de ocupacion:

I'y(B,w) = / 2L (z,w)dx; 0 <t < oo, BeBR). (5.8)
B

5.3.1. Férmula de Tanaka

La férmula de Tanaka serd utilizada en el capitulo siguiente, asi que

aqui sélo damos la férmula, para ver su demostracién (ver Revuz-Yor [22]).

Férmula de Tanaka 5.3.1 Para todo numero real a, existe un proceso

continuo creciente L® llamado el tiempo local de X en a tal que
¢
|1 Xy —a| = |Xo—al —|—/ sgn(Xs — a)dX, + LY.
0
t 1
(X — a)+ = (Xo— a)+ +/ I(Xs>a)dXs + 5[4?.
0

t

_ _ 1,

(Xt — a) = (X[) — a) — / I(nga)dXs + iLt
0

donde (X —a)™ representa la funciéon mdzimo de X —a y (X —a)~ representa

la funcién minimo de X — a.

En particular, | X; —al, (X; —a)~, (X; —a)* son semimartingalas. Para nues-
tras necesidades ocuparemos la forma (X; — a)* como representacién del

tiempo local del movimiento browniano.
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5.3.2. Lema de Skorokhod

Lema de Skorokhod 5.3.1 Sea y una funcion de valores reales y contin-
ua sobre [0,00) tal que y(0) = 0 y z > 0 constante. Entonces eriste una

unica pareja de funciones (x,1) sobre [0,00) tal que

l.x=z4+y+1.

2. x es positivo.

3. 1 es creciente, continua y mondtona fuera de x = 0.
4. lp=0.

mds aun, | esta dada por:

l, = max [sup[—(z +ys)], 0] = { sup[—(z + ys)]}+. (5.9)

s<u s<u

Los resultados que se han visto en este capitulo serdn utilizados en capitulos
subsecuentes.

Dado que la teoria de control, el concepto de tiempo local del movimiento
browniano y el lema de Skorohod son temas que requieren un mayor nivel al
de licenciatura, solo se han dado las ideas generales, asi como las definiciones
sin aundar mucho en los temas. Para mayor detalle se puede consultar la

bibliografia ya mencionada.
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Capitulo 6

Opciones Pasaporte

Europeas

En la primer seccién abordaremos el problema de valuaciéon de una op-
cién pasaporte a la manera de Black y Scholes; es decir, replicaremos la
opcién mediante un portafolio donde, por hipdtesis, el mercado es libre de
riesgo, y asi obtendremos una ecuacion diferencial parcial. La referencia de
donde se toma esta parte del capitulo es T. Jurgen [17] y L. Andersen, J.
Andreasen, R. Brotherton-Ratcliffe en [2].

La idea central de la segunda seccién consiste en interpretar el problema
de valuacion desde el punto de vista probabilistico, usando la propiedad de
martingala. Esta forma de valuacion, tiene una expresion particular para el
caso de las opciones pasaporte; el objetivo serd llevar esta expresiéon a una
forma ya conocida y asi obtener una férmula para el precio de la opcién
pasaporte. La estrategia consiste en relacionar el problema de las opciones
pasaporte con el de las opciones look back. Esta seccion se basa en el trabajo

realizado por V. Henderson y D. Hobson en [13].
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6.1. Valuacién de opciones pasaporte

6.1.1. Por construccion de un portafolio libre de riesgo

En esta seccién comenzaremos con una valuacion de las opciones pas-
aporte siguiendo la idea de Black-Scholes. El punto de inicio es la publicacién
de Black-Scholes (1973), en el cual el activo S sigue la siguiente ecuacién

diferencial estocéastica:

Cf;;t = (r — f)dt + odW;. (6.1)
en donde 7 es la tasa libre de riesgo, f la tasa de dividendo, o la volatil-
idad del activo subyacente, las cuales las consideraremos constantes. Con-
sidere a un inversionista que a la fecha ¢; posee la cantidad de u(t;) € [—1, 1]
en el activo subyacente. En el tiempo ¢; a ¢;41 el inversionista obtiene ganan-
cias de u(t;)[S(ti+1) — S(t;)]. Sumando todos los periodos, las ganancias
totales del inversionista son
T—1
X =) u(ty)[S(tit1) — S(ti)]. (6.2)

=0
Ahora si consideramos inversion continua, las ganancias pueden ser expre-

sadas como:

X(t) = /0 u(3)dS(s), (6.3)
6 equivalentemente
dX(t) = u(t)dS(t), con X(0) =0, (6.4)

al proceso X (t) le llamaremos el proceso de ganancias. Cabe hacer men-
cién que la variable u(t) es una variable de decisién del inversionista, por
ejemplo, si u(t) = 1 quiere decir que el inversionista decidié comprar una
accién; si u(t) = —1 entonces el inversionista vendié una accién. Ejemplos
mas concretos se veran en los capitulos siguientes.
La opciéon pasaporte da al poseedor el derecho pero no la obligacién de
recibir X en T. En el caso de que X < 0 el inversionista racional no estaria

interesado. Asi que la funcién de pagos es igual a
V(T,S(T), X(T)) = [X(T)]" = max[0, X(T)],
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donde X(t) es el proceso de ganancias definido en (6.4) y S(t) = S; es el
activo subyacente con una dindmica definida por (6.1).
Ahora construimos un portafolio libre de riesgo II que consiste de una opcién

pasaporte V' y —k unidades de el activo subyacente:

=V - kS (6.5)

Dentro de los limites de tiempo (¢, t+dt) el cambio de valor del portafolio

€es
dIl = dV — k(dS + fSdt). (6.6)

Por ahora supondremos la existencia de una estrategia 6ptima u* y de las
derivadas parciales Vgg,Vxx v Vsx. La expanciéon en Taylor hasta los térmi-

nos de segundo orden es:

ov ov ov
dv. = Edt—i— ﬁdS—i- a—XdX +

o*V 10%V
LoV 2 10V 2
+ 5952 (dS)* + 858X(deX)+ 28X2(dX) . (6.7)

Recordando la regla del producto para funciones estocédsticas tenemos

1902V

que
(dS)* = 02 Sdt, (6.8)
v la ganancia maxima que el poseedor puede obtener esta dada por
dX =wu*dS, (6.9)

sustituyendo (6.8) y (6.9) en (6.7) obtenemos

ov ov ov , ., 102V, 5 5
0%V . 10*V . o

T gy (ASUAS) + 5 o (wds)”

simplificando

oV oV L OV
1 /0*V 0%V 2PV 5 o
— 2u* ) — 1
2<85’2+ uasax+(u)aX2>ant, (6.10)
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El pardmetro k debe de ser tal que el cambio instantaneo del portafolio sea
libre de riesgo asi la ausencia de arbitraje implica que gane dinero a la tasa

constante libre de riesgo, de tal modo que

v LoV
y
dIl = rIIdt. (6.12)

Combinando ambos resultados:

oV o252 (92V 02V , 0%V oV LoV
vV 2t «2Y Vo o vV *CV )
ot T2 <852 2 55x H ) 8X2>+(r f)S<8S T ax) v,

con condicién final

V(T,S,X)=XT. (6.13)

El cambio de variable w = X/S reduce la dimensién del problema. Usando

esta sustitucion genera la siguiente EDP:

ov ov 1 2 2@

a5 + W —w)(r—f)m—+ z(u" —w)o 52

50 T 5 = fo, (6.14)

con

en donde V' (¢, S¢, Xi) = Siv(t, w) y la funcién de pagos v(7T', w) = max(w(7T),0)
es mondtonamente creciente y convexa en w.

Formulaciones equivalentes a (6.14) son:

_Ov ov 1 o 5 0%V
fo = E*W(T*f)%+§(1+w )o 92
5 v 0%v
y
_ov O 1o 0% LYo
con
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(T, w) = vp(w) = méx(w, 0). (6.17)

Para el caso en que la funcién de pagos convexa y céncava.

El control general es

. 2
ut = ¢ S1 w(%y) € [_17 1] y g’u}g < 07
2
sgn(—w%) en otro caso.
donde

Ov

r— f w
t) =w— o 6.18
o) =w= Tk (6.15)

para funciones de pagos céncavas (% < 0) se simplifica (6.18) a:

* ¢ s1 ¢(:r,y) S [_171]7
sgn(y) en otro caso.

Para fucién de pago convexa!:

. 0%
u = (el )
= sgn| — [w—r_f aaﬁ;] O
o2 v | w2

B 1 ov s 0%

= Sg“(a[(’”‘”aw‘“ wawaD
ov 9%

= (0N ot ).

con 02 > 0y sgn(x) denota a la funcién signo de .
La ecuacién diferencial parcial (6.15) es la que define el valor de la opcién

pasaporte dado que tenemos la estrategia u*.

! Cabe hacer mencién que la historia de este control es algo turbia. En 1998 se publicé un
articulo en Journal of Computational Finance [2], proposicién 5; donde fué publicado mal
la funcién del control, la correccién se hizo en [17] proposicién 2.5, en el ano de 2003, pero
resulta que también se publica con otro error diferente. No he encontrado una correccién

formal a la tesis de J. Topper.
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Si vemos el problema desde una perspectiva diferente, podremos resolver
el problema con una herramienta matemaética llamada control 6ptimo es-
tocastico. Esta consiste en buscar una ecuacion que defina la estrategia
optima p via el principio de programacién dindmica. Una EDP llamada
ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman puede ser obtenida y esta define la
siguiente estrategia Optima:

028?

(r—f)SVs+rXVyx —rV — mé [Vos+2uVsx +u*Vxx] = Vi. (6.19)

n<l1

Para contratos donde no involucran barreras sobre S 6 X 6 ambos, la trans-
formacion W = % es posible. Las ecuaciones (6.16) y (6.17) pueden ser

usadas para cdlculos nimericos donde ©* y p no son conocidas.

6.1.2. Usando tiempo local

Bajo la hipdtesis de ausencia arbitraje, el proceso de precios es una
difusién y el mercado es completo con una tnica medida martingala Q*,
como en el capitulo 4 sobre la valuaciéon de una opciéon europea de compra,
la medida de probabilidad bajo la cual el proceso de los precios descontados

son una martingala. En el modelo de Henderson y Hobson [13] se define

d?st = rdt + og(St, t)dW;. (6.20)
t

Suponer que og tiene suficientes propiedades de continuidad garantiza que
la solucién de la EDE (Ecuacién Diferencial Estocdstica) es tnica en dis-
tribucién (por ejemplo la condicién de Lipschitz sobre zog(x,t)).

Definamos el proceso de precios descontados

P =e"S,, (6.21)
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ng = €_Tt(7“Stdt + StO'S(St, t)dW) - re_”Stdt

= e_TtTStdt — e_TtTStdt + e_TtStUS(St’ t)dW

= eirtStO'S(St, t)dW

= Po(P,t)dW.

el cual resuelve la EDE

dPt = PtO'(Pt, t)th (622)
donde
o(P;,t) = og(Pe™, t), (6.23)

P, es una martingala pues es el proceso de precios descontados bajo la medida
martingala y ademads supondremos que P, es un elemento del espacio de
Hardy P; € H' es decir E[( T P2o(Py, t)2dt)3 | < .

En este modelo el proceso de ganancias al tiempo ¢, con valor f(f usdSsds
donde u; es la estrategia del inversionista, también recibe intereses sobre los

fondos. Asi el proceso de ganancias X;(u) esta dado por la ecuacién
dXt(U) == T’(Xt(u) - utSt)dt + utdSt, (624)

la cual se simplifica a

dXt(U) = T(Xt(’u,) — UtSt)dt + Ut(Stdt + StO'S(St, t)th)
= TXt(U)dt — utrStdt + Ut?"Stdt + Stutds(st, t)th
== T‘Xt (U)dt + UtO'S(St, t)Stth (625)
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Se define el valor descontado de la cuenta de inversion

Gy = e " X(u). (6.26)

La cual es una martingala bajo la medida Q* (una martingala local para

cada u) y segun la regla del producto

th(u) = e*”dXt - T‘eiTtXtdt
= €_Tt(7“Xtdt + utUs(St, t)StdW) — TB_TtXtdt
= re "' Xydt — re " Xydt + e ugog (S, t)S;dW
= ’LLtO'(Pt, t)PtdW

= ’LLtht,
por lo tanto tenemos

donde la funcién de pagos para una opcion pasaporte estilo europeo esta

dada por

X7 (u) = max(Xr(u),0), (6.28)

y la estrategia del inversionista, sélo puede tener un ntmero de acciones
entre —k y k, es decir, uy € [—k, k]

Bajo la medida Q* y suponiendo que el inversionista sigue la estrategia
oOptima, el valor de la opcién pasaporte al tiempo t esta dado por la esperanza
de la funcion de pagos traidos a valor presente.

ix e "TNE, (X (u)]. 2
mix e e[ X7 ()] (6.29)
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Por un argumento sencillo de escala le daremos el valor de K=1; definamos
0 = % entonces 6 < 1, asf la cuenta de inversién queda como
t
G = / usdPs = K/ 0sdPs; = KG(0). (6.30)
0 0

Consideremos que en el momento inicial ¢ = 0, las ganancias iniciales de
inversién son un valor diferente de cero. Esto cambia la funcién de pagos de

la opcién pasaporte a (X7 (u) — k)™ con k € R.

De la férmula de Tanaka para semimartingalas continuas, seccién 5.3.1

6 para un mayor detalle (ver: Revuz y Yor [22] 13,Teorema VI.1.2)

T
1 G
GHw = G + | a0 dGlu) + 515 (0) (6.31)

donde Lg(u) (0) es el tiempo local del proceso G(u) al nivel 0 entre el
tiempo inicial 0 y la fecha de expiracion T. De aqui se deduce que el precio

de la opcién pasaporte al momento inicial esta dado por

E [e-rTX;(u)} - E [G;(u)}

1 G T
= E[iLT( )(0) —|—/0 I(G(u)>0)usdps —|—G6r(u)]

_ 1E [L§0)] + 65 ). (6.32)

Usamos el hecho de que P, € H! y ’I >0)u3‘ <1,

ademaés fo I(G(u)>0)usdPs es una martingala para toda estrategia.

Resultado 6.1.1 Sea M,(u) = [J —u,sgn(G,(u))dS, y defina M;(u) =
SUPp<s<r M (u). Aplzcando el lema de Skorokhod de la seccion 5.3.2, se puede

rescribir el tiempo local al nivel cero en términos de la martingala M.
G(u *
LE(0) = (Mg (u) — [Go(u))*. (6.33)

Prueba :

Aplicando la férmula de Tanaka de la seccién 5.3.1, tenemos

Gaw)| = |Go(u)] + /0 " sgn(G,))dG, (u) + LI®(0). (6.34)

43



Donde

1 six>0
sgn(z) = -1 siz<0

De la definicién de M encontramos
/ sgn (G (1)) G (1) = / wpsen (G (u))dPy(u) = —My(u)  (6.35)
0 0
entonces de (6.34)

|Gs(u)| = |Go(u)| — M + L§™(0). (6.36)

Y la pareja (|Gs(u)| ,LSG(“) (0)) es una solucién al problema de Skorokhod

para —M dada por

Lg(u)(O) = max< sup [M(u) — |Go(u)|], O)

0<s<T
— (Mi(w) - [Go(w)])". n (6.37)

Relacionando con la ecuacién (6.37) y (6.32)

E[Gf(w)] =E %(Mj’i(u) —|Go(w))" + G (u)] . (6.38)

Sea v = —u - sgn(G(u))

Finalmente el problema de valuacion de la opcién pasaporte se reduce a:
(a) Encontrar la estrategia v, con |v| < 1, tal que E [(M} — g)+] sea maxi-
mizada, donde M (v) = supo<s<rMs(v) y Mq(v) = fos v dP,.
(b) Encontrar el valor asociado para la opcién pasaporte que esta dada por

la férmula § E[(Mj(v*)—Go(u)) T +G (u)], donde v* es la estrategia éptima.

El problema (b) es un problema de valuacién estédndar.
Si zo(x,t) es no decreciente en x entonces la estrategia 6ptima es v = 1

y al tiempo cero el precio de la opcién pasaporte esta dada por

Bl sup P = Po = [Gou))" + Go(w)']. (6.30)
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Esta estrategia corresponde a tomar u = —sgn(G(u)) lo que nos dice es
que se estard largo en el activo si el valor del portafolio es menor a cero,
y vender en corto cuando el valor es positivo. Mas ain, con esta estrategia
el precio asociado esta directamente relacionado al precio de una opcién de
compra lookback, con precio de ejercicio (Py + |Go(u)]).

El precio de la opcién en el caso especifico del movimiento browniano ex-
ponencial es directamente calculado por la formula para opciones lookback.
Tomando la volatilidad constante o(z,t) = o el precio de la opcién pasaporte

al tiempo ¢t con 0 <t < T esta dado por
X;“(u)Jr + ;{St (N(d) — N(d—-ov7)+ a\ﬁ(]\/,(d) + dN(d)))
- XwING- v (6.40)

donde 7 =T —t.

L~ |Xt(§13\F/St) 30T (6.41)

y N es la funcién de distribucién normal acumulada.

Para la valuacién de opciones lookback (ver [8]).
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Capitulo 7
Opciones Vacacionales

En este capitulo se definen las opciones vacacionales, que son casos par-
ticulares de las opciones pasaporte. Damos una descripcion general de este
tipo de opciones y la metodologia de valuacion, la cual se debe a S. Shreve,
J. Vecer en [23]. Con las opciones pasaporte es posible comprar y vender
un bien subyacente durante un periodo determinado: esto hace que sean
opciones muy caras. Las vacacionales son una alternativa mas barata, pues
son casi del mismo precio que las opciones americanas. El capitulo se desar-
rolla de la siguiente manera: primero, comenzamos con una descripcion de
las opciones vacacionales; luego, se dan las formulas para las opciones pas-
aporte, se analiza los argumentos de S. Shreve y J. Vecer para la valuacion
de este tipo de opciones; finalmente, se dan las formulas para las opciones
vacacionales.

La opcién pasaporte, como se dijo en capitulos anteriores, se define en
funcién de la estrategia 6ptima de inversién, de ésta se dijo que deberia estar
acotada dentro de un intervalo cerrado entre —1 y 1 y seguir la estrategia:
corto cuando el valor de la cuenta de inversion sea positivo y pasar a largo en
la accion si el valor de la cuenta es negativo, esto suponiendo que no existe
el costo de acarreo y que el instrumento es autofinanciable. Si consideramos
los costos de transaccién y si queremos que el inversionista siga la estrategia
optima, entonces el valor de la opcién se hace muy cara, tomando en cuenta

que en un intervalo pequeno de tiempo, la estrategia del inversionista cruza
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el cero muchas veces, si desea seguir la estrategia 6ptima. Una variacién de
la opcién pasaporte es que la estrategia del inversionista puede estar acotado
por un intervalo diferente al de u € [—1, 1] por ejemplo, que estuviera aco-
tado dentro un rango de inversién mas general u € [a,b]. Esto da una gran
variedad de oprotunidades. Analicemos el caso en que a = b = 1. En este ca-
so, el inversionista s6lo tiene una posibilidad: Comprar, porque la estrategia
de inversion sélo puede tomar el valor de uno, es decir, u(t) = 1 para toda t.
Y la opcién se puede ver como una europea de compra. Sia = b = —1 la
Unica alternativa es vender, en este caso entonces se puede ver como una
europea de venta.

La opcién vacacional de compra corresponde a u € [0, 1] y la opcién va-
cacional de venta se define cuando la estrategia se encuentra en u € [—1,0].
Esto puede verse como una generalizacion de las opciones americanas de
compra y venta, respectivamente, ;Por qué? por que en el caso de las amer-
icanas s6lo se puede comprar una vez, que es cuando se ejerce la opcién,
pero en el caso de las vacacionales se puede ejercer “muchas veces”esto es
un decir, lo que realmente sucede es que da la oportunidad de pasar a la
posicién cero cuantas veces se quiera, es decir, que si se errd el momento de
comprar y lo quisierd hacer en un momento futuro, sélo se pasa a la posi-
cién cero para despues comprar “ya no quiero nada hasta que me vuelva a
interesar”. La ventaja de las vacacionales es que el precio de éstas es casi
el mismo que el de las opciones americanas (Primera generacién), pero con
mayores beneficios las vacacionales. Steven E. Shreve y Jan Vecef [23] usan
argumentos de probabilidad, especificamente, el teorema de comparacién de
medias de Hajek para obtener el precio de las opciones vacacionales. Por lo
tanto, el valor de la opcién debe de ser el maximo, sobre todas las estrategias
u entre a y b del valor esperado descontado bajo la probabilidad de riesgo

neutral Q* de la funcién de pagos de la opcion:

Ve, S, X;) = max e "TOR[[XYF|F], tel0,T). (7.1)

ut€|a,b]

con condicién de frontera
V(T,S, X)=X".
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Esta ecuacién cubre un rango amplio de opciones sobre cuentas de inversién
y el lado derecho de la ecuacién es un problema de control 6ptimo estocéstico,
y la funcién de valor VI%!(¢, S, X) se caracteriza por la correspondiente
ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)
1
—rV4+Vi+rSVi+rXVx + m{é}li] 50252(VSS+2UVSX +u?Vxx) =0, (7.2)
ue|a,

con condicién de frontera
V(T,S, X) = X, (7.3)

Damos la férmula de la opcién pasaporte clasica para luego dar la idea de
la construccion que llevé a este resultado Cuando a = —1 y b = 1 tenemos

la opcién pasaporte clasica y la féormula es:
1
VLI 5, X)) = S{ X+ (S + X)N(ds) - $iN(d-)

2
StU* ,d;}
2 )

— Sio*d_N(—d_) +
t0 ( ) me

(7.4)

con X; > 0, donde

1 Xt o*
dy = —log(l+ —) £ — * = T —t.
= og( +St) 5 ocf =0

Y para X; <0

VL S, X,) = %{Xt + (St = X)N(f4) — SeN(f-)

Spo* 12
— Sio*f_N(—f_ 7.5
tO'f ( f)_’_\/%e 2}’ ( )
en donde
1 Xt o*
+=—log(l — —) &+ —.
fE = log( St) 5

Aqui N(z) denota la funcién de distribucién normal estandar. La estrategia

oOptima esta dada por
uf = —sgn(X}P). (7.6)

Para empezar el argumento supondremos a < by definimos un argumen-
to que permite reducir la dimensién del problema. Sea

X¥ a+b
Zv =2t _ ) 7.7
t St 2 ( )
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Al aplicar la férmula de It al proceso Z}* se obtiene

a+b
2

- ut> o2dt — (Zt“ + aTer - ut)ath. (7.8)

dzit = (Z¢ +

Definase la nueva medida de probabilidad QQ* por

Q*(a) = / DrdQ, AcF. (7.9)
A
donde
—rT ST oWrp—1o2T
Dp=e" — =772 1, (7.10)
So
Bajo Q*, W} = —ot + W; es un movimiento browniano, de acuerdo al

teorema de Girsanov (teorema 4.1.1). Sustituyendo el nuevo movimiento

browniano W;" en la ecuacién (7.8), la EDE se reduce a

a+b

azy = — (Zt“ + - ut> sdW?. (7.11)

Por otro lado, para obtener la definicién de la funcién V1@ dada por la Ec.

(7.1), pero ahora respecto a la medida Q*, se aplica la regla de Bayes [18§]

e—r(T—O}Q [[X%]* ‘ft} — o T(T-RQ [[X%]Jr g; ]Ft}

* Xu +
= e " p,E? [7[ DTT] |ft}

[fgjﬁ]wﬁ].

Sustituyendo Dy con s =t y considerando St > 0 se obtiene

= S,E?"

efr(Tft)EQ* [[X%]JFLF)&] — StEQ* :

b1+
zp+ 2 * | ’.7-}]. (7.12)
Asi, con el cambio de medida la ecuacién (7.1) se puede escribir como
vietl(e, s, Xit) = swl(t, 7}), (7.13)

donde

a+b

ol (¢, 2) = max EQ 5

u

]+’Zt:z . (7.14)

|z +

49



El problema se reduce a encontrar u* tal que maximice la funcién del
lado derecho de la igualdad anterior.
Usando el teorema de Hajek! se demuestra que el valor es maximizado por
a+b

el valor absoluto en términos de la volatilidad —(Z; 4+ %57 — us)o para toda

z vy toda t. En otras palabras el 6ptimo esta dado por

u* = aI{(Z;‘*)ZO} + bI{(Z;‘*)<O}’ (7.15)

6 en términos de la cuenta de dinero y del precio de la accién

u* :aI{(Xt“*),aTerSt}+b[{(Xf*)<aT+bSt}' (716)

Para ver la solucién de las opciones sobre cuentas de inversiéon en donde la
estrategia se encuentra en el intervalo entre a y b puede consultarse en ( [23]).
Aqui ponemos las férmulas para el caso donde u; € [0,1] y us € [—1,0] que
son las opciones Vacacionales de compra y venta respectivamente.

La estrategia éptima para una opcién vacacional de compraa =0y b =1

es

u* :I{X;‘*<%St}’ (717)

Y el valor de la opcion esta dado por

o — i(lfa*d,)StN(—d,)+ 0*S e3P L X N(dy), (7.18)
t

1
421
para X; > %St, donde

1 4Xt o*
dy = —log(—) £ —.
+ = — log( s, )£

Y para X; < %St, el valor de la opcién es:

yiol (t, S, Xy) = U*Ste(_%ﬁ*) — (Xt = SN (= f+4)

1
4+/2m

0 e A DSIN (1) (X = SON(-f—4) + SIN(~f-)(7.19)

1El Teorema de Hajek para comparacién de medias nos dice que para una martingala
con representacién M; = My + fot 0.dWs y 02 < p? para alguna funcién p € Ry si existe
una solucién tnica en distribucién para Ny = My + fot p(Ns)dW, entonces para cualquier
funcién convexa @ y cualquier ¢t > 0 E®(M;) < EP(Ny).
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donde

%
fot = %log(Q - QS)?) + %logQ + %

En otras palabras, la estrategia 6ptima para el poseedor de una vacacional de
compra consiste en mantener una posicién larga, es decir, poseer o comprar
un lote de acciones, mientras el valor del portafolio sea estrictamente menor
que la mitad del valor del bien subyacente. Pero en cuanto el valor del
portafolio alcance dicha cantidad, se recomienda vender. Por lo anterior,
obtener la probabilidad de un cambio en la estrategia optima (ir de largo a
la posicion cero) se convierte en un problema en donde se involucra el primer
tiempo de llegada.

En el caso de una vacacional de venta se obtiene que la estrategia éptima

esta dada por

uy = _I{$";*§_%St}? (7.20)
y el valor de la opcién esta dado por

vEL 8, X,) = o*d_Sie 3% 4 (X, + S)[N(—dss) + N(d_)]

1
4V 2m
(07 SN (~dy ) — SN(d),
para X; > %St, donde
o

2

1 2X; 1
die = —log (220 4 2) + —log2+
o* Sy o*

Y para X; < %St, el valor de la opcién es:

]' *
(1= F)SIN(- 1)

XiN(=f+); (7.21)

1
V[il,O](ta St7Xt) = U*St eXp(_ifE) +

1
4+/2m

donde
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Capitulo 8
Opciones Asiaticas

En este capitulo se demuestra que las opciones asidticas son un caso
particular de las opciones pasaporte y, por lo tanto, se les puede aplicar la
metodologia de valuacién de estas ultimas. En [28], J. Vecer da la ecuacién

de Hamilton-Jacobi-Bellman para las opciones asiaticas.

Las opciones asidticas son derivados financieros cuya funcién de pagos
depende de la media aritmética de algin activo subyacente sobre un cierto
intervalo de tiempo, es decir, la funciéon de pagos esta dada por la ecuacion
(A; — k)T para una opcién asiatica de compra con precio de ejercicio fijo. Y
(k — Ay)™ para una opcién asidtica de venta.

Existen dos grupos de opciones asidticas sobre la media aritmética:

= muestreo discreto

1 n
Ap = — Ar
T n; Ti»

donde Ty, T5,...,T;, son fechas predeterminadas.

= muestreo continuo

1 T
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En general, el precio de una opcién asiatica puede ser encontrada al resolver
una EDP en un espacio de dos dimensiones. Una variedad de técnicas se
han utilizado para resolver el problema de valuacion y asi obtener el precio
de la opcién:

El enfoque de Geman y Yor, consistente en calcular una férmula exacta en la
que interviene una transformada de Laplace, que es preciso calcular numéri-
camente; simulacién montecarlo y otros métodos numéricos se han utilizado.
En este capitulo se muestra que la opcién asidtica sobre la media aritmética
es un caso particular de las opciones sobre cuentas de inversiéon. Para rela-
cionar opciones sobre cuentas de inversién con otro tipo de opciones hay
que adecuar, entre otras cosas, la estrategia de inversiéon 6 control u;, por
ejemplo, si quisieramos una opcién europea de compra fijamos u; = 1, una
americana de venta seria mantener el control en —1 y pasarse a la posiciéon
0 en el momento de ejercicio de la opcién, asi como las ya mencionadas va-
cacionales y pasaporte clasica.

Jan Vecer [28] demuestra que la opcién asidtica también es un caso partic-
ular de opciones sobre cuentas de inversion.

Notese que d(tSy) = tdS; + Sidt o equivalentemente,

T T
TSt = / tdS; + / Sidt, (81)
0 0
después de dividir entre la fecha de vencimiento y reordenando términos
obtenemos
I r t
= Sidt = 1 —=)dS: + 5. 8.2
7| s [ = s+ s, (82)

La opcién asidtica de compra con precio de ejercicio fijo (Ar — K)T se
obtendra al tomar u; = 1— % y Xo = Sop— K, de acuerdo a esto, la dindmica

de la cuenta de inversion es

X = (1 — %)dSt, (8.3)
entonces
T t
XT:/ (1—f)dst+SO—K:AT—K. (84)
0

Luego, la media de los precios de la accidon deberia ser la estrategia inver-

sién que vende una parte de la accién a una tasa constante % de partes por
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unidad de tiempo.

Asi mismo, la Asiatica de venta con precio de ejercicio fijo y funcion de pagos
(K — Ar)™ serd cuando u = % —1y Xg= K —5y. Para la Asiatica de com-
pra con precio de ejercicio flotante y funcién de pago (K St — Ar)™ se toma
U = % — 14+ Ky Xo = So(K — 1), para la asidtica de venta con precio de
ejercicio flotante y funcién de pagos (A; — KS7)* tomamosu; = —% +1-K
v Xo = So(1 - K)

La opcién asidtica con media aritmética discreta deberia llevarse a cabo
por una funcién discreta que aproxime la posicién sobre la accién u; a la op-
cion de media continua. Por ejemplo el caso de la opcién asidtica de compra
con precio de ejercicio fijo con estrategia u; = 1 — % y Xg =59 — K. Una
aproximacion de una funcién discreta a la estrategia es

u=1-— %[n%], (8.5)

donde [] denota la funcién parte entera. Si vemos la cuenta de inversién de

esta opcion asiatica.
dXt == utdSt, (86)

con posicién en la accién dada por (8.5)

1
Xr = EZS(%)T_SO_‘_XO' (87)
k=1

Entonces obtenemos la asiatica de compra con media aritmética discreta con

precio de ejercicio fijo y funciéon de pagos

n +
1
(1 serx) 89
k=1

tomando Xo = So—K y us = 1— % [n%] Mostramos que la opciones asidticas
son opciones sobre una cuenta de inversién, entonces podemos aplicar las
mismas técnicas de valuacion para determinar el precio de la opcién asiatica.
En particular podemos usar la ecuacién HIB que en el caso de opciones
asiaticas estan dadas por

1

v+ r(ug — 2)uy + §(ut —2)%0%v,, =0, (8.9)
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o K | Vecer Zvan | Monte Carlo
0.05 | 95| 11.112 | 11.094 11.094
100 | 6.810 | 6.793 6.795

105 | 2.750 | 2.744 2.745

0.10 | 90 | 15.41 | 15.399 15.399
100 | 7.036 | 7.030 7.028

110 | 1.421 | 1.410 1.418

0.20 | 90 | 15.659 | 15.643 15.642
100 | 8.424 | 8.409 8.409

110 | 3.568 | 3.554 3.556

0.30 | 90 | 16.533 | 16.514 16.516
100 | 10.230 | 10.210 10.210

110 | 5.748 | 5.729 5.731

Cuadro 8.1: Comparacion de los diferentes métodos para una asidtica de compra
con precio de ejercicio fijo en donde r = 0,15, Sg = 100 y T=1. Este cuadro es
tomado de [28].
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con condicién final

v(T,z) = 2T, (8.10)

J. Vecer da la versién de la ecuacién de HJB para una opcién asiatica,
la cual fue resuelta por su autor con el método de Crank-Nicolson utilizan-

do diferencias finitas (Cémo construir este método se vera en el capitulo 11).
La tabla 8.1 compara los resultados de los diferentes métodos descritos

por Zvan, Forsyth y Vetzal [29] y con el método montecarlo. La imple-

mentacién, declara Veéer, fue implantada en MATLAB.
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Capitulo 9

Las Opciones Pasaporte

Americanas

Al construir instrumentos que sean mas atractivos a los inversionistas
se incrementa la gama de posibilidades para cubrir necesidades particulares
de inversion. Asi se diseniaron opciones con diversas funciones de pago, pero
con el inconveniente de que las ganancias solo pueden obtenerse en la fecha
de vencimiento (el llamado estilo europeo). Por ello se ofrecieron opciones
que se pudieran ejercer en el momento mas conveniente para el inversion-
ista, y no tener que esperar a la fecha de ejercicio; asi surgieron las opciones
estilo americano. Con las opciones pasaporte sucede algo similar: siguiendo
la evolucién natural histdrica, surgen las opciones pasaporte estilo amer-
icano. Siu-Shing Chan en [25] plantea el problema de valuacién de una
opcion pasaporte estilo americano mediante desigualdadades variacionales y

las combina con la ecuacion de HJB.

Hasta el momento sélamente hemos hablado de opciones de tipo europeo,
es decir, que son ejercidas a la fecha de expiracién de la opcién. Recordan-
do que un inversionista compra y vende un determinado nimero de lotes
de alguna accién en el mercado financiero durante un tiempo determinado,
al final el inversionista obtendra un resultado de ganancias o pérdidas. En

la opcién pasaporte estilo europeo, si es el caso, las ganancias sélo se le
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daran al inversionista a la fecha de vencimiento de la opcién pasaporte, si el
inversionista quisiera salir del mercado antes, lo puede hacer, sélo que sus
ganancias se le entrgaran hasta el final del contrato.
Las opciones pasaporte estilo americano puede ser ejercida en cualquier mo-
mento durante la vida de la opcién. Esto le da ventaja al inversionista de
poder cerrar su cuenta y retener las ganancias antes del vencimiento de la
opcioén.
Sea 7 : Q — [0,T] el tiempo de paro tal que {7 <t} € F, V0O <t < T.
Considere que la funcién de pagos de la opcién al tiempo ¢t esta dado por
(X*)*, para una estrategia dada u. Supondremos que el inversionista adop-
ta una estrategia de ejercicio fija en 7 entonces el precio de mercado de la
opcion en t es el precio de la opcién pasaporte europea cuyo valor esta dado
por

Viz,t,7)= sup E? [G_T(T_t) (XT“)+|]-}} . (9.1)

u€[—1,1]

ahora si consideramos al conjunto de todos los tiempos de paro en el intervalo
s <7 <ty lo denotamos por I'y entonces

v(z,t) = sup V(z,t,7) = sup sup E? [e_T(T_t)(X;”)ﬂSt . (9.2)

rer? relT ue[-1,1]

Si existe un paro 7* tal que resuelva el problema (9.2), entonces la solucién
v(z,0) es el precio de mercado de la opcién pasaporte americana.
(Siu-Shing Chan en [25]), da una aproximacién a una EDP para obtener
una representacion de la opcion pasaporte americana mediante un problema
de complementariedad lineal, y cuyo precio puede ser encontrado al resolver
un sistema de desigualdades lineales.
Se disminuye la dimensién del problema haciendo el cambio de variable
xp = X¢/St, y v(z,t) =V (S, X,t)/S; para toda t € [0,T] y la estrategia de

ejercicio 6ptimo en 7* dada por
7" = inf {s €t,T]:v(x,s) = (xf)Jr} , (9.3)
en la que el precio de la opcién pasaporte americana es
v(x,t) = sup EC [e_T(T_t)(azf)ﬂ%t] =EY [e_r(t_T*)(:r:Z:)ﬂ%t] . (9.4)
TGF;
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La idea es dar la representacion del problema del paro éptimo mediante de-
sigualdad variacional. Siguiendo los argumentos de ausencia de arbitraje se
muestra que el problema en (9.2) puede ser representado por la solucién a
un problema de desigualdad variacional y combinando los resultados de el

principio de programacién dindmica y la nocién de soluciones de viscosidad.

Se define un operador diferencial parcial igual a la ecuacién (6.15) y
asi se puede simplificar la notacién del valor de la opcién pasaporte europeo

COmao:

Lo(w,t) = fo(w,t), (w,t) € Qx[0,T].

v(w,T) = wy, (w,T) € Qx{T}.

Entonces el tiempo de ejercicio éptimo es el primer momento donde
v(w,7) = wh en donde 7* = inf{s € [0,T] : v(w,t) = w; }. Para t < 7*
tenemos que v(w,t) > w;'.

Definamos dos conjuntos
C={(w,t) € Qx[0,T):v(w,t)>w'},

E={(w,t) €2 x[0,7T):v(w,t)=w},

a C se le llama regién de continuaciéon y F es la regién de ejercicio. La
estrategia sera esperarse en C'y ejercer en F, es decir, ejercer la primera vez
que el proceso w; toque la region E.

En la regién de ejercicio es claro que para todo punto en E tenemos v(w,t) =
w;". Supongamos que w; > 0, entonces v(w,t) = w;. Ademés en la region de
ejercicio el proceso de ganancias por tasa libre de riesgo debe de ser mayor
el rendimiento de la accién. De aqui Lv(w, t) — fv(w,t) < 0y por otro lado,

cuando wy < 0, v(w,t) =0. Y Lv(w,t) = fv(w,t). Entonces
v(w, t) =wh, y fo(wt) >v(w,t) (w,t)€E. (9-5)

Y en la region de continuacién tenemos que v(w,t) > wj para todo

punto en C' y se considera como una europea, es decir que cumple con
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Lv(w,t) = fv(w,t). Entonces obtenemos
v(w,t) > w;" y fo(w,t) = Lv(w,t), (w,t) € C. (9.6)

combinando ambos resultados obtenemos una representacién de desigualdad
variacional. Ahora hay que tener en cuenta que el operador diferencial es no
lineal.

La representacion del problema complementario lineal de la funcién v se
resuelve con la proposicién siguiente.

Sea z*, z(w,t) : R x [0,T] — R4 es alguna funcién de valores reales. Defina

el siguiente operador diferencial.

w

D(v,2)(w,1) = G + (r = /)1 = w) 2 + (5(1 +w?) —w)o 5t + 22
Go,2)(w,8) = (r = )22 —wo &4 + 2.

El valor de la funcién v definida en (9.2) satisface el siguiente sistema de

desigualdad varacional lineal:

,

Para toda (w,t) € R x [0,T],

fo(w,t) > D(v, 2)(w,t) y v(w,t) > w (u*)
G, z)(w,t) >0 y z(w,t) >0
(fv—D(v,z)(w,t)) - (v(w, t) — :cj(u*)) =0
G(v,2)(w,t) - z(w,t) =0

v(w,T) = w;(u*), para toda w € R.

Y la estrategia de inversién optima es

u* = sgn(z" — 2). (9.7)

En la demostracion! se define la descomposicién

T
ow 7 w2

="+ 2,

ov 2 07,
(r—f)a—w—wa =

'De la descomposicién se obtiene la desigualdad variacional para G(v,z) y de la de-
sigualdad variacional de (9.5) y (9.6) se obtiene D(v, z)(w,t) para detalles de la prueba

puedes consultar [25]
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(z%,2) >0 y 2*-z=0.

En donde se trasforma una ecuacion no lineal Hamilton-Jacobi-Bellman en
un sistema de desigualdad varacional.

Para obtener una solucién numérica se necesitan métodos numéricos para
la solucién del sistema de desigualdades lineales, tales como PATH que es

un sistema para una clase conocida como Mixed Complementary Problems

(MCP)
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Capitulo 10

La Razén De Cobertura y
Paridad de Put-Call

Encontrar una estrategia que permita estar preparado ante el posible
ejercicio por parte del poseedor de una opcion, es siempre importante. El
vendedor de una opcion pasaporte debe asegurar el pago en caso de ejerci-
cio, sin importar cudal haya sido la estrategia del comprador de la opcidn.
En este capitulo se analizan las condiciones necesarias para que el emisor de
una opcion pasaporte pueda cubrirse de su posible ejercicio. Se encuentra
la paridad de put-call. Este material es tomado de Shreve y Vecer en [23],

secciones 5 y 8.

En la publicacién de Black y Scholes (1973) se da una relacién que per-
mite al vendedor de la opcién estar preparado para una posible reclamacién
del comprador de la opcién, con el fin de cumplir su obligacién. Recordan-
do que una opcién es el derecho que tiene el poseedor de comprar (Call)
o vender (Put) un activo subyacente a una fecha determinada, de alguna
manera el emisor debe de prepararse para alguna posible reclamacién del
poseedor de la opcién. La idea bésica es construir un portafolio IT que con-

sista de comprar una opcién de compra C y vender k partes del activo S para
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que asi IT sea libre de riesgo para una cantidad infinitesimal de tiempo’.
Im=C - kS. (10.1)

El parametro de cobertura en el modelo de Black-Scholes es

k—%—

A. (10.2)

Asi que siguiendo la misma idea, se puede dar una “Delta” para opciones

pasaporte, aunque la dificultad de los célculos numéricos es mayor?

10.1. La estrategia 6ptima

Portafolios que contengan opciones pasaporte pueden ser inmunizadas a
cambios infinitesimales en las ganancias en acciones por

ov

kE=v+ (u* —w)%. (10.3)

Cuando ©*(S) cambia en el signo, k(w) muestra un salto. Esto implica que el
emisor de la opcién necesita conocer la estrategia del poseedor de la opcidn,
para asi ser capaz de cubrirse y estar preparado, es decir, el inversionista no
tiene que realizar la operacion por él mismo sino que tiene que comunicarselo
al emisor de la opcién para que este realice la operacion y ademads haga las

acciones necesarias para cubrirse.

10.1.1. La estrategia de cobertura para el emisor

A continuacién se enuncia un resultado que muestra en caso de que el
poseedor de la opciéon decida seguir la estrategia éptima u* dada por la
ecuacién (7.16), el emisor puede cubrirse perfectamente. En la situacién de
que el poseedor halla elegido cualquier otra estrategia distinta a la éptima, es
posible para el emisor estar cubierto y ademéas consumir parte de ese capital.

Sea p; el numero de lotes del bien subyacente que el emisor de la opcién posee

!Para ser més precisios en el lenguaje financiero, Black y Scholes consideran un portafo-

lio corto en la opcién y largo en el activo.
2Jiirgen T. en [17] y Pooley D. [21] dan aproximaciones del problema numérico

mediante Elemento Finito
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al tiempo t y ¢; la tasa no negativa a la cual el vendedor consume el activo

al tiempo t. El valor de su portafolio inicial es

xt = v, 8y, Xo) = Xo, (10.4)
y su dindmica de comportamiento satisface la EDE
dX? = rXPdt + pro dW; — cdt. (10.5)

La estrategia de cobertura debe garantizar que X% > [X}]T casi segura-
mente. El siguiente teorema muestra en que condiciones se cumple la igual-
dad en la desigualdad anterior.

Sea el proceso {X?} con t € [0,7T] definido por (10.4) y (10.5) y pt, ¢t

definidos como

pe = VIt 81, XE) Vi, 51, X (106)

c = %asf (200 = w) VI + ((u)? = w)Via") 2 0, (10.7)
entonces

Xp=[X7", es (10.8)
Prueba:

Se tiene que la ecuacién de HJB es

1
—rV +Vi+1rSiVs +TX§LV$+§UQS§ m[zii}(%5+2u‘/;m+u2vm) =0, (10.9)
ue|a.

o equivalentemente
V4 Vit rS Vs XV, + %UQSZ(VSS 12 Vi + ()2 Vi) = 0. (10.10)
Aplicando la férmula de Ito se obtiene
d (e*”V(t, St, Xt“)) = e "o Sy[Vy + u Vi | dW; +
e =V + Vi + 1S Ve + r XV, + %UQSE(VSS + 2w Vg + ulVi) | dt =
e_rtptaStth* — e "edt =
d (e_”de) .
Integrando ambos lados de t=0 a t=T se obtiene finalmente

e XUt = e V(T Sp, X)) = e T XD
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10.1.2. La estrategia optima del comprador

Ya se ha visto en capitulos anteriores que la estrategia éptima del posee-
dor de la opcién esta dada por las ecuaciones (7.7), (7.15) y (7.16) para op-
ciones sobre cuentas de inversiéon cuyo activo subyacente tiene una dinamica
del tipo dS; = Si(rdt + odW;), ademds, la cuenta de inversién satisface
dX{ = rXidt + uwoSidWy y X§ = Xo. En el caso de la opcién pasaporte
clasica la estrategia 6ptima uf = —sgn(X®') y las estrategias relacionadas
con las ecuaciones (6.18) para funciones cuya funcién de pagos no son con-

V€X&S3 .

10.2. Paridad de compra y venta

La Paridad compra-venta es la propiedad que permite obtener una relacién
entre una opcién de venta dado que conocemos el valor de una opcién de
compra y viceversa. En términos generales la paridad de compra y venta
consiste en comprar un portafolio que garantiza la cobertura al momento
del vencimiento de las opciones involucradas. Lo anterior se logra a través
de una opcién de venta europeo y la conservacién de la accion. Esta es-
trategia es equivalente a vender la accién, comprar una opcién de compra
europeo e invertir la diferencia en renta fija.

La ecuacion que representa la estrategia anterior es
C+VPX)=P+A, (10.11)

donde C=Valor de la opcién de compra europeo; VP (X) = valor presente del
precio de ejercicio; P=valor de la opcion de venta; y, A=valor de la accién.

Ahora la paridad generalizada para opciones pasaporte es:
V(t7 Sta Xt) - V(tv St7 _Xt) = Xt7 (1012)

v la relacion generalizada para opciones sobre una cuenta de inversion gen-

eral es

V[a,b} (t, St,Xt) _ V[_b’_a] (t, Sy, —Xt) = X;. (10.13)

3Cabe mencionar que estas férmulas se publicaron mal en [2] y se corrigieron en [17].
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Prueba

El cambio de variable

X a-+b
Z[a,b] _ At
t Sy 2

(10.14)

correspondientes a las estrategias de inversién admisibles en el intervalo |[a,
b]. Ahora, el cambio de variable que corresponde a la opcién con restriccion

ut € [a,b] es

X¢ a+bd
Zimbmed = 2 10.15
5T (10.15)
las ecuaciones (10.14) y (10.15) satisfacen la EDE :
b— *
dZy = — (Zv + Csen(z )> odW?. (10.16)

Segun (7.13) y (7.14).

vt s —t, X;) = S,EC

Y

a,b a+b [a,b X a-+b
(Z[T]Jr )‘Z] S 2

(10.17)

vib-de, s, X,) = 5,EQ” (Z[T_b’_“] ot b) ‘Z b _ Xt ath

S, T2
(10.18)

En el caso de la restriccién [a,b], se toma la condicién inicial Sy = s, X} = =.
En el caso de la restriccién [-b,-a], se toma la condicién inicial S; = s, Xy =

—x. Esto lleva a

gl % +b ZaH,
S

. (10.19)

d (—Z};bv—a]) - ((—Z,,E—bv—al) + b;“) sgn(—ZI7b=NedWa". (10.20)

Usando el teorema de comparacién de medias de Hayek se demuestra en [27]
que —Z[7b=al ¢ 7[ab tienen la misma distribucién y ademds se demuestra

que
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vi=b=a@ s — ¢, X;) = S,E<

a,b a+b\ ab Xt a+b
(Z[T]+2 ) 2} ]:?t_ ;

(10.21)

A partir de la relacién x = x* — 27, las ecuaciones (10.14) y (10.15), y

usando el factor de queZ!®Y es martingala

Vi@ s, x,) — vibad(e S, —X;) = SE? [Z&?”’} +2 ; b Zlat) _ % _ ; b
t
= X,. (10.22)

La paridad de compra-veta usual para opciones de primera generaciéon

entonces es
V[l}(tv St) Xt) - V[_l] (ta Stv *Xt) — Xt7
donde

Xt == St - G_T(T_t)K.
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Capitulo 11

Diferencias Finitas

Como hemos mencionado reiteradamente en capitulos anteriores, una
forma de valuar derivados es encontrar una ecuacion diferencial parcial que
represente su dinamica. Un problema mayor es casi siempre encontrar la
solucién a esa ecuacion diferencial parcial, y la dificultad aumenta con la
complejidad del derivado. EI método de diferencias finitas se utiliza para re-
solver numéricamente ecuaciones diferenciales, y se puede aplicar a diversas
ramas de la Ingenieria y las Cliencias; en particular, es muy popular en las
finanzas modernas y valuacién de derivados. Por ello, me parece importante
dedicar un capitulo a la teoria basica, aplicandola a su vez a la valuacion de
las opciones pasaporte. La teoria de este capitulo esta basada en Dewynne,
Howison y Wilmott [4] y [5]. La aplicacion a las opciones pasaporte esta
basada en Pooley [21].

Existen dos formas de valuar derivados financieros, una es expresar el instru-
mento derivado como el valor esperado (bajo una medida de probabilidad
neutral al riesgo) de la funcién de pagos traida a valor presente. En oca-
siones, como se vio en el capitulo 4, es posible encontrar el precio mediante
una forma explicita, pero como sucede con la mayoria de los problemas més
complejos, no siempre es posible encontrar una férmula como en Black y
Sholes . Es por eso que existen los llamados métodos numéricos como la

integraciéon numérica, simulacién montecarlo y arboles de probabilidad.
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La otra alternativa de valuacién es expresar el precio como la solucién de
una Ecuacién Diferencial Parcial EDP con condiciones de contorno, la cual
puede obtenerse directamente aplicando los criterios de ausencia de opor-
tunidades de arbitraje. En la mayoria de los casos la solucién de dichas
ecuaciones diferenciales exige el uso de un método numérico. El método de
Diferencias Finitas se presenta como una alternativa altamente eficaz y sen-
cilla para resolver la ecuacion.

La EDP que represente matematicamente el comportamiento de los factores
que lo integra queda bien definido por sus condiciones de frontera, condi-
ciones finales y ciertas hipdtesis (como por ejemplo: la ausencia de arbitraje,
no existen costos de transaccién, divisibilidad del activo, etc.) es decir, la
unicidad de la solucién viene marcada por la imposicién de condiciones de
contorno que se dividen en las condiciones finales y las condiciones de fron-
tera. Las condiciones de frontera definen el valor de la solucién o de sus
derivadas en los extremos de la dimension S del dominio de la solucién y las
condiciones finales define la solucién para un instante final 7". Tipicamente,

esta serd el pago del derivado a vencimiento T

En general una ecuacién que representa el comportamiento de un fenémeno,
depende del nimero de factores que lo integran. En el caso de las opciones
pasaporte los factores mas significativos son el activo subyacente, el tiempo
y la cuenta de inversién.! Por lo que tenemos en el dominio de la funcién

tres dimensiones.
Vi(t, S, X).

Al aplicar el método numérico de Diferencias Finitas tenemos que considerar
un grid o mallado del espacio donde se encuentra la solucién de la ecuacion.
Por lo que respecta a las opciones pasaporte, el dominio de definicién es de
dimension tres, lo que implica que el mallado es un hipermallado de tres
dimensiones. A éste se le conoce como discretizacién del volumen finito.

En general a problemas que incluyen dos factores de riesgo (como pueden

1Se pueden agregar factores como dividendos, costo de acarreo, rendimientos de la cuen-
ta; Como lo presenta M. Yor, Delbaen en [3], pero estos factores no afectan la dimensién

de problema si son considerados deterministicos
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Figura 11.1: Discretizaciéon del dominio constituido por las variable w y t

ser las opciones asidticas o donde se incluye volatilidad estocastica) son
abordados mediante éste método numérico. Por lo que respecta a ésta tesis
no abordaremos mucho en este problema que es algo complicado, en [21] se
hace un anilisis de la potencia numérica del método de diferencias finitas y
elemento finito aplicado a las opciones pasaporte.

Para el caso de la opcién pasaporte clasica en donde la funciéon de pagos es

convexa el cambio de variable w = X/S reduce la dimensién de la ecuacién

V(t, S, X) = Sv(t,w),

asi volvemos a un mallado en el espacio del domino (Ver Fig(11.1)).

Los puntos del mallado pueden representarse

(nAt,mAw) n=0,...,T. m=mmnm, . Mmax-
denotaremos los valores de la funcién en el punto (n,m) del dominio como

upt = v(nAt, mAw).
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La idea bésica sobre el método de Diferencias Finitas es recorrer los
puntos de la malla de una manera conveniente y asi poder aproximarnos a
la solucién real tanto como sea posible dadas las condiciones de contorno.
El otro argumento importante es la discretizacién de la ecuacion diferencial
parcial. Considere por ejemplo, la derivada parcial Ov/9dt que se define como

el limite de la diferencia

v v(t + At,w) — v(t, w)
ot At—0 At ’

Si en lugar de llevar a At al limite lo interpretamos como un nimero su-

ficientemente pequefio pero distinto de cero, obtendremos una aproximacién
a la derivada

v vt + Atw) —v(t, w)

a(t, w) & At , At pequeno,

a la ecuacién anterior se le conoce como la aproximacion por diferencia
finita de dv/dt porque involucra una diferencia pequena, pero no infinites-
imal de la variable dependiente v. A esta aproximacién en particular, se le

dif i la derecha? 1 i i6 1 t
conoce como diferencia por la derecha® pues en la aproximacion, solamente
se toman los valores valuados de v() en el tiempo t y el tiempo ¢t + At .

También nos podemos aproximar a la misma parcial por la izquierda®

ov o u(tw) —u(t - At,w)
)= A, Al

de la siguiente manera

ov _u(t,w) —v(t — At,w)
a(taw) ~ At )

At pequeno,

a la aproximacién anterior se le conoce como diferencia por la izquierda. y

finalmente tenemos la diferencia central

ov vt + Atw) —vo(t — At,w) _
E(t,w) ~ SAL , At pequeio,

?El término en inglés es el de Forward Difference ver [4]. En lo que refiere a esta

tesis, se utilizard la expresion que se usa mas comunmente en Célculo, aproximacién por

la derecha, por la izquierda y central.
3El término en inglés con el que se definié en [4] fué Backward Difference
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al sustituir en la ecuacién diferencial la aproximacién por la derecha se ob-
tiene un esquema que se le conoce como Método Implicito, cuando se
utiliza la aproximacion por la izquierda se dice que es un esquema Ex-
plicito, la diferencia central se utiliza particularmente en el esquema de
Crank-Nicolson.

Andlogamente se definen las aproximaciones de la parcial de v con respecto

a w.

0 t Aw) — v(t

a—v(t,w) ~ v(t,w+ Aw) U ,w)’ Aw pequeno, Aprox. por la derecha;
w w

19} t —v(t,w— A

a—v(t,w) ~ vt w) UA( v w)’ Aw pequeno, Aprox. por la izquierda;
w w

0 t Aw) —v(t,w — A

a—v(t,w) ~ v(t,w+ ng v(t,w w)’ Aw pequenno, Aprox. central;
w w

. : 2 .
Para las segundas derivadas parciales, tales como %, podemos definir

aproximaciones por diferencias finitas por la regla:

2
O 4 w) = lim 1<8v(t,w+Aw)—gZ)

dw? Aw—0 Aw \ O (t, w)> Diferencia por la derecha;
w w— w w

Andlogamente para las aproximaciones por la izquierda y la central de la

parcial de segundo orden;

0% ) 1 ov ov . . ..

Yl (t,w) = AltleEO Ao <8w (t,w) — m (t,w— Aw)) Diferencia por la izquierda;
9%v , 1 ov ov . .

W(t’ w) = AI’LIUIEO Ao <aw(t, w+ Aw/2) — %(t, w — Aw/2)> Diferencia central;

La EDP que representa el precio de una opcién pasaporte dada por
[16] es:

vy . v v
— 5 = —rV +(7“—f)SaS —((f—r—l—c)uS—rtX)aX
0252 82 VU 82vu 9 82 VU
5 <852 + 2upen +u 8X2>, (11.1)
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Con condicién final:
V(t=T,5, X)=max(Xr,0). (11.2)
donde

= X es la ganancia acumulada de la cuenta de inversion del activo, y

—o0 < X < o0.
= 1 es la tasa de interés libre de riesgo.
= f es una tasa de dividendo sobre el activo subyacente S.
= c es la tasa del costo de acarreo.
= t es el tiempo.
= 7(t) es la tasa a la cual esta invertida las ganancias X (t).

» u(t) representa una estrategia de inversién, el inversionista tiene u

unidades al precio S(t) al tiempo t.
El valor de la opcién esta denotada como V" para representar la depen-
dencia explicita sobre la no especificada estrategia de inversion u(t).
Las condiciones de frontera:

V¥(t,X,0) = max(0, X).

O*Vu(t, X, 00) 0
052 -
VY(t,—00,S) = 0.
VU (t, 0, 8) = X.

y La estrategia u esta limitada a |u(t)| < 1 Vt. Aplicando el principio de
programacién dindmica, la ecuaciéon de HJB dada por la ecuacién (7.2) con
a=-1y b=1da

av ov
, OV o282 (PV PV PV
* fiﬁi)f{_((f_r“)“s_”X)MJr 2 (as2 T 2Gsex Y aX2>}‘
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Resolviendo esta ecuacion maximizamos el valor de la opcion al deter-
minar la estrategia de inversién optima u*.

La reduccion V (t, X, S) = Sv(t, X/S) = Sv(t, w) reduce la ecuacién anterior

—— = —fu+ (11.4)

—|-mzix{((7“ —f-cu—(r—f —WU@ * f(w _“)28%}’

lul<1 ow 2 0x2

donde w = X/S, —oo < w < 00.Con funcién de pagos definida por
v(t =T, w) = max(0,w), (11.5)
con condicién de frontera para ésta funcion de pagos

v(t,w — —o0) = 0.

v(t,w — 00) = w.

La ecuacién (11.4) puede escribirse como las ganancias maximas de la es-

tratagia optima

ov o o? 5 0%
- == —f—ou—(r—f— — 4+ —(w—u")"——, (11.
ot fv—l—((r f C)U (T f Tt)w) ow + 92 (w U ) w2’ ( 6)
donde
« ov , 0%
u* = sgn <(r—f—c)8—0 w8w2> (11.7)
La ecuacion anterior también puede ser escrita como
ov o o? v
ar A A U Aol it AU ol
ov , 0%

Para funciones de pagos generales, la ecuacién (11.6) queda igual, pero

el control especificado por (11.7) se convierte en

v si W(t,w) € [-1,1]y 2% <0

2
sgn(—\I/ng) otro caso,
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A

Figura 11.2: Método Explicito

donde
kD
U(w,t) = w — 7“7];0 u (11.9)
o o7y
Ow?

Para el interés de esta tesis sélo abordaremos el caso donde la funcién

de pagos es convexa, es decir, cuando ., es positiva. Para el caso general
donde la funcién de pagos no es convexa (ver [21]).
Una aproximacion a la EDP con Diferencias finitas es el llamado Método
Explicito, se dice que es un método Explicito porque se usan tres puntos
conocidos para obtener uno no conocido (Ver Fig. 11.2). Es muy importante
hacer la aclaracién que a diferencia de la conocida ecuacién de calor (que es
el ejemplo clasico de discretizacién de una ecuacién diferencial parcial, ver
[4] y [5]) en una opcién, digamos una europea de compra o una pasaporte,
el tiempo tiene que ir en decremento, por que tenemos condicién final, es
decir, que tenemos que iniciar desde el instante T' en donde tenemos que la
opcién vale max(Sy — K,0) en la opcién de compra europeo con precio de
ejercicio K y max(X,0) en la pasaporte europeo y en la discretizacién nos
tomamos tres puntos del eje espacial al instante N para encontrar uno en el
instante N — 1 y asi hasta llegar al instante 0 y la diferencia con la ecuacion
de calor es que el tiempo se considera de una manera creciente (lo que es
obvio).

Asi que utilizando la aproximacion por la derecha del tiempo y usando

la notacién descrita anteriormente para el valor de la funcién en un punto
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(n+1,m)

ov o(t + At,w) —v(t,w)  vphy — vy
E(t + At,w) =~ AL = AL .

si aproximamos la parcial de v con respecto a w con una diferencia central

v vt + At w+ Aw) —o(t + At,w — Aw) U:{lﬁl - U,TJ:ll

5 (b W)~ 2AW T T 2Aw

y la diferencia central para la segunda parcial con respecto a w dada por

1 1
0% (tw) ~ vZfl —2uh + v
ow? (Aw)? ’

y substituyendo en la ecuacién (11.6)

(Ve
At

,Um—i-l _ ,Um—l
BRACENS ((r = unp = (= f - rt)w;"+1) (W) "

2 m—+1 m m—1
g 2 [ Un+1 — 2Un+1 + Un+1
—(w — . 11.10
+ 5 (w —u*) ( (Buw)? ( )

reordenando términos y simplificando la notacién

ot = Avly + Bt 4+ cotl (11.11)

donde

0.2 Wht1 —u* 2
Agxplicito = 1 — At(f‘i‘ ( (Xw)g ) )

R o? o\ At
Brxplicito = (Tw + (Aw)? (W, — u™) >?

CExpliCito = W(wm - U*)27 - m t.
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R=(r—f—cu" —(r—f—r)wn.

El control 6ptimo es una variable que depende directamente de las derivadas
parciales de v con respecto a w, por lo que también se tiene que discretizar
usando la misma idea de aproximar las derivadas parciales con la diferencia

finita central, representamos a la ecuacién (11.7) como
+1 ~1 +1 -1
(um)* = sgn (T‘ —f- C) U7T+1 — U:Ll—i-l — ™ v;,n—i-l — 2v7rln+1 + U7T+1
" 2Aw ntl (Aw)?

y finalmente tendremos que reagrupar los términos de esta discretizacion

con los de la ecuacién (11.10). Con esto tenemos un sistema explicito que
depende de valores ya conocidos para obtener uno desconocido y asi re-
cursivamente. En este momento ya terminamos de construir el proceso que
resuelve la ecuacion diferencial parcial, por lo que ya es posible implantarse

en un lenguaje de programacién.

Método Implicito

Ahora considere que utilizamos la ecuacién (11.6) con una aproximacién

del tiempo por la izquierda, con la diferencia finita

v vt + At w) — vt w)

Ademas de la primera y segunda parcial con respecto a w

00y e B T o
ow "’ 2Aw Aw

0% (tw) ~ L S Vi

ow2 " (Aw)?

y substituiremos las diferencias finitas en la ecuacién (11.6)
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(Va1 v _
At

vm-l—l o ,Um—l
— po (= = e — (= = ) (m) T
2 m+1 m m—1
o wg [T =200 +v)
— — 11.12
(), (1112
o reagrupando términos
oy = Av 4 Bol' + Col (11.13)
donde
R o? .
A{?nph'cito - At<2Aw - 2(Aw)2 (wm —u )2)
gl At .
BITnph’cito =Atf + W(wm —u )2 + 1.
At/ R o? 2
Cﬂ’rllplfcito = 77 (Tw + (AU/)2 (wm —u ) )

R"=(r—f—cu, —(r—f—ri)wn.

Para reducir la notacién definimos el término R, observe es una variable
que depende directamente de u* y w por lo que hay que considerar que

también se tiene que discretizar de acuerdo a la ecuacién

. o ,Uerl _ ,Umfl o Uerl — 2™ ,Umfl
uy, =sgn| (r—f—c) T oAw o Wy (Bw)? :

En esta discretizacién de la ecuacién (11.12) se expresan tres puntos

desconocidos que se encuentran en un instante inmediato anterior con un

punto conocido del instante final, ver Fig. 11.3.
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Figura 11.3: Método Implicito

Comenzamos en el tiempo ¢t = T donde conocemos 108 Wyar — Winin pUNtos
de la condicion final, por cada punto en el instante T, tomamos tres puntos

del instante T — 1, por ejemplo:

Winin+1,,Wmin Wmin+1,,Vmin+1 Wmin—1,,mint+2 __ | Wmint1
A min UT_l _’_B min UT_l +C min ,UT_l — ,UT ,

ahora, utilizando las condiciones de frontera, sabemos que v*min = (

y v¥mer = wp.. v utilizando todos los puntos del instante N — 1 y N

obtenemos un sistema de ecuaciones lineales

mein+1 Cwmin+1 0 . 0 'U:;LU"""”+1
Aw'min+2 Bw7nin+2 CwnLin+2 . 0

0 AWmin+3 BWmin+3 . 0 1)2

0 0 Awma172 BWmaz—2 ,U,r’l,i)maw—l
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n+1 0

_ 0 _ Wmazx
- Un+1 c 0
w -1 w
Unrfz UTL mazx

podemos representar matricialmente
MVn = bn+1,
si B > 0 entonces existe la inversa de M y asf finalmente obtenemos
vn =M b
n — n+1,

donde M~ es la inversa de la matriz M

de esta manera podremos encontrar v, de v,41. Repitiendo los pasos
anteriores encontramos v,_; y asi sucesivamente hasta llegar a vy

En general podemos construir un modelo en el cual se relacionen los

métodos explicito e implicito.
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Método Theta

m m
B S U
At
Um—l—li

(1—9)[—fvl?+((r—f—C)UZ—(T—f—rt)wn) <2AwW>+

+i2(w o u*)2 UWT—H - QU:LR + Unm_l
2 (Aw)?

A 2Aw

vm-f—l . ,Um—l
— fona ((r —f=up —(r—f - Tt)wnH) ndl el )

1 —1
+Uj(w —u)? Ut — 20 ot
2 (Aw)?

(11.14)

cuando € = 0 tenemos el método implicito, con § = 1 el método explicito
y un caso especial es cuando 6 = 1/2 pues es el promedio de los dos con el
mismo peso de ponderacién; se le llama método de discretizacion por Crank-

Nicolson.
Crank-Nicolson

Este método de discretizacion es una combinacion de los métodos explicito
e implicito; como tal, se necesitaran de ambos procesos para la solucidn.
Primero reordenaremos los términos en (11.14) de tal manera que de un
lado de la igualdad queden todos los valores de la funcién al momento n y

del otro lado de la igualdad al momento n — 1,

LI = 2 = M g et (11.15)

m, m—1 m,m
X Vp1 +A Up— n

de esta forma podremos resolver explicitamente a Z)" iniciando en n =T
m _ .m,m—1 m,.m m, m+1
Z, =a" + My "y

n n

ya que obtenemos el valor de Z]7* obtendremos el instante anterior utilizando

el otro lado de la igualdad en (11.15) de la misma manera en que resolvimos
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el problema implicito

m, m—1 m, m m, m+1 __ m
X" v, A p o) =2

Un tema importante que no hemos mencionado es el de la convergencia y
el de eficiencia de los métodos a la solucion. Es trabajo del Anélisis Numérico
el estudiar si algiin método utilizado tiene perturbaciones que afecten a la
convergencia. Es apropiado mencionar en este momento que los métodos
explicito, implicito y Crank-Nicolson son sélo aproximaciones a la solucién
real y que como tales los resultados pueden variar segiin el problema, la
metodologia y el orden de convergencia, por ejemplo, en la ecuacién de
Black-Sholes aparece el término delta 0V/0S que al discretizarla lleva a
perturbaciones e inestabilidad numérica. Lo que comtunmente se hace es
transformarla a la ecuacion de calor, que carece del término delta y es mucho
mas sencilla la discretizacion en diferencias finitas.

Coeficientes Positivos

Pooly (Ver [21]) hizo un estudio acerca de las condiciones que se deben
satisfacer en las ecuaciones para valuar opciones pasaporte para obtener
una mayor estabilidad. Introducimos algunas definiciones necesarias.

Reescribimos la ecuacién (11.14)

-1 1
'UZL-H —vy = (1-0) [(—anmﬂ - @Tﬂ - TAT)”:?H + OCTTHU:?H + 5&1”2?1 }

+ 0 [(—at — B — r AT 4 o+ B (11.16)
6
I Z chuh + Z Cn1Unt1 (11.17)
jem—1m+1 jem—1m+1

Definicién 11.0.1 La ecuacion (11.16) es una discretizacion de coeficiente

positivos st ™ >0 y ™ > 0.

Sea Aw;t = wpi1 — Wy ¥ Aw,, = Wy — wp—1. Las diferentes aproxima-
ciones a la primera derivada usando notacién de subindice para la parcial

de v con respecto a w
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m+1 m—1
Un — Up

(Uw)nmcentral = + —
’ Aw, + Awp,

m+1 m
(’U )m _Un — Up
w/)n,derecha — Aer :
m
m m—1
( )m _ Up — Up
U n,izquierda — Awe
m

Para el término de la segunda derivada, siempre se utilizard la aproxi-

macién central.

B 2(1}% — o)

( wUJ)n n jemTmt1 (wm+1 - wm—l) |U}j - wm|

Si utilizamos aproximaciones de diferencias centrales para los términos

de la primera derivada en la ecuacién (11.14)

m o? 2(wp, — uk,)? TIU" — ToWy, A
« = |— — T
m,central 2 Awm(Awh, + Awy)  Awh, + Awp,

9 * \2 *

. o 2(wy, — Um) iU — oW,
_ | A 11.18
ﬂn,central |: 2 Awrﬁ(Aerﬁ + Aw;n) Awi,@ + Awpn, T ( )

v o 7”71 (Um+1 - Um—l)(Aer’r_L)(AwT_n)
mceniral 942 Awp (V41 — Um) + A’w;vz(”m—l - vm).

donde

rn=r—f—c

ro=7—f —1y.
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Si i central O B central SON Negativos (note que wy,, r1 0 r2 pueden ser
negativos) podemos cambiar la aproximacién central a una aproximacién
por la derecha o por la izquierda.

Por ejemplo la aproximacion por la derecha

am _ 0—72 Q(wm _ u;';l)Q AT
n.derecha — |7 Aw;L(AwZZ + Aw;L)
0 Awm— )
Bn,de’recha |: 9 Aw;L(AerrrL + Awﬁl) Awﬁl :| T ( )

o (Umr — o) (Awg, + Awg,) (Awy,)
202 Awm (Va1 — Um) + Awih (Vi1 — vm)

\Ilm,derecha = Wm

similarmente la aproximacién por la izquierda

o _ o2 2(wy, — uk,)? _ rut —raw, Ar
n,izquierda 9 Awﬁl(Awﬁg +Awfn) Aw;
2 * )2
m o Q(wm — um)
o = |= A 11.20
n,izquierda [ 2 Aw,}(Aw;ﬁ I A’LU%) T ( )

1 (Um = vm) (Aw) (Awy, + Awy)
202 Awm (Vms1 — Vm) + Awih (Vm—1 — V)

\Ijm,izquierda = Wm

El tipo de aproximacion se puede decidir por medio del algoritmo sigu-

iente:

Algoritmo de desicion para obtener un sistema de coeficientes positivos 11.0.1

*

Uy, cen = Beuacion (11.9) usando Y central-

*

U’m,der

= Fcuacion (11.9) usando Y, derecha-
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Uy, ;g = Ecuacion (11.9) usando ¥y, izquierda-
St
2

12 2(wm - u:n,cen) 741“:;1,0671 — 2Wm

2 Awp(Awih, + Awyy) Awh + Aw,,
Yy

* 2 *

12 2<wm - um,central) "M Up, central — 72Wm >0

2 Awp (Awst, + Awy,) Awft, + Awy, T
Entonces

A = Qi cen-
ﬁm = ﬂm,cen-
Si no se cumple la condicion anterior; pero si

2

o 2(wm—ufn‘der)2 r1ujnyder—rgwm >0
9 Awp (Awh+Awy,) Aw} -
entonces
Qm = Qi der- Y ﬂm = /Bm,der-
Y st no

Qm = Qmizg- Y Bm = Bm.izq-

En realidad el algoritmo (11.0.1) no garantiza que los coeficientes oy, y O
sean positivos por que el tener que cambiar de discretizacion central a una
por la derecha o izquierda en un nodo conflictivo afecta directamente al
control, es decir, puede ser que al intercambiar de discretizacién, el control
cambie de valor y de ésta forma el signo del segundo término (término de
conveccién) en ., o B, puede ser negativo para cualquier discretizacién (si
u* no cambia entonces alguna discretizacién debe dar un coeficiente positi-
VO).

Ahora si estamos en el caso donde tenemos una funcién de pagos convexa

entonces existe un refinamiento {w,,} tal que garantiza una discretizacién
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Figura 11.4: Algoritmo del refinamiento del mallado para obtener un coefi-

ciente positivo

de coeficiente positivo para opciones pasaporte.

A grandes rasgos el algoritmo de refinamiento consiste en hacer la prue-
ba de Pooley la cual consiste en comparar el tamano del segmento de la
discretizacion del espacio Aw; con los valores que podrian generar una dis-
cretizacién con coeficientes no positivos. Si la prueba falla se debe escoger
el segmento critico e insertar puntos y volver a realizar la prueba con los
nuevos valores para w; insertados y asi sucesivamente hasta lograr que en
todos los intervalos pasen la prueba y lograr un esquema de coeficientes pos-

itivos. En la figura 11.4 se muestra el diagramade flujo de este algoritmo.

Consideremos una situacién importante; este tipo de construccion para
obtener el refinamiento y conseguir la discretizacion de coeficientes positivos,
es para funciones mondtonas, no para funciones convexas. La convexidad de
la funcién es una propiedad maéas débil que la de monotocidad, por lo que

el autor no garantiza que la convergencia sea a la solucién de viscosidad,
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Nodo | Implicito

Crank-Nicolson

Rannacher

41 13.05083
81 13.11237
161 | 13.12980
321 | 13.13510
641 | 13.13689

13.06564
13.11977
13.13353
13.13701
13.13787

13.06505
13.11963
13.13347
13.13690
13.13781

Cuadro 11.1: Comparacion de los diferentes métodos utilizando el algoritmo de

coeficientes positivos. Resultados de convergencia para w = 0, utilizando la ecuacion

(11.7) en la discretizacion del control u, con un refinamiento de 0.01 en cada paso

de tiempo y datos iniciales r = 0,05, So = 100 y T = 2. La solucion analitica es de

15.13810. El método de Rannacher es construido utilizando elemento finito. Fuente

(Pooly [21].)

ademdas que conjetura que una construccion de diferencias finitas con dis-

cretizaciones por la derecha, izquierda y centrales seria extremadamente
dificil de construir.(Ver Pag.106 [21]).

El siguiente algoritmo nos permite crear un refinamiento del la discretizacién

del dominio probando la condicién (a), para que se redusca el factor de falla.

Condicién de Prueba (a)

Wmt1 — Wm—1 < max (

02 (wm - um,izquierda)Q 02 (wm - um,derecha)

9
T Um izquierda — T2Wm _(rlumderecha - T2wm)

)

Desde i=2 hasta M-1 Hacer

Probar la condicién a en el nodo w; definiendo wup, derecha = —1; Um, izquierda =

y también Um,derecha = 1 y Umizquierda = -1

Si la prueba falla entonces

Inserte puntos entre (w; +w;—1)/2 y (w; + wiy1)/2

M — M+ 2
1 —1—1
termina la condicién si.

termina el ciclo desde.

Por dltimo recalcamos que el concepto de coeficientes positivos es un
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mecanismo para la minimizacion de fallas numéricas debido a que la it-
eracion puede llevar a soluciones que no son las reales. Para mayor detalle
sobre la teoria de coeficientes positivos para ecuaciones diferenciales par-
ciales estocdstica ver Pooly [21], para el detalle sobre el andlisis en opciones
pasaporte y opciones con volatilidad estocastica.

Hemos visto la construccién del método de diferencias finitas definiendo una
notacién diferente a la conocida, asi como se definieron los conceptos de
discretizacion haciendo referencia a los conceptos de limite vistos en diver-
sas materias de cdlculo. También realizamos la discretizacion sin hacer los
cambios de variable conocidos en la literatura sobre la variable del tiempo,
lo que atrajo diversos problemas en la disscretizacién pero por otro lado,
dimos una alternativa diferente a lo ya conocido en la literatura. Por iltimo
les aconsejo ver los porgramas hechos en Matlab anexos a esta tésis de lo

visto en este capitulo.
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Capitulo 12

Conclusiones

Las opciones pasaporte han sido tema de estudio de grandes personali-
dades de las ciencias financieras (Delbaen, Yor, Shreve, Vécér, Henderson,
Hobson, etc.), en este trabajo hemos tratado de dar solamente un pequeno
vistazo a algunas de las técnicas utilizadas en este tema para su valuacién.
Personalmente me parece de suma importancia que en la Licenciatura de
Actuaria se planteen los conceptos bésicos de la teoria financiera moderna,
ya que hay conceptos elementales que dificilmente se ven en la carrera, co-
mo son la estructura del mercado financiero definido desde el punto de vista
probabilistico, las definiciones de martingala, teorema de cambio de medida
de probabilidad, el cual tiene aplicacién béasica en todas las teorias moder-
nas de la investigacién de los mercados financieros, la resolucién numérica
de ecuaciones diferenciales parciales cuya importancia a veces se deja en un
segundo plano y a mi parecer es de las cosas que un estudiante o egresado de
la carrera debe tener en cuenta, ya que en el mercado laboral no basta con
saber la forma que tiene determinado instrumento financiero, lo fundamental
es obtener el precio lo mas rapidamente posible para asi tomar decisiones
confiables en el momento oportuno, y esto solo se obtiene resolviendo la
ecuacion diferencial parcial que modela el fenémeno en estudio.

Es por ello que introducimos el tema de Diferencias Finitas, esperando que
con un poco de suerte, poder inducir al lector de esta tesis la duda y las
ganas de aprender verdaderamente no sélo diferencias finitas sino también

otros métodos numéricos.
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Para lograr todo lo anterior, se aplican diversos métodos al clasico prob-
lema de valuar una opcién de compra tipo vainilla. Se encontré el precio
por medio de la teoria de martingalas; ademds se menciona que este tipo
de opcién es un caso particular de las opciones pasaporte y por lo tanto
también cumplen la metodologia de valuacién de las opciones pasaporte.
En este trabajo también se revisan conceptos que a mi me parecieron muy
interesantes; el concepto de tiempo local del movimiento browniano se ex-
plica de una manera que sea ilustrativa para que al lector universitario le
sea de ayuda como introduccién a este importante concepto para finalmente
mencionar el lema de Skorokhod, que es un resultado muy utilizado en el
estudio moderno de los mercados financieros.

Previamente mencionamos el concepto de control y control 6ptimo, aqui hay
que aclarar que de este tema existe una grande, variada y compleja teoria,
existen varios libros especializados de este tema y es un campo de estudio
muy grande, por lo que realmente lo presentado en esta tesis es pequeinio
en comparacién a la gran cantidad de informacién que existe, y nuevamente
sélo pretendi inculcarle la duda al lector de este tema para que asi investigue
al respecto en la literatura especializada en control éptimo.

Finalmente quiero decir que se mencionaron estos conceptos porque quienes
han investigado las opciones pasaporte los han aplicado para obtener la val-
uacién de las opciones pasaporte. En este trabajo se valuan las opciones
pasaporte por la via de replicar un portafolio libre de riesgo y asi encon-
trar la ecuacion diferencial parcial correspondiente, también se valuan por
el método probabilistico utilizando la definicién de martingala, el cambio de
medida de probabilidad y el lema de Skorokhod.

Vemos casos particulares de opciones pasaporte, como las opciones vaca-
cionales, las opciones pasaporte americanas y las opciones asidticas vistas
como una opcién pasaporte. Se generalizé la paridad put-call para las difer-
entes posiciones en las opciones pasaporte.

Finalmente se introduce el método de diferencias finitas para resolver ecua-
ciones diferenciales parciales, se aplica este método para resolver la ecuacién
que representa la dindmica de las opciones pasaporte de manera de ejemplo

para una mejor comprension de parte del lector de este método.
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