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Resumen

En la Estadistica existe un 4rea de investigacién a la que se le denomina Estadistica
Direccional y més comiinmente llamada Estadistica Circular, la cual se caracteriza por

tener como espacio muestral una esfera unitaria de dimensién p, y los datos que se

encuentran en este espacio muestral se les conoce como datos direccionales o circulares.

Los cédlculos y métodos utilizados en la Estadistica Circular son similares a los
empleados en la Estadistica Usual, estin adecuados al espacio muestral de los datos
direccionales para poder realizar inferencias sobre los mismos.

La media, varianza, desviacién estdndar y otros paridmetros también son de
interés para la Estadistica Circular, asi como todo el anilisis que como cualquier
pardmetro de interés conlleva.

Para la Estadistica Usual uno de los principales pardmetros de interés es la
“media”, en la Estadistica Circular no deja de ser la excepcién y en este espacio el
pardmetro de interés se le conoce como la “direccién media”. Por tal motivo es que se
proponen métodos paramétricos y no-paramétricos para la construccién de regiones de
confianza para la direccién media, tales métodos basados en una distribucién hipotética
(de los datos direccionales) proveniente de utilizar el Método Bootstrap para la
determinacién de la regién de confianza.

El Método Bootstrap es un algoritmo que realiza re-muestreos sobre la misma
muestra, es decir, toma a la muestra como si fuera la poblacién bajo estudio. El repetir el
Método Bootstrap un gran ntimero de veces (miles de veces) har4d que la distribucién
hipotética se aproxime a la distribucién real de los datos direccionales.

Los métodos para la construccién de regiones de confianza para datos
direccionales utilizados son el Método Grafico, Método Basico, Método Diichame,
Método Dichame Pivotal, Método General, Método Pivotal con Vectores Ortogonales
y Método Empirico, todos ellos utilizando el Método Bootstrap para determinar la mejor

regién de confianza para la direccién media de datos direccionales.
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Introduccién

La Estadistica Circular se relaciona con observaciones que se representan con vectores
unitarios en el plano, o en el espacio tridimensional, a los que llamamos datos
direccionales. El espacio muestral es principalmente una esfera unitaria de dimensién

P, en caso de que la esfera sea de dimensién p =2 el espacio muestral es un circulo
unitario, en el caso de que la esfera sea de dimensién p =3 el espacio muestral es una

esfera en el espacio tridimensional, y asi sucesivamente; pero para los cuales
constantemente los métodos univariados o multivariados, que se han desarrollado en
Estadistica Usual, no pueden ser utilizados directamente en el anélisis de los datos
direccionales. Por lo anterior se necesitan métodos para el anélisis de datos direccionales
que sean adecuados a la estructura del espacio muestral al que pertenecen.

Los datos direccionales se pueden encontrar usualmente en las ciencias naturales
tales como astronomia, biologia, ecologia, geologia, medicina, etc.

Muchos métodos que suelen utilizarse, para realizar inferencias sobre datos
direccionales, estdn basados en Estadistica No-Paramétrica y recurren a la aplicacién del
Método Bootstrap como una herramienta principal.

El Método Bootstrap es un procedimiento auxiliar que consiste en la realizacién de
un gran ndmero de remuestreos sobre la muestra original de datos direccionales, es
decir, toma a la muestra original como el espacio muestral para tomar de ahi el
remuestreo, y se realiza el andlisis de interés con base en los remuestreos obtenidos.

Para el desarrollo de procedimientos estadisticos para el anélisis de conjuntos de
datos direccionales, se plantean procedimientos para la construccién de Regiones de
Confianza utilizando el método bootstrap en métodos no-paramétricos; asi como en
métodos paramétricos que utilizan cantidades pivotales que también involucran la
utilizacién del método bootstrap.

Una razén para usar métodos pivotales para la construccidén de regiones de confianza
por bootstrap en lugar de determinarlos de manera no-paramétrica, es porque en

particular un método pivotal da regiones de confianza con un mayor nivel de confianza,
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es decir, que para el nivel de confianza (1-a) con @ >0 y tomando en cuenta las
regiones obtenidas al realizar varios muestreos, el (1-a)x100% de esas regiones
contienen el valor real del pardmetro desconocido y cuyo error tiende a ser
conservativo.

El hecho de que un procedimiento (cualquiera que este sea) utilice el método
bootstrap conlleva utilizar recursos computacionales para el andlisis que se esté
realizando, ya que el procedimiento bootstrap se puede considerar como un tipo de
simulacién (de hecho un conjunto de simulaciones), y la precisién del resultado
obtenido queda determinada por el recurso computacional (tecnologia) con que se
cuente y se esté utilizando para este fin.

En el capitulo uno, para comprender mis de qué se trata la estadistica circular y
cémo es necesario el desarrollo de métodos para los datos direccionales, se presenta una
recopilacién de conceptos bisicos de estadistica circular.

En el capitulo dos se describe con detalle el método bootstrap, para dar una idea
mais clara del cémo es que trabaja este método, del porqué es considerado como una
simulacién, y del porqué es una herramienta 4til en casos en los que ocurre que las
inferencias tradicionales no son aplicables.

En el capitulo tres se presentan métodos estadisticos paramétricos y no-
paramétricos para el desarrollo de la construccién de regiones de confianza para datos
direccionales.

Por dltimo, en el capitulo cuatro se expone un ejemplo que nos traslada al
cuestionamiento de los diferentes métodos de construccién de regiones de confianza, y
se expresan aspectos numéricos que se deben de tomar en cuenta en la utilizacién de los

recursos computacionales.
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Capitulo 1. Estadistica Circular

En varias 4dreas de la investigacién cientifica se necesita la aplicacién de métodos
estadisticos para conjuntos de datos donde alguna de sus variables posee caracteristicas
circulares, es decir, donde el rango de valores que puede tomar la variable estd dado en
7 ’
dngulos y puede ser representado en un circulo.

Los datos direccionales (observaciones circulares o datos circulares) en dos y tres
dimensiones son frecuentemente encontrados en las ciencias naturales como

’ . ’ ’ « . , . . s

astronomia, biologia, geologia, medicina y meteorologia, tales como en la investigacién
del origen de los cometas, resolviendo problemas de navegacién de péjaros, analizando
direcciones del viento, etc. Por ejemplo los eventos periédicos pueden ser representados
sobre un circulo donde la circunferencia corresponde al periodo como las horas en el dia,
dias de la semana, etc.

Una observacién circular puede ser representada como un punto en un circulo de

radio p, o bien, por un vector (direccién) en el plano. Una direccién y orientacién

inicial en el circulo se deben de escoger para que cada observacién circular pueda ser
ubicada por el 4ngulo que forme respecto a la direccién inicial, asi que la representacién
mds simple de los datos direccionales es graficar cada observacién como un punto en el
circulo unitario en forma desagrupada, es decir, como un 4ngulo, y del mismo modo se
pueden graficar los datos direccionales en forma agrupada.

Un grupo de datos direccionales puede ser representado por un histograma circular
que es anilogo al histograma en la linea real, donde cada barra en el histograma circular
estid centrada en el punto medio del correspondiente grupo de dngulos, y el drea de la
barra es proporcional a la frecuencia en ese grupo. Para convertir el histograma circular
en un histograma lineal, se corta el histograma circular en un punto sustituible en el
circulo y después se desenrolla el histograma circular en el histograma lineal en un

intervalo que represente y contenga los 360 grados.



Direccion de escape que toman

10 camarones al sentir amenaza

Figura 1.1: Ejemplo de datos direccionales

Figura 1.2: Ejemplo de un histograma circular



Entre los datos direccionales hay un tipo de datos que se definen como datos axiales. Los
datos axiales estin dados como observaciones en el circulo donde para cada direccién
dada se considera su equivalente en la direccién opuesta, es decir, los é4ngulos
a y a+180° son equivalentes. Los datos axiales suelen tratarse convirtiéndolos a datos
direccionales al duplicar los 4ngulos, es decir, tomar a como 2a vy asi remover la

imprecisién en la direccién.

Datos Axiales

Figura 1.3: Ejemplo de datos direccionales
axiales

Escogiendo una direccién y una orientacidn inicial en el circulo de radio p
igualmente se estd distinguiendo un sistema ortogonal coordenado, asi que la posicién
de un dato direccional X tiene una representacién tnica en un sistema coordenado
(x,y) de dos dimensiones.

En coordenadas polares (r,0), donde 7 es la distancia del punto al origen'y € es
la direccidn, se obtiene la representacién en dngulo del mismo dato direccional X.

La transformacién de coordenadas polares a rectangulares se realiza haciendo
x=rcosf@ y y=rsend, teniendo asi:

x = (rcos&,rsend)



En el anilisis de datos direccionales lo que interesa mis es la direccién y no la magnitud
del vector, por lo cual por convencién se utiliza el circulo unitario (circulo de radio uno
con centro en el origen) para localizar los datos direccionales.

Por lo tanto, cualquier dato direccional X puede ser representado como (7,6), el
cual en términos de coordenadas rectangulares x =(x,y)", al considerar 7 =1, queda
expresado como:

x = (cosf,send)”

Circulo Unitario

Y
X
1 |
send:
0 !
cos @ 17X

—_—_—— e —

Figura 1.4: Coordenadas Polares



1.1 Direccién Media

Sea 6,,0,,...,60, una m.a. de datos direccionales, dados en forma de dngulos, de una

poblacién ® y sea:

R =(Zn:cosﬁi , Zn:senﬁij
i=l i=1
=(C,S)
entonces
=C*+S?

R:‘R*

y donde

E:l cost y EZLZSenQ.
n ;-

I nis
Teniendo en cuenta que el estimador € que representa la direccion media de la

poblacion esta dada en forma de dngulos, entonces su forma rectangular estd compuesta por
-~ C =~ S
cosd =— y senfd =—
R R

entonces

C=Rcosf y S=Rsend

y multiplicando por 1 e tiene que:

n
C=Rcosf 'y S=Rsenf
donde R esla longitud media de las 6,,0,,...,0, y que esta definida por R= (52 +§2)1/2 ,

y dado que @ es la solucién para las ecuaciones
C=Rcosf 'y S=Rsenf
por lo tanto la direccién media es

5 = (COSQ_,SGHQ_)

i

y para R=0 direccién media @ no est4 definida.



Una definicién de 6 mas explicita est4 dada por:
arctan (ij , siC>0
C

% , 5iC=0y8>0

Sl
I

arctan(£]+7r , siC<0
C

arctan(%]+2ﬁ , siC=20y S§S<0

indefinida , siC=0yS=0

— 1 &
y en el contexto de estadistica circular @ no es la media tradicional —ZBI. , ya que

i=1

depende del lugar donde se haya definido la direccién inicial.

Otra forma para calcular la direccién media @ para las 6,,6,,...,0, es utilizar un

método robusto, el cual consiste en que € es cualquier 4ngulo ¢ que cumpla:
1. Al menos la mitad de los puntos 6,,6,,...,0, estén contenidos en el arco
[¢,¢+7).
2. La mayoria de los puntos en el intervalo [ ¢, #+ 7 ) estén mis cerca de ¢
que de ¢+ 7

3. Cuando el nimero de puntos contenidos en el intervalo es impar, la media
direccional puede ser uno de los datos direccionales, y si es par entonces es un

punto medio de dos puntos adyacentes.

Ahora bien, considerando una nueva direccién inicial, haciendo un 4ngulo y
respecto a la direccién inicial original, entonces 6,,0,,...,0, corresponden a los 4ngulos
0/=0 —y i=1,...n en un nuevo sistema coordenado (un sistema coordenado original
rotado 7 grados), y lo que en realidad est4 ocurriendo es una rotacién general de todas
las 6,,6,,...,0, y grados. Entonces la longitud media R'=R, lo que significa que la
longitud media es invariante bajo la rotacién, y por lo cual la nueva direccién media es

@' =6 —y, es decir, la direccién media es equivariante bajo la rotacién.



1.2 Medidas de Concentracién

1.2.1 Longitud Media
La longitud media R esti dada por R=(C*+8%)"*, y al estar trabajando
en el circulo unitario entonces 0 <R <1.

Si las direcciones 6,,0,,...,0, estin cercanas entonces R tenderd a

1, mientras que si estdn alejadas R tenderd a 0, y es por eso que se toma

a R como una medida de concentracién (dispersién) para los datos

direccionales 6,,0,,...,0,.

El que R =0 no significa que las 6,,6,,...,0, estén dispersas por
todo el circulo.
1.2.2 Varianza Circular
La longitud media R es la m4s importante medida de dispersién, pero
para propdsitos de inferencia y descripcién es necesario tener una medida

de dispersién que permita obtener mis informacién acerca de la muestra.

Por lo anterior se utiliza la varianza circular que se define como:
V=1-R ,0<V<l
1.2.3 Desviacién Estindar Circular
La desviacién estdndar circular se obtiene de la transformacién de la
varianza circular V y estd dada por:
v={-2log(1-V)}'"?
={-2log R}’
y V toma valores entre (0,0), mientras que V toma valores entre [0,1].
Para V muy pequefia, la expresién anterior se reduce a:
y= (V)"
= {2(1-R)}"?



1.2.4 Dispersién Circular Muestral

La dispersién circular muestral S se define como:
o=k
2R,

donde R, es la longitud media de los datos direccionales duplicados, es
decir, es la longitud media de 26,,26,,...,20, .

1.2.5 Diferencia Media Circular

La diferencia media circular es:

_ 1 n n
Dy=—y > {x-1(z-10.-06,])}
nizr =

es decir, la distancia media entre pares de datos direccionales.
1.2.6 Rango Circular
El rango circular es la longitud del arco mis chico que contiene a todas las
observaciones (datos direccionales).
Para calcular el rango circular se corta el circulo en la direccién

inicial y se considera a las 6,,0,,...,0, enel rango 0<6 <27. Se ordenan
las 6,,0,,...,0, para obtener las estadisticas de orden 9(1), 0(2)’-"’9(;1)'

La longitud de arco entre observaciones adyacentes es

]; = ‘9(i+1) - 9(1')

T =2r-6,

o + 0

entonces el rango circular w es:

w=2x—-max{T,,....T }



1.3 Distribuciones de Probabilidad Circulares

Una distribucién circular es aquélla cuya probabilidad total estd concentrada sobre la
circunferencia de un circulo unitario. El rango (#v) de una variable aleatoria circular 4,
medida en radianes, toma valores en [0,27) 6 [-7, 7).
De la misma forma que las distribuciones cldsicas de probabilidad, las
distribuciones circulares son bisicamente de dos tipos:
I. Discretas
II. Continuas

y como cualquier funcién de densidad de probabilidad (fdp) f(6) debe de cumplir las

siguientes propiedades:

y f(6)20
o [ 1=

y una adicional que nos indica la periodicidad de f

y (@)= f(O+k-21) Vkel

Una distribucién circular algunas veces se puede generar a partir de
distribuciones de probabilidad conocidas sobre la recta real o sobre el plano, por medio
de diferentes métodos. Algunos de ellos son:

1.- Envolviendo una distribucién lineal alrededor del circulo wunitario
(Wrapping).

2.- Transformando una variable aleatoria lineal bivariada a sus componentes
direccionales, las cuales son llamadas distribuciones de desplazamiento
(Off Set).

3.- Iniciando una distribucién sobre la recta, se aplica una funcién inyectiva
que haga corresponder a cada punto x € R un punto @ del circulo unitario,

y se ajustan los valores —0 e © haciéndolos corresponder con 27 .



1.3.1 Distribucién Uniforme

Cuando la probabilidad total es extendida uniformemente sobre la circunferencia

se obtiene la distribucién circular uniforme con funcién de densidad constante:
1
f(0)=— , 0<0<27m
27

La distribucién circular uniforme tiene un papel importante en el anélisis
de datos circulares porque representa la ausencia de direccién media. Cuando un
conjunto de datos circulares no se ajusta a una distribucién uniforme se puede

considerar la presencia de una o més direcciones medias.

1.3.2 Distribucién Von Mises

Una variable aleatoria @ se dice que sigue una distribucién Von Mises si tiene

una funcién de densidad:

kcos(0—p)

1O k) = ——— 0<h<2n

271,(k) €

donde 0< <27 y k>0 son los pardmetros. El término /,(k) de la constante

de normalizacién es la funcién modificada de Bessel de primera clase de orden

cero y est4 dada por:

1,(k) = i [ exp(k cos0)d0
s k 2r 1 2
23] (3

La funcién de densidad Von Mises tiene las siguientes propiedades:
i. Simetria: Debido a la simetria de la funcién coseno, la densidad

es simétrica alrededor de la direccién u.
ii. Modaen p: Dado que la funcién coseno tiene méximo en cero, la

densidad de Von Mises tiene médximo en 0=y,
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es decir, 4 esla moda direccional cuyo valor maximo es:

k

e
f(u)——zﬁlo(k)

iii. Antimodaen puxm:Ya que cosw=-1 es el valor minimo, entonces

0 = uxrm dael valor minimo en:
K

flutmy=o——s B

asi que 7 esladireccién antinormal.

iv. Pardmetro de concentracién k :

k -k

e
entre f(u*m)=———— se obtiene:

e
Al dividi ¢
idie S0 = ® 271, (k)

S
futm) €

)
Sfutr)

indicando mayor concentracién alrededor de la media direccional

asi que a medida que k aumenta, la razén es més grande,

poblacional u. Por lo anterior se define a k como el pardmetro de

concentracién alrededor de la media direccional.

II



1.4 Datos direccionales de dimensién p

Los datos direccionales no solo se encuentran en dos dimensiones, sino también en tres
y p dimensiones, haciéndolos corresponder de acuerdo a su respectiva S”:= hiperesfera
unitaria de dimensién p.

Al igual que en el estudio de datos direccionales en el circulo, el objeto de estudio
de la estadistica circular es la direccién y la magnitud de las observaciones, siendo la
direccién el de mayor interés.

Entonces, se pueden ubicar datos direccionales de dimensién p=2 en el circulo
unitario, a los datos direccionales de dimensién p =3 en la esfera unitaria, pero en més

dimensiones no es posible visualizarlos aunque se entiende que deben de encontrarse en

la hiperesfera correspondiente en dimensién p.

Figura 1.5: Datos direccionales de dimension p = 3

12



Se denota el vector direccional aleatorio de dimensién p por €, donde #"0=1. El

vector unitario € toma valores en la superficie de S” (hiperesfera unitaria de dimensién

D).

Los datos direccionales se consideran por lo regular en su forma polar esférica

x=rf(u) con 192(191,...,19p)T y >0, donde:

i1
u, :cosﬁiHsenﬁj , i=1...,p

J=0
, send, =1

, cos@p =1

El Jacobiano de la transformacién de coordenadas polares esféricas a coordenadas

rectangulares de x es:

p-1
— 5r-1 p-1
J,=r ||sen 0,
i=1

J,=r

y siempre r =1, ya que se considera el trabajo en la hiperesfera unitaria.

13



1.4.1 Direccién Media y Longitud Media

Sea X,,X,,...,X, una m.a. de datos direccionales de una poblacién ®, en la

esfera unitaria S”. Entonces la localizacién de esos puntos dejan entrever su

direccién media muestral por un vector en R” | que es:

Como en el caso de la esfera en dos dimensiones, es mejor expresar el
vector X en su forma polar como:
X=R%,,
donde X, es un vector unitarioy R 20 ya que:
R =[]l
por lo tanto
— _=-1=
X, =IX[[X
El vector unitario X, es llamado la direccién media y R es llamado la

longitud media.

1.4.2 Distribucién Von Mises-Fisher
Un vector aleatorio x sigue una distribucién de dimensién p Von Mises-Fisher,

si la funcién de densidad de probabilidad es:

k (p/2)-1
S ﬂ’k)_(gj TP/ D, (k)

exp {ku' x}

donde k20, ||u][=1 y I, denota la funcién modificada de Bessel de primer tipo

de orden v. Donde x es la media direccional y k es el pardmetro de

concentracién.

14



Capitulo 2. Método Bootstrap

El Método Bootstrap es una técnica estadistica moderna desarrollada (que utiliza
implementos computacionales) para la simplificacién de pruebas estadisticas o
valoracién de un punto estimado en situaciones cuando los procedimientos estadisticos
tradicionales no son validos y/o no viables; que permite obtener estimacién de medidas
de precisién asi como la realizacién de pruebas de hipétesis en aquellas situaciones en las
que no se dispone de informacién acerca de la distribucién muestral de una estadistica o
en casos en los que la distribucién muestral depende de pardmetros desconocidos.

Entonces el Método Bootstrap es util para la descripcién de la distribucién
muestral de aquellos estimadores con propiedades muestrales desconocidas o
dificilmente obtenibles por medios analiticos; es usado como una alternativa basada en
supuestos paramétricos cuando esos supuestos son dudosos o cuando la inferencia
paramétrica es imposible o requiere férmulas complicadas.

El Método Bootstrap depende mucho de la nocién de lo que es una muestra

bootstrap, por ello sea X ={X,,...,X,} una m.a. de una poblacién de tamafio n la cual
sigue una funcién de distribucién F desconocida (o conocida) y definimos a F' como la
funcién de distribucién empirica de las observaciones de X. Sea x={x,...,x,} el

conjunto de observaciones de la muestra aleatoria X, de las cuales la probabilidad de

seleccionar una X, para alguna i es — coni=1,...,n.
n

Una muestra bootstrap se define como una muestra aleatoria de tamafio n (la

misma 7 de la m.a. X) bajo la distribucién F',y se expresa como:

*

X ={x,..,%, }

15



s * . . . . .
donde la notacién X nos indica que este conjunto de observaciones ya no es el mismo

conjunto X de la m.a. X, sino que es una versién del conjunto X en la cual las

. . . * .
observaciones han sido sorteadas o reemplazadas, es decir, X es el resultado de aplicar
una vez un re-muestreo a las observaciones de la m.a. X.

Una forma mis sencilla de entender lo que es una muestra bootstrap es que los

* * * .
datos X ={x,...,x,} son una m.a. con reemplazo de tamafio n, proveniente de una

. . . * * * .
poblacién de n observaciones Xx,,...,x,. El conjunto x ={x,,...,x,} de observaciones

bootstrap estd compuesto por las observaciones de la m.a. X, donde cada observacién
de la muestra original puede no aparecer en la muestra bootstrap, puede aparecer una
vez o dos veces, etc.

Habiendo definido lo que es una muestra bootstrap, hay que comprender su
utilidad de la siguiente forma: en el estudio de una poblacién de tamafio n nos interesa
alglin pardmetro desconocido € (o mas) de la funcién de distribucién F' y la estimacién

del mismo (mediante una estadistica) se realiza a partir de las observaciones de la m.a.

X y se denota por 6.

Correspondiendo a la muestra bootstrap X se puede tener un estimador para 8,

que llamaremos réplica bootstrap de 6 y se denota como:
0" =s(x")
donde la cantidad s(x") es el resultado de aplicar a X", como si fuera las observaciones
de la m.a. original, la misma funcién para obtener la estadistica s(-) y asi obtener el
estimador para el pardmetro desconocido.
Para tener un buen estimador por bootstrap del valor real del pardmetro
desconocido @, no basta con solo obtener una muestra bootstrap y una replica bootstrap,

sino es necesario obtener muchas muestras bootstrap independientes con su respectiva

réplica bootstrap, es decir, se deben de obtener:

X! ={x1*1,...,x:]} 63] :s(x*l)
% .
x B = {xTB,...,x:B} é; =s(x?)

16



, . *i .
donde B es el nimero de veces que se realiza el bootstrap, las x' i=1,...,B son B

. . A . . , .
muestras bootstrap independientes y las 6 i=1,...,B son las correspondientes réplicas
bootstrap.

N* . JORT ,
Por lo tanto, ya que tenemos las 6, i=1,...,B réplicas bootstrap del pardmetro

0, estas se pueden utilizar para:

B
K . A A* . .
» Utilizar el estimador & :—26’1 como un mejor estimador para el valor

i=1
real del pardmetro @, y que se permite considerarlo, ya que:
*» Las é’; i=1,...,B tienen su propia distribucién.
* Sila muestra es un buen indicador de la poblacién, el estimador
bootstrap de la poblacién serd similar al de la muestra original.
* Tanto como B tienda a infinito el estimador bootstrap tendera
a parecerse més al valor real del pardmetro @ de la poblacién

bajo estudio.

> Laestimacién del error estdndar de 8.
> La construccién de Regiones de Confianza para el valor real del pardmetro 6.

> Realizar pruebas de hipétesis.

2.1 Definicién de un algoritmo para el Método Bootstrap

El Método Bootstrap puede considerarse como un algoritmo que consiste de
cinco pasos:

1. Sea X={X,,...,X,} una m.a. de una poblacién (bajo estudio) de tamafio n,
de la cual se define a su respectivo conjunto de observaciones x = {x,,...,X,}

>%n

como el conjunto de observaciones original.

17



Se debe tener en cuenta el pardmetro de interés, por ejemplo € y utilizando

A

las observaciones de X considerar el estimador 6.

Las observaciones de la m.a. original son tratadas como si constituyesen
los datos de toda la poblacién, es decir, se utilizan como el universo del que se
extraerdn muestras con reemplazo.

Tomar una muestra aleatoria de tamafio 7 con reemplazo (re-muestreo) de
las observaciones de la m.a. original X, en la cudl puede ocurrir que se
tengan observaciones que ocurran mis de una vez, y otras no. A este re-
muestro se le llamard muestra bootstrap y se le define como x’.
Para hacer el re-muestreo se puede considerar alguno de los siguientes
métodos:
I. Re-muestreo con reemplazo.
(Utilizando la funcién f:R — R tal que f(s)=[s], donde [s]
es el mayor entero menor o igual a ‘s’)

Sea u,,...,u, un conjunto de niimeros aleatorios provenientes
de una distribucién uniforme U[0,1], y sea:

m,=[nU, +1] , i=1,..,n
entonces la m.a. con reemplazo (muestra bootstrap) es la m.a.

formada por las observaciones:

X = (X, 55X, )

II. Re-muestreo balanceado
i. Decidir el nimero B de muestras bootstrap a utilizar.

ii. Crear un vector de longitud Bxn, que consiste en la

secuencia de las observaciones Xx,,...,x, repetida B

veces:

(Xpsees Xy Xppeeis Xy vee s Xppees X, )

iti. Aplicar una permutacién aleatoria al vector para

obtener:

18



1 2 B

* * *

* * *
Xpseeas Xy XpiseeisXony woe s Xpo iiseny X,

no
y este resultado es B muestras bootstrap que
contienen numeros iguales de las observaciones
originales x,,...,x

n

Estimar el pardmetro de interés con las observaciones de la muestra bootstrap

(réplica bootstrap) que se define como 6.

Repetir los pasos 2 y 3 B veces B>25, para as{ conseguir B bootstrap

. A* . . A* .
estimadores 6 , es decir, se obtienen 8, , i=1,...,5B.

jats

Las 6

) i=1,...,B réplicas bootstrap son la base para el anilisis de la

caracteristica que nos interesa de la poblacién bajo estudio.

2.2 Estimacién por Bootstrap del Error Estindar de &

A

El error estindar de una estadistica @, expresado por se,(6), es un estimador que usa la

A

funcién de distribucién empirica F en lugar de la funcién de distribucién F

desconocida. Especificamente el estimador bootstrap de se.(8) estd definido por:

sey. (é*) (estimador ideal bootstrap),

en otras palabras, el estimador de se.(0) es el error estindar de & que se tiene al realizar

un re-muestreo del conjunto de observaciones de la muestra original.
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Sea X={X,,...,X,} una m.a. de una poblacién de tamafio n y su correspondiente

conjunto de observaciones X = {X,,..., X, }:

1. Seleccionar B muestras bootstrap independientes con reemplazo de x

(Para la estimacién del error estindar, B se debe escoger de tal
manera que B >25 )
2. Evaluar las réplicas bootstrap correspondientes a su respectivas

muestras bootstrap,
n . )
0 =s(x") i=1...,B
3. Estimar el error estindar se.(f) mediante la desviacién estindar

muestral de las B replicas bootstrap.

B

sy =13 -60))

B-15

B
donde 0’ (") = %Z o

i=l1

El limite de ses cuando B tiende a infinito es el estimador ideal bootstrap de se.(0),
}goloseB =se, =se.(0),

lo anterior quiere decir que la desviacién estdndar empirica tiende a la desviacién

estandar poblacional cuando el nimero de réplicas tiende a infinito.

~

. . A* . L4
El estimador ideal bootstrap se.(6) y la aproximacién ses son a veces

considerados como estimadores bootstrap no paramétricos porque estin basados en F', el

estimador no pardmetrico de F' funcién de distribucién de la poblacién.

20



2.3 Métodos Bootstrap para Construccién de Regiones de Confianza

La construccién de Regiones de Confianza se realiza como una técnica estadistica para la
estimacién de un pardmetro @, el cual nos indica que para un nivel de confianza 1-«

con a>0. Si se realiza un niimero d de re-muestreos de la m.a. X={X,...,X } de

tamafio n de la poblacién bajo estudio, en el (1-a)x100% de los casos el valor real de

A

pardmetro € se encontrard contenido en el intervalo construido mediante 4.
Existen varios métodos para la estimacién de las regiones de confianza, los cuales
son:
I. Bootstrap Percentil
II. Bootstrap Estdndar
ITI. Bootstrap-t

IV. Bootstrap Sesgo Corregido

2.31 Bootstrap Percentil

Sea X={X,,...,X,} una m.a. de una poblacién de tamafio n, con sus

respectivas observaciones X ={X,,...,X, }, con un pardmetro € desconocido.

i. Obtener X' i=1,...,B muestras bootstrap independientes

ii. Obtener las él* i=1,...,B réplicas bootstrap correspondientes.
iii. Se ordenan las 9:.* para obtener las estadisticas de orden:
<6”

iv. Para el nivel de confianza 1-a con a >0, los cuantiles

al/2 'y l-a/2 se definen como:

0, = a/2 cuantil

0, =1-a /2 cuantil
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2.3.2

Ak

A* ’ * ’ ~
donde @, es la estadistica de orden més pequefia y @ es la
estadistica de orden mas grande, para las cuales se cumple que
. A% A
en el intervalo ( @, , 6 ) se encuentran el (I-a)xBde las

oty

6

l

i=1..,B, es decir, si para el (1-a)xB de las réplicas
bootstrap se encuentran en el intervalo con los extremos

. , . e e
determinados por las estadisticas de orden 8, y 6.

.". La regién del (1—a)x100% de confianza para 0 es

Bootstrap Estandar

Sea X={X,,...,X,} una m.a. de una poblacién de tamafio 7, con sus

respectivas observaciones X = {X,,...,X,}, con un pardmetro € desconocido.

(Para aplicar este método es necesario suponer que la distribucién de las

jats

6,

1

ii.

iit.

i=1,...,B sea normal)

*i . . .
Obtener x ' i=1,..., B muestras bootstrap independientes
A* . ’ . .
Obtener las 8, i=1,...,B réplicas bootstrap correspondientes.

Calcular el estimador del error estdndar @ de 6 definido por

1
SE, = {3600 |

L=l

A% i Ax
, donde 6" (") =%Z@i

i=1

que esta basado en la desviacién estdndar estimada de los B

estimadores bootstrap.
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. A* . . .
iv. Dado que las 6 i=1,...,B se distribuyen de manera normal,
para el nivel de confianza 1-a con a >0, se toman los

cuantiles t(o;/_Zl) y t(l}fl/)z de una distribucién ¢ con (n-1) grados

de libertad, donde t(o;/j) = —t(llfl/)z.

.". Laregién del (1—a)x100% de confianza para 0 es
( 6-14,SE, , 0+, SE, )

donde @ es el pardmetro estimado con las observaciones

de la muestra original X.

2.3.3 Bootstrap-t

Sea X={X,,...,X,} una m.a. de una poblacién de tamafio 7, con sus

respectivas observaciones X = {X,,...,X,}, con un pardmetro € desconocido.

. * * *
i. Obtener x"= {xlb,...,xnb} b=1,...,B muestras bootstrap
independientes.

ii. Obtenerlas 8 i=1,...,B réplicas bootstrap correspondientes.

— A
iii. Calcular el error estindar SE, de & basado en la desviacién

estindar estimada de los B estimadores bootstrap.

N | =

Nk i AN
, donde 0°(") =%Z¢9I.

i=1

SE, :{EZ(@-@(O)Z}

i=1

iv. Obtener la estadistica ¢ a partir de las muestras bootstrap de la

siguiente forma:
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V.

vi.

Para b=1,...,B calcular:
Ak 1 % ®p
Hy = _in
n i

5 * *
Z (x; — 44)
SE, =S ——n
T (=D
donde fi, = media de la muestra bootstrap X’

SEZ = error estandar estimado de la

muestra bootstrap X"

para asi obtener:

=2 1B

" SE,
donde [1=media de la muestra original X

Ordenar las ¢, para obtener las estadisticas de orden:

t

151

t

Dseeeslp

Dado el nivel de confianza 1—a con a >0, se obtienen los
cuantiles
t, =a/2 cuantil

t, =l-a /2 cuantil
donde f, es la estadistica de orden mis pequefia y f, es la

estadistica de orden mds grande, para las cuales se cumple que

en el intervalo (¢, ,f, ) se encuentran el (I-a)xBde las

t, i=1,..,B, esdecir, si parael (1-a)xB delas t, i=1,..,B

se encuentran en el intervalo con los extremos determinados

por las estadisticas de orden ¢, y 1.

.. Laregién del (1—)x100% de confianza para 0 es

( 6-1,SE, , 0+1,SE, )

donde 6 es el pardmetro estimado con las observaciones

de la muestra original X.
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2.3.4 Bootstrap Sesgo Corregido

Sea X={X,,...,X,} una m.a. de una poblacién de tamafio n, con sus

respectivas observaciones X = {X,,...,X, }, con un pardmetro ¢ desconocido.

. * * *
i. Obtener x"= {xlb,...,xnb} b=1,...,B muestras bootstrap
independientes.

.o A . , . .
ii. Obtenerlas § i=1,...,B réplicas bootstrap correspondientes.

oo A* .
iii. Se ordenan las @, para obtener las estadisticas de orden:

0'<0%<..<0"

iv. Calcular el corrector de sesgo Z,

#{6" < 6}

Z,=d"
B

. e, ., e .,
donde @ () es la funcidén inversa de la funcién de distribucién

N@©,1) y 20 es el sesgo medio de G .
v. Calcular el acelerador a

» Para i=1,...,n obtener una muestra de observaciones
omitiendo la observacién i de la muestra de
observaciones original.

A =x,
= (X e s X 5 Xy 5o e X))
2) Parai=1,...,n obtener:

(4, 7)
é =l

—i
n

;)  Calcular:

o El acelerador es:
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>(0-4,)

of3:(0 —é(,.))z}m

i=1

—

a=

vi. Para el nivel de confianza 1-a con a >0, tomar de la
distribucién N(0,1) los cuantiles Z* y Z",

vii. Determinar los valores o, y a,:

N 7@
o =0| 2, +—20"
1-d(2,+2")
. Z,+20
a,=®| Z, +

donde @(-) es la funcién de distribucién normal estdndar.
Si =0y Z,=0 = a,=®(Z)=a
a,=0(Z"")=1-a
viii. El intervalo BCa est4 dado por:
BCa=(6,,0,)
(0, ) ’
donde el limite de confianza inferior es la posicién del valor
para el cual de la lista ordenada de é*],é*z,...,é*B se excede el
a, x100% de todas las 62* i=1..,B, vy el limite de confianza

superior es la posicién del valor para el cual se excede el

o, x100% de todas las él* i=1,..,B.

.". Elintervalo del (1-a)x100% de confianza para 6 es
( 6-1,5E, , 0+1,SE, )

donde 6 es el pardmetro estimado con las observaciones

de la muestra original X.
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2.3.5 Aspectos importantes de Bootstrap

Al considerar la construccién de una regién de confianza, para el pardmetro

desconocido, por cualquier método de bootstrap, es necesario considerar lo

siguiente:

% Las regiones de confianza difieren dependiendo de la aproximacién
y precisidn que se esté usando.

7

< En general, cuando n es pequefia y el sesgo del estimador crece, se

tiene :

Bootstrap-t > BCa > percentile > standard

7

% Los extremos del intervalo que utiliza ( 8, , 6, ) pueden exceder

el valor minimo y el valor miximo de las observaciones de la

muestra.

2.4 Un ejemplo de aplicacién del Método Bootstrap

Sea X|,..., X, una m.a. de una poblacién = con distribucién normal con media

. 2 . . . . .
y varianza ¢~ desconocidos, y suponiendo que se quiere determinar una regién de
confianza para la estimacién del pardmetro i mediante una cantidad pivotal

60 =60(u) (una funcién de u).

— 1 & 1 & —
Sea X=—ZXl. la media, y S° =—Z(Xl. —~X)’ la varianza muestral de
n

n i=1 i=1

_ X-
=, una cantidad pivotal adecuadaes ¥ = TM, donde S =+/§"
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Para j, (j=L...,B) (donde B es el nimero de veces que se realiza el bootstrap):

—

* * * .
. Sea X, ={X,,..., X} una muestra por bootstrap de E, con media

gt S

. *2
X, y varianza §;".

frpt S

2. Estandarizando )?; se obtiene Yj*: L —~N(0,1) que es el
S

J

equivalente por bootstrapa Y.

— o
Ordenando las Y, j=1...,n para obtener las estadisticas de orden

Z;,Y(;),...,Z;, donde tomando YL* y YJ que respectivamente serian el valor

pequefio y el valor grande que toman las Y_j* j=L,...,n para hacer el intervalo

(Y, %),
Sea el nivel de confianza |- con @ >0, entonces si el (1-a)xB de las

Yj

. . i I *
j=L...,n e encuentran el en intervalo (¥, , ¥, ), entonces:

X'_ ¥ 7 *
——c (Y, .Y
S ( L U)
S X'_ﬂ g
Y, < S <Y,
SY, <X -u<SY,

X-8SY, <u<X-8Y

Por lo tanto la regién del (1-a)x100% de confianza para s es:
(X - SY;, X ~SY,)
y el intervalo correspondiente con (1-a)x100% de confianza
para 0 =06(u) es:
(O(X-SY,)), 6(X-SY,))

ambos basados en la cantidad pivotal Y .
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Capitulo 3. Construccién de Regiones de Confianza
para la Direccién Media

Para las 4reas de investigacién cientifica que tienen por objeto de estudio a datos
direccionales, los problemas que son de interés para las mismas son resueltos en forma
Paramétrica y No Paramétrica utilizando el Método Bootstrap para determinar Regiones
de Confianza, y dado que se trabaja con datos direccionales el problema mas comin e
importante es el determinar una medida de tendencia central que es la direccién media.

Sea 6,,...,0, una m.a. de datos direccionales de una poblacién ®, con direccién

media & y longitud media L, entonces:

Circulo Unitario

Figura 3.1: Direccion media u y longitud media L

para datos direccionales de dimension
p =2 de una poblaciéon ©
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Dado que E(®) = E(cos®,sen®) entonces:
E(cos®)=cosf
E(sen®) =senf

y 6 un estimador para u, donde:

_ n
cos@ =n"' T cosé,

i=1
- 1 n
send =n~ Xsenb,

i=1

sea el nivel de confianza 1-a con a >0, y tomando los cuantiles 8, y 6,_,,, por lo
tanto una regién con (1-a)x100% de confianza para  tendrd la forma:

( g_gl—a/z ’ 0_+9a/2 )

3.1 Métodos No Paramétricos

3.1.1  Moétodo Grafico

Una forma relativamente simple y con un margen de error considerable, pero
hasta cierto punto ttil para la determinacién de una regién de confianza para la
direccién media, es mediante la graficacién de puntos provenientes de la estimacién
constante de la direccién media al utilizar el algoritmo bootstrap.

La determinacién de una regién de confianza para la direccién media mediante la
graficacién estd limitada en el aspecto de que solo podemos tener la percepcién gréfica
hasta una dimensién tridimensional, y que para dimensiones mayores se necesita
recurrir a la proyeccién sobre las dimensiones del espacio que podamos representar. Por

lo anterior se va a considerar la utilizacién de este método para esferas de dimensién

p=2yp=3.
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Sea 0,,...,0, una m.a. de datos direccionales de dimensién p=2 de una poblacién O
con direccién media u y definimos como 6, al valor real de x, la direccién media

estimada esta dada por el vector:

~ 0
0 =—

1ol

~ 1 n n

donde 6’:—(20050”25&6’[)
n g i=1
donde € es un punto en el circulo unitario.
El método bootstrap consiste en calcular 6, j=1,...,B para un ntimero B

grande de re-muestreos y la regién de confianza para la direccién media se muestra al

graficar las g’; j=L....B.

Circulo Unitario 7 1
1

Intervalo de confianza

para 6,

227z 2%
/{// o — >
s T
L e T e 1
N S A |- o
; ; >
1 X

Figura 3.2: Region de confianza para la direcciéon media
de datos direccionales de dimension p =2
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Ahora, sea 0,,...,0, una m.a. de datos direccionales de dimensién p=3 de una

poblacién ® con direccién media

la direccién media estimada esta dada por el

vector @ y aplicando el método bootstrap para obtener é; j=1,...,B para un niimero

B grande de re-muestreos y la regién de confianza se muestra al graficar las

..B.

Esfera Unitaria

(Primer octante)

Region de confianza

para 6,

Figura 3.3: Regidn de confianza para la direccion media
de datos direccionales de dimension p =3

La regién de confianza se toma a partir de la informacién grafica que se obtuvo

de aplicar el método bootstrap, donde para un nivel de confianza 1—-a con a >0, la

regién con (1—-a)x100% de confianza queda definida en forma intuitiva.
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3.1.2 Meétodo Biasico

Sea 0,,...,0, una m.a. de datos direccionales de una poblacién ® con direccién media u

y definimos como 6, al valor real de #, la direccién media estimada @ esta dada por el

vector:
g-—2
16|
donde é:l(ZCosﬁi,ZSenQ)
n g i=1

aplicando el algoritmo bootstrap B veces se obtiene:
Ak Ak Ak
6, ,0,,...,0,
ahora definiendo:

7/]:0_;—5 , Jj=L...,B
, ~mWSy, ==&
donde a y; se debe considerar como diferencia entre dngulos y por lo cual la y; es un

dngulo. Ordenando en forma creciente las y; j=1,...,B para obtener las estadisticas

de orden

Yy Yy Vs
Dado un nivel de confianza 1-a con a >0, para determinar la regién de

confianza se toman las estadisticas de orden y,, y 7,,, tal que 7, <7, donde 7, es
la estadistica de orden més pequefiay y,,, es la estadistica de orden mas grande para las

que se cumple que el (1-a)xB delas y, , j=1,...,B estin contenidas en el intervalo

(7/(]) 9}/(;71))'

Otra forma para seleccionar a 7, y 7,,, estomando directamente la estadistica
iy 11 1
de orden en la  posicién [ y m, donde l= ?Ba +5

(donde [-] es el mayor entero menor o iguala "-") y m=B—1.
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Ahora, si tomando en cuenta que la mayoria de los ingulos (diferencias) y, estén

contenidas en el intervalo ( 7, , #,,) ; entonces:

0 -6, ( Yy V(m))

Por lo tanto regién con (1-a)x100% de confianza para 6, es:

( §+7(1) s §+7/(m))

3.1.3 Método Bésico para Datos Axiales
Regién de Confianza para el Eje Polar Media

Si X es un vector unitario aleatorio de dimensién p que proviene de una
poblacién axial ® (es decir, X y —X tienen la misma distribucién), entonces E(X) =0
y la direccién media no estd bien definida. Por lo anterior, el pardmetro de interés para
la poblacién axial es el Eje Polar Medio.

Sea 0,,...,0, una m.a. de datos direccionales axiales de una poblacién ® con eje

polar medio & y definimos como 6, al valor real de ¢, el eje polar medio estimado esta

dado por:
-2
101
donde é=l(ZcosQ,Zsen6{.)
n = i=1

Para aplicar el algoritmo bootstrap, en el re-muestreo se realiza el siguiente
cambio:

Sea u/,...,u, una coleccién de ntimeros aleatorios provenientes
de la distribucién U[0,1]. Para i, i=1,..,n si u; <0.5 entonces

6, =20 — 0, enla muestra bootstrap para cada B vez.
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Al aplicar el algoritmo bootstrap B veces se obtienen:

6,0 ,

.0, ,....0;

y definiendo

donde ¥, es el valor absoluto de la diferencia entre ingulos, y por lo cual se debe

considerar como un 4ngulo. Ordenando las y/; para obtener las estadisticas de orden

OO 0
1
Dado 1-a con a >0, entonces sea l=[3a+5} y m=B—] para tomar la

estadistica de orden ¥, , y dado que se realizé el cambio necesario para determinar una

distribucién axial (simétrica) sobre 6, entonces:

0-6,c (W >V ) -

Por lo tanto la regién de (1-a)x100% de confianza para 6, es:

(g_l/j(m) ) §+l//(m))

3.2 Métodos Paramétricos

La utilizacién de métodos paramétricos en la determinacién de regiones de
confianza para la media direccional se establece por la utilizacién de métodos pivotales.
Una razén para usar métodos pivotales para calcular regiones de confianza por bootstrap
en lugar de determinarlos de manera no paramétrica es porque en particular un método
pivotal da regiones con un mayor nivel de confianza, es decir, que para el nivel de
confianza 1—a con @ >0, tomando en cuenta intervalos obtenidos a partir de varios

muestreos, el (1-a)x100% de esas regiones contienen el valor real del parimetro

desconocido y cuyo error tiende a ser conservativo.
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Sea X=1{X|,...,X,} una m.a. de datos direccionales de dimensién p de una poblacién

O con direccién media i y definimos como 6, al valor real de x.

Suponiendo lo siguiente:
a) La distribucién de la poblacién satisface la condicién tedrica de

convergencia.
b) 6, estd bien definida al tener un gran tamafio de poblacién.

3.2.1 Regiones de Confianza Dichame
(para datos direccionales utilizando el método bootstrap)

Sea 6,...,0, una m.a. de datos direccionales de una poblacién ® con direccién
media # y definimos como 6, al valor real de y, la direccién media estimada 6 .

Para datos direccionales de dimensién p =2, el método de Duchame (DJRT) es
usar la estadistica S(0, 6,) como pivote y usando una desviacidn estdndar, definida de la
siguiente manera:

5(6,6,) =n(1—cos(0 —6,))
donde  (1—cos(6 -6 ,)) tiene una distribucién asintética o’y  cuando

o = {1-E(cos2(0®—-6,)}

VE (de acuerdo con DJRT), y donde L es la longitud media.

El método bootstrap es usado para obtener los valores

56 ,6).5(6,.0)....,5(6,.0)

después ordenando los valores S;ZS(@*,g) , j=L,...,B para obtener las estadisticas de

orden

S .S ,....S
o’ @ "  w,

Dado un nivel de confianza 1—a con a >0, se selecciona la posicién ax100 la

L, . * —x
estadistica de orden S, que corresponde al valor de 6.
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Definiendo

. = S
0,=0, -0 =tan™' Ll—ﬂ]
n

entonces la regién por DJRT (C,) con (1-a)x100% de confianza para 6, es:

(0-6,,0+0,)

Nota.- hay que sefialar que el método propuesto por DJRT no es completamente pivotal,

ya que la estadistica propuesta S(8,6,) depende del pardmetro desconocido o~ .

3.2.2 Versién Pivotal de la Regién Dichame
Para poder eliminar el problema del pardmetro desconocido ¢ (de la estadistica

propuesta por DJRT), es necesario estimar o  utilizando las propiedades de los

estimadores, para asi obtener:

&sz

4r?
_{1-E(c0s2(0-6,)}
47>
[1-n" ’Zj] cos2(0,—6)I’
- 412
donde L es la longitud media estimada.
Ahora definiendo
= 50,8
r@.0)->%%
O
_ n(1-cos(@ —6,))
6'2

se resuelve el problema del pardmetro desconocido y de esta forma ya se tiene una

cantidad pivotal adecuada.
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Entonces aplicando el bootstrap B veces se obtienen Tj*ZT(Q_j*,Q_) j=1,..,B,es decir:

7(6,,0),7@,.0),..,T(6,,0)

Ordenando las Tj* j=1,..., B para obtener las estadisticas de orden

* * *

T;D’TQ)""’T(B)

Dado un nivel de confianza 1—a con a >0, se elige la estadistica de orden T(Z)

cuya posicién se obtiene del valor @ x100 y que corresponde al valor de @, .

Ahora, definiendo

A D ¥
p,=1-le

tB

por lo tanto la regién Duchame Pivotal con (1-a)x100% para 6, es:

(O-A,, O+A,)

tB >

Observacién.- es necesario mencionar que este método y el anterior tienen una desventaja

al presentarse simétricamente, y no se pueda mostrar asimetrias en la distribucién de ©.
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3.2.3 Clase General de Regiones Confianza
Sea X={X,,....,X,} una m.a. de datos direccionales en p-dimensiones de una
poblacién ©, con un vector de medias 4 y una matriz de varianzas y covarianzas X,y
definimos como ¢, al valor real del vector de medias x.

Utilizando el método bootstrap para obtener X' la direccién media estimada de
X y X estd dada por X y X respectivamente, y con una matriz de varianzas y
covarianzas estimada asociada a X:

D= n’li(X[ - X)X, - X)

i=1
Utilizando la expresién anterior de la estimacién de la matriz de varianzas y

. . . . . *
covarianzas de X, se obtiene la matriz de varianzas y covarianzas para X :

D =n"Y (X -X)(X -X").
i=1
Una cantidad pivotal adecuada para X es:
Y= u-D"DV(X - )
y la versién bootstrap de Y es:

7 = X-DH DX - X)

e . . . . .
El vector Y no se encuentra normalizado, entonces la direccién media asociada

por bootstrap es:

b

o+ Y
vt
Yl
Se realiza el bootstrap B veces para obtener

it .
Y, s , i=1,..,B

ahora dado un nivel de confianza 1-a con a >0, se eliminan axB de los B puntos

Y, para asi obtener un conjunto llamado Crp que contenga el (I-a)xB de los B

puntos Y, .
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Entonces, Crp define una regién de confianza en la cual se encuentre el posible valor

real del vector de medias £, ya que de las repeticiones bootstrap Y,'s solo el axB de

los puntos no pertenecen al conjunto.

.". Crp es una regién de (1—a)x100% de confianza para 6),.

La desventaja del procedimiento anterior es que es muy flexible y para mostrarlo

consideremos lo siguiente:

CASO 1.- Suponiendo que los datos se han rotado del tal manera que

A

f4=0. Sea @ e(-m,7] donde Y, =(cos®,sen®). Entonces

consideremos un intervalo de confianza simétrico, es decir, el intervalo

C.z =1{(cosf,senf):|@|< A}, donde A estd determinado por (1-a)xB de

los puntos cumplan |@ |<A, y asi el intervalo de confianza C,, se ha

vuelto simétrico.

CASO 2.-También podemos proponer otro caso definiendo las colas, es

decir, que el intervalo C,; ={(cosf,send):0, <0< 86,},donde 6, y 6, son

1 .
escogidos de tal forma que se cumpla que EaB de los puntos @ que

* 1 *
cumplan ® <6 y que solo EOCB cumplan © >6,.
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3.2.4 Meétodo Pivotal utilizando Vectores Ortogonales para la
Regién de Confianza para la Direccién Media

Sea X={X,,...,X,} una m.a. de datos direccionales de una poblacién ® con direccién

media i y definimos como m,, al valor real de u.

La direccién media normalizada de un vector aleatorio estd dado por

e E@
IE@]

donde || E(x)| es la longitud de la media direccional, y m estd bien
definida suponiendo que || E(x)|[#0.

X;
T

Un estimador de m, para utilizar el algoritmo bootstrap, es m=—*

12X
i=1

_, vectores normalizados de dimensién p que son ortogonales entre si, y que

Yy sean

A

my,...,m,

son escogidos por ser ortogonales a 71 .

Se define una matriz de dimensién (p—1)x p de la siguiente forma:

My, =Dyt T

Por ejemplo, cuando p=2, m=(send,cos o)’ y el vector ortogonal
correspondiente es m, =(—cosd,send)’, y cuando p=3 entonces
1 = (sendcos @, senfseng,cos §)’ y los vectores ortogonales correspondientes serian

i, = (cos @ cos @, cos Gseng,—send)’ y 1, = (—seng,cos §,0)’ .

Considerando la estadistica:

T(m)= anA;[;é_lMpm

donde G = (é_/k) es una matriz de dimensién (p—-1)x(p-1) y

>

Gy =l n™ D X7 0 Y (g X, )i X))
i=1 i=1
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La estadistica T(m) se determiné de la siguiente manera:

a. M, m eslaproyeccién de m—rm en el plano tangente a 1, es decir,

M, (m—m)=M ,-m=-M,, - . M, Lm
:M(p) -m—=0
=M, -m

:_ _____________________________________ k
A |

I : A I
i Proyeccion de M, ,,m :
| |
| y |
| [
: |
| 1} . RN |
: R |
| L (m—) :
\ |

| ) m—m |
| m q |
| \ |
: \‘ I
| m \ :
I \ I
| ' |
| 1 |
: . I
| 1 X |
| |
I |
| |
| [
I |
- 1

Figura 3.4: Representacion geométrica de la
proyeccion de x7 m con p->



3
|
&

Figura 3.5: Representacion geométrica de la
proyeccion de yz m con p-3

n

b. G esun estimador consistente de la matriz de covarianza de M(p)m .

Por lo tanto T es una cantidad pivotal de acuerdo a como estd construido y se

utiliza para determinar la regién de confianza para u.

Sea X ={X,,...,X,} un re-muestreo obtenido de aplicar una vez el método
bootstrap y se calcula M), G y T (m).
Con lo anterior, la versién del bootstrap consiste en calcular y; j=1,...,B para

un nimero grande B de re-muestreo y llegar a obtener T, (m),...,T, (m).

’ * . ’ .
Después se ordenan las T, (m), j =1,...,B para obtener las estadisticas de orden

T(l)* (m), T(z)* (m),..., T(B)* (m).
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. . . , . *
Dado un nivel de confianza 1—a con a >0, se selecciona la estadistica de orden T, (m),
. . . . *
que se obtiene a partir del valor ax100 que determina el valor del cuantil ¢, que

satisface P(T ()<t | y)=c.

Por lo tanto la regién con (1-a)x100% de confianza para y es:

RY ={m:T(m)<t )}

donde para m, que es el valor verdadero de u, la P(m,erRY)=1-a+0(n?) y la
funcién O(n*) mide la velocidad de convergencia (ver anexos).

. .« . * . . . .
Para la determinacién del cuantil 7, es necesario realizar una simulacién que

utilice el Método de Monte Carlo para que se pueda ajustar una distribucién a

T (m), T, (m),..., T, (m).

3.2.5 Método Pivotal utilizando Vectores Ortogonales para
la Regién de Confianza para el Eje Polar Medio

Sea X={X|,...,X,} unam.a. de datos direccionales axiales de una poblacién ®
con eje polar medio ¢ y definimos como ™, donde ™ es un vector unitario de

. . . . T
dimensién p, como el vector que maximiza ™ S, donde:

S = var(X)
= E[(X~ EX))(X - E(X))']
= E[(X-0)(X~0)"]
= E[XX"]
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. .. T
Se quiere maximizar m Sm , entonces:

T
M:ZSm:m:ZSm:O
om
= Sm=0
< Sm=0m

y sabemos que S#0ym#0, por lo cual definiendo A=0, entonces A4 es el valor

propio trivial del vector m y asi para maximizar ™' Sm es necesario encontrar los
vectores propios correspondientes A no triviales para §, es decir,

Sm=Am
y donde m seri el eje polar medio siendo el vector propio asociado con el maximo valor

propio A de §.

Sea X={X|,...,X,} unam.a. de datos direccionales axiales de una poblacién ®
con eje polar medio ¢, y definimos a m, como el valor real de & y obteniendo m =71 de
S.

Haciendo un primer re-muestro que nos de # ={X,,...,X,’}, entonces
aplicando por primera vez el algoritmo bootstrap se obtiene el andlogo para m, es decir,

A

se obtiene el vector propio ™ asociado con el valor propio més grande S'.
El percentil ¢ para el intervalo de confianza para el eje polar medio ™ se construye

mediante la siguiente estadistica:

T(m)=nm" M’

o
G M ,™m

donde G = (éjk) que es una matriz de dimensién (p—1)x(p—1)

G, =n"'(h,—1)" (G, —H)" D (A X)) X,)(H'X,)*
i=1

o o T
M, =[my,...,m, ]
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donde 1™,...,m,, son vectores ortogonales a ™ y 7),...,77, son los valores propios

correspondientes a los vectores propios M,,..., DAD;H, m de S.

. * . *
Ahora, haciendo X. =1,...,B de remuestreos por bootstra ara cada X se
] j 900y P p’ p J

Nk

calculan M(p),

y Gj* para asi obtener T, (m),...,T, (m).

Las Ti*(m) ,J=1,....,B se ordenan para obtener las estadisticas de orden

Ty (0), Ty ()., Ty ()

y dado un nivel de significancia o >0 se toma el valor ax100 para escoger a la

estadistica de orden T(a)*(m) que corresponde al valor del percentil ¢, que satisface

PT" (ML | p)=«a.

Por lo tanto la regién con (1-a)x100% de confianza para el Eje Polar Medio m es:

RY ={m:T(m)<t}

donde siendo m, el valor verdadero del eje polar medio la P(m, eR)=1-a+0(n’) y

la funcién O(n>) mide la velocidad de convergencia (ver anexos).

. s . * . . . .
Para la determinacién del cuantil 7, es necesario realizar una simulacién que
utilice el Método de Monte Carlo para que se pueda ajustar una distribucién a

T (m), T, (m),....T, (m).
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3.2.6 Regién de Confianza Empirica General

Sea X ={X|,...,X,} una m.a. de datos direccionales de una poblacién ® con direccién

media 4 y definimos como m, al valor real de u,y sea p=(p,,...,p,) un vector de

probabilidad, es decir, Zpi =lyp, 20,i=1,...,n.

i=1

Se define por m(p) al valor que toma pardmetro m cuando la distribucién de la
poblacién es discreta con probabilidad p, en el punto X, 1<i<n, entonces la

direccién media m es:

2pX,
i(p) =~ ———

1> p.X, |
i=1

La verosimilitud empirica L, evaluada en m, estd definida como:

L(m)= max lﬁlpi

pim(p)=m =1
y sea M es el estimador por bootstrap de 7, entonces:
L(m)=n"
por lo tanto la razén de verosimilitudes correspondiente es:
L Lt
L(m)

De A podemos notar que es dificil calcular su distribucién, por lo cual se utiliza

la siguiente forma a la que definiremos como W (m), es decir:

W(m)=-2log {%}

En particular W (m) satisface en minimas condiciones regulares para el Teorema

de Wilks (Chernoff 1954; Wilks 1938), el cual da el siguiente resultado:

2
w(m,)——> X, en distribucion
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donde m,, es el valor real de m y ¢ es el rango de la matriz de covarianza asintética de

n'?(m—m,) . Hay que observar que el limite de la distribucién de W (m,) no depende de

ningtn pardmetro desconocido.

Una forma simple para construir el intervalo de confianza por verosimilitud
7. . . .7 2 2 . .
empirica es usar la distribucién J ,» entonces W(m) ~ Y dado un nivel de confianza

l-a con a >0 se tiene que:

La regién con (1-a)x100% de confianza para m es:
RY ={m:W(m)<c,}
donde ¢, satisface P(y <c,)=a y donde para m, que es el valor verdadero de m, la

P(m, er?)=1-a+0(n") y la funcién O(n") mide la velocidad de convergencia.

3.2.7 Regién de Confianza por Verosimilitud Empirica
para la Direccién Media

Dado un nivel de confianza 1—«a con a >0, la regién con (1-a)x100% de confianza

para la direccién media por verosimilitud empirica es

R, ={m:W(m)<p,}

A continuacién se explica como se determina R, (para este fin es necesario
trabajar con ecuaciones trascendentes) en el caso de datos direccionales con dimensién
p=2 y p=3, donde la derivacién de R, conlleva a utilizar los Multiplicadores de

a

Lagrange.
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. Suponiendo la dimensién p=2, entonces R, esti determinada por dos

ecuaciones:

a  (—cos@,send)) {1+k(-cosf,senf) X} X, =0

i=1

b. 2210g{1+k(—cos 0,send)X,} —p, =0

i=1
y las dos ecuaciones anteriores cuentan con dos soluciones, ( 6, , k, ) y

(6,,k ),donde 6, <0<6,.
Por lo tanto la regién con (1-a)x100% de confianza

resultante estd dado por:

R, =1{(senf,cos0) : 6, <0<0,}

1. Suponiendo la dimensién p =3, entonces R,

estd determinada por tres
ecuaciones:

a O {+km{ X, +k,m X} 'm/ X, =0

i=1

b D {+km X, +k,m X} 'm X, =0

i=1

. 2) log{l+km{ X, +kmy X }-p,=0

i=1
donde se supone que m, y m, son ortogonales entre si y se definen como:
m,=(cos @ cos ¢, cos @seng,—send)

m,=(—seng,cos ¢,0)

Una vez fijado ¢,y con m, y m,, para las tres ecuaciones se tienen tres
pardmetros desconocidos: k,(¢), k,(¢) y 0(9).

Por lo tanto la regién con (1-a)x100% de

confianza resultante est4 dado por:

R, = {(senfcosp,senfseng,cos 0)" :0< O < (), €[0,27)}
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3.2.8 Regién de Confianza por Verosimilitud Empirica
para el Eje Polar Medio

La regién de confianza por verosimilitud empirica para el eje polar medio puede ser
determinada utilizando también los Multiplicadores de Lagrange y ecuaciones trascendentes

como en el caso de la direccién media.

.. Suponiendo la dimensién p =2, entonces R, est4 determinada por:

n

a Y {l+k(-cos@,send) X, X m}" x(—cos ,sen0) X, X/ m =0

i=1

b 2) log{l+k(—cos®,send)X, X/ m}—p, =0

i=1

T . . .
cuando m =(send,cos @) y las dos ecuaciones también tienen dos soluciones,

(6 ,k)y(6,,k ), donde 6,<0<0,.

Por lo tanto la regién con (1-—a)x100% de confianza
resultante estd dado por:

R, ={(senf,cos0) :6,<0<0,}

1. Suponiendo la dimensién p =3, entonces R, est4 determinada por:

a. Z{l+(k]mlTXl. +hml X)) (m" X )V xm{ X, X m=0

i=1

b D {1+ (km{ X, +k,my X)) (m' X)) xmy X, X m=0

i=1

e 2) log{l+km| X, +k,m X}—p, =0

i=1
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donde m = (senfcos @,senfseng,cos @)’ y tanto m, y m, son ortogonales
entre si y siguen siendo:

m,=(cos @ cos ¢, cos Oseng,—send)

m,=(—seng,cos $,0)

continuando con tres ecuaciones y teniendo tres pardmetros desconocidos:

ki(9), k,(#) y 0(#).

Por lo tanto la regién con (1-a)x100% de

confianza resultante estd dado por:

R, = {(senfcosp,senfseng,cos 0)' :0< O < O(¢),¢ €[0,27)}

Nota: Para resolver las ecuaciones trascendentes obtenidas al aplicar el método de
verosimilitud empirica se puede recurrir a la utilizacién de métodos numéricos

y paqueteria especializada.
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Capitulo 4. Aspectos Numéricos y Un Ejemplo

4.1 Aspectos Numéricos

En la implementacién de un algoritmo computacional para poder determinar una regién

de confianza para datos direccionales (mediante alguno de los métodos tratados en el

capitulo tres o algiin otro), se debe tomar en cuenta ciertos aspectos numéricos que

ayudardn a entender los posibles resultados obtenidos, ya que estos pueden llegar a ser

incongruentes con lo que se est4 estudiando. Por lo anterior a continuacién se enlistan

algunos aspectos importantes en la implementacién de cualquier algoritmo:

I.-

Como cualquier método numérico, siempre la precisién de los resultados
depende de la capacidad computacional con el que se cuente y que se esté
utilizando.

La exactitud de cada método se incrementa cuando 7 (el tamafio de la
muestra ) aumenta.

La dispersién de los datos de la muestra es muy importante, ya que si la
dispersién es muy grande, ésta tiene un efecto sobre la longitud de la
regién, es decir, que una regién de confianza obtenida por un método mis
preciso tal vez puede llegar a ser de mayor tamafio que una regién obtenida
por un método mis general.

El ndmero B de repeticiones bootstrap es muy importante, ya que se
obtiene mayor precisién del tamafio de la regién al ser B grande, aunque a
veces en la préctica al ser B muy grande puede ocurrir que la regién se
extienda.

La confiabilidad de una regién es mejor cuando el paridmetro de

concentracién k es grande, ya que cuando el pardmetro de concentracién k
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7.7

10.-

tiende a ser pequefio la regién de confianza para la direccién media tiende a
agrandarse y ser variable, y por lo tanto la regién pierde exactitud.
Teniendo en cuenta pardmetros de concentracién k > 0.1, una distribucién
que esté muy cerca de la distribucién uniforme en la esfera, las regiones
bootstrap mantienen un error similar.

Cuando el método bootstrap es utilizado en problemas multivariados
utilizando un ndmero B pequefio (por ejemplo B =200) se puede obtener
en el re-muestreo resultados erriticos durante la ejecucién del mismo. Lo
anterior es consecuencia del cambio de dimensién, B =200 puntos en una

regién de una muestra dada en un espacio de dimensién p pueden estar
muy dispersos, atin en la dimensién p =3. Por ejemplo, imaginando que
los B=200 puntos se encuentran contenidos en el primer octante de una

esfera de dimensién p =3, para un anilisis posterior es posible que los

B =200 puntos no solo se encuentren en el primer octante. Lo que ocurre
es que no se conservan las caracteristicas de las regiones de confianza y por
lo tanto se obtiene mucha imprecisién

El método de Bootstrap Percentil ¢ y el de Método de Verosimilitud
Empirica con la aplicacién de una calibracién bootstrap (propuesta por Owen

en 1998 como un refinamiento a la aproximacién Ji-Cuadrada) tienen
. . . -2
tedricamente una velocidad de convergencia de O(n™"), recordando que lo

anterior sucede para un tamafio de muestra 1 grande y que no tiene tanta
precision para un tamafio de muestra pequefio.

El método de Bootstrap Percentil t que muestra simetria rotacional 6 eliptica
tiende a ser conservativo, es decir, la regién de confianza es tan grande
como se quiera.

El Método de Verosimilitud Empirica con una calibracién bootstrap es
muy preciso atin para un tamafio de muestra pequefio y con pardmetros de
concentracién muy chicos. La diferencia entre la aplicacién de
verosimilitud empirica normal y una con calibracién bootstrap es mostrado

cuando se utiliza un tamafio pequefio de muestra.
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4.2 Un Ejemplo

Para dar un ejemplo de la construccién de regiones de confianza para datos direccionales

se va a utilizar la informacién proveniente del siguiente experimento:

Experimento.- A campo abierto se dibuja un circulo de radio 7 =0.5 m y se traza un
eje coordenado de tal manera que coincida con los puntos cardinales,
y nuestra direccién cero coincide con la direccidén cardinal este. Se
coloca en el centro del circulo una tortuga de agua dulce y se registra
la direccién de escape que toma al estar en campo abierto. Lo anterior
se realiza 25 veces para determinar la direccién media de escape de la

tortuga.

Direccion de escape que toma

una tortuga en campo abierto.

N
7\

Figura 4.1: llustracion del experimento

Sobre la muestra obtenida al realizar el experimento 25 veces se construiridn

regiones de confianza para la direccién media de escape de la tortuga.
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Sea 4, el valor real de la direccién media de escape que toma la tortuga al estar en

campo abierto, la muestra de tamafio n =25 que se obtuvo es la siguiente:

muestra = {316°, 289°, 230°, 328°, 257°, 146°, 241°, 230°, 232°, 207°, 28°, 163°,
142°,213°,217°,317°, 138°, 169°, 161°, 123°, 182°, 184°, 31°, 150°, 351°}

su direccién media estimada es 4 =311.076°.

Datos obtenidos del experimento

OO

L=311.076°

—_——— e

Figura 4.2: Grafica de los datos direccionales de la muestra
obtenida y su respectiva direccion media /.

Para la determinacién de las regiones de confianza para la direccién media de

escape se utilizan los siguientes métodos:
e Método Grdfico
e Método Bdsico
e Método Clase General de Regiones de Confianza
e Método Duchame

e Moétodo Duchame Pivotal

a los cuales se codificé un algoritmo en el programa en Matemdtica 5 que utiliza el

método bootstrap (ANEXO D). Los programas se ejecutan con B =150,100,200 y 500

de repeticién bootstrap y nivel de confianza (1-a)x100% =90%, 95% y 99%
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Método Grdfico

Como se mencioné en capitulo tres, el método grafico para la determinacién de regiones de

confianza por bootstrap no tiene una confiabilidad concretamente establecida, por ello este

método lo utilizamos como un auxiliar para poder tener una vista gréfica e intuicién del

arco (lugar) donde puede encontrarse el valor real de la direccién media 4, .

L.

Repeticién de bootstrap B =50

B=50 Direcciones medias por Bootstrap

0.5 ¢

OO

/

J/ 7/ Region de confianza
7~ para [,

I?igura 4.3: Gréfica de las B =50 direcciones medias obtenidas por
bootstrap y su respectiva region de confianza para .

Como se puede observar con un nimero B pequefio de
repeticiones bootstrap se intuye una buena regién de confianza

para la direccién media de escape del experimento.
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II.

Repeticién de bootstrap B =100

B=100 Direcciones medias por Bootstrap

0.5 r

OO

/

/Regién de confianza
para [,

Figura 4.4: Grafica de las B =100 direcciones medias obtenidas por
bootstrap y su respectiva region de confianza para .

En este caso podemos observar que al duplicar B su tamafio la
regién de confianza ha aumentado también de tamafio, pero atn se
puede considerar a la regién obtenida como una buena regién de

confianza.
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1. Repeticién de bootstrap B =200

B=200 Direcciones medias por Bootstrap

/ Region de confianza
para :Lll)

Figura 4.4: Grafica de las B =200 direcciones medias obtenidas por
bootstrap y su respectiva region de confianza para .

Para este caso se observa que al ser B mds grande la regién de
confianza ha aumentado més su tamafio y de hecho abarca por
completo el cuarto cuadrante y la informacién que proporciona es
muy escasa. Por lo anterior el método grifico mediante el
bootstrap se empieza a ser impreciso tanto como B comienza a

aumentar de tamafio.
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1v. Repeticién de bootstrap B =500

B=500 Direcciones medias por Bootstrap

~ - Region de confianza

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
: para p,

L
Figura 4.4: Grafica de las B =500 direcciones medias obtenidas por
bootstrap y su respectiva region de confianza para .

Para este dltimo caso en que se utiliza el método grifico con
B =500 de repeticiones bootstrap la intuicién sobre la disminucién
en la precisién e ineficiencia a medida de que B aumenta es un
hecho, la regién de confianza casi abarca dos cuadrantes del
circulo y efectivamente no nos estd dando ningtn tipo de
informacién. No se toma el caso para B=1000 ya que ocurre el
mismo fenémeno que en B=500, es decir, ya no proporciona

ninguna informacién y por eso se ha omitido dicho caso.
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Las Regiones de Confianza

En todo momento hay que tomar en cuenta los aspectos numéricos, que se mencionaron

al principio de este capitulo, al realizar el anélisis de los resultados que se llegan a

obtener

mediante los diferentes métodos para la construccién de las regiones de

confianza, para que asi al tomar la regién de confianza que mds se apegue a nuestras

necesidades ésta sea la mejor regién para el pardmetro de interés.

Al revisar los resultados obtenidos por los diferentes métodos y al realizar en

varias ocasiones la simulacién, se tienen las siguientes observaciones al respecto:

El tamafio de la muestra es importante, siempre se trabajardé mejor con un
tamafio de muestra lo suficientemente grande.

La dispersién de los datos de la muestra influye mucho en el tamafio de la
regién de confianza.

No siempre la direccién media estimada se encuentra dentro de la regién de
confianza.

En la estadistica usual se espera que una regién de confianza disminuya su
tamafio al aumentar la confiabilidad del mismo, pero esto no necesariamente
ocurre al utilizar el método bootstrap para auxiliarnos.

Al utilizar un nimero B grande de repeticiones de bootstrap es natural esperar
mds precisién en los resultados de la simulacién, pero tampoco necesariamente
esto es asi, es considerable lo distante que pueden estar los resultados al ir
aumentando el nimero B de repeticiones bootstrap, al igual que si se varia

algtin otro pardmetro que sea importante durante la simulacién.

A continuacién se presentan los resultados obtenidos para la determinacién de

regiones de confianza para la direccién media por algunos de los métodos mencionados

en el capitulo tres, recordando que la direccién media estimada es 2 =311.076°.
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Método Bdsico

Nivel de | Repeticiones
Regién de confianza
confianza bootstrap
B=50 (1 295.265°, 319.009° )
B=100 ( 316.122°, 324.344° )
90%
B=200 ( 309.921°, 316.84° )
B=500 ( 311.939°, 323.54° )
B=50 ( 291.853°, 336.287° )
B=100 ( 280.329°, 330.267° )
95%
B=200 ( 291.532°, 338.544° )
B=500 ( 289.207°, 337.668° )
B=50 ( 212.668°, 4.864° )
B=100 ( 269.398°, 19.906° )
99%
B=200 ( 221.229°, 30.663° )
B=500 ( 220.826°, 43.129° )

Tabla 1: Resultados obtenidos al aplicar el método bésico para el calculo de
confianza utilizando bootstrap con repeticiones

B =50,100,200 y 500 a un nivel de confianza del 90, 95y 99%.

regiones de

61



Método Clase General de Regiones de Confianza

Nivel de | Repeticiones
Regién de confianza
confianza bootstrap
B=50 ( 282.043°, 339.923° )
B=100 ( 281.235°, 339.612° )
90%
B=200 ( 281.814°, 340.702° )
B=500 ( 281.957°, 340.948° )
B=50 ( 281.536°, 341.754° )
B=100 ( 281.184°, 341.260° )
95%
B=200 ( 280.536°, 341.369° )
B=500 ( 281.320°, 341.557° )
B=50 ( 279.825°, 341.374° )
B=100 ( 280.137°, 341.901° )
99%
B=200 ( 280.751°, 343.045° )
B=500 ( 278.554°, 342.701° )

Tabla 2: Resultados obtenidos al aplicar el método clase general de regiones de
confianza utilizando bootstrap con repeticiones B = 50,100,200 y 500 a un

nivel de confianza del 90, 95y 99%.



Método Duchame

Nivel de | Repeticiones
Regién de confianza
confianza bootstrap
B=50 ( 286.722°, 335.430° )
B=100 (1 297.617°, 324.534° )
90%
B=200 (1 299.255°, 322.897° )
B=500 (307.136°, 315.015° )
B=50 ( 298.913°, 323.239° )
B=100 (1 290.178°, 331.974° )
95%
B=200 ( 302.150°, 320.002° )
B=500 ( 307.613°, 314.539° )
B=50 ( 300.741°, 321.411° )
B=100 ( 303.691°, 318.461° )
99%
B=200 ( 309.807°, 312.345° )
B=500 ( 310.747°, 311.405° )

Tabla 3: Resultados obtenidos al aplicar el método Duchame para regiones de
confianza utilizando bootstrap con repeticiones B = 50,100,200 y 500 a un

nivel de confianza del 90, 95y 99%.



Método Duchame Pivotal

Nivel de | Repeticiones
Regién de confianza
confianza bootstrap
B=50 ( 310.079°, 312.073° )
B=100 ( 310.077°, 312.075° )
90%
B=200 ( 310.076°, 312.076° )
B=500 ( 310.076°, 312.076° )
B=s50 ( 310.076°, 312.076° )
B=100 ( 310.076°, 312.076° )
95%
B=200 ( 310.076°, 312.076° )
B=500 ( 310.076°, 312.076° )
B=50 ( 310.076°, 312.076° )
B=100 ( 310.077°, 312.077° )
99%
B=200 ( 310.077°, 312.077° )
B=500 ( 310.077°, 312.077° )

Tabla 4: Resultados obtenidos al aplicar el método Duchame Pivotal para regiones
de confianza utilizando bootstrap con repeticiones B = 50,100,200 y 500 aun

nivel de confianza del 90, 95y 99%.



Durante el cilculo de las regiones de confianza para la direccién media del experimento,
se obtuvieron resultados considerables dado el pequefio tamafio de la muestra, y atn asi,
en las tablas se puede observar que para distintos valores que toma el nimero B de
repeticiones bootstrap y un mismo nivel de confianza, las regiones resultantes se
volvieron conservativas y en otros casos la regién de confianza es muy grande. Por lo
anterior es que se omitieron los resultados obtenidos al considerar el nimero B =1000
de repeticiones bootstrap, ya que realmente ya no esta proporcionando informacién

alguna.

Las mejores regiones de confianza para la direccién media de

escape de la tortuga en campo abierto son:

. (308°, 315°) con el Método Gréfico

2. (310.76°, 312.076° ) con el Método Duchame Pivotal
con 90% confianzay B =500.

3. (310.76°, 312.076° ) con el Método Duchame Pivotal

con 95% de confianzay B =500.
4. (310.747°, 311.405° )con el Método Duchame con

99% de confianzay B =500.
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Conclusiones

El propésito de este trabajo ha sido el mostrar un campo més de investigacién de la
Estadistica, en el cual se trabaja con conjuntos de datos direccionales y por lo cual a este
campo se le denomina Estadistica Circular.

Los conceptos y métodos utilizados en la Estadistica Circular son en esencia los
mismos que se tienen en la Estadistica Usual, solo que estos han sido ajustados al
espacio muestral en que se encuentran los datos direccionales, siendo el espacio muestral

de los datos direccionales una esfera unitaria de dimensién p.

Asimismo, se utilizé una herramienta estadistica llamada Método Bootstrap que es
de gran ayuda cuando el anilisis del problema en el que se esta trabajando se ha vuelto
complicado o cuando no existen férmulas explicitas para el célculo de varianzas, ya que
al aplicar el método para la solucién del problema, este se traslada a un espacio
hipotético en el cual la inferencia en el problema es menos complicada y es posible
obtener algtin resultado.

Por la forma en que trabaja el método bootstrap durante la aplicacién del mismo
en la solucién del problema, tanto como el nimero B de repeticiones bootstrap tienda a
infinito las condiciones hipotéticas se aproximan mis a las condiciones reales del
problema, y el resultado que se obtenga acerca de la inferencia del pardmetro
desconocido serd mas parecido al valor real del pardmetro.

Se propusieron métodos paramétricos y no-paramétricos que se apoyan en el
método bootstrap, asi como modificaciones de los mismos, para la Construccién de
Regiones de Confianza para la direccién media y el eje polar medio. De dichas regiones

se obtienen regiones de confianza que llegan a tener una velocidad de convergencia de

O(n™") y O(n?), dadas las ventajas que se obtienen al utilizar el método bootstrap.
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Del experimento que se expuso la direccién media de escape de la tortuga es

;12311.0760 y teniendo en cuenta que al pedir mayor confiabilidad el tamafio de la

regién de confianza puede aumentar, la mejor regién de confianza para la direccién

media que se obtuvo fue: 1) ( 310.76° , 312.076° ) con el Método Duchame Pivotal con
90% confianza;2) ( 310.76°, 312.076° ) con el Método Duchame Pivotal con 95% de
confianzay 3) ( 310.747°, 311.405° ) con el Método Duchame con 99% de confianza.

La integracién del método bootstrap en la implementacién de programas
computacionales para el célculo de regiones de confianza permite distinguir la eficiencia
y precisidn entre los diferentes métodos para el célculo de las mismas, lo cual es notorio
al trabajar en los programas que se desarrollan.

Durante la ejecucién y anilisis de cada programa para determinar la regién de
confianza por cada método propuesto para la direccién media de los datos direccionales,
se obtuvo ademads de las regiones, varios resultados que permiten concluir lo siguiente: 1)
el método grifico nos permite deducir la posible ubicacién de la direccién media, pero no
es del todo el mejor método para determinar una regién de confianza; 2) el tamafio de la
muestra de la poblacién bajo estudio debe de ser de 7>50; 3) un inconvenientes de
utilizar el Método Bootstrap es que como el nimero B de repeticiones tiende a infinito,
en las repeticiones de se llega presentar varias veces eventos que son considerados como
muy poco probables, lo que provoca que la frecuencia de estos eventos muy poco
probables aumente y después de todo este evento ha dejado de ser tan poco probable
como se crefa, influyendo en el resultado directamente; 4)la dispersién de los datos
influye directamente en el tamafio de la regién de confianza; 5) una gran dispersién de
los datos junto con un nimero B grande de repeticiones bootstrap aumenta la
frecuencia de los eventos que son muy poco probables y provoca que la regién de
confianza aumente de tamafio; y 6) el método bootstrap es una herramienta estadistica
eficaz y eficiente, siendo de gran ayuda para la inferencia en problemas relacionados con
la Estadistica Circular.

Por dltimo, esta tesis fue realizada con el fin de proponer y ampliar métodos para
la construccién de regiones de confianza para la direccién media y eje polar medio de

datos direccionales, esperando aportar un poco al conocimiento y a La Ciencia.
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Anexos

Anexo A.- Argumento asintético a favor del pivoteo
El problema va a ser tratado sobre un pardmetro univariado @, estimado por € y con

. -1 __2 A . . .y 2)
varianza n'c”. Sea & que es el estimador para o . La distribucién de T=n"?(0-6) y

12/ H A . . . . . I
S=n"?(0-0)/6 (sin estandarizar y estandarizada respectivamente) admite la expansién

P(T<x)=®(x/o)+n"*p(x)¢(x/c)+O0(n™") (A.r)

P(S < x)=D(x)+n"*q(x)d(x)+O(n™") (A.2)
donde @ es la distribucién normal estindar y ¢ es la funcién de densidad, p y ¢ son

polinomios de grado 2.

. . . . ’ * A* A
Los estimadores bootstrap de esas distribuciones estin basadasen 7" =n"?(6" - 0) y

S"=n"2(8"-0)/ 6",y su expansién es

P(T"<x|xX)=®(x/6)+n'" p(x)p(x/ &)+ o, (n™") (A3)
y

P(S" <x|x)=®(x)+n"q(x)p(x) + 0, (n™") (A.g)

donde p y ¢ son obtenidos de p y ¢ después de utilizar los estimadores bootstrap, y

P(-] X) esla probabilidad condicional en la muestra.

A

Dado que p—-p, —q y O—0 tienen un error de Op(n_]/z), entonces
(A.1)-(A4) da

P(T<x)-P(T" <x|x)=®(x/0)-®(x/6)+0,(n""*) (A.s)

P(S<x)-P(S <x|x)= o, (n™) (A.6)
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Para (A.s5) y (A.6) podemos ver que la aproximacién bootstrap a la distribucién de S tiene un

-1 -1/2
error de ”  a diferencia de la aproximacién normal que tiene un error de ” | pero la

-1/2

aproximacién bootstrap en la distribucién de 7' tiene un errorde 7, yaque O distade O

-1/2
en ”” . Lo anterior hace explicito lo ventaja de el pivoteo.

Anexo B.- Distribucién Asintética de T(m,)

Considere la funcién g(x)=x/||x||, donde X es un vector de dimensién p. Entonces

og(

m :g(nflin , m,=g(E(X)) y ?) = X||'1{[P —xx" /|| x|}, donde I, es la matriz

identidad de dimensién pxp.
Sea M, una matriz de dimensién (p—1)x p que satisface M(p)M(Tp) =L,y y

M

(»My =0. Entonces por el teorema del limite central y el teorema de Taylor se tiene

que

n'*M , (h—-m)—>N,,,(0,G) (B.r)

donde G =M, E(XX")M, /[EX)|.

A

Si se reemplaza M, y G por sus bootstrap andlogos M, y G, entonces

siguiendo (B.1) se tiene que

A A A 2
_ TayT A-l P
T'(my)=nm,M G M 4m, —)Z(pil).
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Anexo C.- Aproximacién de Convergencia Tedrica
A continuacién se da la justificacidn tedrica sobre la temprana afirmacién concerniente a la

de convergencia de las regiones de confianza que utilizan el pivoteo.

C.1 Supuestos

Sea F, la distribucién de la poblacién definida en la esfera unitaria
S,={x= (x',...,x"):xx" =1} . Los siguientes supuestos son acerca de Fj:
1. Fy=AF,_ +(1-A)F; para alguna A€(0,1], donde F,, y F, son
distribuciones de probabilidad en S, que son absolutamente continuas y
singulares con respecto a la distribucién uniforme de §,.
2. Existe un subconjunto 4 = §, y una versién f, (X) que es la densidad de
F,_ talque f, >0 paratodo xe 4.
3. La relevante medida de centralidad de la poblacién, ya sea la direccién

media o el eje polar medio, est4 bien definida en F;.

C.2 Valides de la expansién polinomial

. . . 1 .
Para i=1,...,k, sea P(X) un polinomio en las componentes x,...,x" de x € Sp. Se dice que

k
B,P,...,P, son polinomios independientes en § , si Z A P(x)=constante paratoda X € S B
i1

eimplicaque 4, =---=4, =0.
Lema. Suponer que F; satisface las condiciones 1y 2 en C.1, y suponer que X ~ F.
Entonces para cualquier coleccién finita de polinomios FA,P,,...,5 en §, son

mutuamente independientes, la distribucién comdin de (B(X),..., F, (X)), visto como un

vector aleatorio de dimensién k , satisface la condicién de Cramer, esto es:

||}\E>130 sup | x(¢) |= ||}\E>130 sup J‘exp{ZZ:tij(x)}alF0 <1 (C.1)

Sp

donde t =(¢,,...,¢,) .
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Demo:

Esto sigue facilmente del lema 2.2 de Bhattacharya y Ghosh (1978).

El significado de (C.1) es el siguiente. Sea 1 y V que denotan la media y la matriz de
covarianza de (B(X),..., P, (X)) bajo F, y sea O, la distribucién de probabilidad de
Z =n"?V7"? {n_lz:(P1 (X,),..s P(X,)) —y} (C.2)
i=1
donde X,,...,X, es una muestra aleatoria de F,. Hay que ver que la condicién de
Cramer (C.1) implica que V es no-singular. Porque todos los momentos de Z,

(definido en (C.2) con n =1) son finitos. Lo que sigue proviene de (C.1) y el corolario

20.4 de Bhattacharya y Rao (1976), que para cualquier entero s >0,

sup =0(n™"""?) (C3)
Ae4

Q0,(A)-| {'1 + iri(y>}¢k (»)dy

=
En el contexto de 7, son polinomios en las componentes ' y” de y cuyos
j p p TEEE Y

coeficientes dependen de la acumulacién de Z,, ¢, (y) es la densidad estindar

Gaussiana en k dimensiones, y 4 es una gran clase de conjuntos que no se pueden
especificar (ver Bhattacharya y Rao 1976 para mayor detalle). El punto importante es

que todas las probabilidades que se necesitan calcular estin dadas de la forma Q,(4),

Ae 4.

C.3 Aproximacién por polinomios

2
La estadistica 7(m,) y W(m,) tienen una distribucién asintética Z( , ©n C.1. En el caso
-

de T(m,) ver Anexo B; y en el caso de W (m,) se utiliza también el teorema de Wilk (ver

Hall y Lascala 1990 0 Owen 1990). Sea Y alguna de las estadisticas anteriores. Se considera la

expansién estocéstica para la raiz cuadrada de Y:

Y=R"R
donde R=R,+n""’R +n"'R,+0,(n"?) (C.4)
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donde las componentes R},...,Ri(p D de R, con i=0,1,2, son todas funciones polinomiales

de cantidades de la forma nilzP(X /), donde P(X) es un generador polinomial. (Ver

=]
DiCliccio 1991 para mas detalles en el caso de W (m,)). Cuando Y =T7T(m,) un expansién
similar existe, con diferencias entre R, y R,. Como sea, en ambos casos, la distribucién
asintética de R, es normal estindar multivariada en (p —1) dimensiones.

Hay que también mencionar que (C.4) se mantiene en un subconjunto del espacio

muestral. Por ejemplo, en el caso de 7'(m,), (C.4) se restringe a la forma
{ n' z X,

i=1 wu' u=l1
donde ¢, >0 v &, >0 son suficientemente pequefios. Como sea, teniendo los supuestos 1,2
| Yy & peq ) p 2y

> &, min u’ Gu > .92} (C.s)

3 de C.1 el complemento de (C.5) probabilidad muy pequefia cuando & >0 y &, >0 son

suficientemente pequefios.

Riguroso trabajo se realiz6 en el cilculo y aplicacién del teorema de Taylor,
desigualdad de Chebychev y desigualdad de Bernstein para obtener los resultados que
necesitan para esta seccion.

Usando los resultados en la seccidén anterior y en esta, y omitiendo fuertes detalles

técnicos, se concluye que

PReiB)= [ 1 'g, 00, ()| =00 C0)

B,

sup P(RetB)~ I L+ g, +1"g,(0) +17 g, (1)}, ()b

=Ssup
B, 120

donde P es calculado bajo F,, B,={y:y'y<l}, tB={ty:yeB}, vy 4,9, y ¢, son
polinomios en las componentes )',...,y” de y con q; para j. Los coeficientes de ¢,
dependen del mayor orden de cumulantes de R, incluyendo términos de orden O(n™"'*) en

E(R) y términos de orden O(n™') en cov(R). La primera igualdad en (C.6) sigue de la

propiedad de paridad de g, mencionado antes, combinado con el factor de la regién de

integracién tB,, es simétrico alrededor del origen. La segunda igualdad de (C.6) implica que el

(1/2)

poco frecuente n™" '~ no aparezca en la expansién para P(R €tB,).
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C.4 Expansién para las cantidades bootstrap

Sea X" ={X|,...,X } una muestra generada por bootstrap, obtenida por el re-muestreo con
reemplazo de la muestra original X ={X,,...,X,}. Sea R" =R, +n ""*R +n'R, para la

cantidad R en (C.4), pero basado en X en lugar de X . Si los supuestos 1,2 y 3 de C.1 se

cumplen, entonces el bootstrap anilogo de (C.6) se mantiene en el mismo sentido: para

> an}

> an} =0(n™) (C.7)

A >0, existe una constante C <o tal que

{sup
>0

=P {sup
>0

P(R 1B, | X)- j L+n g (0 +n"' (0 + 1 g (1)}, (1)dy

B,

P(R etB | X) - [ {1+n7'¢;(»)}4, , (»)dy

1B,

donde P es calculada bajo F, y q;(y) es ¢,(y) pero con la muestra de la poblacién

reemplazada.

C.s Convergencia en probabilidad

Dada la expansién de la forma (C.6) y (C.7), a continuacién se prueba la afirmacién

concerniente a la convergencia. Los puntos clave son los siguientes: si 7, se elige de tal forma
que P(Ret,B))= o, entonces f, tiene una expansién de la forma

t,=c>+n'h+0(n™) (C.8)
donde /1 depende en los cumulantesde R, Y ¢!’ es tal que P(;((Zp_l) <c,)=«.

Para obtener (C.8) se realizé lo siguiente: la segunda igualdad en (C.6) implica que si

t, estalque P(Ret B))=a, entonces

a= [ {1+n7'q,()}4,,(Mdy+0(n”)
LBy (C.9)
= P(Z(Zp—l) < tozz) + nilg(ta) +0(n)

donde g(t,) = I 4,(¥)@,.,(¥)dy . Finalmente se invirti6 la expresién (C.9) para obtener la

1,8,

expansién deseada de 7 .
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Un argumento similar, usando (C.7) mejor dicho (C.6), si ¢, es tal que P(R’ € t:Bl /I X)=a,
entonces f, tiene una expansién de la forma £, =c/> +n"'h" + o, (n), donde /h es el
mismo que h pero con la poblacién cumulantes reemplazada por la correspondiente muestra
de cumulantes. Después h =h= o, (n?).

Si la cantidad de bootstrap ¢, es obtenida exactamente, entonces la convergencia en

probabilidad est4 dada por

P(Ret,B)=P((t,)"t,Ret,B)=P(Set,B)

donde S={1—(nc,”)" (K" =h)+0,(n”)}R={1+0,(n"*"?)}R. Con un poco mis de
trabajo, lo siguiente puede ser mostrado: S tiene una expansién de la forma dada en la
segunda linea de (C.6), pero con el polinomio ¢, en reemplazado por un polinomio diferente
u,, donde el coeficiente polinomial de este u, difiere de ¢, en términos de orden O, (n ¢y,
porque R-S§=0, (n"%?). Colocando todos esos factores juntos, se concluye que
P(R e t;BI Yy=a+0(n") (Ver Hall 1992 para més detalles de la afirmacién anterior).

En practica, la cantidad ¢, es usualmente estimada mediante simulacién y solo la
aproximacién satisface P(R e t:;Bl Y=a. Dado B’, el nimero de el nimero de re-muestreos
usados para estimar £, , no incrementa despacio en proporcién de , el error de convergencia
O(n) se mantiene archivado. Un resultado dado por Hall (1986 ) indica que si & es un

’ . * — . . * ’
entero multiplo de (B +1)”', entonces la dependencia del error de convergencia en B" serd
muy fragil.

Finalmente, el error de convergencia de las regiones por verosimilitud empirica

obtenida sin una calibracién bootstrap es de tamafio O(n™").
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Anexo D.- Cédigos

(»Cébdigo Método Graficox)

muestra - {316, 289, 230, 328, 257, 146, 241, 230, 232,
207, 28, 163, 142, 213, 217, 317, 138, 169, 161, 123,
182, 184, 31, 150, 351} ;

n = Length[muestra];

u N[% * {21Cos[muestra[[i]]] , Z Sin[muestraf[i]l}];

i=1
normaluy = u/ Norm[u];
medengradnegt = 180 x ArcTan[normalu[1l], normaluf[2]] / = ;
medengrad = medengradnegt + 360;
Print["La direccidén media estimada es ", medengrad, "°"]
Print["y todos los demas puntos son las B direcciones
medias obtenidas al aplicar el Método Bootstrap"]
B=50;
remuestreo = muestra;
posicion[x_] := Random[ Integer, {1, n}]
s[x_] := Catch[{{vecttemp = Array[posicion, n], For[i=0, i <n,
{loc = vecttemp[i] , remuestreo[[i] = muestrafloc]}, i++1},
{medtemp = N| % * {Zn'll Cos[remuestreo[i]], anlsin[remuestreol[i]] 1}] .
is iz
medtempnor = medtemp / Norm [ medtemp] } , Throw [medtempnor] }]
medbootstrap = Arrayl[s, B];
listamed = Insert[medbootstrap, u, 1];
circ = Graphics[Circle[{0, 0}, 1], AspectRatio -> Automatic,
Axes » Automatic];
Show[circ, ListPlot[listamed, PlotStyle » PointSize[0.02],
AspectRatio -> Automatic, Axes » Automatic]]
MemoryInUse][]
Clear[muestra, n, u, normaly, medengradnegt, medengrad, B,
remuestreo, vecttemp, medtemp, medtempnor, medbootstrap,
listamed, circ]
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(*Cbébdigo de Regidén de Confianza Basicax)

muestra = {316, 289, 230, 328, 257, 146, 241, 230, 232,
207, 28, 163, 142, 213, 217, 317, 138, 169, 161, 123,
182, 184, 31, 150, 3513 ;

n = Length[muestra];
n n
= N[l* {D) cos[muestra[i]], ) Sin[muestra[i]]}];
n im1 it1

normalyu = u/ Norm[u] ;
medengradnegt = 180 * ArcTan[normalu[l], normalu[2]] / n;
medengrad = medengradnegt + 360

a= .1;

B= 50;

remuestreo = muestra;

posicion[x_] := Random|[ Integer, {1, n}]

s[x_] := Catch[{{vecttemp = Array[posicion, n], For[i= 0,

i<n, {loc=vecttemp[i] , remuestreo[i] = muestraf[loc]}, i++]},

1 n n
{medtemp = N[ — « {Z Cos[remuestreo[i]], Z Sin[remuestreo[i]l}],
n it1

iz1

medtempnor = medtemp / Norm [ medtemp] } , Throw [ medtempnor] }]
medbootstrap = Array[s, B];
difs[x_] := Catch[{{radtemp = ArcTan[medbootstrap[x][1],

medbootstrap[x]1[211]1,

medbootengrad = 180 » radtemp / x,

difmed = medbootengrad - medengrad}, {Throw|[difmed] }}]
meddifs = Array[difs, B];
For[i=0, i < B, meddifs[i] = meddifs[i] + 360, i++]
medord = Sort[meddifs] ;
11
2

1
1= IntegerPart| * Bxoa + ?],

m= B-1;
If[1l= 0, y1 = medord[1l], y1 = medord[1l + 171
Ym = medord[m] ;
regionbasica = { medengrad+ y;1, medengrad +yn};
If[regionbasica[l] > 360 || regionbasica[2] > 360,
If[regionbasica[l] > 360, If[regionbasica[2] > 360,
regionbasica = regionbasica- 360,
regionbasica[l] = regionbasica[l] - 360],
If[regionbasica[2] > 360,
regionbasica[2] = regionbasica[2] - 360, False]], False];
If[regionbasica[[2] < regionbasica[l], {temp = regionbasica[l],
regionbasica[[l] = regionbasica[2],
regionbasica[2] = temp}, False];
Print["La regidén basica con ", (1 -a) * 100, "% de confianza
para la direccién media es ", regionbasica]
MemoryInUse[] ;
Clear[muestra, n, u, normaly, medengradnegt, medengrad, B,
remuestreo, vecttemp, medtemp, medtempnor, medbootstrap,
medbootengrad, difmed, meddifs, medord, 1, m, regionbasica, temp]
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(xCédigo de Regién de Confianza Clase Generalsx)
muestra - {316, 289, 230, 328, 257, 146, 241, 230, 232, 207, 28, 163, 142, 213, 217,
317, 138, 169, 161, 123, 182, 184, 31, 150, 351};

1 n n
n= Length[muestra] ; u = N[ = « {Z Cos[muestra[i]], Z Sin[muestra[i]]}];
n i i1

normaly = u/ Norm[u] ;
medengradnegt = 180 * ArcTan[normalu[1] , normalu[2]] / =;
medengrad = medengradnegt + 360

origD = N[% * Z ({N[Cos[muestra[[i] ]], N[Sin[muestra[i]]]}

i1
-normalyu) . ({N[Cos[muestra[i]]], N[Sin[muestra[i]]]} - normalyu) ] ;

a=.1; B=50;

remuestreo = muestra;

posicion[x ] := Random[ Integer, {1, n}]

s[x_] := Reap[Catch[{{vecttemp = Array[posicion, n], For[i=0, i<n,

{loc = vecttemp[[i] , remuestreo[[i]] = muestrafloc]}, i++]},
1 n n
{medtemp = N[ — « {Z Cos[remuestreo[i] ], Z Sin[remuestreo[i]]}],
n i1

i=1

medtempnor = medtemp / Norm [ medtemp] } ,

n
{Dcov = % * Z ({N[Cos[remuestreo[[i]]]] , N[Sin[remuestreo[i]]]]} - medtempnor) .
i1
({N[Cos[remuestreo[[i]]]] , N[Sin[remuestreo[i]]]]} - medtempnor) ,

Sow [medtempnor] , Throw [Dcov] }}]]
listDyMedboot = Array[s, B];

listDtemp[x ] := Extract[listDyMedboot[x], 1] 1listD = Array[listDtemp, B];
listMedboottemp[x ] := Extract[listDyMedboot[x], 2]
listMedboot = Array[listMedboottemp, B];
listMed[x ] := Extract[listMedboot[x], 1]
listM= Array[listMed, B]; listmedfinal[x ] := Extract[listM[x], 1]
listmedbootstrap = Array[listmedfinal, B];

) [ \/"B}"{cj{" _ ]
Y[x ] := Catch[{Ytemp = normaly - ———°" _ « (listmedbootstrap[x] - normaly) |,

{ listD[x] J

Ynor = Ytemp / Norm[ Ytemp] , Throw [ Ynor] } |
list¥nor = Array[Y, B];
Yengrad[x ] := ArcTan[list¥Ynor[x][1], list¥nor[x][2]] * (180/ x)
listYengrad = Array[ Yengrad, B];
listYengradord = Sort[listYengrad] ;

1 1
1= IntegerPart[E *Bra+ E] ;m=B-1;

If[l-== 0, Ycero; = listYengradord[1l], Ycero; = listYengradord[l + 1] ] ;
Ycero, = listYengradord[m] ; regionclasegeneral = { Ycero; + 360, Yceron + 360} ;

Print["La regién clase general con ", (1-a) » 100, "% de confianza para la
direccién media es ", regionclasegeneral]
MemoryInUse[] ;

Clear[muestra, n, u, normaly, medengradnegt, medengrad, origD, a, B, remuestreo,
vecttemp, medtemp, medtempnor, Dcov, listDyMedboot, 1listD, listMedboot, listM,
listmedbootstrap, list¥nor, listYengrad, listYengradord, 1, m, regionclasegeneral]
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(*Cédigo de Regién de Confianza Duchamesx)
muestra = {316, 289, 230, 328, 257, 146, 241, 230, 232, 207, 28, 163,
142, 213, 217, 317, 138, 169, 161, 123, 182, 184, 31, 150, 351};
n = Length[muestra] ;
U= N[% * {anCos[muestra[i]]] , anSin[muestralli]]] }:
1= 1=

normalu = u/ Norm[u] ;
medengradnegt = 180 * ArcTan[normalu[1] , normalu[2]] / = ;
medengrad = medengradnegt+ 360; a= .1; B=50;
remuestreo = muestra; posicion[x ] := Random[ Integer, {1, n}]
s[x_] := Catch[{{vecttemp = Array[posicion, n], For[i=0, i<n,

{loc = vecttemp[i] , remuestreo[i] = muestrafloc]}, i++]},

{ medtemp = N[% * {Zn Cos[remuestreo[i] ], Zn' Sin[remuestreo[i]1}],
i=1 i=1
medtempnor = medtemp / Norm [ medtemp] } , Throw [ medtempnor] } |
listmedbootstrap = Array[s, B];
bootgrad[x ] := ArcTan[listmedbootstrap[x][1],
listmedbootstrap[x] [2] ] * {180/ x}

listmedbootstrapengrad = Array[bootgrad, B] ;

For[i= 0, i < B, If[listmedbootstrapengrad[i] [1] < O,
listmedbootstrapengrad[i] = listmedbootstrapengrad[i] + 360,
If[listmedbootstrapengradfi] > 360,

listmedbootstrapengrad[i] =
listmedbootstrapengradi] - 360, False]], i++]
listmedbootstrapengradord = Sort[listmedbootstrapengrad] ;

S[e_] :=Catchl[{

difmed = listmedbootstrapengradord[o] - medengrad,
tempS = n* {1 - Cos[difmed]}, Throw[tempS]}]
listestS = Array[S, B]; listestSord = Sort[listestS];

alfas
alfas = listestSord[a 100] ; alfae = ArcCos|[1 -

]*180/7r;

regionduchame = Catch[If[alfae[1] [1] < O, Throw[ {medengrad + alfae[1] [1],

medengrad - alfae[1][1]}], Throw[ {medengrad - alfase[1] [1],
medengrad + alfae[1][1]}]11];

Print["La regién duchame con ", (1-a) * 100, "% de confianza para
la direccién media es ", regionduchame]
MemoryInUse][] ;

Clear[muestra, n, u, normalu, medengradnegt, medengrad, B, remuestreo,

vecttemp, medtemp, medtempnor, listmedbootstrap, listmedbootstrapengrad,

listmedbootstrapengradord, difmed, tempS, listestS, listestSord,
alfaS, alfao, regionduchame]
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(*Cédigo de Regién Duchame Pivotalsx)
muestra = {316, 289, 230, 328, 257, 146, 241, 230, 232, 207, 28, 163,
142, 213, 217, 317, 138, 169, 161, 123, 182, 184, 31, 150, 351};

1 n n
n = Length[muestra]l; u = N[; * {Z Cos[muestraf[i] ], Z Sin[muestra[i]l}];
i=1 i=1

normaly = u/ Norm[u] ;
medengradnegt = 180 * ArcTan[normalu[1] , normalu[2]] / = ;
medengrad = medengradnegt + 360;

a n 2 n 2
L= N| (Z‘, Cos[muestra[[i]]]) + (2 Sin[muestra[[i]]]) ];
i1 i-1

n 2
o= [1 -nt? Z Cos[2 * (muestra[i] - medengrad) ]] / (4« 1.2) ;
i )

\ i-1
a=.1;
B=50;
remuestreo = muestra; posicion[x ] := Random[ Integer, {1, n}]
s[x_] := Catch[{{vecttemp = Array[posicion, n], For[i=0, i<n,

{loc = vecttemp[i] , remuestreo[i] = muestrafloc]}, i++]},
{medtemp = N[% * {Zn'iCos[remuestreolli]]] , _Zn'iSin[remuestreolli]] 1}] .
i= iz
medtempnor = medtemp / Norm[medtemp] } , Throw [ medtempnor] } |

listmedbootstrap = Array[s, B];

bootgrad[x ] := ArcTan[listmedbootstrap[x][1], listmedbootstrap[x] [2]]

* (180 / )

listmedbootstrapengrad = Array[bootgrad, B] ;

For[i= 0, i< B, If[listmedbootstrapengrad[i] < 0, listmedbootstrapengrad[i]
= listmedbootstrapengrad[i] + 360, If[listmedbootstrapengradfi] > 360,
listmedbootstrapengrad[i] = listmedbootstrapengrad[i] - 360, False]], i++]

listmedbootstrapengradord = Sort[listmedbootstrapengrad] ;

S[e_] := Catch[{
difmed = listmedbootstrapengradord[6] - medengrad, tempS =

n#* (1 -Cos[difmed]), Throw[tempS]}]

listestS = Array[S, B]; T[6_] := listestS[e] /&

listestT = Array[T, B]; listestTord = Sort[listestT];

5%+ alfaT)

I

alfaT = listestTord[a * 100] ; delta = (1 - j
n

regionduchamepivotal = {medengrad- delta, medengrad + delta};

Print["La regién Duchame Pivotal con ", (1l -a) * 100, "% de confianza para
la direccién media es ", regionduchamepivotal]

MemoryInUse][] ;

Clear[muestra, i, normalyu, medengradnegt, medengrad, B, remuestreo, vecttemp,
medtemp, medtempnor, listmedbootstrap, listmedbootstrapengrad,
listmedbootstrapengradord, difmed, tempS, listestS, listestT, listestTord,
alfaT, delta, regionduchamepivotal]
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