UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

POSGRADO EN CIENCIAS
MATEMATICAS

FACULTAD DE CIENCIAS

ESTIMACION DE PARAMETROS EN
ECUACIONES DIFERENCIALES
ORDINARIAS: IDENTIFICABILIDAD Y
APLICACIONES A MEDICINA

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL GRADO ACADEMICO DE
DOCTOR EN CIENCIAS
P R E S E N T A
JUSTINO ALAVEZ RAMIREZ

DIRECTOR DE TESIS: DR. JESUS LOPEZ ESTRADA

MEXICO, D. F. AGOSTO, 2007



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



II

A la memoria de mi padre
Seferino Alavez Chavez

y a mi madre

Paula Ramirez Garcia

A mi compafiera
Juana Lépez Gaytan

A mis hijas
Beatriz

y
Fabiola



Miembros del Jurado

Presidente:
Vocal:
Secretario:
Suplente:

Suplente:

Dr

Dr

Dr

Dr

Dr

. Jestis Lopez Estrada

. Pablo Padilla Longoria

. Pablo Barrera Sanchez

. Miguel Angel Moreles Vazquez

. Faustino Sanchez Garduno

II1



Agradecimientos

Un agradecimiento muy especial a mi tutor principal el Dr. Jests Lopez
Estrada, por todos los apoyos que me brindé durante todo el tiempo que
duré mi proyecto de tesis. También mi agradecimiento a los miembros de mi
comité tutoral, Dr. Pablo Padilla Longoria y Dr. Hugo Alberto Rincon Mejia,
por todas las recomendaciones que me hicieron para mejorar el trabajo.

Mi mas sincero agradecimiento a los demés miembros de mi jurado, Dr.
Pablo Barrera Sanchez, Dr. Miguel Angel Moreles Véazquez y Dr. Faustino
Sanchez Garduno, por la revision exhaustiva que hicieron de mi documento
preliminar y las sugerencias para mejorarlo.

A los integrantes del seminario de Medicina Teorica: Dra. Ma. de Lourdes
Esteva Peralta, M. en C. Guillermo Goémez Alcaraz, M. en C. José Antonio
Flores Diaz, y Dr. José Luis Fuentes Allen!, quien planteé el problema de
la hepatitis C que se investiga en esta tesis. Al Dr. Gustavo Reyes Teran?,
cuyos aportes y sugerencias son invaluables. A todos ellos, muchas gracias.

También hago extensivo mi agradecimiento a mis amigos de siempre, Dr.
Manuel J. Falconi Magana, M. en C. Ma. Lourdes Velasco Arregui, Dr.
Pedro Gonzélez Casanova Henriquez, Ing. Emmanuel Munguia Balvanera,
Ing. Fernando Garcia Lucas, Dr. Victor Castellanos Vargas, Mat. J. Edilberto
Rodriguez Cervera, M. en C. Guilmer F. Gonzalez Flores e Ing. José Alfredo
Cobian Campos, por todos los apoyos que incondicionalmente me brindaron.

Finalmente, muchas gracias al personal administrativo, en particular a
Maria Teresa Martinez Lopez, Karina Aquino Ramirez y Carolina Bello
Rodriguez, por todas sus atenciones.

IMédico internista, jefe de piso del Hospital de Infectologia del Centro Médico Nacional
“La Raza"del IMSS.
2Jefe de Servicio de Infectologia del Instituto Nacional de Enfermedades Respiratorias.

v



Indice general

Resumen

Prefacio

1.

2.

Formulacién del problema

1.1. Introduccion . . . . . . . . ..

1.2. Conceptos basicos . . . . . . . . ...
1.2.1. Problema de minimo de cuadrados . . . . ... .. ..
1.2.2. Notacion . . . . . . . . . ..o
1.2.3. Estimacion lineal y no lineal . . . . . . .. .. .. ...
1.2.4. Esquemas iterativos . . . . . . . . ... ... ... ...
1.2.5. Método de Newton . . . . ... ... ... ... ....
1.2.6. Métodode Gauss . . . ... ... ... .. .......
1.2.7. Método de Levenberg-Marquardt . . . .. .. ... ..

1.3. Identificacion de parametros en EDO’s . . . . . . . ... ...
1.3.1. Formulacion del problema de identificacion . . . . . . .

1.4. Ejemplos . . . . . . .
1.4.1. Tasas constantes de reacciones quimicas . . . . . . . .
1.4.2. Modelos biolégicos . . . . . . ... ... ... ... ..
1.4.3. Modelos farmacologicos . . . . . . . .. .. ... ..

1.5. Calculo de parametros iniciales . . . . ... ... ... ....

Dinamica de enfermedades virales

2.1. Introducciéon . . . . . . ...

2.2. Dinamica de la hepatitis C . . . . . . ... ... ... ...
2.2.1. Virus de la hepatitisC . . . . ... ... ... .. ...
2.2.2. Modelo matematico de la hepatitis C . . . . . . . . ..
2.2.3. Estrategia para la cura de la hepatitis C . . . . . . ..

\Y%

VIII



INDICE GENERAL

2.3. Dinamica de un modelo para el SIDA . . . . . . .. ... ...
2.3.1. Modelo estandar del SIDA . . . . .. ... ... ....
2.3.2. Estados de equilibrio . . . ... ..o 0oL
2.3.3. Estabilidad local de los estados de equilibrio . . . . . .
2.3.4. Estabilidad global del estado de equilibrio trivial . . . .

. Sensibilidad de parametros en EDQO’s

3.1. Introduccién . . . . . . . . ...

3.2. Ecuaciones de sensibilidad . . . . .. ... ...

3.3. Analisis de incertidumbre . . . . . . . ...
3.3.1. Intervalos de confianza . . . . . . . . ... ... ... .

3.4. Ecuaciones de sensibilidad del modelo reducido . . . . . . ..
3.4.1. Breve descripcion de DIFFPAR . . . . . ... .. ...

. Identificabilidad de parametros en EDO’s

4.1. Introduccion . . . . . . . ...
4.2. Concepto de identificabilidad . . . . . . .. ... ... .. ...
4.3. Identificabilidad de n* . . . . . ... ... ..o
4.4. Identificabilidad de 5* . . . . . . . . ... ... ... ... ..
4.5. Conclusiones . . . . . . . .. . ... e

. Aplicaciones a la medicina

5.1. Imtroduccion . . . . . ...

5.2. Monitoreo del dano hepatico y carga viral libre de biopsias . .
5.2.1. Biopsias y carga viral . . . . . . ... ..o
5.2.2. Modelo reducido . . . . . ... ...
5.2.3. Estabilidad de los estados de equilibrio . . . . . . . ..
5.2.4. Estimacion numérica de los pardmetros . . . . . . . . .
5.2.5. Diagnostico a dos pacientes con hepatitis C . . . . . .
5.2.6. Conclusiones . . . . ... ... .. ... ... ...

5.3. Dinémica del VHC con carga viral y ALT . . ... ... ...
5.3.1. Modelo reducido con ALT . . . ... ... ... ....
5.3.2. Estimacion numérica de los pardmetros . . . . . . . . .
5.3.3. Conclusiones . . . . ... ... ... ... ... ...,

5.4. Modelo adimensionado del VHC . . . . . . .. ... ... ...
5.4.1. Modelo reducido y adimensionado . . . . . . .. .. ..
5.4.2. Estimacion numérica de los parametros . . . . . . . . .
5.4.3. Conclusiones . . . . ... ... .. .. ... ...

56
o6
27
60
61
63
64

65
65
66
69
72
79



INDICE GENERAL VII
5.5. Comparacion de dos métodos de estimacion ... . . . . .. .. 125
5.5.1. Método de Perelson . . . . . . ... ... ... ... .. 125

5.5.2. Comparacion numeérica . . . . . . . . . ... ... ... 128

5.5.3. Conclusiones . . . . ... .. ... ... ... ... 129

6. Aplicaciones a finanzas 132
6.1. Opciones . . . . . . . . . . e 132
6.2. Modelo generalizado de Black-Scholes . . . . . . ... ... .. 134
6.2.1. Condiciones de frontera.. . . . . . . .. ... ... ... 135

6.2.2. Discretizacion por el método de lineas . . . . . . . .. 135

6.3. Estimacion del parametro de volatilidad . . . . . . .. .. .. 137
6.3.1. Identificabilidad . . . . . . . . ... ... ... ... .. 137

6.3.2. Estimaciéon numérica . . . . . . . . ... ... 138
Referencias 144



Resumen

En esta tesis se investiga por vez primera sobre la identificabilidad de los
parametros, cuestion central en el problema de identificacién o estimacion de
parametros en sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. En particular,
para el caso donde los parametros aparecen de forma lineal, se establece que
la identificacion de éstos esté garantizada, si son satisfechas las condiciones
siguientes:

A) La funcion f(t,y,8) = ®(t,y)3 con ®(t,y) matriz n X p continua y
globalmente Lipschitz con respecto a y € R”, y si dado t* > {; existe
a > 0 tal que

para toda 0 = (BT,nT)T €O CRP™ yt, >t" para alguna i = 1:m;
donde ¢(t;to,n, 3) es solucion del problema de Cauchy

Y=ot y)B, ylt)=n.

/ (s, p(s: oy, B))Bds

to

> allBll, ,
Wi

B) © es cerrado en RPY™

La aplicacion més relevante se hace en la medicina, en particular, se
resolvié via modelacion matemdtica el problema que plante6 en una sesién
del seminario de Medicina Teérica en 1997, el Dr. José L. Fuentes Allen:

Problema. Con so6lo datos clinicos y de laboratorio (carga viral, niveles
de transaminasas, entre otros) dar una evaluacion del dano hepéatico de un
enfermo de hepatitis C sin biopsias percutaneas.

Importancia. La biopsia percutanea, en ese entonces, era el mejor medio
para la evaluacion del dano hepatico, pero su aplicaciéon presenta diversos
inconvenientes: es cara, no es fiable, es dolorosa, y no esta exenta de riesgo a
enfermedades oportunistas.
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Resumen IX

Una primera respuesta al problema fue dado por Avendano et al. (2002)
[AVN], quiénes propusieron un modelo matematico de cuatro poblaciones
(hepatocitos sanos y enfermos, carga viral y células T citotoxicas) para el
estudio de la dinamica de la hepatitis C. El modelo presenta dos posibles
estados de equilibrio, que se les llama trivial y no trivial (individuo sano y
enfermo endémico). En términos de su pardmetro umbral Ry, se demuestra
que si Ry < 1 entonces el estado de equilibrio no trivial no existe y que el
trivial es global y asintoticamente estable, y que si Ry > 1 entonces el estado
no trivial existe y es local y asintoticamente estable. El primer resultado
es un hallazgo tedrico relevante, pues predice la curacién de un enfermo de
hepatitis C bajo tratamiento, hallazgo corroborado en Watanabe et al. (2003)
[WTN]. También se deduce que es posible la curacion de un enfermo cronico
de hepatitis C bajo tratamiento con al menos cuatro medicamentos.

En esta investigacion se da una respuesta definitiva al problema planteado
mediante simulacion numérica, estableciendo que es posible monitorear el
dano hepéatico y la evolucion de la carga viral, sin la necesidad de biopsia y
sin los inconvenientes antes referidos para cada una de las biopsias de uso
actual. Esto es posible gracias al modelo matemadtico de la hepatitis C y a la
estimacion numérica de sus pardmetros, considerando solamente mediciones
de la carga viral y la propuesta de razonables condiciones iniciales, que bien
la clinica puede aportar.

También se hace una revision critica del articulo debido a Perelson y
Nelson (1999) [PE1]. Como resultado de esta revision, se introduce un para-
metro umbral Ry en términos del cuél se reformulan los resultados del trabajo
antes citado. Esto es, se describe completamente la dinamica de la enferme-
dad en base al valor del parametro umbral Ry. Més aiin, se demuestra que
si Ry < 1 entonces el estado de equilibrio correspondiente al individuo sano
es globalmente asintoticamente estable. Lo que dice que si Ry < 1 para cier-
to individuo, sin importar el nivel de la carga viral de infeccion V > 0, el
individuo eventualmente se cura. Este resultado es también un hallazgo teo6-
rico relevante, pues predice la cura de un enfermo de SIDA bajo tratamiento
(1999), hallazgo corroborado recientemente por el reporte dado a conocer
por el Dr. Itzchak Levy y otros investigadores del Centro Médico Sheba,
del hospital Tel Hashomer, de Tel Aviv, Israel, en la XII Conferencia sobre
Retrovirus e Infecciones Oportunistas, celebrado en Boston, Estados Unidos
(Febrero de 2005).
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El problema de identificacion o estimacion de parametros en modelos des-
critos por sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO’s), ha llamado
la atencion de numerosos matematicos desde los inicios de la década de los
sesenta del siglo pasado, debido a que este problema tiene lugar en varios
campos de la ciencia y la tecnologia: cinética quimica (Rosenbrock y Storey
(1966) [RSN], y Nowak y Deuflhard (1985) [NWK]), dinamica de poblaciones
(Swartz y Bremermann, 1975 [SWR]), farmacologia (Ralston et al., 1979
[RLS]), dindmica de enfermedades virales como el SIDA (Perelson (2002)
|[PE5|, Perelson y Nelson (1999) [PE1], lannelli et al. (1996) [INN] y Perelson
et al. (1996) |[PE3]), y la hepatitis By C (Ribeiro et al. (2003) [PE4|, Wodarz
(2003) [WDR/, Avendano et al. (2002) [AVN], Neumann et al. (1998) [PE2| y
Yasui et al. (1998) [YAS]), y en la identificacion de la funcion de volatilidad
en finanzas (Crépey, 2003 [CRY]), entre otros.

En la Secciéon 1.3 del Capitulo 1, se formula el problema de identificacion
de parametros en sistemas de EDO’s que se investiga en esta tesis. Consiste
bésicamente en:

Dada una tabla

T = {(tlay;r)Te [t(]aT] XR”‘ Yi :(p(ti;tmnaﬂ)_'_gia z:Om} )

de valores observados de la solucion ¢(t;t9,n, 3) del problema de valores
iniciales:
y:f(t7y75)7 t>t0 } (1)
y(to) =n
donde los ¢; € R™ son errores de observaciones (variables aleatorias).

La solucion ¢(t;tg,n, 3) del problema de Cauchy (1) existe, es tnica y
depende continuamente de to, n'y 5 si f(t,y, ) es continua y globalmente
Lipschitz con respecto a y y (3; pero en general, no se puede obtener en forma
analitica.
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En principio § = (87,77)T € © C R? x R" tiene un valor teérico exacto
0*, pero desconocido. El problema se plantea en dos partes:

A) Identificar 0* en el sentido de minimo de cuadrados (Min Q’s), es decir,
dar condiciones suficientes para garantizar la existencia local y unicidad de
al menos una soluciéon 6* del problema de Min Q’s siguiente:

Encontrar

6 = arg min g(0)

donde

1 m
9(0) = 3 Z lys = (tisto,n, B) %, , 0= (8" n") €©.
i=0

B) Encontrar una estimacion = (BT, nT)T € © para 6* de tal manera
que la solucion p(t) = @(t;to, 1, /ﬁ\) del problema (1), sea la que mejor se
“ajuste” a los valores observados de la tabla T; para los casos del modelo re-
ducido de la dinamica del virus de la hepatitis C (VHC), del modelo béasico de
la dindmica viral con alanina aminotransferasa (ALT), del modelo reducido
y adimensionado del VHC, y del modelo generalizado de Black-Scholes.

En la Seccion 1.2, se presenta una breve introducciéon sobre los métodos
que se usan para resolver problemas de Min Q’s no lineal. En la Seccién 1.4
se presenta una serie de ejemplos de estimacion de parametros en EDO’s,
que se han trabajado en diferentes campos de la ciencia y la tecnologia.
Finalmente, en la Seccién 1.5 se plantea la necesidad de estimar parametros
iniciales confiables para el proceso de optimizacion.

En el Capitulo 2, se revisan modelos sobre la dinamica de enfermedades
virales. En particular, en la Secciéon 2.2 se presenta una breve revision del
modelo para la dindmica de la hepatitis C propuesto por Avendano et al.
(2002) [AVN], y se da una propuesta para la curacion de un enfermo cronico
de hepatitis C bajo tratamiento con al menos cuatro medicamentos. De este
modelo se deducira el modelo reducido a tres poblaciones dado por (5.1), que
sera uno de los objetos centrales de estudio en este trabajo. En la Secciéon 2.3
se hace un analisis critico del modelo estandar del SIDA que se estudia en el
articulo de Perelson y Nelson (1999) [PE1]. Como aportacion sobre el analisis
de este modelo, se introduce un pardmetro umbral Ry y se caracteriza la
estabilidad de los estados de equilibrio en funcién de dicho parametro umbral.
En particular, se prueba el Teorema 2.3.2 que establece condiciones para que

el estado de equilibrio trivial Iy = (77,0, O)T sea globalmente asintéticamente
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estable cuando Ry < 1. El resultado tiene un significado tedrico relevante,
pues predice la cura de un enfermo de SIDA bajo tratamiento.

En el Capitulo 3, se deducen las ecuaciones de sensibilidad que se requie-
ren resolver para aproximar la soluciéon de problemas de Min Q’s no lineal
por el método de Gauss-Newton (Seccion 3.2). En la Seccion 3.3 se hace una
introduccion sobre el analisis de incertidumbre de las variables de estado a
cambios de valores de los parametros, y una breve introducciéon sobre los
intervalos de confianza. En la Seccion 3.4 se escriben las ecuaciones de sensi-
bilidad del modelo reducido de la dinamica de la hepatitis C dado por (5.1),
y se describe brevemente la informacioén que el usuario debe proporcionar a
DIFFPAR (Edsberg y Wedin, 1995 [EDS]), para resolver el problema de Min
Q’s no lineal correspondiente.

En el Capitulo 4, se aborda el problema de identificabilidad de parame-
tros en EDQO’s. El concepto de identificabilidad se introduce en la Seccion
4.2. En la Seccion 4.3 se prueba la Proposicion 4.3.1 la cual establece que la
funcion objetivo ¢g(3,7n) dada por (1.30) es coercitiva con respecto a 7. En
la Seccion 4.4 se prueba el Teorema 4.4.1 el que aporta condiciones para la
coercitividad de la funcion objetivo g(3,n) con respecto a 3, y se aportan
ejemplos donde se verifican las condiciones de dicho Teorema. Finalmente,
en la Seccién 4.5 se concluye con la aportaciéon més importante al proble-
ma de identificabilidad, el Teorema 4.5.1, el que aporta condiciones para la
identificabilidad de parametros en EDO’s en el caso lineal con respecto a (3.

En el Capitulo 5, Seccion 5.2 se presenta la aplicacion mas importante que
se hace en esta tesis y, como se mencion6 en el Resumen, consiste en resolver el
problema planteado en una sesion del seminario de Medicina Teoérica en 1997,
por el Dr. José L. Fuentes Allen, quien en la introducciéon a la presentacion,
dijo:

“Les traigo un problema para matemaéticos"
y el problema propiamente dicho, se formula asi:

Problema. Con so6lo datos clinicos y de laboratorio (carga viral, niveles
de transaminasas, entre otros) dar una evaluacion del dano hepético de un
enfermo de hepatitis C sin biopsias percutaneas.

Para hacer una evaluacion del grado del dafio hepatico (inflamacion, ci-
catrizacion, lesiones o cirrosis) a un enfermo de hepatitis C, se le practica
una biopsia en el higado.



Prefacio XII1

Importancia. La biopsia percutanea, en ese entonces, era el mejor medio
para la evaluacion del dano hepatico, pero su aplicaciéon presenta diversos
inconvenientes: es cara, no es fiable, es dolorosa, y no esta exenta de riesgo a
enfermedades oportunistas.

Como también se dijo antes, una primera respuesta al problema fue dado
por Avendano et al. (2002) [AVN], quiénes propusieron un modelo matemati-
co de cuatro poblaciones (hepatocitos sanos y enfermos, carga viral y células
T citotoxicas) para el estudio de la dindmica de la hepatitis C (Seccion 2.2).
La respuesta definitiva al problema es dada via simulacion numérica, esta-
bleciendo que es posible la estimaciéon numérica de los pardmetros del modelo
reducido de tres poblaciones dado por el sistema:

ﬁs = ﬂs —kH,V — ,U/sHs
He = kHsV - /'LeHe
Vo= pH.o—wV,

considerando solamente mediciones de la carga viral y propuestas aceptables
para las condiciones iniciales Hyy y Heo (propuesta donde la clinica juega un
papel central), lo que permite describir la evolucién dindmica de la enfer-
medad (mas detalles en Alavez-Ramirez et al., 2007 [AFL]). En la Seccion
5.3, se realiza un estudio cualitativo y experimental del modelo basico de la
dindmica viral con ALT, dado por el sistema:

Hy, = B, —KkHV — p.H,
H, = kHV — p.H.

V o= pH.—mV

A

= ﬁA + asHs + aeHe - MAA )

para investigar la influencia de las enzimas ALT en la dindmica viral, y
por consiguiente en la estimacion numérica de los parametros del modelo
reducido (5.1). En la Seccion 5.4, se realiza también un estudio cualitativo
y experimental del modelo adimensionado (5.17) para la dindmica viral del
VHC, con el objetivo de investigar la posibilidad de mejorar la estimacion de
los parametros del modelo reducido a tres poblaciones (5.1). En la Seccion
5.5, se hace una comparacion entre el método de Perelson (Neumann et al.,
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1998 [PE2| y Perelson et al., 1996 [PE3]) y el método que se esta usando
en esta tesis, mostrando que este tltimo método mejora algunas limitaciones
del usado por Perelson. El método de Perelson, consiste en hallar una cuasi
solucion “steady-state” (solucion analitica) para la carga viral que ajusta a
datos experimentales, via el criterio de minimo de cuadrados, para determinar
solo algunos de los parametros que aparecen en el modelo.

Finalmente, en el Capitulo 6 se hace una aplicaciéon a finanzas al mostrar
que es factible la estimacion numérica del parametro de volatilidad, que apa-
rece en el modelo generalizado de Black-Scholes (6.2). La volatilidad es una
variable crucial en los mercados de opciones, y es la Gnica que no se puede
observar directamente.



Capitulo 1

Formulacion del problema

1.1. Introducciéon

En este capitulo se formula el problema de identificaciéon de pardmetros
en sistemas de EDO’s (Secciéon 1.3), que se aborda en los Capitulos 4, 5 y 6.
El problema se presenta en dos partes:

A) El problema de identificabilidad, que consiste en dar condiciones sufi-
cientes para garantizar la existencia y unicidad de al menos un minimo local
0* de la funcion objetivo g(6) dada por (1.30).

B) El problema de encontrar una estimacion gpara 0*, para los casos de
modelos particulares en la medicina (modelo reducido para la dinamica de
la hepatitis C), y del modelo generalizado de Black-Scholes en Finanzas.

También se presenta una breve introduccion de los métodos clasicos para
resolver problemas de Min QQ’s no lineal (Seccién 1.2); asi como una serie de
ejemplos de estimacion de parametros en EDO’s (Seccion 1.4), que se han
trabajado en diferentes campos de la ciencia y la tecnologia. Finalmente, se
plantea en la Seccién 1.5 la necesidad de la propuesta de buenos valores ini-
ciales de los parametros para poder garantizar que el proceso de optimizacion
involucrado resulte convergente.



2 1.2. Conceptos basicos

1.2. Conceptos basicos

1.2.1. Problema de minimo de cuadrados

Sea © CRPy f: [ty,T] x © — R"™ una funcién con variable de control
t € [to, T] y vector de parametros 6 € O de tal manera que determinan un
modelo con variable de respuesta y, es decir

y=ft:0), (,07)" €to,T]x ©. (1.1)

Con frecuencia se presenta el problema de estimar el vector de parametros
0, de tal manera que la “superficie” (variedad) definida por (1.1) se “ajuste”
de la mejor manera posible a una colecciéon de observaciones dadas por la
tabla:

donde ¢; € R™ son errores de observaciones (variables aleatorias independien-
tes e idénticamente distribuidos con media cero y varianza ¢?), con mn > p.
Un criterio usual para este ajuste es el criterio de minimo de cuadrados, que
a continuacion se describe.

Sea F': © — R™ la funcién definida por

FO) = (f(t:0)7, ft0)7, ..., f(tm; O)T)', 6 €O CRP (1.3)

T mn
Y= (4142, Um) ER™,
el vector de observaciones dadas en la tabla (1.2). Entonces el problema de

estimacion de parametros, consiste en determinar 6 en © de tal manera que
la funcién objetivo g : © — R, dada por

9(0) = —HY F (0 ZHyz ft:0)lz, 0€6, (1.4)

alcance un minimo en dicho punto.
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1.2.2. Notacion

En esta tesis, se adoptarédn algunas de las notaciones usadas por Dennis
Jr. y Schnabel (1983) [SCH], Kelley (1999) [KEL|, y Nocedal y Wright (1999)
[WRG]. Los vectores se entenderan como vectores columna. Los vectores de
pardmetros 6* y 6 denotaran respectivamente el vector tedrico (exacto) y la
solucion aproximada del problema de minimizaciéon con la funcién objetivo
(1.4). La sucesion {0;},., denotard una sucesion de iteraciones, y por 6
la iteracion inicial (Seccién 1.5). La i—ésima componente de un vector 6 se
denotara en casos necesarios por (6); (notese el paréntesis), y la i—ésima
componente de un vector ) por (6;),. La derivada parcial de g(¢) respecto a
(0); se denotara por g—gi 0 Op,g. En particular, para la funcion f dada (1.1) se
usaré con frecuencia g—gi, Op, f o simplemente fy, para sus derivadas parciales
respecto a (6);.

Para 6 € R? se denotara por Vg(#) € R? el gradiente de ¢g(#) dado por

woo - (o) (sg0) o (20))

cuando existe, y H(6) denotara el Hessiano de g(#), donde h;;(6) = 29(0)

90,00,
cuando existe. Es claro que H () es el Jacobiano del Vg(#), sin embargo,
H(0) tiene una estructura que, desde el punto de vista numérico, es méas
manejable que la de un Jacobiano para una funcién no lineal general, Kelley
(1999) [KEL]. Si g(0) es de clase C*, k > 2, entonces el Hessiano H(6) es
simétrico, es decir, h;;(0) = h;;(0) (por la igualdad de las derivadas parciales
mixtas). Para 6 € R? se usara la norma Euclidiana

16]]2 =

y la norma de una matriz A serd, salvo que se diga lo contrario, la norma
matricial inducida por la norma vectorial Euclidiana

[Allz = max {|A6]]> .
[16]l2=1
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Definicion 1.2.1. Sea A € RP*P simétrica. A se llama semidefinida posi-
tiva si 0T AO > 0 para toda 6 € RP. A se dice definida positiva si 67 A9 > 0
para toda 6 € RP, 0 # 0. A se dice semidefinida negativa o definida ne-
gativa si —A es semidefinida positiva o definida positiva, respectivamente.
A se llama indefinida si tiene ambos autovalores positivos y negativos.

La féormula de Taylor de segundo orden que se usara en esta tesis es la
que el siguiente teorema asegura que existe, y cuya demostracion se omite y
esta pueda encontrarse, por ejemplo en Kelley (1999) [KEL].

Teorema 1.2.1. Si g es dos veces continuamente diferenciable en una ve-
cindad de un punto 6 € RP, entonces

M@=gw3+vﬂmfw—93+%W—WVHWﬂW—9U+wW—¢)

donde
PO —0")
— - (0 cuando 6 — 0%.
16 — 60+|3

1.2.3. Estimacién lineal y no lineal

Frecuentemente la funcion f del modelo (1.1) se puede expresar en forma
lineal respecto a los parametros, es decir

p

f(5:60) = (0)ihilt), 6€R (1.5)

i=1
con

hz‘ : [to,T] — Rn,

razéon por lo que ésta es conocida como estimacién lineal de pardmetros.
De (1.5) se observa que la funcion F'(6) dada por (1.3) toma la forma



1. Formulacién del problema )

donde
ha(t)  ha(th) hy(t1)
A hl(‘tg) hg(:tg) | hp(:t2> |
haltn) ho(tn) - hy(t)

es un matriz por bloques mn X p, con bloques de tamano n x 1. Asi que la
funcién g() a minimizar toma la forma vectorial

1
g(0) = §||Y—AOH§, 0eco. (1.6)
Aqui el problema de estimacion lineal tiene la interpretacion geométrica
siguiente: determinar 0* tal que AG* sea el punto del subespacio generado por

los vectores columna de A mds cercano a Y. Véase la Figura 1.1.

Rmn Y .
7 r=Y — Af

2 *
A9 im(A)

0

Figura 1.1: Ilustraciéon geométrica del problema de estimacion lineal.

Es directo ver que € es un punto minimo de (1.6) si y sélo si 0 es solucion
de las ecuaciones normales

ATAp = ATY . (1.7)

Es por ello, que este problema de estimacion lineal, tradicionalmente se
resolvia numéricamente a través de la resoluciéon numérica de las ecuaciones
normales. Si la matriz A € R™*P, mn > p, es de rango maximo, entonces
la matriz AT A es definida positiva, consecuentemente la tinica solucién @ de
las ecuaciones normales es el minimo que se esta buscando.

Definicion 1.2.2. Sea A € R™*P (mn > p). Se define el nimero de
condicion de A como
R(A) = | All2 [[A7]]2,

donde AT es la pseudo inversa (o inversa de Moore-Penrose) de A,
dada por AT = (ATA)7'AT cuando A es de rango mdzimo.



6 1.2. Conceptos basicos

La solucién numeérica de las ecuaciones normales dada por (1.7) puede
ser altamente sensible a perturbaciones en los datos Y y en la matriz A.
Por ejemplo, al resolver numéricamente (1.7) por el método de Cholesky, un
analisis de error (véase Bjorck, 1996 [BJR|) muestra que

10 — 0|

- < 250 [k(A)]Pu, (1.8)
16%[]2

puesto que k(ATA) = [k(A)]?, donde 6* es la solucion exacta de (1.7) y
0 es la solucién numérica, es decir, solucién de (ATA + E)§ = ATY con
IE|l2 < (2/3)n%2||A|2u, u la unidad de redondeo, y bajo el supuesto de
que ATA y ATY se calculan sin error. Notese que si k(A) = 1/4/u, entonces
de (1.8) se obtiene que [|6 — 6%||2//16%| =< 1, por lo que puede carecer de
sentido la resolucion de las ecuaciones normales (1.7), atn por el método de
Cholesky. Actualmente se prefiere usar métodos que tomen en cuenta estas
dificultades, como el método de descomposicion QR de Householder, y el
método de Gram-Schmidt modificado, entre otros (véanse Golub y Van Loan
(1996) |[GVL], Bjorck (1996) [BJR)).

Cuando la funcién f es no lineal respecto a los parametros, se tiene el
problema de estimacién no lineal. Este conjunto de problemas es el objeto
de estudio de este trabajo. Ahora bien, la funcién objetivo F' : © — R™"
puede verse como una variedad sumergida en R™" (genéricamente esta varie-
dad es de dimension p en R™"). Asi que el problema de estimacion no lineal,
se puede interpretar geométricamente como: determinar el punto F (5) sobre
la variedad definida por F(0), que estd mds cerca del punto Y en R™. Es
claro que si 0 es el punto donde g(f) alcanza tal minimo, debe cumplirse que

~ -~

el Vg(0) = 0, lo cual implica que el vector residual r = Y — F'() es ortogonal

al plano tangente a la variedad definida por F'(0) en el punto F(#). En la
Figura 1.2 se ilustra el caso en el que la variedad “vive” en R3.

1.2.4. Esquemas iterativos

Los problemas no lineales usualmente se abordan numéricamente median-
te la aplicacion de métodos iterativos. Un método iterativo para aproximar
el punto ¢ donde se minimiza la funcién objetivo g(#) dado en (1.4), consis-
te en iniciar en un punto 6y que se le llama parametro inicial, y generar
una sucesion de puntos 61,6, ..., la cual se espera que converja a 6*. En la
practica, la sucesion termina después de un nimero finito N de iteraciones al
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0 Superficie definida por F'

Figura 1.2: Ilustraciéon geométrica del problema de estimacién no lineal.

satisfacer un cierto criterio de paro, y se acepta o= fn como una aproxima-
cion de 6*. El vector o = 011 — 0k se llama el k-ésimo paso. El k—ésimo
paso se dice aceptable si se satisface que g(0x+1) < g(0x). Un método itera-
tivo es aceptable si es aceptable en cada paso. En adelante se consideraran
unicamente métodos aceptables que tienen el siguiente esquema:

1. Dar un parametro inicial 6.

2. Determinar la direcciéon de descenso d;, del k—ésimo paso, es decir

diVg(0,) < -n, 0<n<1 dada. (1.9)

3. Determinar un escalar, pg, tal que el paso s = prdy sea aceptable y
tomar ka—I—l = Qk + pkdk

4. Verificar algun criterio de convergencia (o de paro). Si el criterio de
terminaciéon es satisfecho, se acepta la aproximaciéon 6., para 6. En
caso contrario, se incrementa el valor de k£ y se regresa en el paso 2.

Los métodos iterativos que se describen en este trabajo tinicamente difie-
ren en la forma de elegir di v pr. A dp y pr también se les llama direccion
de paso y tamano de paso, respectivamente. Puesto que dj no necesaria-
mente es un vector unitario, p no necesariamente es la longitud de paso en
el sentido usual.
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1.2.5. Meétodo de Newton

Sea g(6) de clase C*(©), el método de Newton para minimizar una funciéon
se puede deducir suponiendo que se tiene una aproximacion, 6, al minimo
local 6 de g(#). La formula de Taylor de segundo orden para g(#) alrededor
de 6, de acuerdo con el Teorema 1.2.1, es

9(0) = g(Or) + hi(0) + (0 — br)

donde
P(0 — 0k)

———~ —(0 cuando 6 — 6,
16 — 0[5

he(68) = Vg(6,)7 (0~ 60) + 50— ) HB)O —01), 6< O,

es el modelo cuadratico de ¢g(€) en 6;. Una siguiente aproximacion 6y de 9,
se obtiene al minimizar hy (). Asi que 65,1 debe ser solucion del sistema

Si el Hessiano H (6y) es definido positivo, entonces la ecuacion (1.10) tiene
solucion tnica la cual se obtiene inmediatamente como

9k+1 — Hk = —Hﬁl(ek)Vg(Gk) .

Entonces el método de Newton parte de una aproximacion inicial 6y y
genera una iteracion de la forma

Opsr =0, — H'(0,)Vg(0y), k=0,1,2,.... (1.11)

La ecuacion (1.11) define la k—ésima iteracion del método de Newton
(también conocido como método de Newton-Raphson). Este método se usa
también para aproximar soluciones de sistemas de ecuaciones no lineales,
pues de hecho se esta resolviendo el sistema Vg(d) = 0. Si se considera
G(0) =: Vg(0), se puede enunciar el método de Newton en una forma mas
general, para aproximar la solucién de un sistema de p ecuaciones con p
incognitas G(0) = 0, donde G : R? — RP. El método de Newton en este caso,
parte de una aproximacion inicial 6y y genera la sucesion

Opi1 =0 — IS (00)G(0r), k=0,1,2,..., (1.12)



1. Formulacién del problema 9

donde Jg(0y) es el Jacobiano de G(6) evaluado en 6.

Es claro que (1.11) es un caso particular de (1.12) cuando se considera
G(0) = Vg(0). Uno de los principales atributos del método de Newton, es su
convergencia cuadrética local para cualquier punto inicial que se encuentre
en un entorno de atracciéon del minimo local.

1.2.6. Meétodo de Gauss

Desde los finales del siglo XVII y principios del siglo XIX, la tnica forma
en que se podia aproximar la soluciéon de ecuaciones no lineales, y por consi-
guiente, de problemas de estimacién de parametros, fue a través del método
de Newton.

En 1801, Carl F. Gauss (1777-1855) desarrollo un método de minimo de
cuadrados, con el proposito de ajustar los datos observados de trayectorias
elipticas de planetas y otros objetos astronémicos. El publico sus resultados
en 1809. Gauss observo que los céalculos para el método de Newton se sim-
plifican si los residuales r; =: y; — f(¢;;6), j = 1 : m, son pequeiios, lo que
le permitié desarrollar el asi llamado método de Gauss-Newton para proble-
mas de minimo de cuadrados no lineal. En este caso, se reescribe la funcién
objetivo g(f) dada en (1.4) como

1
9(9):§"Y_F |3 = ZT Tjs 9,
y calculando su derivada con respecto a (6), se tiene que
Jg =
Do & ae er ae
y derivando de nuevo con respecto a (#)z se obtiene

m m a T a
ag agﬁ ZTJT(% a0, tj§g)+jzl{a—0af(tj;9)} 70, —f(t;;0). (1.13)

J=1

Si los residuales r;-s son pequenos, se puede despreciar el primer término
de (1.13). Sea N(#) la matriz definida por los términos

:Z{%f(tj;ﬁ)] 62 f(t:0), a=1:py B=1:p. (L14)
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La k—ésima iteracion de Gauss, se genera al resolver la ecuacion (1.10)
con la matriz N(6x) en lugar de H(0y), y esta dada por

Ope1 = O, — N7 (01) Vg (Or) . (1.15)

Esta iteracion es también llamada iteracion de Gauss-Newton. Como
la matriz N (6y) es una aproximacion del Hessiano H(6), entonces el método
de Gauss es una aproximacion del método de Newton.

Otra forma de deducir el método de Gauss. Se aproxima el modelo no
lineal F'(#) dada en (1.3) por su desarrollo en serie de Taylor de primer orden
alrededor de 0 (Dennis Jr. y Schnabel, 1983 [SCH|) como

F(0) = F(0) + Jr(0x)(0 — k) + (0 — 0) ,

donde
Y(6 — 6k)
10 = Ok ll2
Ahora se aproxima el problema no lineal de minimizar la funcién objetivo
g(0) dada en (1.4) por un problema lineal, es decir

— 0 cuando 60 — 0.

9(6) = LY — F(6) ~ Je(B)(6 — )13 (1.16)

De acuerdo con (1.6) y (1.7) se deduce de (1.16) el algoritmo de Gauss-
Newton:

1. Dar un punto inicial 6,.

2. Resolver el sistema

Jp(01) Tr (k) N0, = J5(0k) (Y — F(0k)) (1.17)

si JL(0)Jp(0),) es definida positiva.
3. Hacer 0.1 = 0, + A\, hasta que se logre la convergencia.

Este es, para el problema de minimo de cuadrados no lineal original el
método de Gauss-Newton (Barrera y Olvera, 1993 [OL1]). La solucién Af
que se obtiene de (1.17) es justamente —N~1(0;)Vg(0) que se tiene en (1.15)
(Barrera y Olvera, 1993 [OL1]). La desventaja de este método es bien conoci-
da: falla si el Jacobiano Jp () es cercanamente singular. Entonces la longitud
de Ay llega a ser muy grande. Esta dificultad se supera con el método de
Levenberg-Marquardt (Van Domselaar y Hemker, 1975 [DMS]), que se des-
cribe en la Secciéon 1.2.7.



1. Formulacién del problema 11

En gran medida, se puede decir que la mayoria de los métodos de mini-
mizacion de funciones que usan el gradiente de una funcién le deben mucho
a Newton, y la mayorfa de los métodos de minimos de cuadrados no lineal
tienen sus origenes en el método de Gauss-Newton.

Cauchy (1848) sugirié utilizar como direccion de descenso en cada paso,
a menos el gradiente de la funcién objetivo g(f), es decir

dp = =Vg(bk) = Jp(00) (Y — F(6r)) ,

que es la direccion donde la funcion objetivo g(f) tiene su maximo descenso,
al menos inicialmente, razén por el cual es llamado método de descenso
por la maxima pendiente o del maximo descenso (steepest descent).
Desafortunadamente este método a menudo es muy ineficiente desde el punto
de vista computacional pues, requiere un niimero grande de pasos que tienden
en zig zag. El método no es recomendable para aplicaciones précticas, y se
menciona tnicamente por referencia historica.

1.2.7. Meétodo de Levenberg-Marquardt

La direccion de descenso de Gauss—Newton a veces fracasa en producir
una reduccién aceptable en el residual, sobre todo cuando la norma del resi-
dual no es particularmente pequena. Levenberg (1944) y Marquardt (1963),
propusieron un algoritmo elegante para atenuar el problema de descenso de
Gauss-Newton, el cual consiste basicamente en incluir una componente ;B
en la direccion de descenso desde 6, es decir

AN = [JE(0k)Jr(0k) + B] ™ JEOL) (Y — F(6y)) (1.18)

donde v, > 0y B € RP*P es una matriz simétrica y definida positiva. Este
método es conocido como método de Levenberg-Marquardt, también
llamado método de Gauss-Newton regularizado local. En el método
original de Levenberg-Marquardt, B es la matriz identidad I de orden p X p.

Si v = 0, d$V se reduce a la direccion de Gauss-Newton Af, que se
obtiene en (1.17). Si 7, tiende a infinito y B es la matriz identidad, entonces
la direccion dSV tiende a la direccion del maximo descenso y su longitud
tiende a 0, pues de (1.18) se observa que

a9 = [ (LIE0)700) + )] TEG) (v — F(6)
= o ) (Y — F(6)
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sty >> 1.
Marquardt (1963) propuso un algoritmo para la seleccion de ~, (Bard,
1974 [BRDJ). Van Domselaar y Hemker (1975) [DMS| y Dennis Jr. (1976)

[DEN], recomiendan usar la descomposicion de valores singulares de Jp(6y):
Tr(O) = U(01)S(0:) V" (01) (1.19)

donde U(6)) € R™*P v V/(6,) € RP*P son matrices ortogonales y ¥(6) €
RP*P con X(0y) = diag(oy, 02, . .., 0,) es la matriz diagonal de valores singu-
lares. Al sustituir (1.19) en (1.18) se obtiene

SN =V (6)) [Z2(0h) + vl] ™ S0:)UT(0k) (Y — F(6y))
si B = I. En caso contrario, se tiene
dgN = V(0) [Z2(00) + 3V T (0) BV (6)] " £(0)UT (0) (Y = F(6r) -

La direccion d$™ dada en (1.18) sigue siendo de descenso si B € RP*P es
simétrica y semidefinida positiva, y se cumple la condicion

N(B) N N(Jr (b)) = {0} .

Moré (1978) [MOR], presento resultados teoricos y numéricos que demues-
tran que se puede producir una implementacion confiable y eficiente del algo-
ritmo de Levenberg-Marquardt. La subrutina LMDER de MINPACK es la
implementaciéon de Garbow, Hillstrom y Moré en 1980. Esta subrutina ha
tenido mucho éxito en aplicaciones practicas, y es muy recomendable para la
solucion general de problemas de minimo de cuadrados no lineal.

La conducta de la convergencia local del método de Levenberg-Marquardt,
es similar a la del método de Gauss-Newton (Nocedal y Wright, 1999 [WRG]).
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1.3. Identificacién de parametros en EDO’s

1.3.1. Formulacién del problema de identificacion

Sean D C R x R" y © C R? x R™ abiertos conexos, 72 : RP x R" — RP y
7 1 R? x R® — R" proyecciones canénicas, es decir 72(0) = 3y 79(0) =7,
0= (BT, nT)T € RPxR™. Sea f : Dx7P(0) — R continua (por el momento)
sobre el conjunto abierto D x 79 (0). El problema directo a resolver consiste
en hallar la soluciéon del problema de valores iniciales siguiente:

y:f(tayaﬂ>a tE[to,T]Cﬂ'l(D),ﬂ:ﬂ'?(e)

. (1.20)
y(to) =n, (to.n") €D, n=75(0), €O

O es el “espacio” de parametros admisibles de dimension p + n.

Dadas 6 € Oy (to, 77T)T € D con n = 79 (6), una solucion del problema de
valores iniciales (1.20) es una funcién diferenciable ¢ : [to, T] C 7P(D) — R
tal que

@ ()= f(t.,(t),B), telto.T], olto)=n.

A continuacién se enuncia el teorema clésico que garantiza existencia
global y unicidad de la solucion del problema de Cauchy (1.20), y cuya de-
mostracion se omite y esta puede encontrarse, por ejemplo en Guzman (1987)
[MDG].

Teorema 1.3.1. Si f(t,y,3) es continua y globalmente Lipschitz con respecto
ay sobre [to, T| xR™ para 3 fija, entonces el problema de Cauchy (1.20) tiene
una unica solucion en [to, T| dada por

Sp(tvt(]a?/]aﬂ):n—i_\/t f(87@(87t07n7ﬂ)7ﬁ)d57 te [t(]aT] (121>

La forma integral (1.21) sera de gran utilidad cuando se aborda el pro-
blema de identificabilidad de pardmetros en EDO’s (Secciones 4.3 y 4.4).

Otro resultado importante para este trabajo es el lema de Gronwall. Tiene
varias formulaciones, y la que se necesitara es la que se enuncia a conti-
nuacion.



14 1.3. Identificaciéon de parametros en EDQO’s

Lema 1.3.1 (de Gronwall [MDG]). Sean A : [a,b] — R una funcion continua
y o la,b] — R continua y no negativa. Si una funcion continua ¢ : [a,b] — R
satisface que

o0 <20+ [ Ho)els)is, asti<h.

Entonces
t
ﬂwéA@%ﬁ/A@mwm“*Wda a<t<b.

Si A(t) = X es constante, entonces
p(t) < NefarDdr g <t <p.

Demostracion. Para una prueba consultar Guzman (1987) [MDG]. O

El siguiente teorema, garantiza que la solucién del problema de Cauchy
(1.20) depende continuamente del instante inicial t,, del estado inicial 7,
y del parametro (3. Ademés, dicho teorema serd muy importante para la
prueba del Lema 4.2.1, sobre el problema de identificabilidad (Seccion 4.2).

Teorema 1.3.2 (Dependencia continua respecto a condiciones iniciales y
parametros |[MDG]). Sea f(t,y,) continua, localmente Lipschitz con res-
pecto a y, y Lipschitz con respecto a (3 en [ty,T] x G x B.(6y), G C R"
abierto conexo, r > 0. Sea p(t;to, Mo, Bo) solucion del problema de Cauchy:

U= ft,y,B), ylte) =m0 € G tal que p(t) = @(t;to,n0, 5o) € G para toda
t € [to, T].
Entonces, dado € > 0, existe d > 0 tal que si

lto—tol <6, Im—molla<d vy [IB—Bol2<9,

el problema de Cauchy: Y= f(t.y,B), y(to) = n, tiene solucion tinica G(t)
o(t;to,m, B) sobre [to, T] con @(ty) =n, y se satisface que

15(t) — @(t)||2 <&, paratoda t € [to,T], to<to<T.

Esto es, el problema de valores iniciales (1.20) es bien planteado (en el
sentido de Hadamard).
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Demostracion. Dado que ¢ es continua en t y [to, T] es compacto, entonces

¢ esta uniformemente acotada sobre [ty, .
Sea ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que

U={(t,y")" € o, T) < B : |ly — o(t)]l2 <} € [fo. T x G

U compacto y f(t,y, 3) localmente de Lipschitz respecto a y en U, implica
que f(t,y,3) es globalmente de Lipschitz respecto de y en U con constante
de Lipschitz L. Sean (ty,n")T € U tal que ||n — o(to)|l < €y B € B.(3).
Por el Teorema de existencia local y unicidad (Guzmén, 1987 [MDG]), existe
A>0yp(t) = G(t;ﬁ), 7, ) soluciéon del problema de valores iniciales:

Y= f(t,y,0), y(to) =n sobre [to,to+ AJ.

Como ¢(t) inicia su recorrido dentro de U entonces, mientras permanezca
en U, puede prolongarse a todo [ty,T]. En efecto, de (1.21) se tiene que

19(t) —e@)]l2 < ||77—770||2+/0 1/ (s, ¢(s), Bo)ll2 ds+/,{ IG(s)l[2ds, (1.22)

to

donde G(s) = f(s,9(s),3) — f(s,¢(s), Bo)-
Dado que

IG(s)ll2 < Llo(s) = @(s)llz + AllB = Boll2, s € [to, 1],

donde A es la constante de Lipschitz con respecto a 3 en B,(), y dado que
también

M = sup {Hf(tvyuﬁO)H? : (t7yT)T < [to,%] x R", ||y - ()O(t)HQ < 8} <0,
se sigue de (1.22) que
12() =@l < ln—moll + Mlto — to| + A[lS — Boll2 (t — t0)

b [ Lot plads, 12R 02

0

Aplicando el Lema de Gronwall 1.3.1 a (1.23), resulta que
1B() —p(t)]ls < Mltg — to] ") 4 [l — ]| €210
A - ~
+7 18 = Follz (e”“to) — 1) , >t (1.24)
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Tomando

) € Le
0 = min =, = >0,
3(M + 1)el(T—to) = 34 (eL(T*to) _ 1)

y € < 3r, se garantiza que la solucién ¢(t) no abandona U sobre todo [to, 7).
Por lo tanto, p(t) esta definida en [ty, T y satisface que ||@p(t)—¢(t)||s <e. O

Maés atn, si existe y es continua la derivada parcial % f(t,y, 3), entonces
o(t) = p(t;to,n, B) es continuamente diferenciable con respecto a todos sus
argumentos ¢, ty, 7y § (Arnold (1992) [ARN], Guzman (1987) [MDG]|, Hairer
(1987) [HAI| y Hartman (1982) [HAR]).

Problema de investigacion

Dada una tabla T de valores observados de la solucion ¢(t;ty,n, 3) del
problema (1.20) con y(ty) =n:

_ T n | Yi = ot to,n, B) +ei,
T—{(tz,yi) € fto, 7] x R | Vi = Pl cp, (12)

donde los ¢; € R™ son errores de observaciones como antes.

En principio § = (87,77)T € © tiene un valor tedrico exacto 6*, pero
desconocido. El problema se plantea en dos partes:

A) Dar condiciones suficientes para garantizar la existencia local y unici-
dad de #*, problema de identificabilidad de §* (Capitulo 4).

B) Encontrar una estimacion 8 = (37,77)T € © para 6* de tal manera
que la solucion ¢(t) = p(t;to, 7, B) del problema (1.20), sea la que mejor se
“ajuste” a los valores observados de la tabla T; para los casos del modelo
reducido para la dindamica de la hepatitis C (Seccion 5.2) (Alavez-Ramirez et
al., 2007 [AFL]), del modelo bésico de la dinamica viral con ALT (Seccién 5.3)
(Alavez-Ramirez et al., 2006 [ALR]), del modelo reducido y adimensionado
del VHC (Seccion 5.4) (Alavez-Ramirez et al., 2006 [ALG]|), y del modelo
generalizado de Black-Scholes (Capitulo 6).

En este punto es oportuno aclarar que se pueden distinguir varios casos
de problemas de identificaciéon, pero en este trabajo se abordard solamente
los siguientes:

1. Problema clasico (datos completos). Es el caso cuando son conocidos

los valores de ty, n = 7$(0) y la tabla T de valores observados de todas
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las componentes de la solucion ¢(t) = ¢(t;to,n, ) del problema (1.20). En

este caso, el vector de parametros @ al ser conocido n = 79 () se reduce a

estimar el vector 3 = 79 (0) que es de dimension p, y esto redunda en el costo
computacional al resolver numéricamente el problema en dimensién p en vez

de p+ n.

2. Datos parciales. Un caso de particular importancia en muchas aplicacio-
nes como en la medicina y en cinética quimica, es cuando se conoce el valor
de ty y de algunas componentes del vector de valores iniciales n = 75 (#), pe-
ro solamente se dispone de una tabla incompleta T, es decir, solo se cuentan
con observaciones de algunas de las componentes de la solucion ¢(t; tg,n, 3)
del problema (1.20). Este es el caso del monitoreo del dafio hepatico sin ne-
cesidad de biopsias (Secciones 5.2, 5.3 y 5.4) (Alavez-Ramirez et al. (2007)
|[AFL], Alavez-Ramirez et al. (2006) [ALG| y Alavez-Ramirez et al. (2006)
[ALR)).

Aqui, identificar o encontrar una buena estimacion 0 c ©, es una frase
imprecisa, pues no se dice en qué sentido se quiere hallar la estimacion 6 para
0*. Una buena alternativa es comparar los valores observados de la tabla T
en la expresion (1.25) con los valores calculados de la solucion ¢(t; to, n, 3) en
alguna norma en R". Se podria intentar resolver el problema de minimizaciéon
en la norma p — Holder pesada, es decir:

Hallar 6 € RP™™ tal que

—~ ) 1 »
= — — >1. .
§=armin [V~ FO). p>1 (1.26)

La funcién F : © — R™tD7 ests dada por
F(0) = (e(to; to,n, B)", @(trs to,m, B)7 -, @(tm; to, 1, ﬂ)T)T (1.27)
con 0 = (ﬁT,nT)T €0,y
Y =l of, .. yh)" e ROV (1.28)

el vector de observaciones dadas en la tabla (1.25). Mas aun
1Y = FO)lfy =D Iy — (tis to,n, 5)ll5,
i=0

donde W = diag {Wy, W1, ..., W,,,}, W; = diag {w;1, w;a, . .., w;,, } con entra-
dasw;; >0 parai=0:myj=1:n,ylanorma |z|w, en la suma anterior,
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es la norma p — Holder pesada sobre R dada por |z[[fy, = >0, wij|z[P.
Aqui, sin embargo, resolver numéricamente el problema (1.26) para p # 2 es
muy dificil, pues la mayoria de las técnicas de optimizacion emplean infor-
maciéon sobre la primera derivada de la funcién objetivo, y para p = 1 por
ejemplo, la funcién norma no es diferenciable. Para p > 1 y p # 2, resulta
que el problema (1.26) es no lineal, atn cuando la funcion F'(0) sea lineal.
Asi que la opcidén mas viable es tratar el problema para p = 2, lo que reduce
el problema de identificacion de parédmetros en el sentido méas elemental y
popular conocido como el criterio clasico de Min Q’s siguiente:

Dada una tabla T de valores observados como en (1.25) de la solucion

o(t) = ¢(t;tg,n, ) del problema (1.20), encontrar
0 = arg min g(0), (1.29)

donde

g(0 ):—HY FO)|? == ZHyl e(tito.n, B)|5y,, 0€6, (1.30)

con F(0) yY como en (1.27) y (1.28), respectivamente. Y ||z||w, es la norma
Euclidiana pesada sobre R"™ definida por ||z[[f, = 27, wij|2|*, donde W; =
diag {wj1, wig, . .., win } con w;; > 0 como antes.

El problema de identificabilidad de parametros en EDQ’s, consiste en dar
condiciones suficientes para garantizar la existencia y unicidad de al menos
un minimo local 6* de la funcion objetivo g(@).

Al considerar conocido n = 78(6) se disminuye significativamente la di-
mension del espacio de parametros de p +n a p, y con ello, el tiempo de
méquina para evaluar la funcién a ajustar y sus correspondientes Jacobia-
nos. Asi se tiene el subproblema de minimo de cuadrados:

Dada una tabla T de valores observados como en (1.25) de la solucion

y(t) = p(t;to, yo, B) del problema (1.20), encontrar B € RP tal que

N 1 m
0 = arg mﬁelél 5 ;1 ||yz 90( i) 079075)”{% ( 3 )

Aspectos numéricos

El método mas popular para resolver numéricamente el problema de Min
Q’s no lineal, es el método de Gauss-Newton en su variante de Levenberg-
Marquardt el cual consiste en lo siguiente:
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Dada una primera aproximacion #y para 6*, generar las aproximaciones
0, para 6*, como:
Opi1 =0 + A0y, k2>1,

donde A#;, es la solucién del sistema
[JE(0x) Jp(0k) + v B] Aby, = JE(0:)(Y — F(6)) -

Mas detalles en las Secciones 1.2.6 y 1.2.7.
En este contexto, el problema de Min Q’s no lineal (1.29)-(1.31) presenta
varios aspectos desde el punto de vista numérico:

1. Requiere de integradores rapidos y eficaces. Para empezar, la eva-
luacion de la funcion objetivo ¢(#) dada en (1.30), involucra (t;;to,n, 3), i =
0 : m, que se obtiene mediante la resoluciéon numérica del problema de valores
iniciales (1.20) desde ty hasta t,, = T, pasando por t,ts,. .., t,_ 1 para 0 =
(BT, nT)T dada. Pero ademés, con frecuencia el problema de Cauchy (1.20)
es stiff (tipico en cinética quimica y en dindmicas del SIDA y la hepatitis C),
por lo que se requiere el uso de integradores los cuéles requieren de mayor
tiempo de méquina. Mas atn, el método de Gauss-Newton para resolver el
problema (1.29), involucra para cada 6 el célculo del Jacobiano Jg(6) de
F(0), es decir, de los Jacobianos:

(tz;t()anvﬁ) y t’i;t()?n?ﬁ)?

0l
o 957
que significa resolver el sistema matricial de EDO’s de primeras variaciones
(ecuaciones variacionales):

con ) )
_[o¢ ]9
i lﬁﬂ 077} ’

a lo largo de la solucion del problema de valor inicial (1.20).

Hasta el momento, el software méas completo que se dispone para resolver
el problema es el paquete DIFFPAR de Edsberg y Wedin (1995) [EDS]. En
DIFFPAR se usa un algoritmo basado sobre el método de Runge-Kutta de
tercer orden para problemas no stiff, y un método BDF de tercer orden para
problemas stiff. Una linea de desarrollo importante en este punto, es el uso
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de integradores que funcionen bien para ambos casos, stiff y no stiff, como es
el caso de los integradores dicotomicamente estables (England et al. (2002)
|[EN1], Duenas et al. (1999) [EN2|, y England y Mattheij (1998) [EN3]).

2. El problema es muy mal condicionado. La estimacion 0 de Min
Q’s para 0*, con frecuencia resulta ser extremadamente sensible a pequenas
perturbaciones en los datos, dando lugar a estimaciones con intervalos de in-
certidumbre tan grandes que hacen a dichas estimaciones carentes de utilidad
préactica (es decir, el problema de Min Q)’s no lineal es mal condicionado). Es
el caso del problema de Robertson (1966) (Edsberg y Wedin, 1995 [EDS)),
del modelo basico de la dindmica viral con ALT que se resume en la Seccion
5.3 (Alavez-Ramirez et al., 2006 [ALR]), y del modelo reducido y adimensio-
nado del VHC que también se resume en la Seccion 5.4 (Alavez-Ramirez et
al., 2006 [ALG]).

1.4. Ejemplos

En esta seccion se presentan varios ejemplos de problemas de estimacion
de pardmetros en modelos descritos por sistemas de EDQO’s, y algunas de sus
caracteristicas més importantes.

1.4.1. Tasas constantes de reacciones quimicas

Un problema importante que presenta Rosenbrock y Storey (1966) [RSN],
es la estimacion de constantes cinéticos de reacciones quimicas. Citan un
caso simple de un sistema de reaccién monomolecular como se muestra en la

Figura 1.3.
A, P21 Ay
B2
B31 Bos
A
As

Figura 1.3: Sistema simple de reaccién monomolecular.

La concentracion de cada una de las especies Ay, Ay y Az son y1,y2 v v3,
respectivamente y 3;; la tasa constante para la conversion de la especie A; a
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la especie A;. El sistema lineal de EDO’s que modela el proceso es:

Y, = —(Bor + Bs1)11 + Braye + Bisys
Yy = Ba1y1 — (Brz + Bs2)y2 + Pasys (1.33)
Y = B3191 + Bs2y2 — (Bis + F23)ys

Bajo el supuesto de que son conocidas las concentraciones iniciales de cada
especie, y se cuenta con suficientes observaciones sobre las concentraciones de
cada especie en determinados tiempos, se plantea el problema de identificar
las seis tasas constantes 312, (13, (21, P23, 31 ¥ (32. En general, las condiciones
iniciales son desconocidas. Un caso particular e ilustrativo del modelo (1.33)
fue analizado por Box y Coutie (1956) y por Rosenbrock (1960), el cual
consiste de una reaccién quimica cuya cinética esta gobernado por el sistema
de ecuaciones diferenciales:

?;1 - —5191 } (134>
?)2 = Gy — By

con valores iniciales
v = (1,0)7 . (1.35)

Se realizaron dos experimentos donde 15 fue observado entre los 10 y 320
minutos. Después se volvieron a juntar los reactivos para repetir el experi-
mento. Los resultados se muestran en la Tabla 1.1.

¢ (min):| 10 | 20 | 40 | 80 | 160 | 320
Exp. 1: |0.192]0.144]0.423[0.421]0.407|0.271
Exp. 2: |0.140{0.240|0.308|0.405| 0.464 | 0.223

Tabla 1.1: Observaciones sobre ys.

Para estimar los pardmetros 3; y 32 segun el procedimiento planteado en
la Seccién 1.3, se minimiza la funcién objetivo

g9(0) = Z (y2(t;) — To(t;))*

donde 0 = (f, BQ)T, Y Ts(t;) es el vector promedio de las observaciones sobre
Y. Sin embargo, Rosenbrock, Box y Coutie, estimaron indirectamente los
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parametros (3, y [, a través de la transformacion k; = 3 + log 8, ¢ = 1, 2.
La solucién y»(t;) lo obtuvieron integrando el sistema (1.34) con un “pro-
cedimiento” de Runge-Kutta, con las condiciones iniciales dadas en (1.35).
Iniciando el proceso de optimizacion desde ko = (1.19,1.19)7, Rosenbrock
obtiene k1 = 1.0759 y ky = 0.8196, y Box y Coutie reportan k; = 1.072 y
ko = 0.819. En la Tabla 1.2, se muestran los resultados estimados de los paré-
metros originales. El punto de inicio con DIFFPAR fue 6, = (0.55,0.06)".
En la Figura 1.4 se muestra los resultados graficos de DIFFPAR.

Pardmetros || Rosenbrock |Box y Coutie| DIFFPAR
Bl 1.1910 x 1072|1.1803 x 1072 |1.1851 x 1072
Bg 6.6009 x 107316.5917 x 1072{6.5825 x 1073
g(6)  |7.3906 x 1073|7.3918 x 10~%|7.3863 x 103

Tabla 1.2: Resultados de la estimacion de parametros del modelo (1.34). Los tres

~

valores de g(f) se calcularon con la funcion ode45 de MATLAB.

1t @ N
\
\ o Datos
oo .
\ -- W
os — b2 7

0 50 100 150 200 250 300
minutos

Figura 1.4: Datos y resultados graficos de DIFFPAR del modelo (1.34).

Algunas caracteristicas del modelo (1.33) son: es lineal tanto en y como
en 0, y es de datos parciales con condiciones iniciales desconocidas.
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Tasas constantes en sistemas con muchos reactivos

Se citan en Nowak y Deuflhard (1985) [NWK] tres ejemplos de estima-
cién de pardametros en sistemas con muchos reactivos. A) Polimerizacion de
RNA: es un problema con 770 reacciones quimicas en los que participan 352
reactivos, es decir, el modelo consta de 352 EDQO’s con 770 parametros. B)
Ciclo de glucolisis: es un problema bioquimico (altamente no lineal) con 65
EDOQO’s y 89 parametros. C) Descomposicion térmico de n-hexano: consta de
59 EDQO’s con 240 parametros. El problema de identificacién en este tltimo
caso, no tiene solucion tnica. En sistemas grandes, la situacion tipica es que
solamente se requieren estimar unos pocos parametros, pues la mayoria se
pueden encontrar en alguna literatura o en grandes bases de datos.

Algunas caracteristicas importantes de los ejemplos

1. Son sistemas de EDQO’s no lineales en y, pero lineales en § con condi-
ciones iniciales conocidas.

2. Son sistemas stiff y los sistemas de ecuaciones variacionales asociadas
también lo son.

3. Datos parciales, pues solamente es posible medir unos pocos de los n
reactivos.

4. Desarrollan algoritmos basados sobre el método de Gauss-Newton para
resolver el problema de Min Q’s (1.31) asociado. Reportan progresos en el
desarrollo de software (PARKIN1, PARKIN2 y PARKIN3) para la identifi-
cacion de parametros.

5. Para el problema stiff usan dos integradores de tipo extrapolacion: ME-
TANT1 (basado sobre la regla del punto medio semi-implicito combinado con
extrapolacién polinomial de orden h?), y EULSIM (basado en la discreti-
zacion de Euler semi-implicito combinado con extrapolaciéon polinomial de

orden h).

1.4.2. Modelos biolégicos

Se citan en Swartz y Bremermann (1975) [SWR] ejemplos de estimacion
de parametros en modelos biologicos. Ellos trataron con un sistema acoplado
de EDO’s de primer orden dado por

Qk:ZﬂfyH‘Zﬁijiyj, k=1:n, (1.36)

i?j
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donde BF y f} forman el vector de parametros . Este modelo se ha aplicado
en sistemas biolégicos incluyendo sistemas cinéticos bioquimicos, sistemas
ecologicos y sistemas fisiologicos. Presentan dos métodos para la estimacion
de los parametros, el primero (método 1) es rapido y no requiere de parame-
tros iniciales. De hecho, lo usan para estimar el vector de pardmetros iniciales
0y para el proceso de optimizacion con el método 2.

Método 1. Minimizar la funcién objetivo:

2
G(0) =32, > wiy <yk:l — > Bfya — Z” ﬁijuyﬂ> )
donde yy; es la [—ésima observacion de la variable de estado y. Los pesos wy;
se toman como 1/, donde 07, es la varianza de las mediciones yy; (sugeri-
dos por el principio de maxima verosimilitud). G(#) se minimiza resolviendo
VG(0) = 0 que se reduce a un sistema de ecuaciones lineales, dado que G(0)
es una funcién cuadréatica. El sistema lineal se puede resolver por una factori-
zacion QR o usando las ecuaciones normales. El problema del método 1 es

la dificultad de calcular exactamente las derivadas ?)k-z de los datos experi-
mentales, pues el problema de diferenciacion numérica es mal condicionado.

Ellos calculan las derivadas ¥ a través de las derivadas de polinomios que
aproximan a los datos por minimo de cuadrados. La aproximacién es por
pedazos, por ejemplo, el primer polinomio aproxima los puntos 1 al 9 y se
usa para calcular la derivada en el punto 5. El segundo polinomio aproxima
los puntos 2 al 10 y se usa para calcular la derivada en el punto 6, y asi
sucesivamente.

Meétodo 2. Minimizar la funcién objetivo:
9(0) = Z Z wiy (Y — vip)?
koo

donde los pesos wy; se eligen como en el método 1, y yj; se obtiene por inte-
gracion numérica del sistema (1.36). El procedimiento usado para minimizar
g(0) es el siguiente:

1. Se halla una estimacion inicial 8y de los pardmetros aplicando el método
1 a la funcion G(6).

2. Se integra numéricamente el sistema de EDO’s (1.36) con una técnica
de Runge-Kutta de cuarto orden, y se calcula g(6).

3. Se aplica la técnica de optimizacion global de Bremermann (1970) para
mejorar la estimacion, la cual se describe més adelante.
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4. El proceso es iterativo. Termina después de un ntmero predetermina-
do de iteraciones, o después de que el residual g(f) sea aproximadamente
constante en varias iteraciones.

Técnica de optimizaciéon global de Bremermann

1. Se evalaa g(fy).

2. Se elige una direcciéon aleatoria r en el espacio de pardmetros ©, con
una distribucién de probabilidad Gaussiana para cada entrada r; de r. En
la préctica, se puede normalizar el espacio © para que cada r; defina un
cambio de porcentaje, ademéas de un cambio absoluto en los pardmetros. Otra
posibilidad es usar el logaritmo de los parametros en lugar de los parametros
mismos.

3. Se evalua ¢(@) en los puntos 0y — 2r, 0y — 1, Oy, 6y + 1y 0o + 2r, y se
calcula el interpolante polinomial de cuarto grado p(A) que aproxima a g(6)
en estos cinco puntos sobre la linea 6y + Ar.

4. Se calcula A, donde el polinomio p(\) alcanza su minimo y se elige la
nueva aproximacion como 6; = 6y + A,,r.

Datos experimentales. Para validar algoritmos y técnicas de prediccion
de error, Swartz y Bremermann construyeron sistemas de prueba con datos
artificiales. Para ello, resolvieron el sistema de EDO’s (1.36) con una técnica
de Runge-Kutta de cuarto orden, y los resultados obtenidos lo perturbaron
con un E % de ruido de acuerdo con la formula:

2K
Yml = yfnl (1 + (R — O5)m) s

donde y;,, es el dato exacto y y,; es el dato perturbado. R es generado
aleatoriamente entre 0 y 1 con una distribucion uniforme, y E es el maximo
porcentaje de error en los datos para un experimento particular.

Para experimentar con DIFFPAR, también se gener6 la misma canti-
dad de datos con el mismo porcentaje de ruido como lo hacen Swartz y
Bremermann, pero con distribucién normal de acuerdo con la férmula (5.13).
Los pesos que se usaron con DIFFPAR se calcularon como en (5.12).

A) Sistema Lotka-Volterra. Este sistema esta dado por las ecuaciones:
U = Bin — Bavnys
Yo = Bsy1y2 — Bay

con valores iniciales yo = (1.2,1.1)7.
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El sistema describe una interacciéon de tipo presa-depredador, bajo el
supuesto de que la razéon de encuentros entre los individuos es proporcional
al producto de las dos poblaciones. Todos los parametros en el modelo son
positivos. Para la experimentacion numérica, Swartz y Bremermann genera-
ron 100 observaciones (50 para cada variable de estado) en el intervalo [0, 10],
con un ruido del orden del 10 % , usando los valores exactos de la Tabla 1.3. La
optimizacion con DIFFPAR se inici6 desde el punto 6y = (1.5,1.5,0.6,0.6)7.
Los resultados obtenidos se muestran en la Tabla 1.3 y en la Figura 1.5.

Parametros: o3 o) 03 B4
Valores exactos: | 1.000 | 1.000 1.000 1.000
Método 1: 0.885 | 0.899 0.782 0.790
Método 2: 1.016 | 0.967 0.963 0.993
Error: 1.6% | 3.3% 3.7% 0.7%
DIFFPAR: 1.0332]1.0466|9.2866 x 107119.3155 x 107!
Error: 3.32%4.66 % 7.13% 6.84 %

Tabla 1.3: Resultados de la estimacion de pardmetros del sistema Lotka-Volterra.
Con DIFFPAR se obtiene g(f) = 3.9937 x 107! y [|Vg(0)|]2 = 9.5726 x 10~*. El
error en cada caso, se calculdé con respecto a los valores exactos.

B) Sistema quimico lineal. Es un conjunto de reacciones quimicas, des-
crito por el sistema lineal:

3;1 = Boy — B
?;2 = fiy1 — Bays — (B2 + Bs)ye
?;3 = Bsy2 — Bays

con condiciones iniciales yo = (1, 0, 0)7.

Swartz y Bremermann consideraron 30 observaciones tinicamente de y, en
el intervalo [0, 3], con un ruido del orden del 5 % , usando los valores exactos de
la Tabla 1.4. El parametro (3, es muy sensible a los datos. El mejor resultado
obtenido con DIFFPAR desde 6y = (0.2,0.04,20,8)” y con pesos w; = 1, se
muestra en la Tabla 1.4 y en la Figura 1.6.
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14 o Presas — N 1
% Depredadores -— Y2 »
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tiempo
Figura 1.5: Resultados graficos obtenidos con DIFFPAR de la estimacion de paré-
metros del sistema Lotka-Volterra. Los datos estan uniformemente espaciados en
intervalos de 0.2 unidades de tiempo.

Parametros: o3 (B B3 B4
Valores exactos: 1.0 0.5 10.0 5.0
Error (método 1):|| —0.041| —0.040 | —0.61 | —0.39
Error (método 2):|| 0.012 | 0.021 |—-0.17| 0.07
DIFFPAR: 1.1746 | 4.0357 ]9.9834|4.8808
Error: 17.46 %|707.14 % |0.17 % 2.38 %

Tabla 1.4: Resultados de la estimacién de pardmetros del sistema quimico lineal.
Los errores de los métodos 1 y 2 que reportan Swartz y Bremermann son mas
chicos, aunque no reportan los valores que estimaron de los parametros. El punto

obtenido con DIFFPAR es un minimo local de la funcién objetivo g(0) , pues g(6) =
3.9666 x 107% y |[Vg(0)]|2 = 4.2312 x 107F.
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Figura 1.6: Resultados graficos obtenidos con DIFFPAR de la estimacion de para-

metros del sistema quimico lineal. Los datos generados para ys estdn uniformemente
espaciados en intervalos de 0.1 unidades de tiempo.

C) Simulacién de un ecosistema. Es un modelo formado por un herbivoro
con densidad y3(t) que se alimenta de dos tipos de plantas cuyas densidades
al tiempo ¢ son y;(t) y y2(t), respectivamente. Bajo el supuesto de que las
plantas compiten internamente y no entre ellas, resultan las ecuaciones:

?;1 = By — Bayays — ﬂ:sy%

Yy = Bays — ﬁsy2yz1— Bsys (1.37)
S E B a9

Ys = QOﬁzylyg + 3055y2y3 Brys — Bsys;

con valores iniciales yo = (5 x 101, 5 x 101, 2.5 x 103)T.

Swartz y Bremermann generaron 100 observaciones para la variable ys
con un 9% de ruido, usando los valores exactos de la Tabla 1.5. Reportan
errores muy grandes comparados con el error esperado en los parametros (33 y
(g . Disminuyen significativamente los errores en ambos parametros al aplicar
una variante del método 2, pero el error sigue siendo grande comparado con
el error esperado, lo cual indica que el sistema es muy mal condicionado. Los
resultados obtenidos con DIFFPAR desde 6, se muestran en la Tabla 1.5
y en la Figura 1.7. Los errores de los parametros estimados calculados con
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respecto a los valores exactos son muy grandes, lo que confirma que el sistema
es muy mal condicionado con respecto a los datos y parametros iniciales.

Param. | Valores exactos |P. de inicio 6y| DIFFPAR Error
01 1.0 0.8 1.6031 60.31 %
Ba 1073 8.0 x 107% [1.4095 x 1073| 40.95%
03 1075 1.6 x 107* [8.0256 x 107 91.97%
04 1.2 1.0 3.7864 215.53 %
Os 1073 8.0x107* [1.2638 x 1073| 26.38%
O 1.2 x 107° 1.8 x 107° [5.9194 x 1074]4832.83 %
07 1.0 1.2 1.0897 8.97%
s 8.0 x 107° 1.0 x 107* 1.2302 x 107%| 98.46 %

Tabla 1.5: Resultados de la estimacion de parametros del modelo (1.37). En este

caso, g(0) = 3.8236 x 10~ y [[Vg(8)|2 = 6.2966 x 1073.
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Figura 1.7: Resultados graficos obtenidos con DIFFPAR de la estimacién de pa-
rametros del sistema (1.37). Los datos generados para ys estan uniformemente
espaciados en intervalos de 0.036 unidades de tiempo.
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D) Sistemas de paramecia. Swartz y Bremermann también aplicaron su
técnica a un sistema de especies de paramecia que compiten (pequenios inver-
tebrados acuéticos). La ecuacion del crecimiento de una especie en un habitat
cerrado esta dada por la ecuacion logistica:

. rN(K—-N
N = %, (138)
donde N es la densidad de organismos, r la constante de crecimiento y K la
constante de saturacion o capacidad de carga. La ecuacion anterior se puede
escribir en forma lineal respecto de los pardmetros, como:

N:ﬂlN_ﬂQJ\ﬂa

donde By =1y o =7r/K.
Cuando se tienen m especies de competidores bajo condiciones especificas,
el sistema que modela el crecimiento estd dado por

Ni = (bi - Zaf’iij> Ni,
j=1

donde b; > 0y a;; > 0 es el coeficiente de interaccion que mide el efecto de la
especie j—ésima sobre la especie i—ésima. Como aplicacion predicen el creci-
miento individual de cuatro especies por separado, y estiman los coeficientes
de interaccion (12 en total) de las cuatro especies.

Algunas caracteristicas importantes de los modelos analizados

1. Son no lineales en y salvo el sistema quimico lineal y lineales en 6.

2. Son sistemas no stiff salvo el sistema que simula un ecosistema y el
sistema de paramecia que tienen caracteristicas stiff.

3. Datos completos para el sistema Lotka-Volterra y datos parciales en
los demas.

4. Para estimar los errores esperados en cada parametro aplican la técnica
de Rosenbrock y Storey (1966) [RSN], que se describe en la Seccion 3.3.1.

Crecimiento de una poblaciéon de levaduras

Se presenta un ejemplo de estimacion de parametros de la ecuacion lo-
gistica (1.38), con valores observados de un cultivo de levadura durante 18
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£ [ Novs [[#] Nobs [ & | Novs [ £ [ Novs [ £ [ Nows]
0] 9.6][4] 7L1] 8 ]350.7]12]594.8]|16]655.9
1/18.3]/5]119.1 9 [441.0]|13]629.4| 17|659.6
2]29.0][6]174.6]10]513.3| 14| 640.8] 18| 6618
3]47.2|[7|257.3|[11]559.7]| 15| 651 1

Tabla 1.6: Mediciones de la cantidad de levadura.

horas, los mismos que se muestran en la Tabla 1.6 (Gutiérrez y Sanchez, 1998
[JLF]). Para ello, se resuelve el problema de Min Q’s (1.29) correspondiente
con DIFFPAR, usando los primeros siete datos de la Tabla 1.6.

En la Tabla 1.7, se muestran los resultados obtenidos con los resultados
que se reportan en Gutiérrez y Sanchez (1998) [JLF|. Los resultados graficos
se muestran en la Figura 1.8. Es importante decir que Gutiérrez y Sanchez
usan técnicas muy elementales para estimar los parametros, y obtienen re-
sultados muy buenos.

‘Parémetros: H Ny ‘ r ‘ K ‘
Gutiérrez y Sanchez: || 10.24|0.53|665.0
DIFFPAR: 10.2810.52656.7

Tabla 1.7: Resultados de la estimacion de parametros del modelo logistico (1.38).

1.4.3. Modelos farmacolbégicos

Se cita en Ralston et al. (1979) [RLS| un ejemplo de estimacion de pardme-
tros en modelos farmacologicos. En un experimento conducido por Kaplan et
al. (1972), se observaron concentraciones de sulfisoxazol (medicamento que
elimina bacterias que causan infeccién en las vias urinarias) en la sangre de
un paciente después de una dosis tinica de inyeccion intravenosa (Tabla 1.8).
Ellos propusieron un modelo lineal de dos compartimientos que se ilustra en
la Figura 1.9. Las ecuaciones diferenciales correspondientes son:

U= =B+ Ba)yr + Baye } (1.39)
?;2 = By — By

. T
con valores iniciales: yo = (91, 0)" .
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Figura 1.8: Datos y crecimiento de la densidad de la levadura. El maximo error
cometido con respecto a los datos, con el ajuste de Gutiérrez y Sanchez es de
7.73% , mientras que con el ajuste obtenido con DIFFPAR es de 7.08% .

La variable de estado y;(t) es la concentracion de sulfisoxazol en la sangre
del sujeto en el tiempo ¢ (compartimiento central), y y2(t) es el medicamento
libre que se distribuye a otros tejidos (compartimiento periférico). Todos los
parametros son positivos, y el espacio de pardmetros admisibles lo forman los
vectores 0 = (1, B2, [, 771)T € R?%. Minimizan su funcién objetivo usando un
programa de regresion no lineal llamado BMDPAR como optimizador y la
rutina RKF45 como integrador. Con el punto inicial 6y = (0.5,0.5, 0.5, 240)7,
obtienen los resultados que se muestran en la Tabla 1.9. Con DIFFPAR
también se inicia desde 6y, y los resultados obtenidos también se muestran
en la Tabla 1.9 y en la Figura 1.10.

t 1 0.25|0.50|0.75 | 1.00 | 1.50 | 2.00 | 3.0 [4.00|6.00]12.0|24.048.0
Y1 215.61189.21176.0]162.8138.6|121.0(101.2|88.0(61.6|22.0| 4.4 | 0.0

Tabla 1.8: Mediciones de la concentracién de sulfisoxazol en la sangre de un humano.

Algunas caracteristicas del modelo (1.39) son: es lineal tanto en y como
en 3, es de datos parciales y con condicién inicial desconocida para 1 .
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3
1 Y2
Suero &) Profundidad

2

Figura 1.9: Modelo lineal de dos compartimientos.

Parametros: Bl BQ 33 m  |Residual
Ralston et al.:|| 0.3145 | 0.2285 | 0.9248 | 243.8 | 34.38
DIFFPAR: 0.3145410.2284910.92479|243.84| 34.38

Tabla 1.9: Resultados de la estimacion de parametros del modelo (1.39). Los valores
obtenidos por DIFFPAR coinciden en cuatro digitos significativos con los valores
obtenidos por Ralston et al. Ademas, g(f) = 17.1901 y ||[Vg(0)||2 = 4.3712 x 1073.

o Datos
J— yl B
Y Y2
L L L L c
30 35 40 45

Figura 1.10: Datos y decaimiento de la concentraciéon de sulfisoxazol en la sangre
de un humano.
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1.5. Calculo de parametros iniciales

Los métodos usuales de optimizacion no lineal, DIFFPAR entre ellos,
requieren de buenos valores iniciales 6y, de los parametros para garantizar la
convergencia a un minimo local. Una de las razones es que la solucion del
problema de valores iniciales (1.20) puede ser muy sensible a las condiciones
iniciales, lo que hace dificil la integracion de las ecuaciones. Cuando no se
conocen razonablemente bien las condiciones iniciales la sensibilidad puede
empeorarse, ya que frecuentemente el error en los datos es de al menos del
10 % (Varah (1982) [VAR]).

Una alternativa para calcular pardmetros iniciales es el método 1 de
Swartz y Bremermann (1975) [SWR/, descrito en la Seccion 1.4.2. La desven-
taja de este método es que requiere que el modelo sea lineal respecto al vector
de parametros (. Un método similar es descrito por Varah (1982) (|[VAR] y
|[OL2]), y que consiste en:

1. Ajustar los datos con un spline ciibico. Esto es, para cada componente
del conjunto de datos {yo, y1, - . ., Ym} dados en la Tabla T (1.25), se construye
un spline ctbico s;(t) con nodos &1, &, . . ., &, escogiendo los coeficientes del
spline de tal manera que se minimice la suma de los cuadrados de las desvia-
ciones en los puntos datos. Esto se selecciona mediante un dispositivo grafico.
Sin embargo, los nodos i, &, ..., &, deben escogerse muy cuidadosamente,
buscando que el spline también describa la “tendencia” de los datos.

2. Una vez hallado el spline ctbico s(t) = (s1(t),s2(t),...,s.(t))T, se
determina 6y tal que minimice la funcién objetivo

n M 1/2
o(5) = (z S (L) (5 () ,mf) )

i=1 j=1

para un conjunto de puntos muestrales tAl,tAg, e ,tAM. Si el modelo (1.20) es
lineal con respecto a 3, la funciéon objetivo (1.40) se puede minimizar como
la funciéon objetivo del método 1 de Swartz y Bremermann (1975) [SWR].
Es importante notar que en (1.40) no se necesita integrar las ecuaciones
diferenciales del modelo (1.20), ni se requiere de condiciones iniciales. Asi
que una opcién para estimar yg es s(tp).

En el siguiente capitulo, se presentan ejemplos de identificacion de parame-
tros en modelos descritos por EDO’s en medicina. En particular, se revisa

un modelo de la dindmica de la hepatitis C y un modelo de la dindmica del
SIDA.



Capitulo 2

Dinamica de enfermedades virales

2.1. Introducciéon

En este capitulo se revisan dos modelos sobre la dinamica de enferme-
dades virales. Por un lado, se presenta una breve revision del modelo para
la dindmica de la hepatitis C, propuesto en Avendano et al. (2002) [AVN]
(Seccion 2.2). Este modelo desempena un papel central en este trabajo, ya
que de él se deducira el modelo reducido para la dinamica de la hepatitis C,
que se usara para resolver el problema de evaluaciéon del dano hepatico en un
enfermo de hepatitis C sin necesidad de biopsias (Seccion 5.2). También se
hace énfasis en la estrategia para la curacion de un enfermo crénico de hepa-
titis C (Seccion 2.2.3). Por otro lado, se hace un anélisis critico del modelo
estandar del SIDA que se estudia en el articulo de Perelson y Nelson (1999)
[PE1] (Seccion 2.3). Como aportacion sobre el analisis de este tltimo modelo,
se introduce un parametro umbral Ry y se caracteriza la estabilidad de los
estados de equilibrio en funcién de dicho pardmetro umbral. En particular,
se prueba el Teorema 2.3.2 que establece la estabilidad global del estado de
equilibrio trivial cuando Ry < 1.

35
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2.2. Dinamica de la hepatitis C

2.2.1. Virus de la hepatitis C

La Organizacion Mundial de la Salud ha reconocido que la infecciéon cro-
nica por el virus de la hepatitis C (VHC) representa un problema fuerte de
salud publica. Afecta a alrededor de 200 millones (aproximadamente el 3 %)
de la poblacion mundial (Dahari et al., 2007 [PES8|), y entre el 0.7 y 1.6 %
de la poblacién mexicana (White et al., 2007 [WEF|, Benitez-Arvizu et al.,
2006 |[BAG], y Vera de Leon et al., 2005 [VLLY]).

No existe vacuna para la hepatitis C y tampoco una cura muy exitosa.
Una vez que un nino contrae una infeccién crénica por el VHC, en la ma-
yoria de los casos la infeccion durara toda la vida (Informe de PKID, 2005
[IN1]). Los pacientes con hepatitis C suelen estar totalmente asintométicos
durante largos periodos. Se ha estimado que el tiempo promedio entre la in-
feccion inicial y el diagnostico de hepatitis C cronica, cirrosis, y carcinoma
hepatocelular, es de 10, 20 y 30 anos, respectivamente (Cipra, 1999 [CBA],
Tassopoulos, 1996 [TNC]). Hay pacientes que pueden desarrollar carcinoma
hepatocelular directamente de una hepatitis C croénica, sin desarrollar an-
tes una cirrosis, especialmente aquéllos con genotipo 1b (Tassopoulos, 1996
[TNC]).

Los medios més frecuentes de transmision del VHC son la transfusion, el
uso de drogas intravenosas, la hemodialisis, los tatuajes, las conductas sexua-
les de alto riesgo, la exposiciéon ocupacional de personal médico y paramédico,
los trasplantes con donadores infectados y la transmisién vertical de madre
a hijo. Entre el 5 y 6 % de los bebés nacidos de mujeres infectadas contraen
la infeccion de sus madres y la mayoria de dichos infantes desarrollard una
infeccion cronica. Entre el 15 y 25 % de los adultos expuestos al virus podran
combatir la infeccién y recuperarse, pero entre el 75 y 85 % restante padecera
una infeccion crénica de por vida (Informe de PKID, 2005 [IN1]).

Actualmente se dispone de un tratamiento més eficaz para combatir la
infeccion aguda y cronica de hepatitis C: el interferon pegilado a—2a o v —2b
combinado con ribavirina, entre otros (Mangia et al., 2005 [MSM], Sullivan
et al., 2004 [SSD|, Sarrazin et al., 2001 [SHS|). Aproximadamente el 50 %
de los pacientes tratados en los ensayos clinicos, dependiendo del genotipo
de la hepatitis C, son capaces de eliminar el VHC y curarse por tanto de la
enfermedad (Sarrazin et al., 2001). Este tratamiento es altamente beneficioso
tanto para evitar la aparicion de cirrosis, como para reducir el niimero de
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pacientes que hubiesen requerido un trasplante hepatico por la evoluciéon
terminal de la cirrosis, o por haber desarrollado un carcinoma hepatocelular.

Ante esta problemética, los modelos matematicos pueden ser utiles para
contestar interrogantes bioldgicas relevantes relacionadas con la patogénesis,
la dinamica de la respuesta inmune y la efectividad del tratamiento con medi-
camentos. Por lo general, los modelos desarrollados para estudiar la dindmica
de una enfermedad viral en un individuo exploran la interrelacién entre las
células infectadas y las diferentes componentes del sistema inmune (células
CD87). Este tipo de modelos han redituado en el diseno de nuevas estrate-
gias terapéuticas para infecciones croénicas, como en el caso de la hepatitis C

y del VIH SIDA (Neumann et al., 1998 [PE2]).

2.2.2. Modelo matematico de la hepatitis C

Un modelo matematico que estudia la dindmica de la hepatitis C fue
propuesto en Avendanio et al. (2002) [AVN]. A continuacion se presenta una
breve revision del modelo antes mencionado, poniendo especial énfasis en
los resultados relevantes para los objetivos de la presente investigacion. El
modelo esta dado por el siguiente sistema de EDO’s:

Hs = ﬁs - kHsV - /‘LSHS
H. = kH)V —6H,T — p.H,

. 2.1
Vo= pHe— 'V (2.1)
. T
T = 0r (1 - ) V — urT
Tmax J

donde H,(t) es la poblacién (células/mm?) de hepatocitos sanos en el higado
al tiempo t. Se supone que se generan a una tasa constante (5 y mueren a
una tasa per capita us. H.(t) es la poblacion (células/mm?) de hepatocitos
infectados (enfermos) en el higado al tiempo ¢. Se supone que los hepatocitos
sanos H, son infectados y se convierten en H., con una tasa proporcional
al producto del ntiimero de hepatocitos sanos H por la carga viral V', con
constante de proporcionalidad k. V/(t) es la carga viral (cantidad de acido
ribonucleico (ARN) o material genético del VHC) que circula en la san-
gre al tiempo ¢. Se mide en unidades internacionales por mililitro de sangre
(UI/mL) o en copias/mL. Se supone que los VHC se producen dentro de un
hepatocito infectado H, a una razon de p viriones por hepatocito infectado
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por dia, y mueren a una tasa de mortalidad per capita puy. Y dado que los
hepatocitos infectados H. mueren a causa de la replicacion del VHC en su
interior, se supondrda que mueren a una tasa de mortalidad per capita .,
e > ps. T(t) es la poblacion (células/mm?) de células T citotoxicas al tiem-
po t, también llamadas células T' killer (células de tipo CD8* que destruyen
las células infectadas). Se supone que las células 7' citotoxicas destruyen a los
hepatocitos infectados H, a una tasa proporcional al producto del ntamero
de hepatocitos infectados H, por el nimero de células T killer, con constante
de proporcionalidad d. Bajo la presencia de los VHC, las células T citotoxi-
cas se reproducen de manera proporcional a la carga viral V' con una tasa
de saturacion fr (1 — T'/Tyax), donde Sr es la tasa de reproduccion de las
células T' citotoxicas al ignorar el supuesto de saturacion, y T,.. es el nivel
méximo de células T citotéxicas en el organismo. Por otro lado, se supone
que dichas células mueren a una tasa per capita de mortalidad pr.

Modelos similares han sido estudiados por Neumann et al. (1998) |[PE2],
Perelson (2002) [PE5]|, Ribeiro et al. (2003) [PE4] y Wodarz (2003) [WDR].

Un primer aspecto por resaltar es que el dominio de definiciéon del sistema
(2.1) con sentido biologico es el conjunto positivo:

R = {(H,,H.,V,T)" eR"|0<H,, 0<H, 0<V y 0<T} .

Aunque en realidad si p. > ps, se demuestra en Avendano et al. (2002)
[AVN], que la dindmica de este sistema esté restringida al subconjunto posi-
tivamente invariante con respecto al sistema (2.1): Q C R%:

OSHSSHMv()SHeSHM7 H5+He§HM7
0<V<Vyy0<T<Ty ’

donde Hy; = ﬁs/ﬁ‘m Vi = (p/MV)HMv Ty = (ﬁT/:UJ?F)VM < Twax, ¥ Py =
pr + (Br/Tmax) Vi - El conjunto ) es positivamente invariante con respecto
al sistema (2.1), en el sentido de que toda trayectoria solucion del sistema
(2.1) con condiciones iniciales en €2, vive en 2 para todo t > 0.

H); representa el tamano méaximo de la poblaciéon de hepatocitos sanos
en un milimetro ctbico de higado de un individuo sano, V), es la cantidad
maxima de viriones que todos los hepatocitos pueden producir durante toda
su vida media, y T) es el nimero méaximo de células T’ citotoxicas generadas
en un individuo con hepatitis C.

A continuacién se introduce el parametro umbral definido asi:

Ry = PP (2.2)
Mells by

0= {(HS,HQ,V,T)TER:{
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A Ry también se le llama nimero de reproductividad basico del
virus, pues su valor juega un papel central en el estudio cualitativo del
comportamiento global de las soluciones del sistema (2.1) (es decir, del com-
portamiento de la evolucién de la enfermedad hacia la cura, o bien hacia
la enfermedad cronica), con implicaciones relevantes para el tratamiento de
la hepatitis C. Es importante resaltar el significado biolégico de Ry: si una
carga inicial de virus Vo se introduce en un organismo sano con [s/pus cé-
lulas en un milimetro ciubico de higado sano, entonces estos virus producen
en promedio (kBs/puyps)Vo células infectadas durante toda su vida media. Y
como cada célula infectada produce p/u. viriones durante toda su vida media,
entonces (pkfBs/ ety its)Vo = RoVo es el nimero promedio de nuevos viriones
productidos por la carga inicial de virus Vi en un organismo sano.

Los resultados centrales del analisis del sistema (2.1) son:

A) Si Ry < 1, entonces el sistema (2.1) tiene un solo estado de equilibrio
admisible en €, el trivial Iy = (8s/us, 0,0, O)T, el cual es globalmente
asintoticamente estable (lo que dice que el individuo infectado, even-
tualmente, siempre se cura).

B) Si Ry > 1, entonces el sistema (2.1) tiene dos estados de equilibrio
admisibles en €2:
i) El trivial Iy = (8s/ps, 0,0, O)T, que es ahora inestable.
ii) El no trivial

I, — ( ﬂs IU/VV* V* ﬁTT'maoc‘/)’< )T
! EV* + s ’ p ’ ’ BrV* + prThax ’

que esta en el interior de 2 cuando p. > us, es localmente asintotica-
mente estable, y corresponde al enfermo endémico de hepatitis C.

Donde V* es la solucion positiva de la ecuacion cuadratica
AV*2 4+ BV*+(C =0,

el cual existe, es tnica, y satisface que 0 < V* < Vj; cuando Ry > 1. Los
coeficientes de la ecuacion cuadratica estan dados por

A = kﬁT/'LV (6Tmax + Me) >0,
B = 5BT,U/5,U/VTmaX + k,u/e,u/V,uTTmax - ﬂT,U/e,Us,UV(RO - 1) 5
C = —pepspyprTmax(Ro—1) <0 si Ry>1.
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2.2.3. Estrategia para la cura de la hepatitis C

Una estrategia para la curaciéon de un enfermo crénico de hepatitis C
de acuerdo con los resultados del modelo (2.1), es reducir el valor de su
parametro umbral Ry por debajo de la unidad.

Dado que

Ro = Hy—2—
Helby

donde H),; se puede considerar constante para un individuo, por lo que se
propone modificar bajo tratamiento solo los valores de k, p, e y py. Esto
sugiere, para la cura de un enfermo créonico de hepatitis C, el uso de al
menos cuatro medicamentos: una que reduzca la tasa k de infeccion a una
tasa critica k¢ (Figura 2.1 (a)), otra que reduzca la tasa p de replicacion viral
a una tasa critica p° (Figura 2.1 (b)), otra que aumente la tasa per cdpita p.
de eliminacion de células infectadas a una tasa per cdpita critica pé (Figura
2.2 (a)), y una mds que aumente la tasa per cdpita py de eliminacion viral
a una tasa per cdpita critica 1§, (Figura 2.2 (b)).

kC
(a)

Células <L Células _p, N
hepaticas @ /\/ hepéticas
sanas l Virus infectadas l Carga viral

C

p

(b)

Figura 2.1: Estrategia para la cura de la hepatitis C. (a) Virus infectando células
hepéticas sanas a una tasa k. Se propone reducir la tasa de infeccién a una tasa
critica k¢. (b) Células hepaticas infectadas produciendo carga viral a una tasa p.
Se propone reducir la tasa de replicacion viral a una tasa critica p€.

Asi que dada 0 < € < 1 de tolerancia, si se reduce el parametro umbral
Ry del enfermo cronico a un parametro umbral critico
kaC

MM,

R(c) = HM S 1— g,
entonces el enfermo se cura.

Finalmente, es muy importante observar que en el pardmetro umbral R,
no aparecen los parametros relacionados con la respuesta inmune (es decir,
con la poblacion de las células T citotoxicas), pues depende de solamente seis
de los diez parametros del modelo. Més atin, la variable de estado 7" no juega



2. Dinamica de enfermedades virales 41

Eliminacion de células infectadas Eliminacién de carga viral
He T He 0% T 0%
(a) (b)

Figura 2.2: Estrategia para la cura de la hepatitis C. (a) Aumentar la tasa p. de
eliminacion de células hepéaticas infectadas a una tasa critica p. (b) Aumentar la
tasa py de eliminacion viral a una tasa critica puf, .

un papel relevante en la dindmica de la hepatitis C, lo que sugiere eliminarla
del modelo. En el Capitulo 5 se retoma este hecho.

2.3. Dinamica de un modelo para el SIDA

2.3.1. Modelo estandar del SIDA

A continuacién se presenta un anélisis critico del modelo estandar del
SIDA, que se reporta en el articulo de Perelson y Nelson (1999) [PE1]. Mode-
los similares han sido estudiados por Perelson (2002) [PE5| y Perelson et
al. (1996) |PE3]. El modelo estandar que describe la dindmica del virus de
inmunodeficiencia humana tipo 1 (VIH-1) esta dado por el sistema:

1
Tmax

Ts = (s +ﬁsTs (]- -

Te = kTsV - ,ueTe
V = pTe - ,U/VV

) — pu Ty — KT,V
(2.3)

donde T,(t) es la poblacion (células/mm?) de células linfaticas sanas T CD4*
al tiempo ¢, que son el blanco principal de infeccion del VIH-1. T,(¢) es la
poblacion (células/mm?) de células T CD4" infectadas (enfermas) produc-
tivamente al tiempo t. V(¢) es la carga viral (cantidad de ARN del VIH-1)
(UI/mL o copias/mL) que circula en la sangre al tiempo t. Las células T} se
pueden crear desde las fuentes del cuerpo, como en las glandulas timus con
tasa constante ¢, y también son creados por proliferacion por una funciéon
logistica con tasa de proliferacion méaxima (s con constante de saturacion de
la densidad de la poblaciéon Ti,.c. El pardmetro pg es la tasa per capita de
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mortalidad natural de las células T;. Si la poblacién no rebasa de T,,,, en-
tonces s Tmax > ¢s. Las células T, son infectados ante la presencia del VIH-1
con una tasa constante de infecciéon k, es decir, la infecciéon ocurre cuando el
virus V interactia con células sanas T, causando la pérdida de células sanas
a una tasa de —kT,V, y la generacion de células infectadas T, a una tasa de
kET,V. La probabilidad de que un linfocito infectado (o sano) muera como
una funcion de tiempo o envejezca no es conocida. Se ha hecho un supuesto
simple: la tasa per capita de mortalidad de las células sanas es constante
v i para las células infectadas. Finalmente, se ha supuesto que el virus se
produce por células infectadas productivamente con una tasa promedio de p
viriones, y con una tasa per capita de mortalidad gy .

Es directo verificar que las trayectorias solucién de este sistema con valo-
res iniciales en Ri, viven en R‘j’r. Esto es asi, pues el campo vectorial asociado
al sistema (2.3) sobre cualquier trayectoria solucion en la frontera de R?, no
apunta al exterior de Ri. El siguiente lema garantiza que la poblacion de
células sanas T, no puede crecer arbitrariamente mas alla de T,..

Lema 2.3.1. 5%
qs — ,U/sTmax < 0 (24)

entonces, para V =0, TS< 0 st Ty > Tiax-

Demostracion. Si la desigualdad (2.4) tiene lugar y Ty > Ty, entonces
Gs — tsTs < qs — prsTmax < 0.Y como [T (1 — Ty/Tmax) < 0 si Ty > Thax

se sigue para V = 0, que Ts: qs — psTs + BsTs (1 — T/ Tnax) < 0. O

En lo que sigue se supondra que la condicion (2.4) es valida.

2.3.2. Estados de equilibrio

Los estados de equilibrio del sistema (2.3) (es decir, las trayectorias solu-

cion de (2.3) tal que T,=T,=V'= 0) se determinan resolviendo el sistema de
ecuaciones algebraicas:

T
0 = qs—i-ﬁsTs(l—T )—usTs—kTSV

0 = KT,V — u.T.
0 = pl. — 'V
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Estado de equilibrio trivial (o del individuo sano)

Este estado de equilibrio corresponde a la ausencia de virus (es decir, a
que V* =0). Si V* = 0 entonces T* = 0, y asi el sistema (2.5) se reduce a
hallar las soluciones positivas (si las hay) de la ecuacion cuadratica:

* ﬂs *
Gs + (B = p) TS — = (T7)* =0, (2:6)
Es directo verificar que la raiz positiva de esta ecuaciéon esta dada por
Tmax ﬂSQS
T, = —— — — pg)? +4—— 2.
T (Bs — 1s) + \/(Bs f1s)* + T (2.7)

Consecuentemente, el estado de equilibrio trivial es
]0 = (Ts*lu Ou O)T :

Donde T3, es el tamano promedio de la poblacién de células linfaticas
sanas en un milimetro ctibico de sangre de un individuo sano.

Lema 2.3.2. Si la condicion (2.4) tiene lugar, entonces

s

(1 - %) Tmax S Ts*l < Tmax .

Demostracion. La primera desigualdad se obtiene directamente de (2.7).
Ahora, véase que (2.7) se puede escribir como

1 Is 1 A qs
T = |=(1-22 —1-= Thnax
7|2 ( ﬂs) " \/4 ( &) BT

y como por hipotesis ¢ < psTmax, S€ sigue que

1 us) 1 ( us)2 Ihs
T < |2 (1=2)+4/>(1-2) +22 | Thnax
! 2 ( B \/4 B B

_1 " 1 " 2
= o ]-__S -1 — Tmax
2( ﬁ)* 4( +ﬁs)

o sea que, T < Thax - O
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Estado de equilibrio no trivial (o del enfermo crénico)

Este estado de equilibrio I} = (7%, T, V*)T corresponde al caso en que
Ve>0.

Si V* > 0 de la tercera ecuacion de (2.5) se obtiene que T} = ’u—VV*,
p
mientras que de la segunda ecuacion de (2.5) se obtiene que
* Hellv
T = 2.8
s2 kp ) ( )
y de la primera ecuacion de (2.5) se sigue que
1 qs T7
Ve == (8, — _ B, 2.9
k (ﬂ lu ) * Ts*2 ﬂ Tmax ( )
Definicion 2.3.1. Se define el pardmetro umbral del modelo (2.3) como
k
RO = P Ts*l .
Hefby

El significado biologico de Ry es el siguiente: si una carga inicial de virus
Vi se introduce en un organismo sano con TJ células/mm?® de sangre de un
individuo sano, entonces estos virus producen en promedio (k/py)T5 Vo célu-
las infectadas durante toda su vida media. Y puesto que cada célula infectada
produce p/ i, viriones durante toda su vida media, entonces (pk/pepy )T Vo =
RoVy es el nimero promedio de nuevos virtones producidos por Vo en un or-
ganismo sano. El parametro umbral Ry, también desempena un papel central
en el estudio cualitativo del comportamiento global de las soluciones del sis-
tema (2.3), es decir, del comportamiento de la evolucion de la enfermedad
hacia la cura, o bien hacia la enfermedad cronica (Secciones 2.3.3 y 2.3.4).
De (2.8) es inmediato ver que
_ Ts*l
Ts*2 '
Y de (2.6) con Ty = T se obtiene que
Ts*l ds
Bs — Ms = ﬂs Tmax - Ts*l .
Asi de (2.9), (2.10) y (2.11) se sigue que
1] qs e
vro Ly Sela
E|TY  RoTmax

Las dos proposiciones siguientes son consecuencia de (2.12).

Ry (2.10)

(2.11)

} (Ro — 1). (2.12)
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Proposicion 2.3.1. Si Ry < 1, entonces Iy = (T%,0,0)" es el unico estado

sl
de equilibrio admisible del sistema (2.3).

Proposiciéon 2.3.2. El estado de equilibrio I, = (T%, T, V)" del sistema
(2.3) es admisible si y solo si Ry > 1.

En este ultimo caso, se tiene que 0 < T35 < T2 (< Tiax)-

2.3.3. Estabilidad local de los estados de equilibrio

A continuacion se procede al estudio de la estabilidad asintotica local de
los estados de equilibrio Iy e ;. Para ello, se considera la matriz Jacobiana
del sistema (2.3), en todo punto del espacio fase, dada por

T
ﬁs(l—QTs)—us—kV 0 —kT,
‘](Tsa T, V) = m}?{/ —pe KT, (2'1?))
0 %

Proposicion 2.3.3. Si el pardmetro umbral Ry < 1, entonces el estado de
equilibrio trivial Iy = (T4, 0, O)T es localmente asintoticamente estable.

Demostracion. La matriz Jacobiana (2.13) evaluada en el estado de equilibrio
trivial Iy = (T7%,0,0)" resulta ser

T*

55(1—2T—51)—u5 0 —kT;

Jo = 0 e KT | (2.14)
0

p —Hv
De (2.7) se sigue que

T
Os (1—2T—51) — s =—VA con A= (B —ps)+4

Bsqs
Tmax

>0,

por lo que (2.14) se puede escribir como

Jo= e kT:1

0
0 P —Hv
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Claramente —v/A es un autovalor de .Jy , mientras que sus otros autovalo-
res son las raices del polinomio cuadratico:

T(A) = N+ (pte + )X + preprv (1 = Ro)

los cuales tienen parte real negativa si y sélo si Ry < 1.
En consecuencia, [ es localmente asintoticamente estable. O

Nota: Notese que si Ry = 1, entonces el polinomio 7(\) tiene al menos
una raiz igual a cero (en particular su parte real es cero) implicando que
el equilibrio Iy seria no hiperbolico. En esta situacion, ante la imposibilidad
de aplicar el Teorema de Hartman-Grobman (véase Arrowsmith y Place,
1990 [ARR]), la dindmica local del sistema no lineal, no la da la dinamica
del sistema lineal que lo aproxima en [y. En estos casos, tal dinamica se
determina recurriendo a términos de orden superior en el desarrollo en serie
de Taylor més una serie de transformaciones que llevan al sistema a una
version “candnica’, de la cual se puede obtener el espacio fase. Técnicamente
se les conoce como formas normales (véase Arrowsmith y Place, 1990 [ARR))
y hay un teorema que le da fundamento a este analisis local. Este es el
Teorema de la Variedad Central el cual se enuncia para sistemas de EDO’s
definidos por campos vectoriales F:R" - R" suaves, que tienen un punto de
equilibrio no hiperbolico en el origen (salvo una traslacion, lo que se diga es
valido aunque el equilibrio no sea el origen). Este teorema y otros resultados

(véanse Arrowsmith y Place, 1990 [ARR], y Carr, 1981 [CAR]):

1. Aseguran la existencia de una variedad invariante (la variedad central)
del flujo definido por el campo vectorial F que contiene al origen y es
localmente tangente al espacio propio formado por la suma directa de
los espacios propios generados por los vectores propios asociado a los
valores propios con parte real cero.

2. Dan la dinamica local (alrededor del origen) en términos de la dindmica
sobre la variedad central.

3. Dan una aproximaciéon a la variedad central con suficiente grado de
precision.

La importancia de este anélisis esta fuera de duda. Sin embargo, dado que
en el presente trabajo la estabilidad global del equilibrio, es la fundamental y
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ésta se determina echando mano del Teorema de LaSalle-Lyapunov (LaSalle,
1960 [LSL|) (Seccion 2.3.4), entonces salvo este comentario que previene al
lector sobre lo fino y conveniente (por completez en interés mateméatico en
si) de llevar a cabo el analisis no lineal, aqui no se abundara méas sobre el
particular.

Proposicion 2.3.4. Si el pardmetro umbral Ry > 1, entonces el estado de
equilibrio no trivial I = (T2, T, V*)T es localmente asintoticamente estable.

Demostracion. La matriz Jacobiana (2.13) evaluada en el estado de equilibrio
no trivial I; = (1%, T, V*)" resulta ser:

*

T
55(1—2 SQ)—,uS—k;V* 0 —kT%
Jy =

Tmax
kV* —pe  KT%
0 p 0%

(2.15)

Pero de la primera ecuacion de (2.5) con Ty = T4% y V = V*, se sigue que

T 1 (T%)°
s 1-2 2 - Ms — EV* = — s s =2 )
’ ( Tmax) g T (q M. )

y por ello, (2.15) se puede escribir como

b0 kT
o= | wv - kT |
0O p —wv

! (12)°
b= : . 2.1
T3 <qs O T (210)

donde

Asi, el polinomio caracteristico o(\) asociado a J; viene dado por

A+0b 0 kT?,
o(A) =det(\ — 1) = | —kV* A4+ p. —kT%
0 - A+ puy

Desarrollando por menores sobre la primera columna, resulta que

kp
Helby

o) = e 0) [0 Gt s (1= )| T,
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e . k
Y como T3, = m, se tiene que 1 — P

kp Helby

T7, = 0; por lo que

o(A) = (A+b) [N+ (ke + )N + EpTHV",

0 sea que
c(A) = X’ + (a+ b)A\* + abA + ¢, (2.17)
donde
a=pe+py, c=kEpIHV" (= pepvkV”)
y b dado por (2.16).

Por el criterio de Routh-Hurwitz (Gantmacher, 1960 [GNM]), el polinomio
cibico () sera estable si

a+b 1
Ai=a+b, Ay = det . ab':a(a—l—b)b—c,
y
a+b 1 0
A3:det C ab a+b :CAQ,
0 0 c

son todos positivos.

Asi, todo se reduce a verificar que Ay = a(a + b)b — ¢ > 0, el cual se
cumple (Perelson y Nelson (1999) [PE1]).

Por lo tanto, I; es localmente asintéticamente estable. O

2.3.4. Estabilidad global del estado de equilibrio trivial

En lo que sigue se investigara bajo qué condiciones el estado de equilibrio

trivial Iy = (T, 0, O)T es globalmente asintéticamente estable.

Sea
; 0<T, <Th, 0< T < Thua,
Qo =< (T, T., V)" € R , (2.18)
O§T5+Te§Tmax y OSVSVM
que se muestra en la Figura 2.3, donde V), = ﬁTmax.
123%

Claramente Iy = (17,0,0)" € Q.
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y
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|

1

! Qo

: (Oa Tmaxa O)T
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!

: Te

. Io = (T7,0,0)7

(Tmax; 07 O)T

T

Figura 2.3: Region €2y positivamente invariante.

Tmax . Tmax
Lema 2.3.3. 51 T} < 5 ost T7 > 5

ﬁsTmax S _4 (qS - MsTmax) ! B (219)

entonces el conjunto Qy dado por (2.18) es positivamente invariante con res-
pecto al sistema (2.3).

Demostracion. Por ver que el campo vectorial definido por el sistema (2.3)
sobre la frontera de )y, no apunta hacia afuera de €)y. Pero esto es claro
sobre las caras T, = 0,1, =0,V =0y V = V,,.

Cara T, = T7,. El vector normal unitario apuntando hacia afuera de {2y
sobre esta cara es n = (1,0,0)7. Asi se tiene que

(Tsa Tea V) 'n

— T,

T=Ty T=T}

*

T
= ¢s+ B:Th (1 — T—51> — u T — KTHV .

Dado que (2.6) es equivalente a ¢ + (5 (1 — T3 /Tmax) — psTe; = 0, se
sigue que
(Tsa Tea V) "n

'En particular, se debe verificar que qs < ttsTinax-

= —kT5V <0.

Ts=T5
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Lo que dice que el campo vectorial en cuestiéon, apunta hacia adentro de
2y, salvo en el segmento de recta: Ty, =715, 0 < T, <T%, V =0, donde no
apunta hacia fuera de €.

Sea C' la cara definida por T + T, = Tjhax con 0 < Ty < T . El vector
normal apuntando hacia afuera de ) sobre esta cara es n = (1,1,0)7. Asf

se tiene que
- (81
c c

(Tsa Tea V) ‘n
T
= (QS + ﬂsTs (1 - T ) - ,UsTs - ,U/eTe)

Luego usando el hecho de que p. > s, se sigue que

. T.
()] = (wran (1o )
C Tmax

y como
T*
.= ST* o ST* 1_ sl ’
qs = psIsy — B 51( Tmax)

C

— thsTmax s (2.20)
c

es posible reescribir (2.20) como

(Tsy Tea V) 'n

donde

S —Ms (Tmax - Ts*l) + ﬁs [¢(Ts)|c - ¢ (T;kl)] ’ (2‘21)

WT) =T, (1— L )

C

Tmax

De lo cual se tienen dos casos a estudiar:
a) Caso T < %Tmax.

Asi, si T < %Tmax entonces ¥ (Ts) — ¥(TH) < 0 para 0 < T, < T4 .
Consecuentemente, de (2.21) se sigue que

(Tsy Tey V) 'n

lo que dice que el campo vectorial definido por el sistema (2.3) apunta hacia
adentro de )y sobre la cara C.

< 0,

C
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b) Caso T3 > %Tmax.

Ahora, si T, > %T max, considérese el punto 0 < T3 < %T max tal que
Y(Tx) = ¢(T) (véase Figura 2.4). Luego, si 0 < Ty < T < 3Tmax se
estd en la situacion del caso antes tratado, y el campo vectorial asociado al
sistema (2.3) apunta hacia dentro de €.

(4

*ok 1 *
0 Ts 1 2 Tm ax Ts 1 Tm ax

Figura 2.4: Grafica de v.

Por otro lado, si T3 < T, < T7; , entonces

o1 < o) < v (1) = T, (2.22)
Luego, de (2.21) y (2.22) se obtiene que
(TTv) | < e (T = T3) + s (w (Tf;) — (T;))

Tinax .
= s (Tnax — T3y) + Bs ( -9 (Tsl>)

C

4
= (T3 — Bt (T51)] — Tonax (,Us - %) )

y dado que g5 = usT5; — B¢ (T37), se sigue que

(T&Tea V) -n S qs — Tmax (,U/s - %) )

(Tsa Tea V) -n S s — ,LLsTmax + &Tmax )
c 4

de donde se concluye que si la condicion (2.19) tiene lugar, entonces para el
caso T3 > %Tmax, se verifica que

(Tsy Tey V) ‘n

O sea que

< 0.

c
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Lo que dice que el campo vectorial definido por el sistema (2.3) no apunta
hacia fuera de €2y sobre su cara C. O

Asi que basta considerar la dindmica de evoluciéon de la enfermedad del
SIDA sobre este conjunto {2y invariante positivo.

Con el objetivo de investigar la estabilidad global de Iy, se introduce la
funcion U : Qy — R, :

U(Ty,T., V) = pT. + p.V .

En el siguiente lema, se prueba que ésta es funciéon de Lyapunov para el
sistema (2.3) y para el estado de equilibrio .

Lema 2.3.4. 5t Ry <1 entonces U <0en$y.

Demostracion. La derivada de U a lo largo de las trayectorias soluciéon de
(2.3) esta dada por

T
U= (VU)T ’ (TsaTeav) =pTe +pe V= —pepty (1 - P Ts) V.

Helby
Pero como Ry = P T, se tiene que
Helby
. T,
U= —He by (]_ — Ro) V. (223)
Tsl

Y dado que Ry < 1, se sigue que en g U< —tepty (1 — Ro)V <0. O

Ahora, se aplicara el Teorema de LaSalle-Lyapunov que a continuacién
se enuncia y cuya demostracion se puede encontrar, por ejemplo, en LaSalle

(1960) [LSL]):
Teorema 2.3.1 (LaSalle-Lyapunov [LSL|). Sea D un abierto conexo de R",
f D — R" continua y localmente Lipschitz, y 2 C D compacto y posi-

tivamente invariante con respecto a Y = f(y). Sea U : D — R una fun-
cion continuamente diferenciable en D tal que U > 0 en (), y su deriva-

da U < 0 a lo largo de las trayectorias solucion de ¥ = f(y) en Q. Sea
E={yecQ|U(y)=0} y M el mdzimo conjunto invariante contenido en

E. Entonces, cualquier trayectoria solucion dey = f(y) con condicion inicial
en €2 se aproxima a M cuando t — oo .
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Asi que por el Teorema de LaSalle-Lyapunov 2.3.1, toda trayectoria so-
lucion del sistema (2.3) con condicion inicial en g, se aproxima al maximo

conjunto invariante contenido en E = {(T,,T., V)" € Q | U= 0}, cuando
t— 00.

Ahora, se demuestra el siguiente lema que garantiza que toda trayectoria
solucion del sistema (2.3) que inicia en E, converge asintoticamente al estado
de equilibrio .

Lema 2.3.5. Toda trayectoria solucion del sistema (2.3) con condicion ini-
cial en E, converge asintoticamente al estado de equilibrio 1.

Demostracion. De (2.23) se sigue que {7 = 0 si y solo si

T*
V=0 b) T,=->=L.
) o b L=
Si V = 0 entonces V= 0, luego de la tercera ecuacion del sistema (2.3) se
sigue que T, = 0. Esto es, si V = 0 entonces el sistema (2.3) se reduce a

: T,
TS:qs+ﬂsTs(1—T )—MSTS, T.=0, V=0. (2.24)

SiTs =T4/Roy Ry < 1, entonces Ty = T2 /Ry > T% . Lo que implica
que Qo N{(Ts,T., V)T e RS : T, =T%/Ro} = 0. Esto es, si Ry < 1 entonces

el caso (b) no tiene lugar. Y si Ry = 1, entonces (b) significa que Ty = T,

lo que implica que Ts= 0, luego de la primera ecuacion del sistema (2.3) se

sigue que V' = 0. Asi, en esta situacion, el sistema (2.3) se reduce a
T,=T4, T.=-pT., V=0. (2.25)

En ambos casos (a) y (b) se tiene que las soluciones de los sistemas res-

tringidos (2.24) y (2.25) convergen asintdticamente a la solucion de equilibrio
trivial Iy = (T7%,0,0)". O

Como consecuencia de los Lemas 2.3.3, 2.3.4 y 2.3.5, se ha probado el
siguiente teorema que es la aportacion mas importante en este punto.

Teorema 2.3.2. Bajo la condicion (2.4) y si la condicion (2.19) tiene lugar,

y ademas Ry < 1, entonces el estado de equilibrio trivial 1y = (TS*I,O,O)T es

globalmente asintdticamente estable en un conjunto 2 C Ri que contiene a
Qo .
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El Teorema 2.3.2 tiene un significado tedrico relevante, pues predice la
cura de un enfermo de SIDA bajo tratamiento. Aunque este mismo resultado
se encuentra implicito en el trabajo de Perelson y Nelson (1999) [PE1], aqui
se presenta formalmente y se establece su prueba en funcion del parametro
umbral Ry. En la Figura 2.5, se presenta el espacio fase del sistema (2.3) que
ilustra la estabilidad asintotica global del estado de equilibrio 1.

2500 -
2000 -
1500

1000

500

oo

10
T. 1200 1200 T

Figura 2.5: Espacio fase del modelo estandar del SIDA cuando Ry = 0.9. Las
trayectorias que inician en una vecindad local biolégicamente admisible de Iy no
crecen mucho, lo que significa que la carga viral correspondiente tampoco crece
mucho antes de iniciar el descenso hacia el punto de equilibrio global.

En la Figura 2.6 se presenta un ejemplo de la evolucion de las células T
CD4™ sanas e infectadas y carga viral del VIH-1. En el caso en que hay cura se
usaron los valores: ¢, = 10, 8, =3 x 1072, uy = 2.25 x 1072, k = 6.75 x 107°,
e = 0.3, p = 2.65, py = 0.53, Thhax = 1200. En este caso: T); = 800,

¥ = 888.89 y Ry = 0.9. En el caso del enfermo endémico se usaron los
valores: ¢; = 10, 3, = 0.12, u, = 7.6667 x 1072, k = 2.5 x 1074, u. = 0.5,
p = 212, py = 0.53, Thax = 1200. En este caso: T3 = 600, T, = 500,
Tr=13.33, V*=53.33 x 10° Ul/mL y Ryg = 1.2.
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células/mm? X 10° UI/mL
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Figura 2.6: Evolucion de las células T CD4" sanas e infectadas y carga viral del
VIH-1. Caso en que hay cura: (a) y (b). Caso del enfermo endémico: (c) y (d).

En resumen, se tiene la siguiente conclusion:
Conclusion 2.3.1. Bajo la condicion (2.4):

A) Si la condicion (2.19) tiene lugar y Ry < 1, entonces Iy es el unico
estado de equilibrio admisible del sistema (2.3), el cual es globalmente
asintéticamente estable en un congunto Q C R3 que contiene a €y .

B) Si Ry > 1, entonces el estado de equilibrio no trivial Iy es admisible y
es localmente asintoticamente estable. El estado de equilibrio trivial I
es inestable, y se tiene que 0 < T < T < Thhax-

C) De la definicion del parametro umbral Ry, se concluye que para la cura
del SIDA se requiere de al menos cuatro drogas, como ocurre con la
hepatitis C.

En el siguiente capitulo se introducen las ecuaciones de sensibilidad que
se requieren resolver para aproximar la solucién del problema de Min Q’s no
lineal por el método de Gauss-Newton. Se definen los intervalos de confianza
de los parametros estimados, y se describe brevemente el paquete DIFFPAR.



Capitulo 3

Sensibilidad de parametros en
EDO’s

3.1. Introduccion

En este capitulo se deducen las ecuaciones de sensibilidad que se requie-
ren resolver para aproximar la soluciéon del problema de Min Q’s no lineal
(1.29) por el método de Gauss-Newton. También se hace una breve introduc-
cion sobre el analisis de incertidumbre de las variables de estado a cambios
de valores de los parametros (Seccion 3.3), asi como una breve introduccion
sobre los intervalos de confianza. En la Secciéon 3.4, se escriben las ecuacio-
nes de sensibilidad del modelo reducido de la dindmica de la hepatitis C
dado por (5.1), y se describe brevemente la informacion que el usuario debe
proporcionar a DIFFPAR, para resolver el problema de Min Q’s no lineal
correspondiente.

o6
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3.2. Ecuaciones de sensibilidad

Para evaluar la funcion objetivo ¢g(#) dada en (1.30) y el Jacobiano Jp(6)
de F para valores dados del vector de parametros 6 [ver (1.17) y (1.27)], se
necesita integrar numeéricamente el problema de valores iniciales (1.20) desde
to hasta t; para ¢ = 1 : m para 6 dada. Con ello se determinaré el valor del
vector de las variables de estado y(t;) para i =1: m.

Dada 6F = (BT, )T resolver el problema de valores iniciales

y.:f(tayaﬂO)a

en el intervalo [to,t,,] pasando por tq,%s,...
y(tz) - @(ti;tmn()?ﬁ())) 1=1:m.

Si g(fy) es el minimo o satisface algin criterio de paro, el proceso termina.
En caso contrario, se calcula A solucion segun (1.17) de

T (00) Tr(00) A0 = Ji(6o) (Y = F(60)) .

y(to) =no,

,tm_1, para obtener valores de

(3.1)

si JE(0y)JJr(6y) es definida positiva, y se elige 6; = 0y + A6 como el primer
punto de descenso. El Jacobiano Jg(6y) segin (1.27) estéa dado por

[0 0
%(to;no,ﬁo) ‘ 8_(5(%3770750)
I, . 9o,
JF(QO) _ %(tlv Mo, BO) ‘ a_n(tla Mo, BO) c R(m—l—l)nx(p—i—n) : (32>
‘ |
0 0
_ %(tm;UmﬁO) | a_j;(tmﬂloaﬁo) _

0
por lo que es necesario determinar 8_§(m y

9
on

(t;) coni=0:m.

Si @(t;to,n, B) es la solucion del problema de valores iniciales (1.20) con
y(to) = n, entonces

t
pltitonB) =+ [ Fls.plsiton, 5),5)ds. (33)
to
Si se deriva (3.3) con respecto de 7 se obtiene
Op of Oy
— = Lixn ——ds, 3.4
on "y, Oy on 34)
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donde gﬁ(to) = I,,xn, y derivandolo con respecto de (3 se obtiene
n
Op _on [ (31‘ Op 0f)
Fe_ gy [ (L2 9 s, 3.5
o 98 J, \Oydp 9P 35
0p on . L : :
donde %(to) = %(to) = 0 si el valor inicial n(ty) = 1o es independiente

del vector de pardmetros (3.

Si se derivan las ecuaciones (3.5) y (3.4) con respecto de t, se obtienen
dos sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden con valores
iniciales, dados por

. 8770
vs = fyps+ [5, ws(to) R 0 (3.6)
()0-77 = fy(pna Spn(tO) = In><n

donde f, y f3 se pueden determinar directamente del modelo.

Las incognitas ¢g y ¢, son justamente las funciones desconocidas que
habia que determinar en (3.2). Los dos sistemas de (3.6) forman el sistema
matricial de EDO’s de primeras variaciones que se dan en (1.32) de la Seccion
1.3. Las ecuaciones del sistema (3.6) también se les llama ecuaciones de
sensibilidad, ya que su soluciéon indica qué tan sensibles son las variables
de estado a cambios en los parametros del modelo. Por ejemplo, la solucién
de la j—ésima columna del primer sistema de (3.6) es el vector solucion de
sensibilidad de las variables de estado respecto al j—ésimo pardametro (3);
del modelo. Las funciones ¢g y ¢, se llaman coeficientes de sensibilidad
local del modelo. Estos coeficientes no solamente se requieren para evaluar
los Jacobianos en el proceso de optimizaciéon, sino que se pueden usar para
hacer analisis de incertidumbre en el calculo de las variables de estado, y en
la reducciéon de modelos no lineales complejos.

Si Yy = (y17y27“‘7yn)T7 f = (flvaw“ufn)Tu ﬁ = (ﬁlaﬁ??‘”aﬁp)T y

n = (n1,M9,...,nn)", entonces los sistemas (3.6) se escriben como:

91 ofh O .. 9A oy f1

0Bi oy Oy2 Oyn 0Bi 0Bi
g | e op ofs ... o | | fe s,
— | 9B = | O0n O Oyn 0B; + | 96 (3.7)
a | : L : :

Opn Ofn Ofn ., Ofn O¢n Ofn

9B Oy1 Oy Oyn 9B 9P
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con valores iniciales:

[ Op1 T [ onY ]
aB; (tO) 5 ,811-
Op2 (t ond
a5 (fo) 2
Bi = 0p: , 1=1:p,
Jdon 877%
L aﬂz (to) _ L 8/61 .
y
Op1 oHn oh ... Oh 1
i dy1  Oy2 OYn i
d Op2 Ofe 0fe .. Of2 92
- on; — Oy1 Oy Ayn on; (3 . 8)
dt : : S ; :
Opn Ofn Ofn ... Ofn on
i dy1 Oy OYn i
con valores iniciales:
Op1
on; (t()) 61@
9p2
on; (to) _ 62Z _ 1 .
. - ) v = ‘n,
Opn
an; (to) 5711

donde

0 sii#j
si i =7
es la delta de Kronecker.
Si se resuelven simultdneamente los problemas de valores iniciales (1.20)
y (3.6), se necesitarian resolver 2n EDQO’s para cada parametro, en total
2n(p+mn) EDO’s para avanzar de ty a t;. Una estrategia que usa por ejemplo
Leis y Kramer (1988) [LE2] es resolver primero el problema de valores iniciales
(1.20), y luego usa la solucién obtenida para construir (interpolar) f, v f3
para resolver el problema de valores iniciales (3.6). Es claro de (3.7) y (3.8)
que el sistema asi desacoplado, requiere para encontrar ¢s(t;) y ¢, (t;) resolver
desde ty hasta t;, (p 4+ n)n problemas de valores iniciales mas el problema de
valores iniciales (1.20), un total de (p+n+ 1)n problemas de valores iniciales
para cada t;, i = 1 : m, que desde luego es menor que 2n(p + n).
Una vez determinado 6; = ((31,11), se resuelve el nuevo problema de
valores iniciales

y-: f(ta Y, ﬂl) ) y(t0> =M,
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sobre el intervalo [to, t,,] pasando por ¢y, ts, ..., t,_1, para obtener la solucion
y(t:) = p(tisto,m, /), i =1:m.

Si g(61) es el minimo o satisface algin criterio de paro el proceso termina.
En caso contrario, se repite el proceso anterior para determinar un segundo
punto de descenso 0, = 0; + Af. El proceso continda hasta convergencia.

Los sistemas (1.20) y (3.6) se pueden integrar de ty a t1, luego de t; a to,
y asi sucesivamente hasta t,,_1 a t,,.

3.3. Analisis de incertidumbre

La incertidumbre o desviacion de las variables de estado a cambios de los
valores de los parametros (Kohn, 2001 [KHN]), esta dado por

Ay(t) = / [F(s,9(s). 8+ AB) — F(ty(s), B)] ds.

to

Sin embargo, el error que se introduce en la integraciéon numérica puede
dar lugar a errores muy grandes en Ay(t). Una alternativa es relacionar Ay(t)
con A a través de la matriz de sensibilidad S(t) con S;; = 0y;/005; . En este
caso, la incertidumbre puede ser aproximado por

Ay(t) = S(t) . (3.9)

La aproximacion (3.9) es valida solo cuando A es suficientemente peque-
no. Sin embargo, para sistemas con fuertes interacciones entre las variables,
un incremento pequeno AJ no es practico, porque podria acumular errores
de redondeo muy grandes.

La desviacion de la variable de estado y;(t) se obtiene de (3.9) como

Ayi(t) dyi(t) Ayi(t)
9 9% e
donde S;(t) es la i—ésima fila de la matriz de sensibilidad S(t) dada por

Si(t) = Ayi(t) _ [9yi(t) dyi(?) Oy (t)
(2 - 8/6 —_— 8/61 8/62 o e a/@p .

La desviacion relativa de la variable de estado y;(t), en relacion a los
cambios relativos de los pardmetros del modelo es
Ayi(t) Ap
— = = AS;(t) 7=, (3.11)
yilt) 18]]2

Ay(t) = Si(t)AB = AP+ APy -+ Ay, (3.10)
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donde

18]
vi(t)
se le puede llamar trayectoria de sensibilidad relativa del modelo. Una
escritura alternativa para la ecuacion (3.11) es

Ayi(t) ~ Be Oyi(t) ABy
vilt) = wilt) 9B (B)e

La ecuacion (3.11) muestra la influencia relativa del vector de parametros
sobre la variable de estado y;(t), y la ecuacion (3.12) muestra la influencia
de cada parametro (3) sobre y;(t).

La fiabilidad de un modelo matemaético se refleja en los valores numéri-
cos de los coeficientes de sensibilidad. El modelo debe ser sensible a cambios
grandes en los valores de los parametros (relativo a errores experimentales
tipicos). De lo contrario, si un rango amplio de valores de los pardmetros
produce la misma conducta (por ejemplo, cuando |0y; /90| << 1), no seria
posible identificar los valores correctos de los parametros en la simulaciéon. Por
lo que la estructura del modelo serfa dudoso, y serfa recomendable revisarlo.
El modelo debe también ser robusto con respecto a pequenas incertidumbres
en los valores de los parametros (relativo a errores experimentales tipicos, por
ejemplo, cuando |Qy; /0B = 1y |ABk| << 1). De lo contrario, si errores pe-
quenos en los valores de los parametros produce movimientos suplementarios
grandes dados por (3.9), entonces la prediccion de modelo no seria confiable.

AS(t) =:

Si(t),

(3.12)

3.3.1. Intervalos de confianza
Bajo el supuesto de que 0 es razonablemente bien calculado y si
9(0) - 9(6")

para algin ¢ > 0, se sigue del desarrollo de Taylor de segundo orden para
g(0) en una vecindad de 6 que

<e

~

9(0) = g@) + 50— BT HE - 5) (3.13)

~

donde H = H(#) es el Hessiano de la funcion objetivo g(¢) dado por (1.30).
Si H es definida positiva, se sigue de (3.13) que

(6 —)TH(O— ) < 2, (3.14)
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el cual determina un elipsoide en RP*" llamado la e—regién de indiferen-
cia. Si v € RP™™ es un vector propio de H (es decir, Hv = \v) y satisface la
igualdad en (3.14), entonces ||v]2 = y/2¢/\. Puesto que los p + n vectores
propios de H forman los ejes principales del elipsoide, entonces el eje deter-
minado por el vector propio més chico es la direccién en el espacio © donde
f puede ser muy mal condicionado. R

Se le asocia un intervalo de confianza ~(v) a 6 como la proyeccion de

f sobre un vector unitario v € RP*™  definido por
070 — v (v) < 0T < 0TO + y(v).

Si P es la matriz de covarianzas de los elementos de A§* = §— 0*, entonces
~v(v) = ko,, donde k depende del nivel de confianza elegido (para un nivel
del 95 %, k = 1.96, Bard (1974) [BRD]) y 02 es la varianza esperada para 0
en la direcciéon v, calculada como o2 = vT Pv. El intervalo de confianza
para la t—ésima componente de 8 se obtiene con vi=1ywv;=0,7#1,es

decir R
’(Q)i — (0%)s

donde la varianza esperada es 07 = P;; (la i—ésima componente de la diagonal
principal de P).

Sea S = S(t)) la matriz de sensibilidad asociada a las ecuaciones varia-
cionales (1.32) definida por

G

-~

0 N . .
Sij(tk):%%(thtoﬂlaﬁ); t=1:n,j=1:p+n, k=0:m,
J

y bajo el supuesto de que los residuales son razonablemente pequenios (caso
del método de Gauss) se tiene que

m

H 22 (S(tk) WiS(t)

k=0

y cuando H es definida positiva, P = H~! (Bard, 1974 [BRD]). As{ que en
este caso, los intervalos de confianza (3.15) se convierten en

\@i 0 <k JHSY, i=1:ptn

donde HZ-(;D es la i-ésima componente de la diagonal principal de la matriz
H-L,
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3.4. FEcuaciones de sensibilidad del modelo re-
ducido

Se calculan los sistemas de ecuaciones de sensibilidad del modelo reducido
(5.1) que se deduce en la Seccion 5.2. Estos sistemas son los que se requieren
resolver para cada evaluacion de la funcion objetivo g(#) correspondiente.

Si B = (Bs, k, s, fe, P, uv)T € Ri es el vector de parametros, y n =
(Hso, Heo, Vo)* € R?. son las condiciones iniciales del modelo reducido (5.1),
entonces el espacio de pardmetros admisibles O, esta dado por los vectores
positivos 0 = (B, k, s, fte, D, v, Hso, Heo, VO)T € R% . Asi que en total, hay
que resolver 10 sistemas con 3 ecuaciones cada una en cada evaluacién de
g(0). Puesto que los Jacobianos del modelo son

—us—kV 0 —kH;
fy = kV —He kH,
0 P v

1 -H,V —-Hy; O 0 O
fﬁ = O HSV O _He O 0 5
0 0 0 0 H, -V

entonces, los sistemas a resolver estan dados por el sistema (5.1) y 9 sistemas
de ecuaciones de sensibilidad. Uno de estos sistemas es

o —ps—kV 0 —kH, e —H,V
d |, ,
- o | = KV o —pe  kH, oh. 4+ | HYV
oV ov
ok 0 p —Hv Ok 0

Una lectura de este sistema es: la tasa de cambio de la variacion de células
hepdticas sanas y enfermas con respecto a la tasa de infeccion, son altamente
senstbles a cargas virales grandes; mientras que la tasa de cambio de la va-
riacion de la carga viral con respecto de la tasa de infeccion es insensible a
la densidad de células hepdticas sanas y enfermas, y de la carga viral misma.

Lecturas similares se pueden hacer de los otros 8 sistemas de ecuaciones
de sensibilidad.
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3.4.1. Breve descripcion de DIFFPAR

DIFFPAR es un software escrito en MATLAB, y se puede obtener gratui-
tamente en el directorio publico ftp://ftp.cs.umu.se/pub/. Esta basado sobre
un algoritmo tipo Gauss-Newton con regularizacion local (Edsberg y Wedin,
1995 [EDS]), para encontrar un minimo local de la funciéon objetivo ¢(#) dada
por (1.30), del problema (1.29) de minimo de cuadrados no lineal con pesos.
El software usa un algoritmo que se basa sobre el método de Runge-Kutta de
tercer orden, cuando el problema de Cauchy dado por (1.20) es no stiff, y usa
un método BDF también de tercer orden para problemas stiff. En muchas
aplicaciones como el que nos ocupa, se requiere que las entradas del vector
de parametros # optimizado sean no negativas, y para conseguirlo es posible
iterar en DIFFPAR con parametros logaritmizados 1) = In 6.

El programa de interface grafico de DIFFPAR es el dp_gui.m, que se ac-
tualizo para ser ejecutado en ambiente MATLAB 5.3 en adelante. El usuario
debe proporcionar por lo menos la siguiente informacion:

. El modelo ¥ = f(t,y, ().

. Los Jacobianos f, y fsz del modelo.

. La Tabla T de datos dada por (1.25).

. La matriz W de pesos en los datos.

. El vector de parametros iniciales .

. El vector de condiciones iniciales 7 .

. Iterar con o sin parametros logaritmizados.
. Tipo de EDO’s: stiff o no stiff.

. Factor de tolerancia para resolver el sistema de EDO’s.

© 00 ~I O U R W N

—_
)

. Tolerancia para la optimizacion.

—_
—_

. Un numero méximo de iteraciones.

El sistema de EDO’s se resuelve con una tolerancia igual al factor de
tolerancia dada por la tolerancia para la optimizacion. DIFFPAR también
realiza un anéalisis estadistico de la estimacion final, y calcula el intervalo de
confianza de cada parametro estimado.

En el siguiente capitulo se aborda el problema de identificabilidad de
parametros en EDQO’s.



Capitulo 4

Identificabilidad de parametros en
EDO’s

4.1. Introduccion

En este capitulo se investiga el problema de identificabilidad de parame-
tros en EDOQO’s, que consiste en dar condiciones suficientes para garantizar la
existencia y unicidad de al menos un minimo local 8* de la funcién objetivo
g(0) dada por (1.30). Se prueban resultados relevantes como la Proposicion
4.3.1, donde se establece la coercitividad de g(f) respecto a condiciones ini-
ciales 7, y el Teorema 4.4.1 que da condiciones para la coercitividad de g(0)
respecto a parametros (3. El resultado tedrico més importante que se aporta
es el Teorema 4.5.1 que da condiciones para la identificabilidad de 6*, en el
caso de que el sistema de EDQO’s sea lineal con respecto a [3.

65
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4.2. Concepto de identificabilidad

La técnica natural para tratar problemas de Min Q’s es la de sucesiones
minimizantes.

Es claro que la funcién objetivo ¢(6) dada por (1.30) del problema de Min
Q’s (1.29) es acotada inferiormente, pues g(#) > 0 para toda 6 € ©. Ademas,
sia= eigcg g(0), entonces existe una sucesion {6, },>1 en © tal que

1
a<g(l,) <a+—, paratoda n>1,
n

por lo que {6, },>1 se puede elegir de tal manera que la sucesion {g(6,,)}n>1
sea monotona decreciente. De aqui la siguiente definicion:

Definicion 4.2.1. Una sucesion {0,},~, C © en RP*" se dice minimizante
de la funcion objetivo g(0), si satisface las dos condiciones siquientes:

A) g(enJrl) < g(en)a n 2 07
B) lim g(0,) = inf g(6).

Bajo el supuesto que el problema de Min Q’s (1.29) tiene solucion (es
decir, existe 0* € © tal que g(6*) < g(#) para toda 6 € ©), la forma de
aproximar dicha solucién es construyendo una sucesién minimizante {6, }, <,
de g() en © convergente sobre O, es decir, existe §* € © tal que 0, — 0" y
si g(#) es continua en 6*, entonces

g(0*) =lim ¢(6,).

n—oo

Definicion 4.2.2. Un problema de Min Q’s (1.29) se dice estable si toda
sucesion minimizante de g(0) es convergente en ©.

Definicion 4.2.3. Un problema de identificacion de parametros en EDQO’s
se dice que es:

A) Identificable si el problema asociado de Min Q’s (1.29) es soluble
localmente (es decir, existe 8* € O solucion unica de (1.29) en una
vecindad de radio r > 0 de 0*).

B) Identificable estricto si el problema asociado de Min Q’s (1.29) es
soluble globalmente (es decir, existe un unico 0* € © tal que g(0*) <
g(0) para toda 6§ € O©).
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Para fines practicos es suficiente que el problema sea identificable.

Definicion 4.2.4 (Tikhonov [TKH]|). Un problema de Min @Q’s (1.29) se
dice bien planteado, si satisface las dos condiciones siguientes:

A) Es identificable estricto.
B) Es estable.
Y se dice que es mal planteado si no es bien planteado.

Se plantean las siguientes preguntas: ;Bajo qué condiciones es identifica-
ble el problema de identificacion de pardmetros en EDO’s? jEs el problema
de identificaciéon de parametros en EDO’s mal planteado?

Para investigar posibles respuestas a las preguntas anteriores, se conside-
ran las siguientes definiciones:

Definicion 4.2.5. Una funcion objetivo g : © C RPF™ — [0, 00] se dice
propia si existe 6 € © tal que g(f) < +00.

Definicion 4.2.6. Una funcion objetivo g : RPT™ — [0, 0] se dice coercitiva
St
0) = +4o00.
l16ll2—o0 9(0)
Definicion 4.2.7. Una funcion g : © C RPY" — [—o0, 00| se dice estricta-
mente convezxa, si © es convexo y se salisface que

gt + (1 —t)w) < tg(0) + (1 — t)g(w)
para toda 0, € O, 0 # w y toda t € (0,1).

A continuacion se presentan dos resultados clasicos sobre minimizacion de
funcionales que garantizan existencia y unicidad de un minimo de la funcién
objetivo, y que serédn de gran utilidad en este trabajo. El primer resultado es
el teorema de unicidad:

Teorema 4.2.1. Sig: © C RP™ — [—00, 00| es estrictamente conveza, y
© es un conjunto convexo no vacio, entonces g tiene a lo mds un minimo en

O.

Demostracion. Una prueba se puede encontrar en Beltrami (1970) [BLT]. O
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El segundo resultado es el teorema de Weierstrass sobre la existencia del
minimo de la funcién objetivo.

Teorema 4.2.2 (Weierstrass [BLT]). Sig: © C R — RU {+00} es una
funcion propia, coercitiva, acotada inferiormente, y semicontinua inferior
sobre un conjunto cerrado y no vacio ©, entonces g tiene un minimo en ©.

Demostracion. Por ser g acotada inferiormente, o = gn(g g(0) > —oo. Existe
S
una sucesion {6,},>1 en O tal que lim g(0,) = a. La sucesion {0, },>1 es
n—oo

acotada, pues en caso contrario, debe existir una subsucesion {6, },>1 de
{0n}n>1 tal que [|0,]]s — oo, y g coercitiva implica que lim g(6,/) = +oo,
por lo que @ = +o00, vy esto contradice que ¢ sea prop?a. (Xsi, la sucesion
{0, }n>1 es acotada en RP™™. Por consiguiente {6,,},>1 tiene una subsucesion
{0,/ }>1 que es convergente en RPF™. Esto es, existe §* € RPT™ tal que
0,y — 0*. Por ser © cerrado en RP*" #* € O. Siendo g semicontinua inferior,
se sigue que ¢g(6*) < lim ¢(0,/) = a. Asi que g(6*) = . Por lo tanto, 6* es

n/—oo

un minimo de g en O. U

Es claro que la funciéon objetivo g(6) dada por (1.30) es acotada inferior-
mente en O. En el siguiente lema se prueba que g(6) también es propia y
continua en ©.

Lema 4.2.1. La funcién objetivo g : © C RPT™ — [0, 00| dada por (1.30) es
continua y propia.

Demostracion. Se sigue de la definicion de g(#), del hecho de que el problema
de valores iniciales (1.20) es bien planteado (en el sentido de Hadamard), y
de la dependencia continua de la solucién del problema (1.20) respecto a
condiciones iniciales y parametros (Teorema 1.3.2). U

El Teorema de Weierstrass 4.2.2, garantizara que el problema de identi-
ficacion de parametros en EDO’s es identificable, si se prueba que ¢(f) es
coercitiva en un conjunto cerrado y no vacio © C RP+™,

En las proximas dos secciones se investiga bajo qué condiciones, g(6) es
coercitiva.
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4.3. Identificabilidad de n*

Se demuestra en la siguiente proposiciéon que la funciéon objetivo g(6),
siempre es coercitiva con respecto al vector de condiciones iniciales 7.

Proposicion 4.3.1. La funcidon objetivo g : © C RPT™ — R, dada por (1.30)
es coercitiva con respecto a 1.

Demostracion. Recordando que la solucion ¢(t; o, n, ) del problema de va-
lores iniciales (1.20) se puede representar en forma integral

Sp(tvt(]a?/]aﬂ):n—i_\/ f(87@(87t07n7ﬂ)7ﬂ>d87 tEto

De la desigualdad del triangulo, se tiene que

? (4'1>

ti
to

Wi

para toda 6 = (BT, ") €@ ei=0:m.
Si L y A son las constantes de Lipschitz de f(t,y,3) con respecto a y y
[ respectivamente, entonces

<

Wi

/ i f(su 901(8; t07 m, ﬁl)a ﬁl)ds - / i f(su 902(5; t07 2, ﬁ?)a ﬁ2)d8

/i ||f(87 901(5575077]1751)751) - f(S, @2(8;t077]27ﬁ2)7ﬁ2)||wi ds S

to

t;
/ Vw; [Ll|e1(s; to, m, B1) — pa(sito, n2, B2) |2 + Al B1 — Bal2] ds <
to

i ti
\/E'L/ lo1(s;to, 1, B1)||2ds + \/E'L/ [2(s;5 0, 72, B2) [|2ds +

t
to to
VWwiAl|Br — Balla(ti — to) ,

donde w; = max w;; .
j=1ln

Asi que
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\

/ i f(s,01(s5t0,m1, B1), B1)ds

< VwiAl|By = Ball2(t;s — to)+

Wi

ti t;
it [ [ ortstom olads + [ Vst tom llas] + b 02

to to

;o1 =1:m.
Wi /

/ i f(su @2(8;t07n27ﬁ2)7ﬁ2)d8

Supodngase ahora que existe M > 0 tal que

lim ot to,n, O)llyw, < M, t € [to,tm],

Inllyy, —

para todai = 1 : m y para toda matriz de pesos W; , entonces de (4.1) resulta
que

— +oo cuando ||nfly, — o0, (4.3)
W;

/ ' F(s i (s: to,m, ), B)ds

para alguna 1.
Por otro lado, para un ¢s(t; to, 72, B2) fijo, se sigue de (4.2) para p; = ¢
que

lim

i ‘ < +oo cuando |[[n|ly. — oo,
W;

W;

/ ' Flsp(s:tom, ), B)ds

el cual contradice (4.3). Por consiguiente,
H@(ti;toﬂ%ﬁ)um — +oo  cuando HWHW — 0.
Y de (1.30) se sigue que

lim ¢(f) = +o0.

lInllyy —o0

. Qué se puede decir sobre g(#) cuando ||5]|s — oo?

Para investigar una posible respuesta se analizan algunos ejemplos.
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Ejemplo 4.3.1. Sea el problema

. t
= t>t, B>0
Yy 1+ 3 >ty, B
con valor inicial:  y(to) =1n.
Se tiene
t* — 15
t;tua - +7; tZta >0
o(t;to,n,8) =n 21+ ) 0, B
Y 2
1 — 2 — 2
0) =5 i—n———2 . 0= (8,n)".
9(9) 2;:01/ 30T 9 (B,n)

Es claro que g(0) — 400 cuando |n| — oo, pero
g(0) — li ly; — n|* < +00  cuando |3 — oo
2= Z ’
por lo que g(6) no es coercitiva con respecto a 6.

Conclusion 4.3.1. No se puede asequrar en general que el problema de
estimacion de pardametros en EDQO’s es bien planteado (en el sentido de
Tikhonov).

Se muestra con el siguiente ejemplo, que un problema de identificacion de
parametros en EDO’s puede ser identificable si es de datos completos, pero
puede dejar de serlo si es de datos parciales.

Ejemplo 4.3.2. Sea el problema
?;1 = b
3;2 = (ol

con valor inicial:  y(to) = (ni,n2)T .
Es claro que su solucion estd dada por

_ T
90(15;?50,77,@ _ (meﬂmﬁ to)’ ,72€ﬁz(t to)) :

parat>to, f1 >0, f2>0, 7 >0y n2>0.
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A) En el caso de datos completos, la funcion objetivo
9(0) = liw'l (y'l - Uleﬁl(ti*to)f + ! iw-z (y'2 - 7726&(“40))2
23 S 2= oA ’

es coercitiva con respecto a 0 = (B, Bo,n1,m2)T . Mds aiin, el problema de Min
Q)’s correspondiente es identificable.

B) En el caso de datos parciales, si solo se tuvieran observaciones sobre
la variable de estado ys, entonces se toma w;; =0, ¢ =0 : m, y la funcion
objetivo se reduce a

1 m
g(0) = 5 wa (%’2 - 772‘9&(“7%))2 ;
i=0

que no es coercitiva con respecto a 0 = (831, B2, n1,m2)T. En este caso, no se
pueden identificar By y 1.
Un resultado similar es valido si solo se tuvieran observaciones sobre y;.

4.4. Identificabilidad de 3*

Se investiga ahora bajo qué condiciones la funcion objetivo g(6) es coer-
citiva con respecto al vector de parametros #. Un primer resultado es el
siguiente lema:

Lema 4.4.1. Si la funcion objetivo g : © C RPT"™ — R, dada por (1.30)
es coercitiva con respecto a n y 3, entonces es coercitiva con respecto a 6 =

T
(8",0")"
Demostracion. Dado M > 0 arbitrario, existen R; > 0 tal que ||n]s > Ry

implica g(#) > M, y Ry > 0 tal que ||3]]2 > Ry implica g(f) > M. Para
R =+2max {Ry, Ry} > 0, se satisface que ||0||s > R implica g(§) > M. O

El siguiente ejemplo es importante para los propoésitos de este trabajo.

Ejemplo 4.4.1. Sea el problema

yzﬂya t2t07ﬁ>07

con valor inicial:  y(ty) = 1.
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Se tiene
o(tito,n,B) =00t >t B>0

1 m
90) = 3 S |ys —nelam” g = (8,m)".
1=0

Es claro que
g(0) — 400 cuando ||f]|s — oo,

por lo que g es coercitiva.

El Ejemplo 4.4.1 no es accidente, pues si

f(t,y,B)=2(t,y)3,

donde ®(¢,y) es una funcion matricial n X p, t > ty, y € R" y g € © C RP,
entonces se tiene el siguiente teorema:

Teorema 4.4.1. Sea f(t,y,3) = ®(t,y)5 con ®(t,y) matrizn X p continua
y globalmente Lipschitz con respecto a y € R™. Si dado t* > ty existe a > 0
tal que

/ B (s, s to,m, B)ds|| > ||, (4.4)

to

W;
para toda 0 = (BT,nT)T € O CRP™ yt, > t* para alguna i =1 : m; donde
o(t;to,m, B) es solucion del problema de valores iniciales

y=2(t,y)8, ylto) =n.

Entonces
1 — T .
9(0) =5 > llyi = eltiston, By, , 0= (8"n") €O R
i=1

es coercitiva.

Demostracion. Por la Proposicion 4.3.1 y el Lema 4.4.1 es suficiente con
mostrar que g(6) es coercitiva con respecto a (3. Pero esto se sigue para 7 fijo
y del hecho de que

ti
o(ti;to,m, B) = 7]+/ (s, o(s;to,n,3))PFds, i>1,

to

para t* =t . ]
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En los siguientes ejemplos se verifica que cuando se satisface la desigual-
dad (4.4), la funcion objetivo correspondiente es coercitiva.

Ejemplo 4.4.2. En el Ejemplo 4.4.1, se tiene
O(ty) =y, t=>to, yeR,
por lo que
O(t, p(t;to,n, B) = ne” Tt >4, >0, 7> 0,

y se satisface la desigualdad del Teorema 4.4.1, pues

t
/ neﬁ(s_t())ﬁds

to

/ @(37@(3§t077775))5d5

to

= |n| e’ —1
> [nllt —tol|B] = a|Bl, t=1"=t,

para toda 5> 0, o = |||t —to| > 0.

Ejemplo 4.4.3. FEl sistema de EDO’s del Ejemplo 4.3.2 es equivalente a

y': Y1 0 ﬂl :|
0 v Ba |7
con valor inicial: — y(to) = (n1,m2)T .
Por lo que

nleﬁl(t*to) 0
q)(t790(t7t077]75)) = )

0 7]2652 (t—to)

parat>ty, f1 >0, B >0, n >0y 1 >0 como antes, y

[ m (eP=t0) 1) ]

/é(saw(ssto,mﬁ))ﬂdsz e (20-0) — 1)

to

A) En el caso de datos completos, se satisface la desigualdad del Teorema
4.4.1, pues

2

t
/ D(s, (s;to,n,3))Bds|| > min {wuni, wan;} (¢ —t0)*||8]5.

to

W;
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para toda t > t* =t1, por lo que basta elegir

a = [t" = to| min {\/wir m , Vwiamp} >0, "=ty

Asi que g(0) es coercitiva (con respecto a 6), el cual confirma lo obtenido
en el Ejemplo 4.5.2.

B) En el caso de datos parciales con solo observaciones sobre yo, se tiene
que
2 2

= wi277§ (eﬂQ(t_tO) - 1) )
Wi

[ @t ststo.n. 9y

to

y en este caso no es posible establecer la desigualdad del Teorema 4.4.1. De
hecho, se sabe del Ejemplo 4.5.2 que g(0) no es coercitiva (con respecto a 6)
para este caso. Se tiene un resultado andlogo si solo se tuvieran observaciones
sobre ;.

Ejemplo 4.4.4. Sea el problema

Y1 = By + Baye } (4.5)

3;2 = (312

con valor inicial:  y(to) = (m,m2); 1 >0, i=1,2y 8, >0, j =1,2,3.
I) Cuando 3y # (s, se tienen las soluciones

©1(t; o, m, B) = (771 - %) efrt=to) 4 %e%“to’, t >t
3~ Ml 3~ Ml

©a(t; to,m, B) = mpe® 1)t >

Por lo que

@(tat()?n?ﬁ) - (@1(t§t0,7],ﬁ), QOQ(t;t()unaﬁ))T? t Z 7(/-0 .

Es claro que el sistema (4.5) es equivalente a
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Por lo tanto

e1(t;to,n, B)  wa(t;to,n, B) 0
®(t, o(t; to,n, B)) = :
(s eltto. . 2)) [ 0 0 wz(t;to,n,ﬁ)]
' (t,n,B) b(t,n, )
t a(t, n, t,m, 0
/to @(87¢(87t07777ﬁ))d8 - [ 0 0 b(t,n,ﬁ) ] )
donde
12/32 B1(t—to) 12/ B3(t—to) _
o) =g (n 525 ) € DF 5t !
=m(t —t) +Zk' [Ul@ +77252ZB1 kQZ]( — to)"
>m(t—ty) > mt* —t), t>t"=t,
por lo que
a(t,n, B) > m(t" —to), t>t"=t, (4.6)
Y
b(t,n, B) = 2 (B0 1) >yt —to) 2t —t), >t =t (4.7)

fs

A) En el caso de datos completos se tiene la desigualdad del Teorema
4.4.1, pues

H (/tt (s, (5110, 1, ﬁ))ds) 8

2
= Wj1 ( 12&2 + BQQbQ + 25152@[)) + wigﬁng

w;

> (t* —to)? min{wani, wans, winz H|AI3 .
para t > t* =ty, de donde se sigue que
([ optsstan. ds)ﬁH > allBlly, 2t =,

para toda € R? tal que By # PBs, y

o = ‘t* — to’ min{\/wﬂ M, VWil M2,/ Wi2 772} >0.
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Ast que g(0) es coercitiva con respecto a 0 = (51, B, B3, 171, m2) " .
B) Caso de datos parciales con solo observaciones sobre ;.
Notese que también se tiene la desigualdad

1
bit, 1. 0) 2 35t —to)®, t=1" =1, (4.8)

por lo que de (4.6), (4.7) y (4.8) se tiene que

H (/t:cb(s’ ‘P(S%toan,ﬁ))ds) o

= w1 (Bia® + B3b° + 261 82ab) > (| B3
para t > t* = ty, donde

Wi

. Lo .
o = /W ’t* — tO‘ min {771 NI g 37’]1772&152 ’t — to‘} > 0.

Ast que también en este caso se satisface la desigualdad del Teorema 4.4.1,
en consecuencia también la funcidn objetivo g(0) es coercitiva con respecto a
0= (ﬂla ﬁQa ﬁ37 Ui 772>T-

C) En el caso de datos parciales con solo observaciones sobre ya, no es
posible establecer la desigualdad del Teorema 4.4.1. En este caso, no se puede
asequrar que g(0) es coercitiva.

IT) Cuando By = (33, las soluciones de (4.5) resultan ser

o1(tito,n, B) = (mfa(t —to) +m) eMt=to) o >t

Y
Pa(t;to,m, B) = mpe™710) ¢ > ¢
En este caso
4 = Y1 Y2 G}
y2 0O Ba |’

por lo que

@l(tv t07 n, ﬁ) 902(t7 th n, ﬁ)

é(tv @(tat077]75)) - .

@2(75;75077775) 0

Y

/ D(s, (s;to,m, 3))ds =

to
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donde
1
a(t, n, ﬂ) = mﬁ% (t — to)em(t—to) + E (771 _ 77;_?2> (e,@1(t—to) _ 1)
S 5%: ( k7]252) kil
= mlt—to) + + t—t
m( 0) ; i+ 1) M 3 ( 0)

> m(t—ty) > mt* —ty), t>t"=t,

Y

bt,n, 3) = "—j (eMU00) — 1) > my(t — tg) > ot —tg), t>t" =1,

A) En el caso de datos completos se tiene que

H (/tt (s, (5110, 1, ﬁ))ds) 8

2

= Wj1 ( 12&2 + BQQbQ + 25152@[)) + wigﬁbe
Wi

> (t* — to)? min{w;1n; + wing, wans H B3 .

para toda t > t* = ty, y para toda § € R3.
Ast que se satisface la desigualdad del Teorema 4.4.1 al tomar

o = [t" —to min{\/wiln% + Wiz M3, /Wit 772} >0.
Por lo que g(0) es coercitiva con respecto a 0 = (S1, B2, n1,m2)"
B) En el caso de datos parciales, si solo se tuvieran observaciones sobre
y1, también es posible establecer la desigualdad del Teorema 4.4.1, pues en
tal caso, wy = 0y « se reduce a

a = Jwy [t — to| min{ny, ne} > 0.
En consecuencia, la funcion objetivo g(0) también es coercitiva con res-
pecto a 0 = (B, B, 1, m2) .
C') Si solo se tuvieran observaciones sobre yo, en este caso no es posible
establecer la desigualdad del Teorema 4.4.1, y es claro que la funcion objetivo
g(0) correspondiente no se puede asequrar que es coercitiva.
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4.5. Conclusiones

Las conclusiones que se han obtenido sobre el problema de identificabili-
dad son las siguientes:

Teorema 4.5.1. El problema de identificacion de pardmetros en EDO’s es
identificable si se satisfacen las dos condiciones siquientes:

A) O es cerrado en RPT™ .

B) La funcion f(t,y,03) = ®(t,y)B con ®(t,y) matriz n X p continua y
globalmente Lipschitz con respecto a y € R™, y si dado t* > t, existe
a >0 tal que

para toda 0 = (ﬂT,nT)T €O CRP" yt; >t para algunai=1:m;
donde ¢(t;ty,n, 3) es solucion del problema de valores iniciales

> allBlly ,
W;

/ (s, (s oy, B))Bds

to

y=o(t,y)8, ylto)=n.

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 4.3.1, del Teorema 4.4.1 y del Teo-
rema de Weierstrass 4.2.2. O

Teorema 4.5.2. El problema de identificacion de pardmetros en EDO’s es
wdentificable estricto si se satisfacen las dos condiciones del Teorema 4.5.1,
y las dos condiciones siguientes:

C) © es convexo no vacio.

D) La funcion objetivo
1 & T .
9(0) = 2 Z lyi — @(ti;tojﬁaﬁ)"%@a 0 = (ﬁTaﬁT) €O C RV,
i=1

es estrictamente convexa.

Demostracion. Consecuencia del Teorema 4.2.1. O



80 4.5. Conclusiones

Con la prueba del Teorema 4.5.1, se ha dado un avance importante en
el tratamiento del problema de identificabilidad de parametros en EDO’s.
También representa un avance importante en la justificacion teédrica de la
solucion del problema: monitoreo del dano hepdtico causado por el VHC' sin
necesidad de biopsias. Pues el modelo reducido (5.1) que se usa para resolver
el problema, es lineal respecto al vector de parametros (3, y satisfacen las
demés condiciones del Teorema 4.5.1, pero falta verificar que se satisfaga la
desigualdad (4.4) correspondiente.

Situaciones similares se tiene con el modelo bésico de la dinamica viral
con ALT (5.14), y con el modelo reducido y adimensionado del VHC (5.17).

En el proximo capitulo se aborda el problema del monitoreo del dano
hepatico sin biopsias.



Capitulo 5

Aplicaciones a la medicina

5.1. Introducciéon

En este capitulo, se muestra que es posible monitorear la evoluciéon de la
carga viral y el dano hepatico en un enfermo de hepatitis C, sin la necesidad
de biopsia alguna (Secciones 5.2 y 5.3). Esto es posible gracias al modelo
matemaético de la hepatitis C, a la estimaciéon numérica de sus parametros,
considerando solamente mediciones de la carga viral y la propuesta de razona-
bles condiciones iniciales, que bien la clinica puede aportar.

También se muestra mediante la comparacion numérica (Seccion 5.5), que
el método que se esta usando en esta tesis para estimar parametros en EDO’s,
mejora algunas limitaciones del método de Perelson (Neumann et al., 1998
|[PE2| y Perelson et al., 1996 [PE3]).

81
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5.2. Monitoreo del dano hepatico y carga viral
libre de biopsias

5.2.1. Biopsias y carga viral

Una biopsia de higado es una técnica invasiva que se usa ampliamente para
evaluar el grado del dano hepatico (inflamacion, fibrosis, cirrosis o carcinoma
hepatocelular). Esta es la mejor herramienta que se dispone hasta ahora para
una evaluacion inicial del dano hepético, y para la evaluacion de la eficacia del
tratamiento con medicamentos (Friedman, 2004 [FLS], Olsson et al., 1995,
Sherlock, 1962 [SHR]|). La biopsia de higado se utiliza comunmente cuando
el enfermo se encuentra en la fase inicial a media de la enfermedad, pues en
otro caso, aumentan los riesgos relacionados. También hay que agregar una
posible referencia del riesgo de complicaciones que puede acarrear la biopsia,
asi como el temor, dolor, periodo de reposo (que significa incapacidad) del
paciente, como aspectos negativos de esta (Friedrich-Rust y Zeuzem, 2007
[FRM]|, Mahal et al., 1981 [MAS]).

La evaluacion de la carga viral del VHC es una nueva técnica que permite
conocer la intensidad de la infeccién en funcién del ntiimero de particulas vi-
rales que circula por la sangre. También, se utiliza para evaluar la respuesta
al tratamiento médico y, durante el tratamiento, para evaluar el grado de
eficacia de la medicacion frente al virus (Layden et al., 2003 [PEG6], Perelson,
2002 [PE5|, Zeuzem y Herrmann, 2002 [ZAH|, Neumann et al., 1998 [PE2|).
Asi que un propoésito central del tratamiento es en conseguir una disminu-
cion significativa de la carga viral. Aunque no se ha logrado establecer una
correlacion entre la carga viral y el estado de salud del higado, se acepta que
mientras mas baja sea la carga viral, hay mayores posibilidades de responder
bien al tratamiento contra el VHC. Una carga viral del VHC se considera
baja cuando es menor a 2 millones de copias/mL. También es importante
mencionar que la duraciéon del tratamiento para pacientes con hepatitis C
cronica, es de 24 semanas para los pacientes infectados por los genotipos 2 o
3, v de 48 semanas para los pacientes infectados por el virus de genotipo 1
(Alvarez et al., 2003 [ACD]).

Con el uso del conteo de la carga viral para evaluar el grado de infeccion
en el paciente, se podria evitar la biopsia.

Por otro lado, la estimacion del parametro umbral Ry dado por (2.2) del
modelo de la dindmica de la hepatitis C (2.1) es importante, ya que permite
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predecir el estado del individuo infectado (si Ry > 1, no hay cura de la
hepatitis C, la enfermedad es crénica y el individuo eventualmente muere;
mientras que si Ry < 1, teéricamente hay cura para el individuo infectado
por el VHC). También es bien conocido que la respuesta inmunologica, en
principio, no es eficaz ante la infeccion por el VHC o el VIH, y puesto que
Ry no depende de los pardmetros relacionados con la respuesta inmune del
individuo, es razonable suponer que en el caso del enfermo endémico las
células T citotdxicas han sido eliminadas y ya no se reproducen. En tal caso,
el modelo original (2.1) se puede simplificar a un modelo reducido, que es el
objeto de estudio de la siguiente seccion.

5.2.2. Modelo reducido

El modelo simplificado que resulta del modelo (2.1), toma la forma:

Hs = ﬂs - kHsV - ,UsHs
H, = kH\V — u.H, (5.1)
V = pH.—uwV

con COIldiCiOIleS inicialesz
Yo s0, 44e05 VO .

El sistema (5.1) se llamard modelo reducido para la dindmica de
la hepatitis C. También es conocido como modelo basico de la dinamica
viral y es reportado por Neumann et al. (1998) [PE2|, Perelson (2002) [PE5],
Ribeiro et al. (2003) [PE4|, y Layden et al. (2003) [PE6], entre otros.

Observacion 5.2.1. El problema de monitorear la evolucion de la carga
viral y el dano hepdtico en un enfermo de hepatitis C, se reduce a estimar
los pardmetros (s, ps, k, tie, D, v, Hso, Heo y Vo del modelo reducido (5.1),
con solo un nimero razonable de observaciones de la carga viral V.

Antes de abordar el problema de estimacién de parametros, se presentara
primero el andlisis cualitativo del modelo reducido (5.1).
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5.2.3. Estabilidad de los estados de equilibrio

En la Proposicion 5.2.1, se verifica que el modelo reducido (5.1) tiene el
mismo parametro umbral Ry que el del modelo original (2.1), es decir

kpOs
Ry = PP 7
Melbstby

(5.2)

y que, si pte > ps, entonces la dinamica del sistema (5.1) esta restringida al
subconjunto positivamente invariante 2 C Ri definido por

Q= {(Hs,He, V)T eRY

0< H,<Hy, 0< H, < Hy,
Ho+H <Hyy0<V<Vy |’

que se muestra en la Figura 5.1. Hy = B5/pus v Var = (p/ 1) Hy como antes
(véase Seccion 2.2) y en Alavez-Ramirez et al. (2007) [AFLJ.

V A
(07 Oa VM)T

y I

(07 Hmaxa 0

~—
~

IO - (Hmaxv Oa O)T
H;

Figura 5.1: Regién 2 positivamente invariante.
La siguiente proposicion es fundamental en el anélisis.
Proposicion 5.2.1. Bajo el supuesto de que pre > jis -

A) Si Ry <1, entonces el sistema (5.1) tiene un solo estado de equilibrio
admisible en : el trivial Iy = (ﬁs/uS,O,O)T, el cual es globalmente
asintoticamente estable.

B) Si Ry > 1, entonces el sistema (5.1) tiene dos estados de equilibrio
admisibles en ) :
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i) El trivial Iy = (Bs/ s, 0, O)T, que es ahora inestable (hiperbdlico).
i1) El no trivial

o Bs B s g
I = (usRo o (Ry — 1), o (Ry — 1)) , (5.3)

que es localmente asintoticamente estable, y estd en el interior de € si
He = s -

El estado I corresponde al individuo sano, y el estado I; corresponde al
enfermo endémico de la hepatitis C.

Demostracion. Se comenzaré con:

Estados de equilibrio

Los puntos de equilibrio del sistema (5.1) se obtienen resolviendo el sis-
tema de ecuaciones algebraicas:

0 = ﬁs _kHsV_,U/sHs
0 = kHV — puH. (5.4)
0 = pH,— 'V

Para una V* dada, de la tercera ecuacion de (5.4), se tiene

o ="y~ (5.5)
p

mientras que de la primera ecuacion de (5.4) al resolver para Hy, se obtiene

* BS

Sustituyendo (5.6) y (5.5) en la segunda ecuacion de (5.4) se obtiene

(pkﬁs — HsHefty — /f,ue,qu*) V* =0. (57)

Si V* = 0, entonces de (5.5) y (5.6) se sigue que H =0y Hf = s/ ps.
Por lo tanto
[O = (ﬂs/ﬂsa O: O)T )
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es un estado de equilibrio de (5.1). Este estado corresponde al individuo sano
o no infectado, pues se deduce de la ausencia de carga viral.
Si V* > 0, entonces de (5.7) resulta que

VW:%aRm—U, (5.8)

donde Ry es el pardametro umbral dado en (5.2).
Claramente, V* > 0si y s6losi Ry > 1,y V*=0siy solosi Ry =1.
Sustituyendo V* dada por (5.8) en (5.5) y (5.6), resultan

/65 * /68
/‘LeRO (RO 1) Y Hs B ,usRO .

Asf que el segundo estado de equilibrio I} = (HZ, H, V*)T del sistema
(5.1) esta dado por (5.3) el cual corresponde al estado de equilibrio del en-
fermo endémico, si y solo si Ry > 1.

Es claro que si Ry = 1, entonces [; se reduce a [y; mientras que si Ry < 1,
entonces HY = (5(Ro—1)/ueRo <0 y V* = ps(Ry —1)/k < 0, por lo que I;
estaria fuera de 2. Asi que I es el tnico estado de equilibrio en € cuando
Ry < 1. Si Ry > 1 entonces [; existe y esta en €. En efecto, si p. = us, €s
claro que Hf + HY = Hy; y si pe > ps entonces 0 < pug/pe < 1y dado que
Hy = Bs/ s, entonces

H =

e

Bs 1 fis ] K us) L ps
H+H =2y Ro— 1| =Hy | (1-2) = + 5| < [y,
s Ro ,U/eRO( 0 ) M He RO He M
Ahora, como Vi = (p/py)Hyy, se tiene que
Ve B (Ry—1 gy 1 Ry—1 1
Vi = Hy kp Hy Ry Ry

Por lo tanto I; € 2 cuando existe, y esta en el interior de € si p, > ps.
A continuacién se hace el analisis de estabilidad local de los estados de
equilibrio.

Estabilidad local de los estados de equilibrio

La matriz Jacobiana J(Hg, H,, V') del sistema (5.1) para todo punto del
espacio fase esta dada por

—us—kV 0 —kH,
kV —te kHg
0 Py
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Por lo que la estabilidad local en el punto de equilibrio Iy, esta determi-
nada por los autovalores de la matriz

—pus 0 —k%
JI)=| 0 —p k%
0 Py

Es claro que —pug es un autovalor de J(Iy), los otros dos autovalores son
las raices de la ecuacion cuadratica

N+ (pte + ) A+ prepry (1= Ro) =0,

los cuales tienen parte real negativa si y solo si Ry < 1.

Por lo tanto, I es localmente asintoticamente estable si y s6lo si Ry < 1.

En el caso Ry = 1, A2+ (e + /) A = 0 tiene a cero como rafz, y entonces
Iy es un punto de equilibrio no hiperbolico. Asi que para el analisis de la
dinamica local del sistema no lineal en [, se aplica lo dicho al respecto en
la nota de la Seccion 2.3.3.

Se determinard ahora céomo es la dindmica alrededor de I;. La matriz
Jacobiana en I; es

_,usRO 0 _%

msRo
‘](Il) = Hs (RO - 1) — e u]ziRso )
0 P~y

cuyo polinomio caracteristico es
p(A) = N 4 (a + b)A\* + ab) + ¢,
donde
a= pusRy >0
b= pe+py >0 . (59)
C = feftspby (RO - 1)
Las condiciones necesarias y suficientes del Teorema de Routh-Hurwitz

(Gantmacher, 1960 [GNM]), para que las raices del polinomio p(\) tengan
parte real negativa son:

Ay =det(a+b)=a+b>0,
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B a+b 1 |
Ag—det[ . ab}—(a+b)ab—c>0,
y
a+b 1 0
Az = det ¢ ab a+b | =cAy>0.

0 0 c
De (5.9) se observa que ¢ > 0 si Ry > 1. Por lo que solo resta verificar

que Ay > 0. En efecto, se tiene que

(a+Db)ab—c = (usRo+ pte + pv) psRo (pte + pv) — preprspy (Ro — 1)
= (psRo + pe) (tte + pv) s Ro + puspd Ro + peptspy > 0.

Asi se ha probado que el estado de equilibrio I; es localmente asintotica-
mente estable en ().

Estabilidad global del estado de equilibrio trivial

Ahora se probara, que si Ry < 1, entonces [ es globalmente asintética-
mente estable en €2, usando el Teorema de LaSalle-Lyapunov 2.3.1. Para ello,
considérese para el sistema (5.1) la funcion U : Q — R, , dada por

U(Hsa H., V) =pH. + Mev .

Se probaré que ésta es funcion de Lyapunov para el sistema (5.1) y para
Iy. Es claro que U € CY(Q) y U(H,, H., V) > 0 para todo (Hy, H.,V) € €,
y su derivada a lo largo de las trayectorias solucion de (5.1) en €, esta dada
por

T

U= (VU)T . (Hs,He, V) = —llefby (1 — MpMVHS) V. (5.10)

Puesto que Hy < [(s/us, entonces la expresion dentro del paréntesis en

(5.10) es no negativa si Ry < 1. Por lo tanto, U<0alo largo de las tra-
yectorias solucion del sistema (5.1) en €2. Asi, U es una funcién de Lyapunov
para el sistema (5.1). Ahora, por el Teorema de LaSalle-Lyapunov 2.3.1, toda
trayectoria solucion del sistema (5.1) con condicion inicial en €2, se aproxima
al méximo conjunto invariante contenido en

E={(H,H,V)" €Q|U (HyH.,V)=0}, cuando t— oo.
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A continuacion se demuestra el siguiente lema, que garantiza que toda tra-
yectoria solucion del sistema (5.1) que inicia en E, converge asintéticamente
al punto de equilibrio .

Lema 5.2.1. Toda trayectoria solucion del sistema (5.1) con condicion ini-
cial en E, converge asintoticamente al estado de equilibrio 1.

Demostracion. Por (5.10) el conjunto F queda caracterizado por las ecua-
ciones:
V=0 si Ry<l1 (0] H,=Hy, si Ry=1.

En el primer caso, el sistema (5.1) se reduce a

Hs: ﬁs_,U/sHsy He: _MeHea V=0.

Y en el segundo, se reduce a

Hy=Hy, H.=0, V=—uV.

En ambos casos, es claro que sus soluciones convergen asintoéticamente al
estado de equilibrio Iy. Por lo tanto, se ha probado que I, es un estado de
equilibrio globalmente asintéticamente estable del sistema (5.1) en €. O

Con la prueba del Lema 5.2.1, se termina la demostracion de la Proposi-
cion 5.2.1. O

En la Figura 5.2 se presenta el espacio fase del sistema (5.1) que ilustra
la estabilidad asintotica global del estado de equilibrio Ij.

Conclusion 5.2.1. En términos cualitativos de la dindmica de la hepatitis
C que proporciona el modelo reducido a tres poblaciones (5.1), es esencial-
mente la misma que la proporcionada por el modelo original (2.1). Ademds,
se confirma en ambos modelos que cuando el parametro umbral Ry < 1 para
un individuo infectado, no importa la intensidad de la infeccion (salvo que
el valor de Vo < Vi) se predice que el individuo, eventualmente, siempre se
cura.

5.2.4. Estimacion numérica de los parametros

En esta secciéon se retoma el problema del monitoreo del dano hepatico y
carga viral, a través de la estimacion numérica de los parametros del modelo

reducido, como se dijo en la Observacion 5.2.1. Se comenzara con el problema
de identificabilidad.
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Figura 5.2: Espacio fase del modelo reducido cuando Ry = 0.6. Las trayectorias
que inician en un entorno local bioldégicamente admisible de Iy no crecen mucho,
lo que significa que la carga viral correspondiente tampoco crece mucho. Esto es
razonable para que el individuo infectado de la hepatitis C se cure.

Identificabilidad

Todos los parametros en el modelo reducido son no negativos, por lo que
el espacio de parametros admisibles © lo definen los vectores positivos de la
forma: 0 = (B, k, s, fhe, P, v, Hyo, Heo, Vo)™ Bajo el supuesto de que solo se
dispone de un ntimero suficiente de observaciones de la carga viral V' dada
por la tabla:

T ={(t:,Vi) € [to, T] x R| V; =V (ti;to,n, ) + &, i=0:m},

donde ¢; € R son errores de observaciones como en la Tabla 1.25, la funciéon
objetivo g(f) del problema de Min Q’s (1.29) se reduce a

9(0) = 5 D" wilVi = Vit to, . A)) (511)

T
donde n= (H807H607 ‘/E))Ta ﬁ - (ﬁsa kaMSaMeap7 :uV)T y 0= (ﬁTﬂ?T) .

Los pesos w; se calcularon de acuerdo con las férmulas
w; =1/V? si Vi>\/ﬂ}
Y

(5.12)
w; =0 si Vi<yu
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donde u es la unidad de redondeo de la aritmética de punto flotante usada.

El modelo reducido (5.1) es lineal respecto al vector de parametros (3, y se
satisfacen casi todas las condiciones del Teorema 4.5.1, salvo la desigualdad
(4.4) que no se ha comprobado para este caso. Sin embargo, las evidencias
numéricas muestran que el problema de Min Q’s correspondiente es identi-
ficable, es decir, existe un 6* € © tal que g(0*) < g(0) para toda 6 en una
vecindad de #* de radio r > 0. Como 6* en la frontera de © carece de sentido
biolégico, es razonable suponer que 6* esta en el interior de ©.

Estimacion de los parametros

Se reportan dos casos de estimaciéon de parametros del modelo reducido
(5.1): cuando tedricamente hay cura de la hepatitis C y cuando no la hay, en
que se generaron 17 datos de cada caso, para la carga viral V' en un periodo
de 0 a 30 dias. Los valores de los parametros usados para generar los datos se
dan en la Tabla 5.1, con las condiciones iniciales Hyy = 4500 células/mm?,
H. = 500 células/mm?® y Vy = 400 UI/uL (Avendano et al., 2002 [AVN]).
Bajo el supuesto de que la clinica puede aportar los valores de los pardmetros
Bs ¥ s que corresponden a la tasa de generacion y mortalidad per capita de
las células hepaticas sanas, asi como las condiciones iniciales Hyy v H,o; se
estimaron los parametros k, p, te, iy v Vo, al minimizar la funciéon objetivo
dada en (5.11) usando el software DIFFPAR de Edsberg y Wedin (1995)
|[EDS]. A los datos generados se les perturbé con un ruido del orden del 10 %
en los valores numéricos de la carga viral V', de acuerdo con la formula (5.13):

Ydata = Ygen + 0.010Yge, . * randn(m, n) (5.13)

donde yeen es la matriz de datos generados, ¢ es la perturbacion dada, y
randn es la funcion de MATLAB que genera nimeros aleatorios con distri-
bucién normal con media 0 y varianza 1. Asi que la matriz de datos pertur-
bados Ygata, €s una variable aleatoria con distribucion normal con media Ygen
y varianza 0? = (0.010ygen)? . Los datos generados y perturbados, en ambos
casos, se muestran en las Tablas 5.2 y 5.3, respectivamente.
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Bs = 100 células/mm? x dia ps = 2.0x 1072 dia™*
kE = 3.0x10"° uL/UI x dia te = 5 dia!
p = 100 y 200 Ul/células x dia|uy = 5 dia™"

Tabla 5.1: Valores de los parametros para la generacion de datos.

Tiempo | Carga viral generada |Carga viral perturbada
0 (U1/uL) (UI/uL)

0 hrs. 4.0000000 x 10? 4.0501329 x 10?
2 hrs. 3.0660174 x 10? 3.4311542 x 103
4 hrs. 4.0584804 x 103 4.1913114 x 10?
8 hrs. 4.1223203 x 103 4.4215144 x 10?
16 hrs.| 2.8038971 x 103 2.7656531 x 103
24 hrs. 1.7417768 x 103 1.7521023 x 103
2 dias 3.8758071 x 10? 3.9899151 x 102
3 dias 8.4240321 x 10! 9.7917259 x 10!
4 dias 1.8339579 x 10* 2.0639365 x 101
6 dfas | 8.8815912 x 107! 9.3888612 x 1071
8 dfas | 4.4390292 x 1072 4.8010863 x 1072
10 dias| 2.2892170 x 1073 2.4422741 x 1073
14 dias| 7.6298102 x 10~ 7.6147111 x 107°
18 dfas| 1.1657092 x 10~¢ 1.1957034 x 10~°
22 dfas| —4.2030999 x 1078 0

26 dias| 1.0937441 x 1078 0

30 dfas| —1.0741434 x 107° 0

Tabla 5.2: Datos generados con el modelo reducido y perturbados con un ruido del
orden del 10 % con distribucion normal, en el caso en que teéricamente hay cura.
A la carga viral negativa se tomo6 como cero.
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Tiempo

(1)

Carga viral generada

(UL/uL)

Carga viral perturbada

(UL/uL)

0 hrs.

4.0000000 x 102

4.1309470 x 10?

2 hrs.

5.9551679 x 103

5.3573206 x 103

4 hrs.

8.4167024 x 103

7.4186646 x 103

8 hrs.

1.0050114 x 10*

1.0106325 x 10*

16 hrs.

1.0220367 x 10*

9.0672355 x 103

24 hrs.

9.3228512 x 103

1.0211713 x 10*

2 dias

4.8514080 x 10?

4.2850412 x 10?

3 dias

1.8463138 x 10°

1.6224563 x 10°

4 dias

6.3571569 x 102

6.3646394 x 102

6 dias

7.5359009 x 10!

7.7100090 x 101

8 dias

1.0022897 x 10*

1.0311416 x 10*

10 dzas

1.5234632 x 10°

1.4188935 x 10°

14 dias

5.1555097 x 1072

4.9818506 x 102

18 dias

2.8016894 x 1073

3.1927516 x 1073

22 dias

2.4303701 x 1074

2.2361548 x 104

26 dias

3.3785559 x 10~°

2.5486597 x 10~°

30 dias

1.1220120 x 10~°

7.0851754 x 1076

Tabla 5.3: Datos generados con el modelo reducido y perturbados con un ruido del
orden del 10 % con distribucion normal, en el caso endémico.
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Caso cuando tedricamente hay cura

Aplicando DIFFPAR con la opcion EDQO’s stiff y con parametros lo-
garitmizados durante la iteracion (se itera con ¢ = Inf para que cada 6;
permanezca positivo), desde 3y = (100,9 x 107°,2.0 x 1072, 2,70,10)" y ny =
(4500, 500, 700)%, se alcanza el punto 8, = (100, 3.5940 x 107°,2.0 x 1072,
5.6029,115.46, 5.5006)” y n; = (4500,500,405.17)7. Reiniciando DIFFPAR
con la opcion EDO’s no stiff y con parametros logaritmizados desde (3; y
11, se alcanzan los resultados que se muestran en la Tabla 5.4. Los intervalos
de confianza a 95 % de los parametros estimados se muestran en la Tabla
5.5, v son bastante razonables. Los resultados graficos de la poblaciéon de los
hepatocitos sanos y enfermos, y la evolucion de la carga viral, se muestran en
las Figuras 5.3, 5.4 y 5.5. En las Figuras 5.3 y 5.4, los gréficos de la poblacion
exacta y estimada son practicamente iguales. Lo mismo ocurre en la Figura
5.5, con los gréaficos de la carga viral exacta y estimada. En la Tabla 5.6, se
muestran otros resultados obtenidos desde 3; y 7, todos consistentes con los
resultados de la Tabla 5.4.

Param. k Lhe D Wy Vo Ry
0* 3.0x 107° 5 100 5 400 0.6

0 3.0982 x 1075 |5.1820(106.92 | 5.1227|[406.36 | 6.2394 x 10~}
Error 3.27 % 3.64%6.92%|2.45 % (| 1.59 % 3.99 %

Tabla 5.4: Resultados de la simulacién numérica cuando tedricamente hay cura.
Los valores g(f) = 1.4063 x 1072 y ||V g(6)]||2 = 2.6204 x 1072, son razonablemente
pequenos.

Extremo inferior Parametros estimados Extremo superior
3.0981 x 107> < 3.0982 x 1075 (k) < 3.0984 x 107°
5.1809 < 5.1820 (e) < 5.1831

106.92 < 106.92 (p < 106.93

5.1216 < 5.1227 (ny) < 5.1238

406.29 < 406.36 (Vo) < 406.43

Tabla 5.5: Intervalos de confianza a 95 % cuando teoricamente hay cura.
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Param. EDO’s no stiff EDO’s stiff
P. no log. Error P. log. Error P. no log. Error
k|3.0679 x 1075| 2.26% | 3.9501 x 1075 |31.67 % ||3.9005 x 105 30.02 %
fle 5.5139 10.28 % 5.7676 15.35 % 5.6029 12.06 %
P 106.69 6.69 % 119.55 19.55 % 119.15 19.15%
v 4.7870 4.26 % 5.8140 16.28 % 5.9242 18.48 %
Vo 406.04 1.51% 404.74 1.18% 404.77 1.19%
Ry {/6.2003 x 1071 | 3.34 %] 7.0414 x 1071 |17.36 % || 7.0007 x 10~ |16.68 %
g(B) ||1.4188 x 1072|  ——[1.4095 x 1071| ——||1.4122 x 107} ——
lg(@]2]| 130.8125 ——[1.6426 x 107%|  ——|  409.417 —

Tabla 5.6: Otros resultados de la simulaciéon numeérica cuando teéricamente hay
cura, obtenidos de las opciones FEDO’s no stiff y EDO’s stiff, con pardmetros
logaritmizados (P. log.) y sin considerar parametros logaritmizados (P. no log.).

células/mm?>
5000 T T
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3900 I I I I I I I I I
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Figura 5.3: Evolucién de los hepatocitos sanos cuando tedricamente hay cura.



96

5.2. Monitoreo

del dano hepatico y carga viral libre de biopsias

500f @

450

400

350 -

300

250 -

200 -

150 -

100 -

células/mm?
T

o Poblacion inicial conocida |
Poblacion exacta,
Poblacion estimada b

Figura 5.4: Decaimiento de los hepatocitos enfermos
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Figura 5.5:

Evolucion de la carga viral del VHC cuando teéricamente hay cura.
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Caso endémico

Con la opcion EDO’s stiff y con parametros logaritmizados durante la ite-
racion, e iniciando el descenso desde 3, = (100, 107%,2.0 x 1072, 15, 500, 30)”
v o = (4500, 500, 700)7, se alcanza el punto 3; = (100, 3.3353 x 107°,2.0 x
1072, 5.5508, 214.62, 5.3910)" y n; = (4500, 500, 413.68)7. Reiniciando el
descenso desde [3; y m; con la misma opcién anterior, se obtienen los re-
sultados que se muestran en la Tabla 5.7. Los intervalos de confianza a 95 %
de los parametros estimados en este caso son también bastante razonables
(Tabla 5.8). Los resultados graficos de la poblacion de los hepatocitos sanos
y enfermos, y la evolucion de la carga viral, se muestran en las Figuras 5.6,
5.7 v 5.8. En la Tabla 5.9, se muestran otros resultados obtenidos desde [3; y
11, todos consistentes con los resultados de la Tabla 5.7.

Param. k e P Ly Vo Ry
0* 3x107° 5 200 5 400 1.2

o~

0 3.0530 x 107°|5.0338|190.634.9477 | 412.14|1.1684
Error 1.77% 0.68 %(4.68 % |1.05 % 3.04 % | 2.63 %

Tal)la 5.7: Resultados de la siAmulaCi()n numérica en el caso endémico. Los valores
g(0) = 4.4116 x 1072 y ||[Vg()|]2 = 6.8170 x 10~*, son razonablemente pequefios.

Extremo inferior Parametros estimados Extremo superior
3.0529 x 107> < 3.0530 x 1075 (k) < 3.0531 x 107°
5.0324 < 5.0338 (ne) < 5.0351

190.62 < 190.63 (p) < 190.63

4.9464 < 4.9477 (ny) < 4.9491

412.02 < 412.14 (Vo) < 41227

Tabla 5.8: Intervalos de confianza a 95% en el caso endémico.
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Param. EDO’s no stiff EDO’s stiff
P. log. Error P. no log. Error P. no log. Error
k 3.3304 x 1075(11.01 % || 3.8373 x 1075 |27.91 % |[3.0325 x 1075 | 1.08%
Tie 4.9769 0.46 % 4.8642 2.72% 6.4714  |29.43%
P 180.13 9.94% 153.98  [23.01% 203.87 1.94%
iy 4.9237 1.53% 4.9248 1.50 % 4.0849 18.30 %
Vo 413.17 3.29% 420.07 5.02% 413.68 3.42%
Ro 1.2241 2.00 % 1.2333 2.77% 1.1693 2.55 %
g(6) |/8.9706 x 102 ——1/1.5888 x 107! ——5.1336 x 1072 ——
lg(8)]|2 || 3.8044 x 10~* — | 18.0938 —— | 164.7787 —

Tabla 5.9: Otros resultados de la simulaciéon numérica en el caso endémico, obteni-
dos con las opciones EDO’s no stiff y EDO’s stiff, con parametros logaritmizados
(P. log.) y sin considerar parametros logaritmizados (P. no log.).
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Figura 5.6: Evolucién de los hepatocitos sanos en el caso endémico.
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Figura 5.7: Evolucién de los hepatocitos enfermos en el caso endémico.
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Figura 5.8: Evolucién de la carga viral del VHC en el caso endémico.
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5.2.5. Diagnoéstico a dos pacientes con hepatitis C

Se tomo los datos de la carga viral del VHC de dos pacientes representa-
tivos que reportan Neumann et al. (1998) [PE2|. Los valores numéricos de la
carga viral se midieron directamente de las Figuras 1-1H y 1-3D del articulo
de dichos autores. En adelante se denominaran los pacientes como 1H y 3D,
respectivamente. La carga viral de cada paciente se muestran en las Tablas
5.10 y 5.11.

Para diagnosticar como evolucionara la enfermedad de ambos pacientes,
se supone que en condiciones normales una célula hepatica sana vive entre sie-
te y ocho meses [IYD], por lo que la tasa per capita us = 3.08 x 1072 déa™!.
Al considerar una poblacién promedio Hy; = 5000 células/mm? para un
individuo sano, se deduce que la tasa constante de generacion de células he-
paticas sanas 3, & 15.4 células/(mm? x dfa) . También es razonable suponer
que aproximadamente el 10 % de células hepaticas han sido infectadas, por
lo que Hyy = 4500 células/mm? y H. = 500 células/mm3.

Tiempo | Carga viral| Carga viral | Tiempo |Carga viral| Carga viral

(t) | (ogyyV) | (copias/mL) | (1) | (logyyV) | (copias/mL)

0 hrs. 6.61 4.073803 x 10°%|| 29 hrs. 6.19 1.548817 x 10°
2 hrs. 6.74 5.495409 x 10°|| 34 hrs. 6.00 1.000000 x 106
4 hrs. 6.76 5.754399 x 10°|| 2 dias 6.15 1.412538 x 10°
7 hrs. 6.74 5.495409 x 10°|| 3 dias 6.14 1.380384 x 10°

10 hrs. 6.81 6.456542 x 10°|| 4 dias 5.81 6.456542 x 10°
14 hrs. 6.43 2.691535 x 10°|| 7 dias 6.00 1.000000 x 106
19 hrs. 6.19 1.548817 x 106 | 9 dfas 6.10 1.258925 x 106
24 hrs. 6.07 1.174898 x 106 | 11 dias 5.84 6.918310 x 10°

Tabla 5.10: Valores de la carga viral del paciente 1H (Neumann et al., 1998 [PE2]).
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Tiempo | Carga viral| Carga viral | Tiempo |Carga viral| Carga viral

(t) (log1, V) | (copias/mL) (t) (log1, V') | (copias/mL)

0 hrs. 5.60 3.98107 x 10°| 29 hrs. 3.84 6.91831 x 10?
2 hrs. 5.67 4.67735 x 10°|| 34 hrs. 3.69 4.89779 x 103
7 hrs. 5.71 5.12861 x 10°|| 2 dias 3.19 1.54882 x 103

10 hrs. 4.82 6.60693 x 10*|| 3 dias 3.30 1.99526 x 103
14 hrs. 4.60  |3.98107 x 10*|| 5 dias 2.70  |5.01187 x 10?
19 hrs. 4.26 1.81970 x 10*| 7 dias 2.70 5.01187 x 10?
24 hrs. 4.03 1.07152 x 10*| 9 dias 2.00 1.00000 x 102

Tabla 5.11: Valores de la carga viral del paciente 3D (Neumann et al., 1998 [PE2]).

Diagnéstico de la evoluciéon de la enfermedad del paciente 1H

Iniciando el descenso desde 3y = (15.4,5.0 x 107°,3.08 x 1073, 1,10, 20)™
y o = (4500, 500, 700)7, con la opcion EDO’s no stiff y con parametros
logaritmizados, se obtienen los resultados que se dan en las Tablas 5.12 y
5.13. Los intervalos de confianza se calcularon a un nivel del 95% (Tabla
5.14), y son bastante razonables. Los resultados graficos de la evolucion de la
enfermedad se muestran en las Figuras 5.9, 5.10, 5.11 y 5.12. La conclusion
més importante que se obtiene al resultar el parametro umbral Ry > 1, es
que se marca la tendencia hacia la enfermedad crénica para el paciente
1H.

Las componentes del punto de equilibrio de la dinamica de la enferme-
dad son: HY = 1996.7 células/mm?®, H* = 91.50 células/mm? y V* =
39.546 copias/uL, por lo que el nivel de la poblacion de las células hepéaticas
sanas se mantiene muy por debajo del nivel normal supuesto (Figura 5.10).
También se mantiene un nivel significativo de células infectadas (Figura 5.11),
y una carga baja pero significativa del VHC (Figura 5.12).

Param. k e P Ly Vo Ry

o~

0 1.1715 x 1074 1.0110 x 1071 |7.3784 x 107*|1.7071||5537.7 | 2.50

Tabla 5.12: Resultados de la estimacion de pardmetros del paciente 1H, Ademas,
g(0) = 6.7107 x 1071 y || Vg()]]2 = 9.3213 x 1073.
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Tiempo | Carga viral observada || Carga viral diagnosticada| Error
(1) (copias/mL) (copias/mL)

0 hrs. 4.073803 x 10° 5.5377000 x 108 35.93 %
2 hrs. 5.495409 x 10° 4.8388614 x 10° 11.95%
4 hrs. 5.754399 x 10° 4.2432434 x 106 26.26 %
7 hrs. 5.495409 x 10° 3.5117548 x 10° 36.10 %
10 hrs. 6.456542 x 10° 2.9362225 x 10° 54.52 %
14 hrs. 2.691535 x 10° 2.3548469 x 10° 12.51 %
19 hrs. 1.548817 x 108 1.8455311 x 108 19.16 %
24 hrs. 1.174898 x 108 1.5040064 x 10° 28.01 %
29 hrs. 1.548817 x 10 1.2753475 x 10° 17.66 %
34 hrs. 1.000000 x 108 1.1227849 x 108 12.28%
2 dias 1.412538 x 106 9.1953800 x 103 34.90 %
3 dias 1.380384 x 108 8.5300039 x 10° 38.21%
4 dias 6.456542 x 10° 8.5983288 x 10° 33.17%
7 dias 1.000000 x 108 8.7165445 x 10° 12.84 %
9 dias 1.258925 x 10 8.4387371 x 10° 32.97%
11 dias 6.918310 x 10° 7.9486475 x 10° 14.89 %

Tabla 5.13: Comparacién de la carga viral observada y diagnosticada del paciente
1H. En general, los errores son razonables salvo en 10 horas que se dispara a 54.52 %.

Extremo inferior Parametros estimados Extremo superior

11714 x 107 < 11715 x 107* (k) < 11717 x 1074
1.0107 x 1071 < 1.0110 x 107%  (pe) < 1.0113 x 107!
73759 x 1071 < 73784 x 107t (p) < 7.3809 x 107*
1.7068 < 1.7071 (ny) < 1.7074
5537.3 < 5537.7 (Vo) < 5538.1

Tabla 5.14: Intervalos de confianza a 95 % de los pardmetros estimados del paciente
1H.
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Es importante notar que préacticamente se obtienen los mismos resultados
de la Tabla 5.12, si el punto de inicio se elige como:

Bo = (15.4,k,3.08 x 1073,1,10,20)", con 2.36 x 107° < k < 1.19 x 107,

También se mantiene la tendencia hacia la enfermedad crénica para el
paciente 1H, y que los valores estimados de ., puy v la carga viral inicial Vj
varfan muy poco, bajo las siguientes consideraciones:

1. Bajo el supuesto Hyy = 4500 células/mm? y H.y = 500 células/mm? :

A) Sips = 3.08 x 1072 dia™!, entonces 7 < 3, < 150.

B) Si 3, 2 15.4, entonces 3.08 x 107% < p, < 7.08 x 1073,
C) Si B, 250, entonces 3.08 x 1074 <, < 2.30 x 1072,
D) Si 8, = 100, entonces 107 < p, < 4.50 x 1072,

2. Suponiendo p, = 3.08 x 1073 dfa™! y 8, = 15.4 células/(mm? x dia):

A) Si Hyy =2 250 células/mm? | entonces 500 < Hyy < 10000 .
B) Si Hy = 500 células/mm? , entonces 600 < Hyy < 10000 .
C) Si Hy = 1000 células/mm? , entonces 1000 < Hyo < 10000 .

Reiniciando el descenso desde el punto 0 de la Tabla 5.12 con parametros
logaritmizados, se obtienen casi los mismos resultados (véase, Tabla 5.15).
En ambos casos, disminuye la norma del gradiente de g(@) pero se conserva
el valor de la funcién, lo que confirma que se esta proximo a un minimo local
0* de la funcién objetivo g(6).

EDO’s k He D J0A% Vo Ry
No stiff || 1.1767 x 1074{1.0066 x 107" [7.3549 x 10~ |1.7071 | 5537.3|2.52
Stiff 1.1767 x 107*]1.0066 x 1071|7.3549 x 10~ [1.7072||5537.3|2.52

Tabla 5.15: Otros resultados de la estimacion de parametros del paciente 1H. Caso
no stiff: g(6) = 6.7108 x 107 y [|[Vg(#)|l2 = 1.8838 x 10~%. Caso stiff: g(f) =

-~

6.7108 x 1071 y [|[Vg(0)]]2 = 1.8729 x 1074
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Figura 5.9: Resultados graficos de la estimacién de parametros del paciente 1H.
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Figura 5.10: Evolucién de los hepatocitos sanos del paciente 1H a 4 afios.
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Figura 5.11: Evolucién de los hepatocitos infectados del paciente 1H a 4 afios.
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Figura 5.12: Evolucién de la carga viral del paciente 1H a 4 anos.
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Diagnéstico de la evolucion de la enfermedad del paciente 3D

Iniciando el descenso desde 3y = (15.4,8.0 x 1073,3.08 x 1073, 1,10, 20)”
v 1m0 = (4500, 500, 700)7, con la opcién EDO’s no stiff y parametros loga-
ritmizados, se obtienen los resultados que se dan en las Tablas 5.16 y 5.18.
Los intervalos de confianza se calcularon a un nivel del 95 % (Tabla 5.19), y
son bastante razonables. Los resultados gréficos de la evolucion de la enfer-
medad se muestran en las Figuras 5.13, 5.14, 5.15 y 5.16. La conclusion mas
importante que se obtiene al resultar el parametro umbral Ry < 1, es que se
marca la tendencia hacia la curacion del paciente.

Es importante notar que la poblacion de células hepéticas sanas recupera
su nivel normal supuesto de 5000 células/mm? (Figura 5.14), mientras que
la poblacion de células infectadas y la carga viral son eliminados en aproxi-
madamente 20 dias (Figuras 5.15 y 5.16, respectivamente).

Param. k e P Ly Vo Ry

~

0 1.0358 x 1072{4.2007 x 1071 |4.1249 x 1073{4.0493|/432.36|0.13

Tabla 5.16: Resultados de la estimacion de pardmetros del paciente 3D. Ademas,
g(0) =6.6828 x 1071 y [|[Vg(0)]]2 = 1.1475 x 1073.

Los resultados de la Tabla 5.16 practicamente no cambian si se elige el
punto de inicio como:

Bo = (15.4,k,3.08 x 1073,1,10,20)”, con 7.88 x 107* < k < 7.12 x 1072

También se mantiene la tendencia hacia la curacion del paciente, y que los
valores de p., py y Vo varian muy poco, bajo las siguientes consideraciones:

1. Bajo el supuesto Hyy = 4500 células/mm? y Hy = 500 células/mm? :

A) Sip, 2 3.08 x 1072 dia™!, entonces 1 < 3, < 200.

B) Si 8, = 15.4, entonces 3.08 x 107 < p, < x1072,

C) Si B, =50, entonces 1073 < p, < 9.80 x 1073,

D) Si 3, = 100, entonces 1072 < p, < 9.80 x 1072

2. Suponiendo p, = 3.08 x 1073 dia™! y 8, = 15.4 células/(mm? x dia):

A) Si Heo = 250 Células/mm3, entonces 500 < Hyy < 8000 .
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B) Si H.y =2 500 células/mm? , entonces 600 < Hyy < 8000.
C) Si Hey =2 1000 células/mm? | entonces 1000 < Hyy < 8000.

Por otro lado, al reiniciar el descenso desde el punto 9 de la Tabla 5.16 y
con menor tolerancia en la resolucion del sistema de EDO’s (5.1), se obtienen

los mismos valores de 6 y g(é\) a cinco digitos significativos. Sin embargo,

~

cambian los valores de la norma del gradiente de g(¢) (Tabla 5.17).

EDO’s stiff EDO’s no stiff
P. log. P. no log. P. log. P. no log.

Opciones

~

IVg(0)]2[3.7526 x 107*|3.6247 x 1072{[2.6825 x 1071|2.9257 x 1072

Tabla 5.17: Normas del gradiente de la estimacion de parametros del paciente
3D. Estos resultados confirman que 6 es una buena aproximaciéon de un minimo

local * de la funcion objetivo g(6). P. log.: pardmetros logaritmizados. P. no log.:
parametros no logaritmizados.
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Figura 5.13: Resultados gréaficos de la estimacion de pardmetros del paciente 3D.
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Tiempo | Carga viral observada | Carga viral diagnosticada| Error
(t) (copias/mL) (copias/mL)
0 hrs. 3.98107 x 10° 4.3236000 x 10° 8.60 %
2 hrs. 4.67735 x 10° 3.0891887 x 10° 33.95%
7 hrs. 5.12861 x 10° 1.3422551 x 10° 73.83 %
10 hrs. 6.60693 x 10* 8.2025426 x 10* 24.15%
14 hrs. 3.98107 x 10* 4.3177886 x 10* 8.46 %
19 hrs. 1.81970 x 10* 2.0140876 x 10* 10.68 %
24 hrs. 1.07152 x 10* 1.0142509 x 10* 5.34 %
29 hrs. 6.91831 x 10? 5.7353900 x 103 17.10%
34 hrs. 4.89779 x 103 3.7338801 x 103 23.76 %
2 dias 1.54882 x 103 2.0148035 x 103 30.09 %
3 dias 1.99526 x 103 1.2646520 x 103 36.62 %
5 dias 5.01187 x 10? 5.6352928 x 10?2 12.44 %
7 dias 5.01187 x 10? 2.5154822 x 1072 49.81 %
9 dias 1.00000 x 102 1.1232047 x 102 12.32%

Tabla 5.18: Comparacién de la carga viral observada y diagnosticada del paciente
3D. Los errores son razonables salvo las cargas virales de las 7 horas y de 7 dias,
que alcanzan 73.83 y 49.81 %, respectivamente.

Extremo inferior Parametros estimados Extremo superior

1.0346 x 1072 < 1.0358 x 1072 (k) < 1.0370 x 1072
41997 x 107 < 4.2007 x 1071 (p,) < 4.2017 x 107!
41044 x 1073 < 4.1249x 1073 (p) < 4.1454 x 1073
4.0472 < 4.0493 () < 4.0514
431.88 < 432.36 (Vo) < 432.84

Tabla 5.19: Intervalos de confianza a 95 % de los parametros estimados del paciente
3D.
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Figura 5.14: Evolucién de los hepatocitos sanos del paciente 3D a 4 anos.
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Figura 5.15: Evolucién de los hepatocitos infectados del paciente 3D a 30 dias.
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Figura 5.16: Decaimiento de la carga viral del paciente 3D a 30 dias.

5.2.6. Conclusiones

Las conclusiones més importantes son:

Conclusion 5.2.2. Es completamente factible mediante la simulacion nu-
mérica, el monitoreo de dos de las variables (carga viral y dario hepdtico)
mas relevantes de la dindmica de la hepatitis C, si se dispone de:

A) Un nimero razonable de mediciones de la carga viral.

B) Una propuesta de condiciones iniciales pretratamiento del dano hepd-
tico (propuesta donde la clinica juega un papel central).

Sin la necesidad de efectuar biopsia alguna (que como se dijo antes, unica-
mente evalia el dano hepdtico pero no mide la carga viral).

Monitoreo, que por eso mismo, no tiene ninguno de los inconvenientes
que conllevan todas las biopsias (percutdnea, laparoscopica e intravenosa)
hasta ahora empleadas, como es el dolor, los riesgos a contraer infecciones
oportunistas, confiabilidad, entre otros.
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A reserva de realizar investigacion de campo para calibrar variables y
validacion, esta propuesta para el monitoreo de la evolucion de la carga viral,
y en especial, del dano hepatico, constituye una alternativa novedosa, valiosa
y prometedora para realizar el seguimiento de la enfermedad causada por el
VHC.

Finalmente, es importante decir que esta forma de abordar el problema
es original, ya que por ejemplo, Perelson et al. (1996) [PE3|, Neumann et al.
(1998) [PE2| y Layden et al. (2003) [PE6|, usan una técnica distinta que se le
llamara método de Perelson (véase Prefacio y Seccion 5.5), para estimar
algunos parametros del modelo reducido (5.1).

5.3. Dinamica del VHC con carga viral y ALT

5.3.1. Modelo reducido con ALT

Los médicos generalmente evaltian el nivel de concentracion en la sangre
de algunas enzimas producidas por el higado como las ALT, AST, GGT,
fosfatasa alcalina y bilirrubina, entre otras, para conocer el estado del higado
de una persona. Las enzimas ALT y AST son indicadores sensibles del dano
hepatico. Algunas veces las concentraciones pueden ser normales a pesar de
haber dano hepéatico, pero por lo general son elevadas cuando el dano es
agudo (Informe de PKID, 2004 [INF]). Como en el modelo reducido a tres
poblaciones (5.1) no se contemplan explicitamente enzimas como ALT y AST,
esto generd dudas sobre los resultados obtenidos con el modelo de parte del
equipo médico que participa en el seminario. Con el objetivo de investigar la
influencia de las enzimas ALT en la estimacion numérica de los parametros
del modelo reducido, se consideré el modelo béasico de la dindmica viral con
ALT que reportan Ribeiro et al. (2003) [PE4] el cual esta dado por el sistema

de ecuaciones
A

ﬁs = ﬂs —kH,V — ,U/sHs

H, = kHsV - /'LeHe (514>
V = pH.—umV

A = ﬁA+asHs+aeHe_MAA )

con valores iniciales:
T
Yo = (H307 H€O7 %7 AO) .
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Las primeras tres ecuaciones del modelo (5.14) corresponden al modelo
reducido (5.1). La cuarta ecuacion describe la dindmica del nivel de concen-
tracion de las enzimas ALT (A) por litro de sangre (UI/L), bajo el supuesto
que en un individuo sano son liberadas por los hepatocitos sanos a una tasa
constante a, por célula, y por tejidos extra-hepaticos a una tasa constante
B4,y eliminadas a una tasa per capita p4. Durante la infecciéon por el VHC,
se supone que las enzimas ALT también son liberadas por células hepaticas
enfermas a una tasa constante «, por célula.

Ribeiro et al. (2003) [PE4] usaron el modelo (5.14) para analizar el ni-
vel de ALT en pacientes infectados por el VHC bajo tratamiento, aplicando
el método de Perelson (Neumann et al., 1998 [PE2|) descrito en la Seccion
5.2. En Alavez-Ramirez et al. (2006) [ALR], se hizo un estudio cualitativo y
experimental del modelo basico de la dindmica viral con ALT (5.14), que a
continuacion se resume.

El modelo béasico de la dindmica viral con ALT tiene el mismo parametro
umbral Ry del modelo reducido para la dinamica de la hepatitis C (5.1), y que
si pte > ps, entonces la dindamica del sistema (5.14) también esta restringida
al subconjunto invariante positivo Q2 C RY:

T 4| 0= Hs<Hy, 0< He < Hy, Hs + He < Hy,
0= (HS,HG,V,A) € RJr ’

0<SV<Viy 0<A< Ay

donde Hy = Bs/ps y Var = (p/1v) Hy como en el modelo reducido.
En Alavez-Ramirez et al. (2006) [ALR], se prueba la siguiente proposicion:

Proposicion 5.3.1. Bajo el supuesto de que pe > jis :

A) Si Ry <1, entonces el sistema (5.14) tiene un solo estado de equilibrio
admisible en §Q, el trivial

T
10:(@,0,0,5_A+0‘555) , (5.15)
s A pafs

el cual es globalmente asintoticamente estable.

B) Si Ry > 1, entonces el sistema (5.14) tiene dos estados de equilibrio
admisibles en )
i) El trivial Iy dado en (5.15) que es ahora inestable.
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it) El no trivial I, = (H?, H*,V*, A*)T, que es localmente asintdtica-
mente estable, y estd en el interior de ) si pe > s, donde

Bs Bs s
H = H = Ro—1), V'=L(R,—1
S ,LLSRO7 e ,UeRO( 0 )7 k( 0 )
y
A = (ﬁARo g ol | Ol 1)) .
:U’ARO s e

El estado de equilibrio I; corresponde al enfermo endémico de hepatitis C.
Ay = Ba/pa—+asfs/paps es el nivel promedio de concentracion que alcanzan
las enzimas ALT en un individuo sano.

Demostracion. Esta es similar a la prueba dada a la Proposicion 5.2.1. Mas
detalles en Alavez-Ramirez et al. (2006) [ALRJ. O

5.3.2. Estimacion numérica de los parametros
Identificabilidad

También en este caso, todos los pardametros en el modelo son no negativos,
por lo que el espacio de parametros admisibles © lo definen los vectores
positivos de la forma:

0= (ﬁsa ka Hsy He, Py UV ﬁAu s, Qe LA, HSO7 H607 ‘/07 AO)T .

Bajo el supuesto de que solo se cuenta con un nimero suficiente de ob-
servaciones de la carga viral V' y del nivel de ALT A, dados por la tabla

V;:V(ti;tmnaﬂ)—i_gila y }

T = tia‘/;aAiTe t7T XR2
{( ) [O ] A’i:A(ti;t07naﬁ)+€i27 i=0:m

donde €;; € R son errores de observaciones como en la Tabla 1.25, la funcion
objetivo g(f) se reduce en este caso a

1 & 1+
g(0) = 2 ;wil(% — V(ts;to, m, 5))2+§ ;wﬂ(Ai — Atisto,n, 9))* (5.16)

donde n= (H507 H607 VE); AO)Ta ﬁ = (ﬁsy k, Hsy ey Py UV, ﬁAa Us, Qe :U’A)T y 0=
(ﬂT, nT)T. Los pesos w;; se calculan de acuerdo con las férmulas (5.12).
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El modelo reducido con ALT (5.14), también es lineal respecto al vector
de pardmetros (3, y se satisfacen casi todas las condiciones del Teorema 4.5.1,
salvo la desigualdad (4.4) que tampoco se ha comprobado para este caso.
Sin embargo, las evidencias numéricas muestran que el problema de Min Q’s
correspondiente es identificable, es decir, existe un 6* € O tal que g(6*) <
g(0) para toda 6 en una vecindad de 6* de radio r > 0. También, es razonable
suponer que 0* esté en el interior del espacio ©.

Comparacion de los modelos

Se hizo un estudio comparativo del modelo reducido a tres poblaciones
(5.1) con el modelo basico de la dinamica viral con ALT (5.14), mediante
la estimacion numérica de los parametros correspondientes. Se estimaron los
parametros k, fie, P, ftv, Ba, s, Qe, ta, Vo y Ag. Por consiguiente, también la
estimacion del parametro umbral Ry por cada modelo. Se reportan dos casos,
cuando tedricamente hay cura de la hepatitis C y cuando no la hay, en que
se generaron 17 datos en cada caso con el modelo bésico de la dindmica viral
con ALT, en un lapso de tiempo de 0 a 30 dias. A los datos generados se les
perturbo6 con un ruido del orden del 10 % en los valores numeéricos obtenidos
para la carga viral V' y para el nivel de ALT A, con distribucién normal
de acuerdo con la formula (5.13). Se consideraron conocidos los parametros
Bs, s, Hso y Heo. Los parametros usados para generar datos se dedujeron
en Avendano et al. (2002) [AVN], y en Neumann et al. (1998) [PE2], entre
otros.

Caso cuando tedéricamente hay cura

Los datos se generaron usando las condiciones iniciales:
Hy = 4300 células/mm?,  H.y = 700 células/mm?
Vo = 600 UI/ul, Ay = 8.5 x 107° Ul/uL
y valores de los parametros que se muestran en la Tabla 5.20. Los datos

generados y perturbados se presentan en las Tablas 5.21 y 5.22.
Con los parametros iniciales:

By = (15.4,4.0 x 1075, 3.08 x 10~,0.18, 3.0, 7.0)" v 1o = (4 300, 700, 850)7,
se minimizo la funciéon objetivo (5.11) del modelo reducido (5.1), y con
By = (15.4,6.0 x 107, 3.08 x 102,0.3,6.0, 6.0, 6.0 x 103,8.0 x 10~%,
8.5x 1075, 5.00T v 1o = (4300, 700, 800, 4.0 x 10-3)T ,
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se minimizo la funciéon objetivo (5.16) del modelo basico con ALT (5.14). Los
resultados obtenidos se muestran en la Tabla 5.23.

By = 15.4 células/mm?® x dia|py = 5.83 dia™*

k= 12x107% uL/Ul x dfa|B4 = 2.4 x 107° UI/uL x dia

ps = 3.08 x 1073 dia™" o, = 2.0 x 1078 Ul/células x dia
te = 0.14 dia™! e = 2.1 x 1078 Ul/células x dia
p = 5.0 Ul/células x dia  |puy = 2.75 dia™'

Tabla 5.20: Parametros usados para generar datos en el caso cuando teéricamente
hay cura.

Caso endémico

También se generaron datos con un ruido del orden del 10 % usando los
valores de los parametros:

k=28 x107° uL/UI x dia, p = 10.0 UI/células x dia, us = 0.65 dia™?,
y los demas como en la Tabla 5.20, junto con las condiciones iniciales:
Hy = 4300 células/mm?>,  H,y = 700 células/mm?
Vo = 1200 UI/ul, y  Ag=15x10"1UI/uL.

Los datos obtenidos se muestran en la cuarta y quinta columna de la
Tabla 5.21. Con los parametros iniciales:

Bo = (15.4,6.0 x 107°,3.08 x 1073, 0.5,12.0, 4.0)T y 10 = (4300, 700, 2 000)",
se minimizo la funciéon objetivo (5.11) del modelo reducido (5.1), y con

Bo = (15.4,6.0 x 1072, 3.08 x 10~2,0.5, 15.0, 10.0,8.5 x 1075,8.0 x 1077,
85x10°7,1.0)T vy ny = (4300,700,2000,4.0 x 1073)7 ,

se minimiz6 la funcion objetivo (5.16) del modelo (5.14). Los resultados ob-
tenidos en este caso se muestran en la Tabla 5.24.
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Tiempo

(t)

Carga viral

(UL/uL)

Nivel de ALT
(UL/pL)

Carga viral
(UL/uL)

Nivel de ALT
(UL/pL)

Datos generados

Datos con ruido

0 hrs.

600.00000

8.5000000 x 10~°

999.21655

8.8011935 x 10~°

2 hrs.

599.13938

7.6872297 x 107°

605.70219

9.7871072 x 10~°

4 hrs.

296.78476

7.0397131 x 107°

619.68974

7.3913494 x 107°

8 hrs.

589.73415

6.1122707 x 107°

554.47836

6.1249664 x 10=°

16 hrs.

072.52447

5.1437264 x 107°

616.67838

3.7836110 x 10~°

24 hrs.

254.80778

4.7439360 x 10°

554.35714

5.1511736 x 10°

2 dias

504.36313

4.4452141 x 107°

566.47558

4.8713162 x 107°

3 dias

458.36466

4.3732727 x 107°

489.77345

3.9469354 x 10~°

4 dias

416.46906

4.3149689 x 10°

417.30404

4.7739955 x 107°

6 dias

343.61971

4.2233054 x 107°

287.47314

3.6140239 x 107°

8 dias

283.33638

4.1487945 x 107°

251.30972

4.0274264 x 107°

10 dzas

233.51473

4.0881460 x 1075

239.31993

3.4791499 x 10~°

14 dzas

158.44689

3.9991402 x 10~°

166.82857

4.1364990 x 10~°

18 d7as

107.41708

3.9415146 x 107°

114.72336

3.5187709 x 107°

22 dias

72.790494

3.9051718 x 107°

74.862929

3.6187966 x 10~°

26 dias

49.319184

3.8832315 x 107°

47.657901

4.2602004 x 107°

30 dias

33.418167

3.8710187 x 107°

31.829646

3.8977087 x 10~°

Tabla 5.21: Datos generados con el modelo basico de la dindmica viral con ALT y
perturbados con un ruido del orden del 10 %, en el caso en que tedricamente hay
cura.
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Tiempo

(t)

Carga viral

(UI/pL)

Nivel de ALT
(UI/uL)

Carga viral

(U1/uL)

Nivel de ALT
(UI/puL)

Datos generados

Dato

s con ruido

0 hrs.

1200.0000

1.5000000 x 1074

1268.2680

1.4616532 x 1074

2 hrs.

1201.6374

1.5219997 x 10~

1024.3797

1.4863843 x 1074

4 hrs.

1205.1632

1.5427133 x 10~4

1379.1295

1.4885679 x 1074

8 hrs.

1215.1633

1.5805405 x 10~4

1329.4968

1.4237364 x 1074

16 hrs.

1239.1098

1.6434827 x 10~4

1114.2368

1.5215289 x 104

24 hrs.

1263.8972

1.6922095 x 104

1313.1741

1.7070988 x 1074

2 dias

1335.9149

1.7778316 x 1074

1395.1833

1.6089547 x 1074

3 dias

1402.5733

1.8068636 x 1074

1287.3218

1.7588720 x 10~*

4 dias

1462.5303

1.8059034 x 1074

1606.7851

1.7122429 x 1074

6 dias

1557.9190

1.7621537 x 1074

1561.2633

1.5852432 x 1074

8 dias

1615.5470

1.6955522 x 1074

1423.9615

1.5165183 x 1074

10 dias

1633.0533

1.6210662 x 10~4

1434.2589

1.6143830 x 1074

14 dias

1558.0519

1.4677210 x 10~4

1517.3709

1.6076632 x 1074

18 dias

1378.9073

1.3233172 x 10~*

1217.8759

1.2623646 x 104

22 dias

1154.2961

1.1979427 x 10~4

1001.9940

1.3094972 x 10~4

26 dias

929.14197

1.0956241 x 104

1004.0056

1.1210016 x 1074

30 dias

728.35205

1.0161230 x 1074

749.43799

1.1663992 x 10~4

Tabla 5.22: Datos generados con el modelo basico de la dindmica viral con ALT y
perturbados con un ruido del orden del 10 %, en el caso endémico. En la estimacién
de parametros no se usé el dato que corresponde a dos horas en ambos modelos.
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Param. ||V.Exactos V. Est™ Error| V.EstAlT Error
k 1.2 x 107° | 1.6307 x 107°|35.89 % || 7.7928 x 1079 |35.06 %

Le 0.14 0.15470 10.50 % 0.12598 10.01 %

P 5.0 4.0459 19.08 % 5.0183 0.37 %

oy 5.83 4.7666 18.24 % 5.8456 0.27 %
Ry 0.36756 0.44736 21.711 % 0.26552 27.76 %
Vo 600 605.92 0.99 % 603.90 0.65 %
Ao 8.5 x 107° —— ——1/9.8038 x 107°|15.34 %
9(6) ——  |46195x1072] ——[1.5469 x 107'| ——
IVg@)|2| —— [5.4413x 1073 ——|3.6773x10°2| ——

Tabla 5.23: Caso cuando tedéricamente hay cura: modelo reducido vs. modelo basico
de la dinamica viral con ALT. V. Est™": valores de los parametros estimados con el

modelo reducido. V. EstAMT: valores estimados con el modelo de la dinamica viral
con ALT.
Param. (V. Exactos V. Est™ Error|| V.EstALT Error
k 2.8 x 1077 (12.3283 x 1075[16.85 %||2.3320 x 107°|16.71 %
Lhe 0.14 0.13574 3.04 % 0.13582 2.99%
P 10.0 6.4054 35.95 % 6.3848 36.15 %
Wy 0.83 3.5962 38.32% 3.5858 38.49 %
Ry 1.7153 1.5276 10.94 % 1.5286 10.88 %
Vo 1200 1309.5 9.12% 1309.6 9.13%
A 1.5 x 107* — ——1|1.4275 x 107*| 4.83%
g(é\) —— 4.0793 x 1072 ——1/6.0045 x 102 ——
HVg(é\)Hg —— 3.9346 x 1074 ——1{/1.0386 x 104 ——

Tabla 5.24: Caso endémico: modelo reducido vs. modelo béasico de la dinamica viral
con ALT. V.Est™": valores de los parametros estimados con el modelo reducido.
V. Est?ET: valores estimados con el modelo de la dinamica viral con ALT.
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5.3.3. Conclusiones

Las conclusiones obtenidas son las siguientes:

Conclusion 5.3.1. La precision de los parametros k, p., p, py y Vo esti-
mados por el modelo basico de la dindmica viral con ALT (5.14) son rela-
tivamente mejores que los estimados por el modelo reducido (5.1), en el caso
cuando tedricamente hay cura (Tabla 5.23), pero en el caso endémico son
prdacticamente las mismas (Tabla 5.24). En ambos casos, se obtiene la mis-
ma precision para el pardmetro umbral Ry. Asi que incorporar la ecuacion
adicional que describe la dinamica del nivel de las enzimas ALT en el modelo
reducido, no influye significativamente en la estimacion de los pardmetros in-
volucrados para determinar el parametro umbral, ni mejora la estimacion de
dicho pardmetro umbral. Los intervalos de confianza al 95 % de los pardme-
tros relacionados con las enzimas ALT se obtienen con extremos negativos,
el cual contradice el hecho de que todos los pardmetros involucrados son posi-
tivos (Alavez-Ramirez et al., 2006 [ALR]).

5.4. Modelo adimensionado del VHC

5.4.1. Modelo reducido y adimensionado

Con el objetivo de investigar la posibilidad de mejorar la estimacion de los
parametros del modelo reducido a tres poblaciones (5.1), se realizé un estudio
cualitativo y experimental del modelo adimensionado para la dinamica de la
hepatitis C, dado por:

hy, = 1—khaw— h,
h.e — k*hs’l) _ ,U/Zhe (517)
v = phe—pv

con valores iniciales: yo = (hs0, heo; Vo)T

El modelo adimensionado (5.17) se obtiene del modelo reducido a tres
poblaciones (5.1) al introducir las transformaciones
H, H, Vv

hs = ) he =
Hr !

= , T = Ul .
HM Vmax Y H

INoétese que se trata de un reescalamiento en las variables que no modifican las cuali-
dades del sistema, s6lo cambian las unidades a través de las que aquellas se miden.
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Por lo que

* kvm X * He % pHM * Ky
=22 ui=20 pt= ;==Y Viax < Var.
fbs fhs fs Vinax Ibs

En Alavez-Ramirez et al. (2006) [ALG], se prueba que si p > 1, entonces
la dindmica del sistema (5.17) esté restringida al subconjunto positivamente
invariante 2 C Ri:

0<hy<1l, 0<h,<1, }

Q =< (hs, he,v)" € RY
OSh5+he§1 y OSUSVM/Vmax

El parametro umbral del modelo adimensionado, esta dado por
T

Ry

En este caso, se prueba el siguiente resultado:
Proposiciéon 5.4.1. Bajo el supuesto de que ji> > 1:

A) Si Ry < 1, entonces el sistema (5.17) tiene un solo estado de equili-
brio admisible en Q: el trivial Iy = (1,0,0)T, el cual es globalmente
asintoticamente estable.

B) Si Ry > 1, entonces el sistema (5.17) tiene dos estados de equilibrio
admisibles en € :

i) El trivial Iy = (1,0,0)T, que es ahora inestable (hiperbdlico).

i) El no trivial I, = (1/Ry, (Ry — 1)/ Ry, (Ry — 1)/k*)", que es
localmente asintoticamente estable, y estd en el interior de € cuan-
dopl>1.

Demostracion. Es similar a la prueba dada a la Proposicion 5.2.1. Méas de-
talles sobre el particular se pueden ver en Alavez-Ramirez et al. (2006)
[ALG]. O

En la Figura 5.17 se presenta el espacio fase del sistema (5.17) que ilustra
la estabilidad asintotica global del estado de equilibrio I. Notese que dicho
espacio fase tiene una conducta similar al de espacio fase del modelo reducido
(5.1), dado por la Figura 5.2.
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Figura 5.17: Espacio fase del modelo reducido y adimensionado (5.17) cuando el
parametro umbral Ry = 0.36756 , que ilustra la estabilidad asintotica global de Ij .

5.4.2. Estimacion numérica de los parametros
Identificabilidad

Para identificar los pardmetros se supone que se tiene un nimero suficiente
de observaciones de la carga viral escalada v: v; = v(7; 70,1, 8) +¢€;, i =0
m, por lo que la funcién objetivo g(6) del problema de Min Q’s (1.29) se

reduce a
m

000) = 5 3w = vl ) (515)
donde 1 = (hyo, heosv0)”, = (k*,p*, 1z, )"y 8= (67,7")". Los pesos
se tomaron como w; =1, ¢ =0 :m.

Para la estimacion numérica de los parametros se reportan dos casos,
cuando tedricamente hay cura de la hepatitis C y cuando no la hay, en que se
generaron 14 datos para cada caso con el modelo reducido (5.1), en un lapso
de 0 a 20 dias. El ruido que se introdujo a los datos es del orden del 10 % con
distribucion normal de acuerdo con (5.13), en los valores numéricos obtenidos
para la carga viral V. Para el proceso de minimizacion de (5.18), se escalaron
los datos con V., igual al maximo valor de la carga viral perturbada en cada
caso.
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Caso cuando tedricamente hay cura

Para generar los datos se usaron los valores de los parametros que se dan
en la Tabla 5.20, que corresponden al modelo reducido, y las condiciones
iniciales que se dan en la Seccién 5.3.2, en el caso en que hay cura. Los
datos generados y perturbados se muestran en la Tabla 5.25. El proceso de
minimizacion de (5.18) se inici6 desde By = (2,40,13000,2500)" y ny =
(0.86,0.14,0.85)T. Los resultados obtenidos se muestran en la Tabla 5.26, y
los intervalos de confianza a 95 % de los pardmetros estimados se muestran
en la Tabla 5.27.

Tiempo | C. viral gen.|C. viral pert. || Tiempo | C. viral gen.|C. viral pert.
() | (Uun) | (UjpL) | @) | (UjpL) | (Ul/uL)
0 hrs. | 600.00000 619.53276 | 3 dias | 458.36460 432.07629
2 hrs. | 599.13949 675.21692 || 4 dias | 416.46824 451.32501
4 hrs. | 596.78583 588.48569 || 6 dias | 343.61830 336.70608
8 hrs. | 589.74052 588.82359 || 8 dias | 283.33455 313.32073
16 hrs.| 572.52816 534.98773 | 10 dias| 233.51262 249.79770
24 hrs. | 554.81321 657.35004 | 15 dias| 143.78085 162.61856
2 dias | 504.36385 580.44313 || 20 dias| 88.425658 87.106199

Tabla 5.25: Datos generados y perturbados en el caso en que teéricamente hay cura.
C. viral gen. es la carga viral generada, y C. viral pert. es la carga viral perturbada.

Parametros || Valores exactos | Valores estimados| Error
k* 2.6307 8.8444 x 107! 66.38 %

w 4.5455 x 101 |3.7013 x 10* 18.57 %

p* 1.2021 x 10*  |2.7128 x 103 77.43 %

I 1.8929 x 103 |4.2370 x 10? 77.62%

vo 8.8860 x 10~1 ]9.2278 x 10! 3.85%

Ry 3.6754 x 1071 |1.5299 x 1071 58.37 %
9@ |-- 2.2117 x 1072 —
Vg2 |[—— 8.8569 x 1075 —

Tabla 5.26: Parametros estimados con el modelo adimensionado cuando hay cura.

Es importante notar que los porcentajes de error de la estimacion de k*,
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p* vy py son muy grandes, y estos mismos parametros son muy sensibles a
parametros iniciales.

Extremo inferior Pardametros estimados Extremo superior
—1.9923 < 8.8444 x 1071 (k*) < 3.7612
1.7670 x 10! < 3.7013 x 10! (u}) < 5.6356 x 10*
—1.9828 x 10* < 27128 x 10>  (p*) < 2.5253 x 104
—2.8845 x 10° < 4.2370 x 10> (u},) < 3.7319 x 103
8.4196 x 1071 < 9.2278 x 1071 (vg) < 1.0036

Tabla 5.27: Intervalos de confianza a 95 % en el caso cuando hay cura. Los intervalos
de confianza son muy grandes salvo el intervalo que corresponde a vy, y tres de ellos
con extremos negativos.

Caso endémico

Los datos se generaron con k = 2.8 x 107° uL x Ul x dfa~!, p = 10.0
UI x células™! x dz’a_l, y demas pardmetros que corresponden al modelo re-
ducido que se dan en la Tabla 5.20, junto con las condiciones iniciales que se
dan en la Seccion 5.3.2, en el caso cronico. Los datos generados y perturbados
se muestran en la Tabla 5.28. El proceso de minimizacion de la funcién objeti-
vo (5.18) se inici6 desde: 3y = (10,40, 9500,2000)" y ny = (0.86,0.14,0.8)7.
Los resultados obtenidos se muestran en la Tabla 5.29, y los intervalos de
conflanza a 95 % de los parametros estimados se dan en la Tabla 5.30.

Tiempo | C. viral gen. | C. viral pert. || Tiempo | C. viral gen.|C. viral pert.
0 | uyun) | uyen) | @ | (UL | (UL
0 hrs. | 1200.0000 | 1305.9414 | 3 dias | 1402.5718 | 1556.5244
2 hrs. | 1201.6375 | 1190.8653 | 4 dias | 1462.5268 | 1282.8238
4 hrs. | 1205.1615 | 1302.2679 | 6 déas | 1557.9091 | 1401.1814
8 hrs. | 1215.1470 | 1188.1577 || 8 d7as | 1615.5077 | 1540.9159
16 hrs.| 1239.1031 | 1379.6730 | 10 déas| 1632.9527 | 1779.4732
24 hrs.| 1263.8896 | 1440.2570 | 15 déas| 1520.5331 | 1270.2268
2 dias | 1335.9135 | 1243.2592 |20 dias| 1268.9412 | 1340.6514

Tabla 5.28: Datos generados y perturbados en el caso endémico. C. viral gen. es la
carga viral generada, y C. viral pert. es la carga viral perturbada.
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5.4. Modelo adimensionado del VHC

Parametros || Valores exactos | Valores estimados Error
k* 1.6177 x 10! 1.2785 x 101 20.97 %
0y 4.5455 x 10" 14.1236 x 10* 9.28 %
p* 9.1228 x 103 1.3320 x 106 14 501.00 %
5% 1.8929 x 103 |2.6414 x 10° 13854.00 %
o 6.7436 x 107" |7.3392 x 107! 8.83 %
Ry 1.7152 1.5635 8.85 %

9@ ||—— 3.2650 x 1072 —
IVg@)2 |- 2.4327 x 1073 —

Tabla 5.29: Parametros estimados con el modelo adimensionado en el caso endémi-
co. Los porcentajes de error para p* y pj, son muy grandes, y ambos parametros
son muy sensibles a parametros iniciales. Aunque en este caso, el pardmetro umbral
Ry se estima razonablemente bien.

Extremo inferior Parametros estimados Extremo superior

9.7475 < 12.785 (k*) < 15.822

21.053 < 41.236 (u¥) < 61.420
—6.8118 x 10 < 1.3320 x 10°  (p*) < 6.8145 x 10°
—1.3509 x 10° < 2.6414 x 10°  (p}) < 1.3514 x 10°

5.9767 x 107! < 7.3392 x 107! (vg) < 8.7017 x 1071

Tabla 5.30: Intervalos de confianza a 95 % en el caso endémico. Todos los inter-
valos son extremadamente grandes y dos de ellos con extremos negativos, lo que
contradice el hecho de que todos los parametros deben ser positivos.
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5.4.3. Conclusiones

Conclusion 5.4.1. A pesar de que se reduce el nimero de pardmetros que se
requieren estimar para determinar el parametro umbral Ry, la estimacion de
los pardametros p* y pi, no son buenos en ambos casos (cuando tedricamente
hay cura y endémico), pues los errores correspondientes son muy grandes
(Tablas 5.26 y 5.29). Sin embargo, es importante notar que la estimacion
del pardmetro umbral Ry es muy bueno en el caso endémico. Otro problema
significativo son los intervalos de confianza de los pardmetros estimados k*, p*
y i (Tablas 5.27 y 5.30), pues son muy grandes y con extremos negativos,
el cual contradice el hecho de que todos los parametros en el modelo son
Positivos.

5.5. Comparacién de dos métodos de estima-
cién de pardmetros en EDQO’s

En esta secciéon se comparan resultados de la estimacion de pardmetros
obtenidos con el modelo reducido (5.1), con el método que se esta usando en
esta tesis junto con DIFFPAR, con los resultados obtenidos con el método

de Perelson que se reportan en Neumann et al. (1998) [PE2| y en Perelson
et al. (1996) [PE3).

5.5.1. Meétodo de Perelson

Perelson y Neumann, investigaron la eficacia de la terapia aplicada a
enfermos de la hepatitis C con interferon o — 2b (IFN), y a enfermos del
SIDA con ritonavir, por lo que consideraron el efecto del medicamento en el
modelo como:

Hy = B—(1—n)kHV — puH,
H. = (1-n)kH\V — p.H, (5.19)
V = (1—e)pH, — 'V

con0<n<ly0<e<1

Caso 1. Se describe la técnica que se reporta en Neumann et al. (1998)

[PE2|. Bajo el supuesto de que las células infectadas tienen una vida media
de a lo més 2 dias, es razonable suponer que H.(t) = H,y constante durante
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los primeros dos dias de tratamiento. Dado que pHqo = py Vo (Neumann et
al. (1998) [PE2]), la solucion de la tercera ecuacion de (5.19) resulta ser

V() =V (1 —e+ee ) ¢ > ¢, (5.20)

que describe el decaimiento viral desde ¢y hasta los primeros 2 dias de terapia,
y es usado para estimar los parametros Vj, to, (v y €, con datos de pacientes
observados de 0 a 2 dias.

Ahora, bajo la hipdtesis de que el mayor efecto del IFN es en el bloqueo
de la produccién viral, es razonable tomar n = 0 y considerar £ > 0 como la
eficacia antiviral durante el tratamiento. También se supone que el sistema
se encuentra en equilibrio antes del tratamiento, y que la concentracion de
células sanas H, permanece aproximadamente en el estado de equilibrio H =
tepry /pk, después de dos semanas de que se administré el medicamento. Por
lo que de la segunda y tercera ecuacion de (5.19) se obtiene la ecuacion
diferencial de segundo orden

V (e + i) V +piepy [1 = (1 = €)aR] V =0, (5.21)

con valores iniciales V (tg) = Vo y 1% (to) = —epyVo; donde a = (us/Bs)HE
y Ry el parametro umbral dado por (5.2). El discriminante de la ecuacion
caracteristica de (5.21) es

A= (pe = pv)* +4(1 = €)prepry > 0.

Si A > 0, entonces la solucion de (5.21) resulta ser

V(t) = Vy (Ae™MU70) 4 (1 — A)eU00)) ¢ > ¢ (5.22)
donde
Ey — A2 1 5
A= —7 vy >\1,2=—<(ue+uv)i\/(ue—uv) +4(1—6)ueuv>.
A1 — Aa 2

En cambio, A =0 si y soélo si g = py y € = 1, y en este caso la solucion
de (5.21) se reduce a (5.20) con ¢ = 1. Dado que los valores de Vp, to, uy
y € lo estiman en (5.20), usan los valores estimados de dichos parametros
en (5.22) para estimar . con datos de pacientes observados de 0 a 14 dias.
Para la estimacion de los pardametros trabajaron con el logaritmo de (5.20) y
(5.22), usando en el proceso de Min QQ’s no lineal la subrutina DNLS1 el cual
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estd basado en el algoritmo de “Levenberg-Marquardt en diferencias finitas”
(Neumann et al., 1998 [PE2|). Es importante notar que cuando € = 0, tanto
(5.20) como (5.22) se reducen a V' =V para t > t;.

Caso 2. Ahora, se describe ahora la técnica que se reporta en Perelson et al.
(1996) [PE3|. En este caso, investigaron el efecto de la terapia con ritonavir
a enfermos del SIDA. También se supone que el ritonavir no inhibe la tasa de
produccion de células enfermas (7 = 0) y que es 100 % efectivo en el combate
de la produccion viral (¢ = 1). Viriones que se producen después de que se
aplico el medicamento ya no son infecciosos (Viyy), pero los que se produjeron
antes de aplicar el medicamento siguen infecciosos (V) hasta que se eliminen.
Asi que después del tratamiento con ritonavir, la segunda y tercera ecuacion
de (5.19) se convierten en:

H, = kH\V;—p.H.
Vi = —pv Vi (5.23)
VNI = pHe — pvVs
con valores iniciales V;(0) = Vo y Va(0) =0. V =V, + Vg .
De la segunda ecuacion de (5.23) se tiene que
Vi(t) = Voe ™' t>0. (5.24)

Como en el Caso 1, también se supone que las células sanas permanecen
en equilibrio HS = ey /pk después de dos semanas de que se administro el
medicamento. Asi que de la tercera y primera ecuacion de (5.23) junto con
(5.24), se obtiene la ecuacion diferencial de segundo orden

VI + (e + pv) VI ptepv Ve — pepiy Voe M =0, (5.25)

con valores iniciales Vyr(0) =0y VNI (0) = puyVo.
Resolviendo (5.25) y sumando su soluciéon con (5.24), resulta que la con-
centraciéon total del virus cuando py # pu. , esta dada por

v Vo [ v

V(t) = Voe " +
Hyv — He | UV — He

(e’“et — e’“"t) — pete ™ (5.26)

para t > tg.
Cuando py = pe , la concentracion total del virus estad dada por

1
V(t) =V, {1 + pyt + 5#%1 et >t (5.27)
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5.5.2. Comparacién numérica

Se tomd como base para la estimacion de parametros los valores obteni-
dos al medir directamente los datos de la Figura 1-2D (paciente 2D) que se
reporta en el articulo de Neumann et al. (1998) [PE2|. Los valores obtenidos
se muestran en la Tabla 5.31. Para el proceso de optimizacion se considera-
ron los valores de los pardmetros 35 y us que se dan en la Tabla 5.20, y las
condiciones iniciales Hyy = 4 500 células/mm?® y H.o = 500 células/mm?. Ini-
ciando el descenso desde el punto 3y = (15.4,3.6 x 107°,3.08 x 1073, 1, 15,5)7
v no = (4500, 500, 1250)7, con la opcién EDO’s no stiff y parametros loga-
ritmizados, se obtienen los resultados que se muestran en la cuarta y quinta
columna de la Tabla 5.32, y en la sexta y séptima columna de la Tabla 5.33.
Los intervalos de confianza se calcularon a un nivel del 95 %. Los resultados
graficos se muestran en las Figuras 5.19 y 5.18.

Tiempo | Carga viral| Carga viral || Tiempo|Carga viral| Carga viral
() | (togsoV) | (copins/mL) | (1) | (1ogsoV) | (copias/mL)

0 hrs. 6 1.000000 x 10%]| 29 hrs. 4.56 3.6308 x 10%
2 hrs. 5.96 9.120110 x 10°|| 34 hrs. 4.88 7.5858 x 10%
4 hrs. 5.99 9.772370 x 10° || 2 dias 4.86 7.2444 x 10*
7 hrs. 6.12 1.318257 x 10%|| 3 dias 4.64 4.3652 x 10*

10 hrs. 5.94 8.709640 x 10°|| 4 dias 4.50 3.1623 x 107
14 hrs. 4.94 8.709600 x 10%] 5 dias 4.49 3.0903 x 10*
19 hrs. 5.27 1.862090 x 10° || 7 dias 4.26 1.8197 x 10*
24 hrs. 4.88 7.585800 x 10| 9 dias 4.18 1.5136 x 10*

Tabla 5.31: Valores obtenidos de la Figura 1-2D en Neumann et al. (1998) |[PE2].

Es importante notar que aunque las estimaciones de . y py difieren signi-
ficativamente, los intervalos de confianza de las estimaciones con DIFFPAR
son mucho més chicos que los intervalos de confianza de las estimaciones de
Perelson (Tabla 5.32). Por ejemplo, el intervalo de confianza de p. es 667 veces
mas chico y de py es 200 veces mas chico. Ademas, aunque el decaimiento de
las cargas virales generados por estas estimaciones difieren significativamente
durante el primer dia (Figura 5.18), dichas diferencias tienden a desaparecer
de 1 a 9 dias (Figura 5.19). Por otro lado, el residual de las estimaciones
de Perelson sin considerar el tiempo de retardo ty es 3.6 veces el residual
obtenido con las estimaciones de DIFFPAR, aunque este tltimo a su vez es
2.5 veces el residual de las estimaciones de Perelson considerando el tiempo
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de retardo tg, es decir, considerando constante la carga viral de 0 a t, (Figura
5.18). Otra ventaja importante de DIFFPAR es que también estima la tasa
k de infeccion y la tasa p de replicacion viral con intervalos de incertidumbre
muy buenos (Tabla 5.32).

Parametros|| Técnica de Perelson DIFFPAR (modelo reducido)
Valor estimado ‘ + Error || Valor estimado ‘ + Error
Vo 106 —— || 1.2572 x 10 | £ 600
to 7 hrs. —— —— ——
€ 95 % +1% —— ——
Wy 5.60 + 0.50 || 4.7520 + 0.0025
Lhe 0.16 +0.04 | 2.2816 x 10~! |4 0.0006 x 10~!
—— —— || 3.2043 x 1073 | £ 0.0016 x 1073
D —— —— 8.6799 x 1072 | £ 0.0086 x 1072
Ry —— —— 1.2826 ——
Rsr 4.6235 x 10° — 1.2754 x 106 —
Rer 0.5120 x 10% | —— —— ——
9(0) —— —— 1/1.2099 ——
IVg(8)]| — —— ||46425 x 1074 | ——

Tabla 5.32: Técnica de Perelson vs. DIFFPAR. Los valores de la segunda y tercera
columna se reportan en Neumann et al. (1998) [PE2]. El error de las estimaciones
con DIFFPAR se obtuvieron de las estimaciones de los intervalos de confianza de
los pardmetros. Rggr es la norma del residual sin retardo, y Rogr la norma del
residual con retardo % .

5.5.3. Conclusiones

Conclusion 5.5.1. El método que se estd aplicando en esta tesis para es-
timar parametros en EDO’s mejora algunas deficiencias de la técnica de
Perelson. Por ejemplo, reduce sustancialmente los intervalos de confianza
de los parametros . y py, y estima por lo menos tres pardametros mas (k, p
y Vo) del modelo reducido (5.1). Sobre todo del pardmetro umbral Ry que al
resultar mayor que 1 (Tabla 5.32), marca la tendencia hacia la enfermedad
cronica del paciente 2D (Tabla 5.51).
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5.5. Comparacion de dos métodos de estimacion ...

Tiempo| Carga viral Carga viral Error| Carga viral Error
(t) (observada) || (Neumann et al.) (DIFFPAR)
(copias/mL) (copias/mL) (copias/mL)
0 hrs. [1.000000 x 10%| 1.000000 x 108 0.00 % || 1.257200 x 10° |25.72 %
2 hrs. [9.120110 x 10°| 1.000000 x 10° 9.65 % (| 8.529980 x 10°| 6.47%
4 hrs. [9.772370 x 10° || 1.000000 x 106 2.33% || 5.852130 x 10° |40.12 %
7 hrs. [1.318257 x 10%|| 1.000000 x 106 | 24.14%||3.425100 x 10°|74.02 %
10 hrs. [8.709640 x 10°|| 5.217010 x 10° | 40.10% ||2.106000 x 10° | 75.82 %
14 hrs. |8.709600 x 10*| 2.351240 x 10° |169.96 % || 1.227830 x 10°|40.97 %
19 hrs. |1.862090 x 10°| 1.063240 x 10° | 42.90% | 7.729300 x 10*|58.49 %
24 hrs. [7.585800 x 10* | 6.527400 x 10* | 13.95% ||5.998100 x 10*|20.93 %
29 hrs. |3.630800 x 10*|| 5.150800 x 10* | 41.86 % ||5.287700 x 10* |45.63 %
34 hrs. [7.585800 x 10* | 4.625400 x 10* | 39.03 % ||4.947900 x 10* |34.77 %
2 dias |7.244400 x 10*|| 4.082400 x 10* | 43.65% ||4.478200 x 10* |38.18 %
3 dias |4.365200 x 10*|| 3.501900 x 10* | 19.78 % || 3.883000 x 10*|11.05 %
4 dfas |3.162300 x 10*| 3.008700 x 10* 4.86 % | 3.339700 x 10* | 5.61%
5 dias |3.090300 x 10*|| 2.585000 x 10* | 16.35% ||2.851300 x 10*| 7.73%
7 dias |1.819700 x 10*|| 1.908200 x 10* 4.86 % (| 2.046700 x 10* [12.47 %
9 dias |1.513600 x 10*| 1.408600 x 104 6.94 % || 1.450100 x 10*| 4.20%

Tabla 5.33: Técnica de Perelson vs. DIFFPAR: diagnostico de la carga viral obser-
vada de la Tabla 5.31.
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Figura 5.18: Datos y decaimiento de la carga viral durante los primeros dos dias.
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Figura 5.19: Datos y decaimiento de la carga viral durante los primeros nueve dias.



Capitulo 6

Aplicaciones a finanzas

En este capitulo, se muestra que es posible la estimaciéon numérica del
parametro de volatilidad que aparece en el modelo generalizado de Black-
Scholes (6.2). La volatilidad es muy importante en los mercados de opciones
y es la tnica en el modelo de Black-Scholes que no puede ser observado
directamente.

6.1. Opciones

Un producto financiero derivado es aquél cuyo precio se encuentra en fun-
cion de otro llamado activo subyacente. Por lo que la cantidad de derivados
en un mercado financiero es muy amplio, pero son cuatro los méas utilizados:
forwards, futuros, swaps y opciones (Méndez, 2005 [MND]). Las opcio-
nes son ejemplos de derivados que cotizan en la bolsa, es decir, instrumentos
cuyo valor depende de los precios de otros instrumentos mas bésicos, tales
como las acciones o los bonos. Se puede definir una opcién como un contrato
que da derecho a quién lo posee a comprar o vender un activo a un pre-
cio preestablecido durante un periodo o una fecha determinada (Laciana y
Menéndez, 2004 [LYM]). En este tipo tipo de acuerdos existen dos clases de
operadores: los compradores y los vendedores de opciones. Las posiciones del
comprador y el vendedor son asimétricas, dado que el comprador mediante
el pago de una prima adquiere un derecho (que puede o no ejercer segtn le
convenga), mientras que el vendedor adquiere una obligacion que es compen-
sada mediante el cobro de la prima (Laciana y Menéndez, 2004 [LYM]). Las
opciones se pueden pensar como un seguro tradicional, es decir, que cuando

132
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no se utiliza (dado que no hay siniestro), se pierde la prima pagada.

Existen varias modalidades de opciones, dos de ellas son: las opciones
europeas y las opciones americanas. Las primeras solo se pueden ejercer
al tiempo de vencimiento, mientras que las segundas se pueden ejercer en
cualquier momento hasta su vencimiento. Por simplicidad se referira a las
opciones europeas. Por otro lado, existen dos tipos de opciones: las opciones
call que son para la compra de partidas de un determinado activo. En el
contrato se establece el tiempo de vencimiento T y el precio de ejercicio K
(aquel al cual se adquiere la partida). Y las opciones put que son para la
venta de partidas de un activo. Los contratos de opciones permiten al tenedor
cubrirse de posibles pérdidas frente a cambios inesperados en los precios del
subyacente.

En lo que sigue se denotara por S al precio del subyacente (precio del
stock), es decir, el activo sobre el cual se ejerce la opcion. K al precio de
ejercicio establecido en el contrato para la compra o venta del activo acorda-
do. T al tiempo de vencimiento de la opcion, y Sr al precio del subyacente
al tiempo de vencimiento T'. Es natural suponer que se desconoce el precio
St al tiempo 0, asi que St da aleatoriedad al modelo. Desde la perspectiva
del tenedor de la opcidén, la ganancia en la fecha de vencimiento 7' de una
opcién call europea es:

(ST - K)+ = maX{ST - K, 0} .

Asi, sien la fecha de vencimiento T: St < K, el tenedor de la opcioén puede
comprar la acciéon directamente en el mercado pagando menos que el precio
de ejercicio, y no ejerce la opciéon. Por otro lado, si en la fecha de vencimiento
T: St > K, el inversionista ejerce su derecho de comprar la accidon al precio de
ejercicio K pactado. Asi, al vender la acciéon inmediatamente en el mercado,
el tenedor de la opcién obtiene una ganancia inmediata S — K.

Paralelamente, para una opcién put europea la ganancia en la fecha
de vencimiento T es:

(ST — K)i =: maX{K — ST, O} .

Las ganancias de una opcién call y de una opciéon put satisfacen la
igualdad llamada paridad put-call:
(ST—K)JF—(ST—K)i :ST—K

La paridad put-call significa que el precio de una opcién put europea
se determina del precio de una opcién call europea con el mismo precio
de ejercicio y fecha de vencimiento.
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6.2. Modelo generalizado de Black-Scholes

Se considera un mercado financiero tedrico con dos activos: dinero en
efectivo (cash) con tasa de interés constante r, y una accion (stock) de riesgo
con proceso de difusién de precios dado por

dSt == p(t, St)Stdt + U(t, St)SthVt s t> t() s Sto == S() s

donde W representa un movimiento Browniano estandar.

Se supone ademés que la accién produce un dividendo compuesto con-
tinuamente a una tasa constante ¢, y que el mercado es completo (es de-
cir, es liquido, no arbitrable y perfecto). Una opciéon call/put europeo so-

bre S tiene un precio equitativo teérico en el modelo que se denota por
H;K[;(u Sa th SO) rq, &)7 dOHde a = 0'2/2, y

I3 (. Sito, So, 7, g, a) = e 77T B0 (S — K)H/= (6.1)

Aqui P denota el llamado probabilidad de riesgo-neutral, bajo el cual
se satisface

dSy = (r — q)Sedt + o (t,S)SdWy, t>to, Sy = So.

Alternativamente de la representacion probabilistica (6.1), los precios
I1*/~ se pueden dar como la solucion de una ecuacion diferencial. Se puede
usar la ecuaciéon parabolica retrospectiva de Black-Scholes:

oIl oIl , 0211

E‘F(T—Q)S%—f‘a(t,S)S @—TH:O, t<T, S€R+, (62)
con condicién de frontera: II(T, S) = (S — K)*/~ .

O la ecuaciéon parabolica prospectiva de Dupire

0Pl
0K?

oIl oIl ,

+q¢lI=0, T>t,, KeR,, (6.3)

con condicién de frontera: I1(ty, K) = (Sp — K)*/~ .
Crépey (2003) [CRY], demuestra que (6.1), (6.2) o (6.3) se satisfacen para
cualquier funcion a(t, S) de volatilidad local, acotado, positivo y medible.
En el caso especial cuando la volatilidad @ = 02/2 es constante o es
una funcion solo del tiempo, se conocen féormulas explicitas para los precios
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[I1*/=. Pero en el caso general se recurre a un método de diferencias finitas
o un procedimiento Monte Carlo. Ademas, se ha observado que la funcién
de volatilidad local no constante o solamente dependiente del tiempo, es
consistente con la mayoria de las colocaciones de cotizaciones en el mercado.
En la practica a(t, S) es desconocida, y de hecho es la tnica cantidad en (6.1),
(6.2) o (6.3) que no se puede observar en el mercado. Por lo tanto, se tiene
el problema inverso: encontrar la funcion de volatilidad local a(t, .S) tal que
los precios tedricos dados por (6.1), (6.2) o (6.3) se “ajusten” a los precios
observados en el mercado.

6.2.1. Condiciones de frontera

Cuando el precio del stock S es suficientemente grande, digamos Spay ,
es razonable considerar las siguientes condiciones de frontera para la opcion
Europea call:

IT,S) =max{S — K,0}, S>0
10(£,0)=0, t>0 (6.4)
(¢, Smax) = Smax — Ke 7T ¢t >0.

Y para la opcién Europea put:
IT,S) =max{K — S, 0}, S>0
(t,0) = Ke"@=0 >0 (6.5)
(¢, Smax) =0, t>0.

Si la tasa de interés r = r(t) (depende del tiempo t), entonces la 2*
ecuacion de (6.5) toma la forma mas general:

I1(¢,0) = Ke™ S r(s)ds para toda ¢t > 0.

6.2.2. Discretizacion por el método de lineas

Con la transformacion
r=T—-t, t<T y S§=§5, 05,

la ecuacion parabolica retrospectiva de Black-Scholes (6.2) junto con las con-
diciones de frontera (6.4), se convierten en una ecuacion parabdlica prospec-
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tiva:

11 = (r — q)SOsII + a(r, §)S?0%LIM —rIl, 7>0, S >0
I1(0, S) = max {S — K, 0}, S>0

I(r,0) =0, 7>0

(7, Smax) = Smax — Ke™7, 72>0.

(6.6)

Aplicando el método de lineas al discretizar el problema (6.6) con una
diferencia central en S, se obtiene:
o1l M — T, Ty, — 211 + 101,
5 = (r—q)Sj#%—ajS? J h2j I —rll;,

donde

S, = So+jh, j=1:M
I, = I(r,5;) v a = a(r,5;),

que da lugar a M — 1 problemas de valores iniciales en EDO’s:

iy = (P + By + (i T>0} (6.7
0) = max {5, — K, 0}, =13 01

(580139
B =~ (r+ 20 )

v(r) = ( hQT T_q>

y;(7)

donde

n

a(T) =

La region de integracion del sistema (6.7) se muestra en la Figura 6.1.
El sistema de EDO’s (6.7) es tridiagonal, y se puede escribir como:

U= A(r,a(r))y+b
Yo = (yl(o)a y2(0)7 e 7yM*1(0))T
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donde
[ Bi m | [ 0411_[(7, So)
as Br M 0
Ao a3 ?3 73 | - 0
an—2 Br—2 Ym-2 0
i am—1 Pu-1 | | Y1 IH(7, Sur) |

La matriz A(7,a(7)) del sistema es estrictamente diagonal dominante, si
a;(t) > 0.

SM H(T,SM)ZSM—KG_T

Sm—1

70 =0 II(,0) = 0 T 7

Figura 6.1: Region de integracion del modelo discretizado (6.7).

6.3. Estimacion del parametro de volatilidad

6.3.1. Identificabilidad
k

Para estimar el parametro de volatilidad a(7,S), se supone a;(7) = aj
constante para T € [T, Tky1,k =0 : N —1,7 =1 : M — 1. Asi que el
espacio de parametros admisibles © es Rf’l paracada k =0: N -1,y
lo definen los vectores positivos de la forma: 6 = (a¥, a%, ..., a%, |)T. Notese
que af solamente aparece en la j—ésima ecuacion del sistema (6.7), por lo se
requieren de observaciones suficientes de todas las variables de estado para
identificar todos los parametros. La funcién objetivo ¢g(f) toma la forma:

m M-—1

9(0) = %Z Z wfj (Z/@kj - SOj(TﬁTo,yo,e))Q, (6.8)

i=0 j=1
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sobre cada intervalo [Ty, Tk1].
Los pesos wfj se calcularon de acuerdo con las férmulas:

wfj = 1/(yfj)2 si yzkj >0, vy wfj =0 en otros casos,
salvo para los resultados que se reportan en las Tablas 6.8 y 6.10, que se uso

wszlparai:(]:m,j:l:]\/[—l.

6.3.2. Estimacion numérica

Se realiza una prueba experimental para la estimacion numérica de los
parametros de volatilidad af, j=1:M—-1,k=0: N —1, tomando Sy = 0
y M =11.

Se propone una estrategia simple, dado que el tiempo de vencimiento T'
generalmente se mide en meses o en anos, se realizan estimaciones en cada
mes durante cinco meses con observaciones de precios de cada semana. Para
ello, se generaron datos al resolver el sistema de EDO’s (6.7) con los valores
de los parametros: K =4, r =0.2, ¢ = 0.02, h = 0.5 y valores exactos de los
parametros de volatilidad que se generaron con la férmula:

k
100—
sen( 0012)

donde p(S) es el interpolante cubico de los puntos (0, 0), (1.5,0.25), (3.5,0.03)
y (5,0.22). Los datos generados para cada mes se les perturb6 con un 10 %
de ruido de acuerdo con la formula (5.13), y son los que se muestran en
las Tablas 6.1, 6.3, 6.5, 6.7 y 6.9, respectivamente. Las estimaciones de &?
obtenidos en cada mes, se muestran en las Tablas 6.2, 6.4, 6.6, 6.8 y 6.10,
respectivamente.

k k

Conclusion 6.3.1. Es factible la estimacion numérica del pardmetro de vo-
latilidad que aparece en la ecuacion parabolica retrospectiva de Black-Scholes
(6.2), el cual constituye una variable crucial en los mercados de opciones.
Sin embargo, los errores sobre la estimacion en el borde superior de la Figu-
ra 6.1 son muy grandes (Tablas 6.2, 6.4, 6.6, 6.8 y 6.10), lo que muestra que
el problema es muy mal condicionado.



6. Aplicaciones a finanzas 139

| 7 | 0 2.0833000 x 102 [4.1667000 x 102 |6.2500000 x 10~2

y1 || 0 |1.1244368 x 10716 |2.0549890 x 10~14|4.1409590 x 10~13
yo || 0 |1.4998445 x 10713 |1.1827086 x 10~ |2.1746796 x 10710
y3 || 0 [3.3310471 x 10~ |2.0128995 x 10~? |2.0669673 x 108
ys || 0 |4.5335202 x 1079 |1.2192386 x 10~7 |7.7682227 x 10~
ys || 0 |2.2916946 x 10~7 |3.1821364 x 1076 |1.8143990 x 10~
ye || 0 |1.1094503 x 107> |9.0340528 x 107> |2.8427430 x 10~
y7 || 0 |5.3247887 x 107* |2.0972385 x 10~3 |4.5470169 x 1073
ys || 0 2.2483101 x 1072 |3.6979903 x 10~2 |5.7185615 x 102
Yo [10.5|5.1025071 x 10~ |4.5449941 x 10~ |5.4627085 x 10!
y10/1.0[9.3052643 x 10~ |1.0895003 1.0302422

Tabla 6.1: Datos generados con ruido sobre el intervalo [0,1/12] (primer mes).

a? estimado Error|| a2 estimado Error

S; a? exacto z z
J . - ) .
Param. logaritmizados || Param. no logaritmizados

0.5 |1.6686 x 1071||1.8415 x 10~ | 10.36 % || 1.7320 x 10~ | 3.80%
1.0 |2.4286 x 10712.4616 x 107! | 1.36%|| 2.3577 x 107! | 2.92%
1.5 [2.5000 x 1071{/2.2348 x 10~ | 10.61%|| 2.2016 x 10~ | 11.94%
2.0 [2.1029 x 1071{[2.4248 x 1071 | 15.31%|| 2.4668 x 10~ | 17.30%
2.5  |1.4571 x 1071 1.4074 x 10| 3.41%]| 1.3719 x 107! | 5.85%
3.0 |7.8286 x 1072|7.2288 x 1072| 7.66%| 7.2193 x 1072 | 7.78%
3.5  13.0000 x 1072 4.1245 x 1072 | 37.48% || 4.0920 x 1072 | 36.40%
4.0 (22857 x 1072(/1.9243 x 1072 | 15.81% || 1.9476 x 1072 | 14.79%

45 |7.8857 x 1072 0 100.00 % || —2.5407 x 10! |422.18 %
5.0 |2.2000 x 1071 0 100.00 % || 5.2901 x 10® | =2 10°%
9(0) — 8.1568 x 102 ——| 6.3772 x 102 —
MIOIE — 1.0614 ——| 7.9159 x 10~ —

Tabla 6.2: Resultados de la estimacion del parametro de volatilidad sobre el interva-
lo [0,1/12] durante el primer mes, con la opcién EDO’s stiff. Las dos aproximaciones
se obtuvieron desde el punto de inicio 6y = (0.25,0.45,0.35,0.10,0.45,0.10,0.01,
0.05,0.05,1)7, con la condicién inicial dada en la segunda columna de la Tabla 6.1.



140 6.3. Estimacion del parametro de volatilidad

| 7 [8:3333 x 102 | 1.0417000 x 10~* |1.2500000 x 10~ |1.4583000 x 10~

y1 || 4.1586 x 10712 [2.3627016 x 10711 [1.0370148 x 10719 |3.2380803 x 10~ 10
yo || 1.4471 x 1079 | 7.1718413 x 1079 [2.0205147 x 1078 [7.1571345 x 10~®
ys 1 1.0055 x 1077 | 3.5169741 x 10~7 [1.1708395 x 1075 [2.9204064 x 10~6
Yy || 2.8454 x 1076 | 1.0482464 x 1075 [2.4754200 x 1075 [4.8823760 x 1075
ys [|4.7560 x 1075 | 1.1710244 x 10~* [2.3350500 x 10~* [5.2746001 x 10~*
ye |16.0065 x 107 | 1.2679019 x 1073 |2.4554649 x 1073 [3.9034117 x 1073
y7 |[7.0039 x 1073 | 1.3432696 x 1072 |2.0697033 x 1072 |2.8637592 x 102
ys || 8.5456 x 1072 | 1.1428206 x 10~! |1.1788005 x 10~ |1.4565710 x 107!
Yo ||5.6405 x 1071 | 5.7650883 x 10~! |5.1440341 x 10~ [6.1925066 x 10~!
Y10 || 1.0629 9.8973694 x 10~ |1.1593294 1.0966607

Tabla 6.3: Datos generados con ruido sobre el intervalo [1/12,1/6] (segundo mes).

0 a? estimado Error|| a? estimado Error

S; a; exacto z J
J B o ) .
Param. logaritmizados | Param. no logaritmizados

0.5 |1.8337 x 1071 ||1.8713 x 107" | 2.05%| 1.8714 x 10! | 2.05%
1.0 [2.5937 x 1071/ 2.4831 x 107! 4.26% | 2.4831 x 107! 4.26 %
1.5 |2.6651 x 1071 (2.4063 x 10! | 9.71%| 2.4061 x 10~' | 9.72%
2.0 12.2680 x 1071 (2.7825 x 10! | 22.69% | 2.7831 x 10~! | 22.71%
2.5 |1.6223 x 1071 1.5387 x 107! | 5.15%| 1.5386 x 1071 | 5.16%
3.0  19.4799 x 1072(9.0981 x 1072 | 4.03%| 9.0966 x 1072 | 4.04%
3.5  |4.6514 x 1072|6.8648 x 1072 | 47.59% || 6.8513 x 1072 | 47.30%
4.0 [3.9371 x 1072{/2.3104 x 1072 | 41.32%]|| 2.3803 x 1072 | 39.54 %
4.5  9.5371 x 1072/ 8.3442 x 10787 [100.00 % || —1.1083 x 107! |216.21 %
5.0 ]2.3651 x 1071 {[6.5892 x 1078 |100.00 % || 2.6620 x 10' | = 10*%

—~

g(0) —— 5.7786 x 102 ——| 5.6034 x 102 __
1Vg(0)|2 - 3.5701 x 104 —— || 1.0063 x 10~3 -

Tabla 6.4: Resultados de la estimacion del parametro de volatilidad sobre el interva-
lo [1/12,1/6] durante el segundo mes, con la opcion EDO’s stiff. Las dos aproxima-
ciones se obtuvieron desde el punto de inicio 6y = (0.25,0.45,0.35,0.10, 0.45, 0.10,
0.01,0.05,0.10,0.50)”, con la condicién inicial dada en la segunda columna de la
Tabla 6.3.
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| 7 [[1.6667 x 10-2 |1.8750000 x 10~![2.0833000 x 10~!]2.2917000 x 10~

Y1

9.7127 x 10~ 10

2.2554331 x 1072

5.8165670 x 1072

1.3065122 x 108

Y2

1.6760 x 1077

4.0495724 x 10~ 7

7.6481839 x 1077

1.4759427 x 106

Y3

5.8982 x 106

1.2496087 x 1075

2.4491059 x 107°

3.6857570 x 107°

Y4

8.7403 x 10~

1.8384180 x 10~*

2.1401441 x 1074

4.0379498 x 10~

Ys

7.9039 x 104

1.3530745 x 1073

2.0265542 x 1073

2.3967807 x 1073

Ye

5.4653 x 1073

7.4536737 x 1073

1.2014780 x 10~2

1.4290937 x 1072

yr

3.3591 x 102

4.5585914 x 1072

5.9012868 x 102

6.7466132 x 1072

Ys

1.8982 x 10~ 1

1.9540341 x 101

2.5747799 x 107!

2.7674232 x 1071

Y9

6.4024 x 101

6.5985211 x 10~1

6.8507058 x 10~1

8.0510338 x 1071

Y10

1.1318

1.1442987

1.2472093

1.1448564

Tabla 6.5: Datos generados con ruido sobre el intervalo [1/6,1/4] (tercer mes).

g W0 exacto a?- estimado Error a? estimado Error
! I Param. logaritmizados || Pardm. no logaritmizados
0.5 |1.9505 x 1071{1.9040 x 1071 | 2.38% ||1.9040 x 107! 2.38%
1.0 [2.7105 x 1071 |2.6147 x 1071 | 3.54%||2.6147 x 10~ 3.54 %
1.5 |2.7819 x 1071 3.1450 x 10~'| 13.05% ||3.1450 x 10~!| 13.05%
2.0 [2.3848 x 1071{[2.1704 x 1071 | 8.99%]|2.1704 x 10! 8.99 %
2.5  |1.7391 x 1071 {[1.5539 x 10~ | 10.65%]||1.5539 x 10~'|  10.65%
3.0 |1.0648 x 1071 ||9.8777 x 1072 | 7.23%9.8776 x 1072 7.23%
3.5  |5.8191 x 1072[6.6297 x 1072 | 13.93%]1|6.6298 x 10~2| 13.93%
4.0 [5.1048 x 1072/4.9154 x 1072| 3.71%(|4.9124 x 1072 3.77 %
4.5  |1.0705 x 1071{[5.3909 x 1071 |403.58 % || 5.5330 x 10~1| 416.86 %
5.0 12.4819 x 10~' | 1.0516 323.72%|19.9678 x 10! | 301.62%
9(0) — 7.8835 x 1072 ——|[/7.8835 x 1072 -
MIOIE — 4.5991 x 105 ——(13.3590 x 1074 -

Tabla 6.6: Resultados de la estimacién del parametro de volatilidad sobre el inter-
valo [1/6,1/4] durante el tercer mes, con la opcion EDO’s stiff. Las dos aproxima-
ciones se obtuvieron desde el punto de inicio 6y = (0.25,0.45,0.35,0.35,0.45, 0.10,
0.05,0.03,0.30,0.10)T, con la condicién inicial dada en la segunda columna de la
Tabla 6.5. Se obtienen resultados similares con la opcion EDO’s no stiff.
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| 7 [2.5000 x 10~1]2.7083000 x 10~!|2.1967000 x 10~ |3.1250000 x 10"

Y1

2.4531 x 1078

4.5296574 x 108

6.5374375 x 1078

1.0695770 x 10~7

Y2

2.7293 x 10~

4.5237405 x 1076

5.5129026 x 10~6

9.6082065 x 1076

Y3

6.2871 x 107°

8.9179300 x 107°

1.5258754 x 104

2.2476065 x 10~*

Ya

6.2605 x 104

8.2681932 x 10~4

1.1235775 x 1073

1.5666047 x 10~3

Ys

3.8999 x 103

5.2760829 x 103

6.5753153 x 1073

6.8877924 x 1073

Yo

1.8758 x 1072

2.0374304 x 1072

2.7130870 x 102

3.0613226 x 10~2

Y7

7.8832 x 1072

0.4748848 x 1072

9.7368382 x 1072

9.4601321 x 1072

Ys

2.9215 x 101

3.2664547 x 1071

2.9311624 x 10~ 1

2.9622266 x 10~1

7.2464 x 101

6.8249966 x 10~1

6.8988420 x 101

7.5970281 x 10~1

Y9
Y10

1.2049 1.1900816 x 1071 [1.1934447 1.3767228

Tabla 6.7: Datos generados con ruido sobre el intervalo [1/4,1/3] (cuarto mes).

s, a? exacto a?- estimado Error a? estimado Error
Param. logaritmizados | Pardm. no logaritmizados

0.5 |1.7314 x 1071 1.6592 x 107! |  4.17%| 1.6592 x 1071 | 4.17%
1.0 24914 x 1071 || 1.6912 x 107! | 32.12% || 1.6912 x 107! | 32.12%
1.5 |2.5629 x 1071 3.0222 x 107! | 17.92% | 3.0217 x 10~ | 17.90%
2.0 [2.1657 x 1071 21239 x 1071 |  1.93% | 2.1242 x 107! 1.92%
2.5  |1.5200 x 1071 1.3716 x 107' | 9.76 % | 1.3710 x 10=* | 9.80%
3.0 |84572 x1072| 7.8948 x 1072 | 6.65%| 7.8598 x 1072 | 7.06%
3.5 |3.6287 x 1072 2.6335 x 1072 | 27.42% || 2.8851 x 1072 | 20.49%
4.0 [2.9144 x 1072{/6.8965 x 10716 100.00 % || —2.0204 x 1072 |169.33 %
4.5 |8.5144 x 1072{/5.9836 x 10793 100.00 % || —1.3447 x 107! |257.93 %
5.0 ]2.2629 x 1071 || 2.7854 x 10~ | 23.09% || —1.7622 x 1071 |{177.87 %
9(0) — 6.7895 x 102 ——| 6.2777 x 102 —
IVg(8)]l2 — 1.5870 x 10~ —— | 15129 x 1074 —

Tabla 6.8: Resultados de la estimacién del parametro de volatilidad sobre el inter-
valo [1/4,1/3] durante el cuarto mes, con la opcion EDO’s stiff. Las dos aproxima-
ciones se obtuvieron desde el punto de inicio §y = (0.25,0.30,0.35, 0.50, 0.45, 0.10,
0.04,0.03,0.06,0.25)T, con la condicién inicial dada en la segunda columna de la
Tabla 6.7. También se obtienen resultados similares con la opcién EDO’s no stiff.
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| 7 [3.3333 x 1071 [3.5417000 x 10~1|3.7500000 x 10~![3.9583000 x 10~}

Y1

1.9188 x 10~ 7

3.4130733 x 1077

4.8283953 x 1077

7.5382988 x 107

Y2

1.5811 x 107>

2.4444313 x 107°

3.1984094 x 10~°

4.9335938 x 10~°

Y3

2.6853 x 104

3.3881793 x 1074

5.3829992 x 10~*

71677394 x 1074

Ya

1.9987 x 1073

2.9773783 x 1073

3.8822492 x 1073

4.0186945 x 1073

Ys

0.4784 x 103

1.2167027 x 10~2

1.3735491 x 1072

1.7340119 x 102

Ye

3.5197 x 102

4.8385692 x 102

4.5593785 x 1072

5.5556206 x 10~2

yr

1.1629 x 1071

1.4930569 x 10!

1.4814358 x 1071

1.6835398 x 10!

Ys

3.5886 x 107!

3.6036448 x 1071

4.4053297 x 107!

5.0540642 x 1071

Y9

9.9770 x 107!

71277621 x 1071

7.6801083 x 10!

8.0879179 x 10~1

Y10

1.2736

1.2819139

1.1520498

1.1486232

Tabla 6.9: Datos generados con ruido sobre el intervalo [1/3,5/12] (quinto mes).

S 20 exacto ag-) estimado Error a? estimado Error
! / Param. logaritmizados || Param. no logaritmizados
0.5 12.2120 x 101 ||2.2857 x 10~} 3.33%1/2.2858 x 10~1 3.33%
1.0 ]2.9720 x 1071/ 2.7381 x 10~* 7.87%|12.7384 x 107! 7.86 %
1.5 ]3.0434 x 1071{/2.9520 x 10~* 3.00% [ 2.9498 x 107! 3.08%
2.0 [2.6463 x 1071|[3.1704 x 10~" | 19.80% |3.1734 x 10! | 19.92%
2.5  [2.0006 x 1071 |[1.8326 x 107! 8.40 %1/ 1.8362 x 10~* 8.22%
3.0 [1.3263 x 1071 |[1.1118 x 10~ | 16.18 % | 1.1197 x 10! | 15.58%
3.5 84342 x 1072|[1.0571 x 1071 | 25.34% | 8.0995 x 102 3.97%
4.0 |7.7199 x 1071 || 1.7990 x 1072 {100.00% || 1.5371 x 10~ | 99.10%
4.5  ]1.3320 x 1071{[3.2233 x 107315{100.00 % || —1.1648 x 10~ |187.45%
5.0 [2.7434 x 1071 ||6.4092 x 1025 |100.00 % || 3.3474 x 103 =~ 10 %
g9(6) — 1.1659 x 10~ ——/8.3148 x 102 —
IVg(8)]| — 1.0986 x 1073 —— (22532 x 1073 —

Tabla 6.10: Resultados de la estimacion del parametro de volatilidad sobre el inter-
valo [1/3,5/12] durante el quinto mes, con la opcion EDO’s stiff. Las dos aproxima-
ciones se obtuvieron desde el punto de inicio 6y = (0.25,0.45,0.35,1,0.45,0.10, 1,
0.05,0.05,0.50)”", con la condicién inicial dada en la segunda columna de la Tabla

6.9.
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