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Capitulo 1

Introduccion

La sucesion de Fibonacci ha sido tema para un sinfin de documentos
desde que Leonardo de Pisa la planteara por primera vez como solucién a un
problema expuesto en Liber Abacci en el ano de 1202. Desde entonces y hasta
nuestros dias mucho se ha dicho de esta sucesion y de sus aplicaciones: se han
generado trabajos matematicos, genéticos, arquitectonicos; frecuentemente
aparece en obras de arte, novelas e incluso peliculas, y aun hoy el tema
continua siendo fascinante y cada vez sus aplicaciones mas asombrosas.

En el presente trabajo se le intenta dar a las sucesiones un enfoque divul-
gativo, sin animo de abarcar todo lo referente a las mismas; posteriormente
se trata de mostrar la manera analitica en que se construyen los métodos
matriciales para las sucesiones de Fibonacci y Lucas, intentando en todo mo-
mento ser generoso con el lector, al tratar de explicar lo més sencillamente
posible el desarrollo de dichos métodos matriciales. En los primeros capitu-
los se intenta dar una idea global del impacto que ha tenido esta sucesiéon en
la cultura, la sociedad, la historia y la ciencia; en estos primeros capitulos
la lectura esta dirigida a toda clase de publico, sin que se requiera algin
conocimiento previo de matemaéticas.

En el capitulo 2 se habla de los antecedentes de las sucesiones de Fibonacci
y Lucas, asi como una breve exposiciéon de la proporciéon durea. Por otro lado
en el capitulo 3 se tratan ciertos fenémenos relacionados con la sucesion que
son de gran interés, y que representan una muestra de la vasta fenomenologia
que existe alrededor de ella. Los capitulos 4 y 5 son la base del presente
trabajo, es en dichos capitulos donde se desarrollan de manera analitica los
métodos matriciales para las sucesiones de Fibonacci y Lucas y que consisten
en su mayoria en desarrollos y resultados matematicos sencillos; esta parte se
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ha intentado redactar de manera que el lector pueda seguirla con fluidez, sin
embargo, se recomienda que posea algin conocimiento en algebra de matrices
y algunos conocimientos basicos de calculo. Finalmente en el capitulo 6 se
concluye con una pequena discusion de lo que le depara a la sucesion.
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Capitulo 2
Antecedentes

0.1. Fibonacci

0.1.1. Leonardo de Pisa

Leonardo de Pisa o Leonardo Pisano, mejor conocido como Fibonacci!,

nace en Pisa aproximadamente en al ano de 1170. No se conoce mucho acerca
de su vida, las primeras referencias aparecen en sus propias publicaciones.
Fue hijo de Guillermo, un miembro de la familia Bonacci. Fibonacci algunas
veces se referia a si mismo con el nombre de Bigollo, que significa bueno para
nada o viajero, (Robertson 1995 b).

Fibonacci naci6 en Italia pero fue educado en el norte de Africa, donde su
padre Guillermo, manejaba una oficina diplomaética. El trabajo de su padre
era representar a los mercaderes de la Republica de Pisa, quienes hacian
transacciones en Bujia, posteriormente llamada Bougie y actualmente lla-
mada Bejaia. Bejaia es un puerto del Mediterraneo en la parte noroeste de
Argelia. Fibonacci estudié matematicas en Bujia y viajé muchisimo con su
padre, donde reconocio las numerosas ventajas del sistema matematico usado
en los paises que visitaban. Fibonacci escribe en su famoso libro Liber Abaci
(1202):

Cuando mi padre me mantuvo a su lado en Bujia mientras era
todavia un nino, y teniendo buen ojo para la utilidad y conve-
niencia futura, pidié que me quedara ahi y recibiera instruccion
en la escuela de contabilidad; ahi, cuando fui introducido al arte
indio de los nueve simbolos a través de una ensenanza extraordi-
naria, el conocimiento de este arte me complacié rapidamente por
encima de todo lo demas hasta llegar a comprenderlo, en donde
quiera que habia sido estudiado: Egipto, Siria, Grecia, Sicilia y
Provenza, y en todas sus formas, (Robertson 1995 b).

Fibonacci terminé sus viajes alrededor del ano 1200 y en ese tiempo regresé a
Pisa. Ahi escribié un gran niimero de textos que jugaron un papel importante

IFibonacci probablemente proviene del latin “filius Bonacci”, que significa “El hijo de
Bonaccio”.



al revivir viejas habilidades matematicas y haciendo significativas contribu-
ciones propias. Fibonacci vivié en una época anterior a la imprenta, por lo
que sus libros fueron escritos a mano y la tinica manera de obtener una copia
de ellos era hacer otra manualmente. De algunos de sus libros ain se tienen
ejemplares de Liber abaci(1202), Practica geometriae(1220), Flos(1225), y
Liber quadratorum. Sin embargo, se sabe que escribié otros trabajos, que de-
safortunadamente se perdieron. Su libro acerca de aritmética comercial Di
minor guisa estd perdido, asi como su comentario del libro X de los Ele-
mentos de Fuclides, que contenia un tratamiento numeérico de los niimeros
irracionales, y que habia sido abordado por Euclides desde un punto de vista
geométrico.

Uno puede pensar que en ese tiempo no existia gran apoyo a la educacion
y que Fibonacci pudo haber sido largamente ignorado, sin embargo, esto no
sucedi6 asi y un interés desbordado contribuyo fuertemente a su importan-
cia. Fibonacci era una contemporaneo de Jordanus de Nemore?, pero era un
matematico mucho mas sofisticado y sus logros eran claramente reconocidos.

Federico II habia sido coronado rey de Alemania en 1212 y posterior-
mente coronado como emperador del sacro imperio romano germanico por el
Papa en la iglesia de San Pedro en Roma en noviembre de 1220. Federico 11
controlé Pisa y sus conflictos con Génova en el mar y Florencia en tierra y
paso sus anos hasta 1227 consolidando su poder en Italia. El control del Es-
tado fue introducido en el intercambio y la manufactura, asi como sirvientes
civiles que vigilaran el monopolio; para tales efectos, Federico II fund6 en
1224 la Universidad de Napoles.

Federico II supo del trabajo de Fibonacci, a través de los intelectuales de
su corte, quienes mantenian correspondencia con Fibonacci desde su regreso
a Pisa alrededor del ano 1200. Estos intelectuales, incluidos Michele Scotto
astrologo de la corte, Theodorus Physicus filésofo de la corte y Dominicus
Hipanus quien sugiri6 se entrevistara con Fibonacci en Pisa hacia el ano 1225.

Juan de Palermo, otro miembro de la corte de Federico II, presenté un
nimero de problemas y retos para el gran matematico Fibonacci. Tres de
estos problemas fueron resueltos por Fibonacci, y dio las soluciones en Flos,
que fueron enviadas a Federico II.

Después de 1228 sélo se conoce un documento que hace referencia a Fi-

2Jordanus de Nemore (1225-1260). Matemético alemén de la edad media también cono-
cido como Jordanus Nemorarius, quien escribié varios libros de aritmética, algebra y as-
tronomia. Se le considera como el primero en remplazar nimeros por letras en calculos
algebraicos, (Robertson, 1995 b).
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bonacci. Este es un reconocimiento por parte de la Republica de Pisa en
1240, en donde se le otorga un salario a:

...el serio y estudiado Maestro Leonardo Bigollo. . .

Este salario fue dado a Fibonacci en agradecimiento de los servicios que
otorg6 a la ciudad, aconsejando en materia de contabilidad y ensenando a
los ciudadanos.

Liber abaci, publicado en 1202 después de que Fibonacci regresara a Italia,
fue dedicado a Scotto. El libro estaba basado en la aritmética y algebra
que Fibonacci acumul6 durante sus viajes. El libro, que fue copiosamente
reproducido e imitado, introdujo el sistema indo-arabigo, el sistema decimal
y el uso de los numerales arabes en Europa. Ciertamente muchos de los
problemas que Fibonacci considera en Liber abact, eran semejantes a aquellos
que aparecian en fuentes arabes. La segunda seccién de Liber abaci contiene
una larga seccién de problemas que estaban dirigidos a mercaderes. Estaban
relacionados con el precio de los bienes, como calcular la ganancia de las
transacciones, como convertir entre las diferentes monedas en uso corriente
de los paises del Mediterraneo, y problemas que fueron originados en China,
(Robertson 1995 b).

Uno de los problemas en la tercera seccion de Liber abaci, lleva a la
introduccién de los numeros de Fibonacci y la sucesiéon de Fibonacci, sucesion
por la que se recuerda a Fibonacci hoy en dia.

Un cierto hombre puso un par de conejos en un lugar cerrado.
., Cuédntas parejas de conejos pueden ser engendradas por ese par
en un ano, si se supone que cada mes cada pareja da a luz otra
pareja, que desde el segundo mes se volvera productiva?

La sucesién resultante es 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ...(Fibonacci omiti6 el
primer término en Liber abaci). Esta sucesion, en donde cada nimero es
la suma de los dos anteriores, se ha probado extremadamente fructifera y
aparece en muchas areas de las matematicas y de la ciencia. El Fibonacci
Quarterly es una revista moderna dedicada al estudio de las matematicas
relacionadas con esta sucesion.

Otro libro de Fibonacci es la Practica geometraie, escrito en 1220 y que
estd dedicado a Dominicus Hispanus, a quien menciona al inicio. Contiene
una larga coleccion de problemas geométricos, arreglados en ocho capitulos
basados en Los Elementos de Fuclides y En Divisiones, también de Euclides.



En Flos, Fibonacci da una buena aproximacién a la raiz de 10z+4-2x%+23 =
20, uno de los problemas a los que fue retado a resolver por Juan de Palermo.
Este problema no fue inventado por Juan de Palermo, sino que lo tomé del
libro de algebra de Omar Khayyam, donde es resuelto mediante las medias
de la interseccién del circulo y la hipérbola. Fibonacci prueba que la raiz de
la ecuacién no es ni entero ni fraccion, ni la raiz cuadrada de una fraccién.

Liber quadratorum, escrito en 1225, segin algunos autores es la pieza mas
impresionante del trabajo de Fibonacci, sin embargo, no es el trabajo que lo
ha hecho famoso. El nombre de la obra significa el libro de los cuadrados y
es un libro de teoria de niimeros, que junto con otras cosas examina métodos
para encontrar tripletes pitagdricos®. Fibonacci nota primeramente, que los
cuadrados de los nimeros pueden ser construidos como suma de ntmeros im-
pares, esencialmente describiendo una construccién inductiva de la féormula:
n?+(2n+1) = (n+1)% Sin embargo, su trabajo en teoria de nimeros fue casi
completamente ignorado y desconocido durante la Edad Media, (Robertson
1995).

Se cree que Leonardo de Pisa alias Fibonacci muere en Pisa, Italia, alrede-
dor del ano 1250. La influencia posterior de Fibonacci estuvo limitada a su
papel en expandir el uso de los numerales indo-arabigos y su problema de los
conejos asi como la sucesion que lleva su nombre, la cual es el tema central
del presente trabajo.

3Un triplete pitagérico es un conjunto de tres niimeros enteros que satisfacen la siguiente

relacién: a2 + b2 = 2.
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0.1.2. Leonardo y sus Conejos

Con la publicacion de Liber Abbaci en 1202 A.C.; Fibonacci rompié com-
pletamente con la herencia de los mateméticos griegos y romanos en toda
Europa. El proceso fue lento pero la ventaja de los diez simbolos indo-arabi-
gos fue clara de forma gradual. La mayoria de los 15 capitulos de Liber
Abbaci tratan de la introduccion de los simbolos por precepto y ejemplo. El
libro contiene de igual manera datos curiosos, entre ellos la sucesién de Fi-
bonacci, (Clyde 1975). La sucesién se plantea mediante un problema, quiza el
mas famoso en Liber Abbaci, el cual trata de conejos y cémo se multiplican
y suman de una manera muy especial:

Alguien coloca un par de conejos en un cierto lugar, completa-
mente cerrado, para ver cuantas parejas de conejos naceran en
el transcurso de un ano, si se supone que cada mes cada par de
conejos produce otro par, y los conejos empiezan a reproducirse
dos meses después de su propio nacimiento.

Asi pues supongamos que la primera pareja de conejos es recién nacida en-
tonces habra sélo este par de conejos al final del primer mes. Este par da
a luz al final del segundo mes, de manera que en el segundo mes habra dos
pares de conejos. De éstos dos pares, la primer pareja es la tnica que se
puede reproducir y dara a luz a otra pareja, de modo que habra tres parejas
al final del tercer mes. Al siguiente mes la segunda pareja de a luz a otro par
de conejos, por lo que al final del cuarto mes existiran 5 parejas de conejos.
Este proceso contintia hasta que 233 parejas de conejos se encuentran en el
lugar al final del ano. La sucesion es 1,1, 2, 3, 5, 8, ..., m, n, m+n,...,233. Es
decir, que el siguiente término es la suma de los dos anteriores, o dicho de
otra manera f,1 = f, + fu_1, donde cada f,, es un nimero de Fibonacci.
En 1878, Edouard Lucas nombra a este conjunto de ntmeros como la
sucesion de Fibonacci, (Lucas 1878). Algunas publicaciones indican que Vir-
gilio utilizé esta estructura al escribir La Eneida. Otro escritores incluyendo
al astrénomo Johann Kepler (1611), desarrollaron la misma sucesién, en mu-
chos casos sin conocer el trabajo de Fibonacci. La sucesion de Fibonacci
es la primera sucesion recursiva conocida. Pasaron setecientos anos antes
de que tuviera aplicaciones. El genetista Lancelot Hogben ha demostrado
como dicha sucesion surge naturalmente en la genética; un ejemplo clésico
es el arbol genealdgico de la abeja macho. Otros ejemplos comunes son el
nimero de pétalos en varias especies de flores, el arreglo de las semillas en



los girasoles, las espirales en las pinas y el arreglo de las hojas a lo largo del
tallo. Estos niimeros también aparecen en el andlisis neuro-eléctrico, (Clyde
1975). Ahondaremos en algunos de estos temas en las secciones y capitulos
siguientes.
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0.2. Lucas

Edouard Lucas nace en Amiens, Francia, el 4 de Abril de 1842. Después de
estudiar en la Escuela Normal de Amiens, trabajé en el Observatorio de Paris.
Durante la guerra Franco-Prusiana (1870-1871), Lucas sirvié como oficial de
artilleria y tras ser derrotado junto con el ejército francés se convierte en
profesor de matematicas, primero en el Liceo Saint Louis y posteriormente
en el Liceo Charlemagne, ambos en Paris. Lucas es mejor conocido por sus
resultados en teoria de nimeros; en particular por su estudio sobre la sucesion
de Fibonacci y la sucesion asociada a ésta que lleva el nombre de Lucas
en su honor. Ambas sucesiones fueron exhibidas de manera mé&s formal en
su articulo de 1878 titulado Théorie des Fonctions Numériques Simplement
Périodiques*, donde trata de dichas sucesiones y muchas de sus propiedades
matematicas, como él mismo comenta al inicio de su articulo:

Este trabajo tiene por objetivo el estudio de las funciones simétri-
cas de raices de una ecuacion de segundo grado, y su aplicacién
a la teorfa de niimeros primos. En primera instancia se indica la
analogia completa de estas funciones simétricas con las funciones
circulares e hiperbdlicas; mostramos enseguida la union que exis-
te entre estas funciones simétricas y la teoria de determinantes,
de combinaciones, de fracciones continuadas, de la divisibilidad,
de divisores cuadraticos, de radicales continuos, de la divisién de
la circunferencia, del andlisis indeterminado de segundo grado, de
los residuos cuadraticos, de la descomposicién de grandes niimeros
en numeros primos, etc. Este método es el punto de partida de
un estudio mas completo, de propiedades de funciones simétri-
cas de raices de una ecuacién algebraica, de grado cualquiera, a
coeficientes racionales, en sus relaciones con las teorias de fun-
ciones elipticas y abelianas, de residuos potenciales, y del analisis
indeterminado de grados superiores, (Lucas 1878).

Este articulo cuenta con 5 secciones: definiciéon de funciones numéricas sim-
plemente periddicas; la relacién de las funciones U,, y V,, con las funciones
circulares e hiperbdlicas; relaciones de recurrencia por el calculo de valores de
las funciones U,, y V,,; la relaciéon de las funciones U,, y V,, con determinantes;
y la relaciéon de las funciones U,, y V,, con las fracciones continuadas. En

4Teorfa de funciones numéricas simplemente periédicas.
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este trabajo Lucas, no se limita a darle nombre a la sucesién de Fibonacci,
sino que recapitula varios resultados alrededor de la misma, asi como otros
tantos relacionados con la sucesién que llevara su nombre y algunas otras
sucesiones.

No es de sorprender que varios nombres famosos aparezcan como referen-
cia en el articulo, tales como Pierre de Fermat, Albert Girard, Robert Sim-
son, Jacques Philippe Marie Binet, Gabriel Francois Lamé, Jean Bernoulli,
y Abraham de Moivre. En este trabajo se hace acreedora de su nombre la
sucesién de Fibonacci, como se muestra en el siguiente parrafo®:

On forme ainsi, pour les premiéres valeurs de # entieres et positives, les
séries

[ )

: 1 ‘
w: 0, 1, o5 8 13 21, 3 55 89 _
1 7, 10, 18, 25, 47, 76, 123 199, ..... .
La série des u, a 6té considérée pour la premiére fois par Lioxarn Freoxacor,
de Pise.

Lo So

4 & 8 4 8 B 10 1.
3

N
. o

Donde n, son los enteros positivos, u, es la sucesién de Fibonacci, y v,
es la sucesion de Lucas. Pero de igual manera Lucas acuna el término de
sucesiones de Pell, igualmente famosas en el mundo de las matematicas®:

On a alors les séries

n: 0, 1, 2, 3, 4 5, 6 7, 8, 9, 1o, 11, ...
0.0, 1, 2, 5 12, 29, 70, 169, 4608, 985 2378, 5741, ...
V.. 2, 2, 6, 14 34, 82, 198, 478 1154, 2786, 6726, 16238, ...
que nous désignerons sous le nom de Sfries b PELL, en I'honnenr du
mathématicien de ece nom qui résolut, le premier, un célébre probléme
d’analyse indéterminée proposé par FERMAT, et concernant la résolution
en nombres entiers, de 1'équation indéterminée

J??—Ayz::}:].

Ambos términos aparecen en la primera seccion del articulo bajo la clasifi-
cacion de funciones numéricas de sequnda especie, junto con otras sucesiones

5Asi, se forman para los n primeros enteros positivos, las sucesiones: . ..La sucesién de
los u,, fue considerada por primera vez por LEONARDO FIBONACCI, de Pisa.

6Se tienen entonces las sucesiones . .. que designaremos con el nombre de sucesiones de
PELL, en honor al matematico de este nombre quien resolvid, por primera vez, un célebre
problema de andlisis indeterminado propuesto por FERMAT, y concerniente a la resolucion
en numeros enteros, de la ecuacion indeterminada, . . .
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de primera y tercera especie, (Lucas 1878).

Lucas también generé métodos para ver si un nimero es primo. En 1876
utiliz6 este método para demostrar que 2'2” —1 es primo. Este continta siendo
el nimero primo més grande descubierto, sin la ayuda de una computadora.

Lucas es también conocido por la invencion de las torres de Hanoi y otras
creaciones matematicas. Las Torres de Hanoi aparecieron en 1883 bajo el
nombre de M. Claus. Nétese que Claus es un anagrama para Lucas. Su tra-
bajo de cuatro volimenes de matemaéticas recreativas Récréations Mathéma-
tiques(1882-94), se ha convertido en un clasico.

Lucas muere a causa de una raro accidente en un banquete, al caer un
plato, donde una de las piezas vuela y corta una de sus mejillas. Fallece el
3 de Octubre de 1891 en Paris, Francia, de una infeccion de la piel tan sélo
unos dias después del funesto accidente, (Robertson 1995 b).
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0.3. La proporcién aurea

Desde la antigiiedad se ha buscado una forma de division perfecta de las
cosas, lo que condujo a una formula hoy muy conocida. A menudo se oyen o se
dicen expresiones tales como: “La regla aurea”, también llamada “proporcion
divina”, o “nimero aureo”, o “seccién aurea’.

El matematico del renacimiento, Luca Pacioli, la llamaba proporcién di-
vina es su trabajo De divina proportione de 1509, Leonardo Da Vinci seccion
durea y para Johannes Kepler representaba la perfeccion, junto al teorema
de Pitagoras.

Luca Pacioli (c. 1445-1517) naci6 en la pequena localidad de Borgo San
Sepolcro. De todas las obras que compuso a lo largo de su vida, Pacioli s6lo
imprimi6 dos, Summa de arithmetica geometria proportioni et proportioni-
ta (Venecia, 1494 y 1523) y De divina proportione (Venecia, 1509), cuyo
tema central es lo que conocemos hoy como “la regla de tres”. Esta ultima
se imprimio en los talleres de Paganius Paganinus, el mismo impresor de la
Summa y de la traduccién de los Elementos de Fuclides hecha por Pacioli.
El manuscrito, como reza al final del mismo, se termina de imprimir el 14 de
diciembre de 1498, y cuenta con una coleccion de dibujos de Leonardo Da Vin-
ci sobre solidos regulares en perspectiva, que realizé como acompanamiento
grafico y que constituyen las primeras imagenes en perspectiva de los sélidos
regulares y sus derivados. Paccioli también fue autor de Tractatus particu-
laris de computis et scripturis (1494) donde expone la partida doble, esencial
en la contabilidad moderna e incursioné en otros diversos asuntos, tanto en
el calculo de probabilidades como el dlgebra, (Garcia 2001).

El simbolo ¢ (“phi”), que representa a la proporcién durea, aparentemente
fue utilizado por primera vez por el matematico estadounidense Mark Barr,
a los inicios del siglo XX, en conmemoracion del escultor griego Phidias
(490-430 AC), quien, a saber de algunos historiadores, hizo gran uso de la
proporcién aurea en sus obras (Livio 2002, pp. 5-6, citado por Weisstein
2005).

La proporcién durea (¢), es un nimero irracional con muchas propiedades.
Este puede ser definido como un niimero que es igual a la suma de la unidad
mas su propio reciproco: ¢ = % + 1. Multiplicando ambos lados de la igual-
dad, por la misma proporcion aurea, se sigue la interesante propiedad de que
el cuadrado de la proporcion aurea es igual al nimero en si mismo mas uno:
¢* = ¢ + 1. Como esta ecuacién puede ser escrita de la siguiente manera:
»* — ¢ — 1 = 0, podemos obtener el valor de la proporcién durea, mediante
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la ecuacién cuadrética, ¢ = =bEvb-—dac Vzlf_‘lac, cona=1,b=—-1,y ¢c=—1.La
proporcién durea, es un ntimero irracional, pero no un nimero trascendente’
(como 7 o e), ya que es la solucién a una ecuacién polinomial. Las soluciones
a la ecuacién cuadratica nos da 1.618 033 989 o 0.618 033 989. La primera

solucién es la proporcion aurea.

Se establece una conexion entre la proporcién durea y los ntimeros de
Fibonacci (f,,) porque la razén entre cualesquiera dos nimeros de Fibonacci
sucesivos, se acerca a un limite, y ése limite es la proporcién aurea. Ahora bien
los niimeros de Fibonacci, aparecen en la naturaleza; la espiral discernible en
la cabeza de una margarita consta de “flores” individuales que representan
nimeros de Fibonacci®. Esto es significativo aqui,

La proporciéon aurea también puede surgir de dividir un segmento de
longitud 1 + X, en dos subsegmentos de magnitudes X y 1, de tal modo
que la razon 1) a (X sea la misma que la razén de X a 1+ X. Esto fue
llamado por Euclides divisidn en extremo y razén media, (Smith 1953 citado
por Markowsky 1992).

Figura 1: Planteamiento griego de la proporcién aurea

La figura muestra un segmento de longitud 1+ X dividido en 2 partes. De

esta division surge la igualdad (%) = % es decir la ecuacién X?—X—1 = 0.

)
La raiz positiva de esta ecuacion, es exlactamente ¢, es decir la proporcion
aurea, (Markowsky 1992).
Mucho se ha dicho de la proporcion aurea, y la misma se encuentra en
varios medios de divulgacién cientifica (o en algunos casos pseudocientifica)

como revistas ya sean virtuales o impresas, paginas web, peliculas y novelas.

A lo largo de los anos se han escrito varios articulos de caracter cientifico
cuyo objetivo es desmentir a algunos autores empenados en encontrar a la
proporciéon aurea en distintas obras monumentales del ser humano. Un au-
tor de gran interés que trata el tema es el matemdtico Roger Fischler ¥, en
su articulo de 1981 titulado On the Application of the Golden Ratio in the

"Ntmeros Trascendentes, son los ntimeros que no pueden ser obtenidos mediante el
proceso de resolver ecuaciones algebraicas con coeficientes enteros.

8Véase la secién 3.1 filotaxia.

9Depto. de Mateméticas, Carlton University, Ottawa K1S 5B6, Canad4.
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Visual Arts, donde hace un andlisis de los siguientes ejemplos de las artes
visuales, a los que se les ha asociado la proporcion durea. El primer ejem-
plo es interesante ya que nos habla de la obra de Paccioli, quien ya hemos
mencionado, y nos dice lo siguiente:

Comunmente se asevera que Paccioli en su Divina Proportione
(1509), hace uso de la proporcién durea. De hecho, mientras
que en Divina Proportione estima de gran valor las propiedades
matematicas de la proporcién aurea, en Architectura, donde trata
del diseno y las proporciones, hace referencia al uso del sistema
clasico Vitruvian, que es un sistema basado en proporciones sim-
ples.

Aqui Fischler hace una aclaracién importantisima pues es en la misma Divi-
na Proportione, donde se encuentran las ilustraciones de Leonardo Da Vinci,
lo que ha llevado a varios autores a relacionar la obra de Da Vinci con la
proporcion durea. Este tema es tratado a mayor profundidad en otro articu-
lo de interés, publicado por George Markowsky y en el que ahondaremos
més tarde. Por lo pronto Fischler continua con algunos otros ejemplos, en el
siguiente parrafo:

En lo que respecta a medidas, se ha dicho que Seurat utilizé la
divisién de la proporciéon aurea, como base para sus pinturas.
Sin embargo, un analisis detallado de sus escritos, bosquejos y
pinturas muestra que este no era el caso. Se llevd a cabo un
andlisis del trabajo del cubista Juan Gris, usando la diagonal
del rectangulo aureo, y al parecer la obra coincidié de manera
muy cercana. Sin embargo, ain se encuentra en existencia una
carta escrita por Gris, donde categéricamente establece, que no
utilizo la proporcién durea en sus pinturas. Le Corbusier utilizé la
proporcion aurea en su Sistema Modulor y varios autores afirman
que la utilizo en sus pinturas, durante su periodo purista. Pero, Le
Corbusier (o més bien Jeanneret, como era conocido en aquélla
época), tenfa escritos y bosquejos preliminares, del periodo al que
se hace referencia, mostrando que la base tedrica de sus pinturas
era realmente el tridangulo equilatero.

Como hemos visto, ya en al ano de 1981, Fischler desmentia algunos mitos re-
ferentes a la proporcién durea en las artes visuales. Casi diez anos después de
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la publicacion de este articulo, otro matematico, George Markowsky, retoma
el tema, y no solo se interesa en desmentir con pruebas historicas algunos
de los mitos de la proporcién aurea, sino que va mas alla intentando dar
una prueba mas cientifica, mas matematica, de aquellas afirmaciones mal
fundamentadas que existen en relacién a la proporcién aurea, y que no se
limitan al campo de las artes visuales.

Markowsky se interesa en el tema al dar una platica de la proporcion aurea
para el club clasico de la Universidad de Maine. Esta platica terminaria por
dar pie al articulo de 1992 Misconceptions about the Golden Ratio, que inicia
de la siguiente manera:

La proporcion aurea ... ha capturado la imaginaciéon popular
y es discutida en muchos libros y articulos. Generalmente, sus
propiedades matemaéticas se encuentran correctamente estableci-
das, pero mucho de lo que es presentado referente al arte, arqui-
tectura y literatura, es falso o seriamente malinterpretado. De-
safortunadamente, estas afirmaciones referentes a la proporcién
aurea han alcanzado un estatus de conocimiento popular y son
largamente repetidas. Inclusive libros de bachillerato actuales'®,
tienen muchas aseveraciones incorrectas referentes a la proporcion
aurea.

Entre algunas de las falsas concepciones en el arte, que el autor trata de
desmentir en base a un marco cientifico, se encuentran: la gran piramide de
Giza (también conocida como Khufu o Cheops), el Partendn, pinturas de
Leonardo Da Vinci como Juan el Bautista, y la Eneida de Virigilio. También
se opone a que el término proporcion aurea se usara desde la antigiiedad, que
el rectangulo aureo es el rectangulo estéticamente mas placentero, y que el
cuerpo humano exhibe ¢.

10Referencia del autor. Michael Serra, Discovering Geometry: An Inductive Approach,
Key Curriculum Press, Berkeley, CA, 1989.
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0.4. Espiral Logaritmica

La proporcién durea es comtinmente presentada como un rectdngulo (Fig.
2), al que usualmente se refiere como rectdngulo dureo. El rectangulo dureo,
es el Unico con una proporcion tal que permite el siguiente algoritmo: del
rectangulo dureo se corta un cuadrado, después de este paso (y tnicamente
si partimos de un rectangulo dureo), nos queda un nuevo rectangulo, mas
pequeno, pero semejante al original, de modo que repetimos el proceso una
y otra vez.

Este diagrama nos ayuda a ver cual puede ser el valor numérico de ¢. Di-
gamos que el lado mas largo del rectangulo vale ¢, mientras que el lado mas
pequeno vale 1, el primer rectangulo que queda, después de retirar el primer
cuadrado tiene las siguientes medidas: 1 y ¢—1. Poniendo en ecuacién las pro-
porciones de ambos rectangulos obtenemos: é = ¢ — 1, quedando ¢? = ¢+ 1.
De donde se derivan las raices que ya hemos visto antes.

| |ca |

3
=

1

2

Figura 2: Rectangulo Aureo

Ahora bien, vamos a unir la esquina superior derecha del cuadro C'1 ins-
crito en el rectdangulo dorado con la esquina inferior derecha de C2, poste-
riormente unimos con la esquina inferior izquierda de C'3, y ésta ltima con
la esquina superior izquierda de C'4, la cual se une con la esquina superior
derecha de C5 y asi sucesivamente, de modo que obtenemos una espiral, co-
mo la que se muestra en la figura 3

La espiral que encontramos dibujada, es una espiral logaritmica. Una es-
piral logaritmica es un tipo de espiral que regularmente aparece en la natu-
raleza. La espiral logaritmica fue descrita por primera vez por René Descartes,
y después extensamente descrita por Jacob Bernoulli, quien la llamé Spira
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marabilitis, “la espiral maravillosa”. La espiral logaritmica mantiene una es-
trecha relacion con la sucesién de Fibonacci, y por ello con otros tipos de
fenémenos; por ejemplo, los insectos estan acostumbrados a viajar hacia el
sol, el cual se encuentra en angulo constante con respecto a su trayectoria
de vuelo y viajar hacia él resulta practicamente en una linea recta, pero
cuando el insecto intenta acercarse a una fuente de luz artificial su trayec-
toria describe una espiral logaritmica. También se cree que cuatro brazos
de La Via Lactea, son grandes espirales logaritmicas. Los brazos de los ci-
clones, como los huracanes, son también espirales logaritmicas, mientras que
en biologia, estructuras aproximadamente iguales a las espirales logaritmi-
cas ocurren frecuentemente, por ejemplo, las telaranas y los caparazones de
algunos moluscos. (Wikipedia, 2006).

Figura 3: Espiral Logaritmica inscrita en rectangulos dureos.
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Capitulo 3
Fenomenologia

0.1. Filotaxia

“Vivimos en una época en que las flores tratan de vivir de flores,
en lugar de crecer gracias a la luvia y al negro estiércol”
Ray Bradbury, Farenheit /51

Se mencion6 con anterioridad que existe una conexion en la naturaleza
con la proporcién durea mediante los nimeros de Fibonacci (f,). Para en-
tender esto denominemos al /fngulo Aureo, cémo al angulo que divide 360°
precisamente en la seccion durea. Este angulo juega un papel practico muy
importante en dicha conexién, un buen ejemplo son los patrones encontrados
en plantas, durante su desarrollo embrionario y en etapas adultas, que exhi-
ben un patrén en las diferentes etapas del crecimiento. La filotaxial espiral y
helicoidal es un arreglo arquetipico estudiado en los patrones de crecimiento
de las hojas alrededor del tallo; margaritas, girasoles, pinas y cactus, son
algunos de los ejemplos mas claros; ramas, hojas y flésculos?, pueden consti-
tuir los elementos de la sucesion. Espirales andlogas se pueden discernir en
la flor de una margarita (Fig. 1) la cual consta de flésculos que resultan en
los niimeros de Fibonacci. Sin embargo las espirales vistas en ciertas plantas
difieren en nimeros de acuerdo a las manecillas del reloj, o al contrario de
las manecillas del reloj; de hecho, los niimero que exhiben son pares conse-
cutivos tomados de la sucesion de Fibonacci 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, ...
(Dixon, 1983). Un ejemplo de este fenémeno es la flor del girasol la cual se
forma por dos espirales opuestas: 55 flésculos en el sentido de las manecillas
del reloj, mientras que los 34 flésculos restantes se encuentran en contra de
las manecillas del reloj, sorpresivamente estos niimeros, son nimeros conse-
cutivos de la sucesién de Fibonacci (Weisstein, 1999). El primero en senalar
dicha filotaxia espiral fue el naturalista Charles Bonnet?.

'Filotaxia. (phyllotazis). El arreglo espacial de las hojas sobre el tallo principal de la
planta.

2Flésculo. Cada una de las flores que forman una inflorescencia.

3Charles Bonnet (1720-1793). Filésofo y naturalista suizo. Nacié en Francia y parti6 ha-
cia Suiza por la persecucién religiosa del siglo XVI.
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Sin embargo, es necesario comprender como es que el angulo aureo in-
terviene practicamente en la filotaxia de las plantas, como lo indica Robert
Dixon en su articulo “The Mathematics and Computer Graphics of Spirals
in Plants” (Dixon,1983), para ello ahondemos un poco més en los algoritmos
necesarios para generar la proporcién aurea.

Vimos en secciones anteriores cémo se obtiene la proporcién durea uti-
lizando un rectangulo dureo, pero existen otras formas de obtener ¢, por
ejemplo a partir de un circulo. Para entender esta relaciéon entre ¢ y un
circulo, debemos de dividir la circunferencia de un circulo en dos arcos que
tengan relacién con la proporcion aurea, y nuestra pregunta inmediata es
.,Como determinamos dichos arcos?, ;Cual es el angulo AD que nos da dos
arcos relacionados con ¢7, para ello hacemos lo siguiente:

AD = 360°(1—1/¢)
= 360°(1 —(¢—1))
= 360°(2 — ¢)
= 137.50776...°

Este dngulo AD del arco es precisamente el dngulo dureo (Weisstein 2004 ),
que ya se habia mencionado de manera mas general al incio del capitulo.

Ahora bien, no existen construcciones geométricas exactas para obtener
este angulo, ya que al igual que 7 es un numero irracional, sin embargo
podemos obtener una aproximacién muy exacta del angulo dureo mediante
el método ilustrado a continuacién donde se hace uso del rectdngulo /2:

Lo interesante de este método es que sugiere una relacién entre ¢ y /2,
ambos numeros irracionales. Otros 3 métodos pueden ser encontrados en
“Four Approximations for Finding the Golden Section of Circle ’s Clircum-
ferences from the Square Root Two rectangle” (Reynolds, 2002).

Por otro lado denotemos los ntimeros 1 y 0 de la circunferencia como se
muestra en la figura 3. La proporcion que existe entre el arco mas grande con
respecto al pequeno, es la misma que la que existe entre el circulo entero y
el arco mayor. El 4ngulo 137.50776...° equivale exactamente a ¢~2 vueltas
enteras de 1 a 0, mientras la vuelta opuesta de 0 a 1 equivale a ¢~! =
22249224 .. . Este d4ngulo nos da el siguiente algoritmo “4ureo”del circulo:
0 denota una direccién inicial, 1 denota la direccién después de una vuelta
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Figura 1: Observamos la seccion apical de una margarita.
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Figura 2: Método para encontrar geométricamente el angulo aureo a partir

de un rectanguloy/2
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Figura 3: Algoritmo ‘dureo’ del circulo. En d) hay 21 pasos mostrando que
el algoritmo se acerca al paso incial con una divisiéon balanceada del circulo.

del dngulo dureo (¢~2), 2 denota la direccién después de 2¢~2 vueltas, y
asi sucesivamente. Un patron interesante surge a partir de esto.

El algoritmo nunca lleva nuevamente a cero, o a ningin otro estado ya
obtenido, dada la irracionalidad del dngulo; este patron se traduce en un
efecto adaptativo para las plantas: como el algoritmo nunca regresa a 0,
jamas dos hojas estaran una exactamente arriba de la otra, es decir hojas o
ramas sucesivas alrededor del tallo encuentran suficiente espacio para obtener
sol y crecimiento. Cada estado se aproxima a una divisiéon balanceada del
circulo, esto nuevamente se traduce en la relacién de las plantas con el sol, el
espacio y la gravedad. En cualquier etapa la circunferencia entera es dividida
en un patrén de tres tamanos de arco (y peridédicamente solamente dos):
¢~ "y ¢ " después de f,1o — 1 pasos; Aunque el algoritmo nunca regresa
a su exacta posicién original (i.e cero), los acercamientos que més se dan son
después de 1 paso, 2 pasos, 3 pasos, 8, pasos, ..., que son precisamente los
nimeros de Fibonacci, (Dixon 1983).

Otra relaciéon existente entre algunas plantas y nuestra sucesion, es el
nimero de pétalos de una flor, por ejemplo tenemos que las azucenas, iris,
y trilliums # tienen 3 pétalos; colombinas, botones de oro, y rosas silvestres
tienen 5 pétalos; albarraz, sanguinaria, y cosmos tienen 8 pétalos; los crisan-
temos tienen 13 pétalos; las aster 21 pétalos; y las margaritas tienen 34, 55,

4Cualquier planta liliacea del género Trillium, que presenta tres hojas en lo alto del
tallo y una tnica flor de tres pétalos.



0.1. FILOTAXIA 23

Figura 4: De izquierda a derecha: Iris, Botén de Oro, Sanguinaria, Crisantemo
y Aster.

u 89 pétalos, todos nimeros de Fibonacci, (Weisstein 1999).

Si bien estas flores exhiben los niimeros de Fibonacci, y muchas de las
propiedades expuestas no sélo son asombrosas y corroboradas por varias au-
tores, es necesario reconocer que no en todos los casos podemos encontrar
fuerte evidencia de que la sucesion de Fibonacci esta presente en la filotaxia.
Cooke en su articulo Fibonacci Numbers in Phyllotaxis, opina que ser un ele-
mento de la sucesién de Fibonacci, es una propiedad intrinseca de todos los
enteros positivos, si consideramos que a partir de la sucesion de Fibonacci
podemos obtener muchas otras sucesiones al ir cambiando los valores ini-
ciales, de modo que llegamos a encontrar a todos los enteros positivos, en
alguna de estas sucesiones:

Si restringimos nuestra atencion a aquellas sucesiones de Fibona-
cci®, cuyo valor inicial es 1 6 2, entonces 3 es un término en dos
sucesiones®:

SAqui el autor se refiere como sucesiones de Fibonacci a cualquier sucesién generada
por la recurrencia x,_o + x,_1 = Z,, aun cuando los valores iniciales cambien, para fines
de este documento, al cambiar los valores iniciales en la recurrencia se genera una nueva
sucesion con su respectivo nombre. Para nosotros la sucesién de Fibonacci serad siempre la
que contiene los numeros 1,1,2,3,5,... y en algunos casos la que comienza por cero.

6Nétese que la primer sucesién a la que se refiere Cooke, es la sucesién de Fibonacci y
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1,2,3, 5,8, 13,21, 34, 55 .89 , 144 , 233 377, ...
1,3, 4, 7,11, 18, 29, 47, 76, 123, 199, 322, 521, ...

Mientras 4, es parte de 3 sucesiones:

L4, 7,11, 18, 29, 47, 76, 123, 199, 322, 521, . ..
.5, 9, 14, 23, 37, 60, 97, 157, 254, 411, 665, .. .
6, 10, 16, ...

1,3
1,4
2, 4

) 9

Todos los enteros n mayores que 4 pertenecen al menos a 4 suce-
siones de Fibonacci, empezando con el valor incicial 1 6 2 como
sigue:

ILnn+12n+1,...
l,n—1,n2n—-1,...
2n,n+2,2n+2,...
2,n—2n,2n—2,...

Ademas, todos los enteros impares mayores o iguales a 7, pertenecen
al menos a una sucesién dada por:

Li(n—1),2(n+1),n,iBn+1)...

De manera similar todos los enteros pares a partir de 8, pertenecen
al menos a la siguiente sucesion:

2,4(n—2),5(n+2),n,5(3n+2)...

Asi, basdandose en este andlisis, Cooke asegura que cualquier entero po-
sitivo puede ser considerado como un elemento de cualquier sucesion tipo
Fibonacci’, asi pues identificar un pequeno conjunto de niimeros de Fibonacci
consecutivo, es un criterio necesario pero no suficiente para establecer la
operacién de la sucesion de Fibonacci en patrones bioldgicos; y propone que
la operacion de la sucesion de Fibonacci puede ser visualizada en los patrones
bioldgicos si exhibe dos caracteristicas:

la segunda es la sucesiéon de Lucas.
"Desde el punto de vista matemético, este andlisis de Cooke resulta un interesante
arreglo de todos los enteros positivos (Z1) en base a la sucesién de Fibonacci.
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1. Los objetos biolégicos estan ordenados en varios grupos exhibiendo
diferentes nimeros de Fibonacci.

2. Las transiciones a otros grupos de diferentes niimeros deben de seguir
una férmula recurrente tipo Fibonacci discernible.

Por lo que concluye que inicamente si el patrén exhibe ambas caracteristi-
cas, se puede sugerir que existe una relaciéon con la sucesién de Fibonacci
(Cooke, 2006).

Cabe recalcar que estudiando la filotaxia helicoidal o de verticilo, no se
han encontrado pruebas suficientes de que ésta exhiba ntimeros de la sucesion
de Fibonacci, mientras que en la filotaxia espiral no solamente se muestran
un gran numero de elementos de la sucesion de Fibonacci, sino que las transi-
ciones muestran féormulas de Fibonacci discernibles. Algunos de los casos més
sorprendentes de este fendmeno son algunas coniferas, el girasol Helianthus
annuus, el lino Linum usitatissium, y la Magnolia grandiflora (Cooke, 2006).

Figura 5: De izquierda a derecha: Girasol, Lino y Magnolia.
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Existen muchas otras manifestaciones en la naturaleza relacionadas con
las sucesiones recurrentes tipo Fibonacci. Otro fenémeno interesante en las
plantas, ademas de lo que hemos visto de las espirales en algunas flores, es
el caso del indice folial, el cual se plantea de la siguiente manera:

Si tomamos el tallo de una planta y desde la base subimos hasta
el sitio de los brotes mas recientes uniendo con un hilo las hojas
que encontremos en el camino, el hilo ascendera dando vueltas en
espiral a lo largo del tallo. Ahora contemos desde la base hasta
arriba y también contemos el nimero de vueltas que da el hilo
alrededor del tallo. Llamemos indice folial al cociente:

numero de vueltas
nimero de hojas

Volvamos al jardin o a la huerta y dispongamonos a determinar
el indice folial de cuanta planta encontremos. Hallaremos plantas
con % (es decir, dos hojas o brotes por vuelta, contando la inicial),
como el maiz, con 1/3, 2/5; este indice folial es muy comun y
recibe el nombre de tresbolillo. También hay bastante plantas con
3/8 (el manzano y el ciruelo), 5/13 (el peral) y , claro, con 13/34,

21/55 y asi subsecuentemente, (Miramontes 1996).

Este caso es realmente interesante pues vemos que el indice folial es el co-
ciente del nimero de vueltas entre el nimero de hojas, es decir, es la fraccién
de vuelta que existe entre dos hoja sucesivas. Por lo que nos encontramos
que el indice folial refleja el angulo entre dos brotes consecutivos, lo que nos
lleva a lo siguiente:

Si convertimos esa medida de radianes a medida angular en gra-
dos tenemos que el dngulo entre dos hojas consecutivas solo puede
tomar valores en un conjunto discreto de ellos, y esa sucesion se
acumula rapidamente en el valor 137.5 grados. En este momento
es pertinente aclarar que alrededor del ochenta por ciento de una
estimacion de 250 000 especies conocidas de plantas siguen este
tipo de arquitecturas. El restante 20 por ciento sigue leyes pare-
cidas, basadas en series semejantes a la de Fibonacci pero con
condiciones iniciales diferentes, (Miramontes 1996).
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En base a lo anterior se dice que las especies que tienen arquitecturas cuyo
origen son la sucesién de Fibonacci, la sucesion de Lucas y otras sucesiones
tiene filotazia reqular (Jean 1983 citado por Miramontes 1996).
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Capitulo /4

Formulacion Matricial de la sucesion de Fibonacct

Ya hemos visto muchas de las propiedades de la sucesién de Fibonacci
y parte de su fenomenologia. Este capitulo, cuyo contenido es mucho més
analitico, trata de hacer un planteamiento de la sucesién mediante el uso
de matrices. De manera muy burda el planteamiento consiste en definir una
formula de recurrencia que genere la sucesion de Fibonacci, posteriormente
se define una matriz de 2 x 2%, mejor conocida como matriz Q de Fibonacci,
donde cada una de las entradas representa un ntimero de Fibonacci.

Ahora bien, los nidmeros de Fibonacci f, =0,1,1,2,3,5,8,13... con k =
0,1, 2 obedecen la siguiente regla de recursion:

Jeri=fr+fier k=1,23 (1)
Esta expresion es ya muy conocida, como hemos mencionado con ante-
rioridad; ahora lo que nos interesa es estudiar su representacion matricial,

sus propiedades, asi como los beneficios que ésto conlleva. De esta manera,
dicha recursion puede ser escrita en forma matricial como:

o1 ) Ir
( fi )‘Q(f,H)

donde

11\ 0 1
Q:(l o)’Q1:<1 —1)9
10
QOZ[:(O 1)

es decir que obtenemos la siguiente igualdad:

IPor el momento se habla de una matriz de 2 x 2 pero también se puede dar el caso de
una matriz de n x n.
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(%) =e( )
- (10) (i)
_ (fk‘;l;fkl)

Acabamos de ver la forma en que podemos expresar a los nimeros de
Fibonacci en forma matricial, lo que nos gustaria ahora seria verificar que esta
forma de escribirlos realmente funcione, para eso evaluemos las matrices para
los casos k = 1,2, 3 donde utilizaremos los siguientes nimeros de Fibonacci:

fo=0, fi=1fo=1 f3=2

» Para k = 1 Utilicemos primero la igualdad

Jern N _ o Jet fe

Tk Jr
ademas por la definicién de los nimeros de Fibonacci sabemos que
fo=0y fi =1, entonces obtenemos:

(1)-C34)-(10)-()
(£)-2()-G D))
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m Para k=2

Siguiendo en la misma dinamica, veamos el ejemplo para k = 2

(5)-(4)-(1)-(0)

Haciendo las operaciones matriciales correspondientes se obtiene:

()= ()=o) ()= (1)

= Para k = 3 Finalmente calculemos para el caso k = 3

(R)=("37)=(%21)-(5)
(£)-(1)-CD)-(3)

Analicemos un poco lo que hemos estado haciendo, en cada uno de los
ejemplos, después de sustituir para los valores £ = 1,2, 3, hemos realizado

algunas operaciones matriciales con la matriz QQ definida con anterioridad. Si
intentamos buscar algo en comun para todos los casos veremos que el vector

de resultados < Jia ) siempre puede ser obtenido mediante la siguiente

i
Jevr N _ o pr 1
( fe ) © 1
Anélogamente se sigue para :

(£)-(3)

Si vemos a los vectores resultado, como columnas de una matriz de 2 x 2,
obtenemos las siguientes igualdades:

CYSEAORESO RS

relacion:
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11
10
ecuacion de arriba obtenemos el siguiente resultado:

Pero ya sabemos que Q = entonces sustituyendo Q en la

( f;—]:l f{k’l > _ Qk—l ( i é ) — Qk—l@l — Qk—l—H — Qk (2)

Para £k =1,2,3.

Esta tltima expresion (2) contiene una regla de recurrencia e informacién
inicial, y exhibe un contexto lineal de dos dimensiones, asi las identidades
de Fibonacci pueden ser expresadas mediante algebra de matrices, lo que
permite un camino claro a la generalizacién.

De esta manera podemos definir a la matriz QQ de Fibonacci como:

o- (1)

donde se pueden obtener todos los nimeros de Fibonacci a partir de las

potencias de Q .
11
°=(14)

la matriz Q) de Fibonacci, entonces

n __ fn+1 fn
Q _( fn fn—l)

donde cada f, es un elemento de la sucesion de Fibonacci.

Proposicién 0.1 Sea

Demostracion. Por induccion sobre n, Vn > 1

le(fl—l-l fl):(f2 fl):(l 1>
i Jo i fo 10

= Supongamos que es cierto paran =r

ro__ fr-l—l fr
Q —( fr fr—l )

» Paran=1
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s Paran=17r+1 Sea

r+1 ro_ 11 fr-i—l fr
o =0 = (1 0)( . fH>
— <fr+1+fr fr+fr—1>
fr+1 fr

< fr+2 fr+1 >
f?“+1 fr

Las matrices Q dan inmediatamente un nimero importante de identi-
dades de Fibonacci, incluyendo (det@)" = det (Q") y

Qan—l — Qn—l—m—l

Ya sabemos como funciona la matriz para keN. En la siguiente seccién analizare-
mos el comportamiento de la matriz para keZ, es decir, para todo k entero.
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0.1. Resultados basicos

Hasta el momento s6lo hemos considerado los niimeros de Fibonacci para
k> 0,asaber fop =0,fi =1, fs =1, f3 =2,... Queremos ahora definir los
nimeros de Fibonacci f;, para £ < 0, de tal manera que nuestra formula de
recurrencia bésica fry1 = fi + fi—1 (0 equivalentemente fi_1 = fii1 — fr)
sea valida ahora para toda k € Z. En particular f_; debe cumplir que f_; =
fi—fo=1—0=1asi mismodebeser f o= fy—f1=0—-1=—-1y
f_3:f_1—f_2:1—(—1):2, etc ...

En general si ya tenemos para cierto & > 0 f_1, f o, fxs1, fok,- - €l
siguiente nimero de Fibonacci a la izquierda serd 1 = f 111 — f&-

Sabemos que la matriz () de Fibonacci se define de la siguiente manera

11 .. . .
Q= ( ) si invertimos la matriz (Q obtenemos que:

10
_ 0 1

o= (V)

10

QOZ[Z(O 1)

Ahora bien sabemos que la n-ésima potencia de la matriz Q de Fibonacci
estd definida por Q* y queremos encontrar Q% es decir:

-n __ ffnJrl ffn
Q B ( ffn ffnfl )

donde cada f_, es un elemento de la sucesion de Fibonacci.

de la misma manera:
Proposicién 0.2 Seaq

Demostracion: Por induccdon sobre n ¥n > 0

o, (1O [ fi fo
@_1_(01)_(f0 f-1>

= Supongamos que es cierto paran =r

—-r __ f—r-i—l f—r
Q B ( f—r f—r—l )

s Paran=0
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m Paran=7r+1

P.D: Q—(T+1):< fer o feeen )
S+ J-(r1)—1

Reescribiendo los subindices:

. —(r+1) _ —r f—r 1
P-D: Q ’ <fr 1 ffr 2

(r+1) 1o _ forir [ )
cr=arer = (V) (T
f—r—l
(f 7"+1_f— f—r_f—r—l )

f r f—r—l )
fr—l f—r—Z

Es decir acabamos de demostrar que para encontrar cualquier f_j es su-
ficiente con encontrar la inversa de Q~*.

Por otro lado si calculamos el determinante de QQ obtenemos:

det(Q)—det{(i (1))] =1%x0—-1x1=-1

Ademsds de que sabemos que det@ = —1 y (det@)" = det (Q™) sabemos
que det(Q*) = (—=1)*, y calculando la inversa de Q obtenemos?:

k_ ( Jerr Je
= )
-1 _ L Jr—1 =[x
(@)~ = (—1)k ( —fr Jrn )

2Recuerde que para obtener la inversa de una cierta matriz A de 2 x 2 es suficiente con
realizar los siguientes calculos:

. 1 a22 —ai2
A =
inv(4) det(A) [ —a21  an }
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entonces tenemos que:

(f—k—H Ik ): 1 (fk—l _fk)
Jk fokr (=D)F \ —f&  Srm

A partir de esta igualdad obtenemos la siguiente relacién simétrica:

for= (=DM (3)

De las igualdades det@Q = —1 y (det@)" = det (Q™) también se sigue:

det(Q*) = (-1)F = f;;rl f{: ‘ = frs1fro1 — (fr)?

es decir, obtenemos la siguiete formula:

Jre1fr—1 — (fk>2 = (_1)k (4)

Esta férmula se llama la identidad de Cassini debido a su creador el
astronomo italo-francés Jean Domenique Cassini, quien la descubriera en el
ano de 1680, de manera independiente fue probada en 1753 por el matematico
escocés Robert Simson. Esta identidad es un caso particular de la identidad
de Catalan:

fi2 = frsrfoor = (=17 f2

cuando r = 1. Esta identidad, al igual que la superficie de Catalan, deben su
nombre al matematico belga Eugene Charles Catalan.
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Giovanni Domenico Cassini (1625-1712), mejor conocido por sus aporta-
ciones a la astronomia que por su relacién con el tema que nos compete (la
sucesion de Fibonacci) es uno de los més grandes astrénomos de su época y
considerado como el creador de la astronomia francesa. Cassini nacio el 8 de
junio, en Perinaldo, pueblo ubicado en Ligurina en la provincia de Imperia
(Italia), que posteriormente formé parte del condado de Niza, y realizé sus
estudios en el Colegio Jesuita de Génova; posteriormente fue nombrado profe-
sor de la Universidad de Bolonia en 1651. Sus primeras observaciones fueron
del sol y llevadas a cabo con artefacto de su inventiva.

Naturalizado francés, Jean Domenique Cassini, fue el primer director del
Observatorio Real de Paris, y era bien conocido por sus contemporaneos en
Inglaterra, incluyendo a Flamsteed, Halley y Hooke; con quienes mantenia
una constante correspondencia. De acuerdo a sus contemporaneos, Cassini
contaba con un caracter calmado y gentil, una naturaleza cdlida y una mente
alegre y aguda, logrando asi que el rey y su corte se interesaran en su trabajo.
Continué con sus trabajos hasta el ano de 1711, cuando queda completamente
ciego y muere en el Observatorio de Paris el 14 de septiembre de 1712, a la
edad de 87 anos, (Robertson, 1995 a,d.e).

Regresando a nuestro problema, sea g;; el elemento del i-ésimo renglén y
la j-ésima columna de Q. Vemos que la entrada g1 de la matriz Q¥+ = Q*Q',
nos da la siguiente propiedad Vk, | :

(fk—i—l—i—l Jr > _ QhH
Jrvr Jrria
— Qle

_ (fk—f—l Jr ) <fz+1 [ >
e fe—r fi  fie
( Jerrfror + fofe feafi + frfica )
Jeforr + focr i fofi + foor i

de donde obtenemos:
frri = fufisr + fer fi (5)

En este punto es interesante hacer notar que si hacemos [ = 1, obtenemos la
ecuacién (1)
Jer1 = fe + for

ya que fp = fi = 1.
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Proposicién 0.3 Sea fjir+; la entrada del sequndo renglon y la primer

columna de la matriz Q7T+

Jitkrt = firaforrfior + fiefi = fi—aSo—1fia

Demostracion:

Qj +k+1

Skt
Jitkti-1

fithtitt
fjthri

Qj+k+l

( )
-

por lo que nos queda la matriz:

@@ - (

i

i

donde:

=)

(4119
2 (7129
1((151(1
2(‘152(]

k
1
k
1

=
N

)

J l
1 1
J !
1 1
J !
2 2
J !
2 2

q

fita

fita

C]{1(q]1€1ql11) Q{z(qlfﬂﬁ)
qgl(‘l’fﬂél) Q22(qg2qg2)

= firi(ferrfror + fu i) + £
= fin(ferrfi + fefio1) + f;
Filfrerifior + feft) + fima
Filferrfo + faufia) + fia

, entonces:

Vi k1 (6)

Q" Q!
= Q(Q"Q)

i
fim1
i
fim1

)(< fesr i )(fm fi ))
fk fk—l fl fl—l

) ( JerrSfir + feft frsri + frfia
oS + fea it fofi+ femrfia

)

JeJir + e fi
Jefi + fe-1fia
Jrfirr + fe-1fi
Jefi + fe—1fia

)

J

A~~~ /N A/~
~— — S

Entonces igualando las entradas de las matrices obtenemos que:

Fitk+i
Jithtt
fivbvr = Fifeli + fi-1fk-1fia
fithrt — [ifefi + fimifom1fiza
fitkr — fifufi + fimifem1fica
fivbvr = Fifuli + fi-1fk-1fia

filferifior + feft) + fioa(fufipn + fraa fi)
Jifkrrfimn + fifefo + ficafefien + fimafe—1 /i
JifesrSor + ficafufoon + fioaforfi + fimafomrfin
fifew1fimr + fimufufigr + fimifom1 fim

fiferrfim + fimiferi fim

fis1fes1fim

fivkrt = firrfrarfimr + fifufi — fimifrom1fiza
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0.2. Foérmula binomial importante

En esta seccién daremos una férmula que contiene como casos particulares
a muchas férmulas bilineares que han sido interesantes en esta teoria.

Teorema 0.1 Sia+b=c+d, entonces
fafb - fcfd = (_1)T(fa—rfb—r - fc—rfd—r) bara a, ba C, deZ

Demostracion:

Considerando la entrada ¢o; de la matriz asociada a Q*Q!~! = QIQ++—!
se lee:

k-1 Sk Jivk fi i

OO = < [ A ) < fir fio )

< Jivbr i + Fignfior Jiprrr fior + fjenfieo )
Jianfi + fivn—1ficr fjenfior + fjpn—1fi—2

Por otro lado
k-1 _ fiv1 fj Jert Jerioa
QT = ( }j fjil ) ( Jeric1r ferio )

_ ( fivtfest + fiforimr fivrforim1 + fjferi—2 )
fiferi + ficiforin fiferia + fisifrrio

entonces como (qj+kql_1)21 - (C]jqu_l)Ql tenemos que:

fivwfi + Fivn—1rficr = fiforr + fimiforia
fivehi = fifert = —five—1fior + fimifrrim

fivwfo = fiferr = (D) [ fizn—1fim1 — fim1 faqi—1] (7)
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Entonces por la ecuacién 7 obtenemos lo siguiente:

Fivrfi—=Fifort = (1) (fien1 fier—Fi—1 frri1) = (=1 (fjsn—2fi—a—fi—2 feri—2)

= (=1 (fipn-sfims—fi-sfrsi=3) = ... = (=1 (fjsh-rfror—fimsfrsi—r) para r>0
Pero también:

(=D (fron—rficr—Fimifrrimr = (1) (fienfi=Fifort) = (D' (Firsr fror—Fie forre)
= (=1 (fipnrafiro—Fivafrvire) = . = (=1 (fishrfrer—Fivr frsier)  para v >0

y como (—1)" = (=1)"" Vr € Z llegamos a que,
fivrft = fiforr = (=0 (fivn—r fier — fi—r frvi—r)
Ahora bien tomando j=¢, [=by d=k+ b=k + [ obtenemos:

fafb - fcfd = (_1)T(fa—rfb—r - fc—rfd—r) Vr e Z (8)

Muchas identidades bilineales son casos particulares de la ecuacién (8)
que acabamos de demostrar. Por ejemplo veremos que la ecuacién (5) es
unicamente un caso particular de la ecuacién (8), cuando toma los siguientes
valores:

a=k—1l,b=—-1,c=k—-1,d=r=-1

Sean j,k,l,€ Z y tomemos a = k, b = -l —1,c=k—1,d = —I
yr=-l . a+b=k—1—-—1=%k—1-1= c+ d, ademas como
f-1=1fo=0ypor38

fofaior = fooi S = (1) (frrafo1 = frmimnfo) = (1) fom

pero también sabemos que f_, = (—1)**!f;, de donde se sigue:

fifoioi— fioifa = (=D f0 — fia (=D
= (_1)l+2(fkfl+1 + fe-1/1)
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y como (—1)! = (=1)*2 entonces

Jrrt = frfior + fea1fi

que es exactamente la ecuacién (5) m

La recurrencia bésica de la ecuacién (1) es facilmente recuperada con el
siguiente ejemplo:

a=k+,b=1,c=k, d=2,r=2

Primero vemos que k+14+1 = k42, por lo que se cumple que a+b = c+d.
Anélogamente como en el ejemplo anterior sustituimos los valores en (8) para
llegar a la ecuacién (1) fyr1 = fx + fe—1, por 8:

fafo = fefa = (=1)"(fao-r four = fo—r fa—r)
sustituyendo los valores:
frrifi = fifo = (=1 (fi1for = fr2foo)
Recuerde que f_; = (—1)2f; = f; v (—1)? = 1 entonces:

Jorrfr = fife = foerf1 = fo—2fo

Por otro lado fo =0y fo = f1 = 1, sustituyendo tenemos:

Jes1 = fio = foa
despejando fxy1
Jer1 = fe + fomr

que es justo la ecuacién (1) m

Hay muchas colecciones accesibles de férmulas como estas de Fibonacci
y Lucas en MathWorld (Weisstein, Abril 2006), denotadas respectivamente
como ‘Eric’ y ‘Ron’. La coleccion de Eric es la mas sofisticada.
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0.3. La proporcion aurea en términos matri-
ciales

Ya vimos grosso modo en los capitulos anteriores, cémo es la relacion
existente entre la proporcion durea y los nimeros de Fibonacci, lo que nos
interesa en este momento es ver como se da esta relacién, cuando escribimos
a la sucesion de Fibonacci en términos matriciales.

Empecemos por ver qué pasa al momento de obtener los eigenvalores (o
valores propios) de la matriz Q de Fibonacci. La matriz simétrica

o (1)

detQ=1%0—1x1=-1 y t1Q=1+0=1

con

tiene eigenvalores reales A4, donde
detQ =X A\_=—-1 y trQ =X +A_=1 9)

Entonces la ecuacién caracteristica A2— trQ+detQ = 0 esigual a \X2—\—1 =
0, utilizando la férmula general para la ecuacién cuadratica:

b= Vb? — 4dac

A
2a
si hacemos a =1, b= —1, c¢= —1 obtenemos las siguientes raices:
- —(-1)£/(-1)2—4(1)(-1) 1+£y1+4 1£+5
s 2(1) B 2 T2

Entonces la ecuacién caracteristica A> =\ —1 = 0 es A2 = A+ 1, tiene raices:
1
M =3 (1 + \/5)

Los eigenvectores ortogonales de Q, (y, )T tienen y = A\1. Como habfamos
visto de manera intuitiva, el método de potencias nos da el eigenvector de Q
como:

Ay = (fk+1/fk)k_>oo (10)

esta ultima expresion es lo que llamamos ‘proporcién durea’ ( ¢).
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La proporcién aurea ¢, es un nimero irracional porque esta representado
como una fraccion continuada

1

14+ —L
T

Q=[1,1,1,.] =1+

(Weisstein, 1999). Esto significa que la convergencia z,, = % esta dada por
la siguiente ecuacién cuadratica recursiva:

3

1
Ty = 1+ 5
Tn—1

si hacemos z; = 1, tiene la siguiente solucion:

o fn+1
xn - )
In
donde f,, es el n-ésimo nimero de Fibonacci. Como resultado tenemos:
¢ = lim z, = lim —"*,

i.e. nuestra ecuacion (10), la cual fue probada por primera vez por el matematico
escocés Robert Simson en 1753, quien en el mismo ano probara la identidad
de Cassini (4), como ya habfamos mencionado con anterioridad. De hecho si
tomamos esta identidad y la dividimos entre ffr_1, en ambos lados de la
igualdad obtenemos:

fk+1fk71 - (fk)Q = (_1)k
fenifea = fi  (=DF
Sefr  fefe
fomfia ()2 (=D
fefomr  fefeer fefea

Jrer  fo (=1
o Fen T fifia (1)
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Y si sumamos sobre & y utilizamos la definicién de la ecuacion (10) obten-
emos la siguiente serie infinita:

s=r =143 (12)
~ Jifr—1

la cual nos demuestra la relacion que existe entre la sucesion de Fibonacci y
la proporcion aurea.

Durante el resto del documento nos referiremos a la proporcién durea,
mediante el simbolo ¢.



0.3. LA PROPORCION AUREA EN TERMINOS MATRICIALES 45

0.3.1. La Linea Aurea

Para llegar a la Linea Aurea iteremos A > 0 (A = Ay), y usando que
A=1+ % obtenemos:

E<)\+< Ji donde k=3,5,7...
k Ji—1
y por la ecuacion 11, la diferencia entre % y % es de f(_l)k , con esto

queremos decir que las cotas inferiores y superiores de la desigkuz;ldad ante-
rior difieren en (ffr_1) . En la grafica siguiente podemos ver como surge
rapidamente una linea, en el cuadrante positivo del plano (x,y), de los puntos
con coordenadas enteras (z,y) = (fx, fe+1) para k > 0.

Figura 1: Gréfica de (z,y) = (fg, fer1) cuando k > 0

Veamos la misma grafica resaltando los puntos (z,vy) = (fx, frt1), como
podemos ver la densidad de los puntos es mayor
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Figura 2: Gréfica de (z,y) = (fx, fr+1) cuando k > 0

_ (I
)\+_ ( fk )k—wo

y acabamos de definir (z,y) = (fx, fr+1), entonces podemos decir que:

4= (e

y = Ay x, a lo que llamamos linea durea, la cual es un espacio generado por
el eigenvalor de la matriz Q.

Habiamos visto que
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0.4. Series de matrices (Q de Fibonacci

En la siguiente secciéon encontraremos propiedades muy interesantes de
las series® de las Q matrices de Fibonacci.

La serie de la Q matriz de Fibonacci consta de la siguiente expresion:
(1 -¢Q)” Zé QF, donde det(I-£Q)=1-¢(-¢  (13)

este determinante es exactamente la ecuacién caracteristica o polinomio ca-
racteristico que obtuvimos en la seccién 1.3. Las entradas g1 ¥ ¢1,2 nos dan:

1
ZS’“fk 5 g para [ <5~ 0618 (14)

., Como obtenemos éste resultado?, el lado izquierdo lo obtenemos al de-
sarrollar Y, £*QF de la siguiente manera:

ngszz — 50Q0+§1Q1+§2Q2++§ka

of 1 Jfo v o f ke ferr o Je
= + +.o 4+
5<fo fl) 5<f1 fo) g(fk fin
Tomemos las entradas g»; 0 g12 indistintamente, de cada una de las ma-
trices anteriores, entonces obtenemos la siguiente sucesion:

fo&% + i€l + & + f26° +

Esta suma se parece a la siguiente sucesion geométrica

Zr”:1+r+r2+r3+...
n=0

y vamos a resolverla de manera similar.

3Aqui el lector debe de ser cuidadoso de no confundir una serie con una sucesién. Una
serie es una suma infinita de niimeros mientras que una sucesién es una funcién que a cada
natural le asocia un ndmero.
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En esta ocasion nos interesa sélo el caso donde || < 1, puesto que si
|€] > 1 los términos individuales no tienden a cero. Esta sucesién es manejable
porque sus sumas parciales

Sk = fo&® + fi&' + &+ [ + ... fif”

pueden calcularse en términos sencillos. Vamos a multiplicar S;, por £ y &2
obteniendo tres ecuaciones:

Sy = fo+rlhi+&h+EfH+.. .+ f
Sk = o+ Ef+Ef+ . .+ + &
&8y, = Efo+fi+ .+ oo+ & it +

restando y factorizando términos obtenemos lo siguiente:

Si(l—€6—8) = &f =& = i — P2
= A=+ fim) — €S
= &fi =& (frrr) =€

o bien:

A - i — €M,
T 1-¢-e

Pudimos eliminar las potencias intermedias pues sabemos que fr11 =

fe+ fee1 . frer — fr — fu_1 = 0. Ahora bien, el

Sk

lim " =0, puesto que [¢£] <1

k—oo

Se sigue que:

N s Tt et R
2 8= i T —¢-¢

k=0
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Desarrollando en series de Taylor alrededor del cero de esta funcién ob-

tenemos:
[k/2] b—
=2 (") (15)

r=0

e (I —£Q%)~! obtenemos de la misma manera para una k fija:

— oty Tk
%f Yk = [ &+ &(<1)F (16)

usando la ecuacion 4, y donde

e = tr(Q%) = frsr + frt (17)

En esta tltima ecuacién acabamos de definir los nimeros de Lucas; tema en
el que profundizaremos en el siguiente capitulo.

Las sucesiones de la ecuacién 16 convergen para |£| < )\Ik . Por ejemplo
para k = 2:

1
para |[{| < — ~ 03,82

fo+Efs +EF—6+... = S
2

1
e

0.5. Sumas binomiales

Una propiedad algebraica interesante de la matriz () de Fibonacci es que
Q? = @ + I. Recordemos que:

a=(1 g )ve=r=(y ) voroaue
N ORE
oo (1))

De manera mas general Q¥ = a,,Q + bl para algin (ag, by). De hecho si
reemplazamos la la ecuacion fri1 = fr + fr—1 (1) en la ecuacion:
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o fem Sk
o=l e

Qk:(fk+fk1 Ir )

obtenemos:

fk fkfl

Descomponiendo esta matriz nos queda:
o — <fk+fk—1 Jr >:(fk fk>+(fk—1 0 )
Ir fr—1 fr O 0 fi

= fk(% é)‘f’fkl(é (1)>

= i@+ feal

Q"= fiQ+ fral VEEL (18)

4

Entonces generalizando y usando la férmula del binomio® nos queda:

n

Q"= (5@ + sty =Y (1) Ay GeTe (9

r=0

Tomando la entrada ¢q; de Q™

n

o= 3 () Gt s (20)

r=0

Retomemos la ecuacién 18 : Q¥ = f1.Q + fy_1I y usando que® f_, =
(—1)*1f,, llegamos a que:

Q" = (1" (fQ — frs1l)

Anélogamente se sigue que:

n

Q= (—1) 3" ( ") G e 11

ot =5 () -

5Ver la ecuacién 3.




0.5. SUMAS BINOMIALES ol

utilizando nuevamente la ecuacién 3:

n

fin =3 ( . ) ()" i) (17 (21)

r=0
Para una pequena generalizacion, tomemos la ecuacién 19.

n

@ =3 (1) Bt

r=0

y multipliquémosla por Q”.

e =3 (1) rtree
r=0

0 =S ()t

r=0

Tomando la entrada g¢o1:
. n T n—r
finin =Y ( , > (o) (fe=1)" ™" frtp
r=0

de modo que nos queda: fi,+, en lugar de fr, y fr4p, en sustitucién de f,.

De manera similar para Q7P para la ecuaciéon 21 obtenemos fi,4p ¥
(—=1)r+erlf ., en lugar de fi, y (—1)""' f, respectivamente.

(Jhonson,2004)
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0.6. Un poco de historia

Al parecer el término matriz () tiene su origen en la tesis de maestria
de Charles H. King Some properties of the Fibonacci numbers del ano de
1960, segun cita Vern Hoggatt en su articulo A primer on the Fibonacci
sequence, Part II del Fibonacci Quarterly No. 2, 1963. Desde entonces nu-
merosos articulos escritos por Hoggat, por sus alumnos y por otros colabo-
radores han aparecido en el Fibonacci Quarterly, donde el método de las
matrices (Q se convirtio en la herramienta central para el andlisis de la suce-
sion de Fibonacci. Vern Hoggatt mantuvo una intensa correspondencia donde
planted ideas e hizo innumerables sugerencias para investigaciones futuras
referentes al tema. Por ejemplo H. W. Gould atribuye gran cantidad de ideas
creativas durante 20 anos, a la correspondencia que mantenia con Hoggatt:

Su contagioso entusiasmo por la investigacion y las propiedades
de los numeros infectaron a todo aquél que lo conocié o mantuvo
correspondencia con él, y a mi parecer Vern dio un gran impulso
para la popularizacién del método de las matrices Q. Desde 1962
Vern escribié muchas cartas referentes al uso de las matrices Q
para estudiar polinomios de Fibonacci y otros sistemas relaciona-
dos. El era muy modesto con respecto a llevarse el crédito por las
ideas y en ocasiones me mostraba algin método y después decia
“pero esto probablemente lo conoces muy bien”. Algunas veces
asi era; la mayorfa de las veces no. (Gould, 1981)

Al parecer el uso de las matrices (Q para generar los nimeros de Fibonacci
aparece por primera vez en un breve comentario del Profesor Joel L. Brenner
con el titulo Luca’s Matriz. Este comentario aparecié en marzo de 1951 en
el American Mathematical Monthly en las paginas 221 y 222:

La n-ésima potencia de la matriz < 1 é ) es

Un+1 Unp,
)
U, Up—1

Donde u,, es un ntimero de Fibonacci. De manera mas general, la

, . ) a—b —ab
n-ésima, potencia de 1 0 es
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Upt1 —abu,
U, —abu,_1 )’
a—bpn

Donde u, = “=> es un numero de Lucas. De estos hechos
podemos deducir parte de la teoria general. Las sucesiones u, =
A, 1+ ...+ Ayu,_, tienen propiedades que pueden ser rapida-
mente obtenidas del estudio de la matriz de dimensién r, que ge-
neraliza la matrices anteriores. (Brenner, 1951 citado por Gould,

1981).

Poco antes de 1951, ya existia la inquietud por relacionar matrices con
la sucesién de Fibonacci, por ejemplo, asi se muestra en el comentario Some
properties of Fibonacci sequences de David Devol del American Mathemati-
cal Monthly No. 58, 1951 donde se muestra la relacién de matrices con la
recurrencia basica de la sucesion:

Al definir las sucesiones de Fibonacci con la propiedad u, 1 =
Up + un,_1, muchas relaciones entre los términos pueden ser facil-
mente obtenidas por la manipulacién de una matriz de 2 x 2,
cuyos elementos son términos de la sucesién. (Devol 1951, citado
por Gould, 1981)

Existen referencias aun anteriores, por ejemplo en 1949 J. Sutherland
Frame utiliza matrices para estudiar fracciones continuadas. Y en el libro de
Hans Scherdtfeger Geometry of Complex numbers, Mathematical Fxpositions,
No. 13, hace referencia a un articulo de 1920 de Jacobsthal donde se discuten
polinomios de Fibonacci y métodos matriciales. Aun asi, existen referencias
mas antiguas como la especie de polinomio de Fibonacci introducido en 1883
por Catalan. Sin embargo, no es completamente claro cuando, en las paginas
de la historia, fue utilizada por primera vez una matriz para esta clase de
trabajo.
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Capitulo 5

Formulacion Matricial de la sucesion de Lucas

La formulacén matricial de la sucesién de Lucas es practicamente analoga
a la formulacién matricial de la sucesion de Fibonacci puesto que, los niimeros
I, = tr(Q%) de la ecuacién ?? obedecen la siguiente regla de recurrencia:

lhy1 =l + g1 con lh=2 y =1,

Por lo que la férmula analoga a la 77 es:

Estos son los nimeros de Lucas [, = 2,1,3,4,7,11, ... obsérvese que

ly = fro1 + fomr (2)

Procediendo como en la deduccién de la ecuacién ?? obtenemos':

b = felisr + femali Yk, (3)

Notese que como [y = 2 obtenemos la ecuacién 2:

!También podemos obtener este resultado en términos de combinaciones.
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lkvo = Sfreloy1 + fr-1lo
I = fili + fiilo
= fe+2fka
= Jrr1— foo1 +2fk
Jra1 + fr—1

Tomando determinantes de la ecuacién 1:

e 1 1 2
il )l=er|(e )

entonces:

Ahora bien sean L, = (lkﬂ b ) y X = (1 2 ) entonces

reescribiendo la ecuacion 1:

por lo que nos queda:

pero

1/ -1 -2 1
,1__ _ -
* _5(—2 —1) 5

entonces
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Por lo que al invertir la ecuacién 1 obtenemos:

fer1 fr o levr Uk 1 2

Sea l; ; el i-ésimo renglén y la j-¢ésima columna de una matriz del tipo
L. Usando la recurrencia bésica de [;; y viendo la entrada [; » de lo anterior
obtenemos la ecuacion inversa a la ecuacién 2:

S5f =1k + 21 =lpy1 — lho1 + 201 = lpy1 + lp

Entonces:

5k = lkt1 + L1 (6)
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0.1. Formula Bilineal

Para una la reduccién de la féormula bilineal asociada a la sucesion de
Lucas, recordemos que definimos la siguiente matriz en la ecuacion 1:

(2 4)

Y como habiamos visto con anterioridad esta matriz satisface:

XT=iX y QX=xQ (7)

Entonces si a + b = ¢+ d, obtenemos no sélo que Q*Q*~! = Q°Q?!, sino
también que:

5QaQb_1 — QcXQd—lX

Esto es muy facil de verificar ya que:

5Qa+b—1 — (Qc—i-d—lX)X

= (QQTX)X
— O°XQX
por lo que:
50°Q" ! = Q°X Q1 X,
de donde se obtiene para r = 0,£1, 42, 43, ... la siguiente ecuacion:

5fafb - lcld = (_1>r(5fafrfb7r - lcfrldfr) (8)

que es andloga a la ecuacion 77
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0.2. Series para la sucesion de Lucas

Antes de desarrollar las series relacionadas con la sucesién de Lucas, va-
mos a obtener algunas propiedades que posteriormente nos seran de gran
utilidad:

Utilizando la ecuacion 2 Iy, = fri1+ fr_1, tenemos que podemos reescribir
una matriz de Lucas donde nos queda lo siguiente:

(lk—i-l Iy, ):< Jrv2 + [ fk+1+fk—1)
Iyl o1+ fomr b — U

[gualando entrada por entrada y utilizando nuevamente la ecuacion 2 obte-
nemos:

ly1 = frr2+ Jo = forn + Jo + o = forn + 2%
b = fimi+ foo1 = for + Joor — o =200 — Ja
b = ferr+ fom1 = Jo+ forr + fror = 2051 + Ji
lerr = e = for1 + 20k = frrr — Jo-1 = 2k — fr1

lr—1

Regresando a nuestras series, recordemos que (I — £Q)~1 = Y €*Q* y mul-
k

tiplicando por (1,2)7, y en consecuencia:

> ERQM1,2)T =Q°(1,2)" +£'QY (1L, 2)T + ...+ £FQM(1,2)T

k

B i fo 1 fo fi 1 fes1 fr
‘5D(fo f1>(2>+51<f1 fo)(2)+'“+fk< i f)(

. fi+2f fo+2f1 w ( fes1+2fk
‘fo(fomfl)+5l<f1+2fo)+'“+5 (fk+2fk_1>
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Tomando la entrada 12 y las igualdades que acabamos de desarrollar
obtenemos que:

> QR =l + 8+ Elh+ .+ L
k=0

Ahora bien vamos a obtener la suma de esta sucesion, de la misma manera
que lo hicimos para la ecuacién ??. Es decir, multiplicAndola por £ y &2 y
restando las sumas obtenidas de la suma original, entonces nos queda:

R, = 4L+ +... .+,
ER, = &lo + 5211 +...+ fklkq + fkﬂlk
ERy = Elg+ .. 4 g + Uy + 52,

Anélogamente a la ecuaciéon 77 los términos intermedios se eliminan quedan-
do lo siguiente:

R(1-¢-8) = lo+&h —&lo— &My, — ooy — €72,
= o+ &l — o — &M (e + lomr) — €2,
= Ol + €l — &y — Ty — P2,
= o+ &l — lo) — & ey — U,

Sustituyendo Y =1, lp = 2 y [; = 1 nos queda:

Rip(1—€6—¢€%) = 2461 —2) =&, — &2,

R(1-¢—-¢&) = 2—&— &y — &L,

2— &= — ¢RI,
1—-¢&—&

R, =



0.2. SERIES PARA LA SUCESION DE LUCAS 61

Recordemos que 1imy_o &% = 0 puesto que |£| < 1, se sigue que:

= k Ak T 17 2_£_€k+1lk+l_€k+glk_ 2_5

2-¢

lo+€ll+€2l2+:m

0.2.1. Sumas Binomiales

La suma binomial de la ecuacién ?? para Fibonacci:

n

=3 () G,

r=0

se generaliza de igual manera para Lucas tomando fy, = lgn, fr = lr;
verificarlo es muy sencillo. Sabemos por la ecuacién 77 que:

n

Q"= (5@ + fiady =Y (1) (A G

r=0

ahora bien vamos a obtener la traza de dicha expresion, ya que por la
ecuacién ?? sabemos que [, = tr(Q¥), de esta manera obtenemos:

>

len = < Z ) (fi)" (fr=)""Ly

0

\E

= 3

@@ = ) O (et 8r(Q")

3l

T

Mientras que para la ecuacion 77 también se generaliza para Lucas con
(=1 =(=1)".



62

0.3. Generalizacion de valores iniciales

Una generalizacién de los nimeros de Fibonacci esta definida por
1=Gy =Gy =...=G._1, y larelacién de recurrencia:

Gn = Gn—l + Gn—c

Estos nimeros son las sumas de diagonales sucesivas de un triangulo de
Pascal, empezando con la columna mas a la izquierda y moviéndose ¢ — 1
pasos hacia arriba y un paso a la derecha. El caso ¢ = 2 equivale al caso de los
numeros de Fibonacci. Esta generalizacion para los nimeros de Fibonacci es,
en muchos casos, una generalizacion de los resultados previamente expuestos
tanto para Fibonacci como para Lucas, por lo que en esta seccién nos dedi-
caremos simplemente a enumerarlos.

Considere gx+1 = g + gr—1 para todo (go, g1). Entonces:

< Jk+1 Gk ) _ Qk ( (251 9o ) (10)
9k Gk—1 go 91— Yo
que generaliza la ecuacién 7?7 y 4 como:

Ik+19k—1 — 913 = Ok+39k—1 — 9/3+1 = (‘1)k(9% — gog1 — 93) (11)

De la misma manera la generalizacion de la ecuacién ?? y de la ecuacién 3
es:

k1 = frGi+1 + fom1qi (12)

y para la ecuacién 77 es:

ittt = [it1foer1941 + fifugr — fim1 fe—191-1
Operando en (g1, go)? con (I — £Q)~! obtenemos:

Go+Eq +Ep+... = gof_(gg__ggf)g (13)

Comparando con la ecuacién ?77:
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9k = Gofrs+1+ (91 — 90) fr = Gofe—1 + g1fi (14)
que es la entrada 21 de la ecuacién 10 y un caso especial de la ecuacion 12.
La generalizacién de la ecuacién 7?7 y la ecuacién 77 es:
gV = X) gy ( — %)
g Ak — AF)
Notese que cambiando k£ por —k en la ecuacién 10 y procediendo como se
hizo con Fibonacci obtenemos:

9k = (=1)"(gofrs1 — 91.fr) (15)
consistente con la ecuacién 14 més la ecuacién 77.

De la entrada 21 de Q" T*Q'~! = Q7Q**'~1, con la ecuacién 10, la reduc-
cion de la férmula que generaliza las ecuaciones 7?7 y 7?7 involucran:
Gk = fivrg — [igrvi
y es también vélido para f — g o de hecho f — h # g al combinar
hoGi—1 k1 + hiGjr

Asi, como en la ecuacién ??:sia, b, ¢, d=0,+1,42,... ya+b=c+d
entonces:

gahb - gchd = <_1)T<gafrhb77' - gcfrhdfr> (16)

donde r = a,b,¢c,d = 0,£1,4£2,... Operando con potencias @ en
(g1, g0)T, obtenemos facilmente las generalizaciones de la ecuacién ?? y de
la ecuacion ?77.

Para Lucas tenemos gy = 2, g1 = 1, y por la ecuaciéon 15

e = (=), (17)
Y la base para Fibonacci y Lucas es:
1 1
gk = (g1 — §go)fk: + §golk (18)

(Jhonson,2004)
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Capitulo 6
Discusion y Perspectivas

Como hemos visto la sucesion de Fibonacci tiene propiedades matriciales
asombrosas, pero entonces la pregunta inmediata es, jcudl es la utilidad de
expresar a la sucesién de Fibonacci en términos de matrices? Pues bien, la
ventaja de expresar a Fibonacci en forma matricial, es la gran cantidad de
sucesiones que podemos generar a partir de esta formulacion, simplemente
al cambiar los valores iniciales de las matrices QQ, como hemos visto al mo-
mento de generar la sucesion de Lucas. Pero esto no termina con la sucesion
de Lucas, podemos seguir cambiando los valores iniciales y encontrar nuevas
sucesiones. Algunas de las sucesiones que podemos generar a partir de lo
anterior son las siguientes:

= Tribonacci t;, donde ¢, = 0,0,1,1,2,4,7,13,24, se genera a partir de
la siguiente regla de recurrencia:

tk+1 = tk + tk,1 -+ tk,Q donde to = tl = 0, t2 =1

y se representa matricialmente como:
111 0
M=|(100]y M'=[0 0 1
010 1
donde:

thyo  tppr e T
MF=| thiy tet+teor e para k=0,+1,42,...
ty  th—1 +1lpk—2 tr—1

» Trucas u;, donde uy, = tr(M*), sigue la siguiente recurrencia:

U = tk+1 + th + 3tk_1 y

Upyo  Upgl + Up Ut . 3 4 1
Uk+1 Uk + Up—1 UL =M 1 2
Up  Up—1 T Up—2 Up_1 3 -2 -1
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Por mencionar algunos casos interesantes. De esta manera podemos con-
tinuar cambiando los valores iniciales y obtener tantas otras sucesiones como
lo es una recurrencia general de n términos para Fibonacci, Glucas, poli-
nomios de Fibonacci, sucesiones relacionadas con Fibonacci que involucran
identidades hiperbdlicas, de senos y cosenos e incluso se puede llegar a las
sucesiones de multinacci, Fibonacci médulo m y mapas cadticos.

Pero las matrices Q de Fibonacci no sélo cuentan con estas propiedades
sino también tienen aplicaciones practicas. Ya en los anos sesentas se ob-
servo que los eigenvalores de una matriz Q de Fibonacci aparecen como
impedancia! imagen de una red de dos puertos®(Basin, 1963).

También en la Finanzas existen aplicaciones de la sucesion de Fibonacci.
Desde hace tiempo el comportamiento de los mercados financieros ha sido mo-
tivo de estudio y no son pocos quienes lo caracterizan de erratico y aleatorio,
mientras que otros han tratado de explicarlo mediante modelos probabilisti-
cos basados en funciones de distribuciéon. A mediados del siglo XX el analista
financiero norteamericano Ralph Nelson Elliot, propuso que en la practica el
movimiento del mercado no es uniforme, sino que se produce mediante osci-
laciones a la alza y a la baja, al igual que el &nimo de los inversores. Elliot
observo el caracter repetitivo al que se ajustaba el comportamiento bursatil
y llegd a la conclusiéon de que el mercado sigue un movimiento de cinco ondas
de avance, seguidas de tres de correccion.

Asi en las fases alcistas, el mercado sube en una sucesiéon de tres on-
das, para continuar bajando en otras sucesiones de dos. Por tanto, un ciclo
sencillo comprende cinco ondas. En las fases bajistas, ocurre justamente lo
contrario, es decir, se producen tres ondas a la baja, interrumpidas por dos
ondas correctoras al alza. De esta forma, cualesquiera de las tendencias sigue
ocho etapas, cinco en la tendencia principal y tres correctoras. Este andlisis
es conocido como la teoria de las ondas de Elliot. Dentro de esta teoria, se
utiliza la sucesién de Fibonacci para el analisis de las correcciones que se

Impedancia. Mide la oposicién de un circuito o de un componente eléctrico al paso de
una corriente eléctrica alterna sinusoidal. El concepto de impedancia generaliza la ley de
Ohm en el estudio de circuitos en corriente alterna (AC) y se mide en ohmios.

2Red de dos puertos. Una red cuyas caracteristicas se especifican para cuatro terminales
que actuan, dos como entrada y otras dos como salida. La red puede tener otras terminales.
También se le conoce como red de dos pares de terminales por su traduccién del inglés.
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producen en las diferentes ondas llamados retrocesos de Fibonacci. Se les
llama de esta manera pues los niumeros de Fibonacci, como hemos visto en
repetidas ocasiones, tienen la propiedad de que el cociente entre cada niimero
y el siguiente de la sucesién es siempre 1.618 (un 61.8 % de su valor) o que
la proporcién que hay entre cada ntimero y el segundo posterior de la suce-
siones es siempre del 38.2%. Basado en esto se pueden establecer objetivos
de correccién del 38.2 % y del 61.8%, y se les utiliza para determinar cuanto
ha repuntado o retrocedido un precio respecto de su tendencia subyacente.
(Ruiz, 1999).

Con lo que respecta a la Filotaxia se han logrado grandes avances en
anos recientes. Nuevos experimentos intentan explicar los arreglos espirales
caracterizados por los numeros de Fibonacci, los cuales se manifiestan en
girasoles, hojas de jitomate y flores de la Arabidopsis, y ponen firmemente
a las auxinas en el centro de la investigacién. Las auxinas® estdan implicadas
en varios aspectos del desarrollo de la planta, incluyendo la embriogénesis,
el desarrollo de las raices, y la diferenciacion vascular. Recientemente las
auxinas han mostrado que pueden inducir la formaciéon de hojas y flores en
el meristemo apical*. Como activador de la iniciacién organica, las auxinas

pueden jugar un papel determinante en la posicién de los érganos y por ende
de la filotaxia, (Reinhardt, 2003).

Como podemos ver, después de ocho siglos, Fibonacci sigue a la van-
guardia incursionando en campos tan disimiles como lo son la electrénica,
la genética, las finanzas, las matematicas y el arte, entre muchos otros. Las
aplicaciones y avances con lo que respectan a Fibonacci, ya sea en su forma
matricial o en el desarrollo de su sucesién, no terminan aqui sino por el con-
trario, abren el camino a nuevas discusiones y desde luego a la investigacion.

3Auxinas. Son un grupo de sustancias que controlan el crecimiento de las plantas (a
menudo llamadas hormonas vegetales o fitohormonas). Juegan un papel esencial en la
coordinacién de la mayoria de procesos de crecimiento de la vida de la planta, en especial
en los relacionados con los tallos. Las auxinas determinan el crecimiento de la planta por
alargamiento de sus células, en todos los niveles, desde las células, los érganos y la planta
entera. Su representante mas abundante en la naturaleza es el dcido indolacético (IAA),
derivado del aminoécido triptéfano.

4Meristemo apical. Es una poblacién de células en el extremo del eje naciente. Produce
los érganos laterales, el tejido del tallo y se regenera si mismo. En la mayoria de las plantas
sus sistemas se desarrollan en el meristemo apical
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