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Introduccion

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y diferente del vacio.

Un hiperespacio es una coleccién de subconjuntos de un continuo, que al
dotarlos de una topologfa, inducida por una métrica, adquieren una estruc-
tura de espacio métrico.

En este trabajo nos enfocaremos al estudio de dos hiperespacios muy
particulares:

El primero de ellos lo denotamos por C(X) y consta de la coleccién de
todos los subconjuntos de un continuo que son cerrados, conexos y vacios, a
cada uno de estos elementos se les llama subcontinuo.

El segundo es la coleccién formada por conjuntos de a lo mas dos puntos,
es decir conjuntos de la forma {p, ¢}, donde p y ¢ son elementos del continuo
X (tenemos la opcién de que p = ¢q y el este caso estamos considerando al
conjunto {p}). A este hiperespacio se le denota por Fp(X).

Ahora bien, como muchas cosas en matematicas, en la Teorfa de Conti-
nuos surge el problema de construir modelos geométricos que representen los
objetos con los que se trabaja. En este, caso al tomar continuos “sencillos”
y representar sus hiperespacios arriba mencionados, nos damos cuenta que
satisfacen ciertas propiedades bajo la relacién inclusién. Por ejemplo en al-
gunos casos, para un continuo X, los modelos de C'(X) y F5(X) resultan ser
homeomorfos. En otros casos podemos encontrar una copia homeomorfa de
uno de los modelos en el otro o simplemente hay continuos para los cuales
sus modelos son comparables bajo esta relacién.

Con los ejemplos de modelos que se pueden construir de una manera facil,
notamos que el hiperespacio C'(X) casi siempre “le gana” a Fy(X), es decir,
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X INTRODUCCION

regularmente F5(X) se puede encajar en C'(X). De este hecho es que surge
la pregunta de estudio del presente trabajo:

.Para qué continuos se puede asegurar la siguiente relaciéon
R(X) = C0X)?



Capitulo 1

Definiciones y Propiedades
Basicas

1.1. Introduccién

En el precente capitulo daremos una pequena introduccién al mundo de
los hiperespacios de un continuo. Como veremos a cada hiperespacio de un
continuo dado, le asignaremos una métrica, con la cual, resultardn ser tam-
bién un continuo. También estamos interesados en detectar en el hiperespa-
cio de los subcontinuos de un continuo X, ciertos subconjuntos especiales
que llamaremos n-celdas. Veremos que dichos conjuntos existen cuando en
X podemos detectar otros subconjuntos especiales, que llamaremos n-odos.
Lo anterior lo generalizaremos para asi detectar un cubo de Hilbert en el
hiperespacio de los subcontinuos de X.

1.2. Continuos e Hiperespacios

Definiciéon 1 Un continuo X es un espacio métrico, compacto, conexo y
diferente del vacio.

Un subconjunto no vacio de un continuo X que sea conexo y cerrado
recibe el nombre de subcontinuo de X.



2 CAPI{TULO 1 DEFINICIONES Y PROPIEDADES BASICAS

Los hiperespacios de un continuo X se definen como:

28 ={A C X: Aes cerrado y no vacio}

C(X) = { A € 2%¥: A es conexo}.

Ademads, si n € N, consideramos tambien los hiperespacios

F.(X) = { A €2% : A tiene a lo mds n puntos}

Co(X) = {A € 2% : Atiene a lo mds n componentes}.

Debo mencionar que los hiperespacios C,,(X), para n > 1; y los hiperes-
pacios F,(X), para n > 2, no son objeto de estudio de esta tesis, pero los
defino ya que me parece importante que el lector tenga conocimiento de su
existencia.

De las definiciones anteriores se observan las siguientes propiedades:

1. Todos los hiperespacios son subconjuntos de 2.
2. F,(X) C F,(X) paratodan < m.
3. Ch(X) C Cp(X) paratodan <my Cy(X)=C(X).

4. F,(X) C Cpp(X) para toda n < m.
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Ahora bien a 2% se le llama el hiperespacio de los cerrados de X, a C'(X)
el hiperespacio de los subcontinuos de X y a F,(X) se le conoce como el
n-ésimo producto simétrico de X.

Como moncionamos en la introducién, este trabajo se enfoca en estudiar
cémo estdn relacionados, bajo encanjes, los hiperespacios: Fy(X) (= {A €
2% A tiene a lo mas dos puntos}) y C(X) (que es la coleccién de todos los

subcontinuos de X). En concreto, vamos a estudiar en qué casos existe un
encaje e : Fp(X) — C(X).

Ejemplo 2 De manera introductoria consideremos al intervalo I = [0,1] y
vamos a construir una representacion geométrica de C(1) y Fp(I).

Primero construiremos una representacién geométrica para el hiperespa-

cio C(I).

Para esto, si A € C(I) por definicién A es un subcontinuo del intervalo 1,
de donde A es un intervalo de la forma [a,b] donde 0 < a < b < 1.
Consideremos la funcién h : C'(X) — R? definida para A € C(I) como
h(A) = h([a,b]) = (a,b). Por ser h un encaje, un modelo para C(I) que-
da representado por {(a,b) € R? : 0 < a < b < 1}, que no es mds que el
tridngulo rellenogon vértices en los puntos (0,1), (0,0) y (1, 1).

Notemos que, en este modelo, el intervalo I estd representado por el punto
(0, 1); los subcontinuos de la forma {z}, por las parejas (x,z) y los subcon-
tinuos de la forma [0, z] donde = € [0, 1], por el segmento que une al origen
con el punto (0,1) (Figura 1.1). No incluimos la demostracién de que h es
un encaje, pues nos desviarfamos demasiado de la idea de este ejemplo.

Ahora vamos a construir un modelo para Fy(I).

Para esto, si A € Fy(I), entonces A = {z,y}, donde z y y son puntos de /.
Consideremos la funcién e : F5(I) — C(I), que a un elemento A = {z,y} de
F5(I) le asigna el punto e({z,y}) = [min{z, y}, médx{z, y}|. Como se satisface
que 0 < min{z,y} < méx{z,y} < 1, obtenemos que e es suprayectiva. Més
adelante (Teorema 64) se demuestra, de una forma mds general, que esta
funcién es un homeomorfismo. Por lo tanto el modelo para F5(I) es el mismo
tridngulo relleno"que representa al hiperespacio C'(I) (Figura 1.2).
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A

(0,1) (1,1)

~

{[0,X] : x esta en [0,1]}

(0,0)

Figura 1.1: Modelo de C(I)

Por 1iltimo notemos que al conjunto de puntos de la forma {x,0}, con

€ [0,1], bajo la funcién e le asignamos el conjunto de subcontinuos [0, z]

con z € [0, 1]. Por lo tanto el conjunto {A € F5(I) : 0 € A} estd representado

por uno de los lados del tridngulo que representa a Fy(I), de hecho estd
representado por el segmento que une al origen con el punto (0, 1).

Del Ejemplo 2, tenemos que el intervalo [0, 1] es un continuo que satisface
la propiedad que vamos a estudiar en este trabajo.

Ahora supongamos que d es la métrica del continuo X. Si » > 0 para un
elemento A de 2% definimos la nube de radio r con centro en A como:

N(r,A) ={x € X : x € B,(a) para algin a € A},

donde B, (a) es la bola abierta en X, de radio r y centro en a.

Definimos, para dos elementos A y B en 2%, lo siguiente:
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A

(0,1) (1,1)

N\

{{0,x}: xestaen[0,1]}

(0,0)
Figura 1.2: Modelo de F5(X).
H(A,B) =inf{e >0: AC N(¢,B) y BC N(¢,A)}.
En [3, Proposicién 2.1] se demuestra el siguiente resultado:

Teorema 3 Para cualesquiera elementos A, B y C de 2%, se cumple que:

(1) H(A, B) estd bien definida,

(2) H(A, B) >0,

(3) H(A B) = H(B, A),

(4) H(A,B) =0siysélosi A= B,

(5) H satisface la desigualdad del tridngulo, es decir: H(A,C) < H(A, B)+

Asi, con las propiedades mencionadas en el Teorema 3, tenemos que
(2%, H) es un espacio métrico. A H se le llama la Métrica de Hausdorff. Por
consiguiente, como todos los hiperespacios son subconjuntos de 2%, tenemos
que todos los hiperespacios también son espacios métricos.
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Los siguientes resultados son importantes y se deben tener presente, ya
que posteriormente facilitardn la demostracion de algunos resultados. En
particular serdan importantes para probar la continuidad de algunas funciones
que definiremos en los hiperespacios F»(X) y C(X).

Lema 4 Sea X un continuo. Si A, B € 2% ye >0, si H(A, B) < € entonces
ACN(e,B) y BC N(g,A).

Demostracién. Supongamos que H(A,B) = §. Como inf{f > 0 : A C
N(B,B)y B C N(B,A)} = 9, por propiedades de infimo y por tener que
) <eg, existe by € {>0: AC N(5,B)y BC N(B,A)}, tal que 0; < ¢.
Por lo tanto A C N(61,B) y B C N(61,A), pero como N(d;,B) C N(e,B)
y N(61,A) C N(e, A), conluimos que A C N(¢,B) y BC N(c,A). =

Lema 5 Supongamos que {A,}~, y {Bn} -, son sucesiones de elementos
de 2%, tales que lim A, = A y lim B,, = B, donde A, B € 2. Entonces
lim(A,UB,) =AUB.

Demostracion. Sea ¢ > 0, entonces existen Ny, Ny € N, tal que si s > N;
y t > Ny entonces H(A;, A) < ¢ y H(B;, B) < €. Sea N = max{N; N»}.
Sin > N tenemos que H(A,, A) < ey H(B,,B) < ¢, lo cual implica que
A, C N(e,A), AC N(¢,A,), B, C N(,B)y BC N(¢,B,). Asi AUB C
N(e,A,UB,)y A,UB, C N(e, AUB). Por lo tanto H(A,UB,, AUB) < ¢,
si n > N. De manera que lim(A4, UB,) =AUDB. =

A continuacién daremos unas definiciones y enunciaremos algunos teore-
mas que no probaremos, pero que nos ayudardn a demostrar resultados que
serdan de gran importancia a lo largo de todo el trabajo.

Teorema 6 [3, Corolario 6.13] Si X es un continuo, entonces los hiperes-
pacios C(X) y 2% son continuos.
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Definicién 7 Una funcién de Whitney es una funcion continua i : 2 —
[0,00), que satisface las siguientes condiciones:

(1) u({p}) =0 para toda p € X;

(2) w(A) < u(B) siempre que A & B.

Teorema 8 [3, Teorema 5.3] Para cualquier continuo X, 2% admite fun-
ciones de Whitney.

Definicién 9 Dados A, B € 2% con A & B, diremos que una funcion con-
tinua o : [0,1] — 2% es un arco ordenado de A a B en 2% si a(0) = A,
a(l) =B ya(s) & alt), cuando 0 < s < t <1.

Teorema 10 /3, Teorema 6.15] Sean A, B € 2% tales que A G B. Entonces
existe un arco ordenado de A a B si y sdlo si toda componente de B intersecta
a A.

Teorema 11 [3, Lema 7.2/ Sean X un continuo, A un subcontinuo propio
de X y K una componente de X — A. Entonces AU K es un subcontinuo de
X que contiene propiamente a A.

Teorema 12 [3, Lema 2.3] Sea X™ el producto topoldgico de n copias del
continuo X . Sea g : X" — F,(X) la funcion definida por g(xi,...,x,) =
{z1,...,2,}. Entonces g es continua y suprayectiva.

Teorema 13 [0, Teorema 3.5] Todo continuo localmente conexo es arco conexo.

Teorema 14 [6, Teorema 3.16] Todo conjunto abierto conexo en un conti-
nuo localmente conexo es arco conezxo.
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Con ayuda de los resultados anteriores, estamos listos para demostrar que
si n € N, entonces el hiperespacio F,(X) es también un continuo.

Lema 15 Sean X un continuo yn € N. Si X" es el producto topoldgico de n
copias del continuo X consigo mismo, entonces X" es también un continuo.

n
Demostraciéon. Por definicién debemos probar que X" = HXZ- (con X; =
i=1
X paratodai € {1,...,n}), es un continuo. Para esto debemos verificar que
X" es no vacio, compacto, conexo y métrico. Por ser X; no vacio, para toda
i€ {l,...,n}, entonces X" es no vacio.

Como X; es compacto, conexo y métrico, para toda i € {1,...,n}, en-
tonces X™ es compacto por [1, Teorema 3.6], conexo por [1, Teorema 3.4.6]
y métrico por [1, Teorema 4.12]. Esto termina la demostracién de este lema.
[ ]

Teorema 16 Sean X un continuo y n € N, entonces el hiperespacio F,(X)
es un continuo.

Demostracién. Como F,,(X) C 2%, tenemos que F},(X) es un espacio métri-
co. Por el Teorema 12, F,,(X) es la imagen bajo una funcién continua de un
conjunto no vacio, conexo y compacto (ver Lema 15). Por lo tanto F,(X)
es no vacio, conexo y compacto. De lo anterior se tiene que F,(X) es un
continuo. m

Para concluir con esta seccién, en el siguiente teorema demostraremos
que, para toda n > 1, el hiperespacio C,,(X) es uncontinuo, concluyendo asi,
que todos los hiperespacios de un continuo son también continuos.

Teorema 17 Para toda n > 1, el hiperespacio C,,(X) es uncontinuo.

Demostracién. Como X es no vacio y por el Teorema 3, tenemos que C,,(X)
es no vacio y métrico. Por [3, Ejercicio 4.2], se tiene que C,,(X) es compacto;
y por [3, Ejercicio 6.3], se tiene que C,(X) es arco conexo. Por lo tanto el
hiperespacio C,,(X) es un continuo. m
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1.3. n-odos, n-celdas y Teoremas de Encaje

En esta seccién vamos a definir unos suncontinuos de un continuo X,
los cuales estén relacionados con otros subcontinuos del hiperespacio C'(X).
Debo mencionar que las definiciones y resultados de esta seccién son de gran
importancia, pues son una herramienta, que en muchas ocasiones, nos va a
ayudar a decidir cuado un continuo X satisface que su hiperespacio F»(X)
se puede encajar en su hiperespacio C'(X).

Definicién 18 Se dice que un continuo A es un n-odo, si existe un subcon-
tinuo B de A, tal que A— B tiene al menos n componentes. Asi, un continuo
X contiene un n-odo, si existe un subcuntinuo A de X el cual es un n-odo.
De manera andloga, se dice que A es un co-odo, si existe un subcontinuo
B de A, tal que A — B tiene una infinidad de componentes. Un continuo X
contiene un oo-odo, si existe un subcuntinuo A de X el cual es un oo-odo.

Definicién 19 Un un continuo A es un n-odo simple con vértice p, si A es
la la union de n arcos no degenerados pqy, . .., pqn, tal que para cualesquiera

k,je{l,...,n}, con k #k, se tiene que pq, N pg; = {p}.

Definicién 20 Una n-celda es una copia homeomorfa del continuo [0, 1]".

Observemos que si pu = ,Glpéh' es un n-odo simple con vértice p, entonces

=
i es un n-odo, en el sentdido de la Definicién 18, pues {p} y u son dos
subcontinuos de p, tales que la diferencia p — {p} = Ql(pqi — {p}) tiene n

componentes. Con esto tenemos que un n-odo simple es un caso particular de
un n-odo, pero los definimos de una forma independiente pues porteriormente
serdn de gran importancia.

Es conveniente mencionar que los siguientes resultados no son originales
de este trabajo, pero es importante incluir su demostracién ya que nos pro-
porcionan una idea intuitiva de la relacién que existe entre un continuo X y
su hiperespacio C'(X). Por tal motivo, al inicio de cada enunciado, incluyo
la referencia de donde fueron extraidas las demostraciones.
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Teorema 21 [3, Teorema 7.3]Si X contiene un n-odo, entonces C(X) con-
tiene una n-celda.

Demostracién. Sean A, B € C(X) tales que A C B y B — A tiene al
menos n componentes. Supongamos que Ky, Ky, ..., K, son n componentes
distintas de B — A. Por el Teorema 11, para cada i € {1,...,n}, tenemos que
AUK,; € C(X)y AZ AU K,. Por el Teorema 10, existe un arco ordenado
a;:10,1] = C(X) de Aa AUK,; tal que o;(0) = Ay (1) = AU K.

Definimos la funcién ¥ : [0, 1]" — C(X) tal que:
\Ij((tlv e >tn)) = O41(t1) Uu.---u an(tn)'

Notemos que, para cada i € {1,...,n}, a;(t;) € C(X) y A C «(t;), de
donde se sigue que o (t1) U~ - Uay,(t,) es la unién finita de subcontinuos de
X, que intersectan a A. Por lo tanto W((¢y,...,t,)) es un subcontinuo de X.
Esto demuestra que ¥ estd bien definida.

Sea {2, }5°_, una sucesién en [0, 1] tal que el lim z,, = z. Como z,, es

un elemento del producto [0, 1]”, podemos pensar que z,, = (z§m), . z,(lm))

y z = (21,...,2,). De manera que para cada i € {1,...,n} h’mzi(m) =
z;. Entonces aplicando n veces el Lema 5, obtenemos que lim ¥(Z,,) =
Im (o (z™), ... ,an(zf,(lm))) = ai(z1) U Uay(z,) = ¥Y(Z). Esto prueba
que ¥ es una funcién continua.

Ahora demostremos que V¥ es inyectiva. Para esto consideremos dos pun-
tos distintos (t1,...,%,) y (s1,...,S,) de [0, 1]". Entonces podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que existe ¢ € {1,...,n} tal que s; < t;. Por
ser a; un arco ordenado obtenemos que «;(s;) & a;(t;). Tomemos un punto
p € a;(t;) —a;(s;). Entonces p € (AUK;) —a(s;) C (AUK;) — A = K;. Note-
mos que si¢ # j, entonces K;NK; = &. De manera que p € K;—(AUK) para
toda j € {1,...,n} —{i}. Asi que p € K; —a;(s;), para toda j € {1,...,n}.
Por lo tanto p € «;(t;) y p ¢ AU K, para toda ¢ # j. De manera que
p € a;(t;) — (ar(s1) U - Uan(sy)) C V((t1,...,tn)) — VU ((s1,...,5,)). Esto
demuestra que ¥ es inyectiva.
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Como el dominio de ¥ es compacto y su imagen estd contenida en un
espacio Hausdorff, tenemos que ¥ : [0, 1]™ — ¥([0, 1]™) es un homeomorfismo.
Por lo tanto C'(X) contiene una n-celda. m

El reciproco del Teorema 21 es verdadera y su demostracion se puede
consultar en [2, Teorema 1.9].

Definicién 22 El cubo de Hilbert, que lo denotaremos como I, es el
producto topoldgico de una cantidad numerable de copias del intervalo [0, 1],
es decir I = [0,1] x [0,1] x [0,1] x ---. De esta forma tenemos que I*° es
un espacto, conexo, compacto y no vacio.

Dados dos puntos (z1,xs,...) vy (Y1, Y2, ...) en I la siguiente férmula:

d((l.lv'r%"')7<y17y27"'>) = ;21|$z2+yz|

es una métrica que induce la topologia producto en I*° (ver [1, Pédginas
71 y 72]). Por lo tanto el cubo de Hilbert /> es un continuo.

Teorema 23 [3, Teorema 7.4]Si X contiene un co-odo, entonces C'(X) con-
tiene un cubo de Hilbert.

Demostracién. Sean A, B € C(X), tales que A C By B — A tiene una
infinidad de componentes. Supongamos que K1, Ky, K3, ..., reprecentan una
cantidad numerable de componentes distintas de A — B.

Por el Teorema 11, si i € N, tenemos que AUK; € C(X)y A ¢ AUK;.
Por el Teorema 10, dada n € N, existe un arco ordenado «, : [0,1] — C(X)
de Aa AU K, tal que o,(0) = Ay a,(1) = AU K,,. De esta manera, si
n € N, sabemos que «,(0) = A y, por la continuidad de «,, existe r,, € (0,1]
tal que H(av,(r,), A) < 1, de donde a,(r,) C N(£, A).

Definimos la funcién ¥ : I*° — C(X) por V((t1,ts,...)) = ai(tyry) U
&2(1527“2) U---
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Afirmacion 1. W esta bien definida.

Primero veamos que, para todo z = (t,ts,...) € I°°, ¥U(z) es un continuo.
Como para toda n € N, a,(t,r,) € C(X) y A C aq(tiry) Nagl(tars) N -+,
tenemos que W ((t1,t2,...)) = a1(t1r1) U aa(tare) U - -+ es conexo en X.

Ahora veamos que ¥(z) es cerrado en X. Para esto probaremos que X —
U(z) es abierto. Sea un punto p € X —W¥(z), entonces p & oy (t171)Uas(tary)U
.-+, de donde p ¢ A. Asi que existe ¢ > 0, tal que Bs.(p) N B = &. Sea
m € N tal que % < €, sabemos que p no pertenece al conjunto cerrado
ay(tyr) U« U g (tmrm), podemos elegir 0 tal que 0 < § < ¢y Bs(p) N
(o (tir) U -+ U (tmrm)) = 9. Ademds, para toda k € Njtenemos que
r, € [0,1) y tx > 0, entonces 0 < t,r, < r,. Por lo tanto, dada n > m,
tenemos que 0 < t,r, < r,, lo que implica que «(t,r,) C a(r,) C N(%, A) C
N(E,A) C N(e, A).

Por la eleccién de €, B.(p) N N(e, A) = @. Asi que Bs(p) N, (t,rn) = &
para toda n > m.

Como Bs(p) N (cu(tiry) U+ -+ U m(tmrm)) = @, obtenemos que Bs(p) N
(aq(t1m1) U aa(tare) U -+ - ) = @. Es decir Bs(p) N ¥(2) = @.

Por lo tanto X — ¥(z) es abierto, como ¥(Z) es conexo, obtenemos que
U(Z) € C(X) para toda Z € I°°. Esto prueba que W estd bien definida.

Afirmacion 2. U es continua.

Sean ¢ > 0y m € N tales que % < e.Sin < m como «, es continua y su
dominio es un compacto, tenemos que «,, es uniformemente continua. Por lo
tanto existe 0, > 0 tal que si [s, — t,| < d,, entonces H(a,(tn), an(sn)) < 5.
Sea 0 = z-min{dy,...,d,}. Tomemos dos elementos t = (t1,t2,...) y s =
(81, 82,...) en I, cuya distancia sea menor que ¢. Entonces

00 |Sn_tn|
Do P <.

Dada n < m, tenemos que % < fil% <o < %, de mo-
do que |s, —t,| < 2%% < Op. Ast |8, — ty|rn < Sprn < 0, y, por lo tanto,

|S$nTn — tarn| < 0. Por laeleccion de 6, obtenemos que H (a, (t,77), @ (Snrn))
< % De manera que si n < m
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p(tn,mn) C N(g,an(sprn)) C N(g,U(s)) y
n(Spr) C N(g,an(tyr,)) C N(e, ¥(t)).
Ahora si n > m, entonces

0 (tnrn) C () C N(2,A) C N(%,A) C N(e,A) C N(e,asnry)) C
N(e,¥(s)), y de igual manera, tenemos que

A (SpTn) C an(ry) C N(%,A) C N(%,A) C N(g,A) C N(g,at,ry)) C
N(e,U(t))

De esto, podemos concluir que oglan(tnrn) =U(t) C N(,U(s))y oglan(snrn)

= U(s) C N(e,¥(t)). Por lo tanto H(¥(z),¥(w)) < e. Esto demuestra la
continuidad de V.

Afirmacion 3. ¥ es inyectiva.
Sean t = (t1,t2,...) y s = (81,82,...) dos puntos diferentes de I*.
Podemos suponer que existe n € N, tal que s, < t,.

Entonces s,,1, < t,r,. Como a, es un arco ordenado o, ($,7,) & au(t,ry).
Consideremos p € a,(t,r,) — ap(8,ry,). Entonces p € AU K, — v, (sp10) C
AUK, — A = K,. Si m # n, entonces K, N K,, = @&. De manera que
p€ K,—(AUK,,) C K, —amn(SmTm). Por lo tanto p € a,(t,s,) — (a1(s171)U
az(sere) U...) C ¥U(z) — ¥(w). Lo cual demuestra que ¥ es inyectiva.

Por las afirmaciones 2 y 3, tenemos que ¥ es continua e inyectiva. Como
el dominio de ¥ es un compacto y su imagen un espacio Hausdorff, tenemos
que ¥ : I*® — U(I*) es un homeomorfismo. Por lo tanto C'(X) contiene un
cubo de Hilbert. m

Teorema 24 [3, Teorema 1.2]Todo continuo se puede encajar en el cubo de
Hilbert.

Demostracién. Sea X un continuo, demostraremos que existe una funcién
continua f : X — I*° tal que f: X — f(X) es un homeomorfismo.
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Si X consta de un solo punto, el resultado es inmediato. Supongamos que
X tiene més de un punto. Tomemos una métrica en X, tal que d(p,q) < 1,
para cualesquiera p, ¢ € X. Esto se puede hacer ya que, por ser X compacto,
si dy es la métrica de X, entonces diam(X) es finito, por lo que d = dm‘if( 9
satisface la condicién que necesitamos.

Como X es un espacio métrico y compacto, existe un subconjunto den-
so y numerable {p1,ps,...} en X. Definimos f : X — I*® por f(p) =
(d(p,p1),d(p,p2),...). Como las funciones f,, : X — R definidas, para un
punto p € X, como f(p;) = d(p,p;), son continuas, tenemos que f es una
funcién continua.

Para ver que f es inyectiva, tomemos dos puntos diferentes p y ¢ en X.
Sea € = d(pT’q) > 0. Como {pi,ps,...} es denso en X, existe n € N tal que
d(p, pn) < €. Notemos que d(p, p,)+d(pn, q) > d(p, q) = 2¢ > d(p, p,)+¢, por
lo que d(py,, q) > e. Por consiguiente d(p, p,) < € < d(q, p,). Esto demuestra
que d(p, pn) # d(q,pn) v, por lo tanto, f(p) # f(q), de esto se tiene que f es
inyectiva. Como I*° un espacio Hausdorff y X un continuo, tenemos que f

es un homeomorfismo en su imagen. m

Por el Teorema 24 se dice que I*° es un Continuo Universal, en el sentido
que contiene una copia homeomorfa de cualquier continuo.

Teorema 25 Sean X y Y dos continuos yn € N. St X se puede encajar en
R™ y Y contiene una n-celda, entonces existe un encaje e : X — Y.

Demostraciéon. Como X es un espacio compacto que se puede encajar en
R™, entonces existe un encaje e; : X — [0,1]". Como Y contiene una n-celda,
existe un encaje es : [0, 1] — Y. Entonces la composicién e; 0e; : X — Y
es un encaje de X en Y, que termina le demostraciéon de este teorema. m

Teorema 26 Sea X un continuo que contiene un cubo de Hilbert, entonces
para cualquier continuo Y existe un encaje e :Y — X.
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Demostracién. Como X continene un cubo de Hilbert, entonces existe un
encaje ey : [ — X. Sea Y cuanquier continuo, por el Teorema 24, existe un
encaje e; : Y — [°°. Entonces la composicién e; o ey : Y — X es un encaje
de X en Y que termina le demostraciéon de este teorema. m



Capitulo 2

Modelos de Hiperespacios

2.1. Introduccion

En este capitulo vamos a empezar a investigar entorno al problema que
nos concierne: determinar cudndo el hiperespacio F»(X) de un continuo X
se puede encajar C'(X). Comenzaremos abordando el problema considerando
los respectivos modelos de Fy»(X) y C'(X), para algunos continuos sencillos X .
Por un modelo de C'(X) entenderemos un objeto geométrico que sea homeo-
morfo a C'(X). Lo mismo se entiende para un modelo de F5(X). En capitu-
los posteriores, consideraremos otros continuos X que, aunque sencillos, por
su estructura no serd posible determinar un modelo para sus hiperespacios
Fy(X) y C(X). por lo tanto, para dichos continuos, la solucién al problema
que nos interesa se atacard de forma distinta. Quremos indicar que, en buena
medida, las ideas que se presentan para las construcciones de los modelos de
los hiperespacios F»(X) y C(X) para los continuos X que aqui se presentan,
son ya conosidas y se pueden consultar en libros como [3, Capitulo III].

Asi, dado un continuo X para el que ya tenemos un modelo de F5(X) y de
C(X), estaremos interesados en determinar ciertos subcontinuos especiales
de F5(X) y de C(X). Como veremos, ésto serd importante para asi poder
determinar el modelo de los hiperespacios F»(Y) y C(Y) de un continuo Y
que contenga a X.

17
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2.2. El Arco

En el Ejemplo 2 del Capitulo 1 se construyé el modelo para el hiperespacio
C([0,1]), que es el tridngulo relleno con vértices en los puntos (0,1), (0,0)
y (1,1). También se demostré que el modelo de F»([0,1]) es homeomorfo a
C([0,1]) y, por lo tanto, el intervalo [0, 1] satisface la propiedad que estamos
estudiando en este trabajo. Esto se puede resumir en el siguiente teorema.

Teorema 27 Para el continuo |0, 1], existe un encaje e : F5(]0,1]) — C([0,1]).

2.3. La Circunferencia

La circunferencia, continuo que denotaremos por la letra S, se define como
{x € R? : ||z|| = 1}. Un modelo para C(S) = {A € 25 : A es conexo} se
puede construir de la siguiente manera:

Si A € C(9), tenemos las siguientes posibilidades: que A sea un arco
contenido en S, que A sea un punto de S o que A = S. En el primer caso
el arco A queda determinado por su longitud ¢(A) y su punto medio m(A).
Ahora consideremos la recta L4 que une al punto m(A) con el origen, asi
como al punto p(A) € L4 que estd a distancia 1 — % del origen. Notemos
que p(A) depende tnicamente de m(A) y ¢(A). Tenemos asi asignado un
punto p(B), para cada arco (no degenerado) B en S.

En el caso en que A = {s}, con s € S, siguiendo la idea anterior podriamos
pensar que el punto medio de A es m({s}) = s y que la longitud de A es
[({s}) = 0. Entonces, al considerar la recta L, que une a s con el origen
y al punto p({s}) en Ly, y que dista del origen 1 — @ = 1, tendriamos
que p({s}) = s. De igual forma, en este caso tenemos nuevamente que p(A)
queda determinado tinicamente por m(A) y por ¢(A). Por lo tanto, dado un
subcontinuo de la forma {s}, con s en S, lo podemos representar por el punto

S.
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Cuando A = S, tratando de seguir una idea como las anteriores tenemos lo
siguiente; [(S) = 27. Supongamos que podemos definir m(S) = r para algin
r € S. Al considerar la recta R que una a r con el origen y al punto p(S), que
por definicién p(S) es el punto sobre R que dista del origen 1 — % =1- 3—; =
0, es decir p(S) = 0. Notemos que esto es independiente de la eleccién de 7,

por lo tanto podemos definir p(S) = (0,0).

De lo anterior concluimos que una representacién de C'(.S) es el disco D =
{z € R?: ||z|| < 1} y la asignacién queda determinada por el homeomorfismo

f :C(S) — D dondeacada A le asignamos en punto f(A) = m(A)(1 —
)

Notemos que en este modelo para C(S5), los continuos que constan de
un solo punto quedan representados por la frontera de D. Ahora fijemos
r = (1,0), diremos que r es extremo izquierdo (respectivamente extremo
derecho) de un arco de S, si r es el extremo del subarco que queda a la
izquierda (derecha) cuando nos paramos sobre el arco y vemos en la direccién
del origen. Si B; es el conjunto de todos los subarcos que tienen como extremo
izquierdo a r entonces, para cada A € By, m(A) estd en {(z,y) € S :y > 0},
ademds, cuando ¢(A) es muy pequena y distinta de cero, A se parece mucho
a {r} y, asi el nimero 1 — % es casi uno, de donde p(A) es un punto muy
cercano a r, en el interior de la mitad superior del disco D. Por otro lado,
cuando /(A) se aproxima mucho a 27 tenemos que m(A) se acerca al (—1,0)
y, ademads, 1 — % decrece a cero, de donde p(A) es un punto muy cercano
al origen, también en el interior de la parte superior del disco D. De donde
se observa que B; queda representado por el conjunto que se ilustra en la
Figura 2.1, en la cual se incluye una representacién de By que es el conjunto
de subarcos que tienen como extremo derecho a 7.

De lo anterior obtenemos que el conjunto A = {A € C(S) : r € A} estd
representado por la regién delimitada por By y Bz (el gorazon relleno"que se
muestra en la Figura 2.1).

Hagamos un modelo para el hiperespacio F5(S) = {{z,y} : z,y € S}.

Sea R = {{r,y} € F5(S) : y = —z}. Si A € F5(S) — R tenemos que

A = {z,y}. Denotemos por A al subarco de S, con longitud menor, que une
a x con y (Si A posee un solo punto, entonces A = A). Siguiendo la misma
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Figura 2.1: Conjunto A representado en C'(S)

notacién que utilizamos en el modelo anterior, si T = {z € R? : 3 < ||z|| <
1}, entonces podemos definir la funcién H : F5(S) — R — T, donde a cada
A € F5(X), le asignamos el punto H(A) = (1 — %)m(ﬁ). Esta funcién
satisface que H(F5(S) —R) es el anillo abierto {T € R? : < ||z|| < 1}.

Ahora, si {x,y} € R, tenemos que el arco 7y tiene la misma longitud que
— .
el arco yz, es decir no podemos hablar del arco con menor longltud pero se
curnple que m(xy) = —m(yz), de donde también (1 — {w Wy ({z,y}) =
—[(1—- {y “Dym({y, z})]. Entonces, mediante la relacién H , a un punto de la
forma {z, —x} le estamos asignando dos puntos antipodas en la circunferencia

{TeR: 7| =3}

Por lo tanto, para poder obtener el modelo de F5(S), en el conjunto T,
debemos identificar los puntos antipodas de la circunferencia {z € R? : ||z|| =
1}. Pero es bien conocido que el resultado de esta identificacién nos da una
banda de Moebius. En la Figura 2.2 se ilustra cémo se obtiene la banda.

Por lo tanto un modelo para F(S) es la banda de Moebius (ver Figura
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B\ A 5 Tc
A/*\C

\J A

/

F2(S)

Figura 2.2: Construccién de Fy(S)

2.2).

Ahora notemos que los puntos de la forma {x,z} con = € S quedan
representados en la orilla de la banda de Moebius.

Sea p un punto fijo en S, Podemos pensar que p = (1,0). Ahora veremos
cémo queda representado el conjunto B = {{z,p} € F»(S):x € S}. Siz=p
el conjunto {p} queda representado por el punto (1,0) en el anillo 7. Si
x varfa en la semicircunferencia superior de S, entonces el punto medio del
arco menor que una a p con r varfa de 0 a 7 radianes y su longitud varfa
de 0 a 7 (Figura 2.3, Paso I). Entonces el punto {z,q} varia desde (1,0)
hasta el punto (0, 2) (Flgura 2.3, paso II). Denotemos a este conjunto por
B;. De manera andloga, cuando = varfa en la semicircunferencia inferior de
S, el conjunto By = {{z,p} : x pertenece a la semicircunferencia inferior}
queda representado por el reflejado de B; con respecto al eje de las abscisas
X (Figura 2.3, Paso III). Siguiendo la transformacién que sufre la unién de
estos dos conjuntos al crear la banda de Moebius del conjunto 7', obtenemos
que B es una circunferencia que toca a la orilla de F»(S) en el punto {p}
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(Figura 2.3, Paso IV), y da una vuelta a la banda tocando una sola vez a la
circunferencia central (ver Figura 2.3, Paso V).

{p}

5~

{p} P} —

Paso IV

Figura 2.3: B = {{z,p} € F»(S) : x € S}

Nota 28 FEn lo que Lesta de esta seccion, si a y b son dos puntos distintos en

S, denotaremos por ab al arco que une a a conb y que se obtiene recorriendo
S en el sentido contrario de las manecillas del reloj.

Lema 29 Si denotamos por M a la banda de Mdoebius, p un punto fijo en S
y B ={{z,p} € F5(S) : x € S}, entonces el conjunto F5(S)—B =M — B es
conexo por trayectorias.
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Demostracién. Sean {a,b},{c,d} € F5(S) — B dos puntos distintos. Esto
quiere decir que p ¢ {a,b,c,d} y podemos suponer que a # c. Sean r,s €
S — {p} dos puntos tales que el arco 57 N {a,b,c,d} = @y p € 5. Sea
a : [0,1] — S una parametrizacién de 73, es decir a es un encaje tal que
a(0) =7y a(l) =s. Como S = 57 UTrs y st N{a,b,c,d} = @, entonces
a,b,c,d € 3. Por lo tanto existen, sin pérdida de generalidad, t1, to, u1, us €
[0,1] con t; < to, u; < ug tales que a(t;) = a, a(ty) = c,a(u) = by
a(ug) = d. Consideremos 7 : [0,1] — F5(S) definida, para w € [0, 1], como

y(w) = {a((1 —w)ty + wity), a((1 — w)uy + wus)}.

Mostraremos que v es continua. Sea {w,}°;, es una sucesién en [0, 1]
que converge a un punto wy € [0,1], denotando a A, = (1 — wy,)t; + wyts,
Ao = (1 —wo)ts + wota, &, = (1 — wy)us + waue y €, = (1 — wo)us + wous,
por la continuidad de o tenemos que lim a(\,) = a(Xg) y lim a(§,,) = a(&y).

Aplicando el Lema 5, tenemos que lim{a(\,),«(§,)} = lim({a(\,)} U
{a(€,)}) = {a(d)} Ufal&)} = {alt), (&)} = ~(wo) Por lo tanto v es

continua.

Como v satisface que ¥(0) = {a(t1), a(uq)} = {a, b} y v(1) = {a(t2), a(u2)}
= {c,d} y ademas como ([0, 1]) C S — 57 tenemos que ([0, 1]) C F»(S) —B.
Es decir v es una trayectoria de {a,b} a {c,d}, contenida en F5(S) — B =
M — B. De manera que F5(S) — B = M — B es conexo por trayectorias. m

Teorema 30 La banda de Méebius M, no se puede encajar en el plano.

Demostracién. Supongamos que existe un encaje G : M — R2 como
B es una circunferencia en M tenemos que G(B) es una circunferencia en
R? (es decir G(B) es una curva cerrada simple, la cual es topolégicamente
equivalente a una circunferencia). Sean A y I' el la regién acotada y no
acotada, respectivamente, que genera G(B).

Por el teorema de la Curva de Jordédn (ver [10, Teorema 24.21, Pag. 165)),
tenemos que podemos suponer que G(B) es la circunferencia unitaria en R,
A es el disco unitario abierto, centrado en (0,0) y I es R? — {G(B) U A}.
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Ahora mostraremos que existen dos puntos x1,zo € M — B, tales que
G(z1) € Ay G(xg) € I'. Como B intersecta sélo en un punto a la orilla
de la banda M, podemos elegir un punto y en B diferente de dicho punto.
También elegimos un pequeno disco abierto D C M, centrado en y y que
no intersecte a B. Por el Teorema de la Invarianza del Dominio (ver [10,
Teorema 19.2, Pag. 106]), G(D) es un disco abierto en R? que tiene a G(y)
en su interior, entonces G(D)NA # @ y G(D)NT # &, por lo tanto existen
r1,T9 € D — B C M — B tales que G(x1) € Ay G(z2) € T.

Por el Lema 29 existe una trayectoria 7 : [0,1] — M — B que une a 1,
con To, entonces a = G(7) : [0,1] — R? — G(B) es una trayectoria que une a
p1 con py. Pero esto es una contradicciéon pues G(B) separa a los puntos x1y
xo. Esta contradiccion nace de suponer que la banda M se puede encajar en
R2, por lo tanto el teorema queda demostrado. m

Teorema 31 EL hiperespacio F»(S) no se puede encajar en el hiperespacio

c(S).

Demostracién. Supongamos que existe un encaje e : F»(S) — C(5), como
el hiperespacio C'(S) es homeomorfo al disco unitario D, y éste esta contenido
en R?, obtenemos que la banda de Mdebius se puede encajar en el plano, lo
que es una contradiccién al Teorema 30. Por lo tanto el hiperespacio F(5)
no se puede encajar en C(S). m

El Teorema 31 es de gran importancia, ya que nos proporciona el primer
ejemplo de un continuo X para el cual sus hiperespacios Fp(X) y C(X)
se pueden construir en R3 y ademds satisface que no existe un encaje e :
F5(X) — C(X). Como se verd a lo largo de este trabajo, podria ser que la
circunferencia S sea el unico continuo que satisface estas propiedades (Figura
2.4).

2.4. El Triodo Simple

Este continuo, que lo denotaremos por la letra 7', estd formado por la
unién de tres arcos que coinciden sélo en un punto, que es un extremo de
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F+(S) &= C(S)

Figura 2.4:

cada arco. En esta seccién al triodo lo pensaremos como el subconjunto de R3,
formado por la unién de los tres segmentos convexos que unen a los puntos
(1,0,0),(0,1,0) y (0,0,1) con el punto (0,0,0), denotados por L, Ls, L3,
respectivamente. Al origen lo denotaremos con la letra v (ver Figura 2.5).

Construyamos un modelo para el hiperespacio C(T) = {A € 2T : A es
conexo }

Notemos que C(T) ={A e C(T):ve AU{AecC(T):v ¢ A}

SiBe{AeC(T):ve A}, consideremos J; = BN L;, donde i = 1,2, 3.
Notemos que, como v € B, entonces cada J; # @ y es un subcontinuo de L;
que contiene al punto v. Al arco J; le podemos asignar su longitud ¢(.J;), la
cual determina totalmente a J;. De esta manera a B lo podemos representar
por el punto en R3 dado por (¢(J1),4(Js),¢(J3)). Notemos que la funcién
f:{AeC(T):ve A} — (0,13 definida por f(A) = ((J1),0(J]2),0(J]3)),
es inyectiva, pues B estd completamente determinado por las longitudes de
Ji, Jo y J3. Como las longitudes de cada una de las J;, varfan de 0 a 1,
tenemos que f({A € C(T) : v € A}) es igual al cubo sélido [0,1]* = E.
Con esto tenemos que la funcién f es sobre y por lo tanto biyectiva. De esta
manera al conjunto {A € C(T') : v € A} lo podemos representar por el cubo
sélido F.
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L: L.

Figura 2.5: El Triodo Simple.

SiBe{AeC(X):v¢ A}. Entonces B C L; para algin i = 1,2,3 y
por tanto debe ser un subcontinuo de L;. Como cada L; es homeomorfo al
[0, 1], sabemos, del Ejemplo 2, que al hiperespacio C'(L;) es homeomorfo a un
tridngulo relleno V;. Notemos que, por ejemplo, en el tridngulo V; estdn los
subcontinuos A € L; tales que v € A, los cuales ya estaban representados en
E por los puntos de la forma (¢(A),0,0), con 0 < ¢(A) < 1, del Ejemplo 2,
por la construccién del modelo para C([0, 1]), tenemos que tales subcontinuos
de L estédn representados como una orilla del tridgngulo V;, de igual forma
para Vs y V3. Por lo tanto para obtener un modelo del hiperespacio C(7')
debemos pegar una orilla del tridngulo V; con una arista del cubo E. De esta
forma tenemos que un modelo del hiperespacio C(T') consiste en un cubo

sélido con tres tridngulos pegados en sus orillas, como se ilustra en la Figura
2.6.

Para construir un modelo que represente al hiperespacio Fo(X) = {{x,y} :
x,y € T} notamos lo siguiente:

Para cualesquiera dos puntos z,y € T, existe un tnico arco xy en 1" que
une a x con y, cuando x = y se entiende que xy = {z}. Por consiguiente
zy € C(T). Definimos la funcién e : F»(T) — C(T'), donde a un elemento
{z,y} € F5(T) le asignamos el arco H({z,y}) = zy. Mds adelante, en el
Teorema 64, se demuestra que esta funcién es un encaje.
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Figura 2.6: Modelo del Hiperespacio C(T).

Notemos que para cualquier punto {x,y} € F5(T), se cae en alguno de
los siguientes dos casos: (a) el arco xy estd totalmente contenido en el arco
L, para algin i = 1,2,3, o (b) existe j tal que xy N L; = {v}.

En el caso en que suceda (a), el arco xy C L; para alguna i € {1,2,3},
y por lo tanto el arco estd en C(L;), que queda representado por un punto
en el tridngulo V;, recordemos que V; representa el modelo del hiperespacio

C(L;) para i € {1,2,3}.

Cuando sucede (b), entonces existen i, j € {1,2,3} tales que zy N L; # @
y zyN L; # . Por lo tanto v € xy, de manera que el arco estd representado
por un punto en el cubo F. Notemos que como zy es un arco, entonces para
s # i,j, xy N Ly = {v}. De manera que ¢(Ls Nxy) = 0, {(L;Nxy) >0y
¢(LjNzy) > 0, por lo que el arco xy estd representado por el punto (ay, az, as),
donde as = 0 y a;,a; > 0. El conjunto de estos puntos es una de las caras
del cubo E, por lo tanto, si variamos s en {1,2,3}, en este caso obtenemos
las tres caras del cubo E que se intersectan en el punto (0,0,0) (ver Figura
2.7 A). Al modelo de F»(T') lo podemos deformar para obtener la Figura 2.7
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B, la cual tiene la forma de una mesa.

/\\ R
Figura 2.7: Modelo del Hiperespacio F»(T).

Teorema 32 FEuziste un encaje del hiperespacio Fo(T) en C(T).

Demostracién. De la construccién del modelo del hiperespacio Fo(T), te-
nemos que la funcién e : F5(T) — C(T') que a un punto {z,y} en F5(T) le
asigna el arco e({x,y}) = xy, es el encaje que necesitamos. ®

2.5. La Paleta

Este continuo estd formado por la unién de una circunferencia Sy un arco
L, los cuales sélo se intersectan en un extremo del arco L. A este continuo lo

denotaremos por la letra P y v al punto de interseccién de L con S (Figura
2.8).
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Figura 2.8: La paleta P.

Para construir el hiperespacio C'(P), notamos que

C(P)={AeC(P): ACSYU{AeC(P): ACL}U{AeC(P):ve
A},

Sabemos que al conjunto {A € C(P) : A C S} = C(5), lo podemos
representar por un disco D y al conjunto {A € C(P): A C L} = C(L), lo
podemos representar por un tridngulo V.

Veamos cémo podemos representar al conjunto {A € C(P) : v € A}.
Cada elemento de este conjunto estd formado por la parte que tiene en S
(ANYS), y la parte que tiene L (LN A). Ademéds AN S es un subcontinuo de
S que contiene a v. En la Seccién 2,3, de este capitulo, mostramos que esta
coleccién se representa por una figura en forma de corazén (relleno, Figura
2.1). Ahora notemos que A N L es un subcontinuo de L que contiene a v y
a esta coleccién de subcontinuos la podemos representar en V por un arco
(Ejemplo 2, Figura 1.1).

Entonces cada subcontinuo A de P que contenga a v lo podemos repre-
sentar por la pareja (ANS, ANL), donde la primera coordenada se representa
como un punto en el corazén y la segunda como un punto en una arista del
tridngulo V. Notemos que los dos conjuntos son independientes, en el sentido
que podemos modificar alguno de los dos conjuntos ANS o AN L sin alterar
al otro y seguir teniendo un subcontinuo de P que contiene a v. De manera
que la familia de todos esos subcontinuos A, pueden representarse como el
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producto de un corazén y un arco. Es decir, como un cilindro relleno en forma
de corazon.

Para obtener el modelo del hiperespacio C'(P), a este cilindro debemos
anadirle los conjuntos que representan a los subcontinuos de P que estéan
contenidos en S y los que estdn contenidos en L. Los primeros forman un
disco. Un subcontinuo que pertenece a este disco y al cilindro en forma de
corazon tiene que ser un subcontinuo de S que contiene a v y su interseccion
con L solo consta de v. Por lo tanto, dicho subcontinuo tiene que estar repre-
sentado en un corazén contenido en el disco y también en una de las bases del
cilindro. De manera que, para anadir el disco al cilindro, sélo hay que pegar,
el corazon del disco que representa al conjunto {A € C(S) : v € A}, en una
base del cilindro. Similarmente, el tridngulo que representa a los subconti-
nuos de P contenidos en L, debe pegarse por una arista al cilindro en el arco
formado por los puntos de la forma ({v}, A), donde A es un subcontinuo de
L que contiene a v.

En la Figura 2.9, se muestra el modelo que representa al hiperespacio

o(P).

Para construir el modelo del hiperespacio F5(P), procederemos como en
los casos anteriores.

Consideremos la siguiente igualdad:

Sabemos que al hiperespacio F3(.S) lo podemos representar por una banda
de Moebius M (Figura 2.2), y que a F5(L) lo podemos representar por un
tridngulo V (Figura 1.2). Hacemos A = {A € Fy(P) : ANS#@y ANL #
@}. Si A € A, entonces A queda determinado totalmente por Ly = AN Ly
S4 = ANS, y por lo tanto le podemos asociar la pareja (S4, L 4). Notemos que
la coleccién de estas parejas tienen la primera coordenada en la circunferencia
S y la segunda coordenada en el arco L. De esta forma a A lo podemos
representar por la cdscara del cilindro sin tapas S x L = C.

Ahora notemos que:
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Figura 2.9: Modelo del Hiperespacio C'(P)

F(S)NEF(L) ={v}, R(L)NA={{v,z2} :x € L}y
FES)NA={{v,z}:ze S}

Recordemos que, en la banda de Moebius, el conjunto {{v,z} : = €
S}, representa una circunferecia (57) que toca una sola vez la orilla de M
(Figura 2.3). En el cilindro C, éste mismo conjunto se representa por la
circunferencia de la base S x {0}. De esta forma para acercarnos més al
modelo del hiperespacio Fy(P), debemos pegar la banda M con el cilindro
C' en la circunferencia S; = {{z,v} : * € S}, como se muestra en la Figura
2.10.

Nota 33 Notese que esta construccion se puede hacer en R3, solo hay que
acomodar de una forma adecuada o la banda de Mdebius. Imaginemos a la
banda M en el espacio, como la circunferencia S1 = {{z,v} : x € S} se ve
toda, se podria poner en un plano vertical de frente a nosotros, el resto de la
banda se empuja para que quede en la parte negativa del plano. El cilindro C
se puede acomodar en la parte positiva de este mismo plano de manera que
la base S x {0} y la circunferencia Sy coincidan.
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Figura 2.10:

Ahora en Fy(L), el conjunto {{v,z} : x € L} representa una arista del
tridangulo V, y éste en C, representa un arco que une a las dos circunferencias
de los extremos. En la Figura 2.11 se muestra la forma de pegado y el modelo
final del hiperespacio Fi(P).

Teorema 34 FEl hiperespacio F5(P) se puede encajar en el hiperespacio C'(P).

Demostracién. Notemos que el hiperespacio F5(P) es un continuo encajable
en R3. A su vez el hiperespacio C'(P) contiene un cilindro sélido en forma de
corazén y por lo tanto una copia homeomorfa de [0, 1]3. De esto se concluye,
por el Teorema 25, que Fy(P) se puede encajar en C'(P). ®

2.6. El Ocho

Al continuo en forma de 8 lo denotaremos por 8 y se construye uniendo
dos circunferencias Sy y Ss por un unico punto v (ver Figura 2.12).
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Figura 2.11: Modelo del Hiperespacio Fy(P).

S1 S2

Figura 2.12: Continuo que Tiene la Forma de 8.

33
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Antes de construir el modelo para el hiperespacio C(8), consideraremos
los siguientes resultados.

El 4-odo simple, continuo que denotaremos por la letra (), se construye
uniendo cuatro arcos Ly, Ls, L3 y L4 en un solo punto v, que es un extremo
de cada uno de los arcos (ver Figura 2.13 (I)).

Lema 35 El hiperespacio C(Q) contiene una 4-celda.

Demostracién. Notemos que el siguiente conjunto @ — {v} = (L1 — {v}) U
(Le —{v})U(Ls — {v}) U (Ls — {v}), tiene cuatro componentes conexas. De
donde () contiene un 4-odo en el sentido de la Definicién 18. Por el Teorema
21, el hiperespacio C'(Q) contiene una 4-celda. m

Lema 36 El hiperespacio C(8) contiene una 4-celda.

Demostracién. Para demostrar este lema, basta observar que ) C 8 (ver
Figura 2.13 (II)), esto implica que C(Q) C C(8). Por el Lema 35 el hiperes-
pacio C(Q) contiene una copia homeomorfa del continuo [0, 1]*, por lo tanto
el hiperespacio C'(8) contiene una 4-celda. m

Por el Lema 36, vemos que es imposible construir en R3, un modelo del
hiperespacio C(8), y de este hecho podria pensarse que un modelo para el
hiperespacio F5(8) serfa muy dificil de construir, pero esto no es asi, ya que
probaremos que F»(8) se puede encajar en R3.

Si {a,b} es un elemento de Fy(8), puede darse alguno de los siguientes
tres casos:

(Z) a, be Sl.
(ZZ) a, be SQ.
(7ii) a € S; y b€ Sy (cuando b € Sy y a € Sy es redundante).

De aqui observamos lo siguiente: los elementos de F3(8) que caen en el
caso (i) quedan representados por una banda de Moebius M;. Los elementos
del caso (i7) quedan representados por otra banda de Moebius M,.
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L1 L2 L, Lo

L3 La

(1) 4 - odo. L3 La
an Q -- 8

Figura 2.13:

Ahora analicemos a los elementos del caso (iii). Para cada punto a € Sy,
podemos variar el punto b sobre la circunferencia S;. De manera que los e-
lementos {a, b} € F5(8) tales que a € Sy y b € Sy, estdn representados en Sy x
S5. En la Figura 2.14 hemos puesto acostada una copia de la circunferencia
S1 y por cada uno de sus elementos debemos poner una circunferencia parada
que represente una copia de Ss.

Al formar esta circunferencia de circunferencias lo que se arma es un toro
T'. Ahora debemos ver como se pegan las bandas M; y M, con T. Para esto
notemos que M; NT = {{z,v} : 2 € S} = {v} x 5. Como ya vimos el
conjunto de tales elementos queda representado por una circunferencia en
M, (Figura 2.3). Por otra parte, ya que construimos al toro 7" como una
circunferencia de circunferencias, podemos pensar que tenemos un arco (.Ss)
que gira alrededor de una circunferencia acostada (,S;). Cuando variamos sélo
a a en S; y dejamos fijo a v, podemos pensar que v es un punto fijo del arco
que gira alrededor de la circunferencia acostada y entonces los conjuntos de
la forma A = {a, v} representaran a una circunferencia paralela a la acostada
o simplemente lo podemos pensar como S; x {v}. Por lo tanto M; se pega a
T uniendo una circunferencia acostada S; x {v} en T con la circunferencia
dibujada en la banda (Figura 2.15). De manera similar se observa que la
interseccién de My con T se representa en My por una circunferencia parecida
en la banda M y en el toro T se representa como una circunferencia vertical
{v} x S3. De esta manera obtenemos un modelo para el hiperespacio F5(8)
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Copias de S|

Copias de S,

Figura 2.14:

(Figura 2.15).

Es importante observar que esta construccién se puede hacer en R3, ya
que sustituyendo el toro T" por C', a M; por M y a la circunferencia acostada
en T por la circunferencia de la orilla en la Nota 33, se obtiene que 7" y la
banda M, se pegaran exactamente por su intersecciéon en R3. De esto tltimo,
colocando la banda M, dentro del toro, se obtiene que 17"y M, también se
pegaran por su interseccién en R3.

Teorema 37 FEl hiperespacio F5(8) se puede encajar en el hiperespacio C(8).

Demostracién. El hiperespacio F5(8) es un continuo de R3. Por el Lema
36, el hiperespacio C(8) contiene una 4-celda, por lo tanto, por el Teorema
25, existe un encaje e = go h: F5(8) — C(8). m

Teorema 38 El hiperespacio F5(Q) se puede encajar en el hiperespacio C(Q),
donde () representa el 4-odo.
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Figura 2.15: Modelo del Hiperespacio F5(8).

Demostracién. Como @) C 8, tenemos que F5(Q) C F5(8), esto implica
que F5(Q) es un continuo contenido en R3. Por el Lema 35 el hiperespacio
C(Q) contiene una 4-celda, entonces por el Teorema 25, existe un encaje
e: F5(Q) — C(Q), terminando asi la demostracién de éste teorema. m

Ahora cosideremos el siguiente continuo: en R?, a la circunferncia de radio
1 y centro en el punto (0, 1), le unimos los segmentos convexos que unen al
punto (0,0) con el punto (—1,—1) y al punto (0,0) con el punto (1, —1). Este
continuo tiene la forma de una medalla y lo denotaremos por la letra p (ver
Figura 2.16 (I)).

Teorema 39 FEl hiperespacio F»(p) se puede encajar en el hiperespacio C().

Demostracién. Como el continuo ) estd contenido en p (ver Figura 2.16
(IT)), tenemos que C(Q) se puede encajar en C(u), como por el Lema 35,
C(Q) contiene una 4-celda, entonces C'(1) contiene una 4-celda.



38 CAPI{TULO 2 MODELOS DE HIPERESPACIOS

Como p C 8, tenemos que Fp(pn) C Fy(8) C R?, entonces Fy(p) puede
ser encajado en R3, y por lo tanto, por el Teorema 25, existe un encaje
ey : Fy(u) — C(p), asi concluimos la demostracién de este teorema. m

(I) La Medalla/w () Q - - V4

Figura 2.16:



Capitulo 3

Graficas Finitas

3.1. Introduccién

Los siguientes resultados merecen estar en esta parte introductoria, ya
que son la justificacién del por qué en este capitulo vamos a trabajar con las
graficas finitas.

Lema 40 Si D es el disco unitario en R?, entonces su hiperespacio C(D)
contiene un cubo de Hilbert.

Demostraciéon. Por el Teorema 23 basta demostrar que D contiene un
oo-odo. Para cada n € N, definimos D, = {T € R? : ||7|| = 2} y L =
o0

[—1,1] x {(0,0)}. Entonces el conjunto A = (UDn) UL es cerrado y conexo

n=1
por trayectorias en D y por lo tanto un subcontinuo de D (Figura 3.1). Como
o
el conjunto A—L = U (D, —{(=2%,0),(2,0)} tiene una infinidad de compo-
n=1

nentes, concluimos que D contiene un oo-odo. Esto termina la demostracion
del lema. =

Lema 41 Sea X wun continuo contenido en R™, donde n > 2. Si X tiene
interior no vacio, entonces el hiperespacio C(X) contiene un cubo de Hilbert.

39
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<

Figura 3.1:

Demostraciéon. Como X tiene interior no vacio, existen un punto xg en X
y € > 0 tales que B.(z9) C X. Consideremos f : D — B.(zo) un encaje del
disco D en B.(xy). Si A y L representan los conjuntos definidos en el Lema
40, por ser f un encaje, f(A) y f(L) son subcontinuos de X y ademds el
conjunto f(A) — f(L) tiene una infinidad de componentes conexas. Es decir
X contiene un oo-odo. Aplicando el Teorema 23 se obtiene que C'(X) contiene
un cubo de Hilbert. m

Teorema 42 Sea X un continuo contenido en R"™ para n > 2. Si X tiene
interior no vacio, entonces existe un encage e : Fo(X) — C(X).

Demostracién. Por el Lema 41, el hiperespacio C'(X) contiene un cubo de
Hilbert /°°. Por el Teorema 16, tenemos que F3(X) es un continuo, por lo
tanto, por el Teorema 26, tenemos que existe un encaje e : Fa(X) — C(X).
[

El Teorema 42 responde la pregunta principal de este trabajo para una
infinidad de continuos: todos los que tengan la propiedad de ser “gorditos”,
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es decir, todos aquellos continuos que tengan interior no vacio en R” (n > 2).
Por este motivo s6lo nos enfocaremos al estudio de espacios que sean, en
cierta forma, “flaquitos”. Siendo, tal vez, los més sencillos las graificas finitas.

Ahora bien, el propdsito de las siguientes secciones es demostrar que toda
grafica finita G, que no sea la circunferencia, satisface que su hiperespacio
F5(G) se puede encajar en su hiperespacio C(G). Para esto, vamos a hacer
uso de algunos resultados de Teorfa de la Dimension, asi como la construccion
geométrica, en R*, de dos modelos muy especiales.

3.2. Propiedades de las Graficas Finitas

Definicién 43 Un espacio topoldgico X es llamado espacio de Peano, si
para cualquier punto x € X y para cualquier vecindad N de x, existe un
subcongunto U abierto y conexo de X tal que p € U C N.

Definicién 44 Un continuo X es un continuo de Peano, si X es un es-
pacto de Peano.

Definiciéon 45 Una grdfica finita es un continuo que se puede poner co-
mo una union finita de arcos, que cumplen que cualesquiera dos de ellos se
intersectan en un nimero finito de puntos (puede ser vacio).

Ejemplo 46 El arco, la circunferencia, la paleta, el triodo simple y el ocho;
son ejemplos de grificas finitas (Figura 3.2).

Definicion 47 Sea G una grifica finita, dado un punto p en G, el orden
de p en G, que lo denotaremos por O(p,G), lo definimos como el nimero
natural n tal que p tiene una vecindad cerrada homeomorfa a un n-odo simple,
de tal forma que el vértice del n-odo simple corresponde al punto p.
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El arco
La circinferencia

El triodo
simple

La medalla
El ocho

Figura 3.2: Ejemplos de Gréficas Finitas.

Nota 48 Para el caso en que O(p,G) = 2, estaremos entendiendo que p
tiene una vecindad que es un arco pero p no se encuentra en la orilla de éste,
cuando o(p, G) = 1, estaremos entendiendo que p tiene una vecindad que es
un arco y que p es uno de los extremos de él.

Definicion 49 Sean G una grifica finita y p un punto en G, entonces:
(i) p se llama punto terminal de G, si O(p,G) = 1.
(ii) p se llama punto ordinario de G, si O(p,G) = 2.
(i1i) p se llama punto de ramificacion de G, si O(p, G) > 3.

Definicién 50 Sea G una grifica finita. Un lazo en G es una curva cerrada
simple que tiene a lo mds un punto de ramificacion.
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Definicién 51 Una arista de G es un lazo o un arco no degenerado pq,
que une a un par de puntos no ordinarios y tal que todos los puntos del
conjunto pq — {p,q} son ordinarios. Es decir una arista puede unir a dos
puntos terminales, dos puntos de ramificacion o un punto de ramificacion
con un punto ordinario.

Notacién 52 Sea X es un continio y A C X, a la frontera de A en X la
vamos a denotar por OA.

La siguiente definicién es la generalizacion de la Definicién 47, que men-
cionaremos en este momento pues es necesaria para la demostracién del
siguiente lema, pero la recordaremos en el capitulo de continuos localmente
conexos, ya que en este juega un papel fundamental.

Definicién 53 Sean (X, 7) un espacio topoldgico, A C X y [ un cardi-
nal. Decimos que A es de orden menor o igual que B en X, y escribimos
ord(A, X) < f3, si para cualquier U € T tal que A C U, existe V € T tal que
ACV cCUy|oV|<p.

Decimos que A es de orden B en X, y escribimos ord(A, X) = f3, si
ord(A,X) < 8 yord(A,X) # « para todo crdinal o < .

Nota 54 La Definicion 53, es conocida como el orden de Menger-Urison
([9, Definicion 9.3]), o, equivalentemente, el orden en sentido clasico ([7, p.
229]), es decir, el nimero de arcos que emanan de p que sdlo se intersectan en
este punto (Definicion 47). Ademds, si el orden de p es finito en G, entonces
el orden de p es igual al nimero de componentes de G — {p} ([4, (2.26), p.

92)).

La demostracién del siguiente lema nola incluiremos en este trabajo, pero
se puede consultar en [9, Proposicién 9.4, Pég. 142].
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Lema 55 Si X es un continuo tal que O({z}, X) < Ry para todo z € X,
entonces todo subcontinuo de X es un continuo de Peano. De esta forma,
todo subcontinuo de una grifica finita es un continuo de Peano.

Teorema 56 Si G es una grifica finita, entonces G es arco coneza.

Demostracion. Por el Lema 55, G es un continuo de Peano y por lo tanto
localmente conexo. El Teorema 13, asegura que todo continuo localmente
conexo es arco conexo, por lo tanto GG es arco conexo. ®

Teorema 57 S5i G es una grifica finita, entonces G es localmente arco conexa.

Demostracién. Sean © € G y U una vecindad abierta de x. Como G es
localmente conexa, existe una vecindad V' abierta conexa en G tal que x €
V C U. Por el Teorema 14, V' es un abierto arco conexo. Esto demuestra que
GG es localmente arco conexa. m

3.3. Arboles

Definiciéon 58 Un drbol es una grifica finita que no contiene ningun sub-
conjunto homeomorfo a una circunferencia.

Definicién 59 Un continuo X es uinicamente arco conexo si para cua-
lesquiera dos puntos distintos x,y € X eziste un inico arco en X que une a
x cony.

Notacién 60 Sea X un continuo, si e > 0 y A es un elemento de 2%,
entonces BH(A) denota la bola de radio & con centro en A, donde H es la
métrica de Hausdorff.
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Lema 61 Sea X un continuo unicamente arco conexo, entonces la funcion
f:F(X) — C(X), que a un punto {z,y} € F5(X) le asocia el inico arco
en X que une al punto x con el punto y, es inyectiva.

Demostraciéon. Para dos puntos z,y € X, cuando z # y denotaremos por
xy al dnico arco en X que une al punto x con el punto y, si x = y, pondremos
xy = {x} que es un arco degenerado. Primero observemos que f estd bien
definida pues X es tnicamente arco conexo y cualquier arco contenido en X
es un subcontinuo de X.

Para demostrar que f es inyectiva sean {x,y}, {z,w} € F5(X) tales que
f{z,y}) = f({z,w}), es decir vy = zw. Lo que queremos ver es que {z, y} =

{z,w}.

Primero supongamos que x # y y z # w. Como un arco tiene exactamente
dos extremos y ry = zw, los extremos de zy son los extremos de zw, asi que

{z,y} = {2, w}.

En el caso en que x =y, {r} = 2y = zw, como z,w € {z}, tenemos que
z = w = x, de manera que {z,y} = {z,w}. El caso en que z = w se hace en
forma similar. Esto completa la prueba de que f es inyectiva. m

Lema 62 Sea X un continuo con métrica d y sean U y V' dos conjuntos
abiertos de X . Entonces el conjunto F = {{u,v} € F5(X):ue U yv eV}
es un conjunto abierto del hiperespacio F5(X).

Demostracién. Sea {u,v} € F, podemos suponer que u € U y v € V.
Como U y V son abiertos en X, existe ¢ > 0 tal que B.(u) C U y B.(v) C V.
Demostremos que Bg({u,v}) C F .Sea A € Bg({u,v}), escribimos A =

{z,y}, donde z,y € X y podria suceder que x = y. Como A € Bg({u,v}),
tenemos que {u,v} C N(5,A4) y A C N(5,{u,v}).

Si w = v, del hecho que A C N(3,{u,v}) = N(5,{v}), concluimos que
AC B (u) = B5(v) C UNV. De manera que z € U 'y y € V lo cual implica
que A € F.
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En el caso que u # v podemos pedir también que ¢ sea tal que B: (u) N
Bs(v) = @. En este caso, de la contencién A C N(5, {u,v}) obtenemos, sin
pérdida de generalidad, que = € Bs (u) C U y por la eleccion de ¢, se cumple
que y € B: (v) € V, de donde obtenemos también que = € U y y € V, por
lo tanto {z,y} € F. Lo cual demuestra que Bg({u,v}) C F y por lo tanto
F es un conjunto abierto de F»(X). m

Teorema 63 Si X es eun continuo localmente conexo y tnicamente arco
conezo, entonces existe un encaje e : F5(X) — C(X).

Demostracién. Supongamos que la métrica de X es d. Sea e : Fo(X) —
C'(X) la funcién que a un punto {z,y} € F5(X) le asigna e({z,y}) = 2y, que
es el tnico arco en X que une al punto x con el punto y, si x # y y zy = {z},
si z = y. Como X es tinicamente arco conexo y el arco xy es un subcontinuo
de X, tenemos que la funcién e estd bien definida.

Por el Lema 61, la funcién e es inyectiva. Ahora demostremos que e es
una funcién continua.

Sea {z,y} un punto de F5(X) y sea ¢ > 0, como X es localmente conexo,
por el Teorema 14, existen vecindades arco conexas U, y V,, de x y y, respec-
tivamente, tales que U, C Bs(z) y V, C Bs(y). Por el Lema 62 el conjunto
F={{a,b} € F5(T):a €U, ybe V,} es un subconjunto abierto de F5(X)
que contiene al punto {z,y}. Veamos que e(F) C Bg (xy). Tomemos un pun-
to {a,b} € F y supongamos que a € U, y b € V,, por el Lema 4, para que ab
pertenezca al conjunto Bg (xy), debemos verificar que ab C N(e,zy) y que

zy C N(e,ab).

Como U, y V, son vecindades arcoconexas, por tener que z,a € U, y
y,b € V,, entonces ax estd contenido en U, y yb esta contenido en V. Notemos
que ax U zy U yb es un subcontinuo de X que contiene al arco ab. Como
ademds U, C Bz(z) y V, C Bs(y), tenemos que ax C N(5,{z}), vy C
N(5,zy) y by C N(5,{y})- A.Ahor.a observemos que N(3,{z}) C N(5,zy) y
N(5,{y}) € N(5,2y), esto implica que ab C ax Uxy Uyb C N(5,{z})U
N(5,2y) UN(5,{y}) = N(5,zy). Por lo tanto ab C N(5, zy).
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Ahora demostremos que zy C N(5,ab). Para esto notemos que el arco
ry es un subarco del subcontinuo az Uzy U yb. Ademds como = € N(3,{a}),
y € N(5,{b}) y N(5.{a}) UN(5,{b}) C N(5,ab), obtenemos que el arco
xy C N(5,{a})UN(5,ab)UN(5,{b}) = N(5,ab). Porlo tanto xy C N(5,ab).

Esto prueba que para toda {a,b} € F , H(e({a,b}),zy) < 5, lo cual
implica que e(F) C Bg (xy), esto termina la demostracién de la continuidad
de e.

Por lo tanto, siendo e : F5(X) — C(X) una funcién inyectiva y continua
cuyo dominio es un espacio compacto y su imagen un espacio Hausdorff,
concluimos que e es un encaje, y esto demuestra éste teorema. m

Ahora bien, si T es un arbol, entonces 7' es un continuo arco conexo,
también, por definicién, no contiene curvas cerradas simples. Esto quiere
decir que para cualesquiera par de puntos distintos x,y € T existe un inico
arco contenido en T, que une a x con y. Por lo tanto, todo drbol es tinicamente
arco conexo y obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 64 Sea T un drbol, entonces existe un encaje e : F5(T') — C(T).

Demostraciéon. Notemos que 7' es tinicamente arco conexo y, por ser gréfica
finita, es localmente conexo. Entonces por el Teorema 63, concluimos que
existe un encaje e : F5(T) — C(T'). m

3.4. Clasificacion en las Graficas Finitas

Los siguientes dos lemas son resultados de Teorfa de Dimensién y no
incluiremos su prueba pues nos desviarfan demasiado del tema que deseamos
abordar en esta seccion.

Lema 65 [10, Pagina 73, Teorema 13.4]Si X es un continuo y dim(X) =
n < oo, entonces X se puede encajar en el continuo [0, 1]*"+1.
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Lema 66 [10, Pagina 33, Teorema 7.1]Si X es un continuo que es la union
numerable de subconjuntos cerrados de dimension n, entonces dim(X) = n.

Lema 67 Sea G una grdfica finita, entonces la dimension del hiperespacio
F5(G) es igual a 2.

Demostracién. Para demostrar este lema vamos a aplicar el Lema 65. Como
GG es una gréfica finita, entonces G es la union finita de arcos. Es decir existen
n € Ny arcos I, ...I,, contenidos en G, tales que |I; N I;| < 2 para toda
J.k € {1,...,n} y j # k, con la propiedad que G = I; U --- U [,. Para
cualesquiera j, k € {1,...,n} definimos Aj; como {{z,y} € F5(G) : = €
]j7 Yy € [k:}

Aji), para esto vamos a probar
1

Primero verifiquemos que F3(G) = U(
k=1 j=

dos contenciones.

(C) Sea B € F5(G), entonces por definiciéon B = {x,y} con z,y € G =
Iy U---UI,, es decir existen jo, ko € {1,...,n} tales que z € I;; y y € I,

n
esto implica que B € Ajjy,, como Ajx, C (UAjk) C U(UAjk)’ tenemos
j=1 k=1 j=1

que B € O(OAﬂk> Por lo tanto F3(G) C O(OAjk)

k=1 j=1 k=1 j=1

(D) Por definicién, para cualesquiera j, k € {1,...,n}, tenemos que

A C F5(G), esto implica que U<UAJk) C F5(G). Por lo tanto F5(G) =

k=1 j=1
n

UJA4w-
k=1 j=1

Ahora demostremos que, para cualesquiera j, k € {1,...,n}, el conjunto
Aji, es cerrado en Fy(G). Para esto, sea { B, }7°; una sucesién de elementos en
A, tal que lim B,, = B, para algun B € F5(G). Mostraremos que B € Ajy.
Como {B,}22, es una sucesién en A, podemos suponer que B, = {zy, yn}
con z, € I; y y, € Iy, para toda n € N. Esto implica que {x,}7>; y {yn}52,
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son sucesiones de [; e I}, respectivamente. Por lo tanto existen z € [; y
y € I, tales que limx,, = x y limy, = y. Aplicando el Lema 5, tenemos que
B = lim By, = lim({z,} U{y,}) = {z} U {y} = {z,y}. Como {z,y} es un
elemento de Aj;, concluimos que Aj; es un subconjunto cerrado de F5(G).

Notemos que para j,k € {1,...,n}, si j = k, entonces el conjunto A,y
es homeomorfo al hiperespacio Fy(I};). Si j # k, entonces el conjunto A es
homeomorfo al producto I; x I, él cual es una 2-celda. Por lo tanto para
cualesquiera j, k € {1,...,n}, el conjunto A;; = {{z,y} € F»(G) : = €
I;,y € I} es una 2-celda, lo cual implica que dim(A;;) = 2.

Todo esto demuestra que F»(G) es la unién finita de subconjuntos cerrados
de dimensién dos, que son las condiciones que necesitamos para aplicar el
Lema 66. Por lo tanto, para toda grafica finita G, dim(F5(G)) =2. =

Teorema 68 Si G es una grifica finita, entonces el hiperespacio F3(G) se
puede encagar en el continuo [0,1]°.

Demostracién. Sea GG una grafica finita, por el Lema 67, dim F5(G) = 2 <
00. Por el Lema 16, el hiperespacio F»(G) es un continuo, entonces tenemos
que se satisfacen las condiciones del Lema 65, por lo tanto el hiperespacio
F5(G) se puede encajar en el continuo [0, 1]°. =

Teorema 69 Sea G una grifica finita que contiene un 5-odo, entonces existe
un encage e : F5(G) — C(G).

Demostraciéon. Como G contiene un 5-odo, por el Teorema 21, el contin-
uo C(G) contiene una 5-celda. Por el Teorema 68, el continuo Fy(G) es-
ta contenido en [0,1]5. Por lo tanto, por el Teorema 25 existe un encaje
e: F5(G) — C(G), terminando asi la demostracién de este teorema. ®

Para continuar analizando qué gréficas finitas satisfacen que su hiperes-
pacio Fy((G) se puede encajar en su hiperespacio C(G), gracias al Teorema
69, s6lo debemos preocuparnos de aquellas gréficas que no contienen 5-odos.
En esta seccién demostraremos que las unicas graficas que satisfacen esta
propiedad, son las que se ilustran en la Figura 3.3.
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— AN + H

El triodo El 4-odo

. . La hache
simple simple
La circunferencia ; ; ; El ocho
La paleta La medalla
Las pesas
El dulce La theta

El nifio

Figura 3.3: Gréficas Finitas que no Contienen 5 — odos.

Corolario 70 Si G es una grifica finita que tiene un punto de ramificacion
de orden 5 entonces G' contiene un 5-odo.

Demostracién. Sea p € G tal que O(p,G) = 5, entonces por definicién de
orden, existe una vecindad cerrada de p que es homeomorfa a un 5-odo. Esto
es lo que querfamos demostrar. m

Lema 71 Sea G una grifica finita, supongamos que G contiene al menos un
4-odo y al menos un 3-odo, los cuales son ajenos, entonces G contiene un
5-odo.

Demostraciéon. Como G contiene un 3-odo y un 4-odo ajenos, como con-
juntos, entonces existen subcontinuos A,, B,, A, y B, tales que:

(i) AyN A, =0.
(i1) B, C Ay y By C A,
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(1) A, — B, tiene por lo menos cuatro componentes y A, — B, tiene por
lo menos tres componentes.

Abusando un poco de la notacién, sean p y ¢ dos puntos en A, y A,
respectivamente, por el Teorema 56, G es conexa por arcos, por lo tanto
existe un encaje v : [0,1] — G, tal que v(0) =py v(1) = ¢.

Supongamos que Up,, U,,, Up, ¥ U, son cuatro componentes de A, — B,
y que Uy, U,, y U, son tres componentes de A, — B,.

Notemos que v(0) = p € A, y v(1) = g € A,. Sea t; =max{t € [0,1] :
v(t) € A,}. Como A, y A, son ajenos, entonces t; < 1y existe t, =min{t €
[t1,1] : v(t) € A,}. Notemos que, por la continuidad de vy y la compacidad de
los conjuntos A, y A, t1 y t2 estdn bien definidos. Ademds por su definicién
satisfacen que:

() 0<t; <ty <1y;
(v) Y((t1,t2)) N Ay =y((l, t2)) N Ay = 2.

Consideremos tres casos:

Caso 1. y(t1) y v(t2) no pertenecen a ninguna A, — B, y A, — By, respec-
tivamente.

En este caso tenemos que ¥(t1) € B, y ¥(t2) € B,. Por la propiedad (v),
v((t1,t2)) no intersecta al conjunto A, — B, ni al conjunto A, — B,. Notemos
que los conjuntos A = A, U~([t1,t2]) UA, vy B = B, U7([t1,t2]) U B, son dos
subcontinuos de G tales que B C Ay U,, UU,, UU,, UU,, UU, UU, UU,, =
A — B. Lo cual demuestra que G contiene un 7-odo y por lo tanto GG contiene
un 5-odo.

Caso 2. y(t1) pertenece a A, — B, y y(t2) no pertenece a A, — B,,.

En este caso tenemos que v(t3) € B, y podemos suponer que 7(t;) €
U,,. Por la propiedad (v), el conjunto v((#1,%2)) no intersecta a U, U U,, U
Uy, U (A; — By). Notemos que los conjuntos A = A, U ~([t1,t2]) U Ay ¥y
B = B, JU,, Uy([t1,t2]) U B, son dos subcontinuos de G tales que B C Ay
U, uU,,uU,, uU,, UU,UU, = A— B. Esto demuestra que G contiene un
6-odo y por lo tanto G contiene un 5-odo. Notemos que el caso en que y(¢;)
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no pertenece a A, — B, y y(t2) pertenece a A, — By, es andlogo y se puede
llegar a la misma conclusién.

Caso 3. vy(t1) vy 7(t2) pertenecen a A, — B, y A, — B,, respectivamente.

Supongamos que Y(t1) € Uy, yy(t2) € Uy, por la propiedad (v), v((t1,%2))
no intersecta al conjunto U,, U U,, U U,, U Uy, U U,,. Como los conjuntos
A=A, Ur(ti,t2)) UA, y B = B, U U, U~([t1,t2]) U U, U By, son dos
subcontinuos de G tales que BC Ay Uy, UU,, UU,, UU, UU,, = A— B.
Esto demuestra que G contiene un 5-odo.

Esto termina la demostracion de este lema. m

Lema 72 Si G es una grifica finita con al menos dos puntos de ramificacion
y uno de ellos tiene orden mayor que tres, entonces G contiene un 5 — odo.

Demostracion. Sean p y ¢y dos puntos de ramificacién, tal que p es de orden
mayor que tres. Como O(p,G) >4y O(q,G) > 3, p tiene una vecindad en G
que es un n-odo, con n > 4 y tal que p es el vértice del n-odo, ademés ¢ tiene
una vecindad en G que es un m-~odo, con m > 3 y tal que ¢ es el vartice del
m-odo. De aqui se puede obtener un 4-odo y un 3-odo ajenos. Por el Lema
71, G contiene un 5-odo. m

Lema 73 Si G es una grifica finita que tiene por lo menos tres puntos de
ramificacion, entonces G contiene un 5-odo.

Demostraciéon. Tomemos p y ¢ dos puntos de ramificaciéon distintos de G,
para los cuales exista un encaje v : [0, 1] — G tal que y(0) = py (1) = ¢, con
la propiedad adicional que v((0, 1)) no contiene ningiin punto de ramificacion.

Como O(p,G) > 3y O(q,G) > 3, por definicién existen subcontinuos
Ay, By, A,y B, tales que

(i) ApNA, =2
(1) B, CAyy By C Ay
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(i1i) A, — B, y A, — B, tienen por lo menos tres componentes.

Supongamos que U,,, U,, y U,, son tres componentes de A, — B, y que
Uy, Uy, v Uy son tres componentes de A, — B,,.

Como v(0) = p € A, y v(1) = ¢ € A,. Sea t; =max{t € [0,1] :
v(t) € A,}. Como A, y A, son ajenos, entonces t; < 1, por lo tanto ex-
iste to =min{t € [t1,1] : y(¢) € A,}. Notemos que, por la continuidad de v y
la compacidad de los conjuntos A, y A,, t1 y t2 estdn bien definidos. Ademés
por su definicién satisfacen que:

() 0<t <ty <1y
(v) Y((t1,t2)) N Ay = y((t1,t2)) N Ay = @.

Consideramos tres casos:

Caso 1. y(t1) y v(t2) no pertenecen a A, — B, y A, — By, respectivamente.

En este caso tenemos que (t1) € B, y ¥(t2) € B,. Por la propiedad (v),
7((t1,t2)) no intersecta al conjunto A, — B, ni al conjunto A, — B,. Notemos
que los conjuntos A = A, U~([t1,t2]) UA, v B = B, U7([t1,1t2]) U B, son dos
subcontinuos de G tales que B C Ay U, UU,,UU,,UU, UU,,UU,, = A-B.
Lo cual demuestra que G con tiene un 6-odo y por lo tanto GG contiene un
5-odo.

Caso 2. y(t1) pertenece a A, — B, y 7(t2) no pertenece a A, — B,.

En este caso tenemos que (t2) € B, y podemos suponer que 7y(t;) €
U,,. Por la propiedad (v), el conjunto v((1,%2)) no intersecta a U,, U U,, U
(A, — B,). Notemos que los conjuntos A = A, U y([t1,t2]) UA, y B =
B, U U, U~([t1,t2]) U B, son dos subcontinuos de G tales que B C Ay
U,, UU,, uU, UU,, UU,, = A—B. Esto demuestra que G contiene un 5-odo.
Notemos que el caso en que 7(t1) no pertenece a A, — B, y y(t2) pertenece
a A, — B, es andlogo y se puede llegar a la misma conclusion.

Caso 3. v(t1) y 7(t2) pertenecen a alguna componente de A, — B, y
Ay — By, respectivamente.

Supongamos que Y(t1) € Uy, y 7(t2) € Uy, por la propiedad (v), g((t1,%2))
no intersecta al conjunto U,, U U,, U U,, U U,,. Como los conjuntos A =
A,UN([ty, t2])UA, y B = B,UU,, Uy([t1, t2] ) UU,, U B,, son dos subcontinuos
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de G tales que BC Ay U,, UU,, UU,, UU, UU,, = A— B. Esto demuestra
que GG contiene un 4-odo.

Observemos lo siguiente; como G tiene al menos tres puntos de ramifi-
cacion, entonces podemos tomar un punto de ramificacién r de G distinto a p
y ¢q. Entonces r no pertenece al arco v([t1, ts]), pues supusimos que ((0, 1))
no contenia puntos de ramificacién. Como O(r, G) > 3, existen subcontinuos
A, vy B, tales que A, es una vecindad de v, B, C A, y A, — B, tiene al menos
tres componentes conexas. Notemos que podemos pedir que A, y el 4-odo
que construimos antes sean ajenos. Aplicando el Lema 71 obtenemos que G
contiene un 5-odo. m

La prueba del siguiente lema no la incluimos en este trabajo, pero se
puede encontrar en [9, Proposicién 9,5].

Lema 74 Sea X un continuo no degenerado, entonces O(x, X) < 2 para
toda x € X sty sélo st X es un arco o una curva cerrada simple.

Ahora consideremos una gréfica finita G que no contenga 5-odos, entonces
por definiciéon G es unién finita de arcos y por lo tanto es un continuo no
degenerado. Por los Lemas 73 y 72, G puede tener a lo mds dos puntos de
ramificacién, y en este caso ambos puntos deben de ser de orden 3. Por lo
tanto G' debe satisfacer alguna de las siguientes posibilidades.

Caso 1. GG no tiene puntos de ramificacion, por lo tanto para todo x € G
se satisface que O(z,G) < 2. Por el Lema 74, G es un arco o una curva
cerrada simple (que es topolégicamente equivalente a la circunferencia, ver
Figura 3.4).

Caso 2. G tiene tinicamente un punto ramificacién. Si p es el punto de
ramificacién de G, por el Lema 70, p no puede ser mayor a cuatro. Todas las
posibilidades se mencionan en la siguiente tabla (ver Figura 3.5).
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El arco
La circunferencia

Figura 3.4:
O(p,G) # de Lazos. La grafica es:
3 0 El 3-odo simple
3 1 La paleta
4 0 El 4-odo simple
4 1 La medalla
4 2 El ocho

Caso 3. G tiene dos puntos de ramificacién, digamos p y ¢, los cuales
tienen orden 3. Como (G es conexa por arcos, existe un arco que une a p
con q y G queda totalmente determinada por el niimero de arcos que unen
a p con ¢ y el nimero de lazos existentes en G. Notemos que cuando hay
dos o mds arcos en G que unen a p con ¢, si hubiera un lazo, por ser p y
q los tnicos puntos de ramificacién en G, este tendrfa a p o a ¢, y el orden
del punto contenido en el lazo serfa mayor o igual que cuatro, lo cual es
una contradicciéon al Lema 73, pues estamos bajo el supuesto de que G no
contiene 5-odos. Por lo tanto todas las posibilidades para G se resumen en
la siguiente tabla (ver Figura 3.6).
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A

El triodo
simple La paleta

El ocho
El 4-odo
simple La medalla
Figura 3.5:
# de arcos que unen a p con q. # de Lazos. La gréfica es
1 0 La hache
1 1 El nino
1 2 La pesa
9 0 El dulce
3 0 La theta

La discusién anterior se puede resumir en el siguiente teorema.

Teorema 75 5@ G es una grifica finita. Entonces G' no contiene 5-odos, si
y solo st G es homeomorfa a alguna grifica de la Figura 3.3.
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La hache
El dulce

Las pesas

La theta

El nifio
Figura 3.6:

Antes de decir cuales son las gréficas finitas que satisfacen que su hiperes-
pacio F5(G) se puede encajar en su hiperespacio C'(G), en la siguiente sec-
cién vamos a construir dos modelos que serdn de gran inportancia para éste
proposito.

3.5. Dos Modelos Importantes

A continuacién construiremos el modelo para el hiperespacio F5(G), cuan-
do G se sustituye por alguna de las siguientes graficas finitas:

1. La Pesa (P): gréfica que consta de dos puntos de ramificacién de orden
tres y que contiene dos lazos.

2. La Theta (©): grafica que consta de dos puntos de ramificacién de
orden tres, para los cuales existen tres arcos que los unen.



58 CAPiTULO 3 GRAFICAS FINITAS

El siguiente lema serd de gran importancia méas adelante.

Lema 76 Sean X y K dos subconjuntos cerrados de R3, tales que K C X,
entonces existe un encaje j : X — R* que satisface las siquientes propiedades.

(i) §(K) C {(z,y,z,w) € R*: w = 0} = R*(0)
(it) j(X — K) C {(z,y,2,w) € R* : w > 0} = RY(+)

Demostracién. Definimos j : X — R?, para un punto (a,b,c¢) € X co-
mo j((a,b,c)) = (a,b,c,d((a,b,c),K)), donde d es la distancia en R* y
d((a,b,c), K) = inf{d((a,b,¢),T) : T € K}.

Como la aplicacién dx : X — R definida para un punto * € X por
dg(T) = d(T, K), es una funcién continua, tenemos que todas las entradas
de la funcién j son continuas, lo cual muestra la continuidad de ;.

Ahora notemos que la proyeccion Py, : R* — R® que a un punto
(a,b,c,d) € R* le asocia Pyy.((a,b,c,d)) = (a,b,c) es continua y restringida
al conjunto j(X), es la funcién inversa de j. Con esto demostramos que j es
un encaje. Verifiquemos que j satisface las condiciones que deseamos.

Siag € K, entonces 0 < d(ag, K) = inf{d(ap,a) : @ € K} < d(ag, ag) = 0.
Por lo tanto, si @y = (ay,as,a3) entonces j(ag) = (ai,as,as,0). Es decir
J(K) C R%0).

Por 1ltimo, sea T € X — K, esto quiere decir que T ¢ K, por ser K
cerrado existe € > 0 tal que B.(T) N K = @&. Entonces para cualquier a €
K, d(z,a) > € lo que implica que d(Z,K) > ¢ > 0. Esto demuestra que
JX—K)CRY+). =

Corolario 77 Sean X y K dos subconjuntos cerrados de R3, tales que K C
X, entonces existe un encaje j : X — R* que satisface las siqguientes propiedades.

(i) §(K) C {(z,y,2z,w) € R* : w = 0} = R*0)
(ii) J(X — K) C {(z,y,2,w) e R* : w < 0} = R*(—)



3.5 DOS MODELOS IMPORTANTES 59

Demostracién. Basta con definir el encaje j : X — R?, para un punto
(a,b,c) € X como j((a,b,c)) = (a,b,c,—d((a,b,c), K)). Razonando como en
el Lema 76, se concluye que j tiene las propiedades deseadas. m

El procedimiento que utilizaremos para construir los modelos menciona-
dos serd el siguiente: descompondremos al hiperespacio F5(G) como la unién
de dos subconjuntos estratégicos, para los cuales construiremos su modelo

y posteriormente, los pegaremos para llegar al modelo final del hiperespacio
F5(G) en R™.

3.5.1. Modelo para el Hiperespacio Fy(P)

Denotemos por L el arco con extremos p y q, S; el lazo en el punto p
y S5 el lazo en el punto ¢, recordemos que S; y S5 son homeomorfas a la
circunferencia. Sea P; la paleta formada por S; U L y P, la paleta formada
por S U L (ver Figura 3.7).

Notemos que se cumple la igualdad:
FQ(P) = FQ(Pl) U FQ(PQ) U {{ZL’,y} € FQ(P) X e Sl,y € SQ}

En la Seccién 3 del Capitulo 2, demostramos que un modelo para el
hiperespacio F»(P;) se construye pegando un lado de un tridangulo V; con un
arco que a las circunferencias de los extremos de la cdscara de un cilindro
C; = L x S; y esto ocurre para cada i € {1,2}; y por ultimo a una de
las circunferencias de los extremos del cilindro C; se le anade una banda de
Méoebius M;, por una circunferencia que sélo toca en un punto a la orilla de
la banda M; y le da una vuelta entera (Figura 2.3). Es importante resaltar
que en el cilindro C] la circunferencia a la que se le anade la banda M, esta
dada por el conjunto {{z,p} € F5(P) : x € Si} y que en el cilindro (s, la
circunferencia, a la que se le anade la banda Ms, estd dada por el conjunto

{{y,q} € Fo(P) 1y € S2}.

Analicemos c6mo se debe de pegar el hiperespacio F5(P;) con el hiperes-
pacio Fy(P,). Para esto notemos que
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p g

Figura 3.7:

F(P)NEy(Py) =

{{z,y} € Fr(P) :z,y e LUS N {{z,y} € Fo(P) : x,y € LU Sy} =
{{z,y} € Fr(P) :z,y € (LUS))N(LUS,)} =

{{z,y} € F5(P) : x,y € L} = F5(L)

Como éste conjunto en Fy(P;) y en Fy(P;) representa el tridngulo V;
y Va2, respectivamente, entonces para acercarnos mas al modelo de Fy(P),
debemos identificar estos dos tridngulos en uno solo. Para tener una idea mas
clara de como se realiza este pegado notemos que las bandas de Moebius M,
y Ms y los cilindros C; y Cs, cumplen lo siguiente:

(Z) M1 N M2 == FQ(Sl) N FQ(S2) =y
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(11) C1NCy =
{{z,y} € Fy(P):x € Ly € Si}N{{x,y} € F(P):x € L,y € S} =
{p,q}.

Esta iltima igualdad, en otras palabras nos dice que, los cilindros C y
Cy se intersectan tnicamente en un punto, a saber el punto {p,q}, el cual
estd sobre la circunferencia del extremo del cilindro C'; determinada por el
conjunto {{z,q} € F»(P) : = € Si} = ~,, y sobre la circunferencia del
extremo del cilindro Cy determinada por el conjunto {{y,p} € F5(P) : y €
Sa} = 7,. Por lo tanto el conjunto «; Uy, es un subconjunto cerrado de
F5(Py) U Fy(P,), el cual consta de las dos circunferencias, de los extremos de
los cilindros que no tienen anadida la banda de Moebius, que se intersectan
s6lo en el punto {p, ¢} y tiene la forma de un ocho. Notemos que la base de
los tridngulos Vi y V3 representan los singulares de F5(L). Por otro lado la
orilla del tridngulo V; que comparte el vertice {p, ¢}, representa el conjunto
{{¢,y} € F2(P) : y € L}, y este conjunto es la recta por la cual el cilindro
C5 se une con el triangulo Vy. De igual forma, la orilla del tridngulo Vy que
comparte el vertice {p, ¢}, representa el conjunto {{p,y} € F»(P) :y € L},
y este conjunto es la recta por la cual el cilindro C'; se une con el tridngulo
Vi.

En la Figura 3.8 se muestra como deben pegarse estos dos hiperespacios.

Lo tltimo que debemos observar es que el modelo para Fy(Py) U Fy(Py)
se puede construir en R3, identificando lo siguiente: la circunferencia v, =
{{z,q} € F5(P) : x € S1} con la circunferencia contenida en el plano X7 de
radio 1 y centro en el punto (0,0, 1), la circunferencia v, = {{y,p} € F»(P) :
y € Sa} con la circunferencia contenida en el plano XY de radio 1 con centro
en el punto (—1,0,0) y el punto {p, ¢} con el punto (0,0, 0). Como se muestra
en la Figura 3.9. Al modelo de Fy(P;) U Fy(P2) colocado de esta manera en
R3 lo denotaremos por B.

Ahora debemos construir un modelo para I' = {{z,y} € F»(P) : © €
S1,y € Ss}. Esto no es dificil pues en la Seccién 2,6, del Capitulo 2, al
construir el modelo para el hiperespacio F5(8), demostramos que este con-
junto lo podemos representar por el toro T" = 57 X S5. Recordemos tam-
bién que en ésa parte de éste trabajo concluimos que a la circunferencia
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{pa}
V2

7{r}
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{pg}

V1

W e I

00,1/
T

2)

2
 (-100)

Figura 3.9: Modelo de Fy(P;) U F5(Py).
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{{z,q} € F5(P) : x € S1} la podemos representar en el toro 7', por el con-
junto S7 x {q}, y a la circunferencia {{y,p} € F5(P) : y € Sa} la podemos
representar en el toro 7" por el conjunto {p} x Ss.

También debemos observar que al toro 7' lo podemos colocar en R? iden-
tificando lo siguiente: la circunferencia v, = {{z,q} € F»(P) : x € S1} con
la circunferencia contenida en el plano X Z de radio % y centro en el punto
(0,0,1/2), la circunferencia v, = {{y,p} € F5(P) : y € Sa} con la circunfer-
encia contenida en el plano XY de radio 1 con centro en el punto (0,0, —1)
y por ultimo a el punto {p, ¢} lo podemos identificar con el punto (0,0, 0),
como se muestra en la Figura 3.10 (notese que esta figura se esta observando
desde abajo del plano X Z) Al modelo para el conjunto I" colocado en R? de
esta forma lo denotaremos por A.

(0,01/2)
-Z

0

Figura 3.10: El Conjunto I'.

Para finalizar el modelo de Fy(P) notemos que:
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{z,qt € F5(P) : 2z € Si} U{{y,p} € Fo(P) 1y € So} =7, Uy,

Es decir, para obtener el modelo final de F5(P), s6lo debemos pegar el
modelo de Fy(P;) U F5(P;) con el modelo de T', por su interseccién (Figura
3.11, recordemos que, en ésta figura, el toro lo estamos observando desde
abajo del plano XY).

~— ] y
0 (001/2) ; 7N\ w
- X

Figura 3.11: Modelo del Hiperespacio F»(P)

El siguiente Teorema demuestra que el hiperespacio F»(P) se puede en-
cajar en R*.

Teorema 78 El hiperespacio F5(P) se puede construir en R?.

Demostracién. Denotemos por D; a la circunferencia de radio % y centro
en el punto (1,0, %), y por Dy a la circunferencia de radio 1 con centro en el
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origen. Recordemos que F»(P) = BUA, donde B = F5(P) U Fy(FP,) (Figura
39)y A={{z,y} € FR(P):z € S1,y € S3} (Figura 3.10).

Como By D; U D, son dos subconjuntos cerrados de R3, tales que D; U
D, C B, por el Lema 76, existe un encaje j; : B — R* tal que:

(1) j1(D1U Dy) C {(z,y,z,w) € R*: w =0} = R*0)
(ii) j1(B — (D1 U Dy)) C {(x,y,2,w) € R* : w > 0} = RY(+)

Anslogamente, como A y D; U D, son dos subconjuntos cerrados de R3,
tales que D; U Dy C A, por el Corolario 77, existe un encaje jo : A — R*,
que satisface las siguientes propiedades:

(1) j2(D1 U Do) C {(z,y,2z,w) € R* : w = 0} = R*(0)
(2) jo(x — (D1 U Dy)) C {(z,y,2z,w) € R*: w < 0} = R4(—)

Por la definicién de j; y jo (ver demostracién del Teorema 76 y Corolario
77), tenemos que j1(Dy U Dy) = jo(Dy U Dy) = Dy U Dy C R4(0).
Definimos H : Fy(P) — R* como:

ji(z), siz € B,
H(x):{J() €

Jo(z), six € A.

Como BN A = Dy U Dy y para cualquier x € D; U Dy tenemos que
Ji(x) = ja(x), entonces H estd bien definida. Como H |g= j1 y H |a= Jo,
tenemos que H es continua en B y A los cuales son dos cerrados y por
ultimo observamos H |g~y= j1 = jo que es continua, asi obtenemos que H es
continua. Como j;(B — (Dy U Dy)) C RY(+) y ja(A — (D1 U Dy)) C RY(—); y
estos dos conjuntos son ajenos, entonces H es un encaje que pega al conjunto
By A por su interseccién. Con esto se demuestra que el hiperespacio F»(P)
se puede encajar en R*. m

3.5.2. Modelo para el Hiperespacio F;(O)

Denotaremos por © a la gréfica finita que tiene dos puntos de ramifi-
cacion de orden tres y en la cual existen tres arcos que unen al los puntos de
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ramificacién.
La grafica finita © se puede representar en R? por la circunferencia uni-
taria S = {z € R? : ||z| = 1} y unién el segmento L = [—1,1] x {0}. Si

denotamos por p al punto (—1,0) y por ¢ al punto (1,0) tenemos la siguiente
igualdad:

F3(0) = Fy(S) U Fy(L) U A,

donde A = {{z,y} € F»,(©):x € S,y € L}.

En el Ejemplo 2 del Capitulo 1 demostramos que al hiperespacio Fp(L)
lo podemos representar por un tridngulo V. Recordemos también, que en el
tridngulo V los conjuntos Ly = {{z,p} : v € L} y Ly = {{y,q} : y € L},
estdan representados por dos de sus lados que comparten el vértice comiin
{p,q}. En la Figura 3.12, tenemos el modelo del hiperespacio F5(L), en el

cual el conjunto L; estd representado por la recta de color verde y Lo estd
representado por la recta de color azul.

{p.q}
L L.

/N

\p} 1q}

Figura 3.12:
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Ahora construyamos un modelo para el conjunto A, el cual posteriormente
uniremos con el tridangulo V.

Para construir el modelo del conjunto A consideremos, en R3, el cilindro
{(z,y,2) e R® : 22 + 42 = 1, —1 < y < 1}, que es homeomorfo al cilidro
S x L. Definimos la funcién f : S x L. — A, que a un punto (s,l) € S x L le
asocia el punto en 4 dado por f((s,1)) = {s,(}.

Notemos que f es suprayectiva. Ademas la funcién f es continua, ya que
si {(sn,ln)} es una sucesién de puntos en S x L, que converge a un punto
(s,0) de S x L, entonces lim f((s,,,,)) = Um({spn,ln}) = im({s,} U{l.}), asi
aplicando el Lema 5, tenemos que lim({s,} U {l,}) = {s} U{l} = {s,l} =
f((s,1)), lo cual demuestra la continuidad de la funcién f.

Observemos que SN L = {(—1,0),(1,0)}, si denotamos por p = (1,0) y
por ¢ = (—1,0), entonces SN L = {p,q}. Si (s1,01), (s2,l2) € S x Ly son
tales que f((s1,01)) = f((s2,02)), como s1,s9 € Sy ly,ls € L, entonces la
lltima igualdad se tiene si y s6lo si, s = so y I1 = lo; 0 89 =11 v 51 = o,
y en este caso se tiene que sy, So,11,ls € SN L. Si suponemos sin pérdida de
generalidad, que s; = p y s» = ¢, obtenemos que la funcién f es inyectiva
en todos los puntos de S x L, excepto en los puntos (p,q) y (¢,p), y en este
caso f((p,q)) = f((¢,p)) = {p,q}. Entonces, como el dominio de f es un
compacto y su imagen es un espacio Hausdorff, tenemos que f es casi un
homeomorfismo.

Por lo tanto identificando el punto (p,q) con el punto (g, p) del cilindro
S x L, como se ilustra en la Figura 3.13 y denotando por C' al espacio que
resulta de esta identificacién, tenemos que la funcién f : C — A definida
para un punto (s,l) € C' como f((s,l)) = {s,l}, es un homeomorfismo. Por
lo tanto el conjunto C' es el modelo del conjunto que anddbamos buscando.

Para acercarnos al modelo del hiperespacio F5(0©), debemos pegar ade-
cuadamente el modelo del hiperespacio F5(L), que es el tridngulo V represen-
tado en la Figura 3.12, con el modelo de A que es el conjunto C representado
en la Figura 3.13. Este pegado lo debemos hacer por su interseccién que es
Ly U Ly ya que:
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(P.a) (0,0)
q
| = —
" op @)
{p.a}
pcq
S
{r}
{q}
{p.a}
{p} {q}

Figura 3.13:

BRL)NA={{z,y} € F5,0):z,ye L} n{{z,y} € F5,(O©):z € S,y L}
= {{z,y} € [4,(O®): 2 € LNS,ye LNL}
=,y e 2(©) s e{pahye L}
= {{p,y} € 5(0) 1y e L} U{{q,y} € F2(©) :y € L}

=11 ULy

Como ya sabemos cémo queda representado el conjunto L;ULs en el tridn-

gulo V, entonces debemos determinar como estdn representados los conjuntos
Ly y Ly enC.

Para esto notemos que L; = {{z,p} € F32(0) : © € L} es imagen bajo
la funcién f del conjunto {(p,z) € S x L : € L} C C, de igual forma
Ly = {{z,q} € F5(©) : x € L} es imagen bajo la funcién f del conjunto
{(¢,z) € Sx L:x € L} CC. Como C y A son homeomorfos, basta con que
encontremos a los conjuntos {(p,z) € Sx L:zx € L}y {(qg,x) e Sx L:x €
L} en C, para tener la representacién de Ly y Ly en A.
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Ahora observemos que el conjunto {(p,z) € S x L : x € L} estd repre-
sentado en el cilindro S x L por la recta que une al punto (p, p) con el punto

(p,q). La recta de color verde de la Figura 3.14 representa este conjunto en
el cilindro S x L.

De igual forma el conjunto {(¢,z) € S x L : © € L} estd representado en
el cilindro S x L por la recta que une al punto (g, p) con el punto (g, q). La

recta de color azul de la Figura 3.14 representa este conjunto en el cilindro
S x L.

] (p.q) (@.0)

SxL

-

(a.9)
p q

Figura 3.14:

De esta forma, siguiendo las transformaciones que sufren la recta verde
y la recta azul cuando se identifica el punto (p,q) con el punto (g,p) en el
cilindro S x L, tenemos que el conjunto L; U Ly queda representado en A por
el conjunto verde unién el conjunto azul como se ilustra en la Figura 3.15.
Notemos que L; U Ly es un arco en A que une al punto {p,p} con el punto
{q,4q} y que contiene al punto {p, ¢}.
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(p.p) (a.,p) {p.a}
{r}
{a}

{p.a} ‘
@ \
N

C
Figura 3.15:

Por lo tanto, para pegar adecuadamente el modelo del hiperespacio Fp(L)
con el modelo del conjunto A, debemos de identificar la recta de color verde
y la recta de color azul del tridngulo V con la recta de color verde y la recta
de color azul del conjunto C', respectivamente, como se indica en la Figura
3.16.

Una forma de realizar esta identificacién en R? es la siguiente: en el tridn-
gulo V, denotemos por [ al segmento que une al punto {p, ¢} con el punto
medio del lado opuesto al vértice {p, ¢} del tridngulo V (en la Figura 3.17
(a), la recta | estd representada por la recta de color rosa). Ahora en R?
podemos deformar el triangulo V hasta obtener la Figura 3.17 (b).

Ahora cortemos la Figura 3.17 (b) por la recta [, para obtener de esta
forma una descomposicion del tridngulo V (ver Figura 3.18). A la componente
que contiene al conjunto verde lo denotaremos por Z y a la componente que
contiene al conjunto azul lo denotaremos por W.
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Figura 3.16:

{p.q}
/ |
{r} {q}
(a) (b)

Figura 3.17:
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Figura 3.18:

Por otro lado al conjunto C', que representa el modelo para A, le podemos
unir el segmento [, de tal forma que el extremo {p, ¢} de la recta [ coincida
con el punto {p, ¢} del conjunto C, siendo este punto el tinico lugar donde C'
y L se intersectan. Esto se ilustra en la Figura 3.19.

De la descomposicion del tridngulo V de la Figura 3.18, consideremos la
componente Z. La recta [ de esta componente la podemos identificar con la
recta [ de la Figura 3.19, y como se ilustra en la Figura 3.20, ir acomodando
el conjunto verde de la componente Z sobre el conjunto verde del modelo C.

Con lo anterior hemos realizado una parte del pegado del modelo del
hiperespacio F5(L) con el modelo del conjunto A; para concluir esta tarea,
s6lo debemos pegar la componente W de la Figura 3.18 con el conjunto C
de la Figura 3.19, identificando los colores correspondientes, pero esto ya es
tarea facil, pues dando la vuelta al conjunto C'y a la componente W, como se
ilustra en la Figura 3.21, tenemos que este pegado se efectiia como el anterior.
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1p.0}

Figura 3.19:

Figura 3.20:
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Figura 3.21:
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De esta forma el modelo que representa al conjunto AU F5(L) lo podemos
construir en R3, y el modelo final se ilustra en la Figura 3.22. De ahora en
adelante el modelo de A U F5(L) lo denotaremos por la letra 5.

{p} {p.q

. 10}

Figura 3.22: Modelo del Conjunto B.

Por otra parte, recordemos que en la Seccién 1 del Capitulo 2, demostramos
que al hiperespacio F5(S) lo podemos representar por una banda de Moebius
M. Entonces para terminar el modelo del hiperespacio F5(©), debemos pegar
adecuadamente la banda M con el conjunto B; y como estos dos conjuntos
se pegan por su interseccién, para hallar ésta consideremos las siguientes
igualdades:

B(L)NEF(S) = {{z,y} € F2(0) 12,y € LN {{z,y} € [5(0) 1 2,y € S}
= {{z,y} € F4,(©) :z,y € LN S}
= {{z,y} € I2(0) 1 2,y € {p, qa}}
= {{p}. {d}. {p.¢}}
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FERS)NA={{z,y} € F5,0): 2,y S}Nn{{z,y} € F7(0):2€ S,y L}

(©)
= {{z,y} € [2,(0): 2 € S;,ye SNL}
= {{z,y} € 5(0) :z € S,y € {p,q}}
= {{z,p} € F4(0) : 2z € S}U{{z,q} € F5(O) : z € S}

Si al conjunto {{z, p} € F»(©) : z € S} lo denotamos por S; y al conjunto
{{z,q} € F5(0) : z € S} lo denotamos por Ss, tenemos que la banda M y el
conjunto B, se pegan por el conjunto S7 U Ss. Por lo tanto debemos analizar
c6mo estd representado el conjunto S; U Sy en M y en B. Para no desviarnos
tanto, analizaremos primero como estd representado S; U Sy en el conjunto

B.

Primero observemos que S; U S C Ay A es homeomorfo al conjunto C
(Figura 3.13), donde el homeomorfismo esta dado por la funcién f: C' — A,
donde f((s,1)) = {s,l}. Ahora notemos que los conjuntos S; = {{z,p} €
F(0) :x € Sty Sy = {{z,q} € F5(0) : € S} son la imagen bajo la
funcién f de los conjuntos {(z,p) € Sx L :x € Sty {(x,q) € Sx L :
x € S}, respectivamente. Ahora para tener una idea més clara de como es el
conjunto S7U S}, vamos a retroceder un poco mas; notemos que los conjuntos
{(xz,p) e SxL:x € Sty {(r,q) € SxL:x €& S} estdn representados
por la circunferencia inferior y la circunferencia superior, respectivamente,
del cilindro S x L. En la Figura 3.23 (a), el conjunto {(z,p) € Sx L:z € S}
estd representado por la circunferencia de color rojo, y el conjunto {(z,q) €
S x L:xz € S} estd representado por la circunferencia de color café.

Siguiendo la transformacién que sufren las circunferencias roja y café,
cuando en el cilindro S x L identificamos el punto (p, q) con el punto (g, p),
tenemos que el conjunto S;US, estd representado en C por dos circunferencias
que se tocan en un s6lo punto (Figura 3.23 (b)).

Cuando al conjunto C le pegamos el tridngulo V, notamos que las circun-
ferencias que representan al conjunto S;US; no sufren cambio alguno, es decir
el conjunto S; U S estd representado en B por la unién de las circunferencias
roja y café que se ilustran en la Figura 3.24.
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(b)

Figura 3.23:

{r} {p.a}
{a}

Figura 3.24:
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Por otro lado, para determinar como esta representado el conjunto S;U.S,
en el conjunto F(5), regresaremos a la construccién de la banda M.

Recordemos que mediante la funcién h : F5(S) — {z € R? : 1 < ||z <

1}, la cual a un punto A € F,(S) le asignaba el punto (1 — %)m(/l) (donde
((A) es lalogitud del arco menor que une a los puntos de A y m(A) es el punto
medio del arco menor que une a los puntos de A), tenfamos que en el conjunto
{z e R?: 3 < ||z|| <1} solo debfamos identificar los puntos antipodas de la
circunferencia {z € R? : ||z|| = £}, para obtener de esta forma el modelo del

hiperespacio Fy(5), el cual resulta ser la banda de Moebius (Figura 3.25).

2
{X &1 : %< IX <1}
Figura 3.25:

También recordemos que al fijar el punto ¢ € S, el conjunto {{z,q} €
F5(©) : v € S} = S, estd representado en {z € R? : 1 < ||z|| < 1} por dos
curvas, a; y g4, que unen al punto ¢ = (1,0) con los puntos (0, %) y (0, ’71),
respectivamente, y que ademds satisfacen que a; estd contenida en el primer
cuadrante y a4 estd contenida en el cuarto cuadrante. En la Figura 3.26 (a),

las curvas a; y g estdn iluminadas de color café.

De manera similar, al fijar el punto p € S, el conjunto {{x,p} € F»(O) :
z € S} = S estd representado en {z € R? : < ||z[| < 1} por dos curvas,
a2 y a3 que unen al punto p = (—1,0) con los puntos (0,1) y (0,3), res-
pectivamente, y que ademads satisfacen que ay estd contenida en el segundo
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cuadrante y ag estd contenida en el tercer cuadrante. En la Figura 3.26 (b),
las curvas ai y a3 estdn iluminadas de color rojo.

(@) (b)

Ahora siguiendo las transformaciones que sufren las curvas oy, as o3 y oy
en el conjunto {z € R? : 2 < |z|| < 1}, cuando identificamos los puntos
antipodas de la circunferencia {z € R? : ||z|| = 1} para obtener la banda
M, tenemos que el conjunto S; U S estd representado en la banda M por
las circunferencias roja y café, las cuales se tocan en un solo punto, como se
ilustra en la Figura 3.27.

Ya estamos listos para finalizar el modelo del hiperespacio F5(0), lo tinico
que debemos hacer es identificar las circunferencias S; y S2 del conjunto B

con las circunferencias S; y Sy de la banda M como se ilustra en la Figura
3.28.

Este pegado lo haremos en R* de la siguiente manera: de la banda de
Moebius M, consideremos sélo el conjunto S; U S;. Como se observa en la
Figura 3.29, este conjunto, estd formado por dos circunferencias con formas
peculiares que sélo se intersectan en un punto.
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o {a}
{r} @
{r}
{a}
{p} {a}
{p.a}
{a}
{r}
{a} {a}
@' — >
{p,a} {r} {p.q}
Figura 3.27:

{9}

Figura 3.28: Modelo del Hiperespacio F5(0).
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{a}

{p.q}

S:
{p}

Figura 3.29:

Ahora tomemos al conjunto S; U Sy, recortado, y vayamos abriendo la
circunferencia Sy (que es la circunferencia de color café) y la circunferencia
S1 (que es la circunferencia de color rojo), como se muestra en la Figura 3.30,
hasta que el conjunto S; U.S; de la banda M coincida con el conjunto S;U.S,
del conjunto B.

Esto tltimo demuestra la siguiente proposicién:

Proposicién 79 El modelo para el conjunto F5(L) U A y el modelo para el
hiperespacio Fy(S) se pueden acomodar en R® con la propiedad de que el
conjunto Sy U Sy C Fo(L)UA y S1USy C Fy(S) coincide en ambos modelos.

Con esto estamos listos para demostrar que el hiperespacio F3(0) se puede
construir en R*.

Teorema 80 FEl hiperespacio F»(0) estd contenido en R%.
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{q} {a Aa
{a}
{p.a} gl
S
{n}
{p} {r}

Figura 3.30:

Demostracién. Por la discusién anterior basta demostrar que By M se
pueden encajar en R* de tal forma que su interseccién sea S; U Ss.

Por la Proposicién 79 podemos suponer que B y M estan en R? de tal
forma que el conjunto S7 U Sy de B coincide con el conjunto S7 U Sy de M.

Como S;US, y B son dos subconujuntos cerrados de R? tales que S;USs C
B, entonces se satisfacen las condiciones del Lema 76, y por lo tanto existe
un encaje j; : B —R* tal que:

(1) j1(S1USs) C {(z,y,2,w) € R*: w =0} = R0)
(i1) 1(B — (S1US)) C {(z,y,z,w) € R* : w > 0} = RY(+).

También como S; U S, y M son dos subconjuntos cerrados de R? tales
que S; U Sy C M, entonces se satisfacen las condiciones del Corolario 77, y
por lo tanto existe un encaje j, : M — R* tal que:

(1) j2(S1 U S) € RY(0)
(2) jo(M — (S1USy)) C {(x,y,2,w) € R* : w < 0} =R*(—)
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Notemos que por la definicién de los encajes j; y ja (ver la demostracién
del Lema 76 y el Corolario 77), tenemos que j;(S1 U S3) = ja(S1 U Sy) =
Sl U SQ C R4(O)

Definimos H : F5(0) — R* como:

HiT) = {]1(1') sizeB
Jo(z) sizx e M
Como BN M = S; U.S; y para cualquier x € S; U Sy tenemos que
J1(z) = jo(z), entonces H estd bien definida. Como H |z= j1 v H |m= Jo,
tenemos que H es continua en B y M, los cuales son dos cerrados. Por
ultimo observamos H |gry= j1 = J2, que es continua, asi concluimos que H
es continua. Como j;(B— (S1USs)) C RY(+) y jo(M — (S1USy)) C RY(—); y
estos dos conjuntos son ajenos, entonces H es un encaje que pega al conjunto
By M por su interseccién. Con esto se demuestra que el hiperespacio F5(0)
se puede encajar en R*. =

3.6. Conclusiones del Capitulo

Recordemos que en la Seccién 3.4, de este Capitulo, demostramos que las
graficas finitas que no contienen 5-odos, son las que estdn representados en
la Figura 3.3. Ahora observemos que, en el Teorema 69, demostramos que
si G es una gréfica finita que contiene un 5-odo entonces su hiperespacio
F5(@G) se puede encajar en su hiperespacio C(G). Por lo tanto, para terminar
de clasificar las graficas finitas que satisfacen esta propiedad, s6lo debemos
enfocarnos a las gréficas finitas que no contienen 5-odos.

Ahora de las gréficas finitas que no contienen 5-odos, en el Capitulo 2
demostramos que el arco, el 3-odo simple, la paleta, el ocho, el 4-odo sim-
ple y la medalla (ver Teoremas 27, 32, 34, 37, 38 y 39), satisfacen que su
hiperespacio F»(G) se puede encajar en su hiperespacio C'(G), siendo la Cir-
cunferencia S, la tnica gréfica finita, que hasta el momento sabemos que su
hiperespacio F»(S) no se puede encajar en su hiperepacio C(S) (Teorema
31).
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Por lo tanto sélo nos falta analizar qué sucede con la hache, el nino, las
pesas, el dulce y la theta.

Para este analisis recordemos que hemos denotado a la Hache, el Nino, las
Pesas, el Dulce y la Theta por las letras H, N/, P, D y O, respectivamente.
Notemos que la H se puede representar en R? por la unién de los segmentos
Ly =[-1,1] x {0}, Ly = {—1} x [-1,1] y Ly = {1} x [—1, 1]. Consideremos
los siguientes resutados.

Lema 81 El hiperespacio C(H) contiene una 4-celda.

Demostracién. De la representacién de H en R? como la unién de los seg-
mentos Ly, Ly y L3, tenemos que Ly es un subcontinuo de H y que la difer-
encia H— Ly = {—1} x (0,1]U{-1} x [-1,0) U {1} x (0,1] U {1} x [-1,0)
tiene cuatro componentes. Esto demuestra que H es un 4-odo, aplicando el
Teorema 21, concluimos que el hiperespacio C'(H) contiene una 4-celda. m

Lema 82 Los hiperespacios C(N'), C(P), C(D) y C(©) contienen una 4-
celda.

Demostracién. Como H esta contenida en N, P, Dy O (ver Figura 3.31),
tenemos que el hiperespacio C'(H) estd contenido en cada uno de los hiperes-
pacios C(N), C(P), C(D) y C(O). Por el Lema 81, C(H) contiene una 4-
celda, por la transitividad de la contencién concluimos que los hiperespacios
C(N), C(P), C(D) y C(O) contienen un 4-celda. m

Ahora observemos que H y N son subgrificas de P (Figura 3.32 (a))
y que D es una subgrifica de © (Figura 3.32 (b)), por los Toremas 78 y
80, tenemos que los hiperespacios F5(P) y F5(0) se pueden construir en R?,
entonces los hiperespacios Fy(H), F5(N), Fo(P), F5(D) y F»(©) se pueden
encajar en el continuo [0, 1], esto nos da la pauta para demostrar el siguiente
teorema.
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Figura 3.31:

@ H NP OD-O

Figura 3.32:
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Teorema 83 Los hiperespacios Fy(H), Fo(N), Fo(P), Fo(D) y F2(O) se
pueden ser encajados en los hiperespacios C(H), C(N), C(P), C(D) y C(0),
respectivamente.

Demostracién. Sabemos que los continuos Fy(H), Fo(N), F»(P), F5(D) y
F,(O) esténencajados en el continuo [0, 1]%. Por el Lema 81 el hiperespacio
C(H) contiene una 4-celda. De igual forma por el Lema 82, los hiperespa-
cios C(N), C(P), C(D) y C(©) contienen una 4-celda. Por lo tanto, por
el Teorema 25 existen encajes e; : Fy(H) — C(H), eg : Fo(N) — C(N),
es: Fy(P) — C(P), ea: F5(D) — C(D) y e5 : F5(0©) — C(O), esto termina
la demostracion de este teorema. m

Por lo tanto, gracias al Teorema 83 y al anélisis que se realizé en el

Capitulo 2, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 84 La tnica grifica finita para la cual su hiperespacio F»(G) no
se puede encajar en su hiperespacio C(G) es la Circunferencia.



Capitulo 4

Dendritas y Dendroides

4.1. Dendritas

Definicién 85 Una dendrita es un continuo localmente conexo que no con-
tiene curvas cerradas simples.

El propésito de los siguientes resultados es demostrar que las dendritas
satisfacen las condiciones del Teorema 63.

Lema 86 Si X es una dendrita entonces:
(1) X es conexo por arcos.
(i1) X es localmente arco conexo.
(17i) X es unicamente arco conezxa.

Demostracién. Para demostrar (i) recordemos que el Teorema 13 dice que
todo continuo localmente conexo es conexo por arcos. Por lo tanto, como X
es una dendrita y por definicién es localmente conexa, entonces X es conexa
por arcos.

Verifiquemos (7). Si X es una dendrita, para demostrar que X es local-
mente arco conexa, sea x € X y U, una vecindad abierta de x. Como X
es localmente conexa, existe una vecindad abierta y conexa V, en X tal que

87
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x € V, C U,. Por el Teorema 14, tenemos que todo abierto conexo en un
continuo localmente conexo es arco conexo, por lo tanto V, es una vecindad
arco conexa de x. Esto  demuestra que X es localmente arco conexa.

Por tltimo verifiquemos que X es unicamente arco conexo. Para esto
supongamos que existen dos puntos distintos p y ¢ en X para los cuales
existen encajes ay,ay : [0,1] — X tales que a1(0) = a2(0) = p, ay(1) =
as(q) = qy a1((0,1)) # as((0,1)). Entonces podemos suponer que existe ty €
(0,1) tal que ay(ty) ¢ as((0,1)). Por la continuidad de oy y la compacidad
de [0, 1], existen

t1 = max{t € (0,tp) : a1(t) € as([0, 1
to = min{t S (to, 1) (t) S G/Q([O, 1]
ty = mfﬂ{t € (to, ].) . g(t) € al([O, 1]
ty = min{t € (to,1) : az(t) € as([0, 1]

Podemos suponer, que a;(t;) = as(ts) y aq(t2) = as(ty). Entonces £, =
a1 gt [t3:ta] = Xy By = @ |00 [t1,t2] — X son encajes tales que
B1(t1) = By(t1) v Bq(t2) = By(t2), esto implica que el conjunto [ ([t1,ta]) U
B5([ts,t4]) es una curva cerrada simple contenida en X, lo cual no puede
suceder pues X es una dendrita. Con esto concluimos la demostracién de
este lema. m

Teorema 87 Si X es una dendrita entonces existe un encaje e : F»(X) —

o(X).

Demostracién. Por la parte (iii) del Lema 86, sabemos que X es tinicamente
arcoconexa, y por definicién, X es localmente conexa. Por lo tanto, por el
Teorema 63, existe un encaje e : F5(X) — C(X). m

4.2. El Peine Nulo y la Dendrita F),

En esta seccién caracterizaremos a dos continuos que serdn de gran im-
portancia para clasificar algunos continuos que estudiaremos mas adelante.
También demostraremos que estos continuos son oc-odos.
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Definicién 88 Un continuo Y es un peine Nulo, si existen:

(a) Un arco contenido en Y con extremos q y ¢j.
(b) Una sucesién de puntos distintos {g,}°, contenida en el arco ¢q;.
(¢) Una sucesién de puntos distintos {p,}5°, contenida en la diferencia

Y —qq1.

Que satisfacen las siguientes propiedades:

1)Y= (:lepnqn) U qq

(2) Pn = @ G0 — q Y Pnln — {q}, cuando n — oo.

(3) qgn C qGm, para toda n < m.

(4) Pngn N PmaGm = 9, para toda n # m.

(5) qq1 N pngn = {qn}, para toda n € N (ver Figura 4.1).

Lema 89 Sea X un continuo y {A,}32, una sucesion de subconjuntos ce-
rrados de X. Si existe un punto p € X tal que lim A, = {p}, entonces

o
A={p}tU( L_JlAn) es un subconjunto compacto de X.
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P

1

q-—-q 9d, q, q2 q,

Figura 4.1: El peine Nulo

Demostracién. Sea {U, C X : a € I} una cubierta de subconjuntos abier-
tos de X para Ay sea ag € I tal que p € U,,. Por ser U,, un abierto en
X, existe € > 0 tal que B.(p) C U,,. Como lim A,, = {p}, para £ > 0 existe
N € N tal que para cualquier n > N, H(A,,¢) < e. Por definicién que para
cualquier n > N, A,, C N(e,{p}) = B:(p).

Para toda k € {1,..., N — 1}, el conjunto Ay, es cerrado en X y por lo
tanto un compacto. Como A, C A y siendo {U, C X : « € I} una cubierta
de subconjuntos cerrados de X para A, tenemos que {U, C X : o € I} es
una cubierta abierta de subconjuntos cerrados de X para Ay.

Por lo tanto para toda k € {1,..., N — 1}, existe un subconjunto finito
I de T tal que Ay C | ) Us.
acly
Entonces Iy = I U---UIy_1U{ap}, es un subconjunto finito de I tal que

AC U U,. Esto demuestra que A es compacto y termina la demostracién
a€clp
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de este lema. m

Lema 90 Si Y es un peine Nulo, entonces para toda n € N, el conjunto
A, =( L;JJ’é Pmam) U{q} es un compacto en'Y'.

Demostracién. Por la propiedad (2) de la Definicién 88, tenemos que {p,gm }mn
es una sucesion de subconjuntos cerrados de Y, que convergen a {q}. Por el
Lema 89, obtenemos que el conjunto A,, es un subconjunto compacto de Y.

]

Lema 91 Siguiendo la notacion de la Definicion 88, para toda n € N, el
conjunto pnq, — {qn} es abierto y cerrado en'Y — qq;.

Demostracién. Como para toda n € N el arco p,q, es un cerrado en Y y

se tiene que p,q, N qq1 = {¢,}. Entonces p,q, N (Y — qq1) = pngn — {qn} s
un cerrado en Y — qq;.

Por otro lado, por la Definicién 88, tenemos que Y= olepnqn Ugq y que
n=

para toda n € N, p,,,gm N g1 = {gm}. De manera que Y — qq; = OL_jl(pnqn —

{an})-

Sea By = A, N (Y — ) = [ U (Pt U{aD)] N[ 0 (ug — {ga})]) =
U (mem - {Qm})

m#n

Por el Lema 90, A, es un cerrado en X, lo cual implica que B, es un
cerrado en Y — qq;, por lo tanto el complemento de B, en Y — qq; es abierto
enY —qqi, y éste esigual a (X — B,)N(Y —qq1) = (pn@nUqq) N (Y —qq1) =
PnGn — {qn}. Por lo tanto p,q, — {g.} es abierto en Y — pq, y el lema queda
demostrado. =

Teorema 92 57 Y es un peine Nulo entonces Y es un co-odo.
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Demostracién. Seguimos la notacién de la Definicién 88. Por la propiedad

(5), tenemos que para toda n € N, p,q,Nqq1 = {g,}, por lo tanto OL_jl(pnqn -
{¢»}) C Y —qq. Ahora por la propiedad (4) de la Definicién 88, los conjuntos
PnGn — {@n} Y PmGm — {@m} son ajenos si n # m. Por el Lema 91, para cada
n € N, el conjunto p,q, — {g,} es un conjunto conexo abierto y cerrado
del espacio Y — qq;, y por lo tanto una componente de Y — pq,. Entonces

como Y y qq; son dos subcontinuos de Y tales que la diferencia Y — qq; =
OL_jl (Pngn — {qn}) contiene una infinidad de componentes, concluimos que Y

es un oo-odo. W

Definicion 93 Una continuo Y es una dendrita F,,, si existe un punto p €

Y, una sucesion de puntos {q,}5°, en'Y y una sucesion de arcos {pg,}5° 4,

donde cada arco pq, une al punto p con el punto q,, tales que:

(1) Y = U pgn.
(2) pg, — {p}, cuando n — oc.

(3) pgn N pgy, = {p} para toda n # m (Ver Figura 4.2).

Lema 94 Si Y es una dendrita F,,, entonces para toda n € N, el conjunto
A, = U pgm es un compacto en'Y .
n#m

Demostracién. Por la propiedad (2), de la Definicién 93, tenemos que
{PGm }nzm €s una sucesién de subconjuntos cerrados de X. Por el Lema 89,
tenemos que el conjunto {p} U ( ;J Pm) = g Pgm = A, es un subconjunto

compacto de X. m

Lema 95 Usamos la notacion de la Definicion 93. Si n € N, entonces el
conjunto pg, — {p} es abierto y cerrado en'Y — {p}
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o p a,

Figura 4.2: Dendrita F,.

Demostracién. Notemos que para toda n € N, pg, es un cerrado en X,
ademds por la propiedad (3), de la Definicién 93 tenemos que para toda

n €N, pg, N{p} = {p}. Entonces pg, N (Y —{p}) = pg, — {p} es un cerrado
en Y —{p}. Por otro lado, por el Lema 94, A,, es cerrado en Y, de manera que

Y —A, es abierto en X, peroY —A,, = ( otjlpqmu{p})—( Y P4m) = PGn—1p}-

Hemos demostrado que pg, — {p} es abierto en Y, como (pg, — {p}) N

(Y —{p}) = pg. — {p}, tenemos que pq, — {p} es cerrado en Y — {p} y el
lema queda demostrado. m

Teorema 96 5@ Y es una dendrita F,,, entonces Y es un oo-odo.

Demostracién. Usamos la notacién de la Definicién 93. Por la propiedad (3),
tenemos que para toda n € N, pg, N{p} = {p}. Por lo tanto ole (pgn —{p}) C

Y — {p}. Por la propiedad (3) de la Definicién 93, los conjuntos pg, — {p} y
Pqm — {p} son ajenos si n # m. Por el Lema 95, para cada n € N, el conjunto
pqn — {p} es un abierto, conexo y cerrado del espacio Y — {p}, y por lo tanto
una componente de Y — {p}. Entonces Y y {p} son dos subcontinuos de Y
tales que la diferencia Y — {p} = ot_jl(an — {p}) contiene una infinidad de

componentes. Concluimos que Y es un co — odo. m
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4.3. Dendroides

En esta seccién demostraremos que los dendroides, continuos que definire-
mos mas adelante, satisfacen que su hiperespacio F5(X) se puede encajar en
su hiperespacio C'(X). Esto lo haremos de la siguiente manera: primero con-
sideraremos a los dendroides que son localmente conexos, demostraremos
que son dendritas y entonces, el Teorema 87, nos proporcionard automati-
camente lo que queremos. Después, apoydndonos en un resultado de [11],
demostraremos que los dendroides que no son localmente conexos contienen
un peine Nulo o una dendrita F),, de manera que contienen un oo-odo y en-
tonces aplicando el Teorema 23 y el Teorema 26, podremos concluir lo que
deseamos.

Definicién 97 Un continuo X es unicoherente si para cualesquiera dos
subcontinuos A y B de X tales que AUB = X se tiene que AN B es conezo.

Definicién 98 Un continuo es hereditaritamente unicoherente si todos
sus subcontinuos son unicoherentes.

Definicién 99 Un continuo X es un dendroide si es un continuo arco
conexo y hereditariamente unicoherente.

Lema 100 Si X es un dendroide, entonces X es dnicamente arco conexo.

Demostracién. Sean dos puntos distintos a,b € X. Supongamos que A; y
Ajg son dos arcos en X que unen al punto p con el punto ¢, entonces A; U Agy
es un subcontinuo de X. Lo que debemos demostrar es que A; = A,. Para
esto notemos que {a,b} C A; y {a,b} C As, por lo tanto {a,b} C A; N A,.
Como X es hereditariamente unicoherente, tenemos que A4; N Ay € C(X).
Como A; N Ay C Ay, tenemos que A; N Ay es un subarco de A; que contiene
al conjunto de sus dos puntos extremos {a, b}, de modo que A; N Ay = A;.
Anédlogamente se demuestra que A; N A = A,. Por lo tanto A; = As, lo cual
demuestra este lema. m
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Lema 101 Si X es un dendroide, entonces X no contiene curvas cerradas
simples.

Demostraciéon. Si X es un dendroide que contiene curvas cerradas simples,
entonces X no es uUnicamente arco conexo, lo cual es una contradiccién al
Lema 100. Por lo tanto X no contiene curvas cerradas simples. m

Teorema 102 Un continuo X es una dendrita sty sélo st X es un dendroide
localmente conexo.

Demostraciéon. Vamos a demostrar las dos implicaciones:

(«<=) Sea X un dendroide localmente conexo. Por el Lema 101 tenemos
que X no contiene curvas cerradas simples. Por lo tanto concluimos que X
es una dendrita.

(=) Si X es una dendrita, entonces X es un continuo localmente conexo
y por el Teorema 13 tenemos que X es arco conexo. Entonces sélo nos resta
demostrar que X es hereditariamente unicoherente.

Para esto sean A y B dos subcontinuos de X y supongamos que A N B
es disconexo. Como A N B es cerrado en X, entonces existen dos cerrados
no vacios H y K talesque ANB=HUKy HNK = @. Como X es un
espacio normal, existen dos abiertos U y V en X talesque H CU, K C V' y
UNV =@. Entonces AN (X —(UUV))y BN(X —(UUV)) son compactos
en X. Ademés AN (X —(UUV))NB=(ANB)— (UUV) = @. Asi que,
de nuevo por la normalidad de X podemos concluir que existen abiertos W
y Z talesque (A—(UUV))CcW,(B-UUV))CcZ yWnZ=a.

Tenemos entonces que U UV UW es abiertoy A CUUV UW . Sea G la
componente conexa de U UV UW que contiene a A. Como X es localmente
conexo podemos concluir que G es abierto y asi, por el Teorema 14, G es
arco Conexo.

Andlogamente tenemos que F' es la componente conexa de U UV U Z que
contiene a B, entonces F' es arco conexo. Sean p un punto en H y ¢ un punto
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en K. Como HN K = &, tenemos que p # q. Comop € H C AC GGy
g € K C A C @G, entonces existe un arco A; C G que une a p con q. Luego
comop€e HC BCFype K CB C F, entonces existe un arco Ay C F
que une a p con q.

Si tuvieramos que A; = A,, tendriamos que A; = A, C GNF C (UUV U
WYNUUVUZ)cUUV;peroUUYV es disconexo, asi que Ay = Ay C U
0A1=A,CV,perope HNA  CUNAy g€ KNA; CVNALlocual
es una contradiccién. Por lo que A; # As.

Como A; y A, son dos arcos distintos que comienzan y terminan en los
mismos puntos concluimos que A; U Ay contiene una curva cerrada simple,
lo cual es una contradicciéon pues X es una dendrita. Por lo tanto A N B es
conexo. Asi obtenemos que X es un dendroide. m

Teorema 103 57 X es un dendroide localmente conexo, entonces existe un
encaje e : F5(X) — C(X).

Demostraciéon. Sea X un dendroide localmente conexo, entonces por el
Lema 102, X es una dendrita. El Teorema 87 asegura que para toda dendrita
X, existe un encaje e : Fp(X) — C(X). Por lo tanto este teorema queda
demostrado. =

Antes de estudiar a los dendroides que no son localmente conexos, con-

sideraremos las siguientes definiciones y resultados.

Definicién 104 Sea X un dendroide, un semipeine en X es un subcontinuo
Y de X que contiene:

(a) un arco A C Y,

(b) dos puntos r,q € A con r # q,
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(¢) una sucesién de puntos {r,}>° ; contenida en Y — A,

(d) una sucesién de puntos {g,}>° ; contenida en A,

Tales que:

(i) Y = AU (U {rug, : n € N}),
(i0) 70 — 75 Gn —
(419) r1q1,72G, - - ., son arcos ajenos dos a dos,

(1v) Tqn N A = {qn}, para cada n € N (ver Figura 4.3, donde A es el
arco que une a r con q).

Teorema 105 Si X es un dendroide que contiene un semipeine, entonces
X contiene un peine Nulo.

Demostraciéon. Supongamos que la métrica de X es d. Sea Y un subcontinuo
de X que satisface las condiciones de la Definicién 104. Podemos encontrar
un arco no degenerado kki, contenido en A y con extremos k y ki, y una
subsucesién de puntos distintos {k, }52; dela sucesion {g;}32,, tal que k, — k
y ademas kk, C kk,,, para cualesquiera n > m.

Como la sucesién {k, }52; es una subsucesion de {g;}32,, entonces podemos
considerar la subsucesién {s, 72, de la sucesién {7;}22, que coresponde a los
mismos indices, y por lo tanto {k,}2°, v {s,}5°, satisfacen lo siguiente:

(1)$p — 1, kp — k,
(1) s1k1, Soko, ..., son arcos ajenos dos a dos,
(1) spkn N kky = {k,}, para cada n € N.
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s r, ry

I

Figura 4.3: Ejemplo de un Semipeine.

Afirmacion 1. Existe un subconjunto W en Y para el cual se tiene lo
siguiente:

(a) Existe un arco no degenerado contenido en W con extremos k y kj.

(b) Existe una sucesién de puntos distintos {k,}°, contenida en el arco
k.

(¢) Existe una sucesién de puntos distintos {p,}5>,; contenida en la dife-
rencia W — kk;.

Demostracién. Para cada n > 1 sea «a, : [0,1] — X un encaje tal que
a,([0,1]) = spkn, ¥ a,(0) = k,. Entonces por continuidad para toda n > 1,
existe t,, > 0 tal que a,,([0,¢,]) C Bi(ky,). Denotemos p,, = a,(t,) para toda
n>1. !

Definimos: W = ( °L_3°2pnkn) U kks.
Para obtener (b), recordemos que el arco kk; C A, lo cual implica, por

la propiedad (ii7), que p,k, N kky = a,([0,t,]) N kky C rpk, N A = {k,},
para toda n > 1, entonces p,k, Nkk; = {k,}, para toda n € N. Para obtener
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(c), sin € N, entonces p, € W — kky, esto implica que la sucesién {p, }°°,
estd contenida en el conjunto W — kk;. Esto termina la demostracién de la
Afirmacion 1.

Afirmacion 2. El conjunto W satisface lo siguiente:

D)W= (i U Pokin) U kky

1w

(2)pn—>k k: — k, ppk, — {k}, cuando n — oo.
(3) kk,, C kk,, para cualesquiera n < m.

(4) pnkn O Pk, = @, para toda n # m.

(5) kk1 N puk, = {kn } para toda n € N.

Demostracion. La propiedad (1) se tiene por definicién ya que W =
(nLiQpnkn) U kky.

Veamos que se satisface (2). Notemos que, por la eleccién de la sucesion
{kn}52,, tenemos automdticamente que k, — k. Ahora demostremos que
lim p,k,, = {k}. Para esto sea ¢ > 0 y consideremos N; € N tal que ; i <.
Como lim k,, = k podemos elegir N, € N tal que sin > N, entonces d(k % ) <
5. Sea N = max{Ny, Np}. Vamos a demostrar que H(p,kn,{k}) < ¢ si
n > N, es decir debemos verificar que p,k, C N(e,{k}) vy {k} C N(g, pukn).

Sea n > N, entonces por construccién de la sucesién {p,}>°,, tenemos
que ppky, C Bi(ky). De donde, si x € pyky,, entonces d(z, k) < d(z,kn) +
d(kn, k) < + + < 5+ 5 = ¢. Por lo tanto p,k, C B.(k) = N(e, {k}). Por
otro lado, por la elecc10n de N, tenemos que si n > N, entonces d(k;, kn) <
5 < &, lo cual demuestra que {k} C N(e,ppky). De las contenciones p,k;,, C
N(e,{k}) y{k} C N(e,pnkn),y por el Lema 4, concluimos que H (p, k., {k}) <
e, para toda n € N. Lo cual demuestra que p,k, — {k}. Una consecuen-
cia de este resultado es que p, — k, ya que para toda n € N, se tiene
que p, € pyk, — {k}. Esto termina la demostracién de que se satisface la
propiedad (2).

Notemos que la propiedad (3) se cumple por la eleccién de la sucesion
{k,}22,. Para obtener (4) observemos que, para toda n € N, tenemos que
Pnkn, C 1k, y como los arcos riky, roks, ..., son ajenos dos a dos se tiene
que si n # m, entonces ppkn, N pmkm C ok, N Tk, = @. Esto demuestra
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(4).

Por 1iltimo, recordemos que la propiedad (5) se demostré inmediata-
mente después de definir el conjunto W. Esto termina la demostracién de
la Afirmacion 2.

Afirmacién 3. W es un subcontinuo de Y.

Demostracion. Por construccién, el conjunto W es no vacio y conexo
por arcos. Por (2) de la Afirmacion 2, tenemos que {p,k.,}5°_; es una
sucesién de cerrados en X, que converge al punto {k}. Por el Lema 89,

tenemos que el conjunto A,, = ( Olepmkm) U {k} es un cerrado en X. Ahora
m=

como kk; es un subconjunto cerrado de Y, tenemos que kk; U A,, = kk; U

[( Lilpmkm) U{k}] = W es un subconjunto cerrado de Y. Por lo tanto siendo,

X compacto, concluimos que W es compacto. Esto termina la demostracion
de la A firmacion 3.

De las Afirmaciones 1, 2 y 3, cuncluimos que W satisface las condiciones
de la Definicién 88, es decir, W es un peine Nulo contenido en X. Asi este
teorema queda demostrado. m

Definicién 106 Sea X un dendroide, una semiescoba en X es un subcon-
tinuo Y de X que contiene:

(a) un arco A C Y,
(b) dos puntos r,p € X con r # p,

(¢) una sucesién de puntos {r,}2°, en Y — A.

tales que:
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(i) Y = AU [U{pr, : n € N},

(1) rp, — 1,

(13i) prp N pry, = {p}, si n #m,

(iv) pr, N A = {p} para toda n € N (ver Figura 4.4, donde A es el arco
que une a p con q).

Figura 4.4: Ejemplo de Una Semiescoba.

Teorema 107 Si X es un dendroide que contiene una semiescoba, entonces
X contiene una copia topoldgica de F,,.
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Demostraciéon. Supongamos que la métrica de X es d. Sea Y una semi-
escoba en X y siguiendo la notacién de la Definicién 106, probaremos lo
siguiente.

Afirmaciéon 1. Existe un conjunto W en X, un punto p € W, una sucesion
de puntos {¢,}52, en W y una sucesién de arcos {pg,}>,, donde cada arco
pq, une al punto p con el punto g,.

Demostracién. Tomemos como p al punto r que nos proporciona la
Definicién 106. Para cada n € N, sea a,, : [0,1] — X un encaje tal que
a,([0,1]) = pr, y «(0) = p. Por la continuidad de «,, para toda n € N,
existe ¢, > 0 tal que o, ([0,%,]) C B1(p). Denotemos por g, al punto o, (t,),
para toda n > 1. "

Definimos W = olepqn.
n=

Con esto hemos construido una sucesién de puntos {¢,}3>; contenida
W y una sucesién de arcos {pg,}>°,, también contenida en W, donde cada
arco pq, une al punto p con el punto ¢,. Esto termina la demostracién de la
Afirmacion 1.

Afirmacion 2. El conjunto W satiface lo siguiente.

(1) W= (U pgn),
(2) o — py pgn — {p}, cuando n — oo,
(3) pgn N pgy, = {p},para cualesquiera n # m.

Demostracién. La propiedad (1) se tiene por definicién ya que W =

U Dan-

Veamos que se satisface (2). Primero demostremos que limpg, = {p}.
Para esto, sea ¢ > 0 y consideremos N € N tal que % < 5. Vamos a demostrar
que H(pgn, {p}) < €,sin > N, es decir debemos verificar que pg, C N(e,{p})
y {p} € N(e, pgn).

Sea n > N, entonces por construccién de la sucesién {g,}5°,, tenemos
que pg, C Bi(p). De donde si, € pgy, entonces d(x,p) < 5 < e. Por lo

tanto pq, C Bng(p) = N(e,{p}). Por otro lado, como para toda n € N, se tiene
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que p € pg, entonces {p} C N(g,pg,). De las contenciones pg, C N(e,{p})
y {p} C N(e,pg,), concluimos que H(pg,,{p}) < €, lo cual demuestra que

pgn — {0}

Una consecuencia de este resultado es que ¢, — p, ya que, para toda
n € N, se tiene que ¢, € pg, — {p}. Esto termina la demostracién de que se
satisface la propiedad (2).

Notemos que la propiedad (3) se cumple ya que, por (iii) de la Defini-
cién 106, tenemos que para cualesquiera n # m, pg, N pgm = a,([0,t,]) N
am([0,t,]) C pry, N pr, = {p} , entonces pg, N pg,, = {p}, para toda n € N.
Esto termina la demostracién de la A firmacion 2.

Afirmacion 3. W es un subcontinuo de X.

Demostracion. Por construccion el conjunto W es no vacio y conexo por
arcos. Por la propiedad (2) de la Afirmacién 2, tenemos que {pg,}>>; es
una sucesién de cerrados en X que converge al punto {p}. Por el Lema 89,
obtenemos que {p}U( Olepqn) = OlepCIn = W es compacto en X . Esto termina

n— n—=

la demostracién de la A firmacion 3.

De las Afirmaciones 1, 2 y 3, obtenemos que W es un subcontinuo de
X que satisface las condicones de la Definicién 93, es decir, W es una copia
topolégica de F,,. m

La demostracién del siguiente teorema no la incluiremos en este trabajo,

pero su prueba se puede consultar en [11, Teorema 6.10, p. 62].

Teorema 108 Sea X un dendroide. Entonces X es una dendrita si y solo
st X no contiene mi semipeines ni semiescobas.

Lema 109 Sea X un dendroide no localmente conexo, entonces X contiene
un semipeine o una semiescoba.
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Demostracién. Como X no es localmente conexo, por el Lema 102, tenemos
que X no puede ser una dendrita. Esto quiere decir que X no satisface el
Teorema 108. Por lo tanto X contiene un semipeine o una semiescoba. m

Teorema 110 Sea X un dendroide no localmente conexo, entonces existe

un encaje e : Fy(X) — C(X).

Demostracién. Por ser X un dendroide no localmente conexo por el Lema
109, X contiene un semipeine o una semiescoba.

En el caso en X contiene un semipeine, el Teorema 105 asegura que X
contiene un peine Nulo. Por otro lado, el Teorema 92 nos dice que todo peine
Nulo es un oco-odo. Esto demuestra que X contiene un oo-odo.

Cuando X contiene una semiescoba, el Teorema 107 asegura que X con-
tiene una copia topoldgica de F,. Por otro lado, el Teorerma 96 nos dice que
toda dendrita F,, es un oo-odo. Esto demuestra que X contiene un oco-odo.

Lo anterior implica que todo dendroide no localmente conexo X contiene
un oo-odo. Recordemos que en el Teorema 23 demostramos que si un continuo
X contiene un oo-odo, entonces su hiperespacio C'(X) contiene un cubo de
Hilbert. Por tdltimo, como F5(X) es un continuo, por el Teorema 26, tenemos
que si X es un dendroide no localmente conexo, entonces existe un encaje
e: F5(X) — C(X). Esto termina la demostracién de este teorema. m

Notemos que los resultados de esta seccién se pueden resumir en el si-
guiente teorema.

Teorema 111 Si X es un dendroide, entonces existe un encaje e : Fo(X) —
C(X).

Demostraciéon. Cuando X es un dendroide localmente conexo, el resultado
se tiene por el Teorema 103. Cuando X es un dendroide no localmente conexo,
entonces el resultado se sigue del Teorema 110. m



Capitulo 5

Continuos Localmente Conexos

En este capitulo vamos a trabajar con los continuos localmente conex-
0s, para esto vamos a introducir algunas definiciones y probaremos varios
resultados que facilitardn la clasificacién de estos continuos.

Nota 112 Recordemos que todo continuo localmente conexo es conexo por
arcos (Teorema 13).

Teorema 113 5i X es un continuo localmente conexo, entonces X es local-
mente arco conexo.

Demostracién. Sea z un punto en X y U, una vecindad abierta en X tal
que x € U,. Por ser X localmente conexo existe un abierto y conexo V, en
X tal que z € V, C U,. El Teorema 14 asegura que todo abierto y conexo
en un continuo localmente conexo es arco conexo, por lo tanto Vx es arco
conexo. Esto demuestra que X es localmente arco conexo. m

Recordemos la definicién de orden de Menger-Urysohn (Definicién 53).

Sea (X, 7) un espacio topolégico y sea A C X. Sea 3 un cardinal. Decimos
que A es de orden menor o igual que 5 en X, y escribimos ord(A, X) < f,
si para cualquier U € 7 tal que A C U, existe V e ttalque ACV C Uy
V] < 8.

105
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Decimos que A es de orden [ en X, y escribimos ord(A, X) = (3, si
ord(A, X) < pyord(A,X) # a para toda a < 5. En el caso en que A = {p}
para algin punto p € X, vamos a escribir simplemente ord(p, X), en lugar
de la expresion ord({p}, X).

Definiciéon 114 Sea X un continuo, entonces el conjunto de puntos en
X que tienen orden mayor o igual a tres lo denotaremos por O(X).

Lema 115 Sea X un continuo localmente conexo para el cual todo arco L
de X satisface que |LNO(X)| < oo. Entonces para cualquier arco pr con
extremos p y r, se tiene que existe un subarco de L con extremos p y q tal

que pqg C pr y (pg — {p}) NO(X) = @.

Demostracién. Sea L = pr un arco con extremos p y r. Podemos suponer
que (pr—{p})NO(X) # @ pues de lo contrario no hay nada que demostrar.
Sea « : [0, 1] — X un encaje tal que «([0, 1]) = pr, «(0) = py (1) = r. Como
lpr N O(X)| < oo, por ser « continua y [0, 1] compacto, tenemos que existe
s = min{t € (0,1] : a(t) € O(X)}. Tomemos ¢ = a(5), entonces obtenemos
que el arco a([0, 5]) = pq C pry ademds tenemos que (pg—{p})NO(X) = &,
esto termina la demostracién del lema. m

Definicién 116 Un espacio topologico Hausdorff (X, ) es completamente
normal si y sélo si para cualesquiera dos conjuntos A, B C X tales que
ANB = ANB = @, existen dos subconjuntos abiertos y ajenos Uy y Vg
tales que AC Uy y B C Vp.

Lema 117 Sea X un continuo, entonces X es completamente normal.

Demostraciéon. Como X es un continuo, entonces X es un espacio métrico.
Por [8, p. 134], tenemos que todo espacio métrico es completamente normal.
Por lo tanto X es completamente normal. m
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Nota 118 57 X es un continuo y x € X, es el vértice de un triodo simple
contenido en X, por la Nota 54, tenemos que ord(z, X) > 3.

Lema 119 Sea X un continuo localmente conexo para el cual todo arco L
de X satisface que |L N O(X)| < oo. Si existe un punto p € X, tal que para
cualquier vecindad U de p y para cualqier m € N, existe un m-odo simple
th,, con vértice p contenido en U tal que (p, — {p}) N O(X) = @, entonces
existe una sucesion de arcos {pg,}>° , tales que:

(1) pgn C B1(p), para toda n € N,

(2) pax ﬂqun: {p}, para cualesquiera k < j,

(3) (pgn — {p}) N O(X) = @, para toda n € N.

Demostracién. Supongamos que la métrica de X es d. Vamos a construir,
por induccién, una sucesién de arcos que satisfacen las condiciones de este
lema.

Para la base de inducién, para m = 1, consideremos Bj(p), que es un
abierto en X. Como X es localmente arco conexo, existe un abierto y conexo
por arcos V; en X, tal que p € V; C Bi(p). Por ser X no degenerado, existe
un punto ¢; € V3 —{p}. Sea pg; un arco que una al punto p con el punto ¢, tal
que pg; C Vi. Por el Lema 115, podemos suponer que (pg; —{p})NO(X) = @.
Notemos que el arco pg;, por construcion, satiaface las condiciones (1) y (3);
y por vacuidad la condicién (2).

Supongamos que para toda k € {1,...,n—1}, existen arcos pqi, . . . , Pqn_1
tales que:

(1) pgr C B%(p), para toda k € {1,...,n — 1},

(2) pgr N pg; = {p}, para cualesquiera k < j con k,j € {1,...,n — 1},
(3) (pgr, — {p}) NO(X) = &, para toda k € {1,...,n — 1}.

Para construir el enesimo arco, consideremos B1 (p), que es una vecindad
de p. Entonces, por hipétesis para n, existe un n-odo simple py, = pr1 U
++- U pry, con vértice p contenido en B=(p) tal que (1, — {p}) N O(X) = .
Como el conjunto pg; U --- U pg,—1 es un (n — 1)-odo simple con vértice p,
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ajeno al conjunto O(X), y pu, es un n-odo simple con vértice p, ajeno al
conjunto O(X), entonces existe k € {1,...,n} tal que pry Npg; = {p} para
toda j € {1,...,n — 1}. Renombremos al arco pry como pg,, para terminar
el paso inductivo, debemos demostrar que el arco pry satisface (recordemos
que las condiciones que vamos a mencionar, los arcos pqi, ..., pg¢,_1, ya las
satisfacen):

(1) pgn C B1(p),
(2) pg, Npg; = {p}, para toda j € {1,...,n — 1},
(3) (pgn —{PH NOX) = 2.

Entonces, la parte (1) se tiene, pues el arco pg, C p, C B 1 (p). La parte
(2) se tiene garcias a la eleccién del arco pry = pg,, ya que el arco pq,
es tal que pr, N pg; = {p}, para toda j € {1,...,n — 1}. Por dltimo, la
parte (3) se tiene pues el arco pg, C , y el n-odo simple p,, es tal que
(b —{p}) NO(X) = &.

Asi terminamos la demostracién del paso inductivo y la prueba de este
lema. m

Lema 120 Sea X un continuo localmente conexo, si existe un punto p € X
y una sucesion de arcos {pq, 2, tales que:

(1) pg, C Bi(p), para todan € N,

(2) par N qun: {p}, para cualesquiera k < j,

entonces X contiene una copia topoldgica del continuo F,.

Demostracion. Sea Y = C>lepqn. De esto notemos que tenemos lo siguiente;
n—

existe un punto p € Y, una sucesién de puntos {¢,}>°; en Y y una sucesion
de arcos {pgq,}5°,, donde cada arco pg, une al punto p con el punto g,.

Afirmaciéon 1. pg, — {p}, cuando n — oo.

Demostracion. Sea e > 0, como pg, C Bi(p), para toda n € N, entonces

existe N € N tal que 1 < €. Sin > N, entonces el arco pg, C Bi(p) C

B.(p) = N(g,{p}), asi también se tiene que {p} C N(e, pg,). Esto demuestra
que para toda n > N, H({p},pg,) < € y termina la demostracién de esta
afirmacion.
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Afirmacion 2. El conjunto Y es un subcontinuo de X.

Demostracion. Como Y es conexo, no vacio y no degenerado, sélo basta
demostrar que Y es compacto. Por la Afirmacién 1, tenemos que {pg, }>>,
es una sucesion de subconjuntos cerrados en X que convergen al punto p,

entonces por el Lema 89, tenemos que el conjunto ( olepqn) U{p} =Y es
compacto. -

Para terminar la prueba de que Y es el la copia topolégica del continuo
F,, que andamos buscando (ver Definicién 93), sélo debemos mecionar que,
por la propiedad (2) de las hipétesis, tenemos que pg; N pg; = {p}, para
cualesquiera £ < j. =

Lema 121 Sean X un continuo localmente conexo, pq un arco, que une al
punto p con el punto q, tal que (pqg — {p}) N O(X) = &; y U una vecindad
abierta y arco conexa de p, tal que q ¢ U. Sir € U — {pq}, entonces todo
arco pr C U, que una al punto p con el punto r, satisface que pqgNpr = {p}.

Demostraciéon. Sea un arco pr C U, que una al punto p con el punto r
y supongmos que |pg N pr| > 1. Cosideremos 7 : [0,1] — X un encaje tal
que ([0,1]) = pr, v(0) = p y v(1) = r. Por la continuidad de v y por la
compacidad de [0, 1], tenemos que existe tg = max{t € [0,1] : y(t) € pr}.
Como 7 ¢ pq y |pgNpg| > 1, tenemos que 0 < t, < 1. Por lo tanto el
conjunto pq U 7y([to, 1]) es un triodo simple en X con vértice v(ty) € pq. Por
la Nota 118, sabemos que ord(y,(ty), X) > 3 y esto contradice el hecho que
(pgn — {p}) N O(X) = @. Por lo tanto pg Npr = {p}. =

Nota 122 Sean X un continuo yp € X, siord(p, X) = oo, esto quiere decir
lo siguiente: para toda n € N existe un abierto U, en X tal que p € U, y
para cualquier abierto V. en X tal que p € V C U, se tiene que |0V| > n.

Lema 123 Sea X un continuo localmente conexo para el cual todo arco L
de X satisface que |[LNO(X)| < oco. Si existe un punto p € X tal que
ord(p, X) = oo, entonces para cualquier vecindad abierta U de p y para
cualquier n € N, existe un n-odo simple p,,, con vértice p contenido en U tal

que (1, — {p})) N O(X) = 2.
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Demostraciéon. Sea U una vecindad abierta de p, por ser X localmente
arco conexo, podemos suponer que U es arco conexa. Vamos a demostrar,
por induccién, que para cualquier n € N, existe un n-odo simple con las
propiedades requeridas.

Para la base de inducién, para n = 1, por ser X no degenerado, existe un
punto ¢; € U—{p}. Sea pg; un arco que una al punto p con el punto ¢y, tal que
pq1 C Vi. Por el Lema 115, podemos suponer que (pg; — {p}) N O(X) =
Entonces el arco pg; es un 1-odo simple con vértice p, tal que pg; C U 'y
(pg1 — {p}) N O(X) = @. Esto termina la base de induccién.

Supongamos que existe, para n — 1, un (n — 1)-odo simple p = pg; U---U
Pqn—1, contenido en U con vértice p tal que (u — {p}) N O(X) = @. Por la
Nota 122, para el nimero natural n, existe una vecindad abierta U, de p,
tal que para cualquier abierto V' tal que p € V' C U,, entonces [0V| > n.
Podemos suponer lo siguiente:

(a) qx ¢ U, para toda k € {1,...,n —1}.
(b) Uy, es arco conexa.

Razon. Sea r = min{d(p, qx) : k € {1,...,n — 1}}, por ser X localmente
arco conexo, existe una vecindad abierta W de p arco conexa, tal que W C
B,.(p) N U,. Si V es una vecindad abierta de p tal que V' C W, entonces
V C U,, lo cual implica que |0V| > n. Entonces podemos trabajar con U,
como W que satisface (a) y (b).

Sea j € N, tal que Bi(p) C U, y para toda k € {1,...,n — 1}, sea
J
e € par — {p, qx} tal que pri C Bi ( ). Notemos que los conjuntos A =

(prk; —{m}) y B = U (quk — {Tk}) son tales que ANB=ANB =g,

entonces por el Lema 117 como X es completamente normal, existen dos

abiertos ajenos M y N, tales que A C M y B C N. Cosideremos M, =

M N Bi(p), que es una vecindad abierta de p tal que A C M, C U,, por
J

lo tanto |0M,,| > n. Ahora vamos a demostrar que existe g, € OM, tal que

Gn & -
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Si z € A, entonces v € M, asi x no puede estar en 0M,. Si x € B,
tenemos que z € N, que es un abierto ajeno a M, por lo tanto = ¢ 9M.
Observemos que, para toda k € {1,...,n — 1}, para cualquier vecindad Uy,
de 7y, existen s € pri y ti € riqr tales que si, tx € Uy. Esto demuestra que
{ri,...,rn_1} C OM,,. Como |0M,| > n, tenemos que existe ¢, € OM, tal
que ¢, ¢ p. Como ¢, € OM, C B% (p) C U,, tenemos que, por ser U, arco

conexo, existe un arco pg,, que une al punto p con el punto ¢,, contenido
en U,, por el Lema 115, podemos suponer que (pg, — {p}) N O(X) = 2.
Adicionalmente, como g ¢ U,, para toda k € {1,...,n — 1}, por el Lema
121, tenemos que el arco pg, es tal que pg, N pg. = {p}, para toda k €

{1,...,n—1}.

Con esto, obtenemos que p,, = 1 U pg,, es un n-odo simple con vértice p,
que por construccion satisface que p,, C Uy (u,, — {p}) N O(X) = 2. Esto
termina la demostracién del paso inductivo y asf mismo la demostracién de
este lema. m

Lema 124 Sea X un continuo localmente conexo para el cual todo arco L
de X satisface que |[LNO(X)| < o0o. Si |O(X)| = oo entonces existe un
punto p € X tal que para cualquier vecindad abierta U de p y para cualquier
n € N, existe un n-odo simple p,, con vértice p contenido en U tal que

1y —{P}) NO(X) = 2.

Demostracién. Como |O(X)| = oo, existe un punto p en X y una sucesién
de puntos ajenos {r, }°,, tal que limr, = p. Sea U una vecindad abierta de
n=1
p, por ser X localmente arco conexo, podemos suponer que U es arco conexa.
Vamos a demostrar, por induccién, que para cualquier n € N existe un n-odo
9 9 q
simple con las propiedades requeridas.

Para la base de inducién, paran = 1, como limr,, = p, existe una N; € N,
tal que ry, € U. Tomamos ¢; = ry,, como U es arco conexa, podemos tomar
pg1 un arco que una al punto p con el punto ¢y, tal que pg; C U. Por el Lema
115, podemos suponer que (pg; — {p}) N O(X) = &. Entonces el arco pges
un 1-odo simple con vértice p, tal que pg; C U y (pg1 — {p}) N O(X) = 2.
Esto termina la base de induccién.
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Supongamos que existe, para n — 1, un (n — 1)-odo simple p = pg; U
-+~ Up@gn_1, contenido en U con vértice p tal que (u— {p}) NO(X) = . Sea
U, C U, una vecindad abierta y arco conexa de p, tal que g ¢ U,, para toda
ke {l,...,n—1}. Como limr, = p, existe una N,, € N, tal que ry, € U,.
Tomamos ¢, = 7y, y observemos que ¢, ¢ u ya que ¢, = ry, € O(X) y
(u—{p}) N O(X) = @. Como U es arco conexa, podemos tomar pg, un
arco que una al punto p con el punto ¢,, tal que pg, C U,. Por el Lema
115, podemos suponer que (pg; — {p}) N O(X) = @. Adicionalmente, como
qr ¢ Uy, para toda k € {1,...,n — 1}, por el Lema 121, tenemos que el arco

Pqy, es tal que pg, N pgr, = {p}, para toda k € {1,...,n — 1}.

Con esto, obtenemos que p,, = 1 U pg,, es un n-odo simple con vértice p,
que por construccion satisface que w,, C Uy (u,, — {p}) N O(X) = @. Esto
termina la demostraciéon del paso inductivo y asi mismo la demostracion de
este lema. m

Teorema 125 Sea X un continuo localmente conexo para el cual todo arco
L de X satisface que |L N O(X)| < 00. Si X satisface alguna de las siguientes
condiciones:

(1) Existe un punto p € X tal que ord(p, X ) = co.

(1) [O(X)] = oo.

Entonces X contiene una copia topologica del continuo F,,.

Demostracién. En el caso (i) y en al caso (ii), por los Lemas 123 y 124,
respectivamente, tenemos que existe un punto p € X, tal que para cualquier
vecindad U de p y para cualgier m € N, existe un m-odo simple p,,, con
vértice p contenido en U tal que (u, — {p}) N O(X) = @. Por el Lema 119,
existe una sucesién de arcos {pq,}>°; tales que:

(1) pg, C Bi(p), para todan € N,

(2) pgx N pg; = {p}, para cualesquiera k < j,
(3) (pgn — {p}) N O(X) = @, para toda n € N.

Por lo tanto, cuando X satisface la condicién (i) o la condicién (i7), por
el Lema 120, tenemos que X contiene una copia toplolégica del continuo F,.
|
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Lema 126 Sea X es un continuo localmente conezxo. Si{x,}>° | es una suce-
sion de puntos distintos en X, tal que limx, = x, para alguna x € X, en-
tonces existe una sucesion de subcojuntos abiertos y arco conexos {V,}2°
tales que:

(1) z, € V,, C B1(xy,), para toda n € N.

2) V,NnV,, = @:L para cualesquiera n < m.

Demostracién. Vamos a construir los elementos de la sucesién por induc-
cion.

Para n = 1, como los conjuntos A; = {x1} y By = {z2, 23, 24,...} U {2z},
son tales que A;NB; = A;NB; = @. Por ser X completamente normal (Lema
117), existen dos abiertos ajenos M; y Ny, tales que Ay C My y By C Nj.
Como X es localmente arco conexo, existe un abierto arco conexo Vi, tal que
x1 € Vi C My N By(x;). Entonces, el abierto V; por construccién, satisface
(1) y por vacuidad satisface (2). Esto demuestra la base de induccion.

Supongamos que existen n — 1 abiertos Vi,...,V, 1 en X, tales que:

(1) xkEVkCB%(xk),paratodake{1,...,n—1}.
2) Vi, NV, = &, para cualesquiera k < j con k € {1,...,n — 1}.
J

Notemos que los conjuntos A,, = {x,} vy B, = {x}U{zy11, Tpi2, ... JUVIU
--UV,_1, son tales que A, N B, = A, N B, = @. Por ser X completamente
normal, existen dos abiertos ajenos M,, y N,,, tales que A, C M,y B, C N,,.
Como X es localmente arco conexo, existe un abierto arco conexo V/,, tal que
x, € V, C M, N Bi(z,). Entonces, el abierto V,, por construccién, satisface
(1). Si k < n, entonces Vi C B, C N,, y como V,, C M,, por ser M, y N,
ajenos, obtenemos que para cualquier £ < n, V,, NV, = &, esto prueba que
V,, satisface (2). Con esto terminamos la prueba del paso inductivo.

Tomando la sucesién de abiertos arcoconexos {V,,}22 ;, que obtenemos de
la construccién anterior, terminamos la prueba del lema. m

Nota 127 Sea z € X tal que ord(z, X) > 3, esto quiere decir por definicion
que ord(z, X) £ 2 y esto implica que existe un abierto U tal que v € X y
para cualquier abierto V' tal que x € V. C U, entonces |0V| > 3.
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Lema 128 Sea X un continuo localmente conexo. Si L es un arco en X vy
existe un punto x € L, que no es extremo de L, tal que ord(x,X) > 3,
entonces para todo abierto U tal que x € U, existe una vecindad abierta V

dex tal que VCU yoVN(X—-L)+#w@.

Demostracién. Sea U, un abierto que contiene a x y que satisface las condi-
ciones del la Nota 127. Supongamos lo contrario a la afirmacién de este lema,
entonces existe un abierto W, de X tal que para cualquier abierto W de X
con x € W C W,, se tiene que OW C L. Tomemos V, = W, N U,, consid-
eremos un encaje « : [0,1] — X tal que «([0,1]) = L y sea t, € [0,1] tal
que «a(tg) = z, como z no es puento extremo de L tenemos que 0 < tg < 1.
Por continuidad existen ¢y, ¢y € [0, 1] tal que = € a([t1,t]) C V,, y podemos
suponer que 0 < t; < tg < tg < 1.

Notemos que los conjuntos B = «([0,¢1)) Ua((t2,1]) y A = a((t1,t2)) son
tales que ANB=BNA=gyademéds z € A. Como X es completamente
normal podemos encontrar dos abiertos ajenos M y N tales que A C M y
B C N. De esto se tiene que A C M NV, y como M NV, es un abierto
talquez € M NV, y M NV, CV,, entonces (M NV,) > 3, por otro lado
MNV, C W, lo cual implica que d(MNV,) C L. Ahora notemos que siy € B,
entonces y € N C X — M, lo cual implica que y ¢ 9(MNV,). De igual forma,
siy € A, entonces y € MNV,, lo cual demuestra que y ¢ 9(MNV,), entonces
sumando esto con lo anterior, tenemos que (M NV,) C {a(t),a(tz)}, lo
que es una contradiccién. Asi concluimos la demostracion de este lema. m

Teorema 129 Si X es un continuo localmente conexo para el cual existe un
arco L tal que |L N O(X)| = 0o, entonces X contiene un co-odo.

Demostracién. Como |L N O(X)| = oo, entonces existe un punto p € L
y una sucesién de puntos distintos {z,}°,, tales que limx, = py z, €
LNO(X) para toda n € N. Podemos suponer que, para toda n € N, el punto
Z,, no es extremo de L. Por el Lema 126, existe una sucesiéon de subcojuntos
abiertos y arco conexos {V,,}°°; tales que:

(1) z, € V,, C B1(x,), para toda n € N.
(2) V, NV, = @, para cualesquiera n < m.
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Para cada n € N, como el ord(z,X) > 3 por el Lema 128, existe una
vecindad abierta U, de x tal que U, C V, (podemos suponer ademds que
U, C V,), y existe un punto ¢, € U, — L. Como ¢, € 90U, C U, C V,,
por ser V,, arco conexo, existe x,q, un arco contenido en V,,, que une el
punto z,, con el punto ¢,. Consideremos un encaje o, : [0,1] — X tal que
a,([0,1]) = znqn, @n(0) = ¢, ¥ an(l) = x,. Por la continuidad de «,, y la
compacidad de [0, 1], existe t{j = min{t € [0,1] : a,(t) € L}, como ¢, ¢ L,
tenemos que t§ > 0. De esta forma, si a,(t{) = pn, €l arco p,q, = a,([0,t5])
es no degenerado y satisface que p,q, N L = {p,}.

Afirmacion 1. limp,q, = {p}

Demostracion. Sea € > 0, como limz,, = p existe N € N, tal que para
cualquier n > N, x, € B5(p). Ademds podemos suponer que % < 5. Sea
T € PpGn, cOMO por contruccion p,q, C V,, y por (1), V,, C Bi(z,), entonces
d(z,p) < d(x,z,) +d(2n,p) < 5+ 5 = €. Esto demuestra quenel arco pnq, C
B.(p) = N(g,{p}). Andlogamente obtenemos que {p} C N(g,p,q,), para
toda n > N. Por lo tanto para toda n > N, H(p,q,, {p}) < ¢, esto termina

la demostracién de esta afirmacion.

Afirmacion 2. El conjunto A = L U ( olepnqn) es un subcontinuo de X.
Demostracion. Por la A firmacion 1, tenemos que {p, ¢, }5°; es una suce-
sién de subconjuntos cerrados de X tales que lim p,,q,, = {p}, entonces por el

Lema 89, obtenemos que {p}U( oL_(lepnqn) es un compacto de X. Como L es un

compacto de X, obtenemos que {p} U ( OL_jlpnqn) U L = A es un subconjunto

compacto de X. Para terminar la demsotracién de esta afirmacién, sélo falta
mencionar que, por construccién, el conjunto A es conexo y no vacio.

Afirmacién 3. Para cada n € N, el conjunto p,q, — {p,} es un abierto y
cerrado en el espacio A — L.

Demostracion. Como para toda n € N el arco p,q, es un cerrado en X
y se tiene que p,q, N L = {p,}. Entonces p,q, N (A — L) = ppqg, — {pn} es
un cerrado en A — L.
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Como A = ( oL(lepnqn) UL y para toda n € N, p,,¢,,, N L = {p}, entonces
n—=

A—-L= nogl(ann - {pn}>

Sean A,, = (ngmpmqm)u{p} Yy By = AN —qq1) = [ U (pmgmU{p})]N

m#£n
(U (Pt — (Pa})]) = U (Dt — {pm})-

n=1 m#n

Por el Lema 90, An#es un cerrado en X, lo cual implica que B,, es un
cerrado en A — L, por lo tanto el complemento de B,, en A — L es abierto en
A_L7 y éste es igual a (X_Bn)m(A_L) = (annUL)m(A_L) = ann_{pn}'
Por lo tanto p,q, — {p.} es abierto en A — L.

Por construccién para toda n € N, el conjunto p,q, — {p,} C V, y como
por (2) tenemos que V,, NV, = &, para cualesquiera n < m. Entonces los
conjuntos p,qn —{pn} Y Pm@m—{pm} son ajenos si n # m. Por la A firmacion
(3), para cada n € N, el conjunto p,g, — {g,} es un conexo abierto y cerrado
del espacio Y — qq;, y por lo tanto una componente de Y — pq;. Entonces
como A y L son dos subcontinuos de X tales que la diferencia A — L =

Ole (Pngn — {gn}) contiene una infinidad de componentes, concluimos que X
n—=

contiene un oco-odo. m

Nota 130 Recordemos que en el Capitulo III de este trabajo, se realizé un
andlisis completo para las grdficas finitas y se demostrd que cualquier grdfica
finita G, que no sea la circunferencia, satisface que su hiperespacio F5(X) se
puede encajar en su hiperespacio C(X).

La demostracién del siguiente teorema se puede consultar en [9, Teorema
9, p.144].

Teorema 131 Un continuo X es una grdfica finita si y sélo si X satisface
las siguientes dos condiciones:

(a) ord(xz, X) < oo para toda x € X.

(b) ord(x, X) < 2 excepto para un nimero finito de puntos en X.

Con los resultados anteriores, estamos listos para enunciar y demostrar
el siguiente Teorema:
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Teorema 132 5i X es un continuo localmente conexo y no es grifica finita,
entonces X contiene un co-odo.

Demostracion. Si X es un continuo localmente conexo que no es una grafica
finita; por el Teorema 131, obtenemos que X satisface alguna de las dos
condiciones:

(a) Existe un punto p € X tal que ord(p, X) = oc.
(b) Para una infinidad de puntos x € X, se tiene que ord(z, X) > 3.

Ahora observemos que si para algiin arco L de X, se tiene que L contiene
una infinidad de puntos de orden mayor igual a tres de X, entonces por el
Lema 129, obtenemos que X contiene un oco-odo.

Por lo tanto podemos suponer que X es un continuo localmente conexo
que no contiene algin arco con una infinidad de puntos de orden mayor o
igual a tres. Como, ademds estamos suponiendo que X no es una gréfica
finita, entonces X debe satisfacer la condicién (a) o la condicién (b) y por el
Teorema 125, obtenemos que X contiene una copia topolégica del continuo
F,,. Por el Teorema 96, el continuo £, es un oc-odo, y con esto terminamos
la prueba de este teorema. m

Teorema 133 S5i X es un continuo localmente conexo y no es grifica finita,
entonces existe un encage e : Fo(X) — C(X).

Demostraciéon. Por el Teorema 132 tenemos que X contiene un oo-odo.
Ahora recordemos que en el Teorema 23, demostramos que si un continuo
X contiene un oo-odo, entonces su hiperespacio C'(X') contiene un cubo de
Hilbert. Por ultimo, como F5(X) es un continuo, por el Teorema 26 tenemos
si X es un continuo localmente conexo y no es grafica finita, entonces existe
un encaje e : F5(X) — C(X). Esto termina la demostracién de este teorema.
|

Por ultimo observemos que los resultados que hemos obtenido a lo largo
del trabajo se pueden resumir en el siguiente Teorema:
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Teorema 134 La circunferencia es el iinico continuo localmente conexo para
el cual su hiperespacio F5(X) no se puede encajar en su hiperespacio C'(X).

Demostracién. Por el Teorema 133, sabemos que todo continuo localmente
conexo, que no sea grifica finita, satisface que su hiperespacio F5(X) se puede
encajar en su hiperespacio C'(X). Ahora en lo que respacta a las graficas
finitas, el Teorema 84, nos dice que la tunica grafica finita para la cual su
hiperespacio F5(X) no se puede encajar en su hiperespacio C'(X) es la cir-
cunferencia.

Esto termina la demostracion de este Teorema. m
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