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Capitulo 1

Introduccion

En el mercado financiero los productos derivados son cada vez més usados. Dentro
de los productos derivados se encuentran los forwards, futuros, opciones y swaps, que
tienen la caracteristica comun de estar vinculados al valor de un activo subyacente
o de referencia. Este activo subyacente puede ser una accién, un indice, un tipo de
cambio de divisas, un producto agricola o mineral o cualquier otro producto que se
desee utilizar como activo subyacente.

El objetivo para el cual fueron creados los productos derivados es el de ofrecer una
cobertura frente al riesgo debido a la fluctuacién del valor del activo subyacente en el
mercado; es decir, estos instrumentos buscan disminuir o anular el riesgo producido
por invertir en el activo subyacente de referencia. En la actualidad, aparte de la pro-
teccion al riesgo, existen personas que buscan la especulacién pura sobre los productos
derivados.

Esta tesis se enfoca al estudio de las opciones, especificamente a las opciones ameri-
canas de compra. Una opcién es un contrato que da el derecho de comprar o vender
un activo subyacente, més no la obligacién de hacerlo, a un precio pactado. En las
opciones participan dos personas: el emisor y el comprador. El emisor recibe una
prima al inicio del contrato, y el comprador obtiene el derecho a comprar o vender el
activo subyacente a un precio fijo denotado por K.

Una primera divisién entre las opciones se debe al tipo de derecho que dan al
comprador: las opciones que dan el derecho de compra son llamadas de compra, si el
derecho que brindan es el de venta son conocidas como de venta.

A su vez las opciones de venta y compra se dividen en europeas o americanas de
acuerdo al momento en el que puede ser ejercido el derecho adquirido. Las opciones
europeas sélo permiten ejercer el derecho adquirido en la fecha de expiracién de la
opcion, fecha que serd denotada por N. Por otro lado las opciones americanas pueden

ser ejercidas en cualquier momento comprendido entre la fecha de inicio y la fecha de
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expiracién de la opcién.

El ejercer o no el derecho adquirido por el comprador depende del precio del activo
subyacente en el mercado. Dendétese por Sy al precio del activo subyacente en el
mercado al tiempo ¢t. El poseedor de opciones europeas de compra ejercerd su derecho
a comprar el activo subyacente al precio pactado K siempre y cuando Sy sea mayor o
igual a K, ya que en caso contrario ejercer la opcién serfa comprar el activo a un precio
mayor al de mercado. En el caso de tener una opcién europea de venta, la decisién de
ejercerla se toma cuando Sy < K mientras que la decisiéon de no ejercerla es tomada
cuando Sy > K. Las funciones de pago generadas por la decisién de ejercicio o no del

poseedor de una opcién europea tienen la siguiente forma

Opcién europea de compra Opcién europea de venta
9(Sn) =[Sy — K]* g(Sn)=[K — Sn]"

La decisién que debe tomar el poseedor de opciones europeas para maximizar su
ganancia es sencilla, puesto que sélo tiene dos posibles decisiones: ejercer o no ejercer
la opcién en el tiempo N, y esta decisién queda completamente determinada por el
precio en el mercado del activo subyacente en la fecha de vencimiento.

El poseedor de una opcién americana tiene un panorama de decisiones mds com-
plejo para maximizar su ganancia, ya que éste debe elegir un tiempo de ejercicio en
el intervalo comprendido entre la fecha de inicio y la fecha de expiracién de la opcidn,
intervalo que serd denotado por [0, N]. Debido a que el precio del activo subyacente
en el mercado no es una funcién determinista del tiempo, el poseedor de la opcién no
puede conocer con precisién el momento ¢ en el cual ejercer la opcién para maximizar
su ganancia. Para todo tiempo ¢ € [0, N] se tiene una funcién de ganancias similar a
la descrita en las opciones europeas, es decir, en el caso de que una opcién americana
de compra sea ejercida en el tiempo ¢ la funcién de ganancias es g(S;) = [S; — K|,
mientras que en el caso de una opcién americana de venta que es ejercida en el tiempo
tesg(S)=[K—S]".

En esta tesis se discute el problema de como encontrar el tiempo ¢ € [0, N] que
maximice la ganancia esperada del poseedor de una opcién americana de compra, lo
cual se hard a través de describir los dominios de paro 6ptimo de la opcién. Los do-

minios de paro éptimo son una sucesién de subconjuntos {I'; },en de RT que permiten



1. Introduccién 3

decidir si ejercer la opcién al momento ¢ € {0, 1, ..., N—1} o esperar al tiempo t+1, esta
decision se hace al ver si el precio del activo subyacente Sy estd en su correspondiente
dominio de paro éptimo I'; o no.

Para analizar este problema se hard uso de las herramientas proporcionadas por
la teorfa de la probabilidad, procesos estocdsticos y procesos controlados de Markov,
mismas que serdn brevemente expuestas en el capitulo uno.

En el capitulo dos se abordard la exposicién y demostracién del teorema de paro
6ptimo creado por Shiryaev en 1978 para procesos estocdsticos a tiempo discreto, asi
como la variante de este teorema en el caso donde el proceso estocdstico es de Markov.

Con las herramientas que se desprenden del teorema de paro éptimo se abordars el
problema, central de esta tesis en el capitulo III, "Optimizacién de opciones americanas
con funcién de pago convexa". En primer lugar se encontrardn los dominios de paro
6ptimo en el caso de las opciones americanas, en el segundo paso se extienden estos
dominios al caso donde la funcién de pago es convexa y lineal por trozos, por tltimo se
encontrardn los dominios de paro éptimo para funciones de pago convexas en general.
Este capitulo estd basado en el articulo Optimal pricing for American type options
with discrete time [5)].

Para finalizar esta tesis, en el capitulo cuatro se expondrén dos ejemplos numéricos
de los dominios de paro 6ptimo suponiendo que el proceso del precio es una caminata
aleatoria geométrica con variables Bernoulli en un primer caso y lognormal en segundo
caso. HEste capitulo estd basado en el articulo Algorithms and Programs for optimal

Monte Carlo pricing of American options [9].



Capitulo 2

Conceptos basicos

2.1 Introduccién

En el presente capitulo se expondrdan de manera breve los conceptos bédsicos de proba-
bilidad, procesos estocdsticos y procesos controlados de Markov; estos conceptos son
necesarios para dar solucién al problema de determinar el dominio de paro éptimo de
una opcién financiera.

La exposicién esta basada en los libros: Estadistica I: probabilidad [1], Probability
[8], Introduccion a la teoria de la probabilidad [3], A first course in probability [11] y

Discrete-time Markov control processes: basic optimality criteria [4].

2.2 Probabilidad

La probabilidad es una rama de las matemadticas que estudia el comportamiento de
los experimentos aleatorios, es decir, aquellos en los que no es posible determinar el
resultado que se obtendra antes de la realizacién del experimento. El problema inicial
es cémo asignar a cada posible resultado una medida que brinde informacién sobre
qué tan posible es que ocurra cada resultado al realizar el experimento.

El conjunto de todos los resultados posibles de un experimento aleatorio se conoce
como espacio muestral y serd denotado por €2. A los elementos del espacio muestral se
les conoce como eventos elementales o puntos muestrales; por ejemplo, en el caso del
lanzamiento de un dado su espacio muestral es el conjunto {1,2,3,4,5,6}, donde cada
nimero por si solo es un evento elemental de dicho espacio muestral; cuando se lanza
una moneda su espacio muestral es el conjunto {dguila, sol} y sus dos tnicos even-
tos elementales son {dguila} y {sol}; en todo experimento aleatorio existe el espacio
muestral y sus correspondientes eventos elementales, aunque existen casos donde la

descripcién del espacio muestral y de sus eventos elementales no pueden ser descritos
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de forma sencilla.

Un jugador de dados puede estar interesado en resultados més complejos al de un
evento elemental, que salga un nimero en especifico; por ejemplo que se obtenga un
nimero par o un nimero mayor que 3. Cualquier evento que desee analizar el jugador,
se puede crear por medio de operaciones de conjuntos de los eventos elementales, que
se obtenga un nimero par es la unién de los eventos {2}, {4} y {6}; que se obtenga
un nimero mayor a 3 se construye por el complemento de {1,2,3}. Esta necesidad
de preguntarse por eventos mds complejos a los elementales se extiende a cualquier
experimento aleatorio.

De esta manera, un evento es una caracteristica que puede o no aparecer en los
resultados de un experimento aleatorio. Al definir un evento es indispensable que no
exista ambigiiedad alguna de si el resultado del experimento una vez realizado posee
o no la caracteristica indicada por el evento. En este caso, todo evento es identificado
con el subconjunto de 2 de todos los elementos que tienen dicha caracteristica descrita
por él. Asi por ejemplo, el evento: "que salga un nimero par al lanzar un dado" se
representa por el subconjunto {2,4,6} de Q = {1,2,3,4,5,6} y el evento "obtener un
nimero mayor que 3" por el subconjunto {4,5,6}.

Como se observa, el conocer el espacio muestral y los eventos elementales no es
suficiente para contestar preguntas sobre un experimento aleatorio, se necesita una
familia de subconjuntos del espacio muestral que contenga por lo menos los eventos
no simples en los cuales se puede tener interés. La definicién de estd familia se dard

en conjunto con lo que es una medida de probabilidad.

2.2.1 Espacios de probabilidad

Como se ha mencionado en la teoria de la probabilidad lo que se busca es definir
una medida que permita medir la incertidumbre, medida de probabilidad o funcion de
probabilidad, de los posibles eventos de un espacio muestral €.

Una medida de probabilidad es una funcién que asigna a cada evento un nimero
real entre cero y uno, esto quiere decir que el dominio de la medida de probabilidad
es una coleccién de subconjuntos de 2. Para que la medida de probabilidad esté bien
definida, su dominio debe permitir la construccién de cualquier evento usando opera-
ciones conjuntistas en los elementos de 2, es por esto que el dominio de una medida de
probabilidad debe ser una o-dlgebra contenida en el conjunto potencia de €2, denotado

por P ().
Definicion 2.2.1 Se dice que F C P (2) es una o-dlgebra si cumple:

1. Qe F,
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2. si Ae F, entonces A€ F, y

3. si {An},eny C F, entonces |J Ap € F.
neN

La o—4lgebra F sobre la cual se define la medida de probabilidad es el conjunto
de todos los eventos en interés a estudiar del fenémeno aleatorio. Si C' es una clase de
subconjuntos de €2, se puede construir la o—algebra generada por C', que es denotada
por o (C), que es la o—4lgebra mas pequena que contiene a C, es decir, si H es una
o—élgebra que contiene a C, entonces o (C') C 'H; como {0, 2} y P () son o-dlgebras
y C C Q, siempre debe existir o (C).

Una o—4&lgebra de importancia en la probabilidad debido a su gran utilidad, es la
o—dlgebra de Borel. Esta es la 0—élgebra generada por la topologia de R, es la misma
que se genera por la familia de intervalos abiertos J = {(a,b) : a,b € R}, y es denotada
por B (R). La o—élgebra de Borel contiene a todo tipo de intervalos, ya que cualquier
intervalo puede obtenerse mediante complementos, uniones numerables o intersecciones
numerables de intervalos abiertos. Ademads, contiene a cualquier subconjunto abierto
de R, puesto que éstos son siempre uniones numerables de intervalos abiertos, ademds,
como B (R) es una o-dlgebra debe contener a los complementos de todos los intervalos
abiertos, entonces contiene a todos los conjuntos cerrados de nimeros reales. A cada
conjunto de B (R) se le conoce como boreliano.

La pareja (€, F) formada por un espacio muestral Q # () y una o—4élgebra F de
subconjuntos de €2, se le conoce como espacio medible, ya que en ella se puede definir
una medida.

En el caso de un experimento aleatorio, la medida que se define sobre (€2, F) debe
brindar informacién sobre la incertidumbre de ocurrencia de cada resultado posible
del experimento. La definicién de medida de probabilidad estd dada por los axiomas

propuestos por Kolmogorov en 1933.

Definicién 2.2.2 Una terna (Q, F, P) es un espacio de probabilidad y P es una me-
dida de probabilidad, si 2 es un conjunto no vacio, F una o—dlgebra de subconjuntos

de Q y P una funcion de F en R, que cumplen con:

1. P(A) >0 para toda A € F,

2. si la coleccion {Ap}, ey C F estd formada por conjuntos ajenos, entonces

P(UAn> =Y P(An), y

neN neN
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El matemético Henri Léon Lebesgue se planteé el problema de extender el concepto
de longitud a una familia tan grande como sea posible de subconjuntos de nimeros
reales, es decir, comenzar asignando a cada intervalo su longitud y después extender
esa funcién lo més posible. Esta extension se puede hacer hasta abarcar la o—dlgebra
generada por los intervalos, es decir, la o-dlgebra de Borel. Pero los borelianos, si bien
son una familia muy grande, tienen la limitacién de que hay conjuntos de P (R) de
medida cero que no son borelianos. En términos de probabilidad esto significa que hay
subconjuntos de conjuntos con probabilidad cero para los cuales no estd definida la
probabilidad, lo cual es un problema; por ello, es conveniente considerar una familia

de subconjuntos de R aun més grande que los borelianos.

Definicién 2.2.3 Se dice que un conjunto A C R es Lebesque—medible, si pertenece

a la o-dlgebra generada por los borelianos unidn los conjuntos de medida cero.

De esta manera, todo conjunto Lebesgue-medible se puede escribir como la unién
de un boreliano y un conjunto de medida cero. La medida de Lebesgue, denotada
por A, en el (0,1) es la tinica medida de probabilidad definida sobre los conjuntos
Lebesgue-medibles contenidos en el (0,1) que asigna a cada intervalo su longitud.
De aqui en adelante cuando se hable de la o-dlgebra de Borel se considerard a los
borelianos completados, es decir, a la o-dlgebra de los Lebesgue—medibles.

En general, este método se conoce como la completacién de una media; se dice
que un espacio de probabilidad (€2, F, P) es completo si para toda A € F tal que
P (A) =0, se cumple que todo conjunto B C A estd en F, es decir que, F contiene a

todos los subconjuntos de conjuntos de medida cero en F.

2.2.2 Variables aleatorias

El espacio muestral 2 puede tener elementos que no son numeros reales, entonces,
la medida de probabilidad estd definida en un dominio F que no es una clase de
subconjuntos de R, lo cual puede dificultar el manejo de la o-dlgebra y de la medida
de probabilidad definida en ella, por ello resulta 1til poder transformar un espacio de
medida (€2, F) en un espacio de medida real (R,B3(R)) o un subconjunto de él. Esta
transformacién debe hacerse de manera que se respete la estructura de la o—algebra
F construida en 2, este cambio se hace a través de funciones medibles.

Una funcién f: (Q,F) — (%, F*), donde (2, F) y (%, F*) son espacios medibles,
se dice que es F — F*—medible, si f~1 (A) € F paratoda A € F*. Si existe una funcién
f, F—F*—medible, entonces se puede trabajar en el espacio (%, F*) en lugar de
(Q, F), debido a que existe una funcién que permite exportar la estructura del espacio

(Q,F) en (2%, F*).
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Dentro de las funciones medibles son de especial importancia las funciones de
imagen real, f: (Q,F) — (R, B(R)),conocidas como Borel medibles.

Una variable aleatoria X es una funcién Borel-medible definida sobre (£2,F). La
construcciéon de variables aleatorias permite analizar un tipo particular de eventos
de un experimento aleatorio. Por ejemplo, al lanzar dos dados regulares, la variable
aleatoria definida por X (a,b) = a+b donde (a,b) € {(z,y) |z,y € {1,2,3,4,5,6}} = Q
permite analizar el comportamiento global de las distintas probabilidades que corres-
ponden a los valores que puede tomar la suma.

Dada cualquier variable aleatoria X, es posible definir su funcién de distribucién
Fx : R — R por medio de:

Fx(z)=P[X <z].
Esta funcién condensa toda la informacién probabilistica de la variable aleatoria X y
con base en ella se puede calcular cualquier probabilidad que involucre sélo a X.

FEn un experimento aleatorio no se puede responder con certeza a la pregunta: ;cudl
es el resultado que tendrd la variable aleatoria X en la realizaciéon del experimento?
Pero si se puede calcular el valor promedio ponderado por la probabilidad de cada
uno de los valores de X. El concepto de wvalor promedio o wvalor esperado de una
variable aleatoria es de importancia, ya que resume la informacién que se tiene sobre
la incertidumbre de X en un unico valor. El valor esperado de una variable aleatoria

es un indice de referencia de los valores promedios de la variable.

Definicién 2.2.4 La esperanza de una variable aleatoria X definida en un espacio de
probabilidad (2, F, P), estd dada por

BIX] = /Q XdP

siempre y cuando la integral exista, es decir, E[X1] = [max{0,X}dP < oo o
E[X7] = [omax{0,-X}dP < oo.

Como cualquier integral, la esperanza de una variable aleatoria es lineal:

FE (i aiXi> = Zn:aiEXi,
=1 i=1

donde a; es una constante y X; una variable aleatoria para toda 1.
Una medida de la dispersién de los valores de una variable aleatoria X respecto a

su valor esperado es la varianza de la variable aleatoria.

Definicién 2.2.5 La varianza, denotada por o (X), de una variable aleatoria X estd
definida como
2 x)=d P~ EX)?=E[X?—(BE[X)? siE[X? <oo
00 si B [X?] = +o0



2. Conceptos basicos 9

2.2.3 Probabilidad Condicional

Cuando se tiene informacién de que ha ocurrido cierto evento B C F, y con P (B) > 0,
pero el resultado exacto se desconoce, esta informacién altera la probabilidad de que
ocurra cualquier otro evento A C F, es decir, la medida de probabilidad debe reflejar
la informacién con la que se cuenta. En este caso, el espacio muestral 2 se ve reducido

a B como se muestra en la siguiente definicién:

Definicién 2.2.6 Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad. Si B € F tal que P (B) >
0, la probabilidad condicional dada la ocurrencia de B, denotada por Pg o P (- |B),

se define como
P(ANDB)
P (B)

La funcion Pg(A), inducida por P y B para cada A € F, es una medida de

Pp(A) = para toda A € F.

probabilidad.

De forma andloga, cuando se tiene informacién sobre la ocurrencia de un evento
B con probabilidad positiva, se define la esperanza condicional de X dado el evento
B € F como

Ep[X] = E[X|B] :/QXdPB:ﬁ/BXdP

La esperanza condicional es una herramienta muy ttil, ya que andlogamente a la
esperanza, es un indice del promedio ponderado por la probabilidad condicional a un
evento con medida positiva.

Ansdlogamente se puede preguntar uno, cémo se ve afectada la probabilidad de
una variable aleatoria X si la condicionamos a la ocurrencia de una variable aleatoria
Y. Para contestar esto, considere un espacio de probabilidad (€2, F, P) donde estdn
definidas las variables aleatorias X y Y. Si se desea condicionar a la variable X con
Y, es porque Y debe estar relacionada de alguna forma con el comportamiento de X,
en otro caso es inutil el condicionamiento puesto que no afectard en ningin sentido.

Para definir la probabilidad condicional de X dada Y se debe considerar a la o-

dlgebra G generada por Y que debe estar contenida en F.

Definicién 2.2.7 Sea X una variable aleatoria integrable definida en (2, F, P) y sea
GCF una sub—o—dlgebra. La esperanza condicional de X dada G es cualquier funcion
Y :(Q,G) — (R,B(R)) Borel medible e integrable, tal que

/YdP:/XdP para todo E € G.
E E

En tal caso se dice Y = E[X|G].
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A partir de la definicién de la esperanza condicional, se extrae el concepto de
probabilidad condicional dada una variable aleatoria Y o su respectiva o—4dlgebra,

puesto que

P(X € AlY)=P(X € A|G) = Pg (A) = P (A|G) = E[A|G], para toda A € F.

2.3 Procesos estocasticos

En ciertos fenémenos aleatorios como el comportamiento del precio de una accidn, el
nimero de individuos en la fila de un banco, la cantidad de agua en una presa, etc.,
se tiene que para cada momento en el tiempo ¢ existe una variable aleatoria X; que
describe al fenémeno, a esta sucesién de variables aleatorias se les conoce como proceso
estocastico.

Formalmente un proceso estocdstico es una sucesién de variables aleatorias { Xy }r
ordenadas en el tiempo, esto quiere decir que para cada t € T'C R™ X; es una variable
aleatoria definida en un espacio de probabilidad (€2, F, P). El pardmetro ¢ comtiinmente
es interpretado como el tiempo, por lo que a X; se le conoce como el estado del proceso
al tiempo t.

Al conjunto T se le conoce como el indice del proceso. Cuando T es un conjunto
numerable se dice que el proceso estocastico es a tiempo discreto, en cambio si T' es
un intervalo de la recta real se dice que el proceso es a tiempo continuo.

Un concepto de importancia dentro de los procesos estocasticos es la probabilidad
de transicion del tiempo s al tiempo t, ya que esta brinda informacién sobre la incer-
tidumbre de que el proceso al tiempo t se encuentre en el evento A € F, dado que al
tiempo s < t se encontré en el estado X; € F. La probabilidad de transicién de s a ¢

estd denotada por
P(X, € A|X;€ B) prrat<scR"y A BeF.

Cuando el proceso estocdstico es a tiempo discreto, también conocido como cadena,
es mds comodo utilizar la probabilidad de transicién a un paso, de n an—+1, a la cual

se le suele llamar simplemente probabilidad de transicion,
P(X,41 € A|X,, € B),paratodan e Ny A B € F.

Como se ha visto un proceso estocdstico {X;}r se ha definido en un espacio de
probabilidad (€2, F, P), en este caso se hace referencia a un proceso estocastico ho-
mogéneo puesto que la medida de probabilidad es P para toda t € T, esto quiere
decir, P(X; € A) = P(Xs € A) para toda t,s € T'y A € F. Cuando la medida de
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probabilidad depende del tiempo se habla de un proceso estocdstico no homogéneo, es
decir, P(X; € A) # P(X;s € A) para algunas t,s € T'y A€ F.

Una filtracion de o—dlgebras en (2, es una sucesién de o-dlgebras {F; }ier en €,
tales que Fs C F; paratodas<teT.

En un proceso estocdstico {X;},.o es importante hablar de su filtracion natural,
ya que esta es la sucesién creciente de o—4algebras Fy; = o {X; : ¢t < s}, esto quiere
decir, que la filtracién F; contiene toda la informacién de lo que puede suceder en el
proceso hasta el tiempo s. Al conjunto (2, F, {F; }ier, P) se le conoce como espacio
de probabilidad filtrado.

Dado un espacio de probabilidad filtrado (2, F,{F: }ier, P) se define la variable
aleatoria tiempo de paro con respecto a F, denotada por 7, como cualquier funcién que
toma valores en 7'y cumple con: (i) {w: 7 (w) <t} € F,y (ii) P(7 (w) < o0) = 1. El
nombre de tiempo de paro se debe a la propiedad (i) {w: 7 (w) <t} € F, que quiere
decir, para saber si la variable es menor que t solamente se requiere la informacién
anterior al tiempo ¢, en otras palabras, la variable aleatoria para la informacién del
proceso al tiempo .

El problema analizado en esta tesis, encontrar el dominio de paro éptimo, fue
tratado en el caso donde el proceso que describe al precio del activo subyacente es un
proceso de Markov. Un proceso estocdstico es de Markov si tiene la caracteristica de
que la informacién sobre la evolucién del proceso estd resumida en el tltimo tiempo
observado. En este caso la probabilidad de transicién del tiempo n al n+1 depende sélo
del estado X, y no de toda la historia de los estados anteriores, a esta caracterfstica

se le conoce como la propiedad de Markov.

Definicién 2.3.1 Un proceso estocdstico se dice que es de Markov si
P (Xt|th7th_17-~7Xt0) = P(Xt|th), para toda k € N Yy tk > tk_l > .. .>1g € T

Esta definicién depende de la existencia de la medida de probabilidad P (-|-), la
cual estd inducida por la medida de probabilidad P(-) del espacio de probabilidad
(Q,F,P), en el cual esta definida la cadena de Markov. A la familia de medidas de
probabilidad que son generadas al condicionar una variable X por otra variable Y se

le conoce como kernel estocdstico de X dado Y, en términos més formales
Definicién 2.3.2 El kernel estocdstico de X en'Y son las funciones P (-]-) tales que

1. P(- |y) es una medida de probabilidad definida en (X, o(X)) para caday € o (Y)
figa, y

2. P(B| -) es una funcion medible en (Y,o(Y)) para cada B € o (X).
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Se dice que un proceso de Markov es homogéneo cuando es un proceso estocéstico
homogéneo como se describié anteriormente, pero usando la propiedad de Markov se

puede definir como:

Definicién 2.3.3 Un proceso de Markov es homogéneo en el tiempo si
P (X;|Xs) = P(Xm|Xo) para todat > s,m €T tales que t — s = m.

Otro tipo de procesos estocdsticos importantes son los conocidos como martingalas,
submartingalas y supermartingalas. La caracteristica que los distingue es que guardan
una relacién en esperanza con su pasado. Una martingala es un proceso estocdstico, en
el cual se espera que siempre se comporte de forma andloga al ltimo pasado conocido,
esto quiere decir que la esperanza del proceso dada la historia es igual al iltimo valor
observado, en otras palabras que si se desea hacer una estimacién del futuro no hay
mejor aproximacién que el dltimo valor conocido. Una supermartingala se comporta
en sentido decreciente, es decir que el valor esperado del futuro dado el presente serd
menor al valor presente, y la submartingala tiene un sentido creciente, entonces la

esperanza del futuro dado el dltimo pasado conocido serd mayor a él.
Definicién 2.3.4 El proceso estocdstico { X }ier, se dice que

1. es martingala si E[X;|Xs] = X
2. es submartingala si E[X¢|Xs] > X,

3. es supermartingala si E[X| Xs] < X,

para toda s <t e€T.

2.4 Procesos controlados de Markov

En un problema de control éptimo se tiene un sistema dindmico, el cual estd regulado o
influenciado en su vida por ciertas variables llamadas de control, requladoras o acciones.
Las variables de control pueden ser aplicadas en cualquier momento de la vida del
sistema y son elegidas de acuerdo a reglas definidas previamente, estas reglas son
conocidas como politicas de control, al aplicar un control al sistema se tiene un costo.
Para evaluar la respuesta del sistema a las politicas de control usadas debe existir una
funcién llamada indice de funcionamiento, la cual estd definida sobre el conjunto de
las posibles politicas de control. El problema que se presenta aqui es como elegir una
politica de control, por lo general lo que se busca es obtener la politica de control que

maximice o minimice el indice de funcionamiento del sistema.



2. Conceptos basicos 13

De acuerdo a la naturaleza del sistema, los problemas de control éptimo se clasi-
fican en deterministicos o estocdsticos, en tiempo discreto o continuo; una segunda
clasificacién se hace de acuerdo a la duracién del sistema, cuando el sistema tiene
una vida limitada se habla de un problema con horizonte finito e infinito en el caso
contrario.

El problema de describir el dominio de paro éptimo de una opcién americana serd
tratado a tiempo discreto, por lo que se tiene un problema de control 6ptimo estocdstico
a tiempo discreto y con horizonte finito. Como el proceso que describe a la evolucién
del precio se supone cadena de Markov se tiene un proceso controlado de Markov; por
un proceso controlado de Markov se entiende un problema de control 6ptimo donde el

sistema dindmico estd descrito por un proceso de Markov.

Definicién 2.4.1 Un proceso controlado de Markov es una quintupla (X, A,{A (z) |z €
X}, P, c), donde

(a) X es un espacio de Borel, llamado espacio de estados y estd generado por los

posibles estados del proceso;

(b) A un espacio de Borel, y es el conjunto de todos los controles o acciones permi-

tidas;

(c) {A(z)|x € X} una familia de subconjuntos medibles A(z) de A, donde A(x)
denota al conjunto de todos los controles o acciones factibles del sistema cuando
este encuentra en el estado x € X, y con la propiedad de que el conjunto de

parejas estado-acciones factibles
K:={(z,a)|zr € X,a € A(2)},
es un subconjunto medible de X x A;
(d) P es el kernel estocastico de X dado K, la ley de transicion del sistema; y

(e) ¢: K — R una funcion medible, llamada la funcion de costo por estado.

En lugar de considerar una funcién de costo por estado en algunos problemas es
necesario considerarla como una funcién de recompensa por estado r : K — R.

El proceso controlado de Markov que se acaba de definir es un sistema dindmico
estocdstico, de aqui en adelante solamente se considera el caso discreto, esto quiere
decir que sélo es observado en los tiempos t = 0,1,.... Al tiempo ¢ el sistema se
encuentra en el estado x; € X y se debe aplicar un control a; € A(x;), por lo que

ocurren dos cosas en el sistema: (i) el sistema genera un costo ¢ (z¢, at), y (ii) el sistema



2. Conceptos basicos 14

se moverd al siguiente estado ;11 € X de acuerdo a la ley de transicién de X dado

(x¢,at), es decir,
P (B|zt,at) :== Prob(zi11 € Blay,a), BC X,

una vez que el sistema se encuentre en el estado x;11 € X se aplicard un nuevo control
ar+1 € A(x441), y en ese momento el proceso volverd a repetirse. En los puntos (i)
y (ii) se ve la relacién que existe con los procesos de Markov, por ello son conocidos
como procesos controlados de Markov, ya que tanto el costo en que incurre al aplicar
una accién y la ley de transicién sélo depende de la tltima informacién del sistema.

Las politicas de control pueden ser aleatorias o deterministas, para formalizar la
idea de una politica de control se debe primero hablar de la historia del proceso
controlado de Markov.

Para un proceso controlado de Markov el espacio de historias admisibles al tiempo

t, denotado por H;, se define como:

HO : :X7 y
H, : =K'x X =KxH;_; paracadat=1,2,...,

donde a cada elemento h; € H; se le conoce como una t-historia admisible y es un vector
de forma h; = (x9, ag, ..., Tt—1, at—1, T¢), donde (x;,a;) € K para toda : =0,1,...,t — 1
vz € X.

Definicién 2.4.2 Una politica de control aleatoria es una serie m = {my,t =0,1,...}

de kernels estocdsticos m¢ del conjunto de controles A dado que H; satisface la condicion
7t (A (z¢) |he) = 1 para toda hy € Hy, t = 0,1, ...

La definicién de una politica de control aleatoria se ha dado en términos de una
serie de kernels estocdsticos, pero esta serie también se puede interpretar como una
serie de variables aleatorias que toman valores en A, llamadas controles o acciones,
tales que para toda historia h;, t =0, 1, ..., la distribucién de a; estd dada por 7 (.|h),
que por la condicién de la politica de control la distribucién debe estar concentrada
en A (z;) el conjunto de acciones factibles cuando el proceso se encuentra en el estado

Tt.

2.5 Problema: describir la estructura de los dominios de

paro 6ptimo de una opcién americana de compra

Como se mencioné en la introduccién, en esta tesis se analizard el problema que se

le presenta al poseedor de opciones americanas de compra, es decir, maximizar sus
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ganancias al elegir el tiempo de ejercicio 6éptimo, aunque el comprador puede elegir
cualquier tiempo en el intervalo de ejercicio [0, N| el problema sélo serd analizado
a tiempo discreto, esto quiere decir que sus tinicos posibles tiempos de ejercicio son
{0,1,...,N}.

Una opcién americana de compra tienen una funcién de pago convexa g(S;) =
[S; — K] para cada tiempo t € [0, N]. La informacién de tener una funcién de pago
convexa serd combinada con el teorema de paro éptimo de Shiryaev (1978) para dar
la descripcién de los dominios de paro éptimo de dicha opcién de compra. Después
de analizar este caso se extenderd la descripcién de los dominios de paro éptimo a
problemas de optimizacién con funcién de pago convexa. La extensién del andlisis se
hard a través de aproximar la funcién de pago por medio funciones convexas y lineales
por trozos.

Para poder utilizar el teorema de paro 6ptimo de Shiryaev el proceso que des-
cribe el comportamiento del activo subyacente debe ser de Markov, denétese por
{Sn}pen €l proceso del precio del activo. Entonces los posibles flujos del poseedor
de opciones americanas de compra son {go, 91, ..., gn }, donde g, = g,(S,) para toda
n € {0,1,..,N}.

Si el comprador elige el tiempo 7 € {0, 1, ..., N} como tiempo de ejercicio la opcién
termina y obtiene un dnico flujo igual a g;,; la variable 7 es un tiempo de paro definido
en la filtracién natural del proceso {Sy},,cn-

Entonces el comprador estd buscando una politica de control II = {7}, 5 que
maximice sus ganancias, para aclarar la idea de esta politica de control es conv:eniente

rescribir su unico flujo en funcién del tiempo de paro y todos los posibles flujos,

gr=g0+ (91 —g0) +-- -+ (gr—1—gr) =

T N
g+ > Dgr=go+ Y I{k<7}Ag=
k=1 k=1
N
90+Z7TkAgk

k=1

donde Agr = g — gr—1, k € {1,2,..., N}.

Entonces si el comprador decide elegir al tiempo n € {0, 1,..., N} como tiempo de
ejercicio es equivalente a decir que ha ejercido la politica de control II = {m;},<n,
donde my =0sit€{0,1,...n—1,n+1,... N}y m, = 1.

El valor de cada flujo g, es aleatorio, por esto la eleccién del tiempo de paro que
maximice las ganancias, es decir, la eleccién del tiempo de paro éptimo, denotado por
Topts S€ hard a través de buscar el mdximo de los valores esperados de los flujos en valor

presente, lo cual permitird maximizar las ganancias esperadas, lo que es equivalente a
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maximizar la funcién
¢y (1) =E [e 9. (S)]

sobre los tiempos de paro 7 < N, donde R, es la tasa libre de riesgo en el intervalo
[0, 7]. Al maximizar se estd buscando el tiempo de paro 6ptimo 7, que por definicién

debe cumplir con

¢ (Topt) = sup ¢ (7). (2.5.1)

T<N
De analizar este problema se obtendrd una sucesién de subconjuntos {I';, },<n de R,
llamados dominios de paro éptimo, y con ellos se podrd dar respuesta a la pregunta ;el
tiempo paro n es éptimo?, la respuesta sers afirmativa si el precio del activo subyacente
S, se encuentra dentro de su respectivo dominio de paro éptimo I';;, en caso contrario

el tiempo n no serd éptimo.



Capitulo 3

Teorema de paro 6ptimo,
Shiryaev (1978)

3.1 Introduccién

Dentro de la teoria de optimizacién estocdstica se encuentre el teorema de paro éptimo
desarrollado por Shiryaev en 1978 [6]. El tiempo de paro éptimo que se obtiene por
medio de aplicar este resultado asegura que se obtendrd el supremo del valor esperado
del proceso estocdstico a optimizar, el cual debe ser discreto y con horizonte finito.

En el desarrollo de dicho teorema se usard un nuevo proceso {7, }y<,<n, €ste es
definido por una funcién recursiva del proceso estocdstico a optimizarj el cual esté
denotado por {fn}g<,<y- Al finalizar la demostracién del teorema se verd que se
puede trabajar con el p_roceso {Vn}to<n<n Para obtener un conjunto de valores X C Q
del dominio de {fy}y<,<n, con los c;uei se puede decidir sf el tiempo 7 € N es 6ptimo
0 no, ya que si f; € )} s_e tiene que T es un tiempo de paro éptimo.

En primer lugar se verd la forma general del teorema, y después se verd como

cambia este resultado cuando se estd optimizando un proceso de Markov.

3.2 Teorema de paro 6ptimo, Shiryaev (1978).

Para poder enunciar el teorema se debe suponer que se tiene un proceso estocdstico
[ = A{fn}o<n<n que se desea optimizar en el sentido que se describié en la introduc-
cién del c;pl';ulo. El proceso f = { fn}ogng n debe estar definido en un espacio de
probabilidad filtrado (Q,}" (Fn)o<n<n ,IP’) y ser homogéneo, donde (Fy,)q<,<y €S la
filtracién natural de proceso, esto aui_ere decir que Fp = {0,Q}, F, C fn+1_y 3: N=F
y cada f, es medible respecto a F,. También es necesario suponer que el proceso es

integrable, que es andlogo a pedir que F|f,| < co para toda n < N.

17
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El problema que se presenta es: jcomo elegir un momento 7 € {0, 1, ..., N} tal que
maximiza el valor esperado del proceso?. Para responder esta pregunta se resolverdn

los siguientes dos puntos:

1. encontrar el valor de la funcién de rendimiento

Vo, = sup E|[f;]
’Temn

donde el supremo es tomado sobre la clase de tiempos de paro M,, = {7 : n <
T < N}v y

ii. dar el tiempo de paro 6ptimo para cada funcién V,.

Como se tiene un problema de horizonte finito y discreto es posible utilizar recursién
hacia atrds, esta propiedad serd clave para la solucién del problema, ya que la recursién
hacia atras se vuelve la principal herramienta en la biisqueda de la solucién de V,,, y su
correspondiente tiempo de paro 6ptimo; como se observa en la definicién del siguiente
proceso.

Definase al proceso v = {7, }y<,<n recursivamente por medio de

TN = fN7
Vo = max (fn, B [v,011Fn]), 0<n <N,

también se debe definir a la variable aleatoria 7,,, llamada tiempo de paro, por
Tp=min{n <i<N:fi=~}, 0<n<N.

Con base en estas definiciones a continuacién se enuncia el teorema de paro éptimo

de Shiryaev.

Teorema 3.2.1 El proceso estocdstico v = {7V, }y<p<n ¥ €l tiempo de paro T,, 0 <

n < N, tienen las siguientes propiedades:
a) Tn, € My;
b) E[fr,|Fn] = Vi
c) E[f:|Fn] < Elfr,|Fn] = vn para cada T € M,,;

d) 7y, = esssupE [f-|F], en particular vo = sup E [fr|fo] = E[fr,|fo];

TEM, TEMo

6) Vo=F h/n]
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Demostracion. La propiedad a) claramente se cumple por definicién de la clase
de tiempos de paro M, = {n <7< N}yque 7, =min{n <i < N: fy =} #0, ya
que fx =y,

Para la demostracién de las propiedades b) y c¢) se procederd por de induccién
hacia atrés.

i)Sean=N,porloque T €My ={7: N<7<N}=Nyry=min{N <i<
N : fi =~,;} = N entonces

Efr|Fx] = Efrx|FN] = ElfNIFN] = N =7,
E[fry|FN] =7,

por lo que se cumplen las propiedades b y ¢ cuando n = N.

ii) Suponer que para cada n € {N,N —1,...,k} se cumplen

b) E [f7'n|f”] = Tny ¥
c) Ef:|F.] < Elf:,|Fn] =, para cada 7 € M,

iii) Demostrar paran =k —1. SeaT € M1 = {k—1<7< N}y A€ Frp,
y definase la variable 7 = max (7,k), observe que 7 € My = {k <7 < N}; por
definicién de las variables tiempo de paro se tiene que {7 < k — 1} € F;_1, entonces

{T >k} € Fp_1 por ser su complemento. Con esto en mente se puede ver
ElIafs] = E[Langirsr—13ufr<i-1317]
= E[Lingrsi-13fr] + E [Tangr<r—13f7)
como 7 € My_1, se tiene que Iynrr<p—13fr =0
E[IAfT] = F [IAﬁ{Tzkfl}fT]
= E[Iungrei—13fr] + E [Langrsi /-]

en el segundo sumando del lado derecho 7 > k y 7 = max {k,7} = 7, ademds como
Fr—1 C Fi se tiene que E [fr|Fr—1] = fr v E{E (fz|Fr) |Fr-1} = E[fr|Fr-1]; en el
primer sumando debido a la interseccién de A con {7 = k — 1} se tiene que fr = fr_1.

Entonces se sigue

= E[Iangr=k—1}3Sr—1] + E [Langrsiy B [fr| Fr-l] (3.2.1)
= E[Iangr—k—13Sr—1] + E Tangrsiy ELE (1 Fe) | Fe-1})

por hipétesis de induccién se sabe que E [fr|Fi| < E[fr,|Fi] = 71 para cada 7 € M,

en particular para 7

< E [Lnnprep-13Jo-1) + E [Langrsir B {ve| Fr-1}]
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por definicién v;,_; = max (frx—1, E [y5|Fr-1]), entonces
< E [Lavg 4]
Como esto se vale para toda A € Fi_1, entonces
E [fr|Fr-1] < vp_1, para toda 7 € My

con esto queda demostrada la propiedad c).
Ahora se demostrara la propiedad b), las igualdades anteriores fueron construidas
para 7 € Mi_1, en particular 7,1 € Mi_1, por lo que se pueden reescribir las

igualdades 3.2.1 de la siguiente manera

EIafri_)] = E[Langry y=b-13Je-1] + E [Tangr, 563 fri 1]
= E[Lingry_y=k-13fi-1] + B [Langry_ iy E{E (fro | Fie) | Frem1 )]

si Tp—1 = k — 1 se tiene que v, = fx—1, y si 7 > k sucede que E (ka71|.7-'k) =

entonces

= E[Iangr, rmh—13Vk-1) + B [Tangre_ 1500 E {velFre1}]
= E[Lingry y=k-137Vk—1 + Langry >0 E {7l Fre-1}]
= E[Iavp 4]
por lo tanto
E [kafl‘fkfl] = Yk—1

con esto se concluye la demostracién de las propiedades b) y c).

Por la propiedad c se tiene que
E[f:|F.] < Elf:,|Fn] =, para cada 7 € M,
entonces, la propiedad d) es consecuencia de c)

1 = essSUE ;| ], y en particular 1 = sup E[f] = B [fr,].
rem,, TEMo

Para concluir la demostracion sélo falta ver que la propiedad e) es cierta, pero también

es consecuencia de la propiedad c), ya que

Elf|F.] < E[f:,|Fn] =7, para cada 7 € M,
EE[f:|F.]] < E[E[f:,|Fn]] = E[y, | para cada T € M,
Elf:] < FE|f:,]|=FE][y,] para cada T € M,

Vi = sup E [fT] =F [’Vn] :
TEM,
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En este teorema se enuncian las propiedades del proceso v = {Vn}ogng N> asf como
de la variable tiempo paro 7,, n € N. Aunque no se ha nombrado como tal al tiempo
de paro 6ptimo del proceso f = {fn}y<,<n- este ya ha quedado implicito en estas

propiedades, para dejarlo claro se enuncia el siguiente Corolario.
Corolario 3.2.2 La variable

To=min{0 <i < N: f; =~}
es el tiempo de paro dptimo dentro de la clase My, esto quiere decir que

sup E[f-] = E[fr] (= 70) -
TEMo

Demostracion. Es un caso particular de la propiedad c), cuando n =0. m

Como se observa en este Corolario, para encontrar el tiempo de paro 6ptimo al
proceso f = {fn}p<,<n- este debe ser comparado con el proceso v = {7, },<y. Para
la elaboracién del i)r(;ceso YNsYN—1s -+ Yo €S importante que se haya fijado ';/N = fn,
ya que esto permite inicializar la funcién recursiva v,, = max ( fn, B hn +1].7-"n] )

Para concluir con el estudio del teorema de paro éptimo de Shiryaev 3.2.1 se enun-

cian a continuacién un corolario con dos propiedades mas del proceso v = {7, },,<n-

Corolario 3.2.3 El proceso v = {v,},<y €S una supermartingala. Ademds, v es la
menor supermartingala mayor que el pr(:ceso [ =A{fn}n<n, en el siguiente sentido, si
¥ ={Vn}t,<n €S una supermartingala y v,, > fn, para toda n < N, entonces v, <7,
para toda n < N.

Demostracién. Por definicién de v = {7, }, <y se sabe
Y = 035 fos E [ sl F] } 2 E [l para todan < N

por lo que es supermartingala.
Por medio de induccién hacia atrds se demostrard que es la menor supermartingala
i) Sea n = N, entonces 7y > fn = yu; por lo tanto 7y > vy
ii) Supéngase que para cada n € {N, N — 1,..., k} se cumple que 7,, > ~,,.

ii) Sin =k — 1, se tiene que

Yeo1 = EVelFe] vy k1 > fra

entonces, 7;_; es mayor que el méximo de ambos

Vi—1 = max (fe—1, E [V| Fr])
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y €omo 7 > vy, se concluye

Vo1 = max (fu—1, E [ve|Fr]) = 71

|

Con esto se concluye el andlisis de las propiedades de la variable de tiempo de paro
Tn, n € N, y del proceso de rendimiento v = (’yn)flvzo en el modelo general, es decir,
cuando se los flujos son modelados por un proceso estocdstico sin ninguna restriccion
o caracteristica especial, a excepcién de que este sea integrable.

Cuando el tiempo de paro 6ptimo se busca en flujos que son modelados por un
proceso de Markov los resultados anteriores pueden ser modificados de forma que
simplifiquen los resultados obtenidos, esto se debe a la propiedad Markoviana de sélo
tener memoria del pasado inmediato. Aunque en capitulos posteriores no se hars uso
de estos cambios, se presenta a continuacién la variacién del teorema de paro éptimo
cuando se optimiza un proceso de Markov.

Para enunciar esta variacién, también, se debe suponer que se trabaja en un espacio
de probabilidad filtrado (Q,}' , (]:n)neN,P), en el cual estd definido el proceso de
Markov (Xp,), oy €l cual se supone homogéneo y discreto.

Para simplificar la notacién definamos a T’ como el operador esperanza de transicién
en un paso, esto quiere decir, T'f (z1) = Ey, [f (1)] = E[f(z1)|z0], para una funcién
medible f (x) tal que E[|f (x)]] < o0, z € E.

En lugar de optimizar al proceso (fn),<y, se optimizard una transformacién de
este, la transformacién estd inducida por una funcién g (x) aplicada al proceso (Xy,),,cx-
Entonces para optimizar al proceso (g (zn)),,<y, se debe suponer E, [sup g~ (X,)] <
oo, x € F. -

La funcién Vi se ve transforma en

$(2) = sup Ea[g (o).
TEMo

Como el proceso es de Markov la funcién +,, s6lo depende del valor z,,

| Fnl}
|zn]}

Yol2n) = max{g(zn), Ex, [9(Tni1)
= max{g(xn), Eﬂﬁn [g (anrl)

= max{g(z,), T (g (¥nt1))}.
A continuacién se enuncia la versién Markoviana del teorema de paro éptimo de

Shiryaev.

Teorema 3.2.4 Sea g = g(z) una funcion Borel-medible, tal que E g~ (z1)] < o0
para cada z € E y k < N. Definase la funcional

sy (w) = sup Ey[g(2,)],
T7€Mo
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donde My ={7:0<7 < N}.
Sea

Qg (z) = max{g (z), Ty (z)}

7o =min{0 <m < N : Sy_m (Tm) =g (Tm)} -
Entonces
a) sy (x) = Qg (z);
b) sy (z) =max (g (x),Tsy-1(x)), donde so (z) = g (x);
c) el tiempo de Markov 1o es dptimo en la clase My, E, (g (z+,)] = sn, x € E;

d) la serie ¥ = (Vs Fm)men CON Yn = SN—m (Tm) €s una supermartingala para
cada N > 0.

Demostracién. Este teorema es un caso particular del teorema 3.2.1; para ver la

implicacién se debe estudiar primero la estructura del operador Qg (x), asi como de
las iteraciones Q"¢ (x), n € N.

Por definicién

Q"g(z) = Q(Q"*g(x)) = max {Q"'g (x) , TQ"'g(x)}, n=1,., N,
donde Q°g () = g (x). Se demostrard por induccién
Q"¢ (r) = max {g (x) .TQ" g (m)} ,n=1,.,N.
i) Para n = 1, esto es valido por definicién
Qg (z) = max{g (), Tg (z)} .
ii) Supéngase que para n = k se cumple
Qtg (2) = max {g (2),7Q" g ()}
iii) Demostrar para n = k + 1 se cumple. En primer lugar se tiene que
Q"lg(a) = max{Q%y(x), TQ g (x)}
= max {max [g (z),TQ* g (:1:)] , T max {g (z),TQ* g (:1:)} } ,

por contencién

TQM g (x) < max [g(2), TQ* g (x)]



3. Teorema de paro 6ptimo, Shiryaev (1978) 24

entonces, al aplicar el operador T', lo cual es integrar y preserva las igualdades se tiene
TQ* g () =T [TQ’HQ (x)} < T'max [g (x),TQ* g (x)]
por lo tanto
Q*ga) = max{g (@), Tmax |9 (2), TQ" g (2)] |

= max {g (x), TQ"g (96)} :

Con esto queda demostrado que
Q"¢ (r) = max {g (z), TQ" g ()}, n=1,.,N.

Por la propiedad (d) del teorema 3.2.1 se tiene que

sy (z) = sup Eq[g(z7)] = 70,

Temo
pero en este caso
w = 9(),
IN-1 — max{g(x),Tg(x)}:Qg(x),

Yo = max{g(z), Ty} =max{g(z),7Q" 'g(z)} =Q g (),

por lo que se concluye que la propiedad a) es valida, esto quiere decir,

sv(z) = Qg (x).

Por el mismo argumento se observa que para todan =1,..., N

sn(z) = Q"g (x).
La propiedad b) es valida, puesto que

sy (@) = QVg(x) =max{g(z),TQ" g (x)}
= max{g(x),TsNy_1}

El hecho de que el tiempo de Markov 7¢ sea 6ptimo en la clase My, se debe a que

To es tal que

sy (x) = sup Ey[g(z:)] = Bz [9 (27,)]
TEMo

de acuerdo a lo demostrado en el teorema 3.2.1 propiedad (d).

Por 1ltimo, la propiedad d) es la conclusién a la que se ha llegado en el Corolario
323. =m

Para dejar més clara la utilizacién de estos teoremas, as{ como su alcance en la

solucién de los problemas de optimizacién a continuacién se presenta un ejemplo.
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Ejemplo 3.2.5 Un hombre entra a un juego de apuestas, donde se llevardin acabo N
juegos y el jugador se llevard una bolsa que depende de cuantos juegos haya ganado.
En la bolsa por cada juego que gane se depositard una cantidad M y por cada juego
perdido se retira la misma cantidad M de la bolsa. El jugador puede elegir retirarse
después de realizarse cada uno de los N juegos.

El jugador desea saber el tiempo de paro dptimo que maximizara sus ganancias
suponiendo que tiene la misma probabilidad de ganar que perder cada juego.

Sean {&;};cy un conjunto de variables aleatorias Bernoulli tales que

y considere al proceso estocdstico {Xp}, oy, construido como X, = x +e1+---+ ¢,
para cadan € N yx €{0,£1,+2,...}.
El proceso { Xy}, cn describe el movimiento de la bolsa de premio del jugador, y

debe llevar una trayectoria similar a la siguiente grifica.

Entonces, el problema que se le presenta ol jugador es encontrar el tiempo de paro
optimo Topt tal que maximice el valor esperado de la bolsa, que es equivalente a resolver
la funcidn

sny(z) = sup E, [87 X;]
Mo

donde 8 € (0,1] y representa el factor de valor presente libre de riesgo que deberia ser
considerado si el tiempo entre juegos es largo.

Para encontrar el tiempo de paro hay que dividir el problema en dos casos con
respecto a los posibles valores de [3.

Caso (1) Cuando B =1 (se desprecia el valor del dinero en el tiempo). Se debe

resolver la ecuacion sy(x) = sup E, [X;], donde se tiene que g(X) = X, por lo que
TEMo

hay que observar que pasa con Qg (x), para esto observe que

Qg (z) = max{g(z), Bz (9(X1))}
= max{z, F, (X1)}
= max{z,z+ E; (1)}

= max{z,z} =z =g(z),



3. Teorema de paro 6ptimo, Shiryaev (1978) 26

entonces QN g (r) = g (z) = x = sy (z), por lo tanto el tiempo de paro Sptimo Top = 0
para toda x € {0,+1,+2,...}.
Caso (2) Si B € (0,1) (se considera el valor del dinero en el tiempo). Se tiene

que resolver la ecuacion sy(x) = sup Ey |87 X;], donde g (x,) = "xy, entonces
TEMo

Qg (z) = max{g(z), By (9(X1))}
= max{z, F, (6X1)}
= max{z, fr+ E; (1)}

= max{z, [z}
zsize{0,1,2,...}
Pz stz € {-1,-2,..}
sv(z) = QVg(x)

B x size{0,1,2,..}
B Nz size {-1,-2,...}

entonces el tiempo de paro dptimo cuando € (0,1) es Topy = min{0 <n < N :x, €

por lo tanto

{0,1,2,...}}, si x, nunca toma un valor del conjunto {0,1,2,....} se tiene que el tiempo
de paro dptimo es N, Topt = IN.

En conclusion si el jugador desprecia el valor del dinero en el tiempo puede jugar
todos los partidos o decidir retirarse en cualquier momento puesto que todo tiempo es
dptimo; por otro lado, si al jugador le interesa el valor del dinero en el tiempo y la
bolsa inicial es cero debe retirarse en ese momento puesto que ya es éptimo, si la bolsa
micia con un valor negativo, que puede ser el costo de jugar, debe retirarse hasta que

por lo menos la bolsa tenga valor cero.

Hasta el momento se ha trabajado con modelos tales que tienen un proceso estocds-
tico homogéneo en el tiempo, pero en el siguiente capitulo se abordard el problema
cuando no es necesariamente homogéneo en el tiempo; por esto es necesario saber que
si se tiene un proceso no homogéneo en el tiempo es simple crear uno homogéneo a

partir de él.

Proposicién 3.2.6 Sea {X,}, .y un proceso de Markov no homogéneo, donde cada
variable aleatoria X,,, n € N, estd definida en el espacio de probabilidad (2, Fr,Pn(:|*)),
donde la funcion de transicion entre los estados n y n+ 1 estd dada por P,. Entonces
el proceso Z, = (Xn,n) es un proceso de Markov homogéneo en el tiempo.
Demostracion. Es claro que el espacio de estados posibles del proceso {Zp }nen

estd dado por Q@ = Upen(2, X {n}), en este espacio de estados existe F o-dlgebra,
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tal que hace medible a toda variable aleatoria Z,, para toda n € N, de hecho F =
U(UnGN]:TL)'

Entonces se debe demostrar que
P[Zp11 € AlZ, = (Xpn)] = PlZ1 € A|Zy = (X,,n)]

para toda A € F para comprobar que el proceso {Zy nen es homogéneo.

Sea k € N fijay A € F, al calcular P[Zy41 € A|Z = (Xpn)] observe que si
Zi, = (Xnn) por construccion Zyy1 = (Xpy1,n + 1), entonces A debe de ser de la
forma A= A,1 X {n+ 1}, donde A,+q1 € Qpy1, por lo tanto

PlZi € AlZy = (Xom)] = P(Xap1,n+1) € Auyr x {0+ 1}[Z = (X))
= P[Xn+1 € An+1|Xn] = Pn(A‘Xn)7

como esto es para cualquier k € N, se concluye que el proceso {Zy}nen es homogéneo

en el tiempo. M

Por medio de este resultado es claro que si se trabaja con un proceso de Markov el
cual no sea homogéneo en el tiempo existe la transformacion exhibida en la proposicién
anterior para transformarlo a homogéneo.

Con ayuda del teorema de paro éptimo de Shiryaev, asi como de la proposicién
anterior, en el siguiente capitulo se expondrd como obtener dominios de paro éptimo

cuando se tiene una opcién americana.



Capitulo 4

Optimizacién de opciones
Americanas, con funciéon de pago

convexa, a tiempo discreto

Como ya se ha mencionado, una opcién es un instrumento financiero tal que su precio
depende de conocer el valor del activo subyacente en la fecha de ejercicio. En el caso de

las opciones americanas su precio estd descrito por medio de las siguientes funciones:

1. 9(S,) = [Sn, — K] en el caso de una opcién americana de compra, y

2. g(S,) = [K — Sp]™ en el caso de una opcién americana de venta,

donde S, es el precio del activo subyacente al tiempo n y K el precio pactado,
estas funciones son siempre positivas y convexas.

Para estudiar una opcién americana se debe suponer que se conoce al proceso
estocdstico {Sy},,cy que describe el valor del precio del activo subyacente, ya que con
¢l se conoce al proceso estocastico del precio de la opcién americana, pues este es la
transformacién que produce la funcién g(x) en el proceso {Sy}, cx-

En el capitulo anterior se mostré, como para un proceso estocdstico {Sn}neN se
puede construir un proceso estocdstico {7, }nen, con el cual es posible saber si el
tiempo actual es tiempo de paro ya que T, opr = min{n <i < N:S; =}, Tn_opt €S
tiempo de paro éptimo con respecto al valor esperado del proceso.

En este capitulo se analizard el proceso estocédstico {7, }nen con el fin de obtener
subconjuntos de los posibles valores que toma la opcién americana de compra, en los
cuales se pueda asegurar que si la opcién toma un valor dentro de ese subconjunto se
estd en un tiempo de paro 6ptimo. El optimizar una opcién americana es equivalente

a optimizar el proceso {g (Sn)},cn ya que este es el proceso estocastico que describe

28



4. Optimizaciéon de opciones Americanas, con funcién de pago convexa, a
tiempo discreto 29

el valor de la opcién. La obtencién de los subconjuntos o dominios de paro éptimo se
hard a través de reflejar la informacién que se tiene de la funcién g(x) en el proceso
estocdstico {7, }nen. De hecho el andlisis se puede extender a cualquier instrumento
que depende de un activo subyacente y tenga una funcién de pago positiva, convexa y
que en el cero valga cero.

En primer lugar se enunciardn las hipétesis del problema en general, para después
hacer un estudio en tres etapas del problema. En la primera etapa se aborda el caso
cuando la funcién de pago es la estdndar de una opcién americana de compra, la cual
es casi lineal en todo su dominio a excepcién de en un punto a lo mds; después se
prosigue a extender los resultados al problema donde la funcién de pago es convexa
y lineal por trozos; para finalizar con los resultados de estas dos primeras etapas se

analizard el problema de funciones convexas en general.

4.1 Modelo a tiempo discreto de paro 6ptimo

Como ya se ha mencionado se debe suponer que se conoce al proceso estocdstico que
describe al precio del activo subyacente, el cual serd denotado por {Sy}, ., se incluird
la posibilidad de que exista un proceso estocéstico indice {I,},en que controle al
proceso del precio. Estos dos procesos en conjunto deben formar un proceso {Z,, =
(Sn, In) tnen, €l cual debe ser de Markov, posiblemente no homogéneo en el tiempo.

El proceso Z, = (Sn,In),cy tiene como espacio de estados a Z = [0,00) x Y, y
estd definido en el espacio medible (Z,Bz), donde Bz = o (B4, By), B+ la o-dlgebra
de Borel de RT U {0} y By la o-dlgebra generada por Y, el espacio de los posibles
valores del proceso tndice {I,,},,cx-

Como se trabaja con un proceso que es de Markov se debe tener el kernel de tran-
siciones del proceso. Se denotard por Pﬁy(A, B) a la probabilidad de transicién de que
bajo la condicién S,, = z, I, = y suceda el evento (S,+1 € A,I,+1 € B),donde A €
B*y B € By, indistintamente se escribird P, (z,y; A, B) = Py, {(Sn+1, Int1) € A x B}.
Ademds suponga que el estado inicial del proceso es conocido y constante, Zy = (Sy, Ip)
constante.

De acuerdo al teorema de paro éptimo de Shiryaev se debe conocer la filtracién del
proceso, por lo que se usard la filtracién natural del proceso {F, },en, esto quiere decir,
Fn =0 (Zy,...,Z) paratodan € N. Con respecto a esta filtracién se tomard la variable
aleatoria tiempo de paro 7, entonces 7 debe cumplir con que {w : 7 (w) < n} € F, para
toda n € N.

Con el fin de que se pueda extender el trabajo a instrumentos diferentes a las op-
ciones americanas las funciones de pago que relacionan el precio del activo subyacente

con el precio de la opcién se considerardn no homogéneas en el tiempo, denotando por
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gn (z) a la funcién de pago en el tiempo n € N; las funciones de pago g, (z), n € N,
deben ser Borel medibles y no negativas. Debido a que se trabajard con pagos en el
tiempo se deben conocer las tasas libres de riesgo r,, entre los tiempos m y m + 1, las
cuales se supondrén constantes, entonces R,, = r9+ - - -+ ry, es la tasa libre de riesgo
hasta el tiempo m, con ry = 0.

Con estas hipdtesis hechas se tiene el problema de maximizar sobre los tiempos
de paro, 7 < N, el valor esperado del valor presente de la opcién; esto quiere decir,

encontrar el tiempo de paro que maximice la funcional

¢y (1) =F [e*RTgT (5], (4.1.1)

donde N es la fecha de vencimiento, por definicién el tiempo de paro que se busca

es el tiempo de paro 6ptimo, denotado por 7.y, que cumple con la siguiente igualdad

by (Topt) = sup Gg (7). (4.1.2)

Para definir el proceso equivalente a {v,}, oy se utilizard el operador T, este
operador actua sobre funciones no negativas y medibles f (x,y) : Z — [0, 4+00) de la

siguiente manera
Tof (z,y) = B3y [f (Snt1, Int1)] s

donde E7, es la esperanza condicional del proceso al tiempo n, dado que al tiempo
n — 1 se encontraba en el estado (S, = z,I,, = y).

Para x > 0, y € Y se defina el proceso {wy}o<, <y por medio de la siguiente

recursién:
wo(z,y) = gn(z),y (4.1.3)
wi(z,y) = max {gn_k(z),e ™V *TN_pwp_1(z,y)}, parak=1,2,..,N.

Note que este proceso estd definido de forma equivalente al proceso {v,}, oy uti-
lizado en el teorema de paro éptimo de Shiryaev 3.2.1; y los cambios se deben a que
esta vez no se estd maximizando el proceso {5y}, <y, sino al proceso transformado por
gn(z) en valor presente al tiempo k € N.

A partir del proceso estocdstico {wp}y<,<y se analizardn los dominios de paro
6ptimo. Recordemos que segin el Teorema _3.2.1 el valor supremo de la funcional
cumple la siguiente igualdad V;, = v,, v v,, = E[fr,|Fn], donde 7, = min{n <i < N :
fi = ;}. Entonces para n < N fija, el dominio de paro 6ptimo para el tiempo n estd

dado por el conjunto

Ly = {(z,9) : gn(z) = wn—p(z,9)} CR" x Y, (4.1.4)
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que es andlogo a decir que n es éptimo puesto que g, () = wy_n(z,y). Silay € Y es

conocida o fija se deffne el conjunto cruzado
Loyl = {z: gu(2) = wn—n(z,y)} CRT,y €Y. (4.1.5)

sobre estos conjuntos se centrard el estudio de este capitulo con el fin de describirlos y
analizar sus caracteristicas para poder dar una forma mads explicita de ellos. Es claro
que sin = N se tiene Iy = RT xY y I'y[y] = RT, con y € Y, esto quiere decir, si
ha llegado la fecha de expiracién cualquier valor serd 6ptimo, esto se debe a que en la
fecha de vencimiento ya no existen opciones de ganar mas.

De acuerdo al Teorema 3.2.1 la variable aleatoria tiempo de paro Optimo 7.y

cumple con la siguiente igualdad:

Topt = min{0 <n <N :gy(z) =wn_n(z,y)}
= min{0 <n<N: S, eTy[l]}, y
¢g(7—opt) = wN(SOuIQ)'

Por esta caracteristica es que a los conjuntos I'y, [I,] se les da el nombre de dominios
de paro 6ptimo.

El propdsito de estd tesis es explicar la estructura de los dominios de paro éptimo
I, [I,], v asi aprovechar su estructura en la solucién del problema de optimizacién.

Una forma cldsica de ver el problema es la forma dindmica, es decir, cuando el

proceso del precio y el proceso indice estdn dados en forma dindmica por medio de
Sn = An (SmIn) ) In = Bn (Inflyfn) , N E N, (4'1'6)

donde (§,,),,cry €8 una sucesién de variables aleatorias independientes, que toman valo-
res en un espacio medible (E,B(FE)), con 4, : Z - R" y B, : Y x E — Y funciones
medibles con respecto a su respectiva o-dlgebra. El valor de Zy = (Sp, Iy) constante.

Entonces el proceso Z, = (Sn,In), n € N tiene asociada la filtraciéon natural
Fo=A{0,Q}, F, =0 (&, -,&,), n €N

Ejemplo 4.1.1 Un caso particular de la forma dinamica (4.1.6) es la caminata aleato-

ria geométrica, en este caso se tiene
Sn = n*lgna I, = gna ne Na
donde (&,,),cn €5 una sucesion de variables aleatorias no negativas e independientes.

Antes de iniciar el estudio de la estructura de los dominios de paro éptimo de
acuerdo a la convexidad de la funcién de pago de la opcién es necesario hacer algunas
observaciones con respecto a la dependencia de los dominios de paro del proceso indice,

asi como la unicidad del tiempo de paro.
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1. Relacién de los dominios de paro éptimo con respecto al proceso indice {1, }nen.

(a)

Caso donde el dominio de paro no depende del proceso indice. Esto sucede
cuando la probabilidad de transicién para el proceso de Markov Z,, puede

ser escrita como

P, (2.4, A, B) :/ P, (d2) P, (x,2,A), AcBy, BEBy. (417
B

Esta igualdad quiere decir que la componente indice I,, es una serie de

variables aleatorias independientes con distribucién P, (B), y es condi-

cionalmente independiente de la primera componente 5, en el sentido de

la ecuacién (4.1.7). En este caso el proceso del precio S,, también es un

proceso no homogéneo de Markov con probabilidad de transicién
Py (z, A) = / P, (d2) Py (z,2, A), A€ Bs.
Y

Cuando el proceso estd dado en forma dindmica (4.1.6), la condicién (4.1.7)
se traduce en que el proceso I, = B, (§,,), es una serie de variables aleatorias
independientes que son transformaciones de las variables aleatorias £,,. En

este caso el modelo dindmico se ve como:
Sn = A (Sp_1,Bn (&) = A(Sp_1,¢,), n€N. (4.1.8)

Ya sea la condicién (4.1.7) o (4.1.8) ambas quieren decir que la funcién
wn (z,y) = w(x) sélo depende de z, asi que los conjuntos I'y, y Ty, [y] no
dependen de y (proceso indice I,). Sea el conjunto 'Y = {z € R : g, (z) =
WN—_n (z)}, entonces se puede rescribir a los conjuntos I'y,, 'y, [y] como Ty, =
I'' xY yI'y[y] =TI, como no existe dependencia hacia el proceso indice
I, el tiempo de paro 6ptimo queda definido como 745t = min{0 < i < N :
Sn eI}

En este caso se analiza que sucede cuando el proceso indice toma valores
en Y =Y’ xY” entonces la o-dlgebra de este proceso estd dada por
By = By x By, y para cada n € N el proceso indice es un vector aleatorio
I, = (I],I), n € N. Si en este caso la probabilidad de transicién del
proceso de Markov Z,, no depende del valor de la componente indice I/, es

decir, la probabilidad de transicién puede ser escrita como

P (2, (4/.3") A, B) = / Po(yf.d2) Po (2,42, A), A€ By, BBy,
B
(4.1.9)
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entonces la componente I], es un proceso no homogéneo de Markov con
espacio de estados Y’ y probabilidad de transiciéon P, (v, B’ x Y"), B’ € Y.
También se tiene que el proceso (S, I},) es de Markov y no homogéneo con

probabilidad de transicién

P ((,9), A, B) = /B o d2) Pu(ayf. 2. 4), A€ B, BBy,
/>< "

Cuando el proceso Z,, estd dado en forma dindmica (4.1.6), la condicién

(4.1.9) quiere decir que el proceso indice debe estar dado como
I, =B, (I,&), neN, (4.1.10)

donde (§,,),,cry son variables aleatorias independientes entre ellas. Entonces

la forma dindmica del precio estd dada por
Sn = Ap (Sn-1, Bn(I},,€,)) , neN. (4.1.11)
Ya sea la condicién (4.1.9) o ((4.1.10) - (4.1.11)) ambas implican que

w(z, (Y, y") =w (z,9),

es decir, que sélo depende de (z,%'). Entonces T' [(v/,y")] =T [/], (v/,v") €
Y, no depende de y”, donde I}, ['] = {z € R" : g, () = wy_p, (z,9)}. El
tiempo de paro 6ptimo queda definido como 74y = min{0 <n < N : S5, €
L [I]}-
2. La segunda observacion es respecto a la unicidad del dominio de paro éptimo y
su correspondiente tiempo de paro éptimo.

Consideremos al conjunto
Cp,={r>0:9,(x)=0}, neN,
y paran =0,1,..., N deffnase los dominios de paro reducidos, como:

Lplyl =Tn[y]\Cn = {2 € R : gy () =w (z,y) >0}, y €Y.

Si al tiempo n < N la opcién no ha sido ejercida y S, = x € C),, entonces no
tiene sentido ejercer la opcién en ese momento ya que la ganancia es cero, pues
gn(Sn) = 0, y es conveniente esperar al siguiente momento; esto quiere decir que
ejercer la opcién en algin momento del intervalo (n, N] no es peor a ejercerla en
el tiempo n. Como se tiene la siguiente contencién Ty, [y] C Ty, [y] de los dominios

de paro, entonces

Topt = Min {O <n<N:S,eTl, [In]} > Topts
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como al dominio de paro T',[y] s6lo se le han quitado los puntos en los cuales la
ganancia es cero, se tiene que 7o+ también maximiza la funcional (2.5.1), por lo
tanto ¢ (Topt) = & (Topt)-

Ahora témese una nueva coleccién de conjuntos E'n C Cy, n € N, y su respectivo
dominio de paro Iy, [y] = Ty [y] \Cn, n =0,1,..,N —1, [y = R*; entonces se

define el nuevo tiempo de paro éptimo como

Fopt :min{ogngN:Sn efn[In]}.
Entonces por construccion se tiene que Ty, [y] € Ty [y] € T [y], y € Y, entonces
Topt < Topt < Topt- Por la misma razén de que sélo se han eliminados puntos del

dominio de paro éptimo donde la ganancia es cero, se concluye que
¢ (Topt) = & (Topt) = & (Topt) -

Esto es lo que se entiende como la unicidad en el tiempo de paro éptimo, aunque
no se puede asegurar que sean los mismo tiempos, si se asegura que el valor

méximo de la funcional siempre alcanza el mismo valor.

Con las definiciones enunciadas hasta el momento y estas observaciones se puede
proseguir con el estudio de la estructura de los dominios de paro. En primer lugar se
analizard el caso donde la funcién de pago es lineal en el tiempo; partiendo de este
primer andlisis se procederd a extenderlo al caso donde la funcién de pago sea lineal

por trozos, para concluir con el caso donde la funcién de pago es convexa en general.

4.2 Optimizacion en el caso de una funcién de pago lineal

Este andlisis corresponde al caso donde se tiene a la funcién de pagos estdndar de una
opcién americana, dicha funcién de pago debe ser de la siguiente forma

an (x — Ky), six>K,

‘ , (4.2.12)
0, si0<x<K,

gn(:c):an[x—Knh:{

donde a, > 0y K, > 0, n € N, son las escalas de los precios y los precios pactados

respectivamente en cada momento n; como la funcién de pago depende del tiempo es
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un modelo no homogéneo, cuando esta no dependen del tiempo se tiene la funcién de
pago estdandar de una opcién americana g, (z) = a [v — K]

Como se ha mencionado para encontrar el tiempo de paro éptimo debemos analizar
el dominio del paro éptimo I',[I,,]. La existencia de este dominio estéd sustentada en el
teorema de paro 6ptimo de Shiryaev y su unicidad fue discutida en la seccién anterior.

De acuerdo a la observacién 2 de la seccién anterior se puede empezar por reducir
el dominio de paro 6ptimo I'y[I,,] = {z € RT : g,, (z) = w (z,y)} quitando los puntos
donde la funcién g, (z) = 0, esto sucede cuando x < K, y si x > K, se tiene g(z) > 0.
Entonces C,, = [0, K,,] = {z € R" : g,(z) = 0}, por comodidad se desea trabajar en
un intervalo cerrado, por lo que es conveniente tomar a C; = [0, K},). El dominio de

paro éptimo reducido queda como:

L[yl = Tuly\C = {2 > Ky 2 gn (2) = wn (2,9)} -

A continuacién se presentardn las hip6tesis necesarias del proceso {Z, }nen para

poder hacer el andlisis de la estructura de los dominios de paro éptimo.

A: Para toda n € N existe un kernel de transicién P,(y,B), y € Y, B € By, y
Py(z,y,2,A), v € RT, y,2 € Y, A € By tal que para toda x € R, y € Y,
A € B, B € By se tiene que

Pn(%y;A,B):/ Pn(y7dZ)Pn($,y»Z;A)7
B

entonces la componente indice I, es un proceso de Markov no homogéneo con
kernel de transicién P,(y, B). La funcién P,(z,y, z, A) es el kernel de la proba-

bilidad de transicién del precio 5,41 con respecto a las variable S, I,, v Ip41.
Cuando el precio estd dado de forma dindmica (4.1.6) se sigue manteniendo
valida esta condicién, ya que (4.1.7) y (4.1.9) son casos particulares de A.

B: ParatodaneN, y,z€Y,s>0y0<2 <2" <o0o:

P (', y,2,[s,00)) < Pu(2”,y, 2, [s,00)).

Con esto se pide que el proceso { S, }nen sea monétono creciente con respecto al
nivel del precio dado. Si el precio estd dado en forma dindmica se puede rescribir

COmao:

B": Para todan € Ny y € Y la funcién A, (z,y) es monétona no decreciente en
x > 0.

Esta condicién es necesaria, ya que serfa ilégico pensar que la probabilidad de
que el precio alcance un precio alto va ser mayor mientras se mas pequeio sea

el precio actual.
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La siguiente condicién pide que la distribucién del proceso del precio P, (z,y, z, A)
sea convexa estocdsticamente con respecto al nivel del precio.

Para enunciar esta propiedad usamos la funcién de distribucién del proceso
Fray.2(s) = Pu(x,y,2,[0,s]), paratoda s >0,
y la funcién cuantil

Eyl o (w)=sup{s>0:F,.,.(s)<u}, 0<u<l.

n7$7y7z

Sea p una variable aleatoria uniforme en el [0, 1], entonces se tiene que

P(F_1 (p) <8) = Fray,-(s),s>0.

n,T,Y,2
Con estas especificaciones la propiedad de la convexidad estocdstica es la siguiente.

C: ParatodaneNyeY,s>0,BeByy0<a' <z’"<oo:

/ " Ffll "‘Fﬁlu
Pn <m,y,z, [S,OO)) < P{ n,r 7y,z(p) n,T ,y,z(p) S 8} .

2 2 -
En el caso que el proceso del precio es dado en forma dindmica la condicién C

se puede escribir como:

C’: Paratodan € Ny y €Y la funcién A, (z,y) es convexa para toda = > 0.

A lo largo del andlisis se trabajard con una familia especifica de funciones, estd
familia serd denotada por V. Una funcién f(x,y): Z — [0, +0o0] estd en V si cumple

con:

i) ser medibles,
ii) no decreciente en z > 0, paratoday € Y, y

iii) convexa en x > 0, para toda y € Y.

Observe que si f(z,y) €V y sélo toma valores en [0, 00), entonces f(x,y) es una
funcién continua en x > 0 para toda y € Y, esto se deduce porque es no decreciente y
convexa con respecto a x > 0.

Ahora se vera que el espacio de funciones V es invariante con respecto al operador
T, es decir que si f(z,y) €V entonces T, f(z,y) €V.

Lema 4.2.1 Bajo las condiciones A-C. Si una funcion f(x,y) estd en V entonces

para toda n € N la funcion T, f(x,y) estd en V.
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Demostracién. Sea n € N fija y f(x,y) €V, entonces f(z,y) > 0 para toda
(xz,y) € Z y medible con respecto a Bz. Al ser T), el operador esperanza condicional
se tiene que T, f (z,y) = B, [f (Snt1, [nt1)] es una funcién no negativa y medible
con respecto a By.

Ahora se verd que T),f(z,y) es no decreciente en x > 0 para toda y € Y. Gracias

a la condicién A se tiene que,
Tof(z,y) = / F(u, 2) P (2, y, du, d2)
Y JR+
_ / F(u, 2) Py, d2) Pl y, 2, du) = / Pu(y,dz) / F(u, 2) Py, 2, du),
Y JR+ Y R+

por lo que serd suficiente con mostrar que la funcién

Fulzy, 2) = /R () Palas 7, )

es no decreciente en z > (0 para toda y € Y.

Considere los conjuntos Ay p, = {u >0:kh < f(u,2) < (k+1)h} para k =0,1, ...
Y Ao ={u>0: f(u,z) = co}. Como f(z,y) es no decreciente, el conjunto A ,
debe de ser vacié o un intervalo de forma (a, o) o [a,0), de la condicién B se tiene
que P,(z,y, 2, Ax,.) es no decreciente en x > 0, entonces, si existe ' > 0 tal que

P,(2',y,2,Ax 2) > 0 el conjunto A . es no vaci, y para toda x” > 2’ se tiene

Fula y, 2) = / F(, 2) Pala, y, 2, du)
R+
_ / F (s 2) Po(a, s 2, du) + / F(u, 2) Po(, g, 2, du)
R+\ Aoo - Aco»

:/ f(U,Z)Pn(.I,y,Z,d’U,)—f—/ OOPn(IE,y,Z,d’U,) = 09,
R+\Aoo,z Aoo,z

debido a que fp(z”,y,2) = co cuando existe 2’ > 0 tal que P,(2',y, 2, Axz) > 0, la
monotonia sélo debe ser verificada para las = > 0 tales que P, (z,y, 2, Ax,.) = 0, sea
Cy,» C R el conjunto de las x > 0 con esta tiltima propiedad.

Para h > 0 fija, definase la funcién f (u, z) como sigue:

f(h)(u,z):{ kh  siu€ App. k=0,1,... } .

00 StUE As

f,y,2) = | P (u,2)Pala,y, 2, du).
R+
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Por construccién
FP(u,2) < flu,z) < P (u,2) +h
N /R PPy ) < [ )Py, zd) <
| P + 1P Y

= [ fP(u,2)Po(z,y, 2,du) < fulz,y,2) <
R+

f ( 2)Py(z,y, z,du) + Aw hP,(x,y,z, du)

jz/

Ak,h,z

khP, (., 2, du) + / 00Po(,y, 2, du) < f(@,y,2) <
AOOZ

Z/ khPy(z,y, z,du) + / 0o Py (z,y, z,du) + h
Ak yh,z Aoo,z

como P, (z,y,z,w) = 0si z € Ay . entonces ono . ooP,(z,y, z,du) = 0; al tomar el

limite sobre h cuando tiende a cero, se tiene

lim £ < li < li { (h) h}
Lim £ (2, y, 2) < hli%fn(xa Yy, z) < lim < fn (z,y,2) +
im £(A) < < lim f(M) i
= }lllg%fn ($7y7 Z) — fn(xaya Z) — %lii%fn ($7yaz) + }llli)%h‘
Asi que es equivalente mostrar que f,(Lh) (x,y, ) es no decreciente paralas x € Cy, y

para today,z € Y, con h > 0. Como f(u, z) es no decreciente para u > 0 los conjuntos

Arn., k=0,1,..., deben ser intervalos disjuntos tales que By, , = UkAT n.» €s el vacié
b K I I T‘Z b b

o un intervalo de la forma (b, ., 00) 0 [bgp 2, 00). La funcién f,(lh) (x,y,2) se puede

ver como

£ (2, y,2) = / hkPo (2, y, 2 du)
R+

:thPn(l';va,Ak‘,hz - {Z I‘y,Z Akhz —I—ZP x,Y,z, Akhz) }

k=0 k=1 k=2
=h) Pu(z,Y, 2, B p,2),
k=1

de acuerdo a la condicién B la P, (z,v, 2, [a, o0]) es monétona no decreciente para x >
h . T o . .
0, entonces fé )(x, y, z) al ser una combinacién lineal positiva de funciones monétonas

no decrecientes también lo es.
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Ahora se probara que T), f(z,y) es convexa para x > 0, y € Y. Para esto se usardn

las siguientes variables aleatorias

—1 -1
S = me';%z(p) S" = Fn,x”,y,z(p)’
. x/ _"_a;,//

S = Fovy:(p)  dondev = 5

donde p es una variable aleatoria con distribucién uniforme en el intervalo[0, 1].

Por hipétesis f(z,y) es convexa en x > 0, entonces,

f@',y)+ f(2",y) a' +a"
5 2f( 5 ,y>,

para x’,x” > 0, como aplicar el operador T' es tomar una esperanza, lo que preserva

igualdades, se tiene que,

Tnf(x,y);Tnf(w Y /an(y,dz)E [f(Svy);f(S 72)} >

frave (532

es estocasticamente mayor a S , entonces,
S+ 9" .
EP(—%—nQ}zEwaﬂ

por lo tanto T, f(z,y) es convexa, puesto que

Tof(@,y) + Tuf (=", y)
2

.., ’ "
por la condicién C %

$/+SC”
( 2

2/f%@@@EU@wH=EJ ).

La ltima hipétesis que se incluird es sobre el comportamiento del rendimiento de
la opcidn; estd dada en la siguiente condicién, que quiere decir que cuando el precio del
activo subyacente crece mucho lo mds conveniente es ejercer la opcién inmediatamente,
ya que el rendimiento esperado se vuelve menor al que dan los coeficientes y por lo
general los coeficientes deben ser crecientes en el tiempo por lo que —22—e™ < 1 en la

an+41

mayoria de los casos.

D: ParatodaneNyyeY:

.1 a
lim ~E}, [Sny1] < ——e"™.
z—oox Gn+1

En el caso donde el proceso del precio estd dado en forma dindmica, la condicién

D, se puede rescribir como:
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D" ParatodaneNyyeY:

1 Qn
xlg{.lO;E [Ang1(z, Bas1(y,6,11))] < it em.

Por las condiciones A-D se tiene que E7 [Spy1] < oo para todan € Ny x > 0,
y € Y. El limite de la condicién D siempre existe bajo las condiciones A-C, ya que
por el Lema 4.2.1 la funcién hy,(z,y) = Ey}, [Sn+1] estd dentro del espacio V para toda
n € N, entonces es continua y por consiguiente el limite existe.

En el siguiente lema se analizardn propiedades de la funcién wy,(x,y), la cual des-

cribe las ganancias.

Lema 4.2.2 Bajo las condiciones A-D. Para todan =0,1,...,N:
a. wy(z,y)<oo,z>0,yeY.
b. wy(x,y) es continua en x > 0 para toda y € Y.

c. wp(z,y) €V.

Una observacién importante que se desprende de este lema es: que el valor supremo

de la funcional (4.1.1) es finito, puesto que como se tiene

Gg(Topt) = wn (S0, lo) < 00,

La demostracién de este lema se hard en forma conjunta con la demostracién del
siguiente teorema, ya que tienen una gran relaciéon. En el siguiente teorema se inicia
el andlisis de la estructura del dominio de paro éptimo, y la primera caracteristica de

la estructura del dominio de paro éptimo, es que este debe ser un intervalo.

Teorema 4.2.3 Bajo las condiciones A-D (en el caso de que el proceso de precios
este dado en forma dindmica las condiciones B-D puedes ser sustituidas por B’-D’).

Se tiene que:

1. para la funcion de pagos (4.2.12) y todo n = 0,1,.., N — 1 existe una tunica raiz

d*(I,) para la ecuacion
gn(x) = e " Thwn_n-1(x,I,), z > Ky, (4.2.13)

mas aun, gn(x) > e " Thwn_pn_1(z,Iy) para las x > d(I,) y gn(z) <
e " ThwnN_n_1(z,I) para K, <z < d}(I,), si K, <d}(I,);
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2. el dominio de paro dptimo tiene la siguiente forma
Ly[In] = [dy (In), 00) C [Kn, 00),

por eso, el tiempo de paro dptimo que mazximiza a la funcional ¢g(7) estd dado
por Tope = min{0 <n < N : S, > d¥(I,)}, donde dy(Iy) = 0.

Para poder demostrar el Lema 4.2.2 y Teorema 4.2.3 se introduce una nueva fun-
cién, en la cual se estudian en conjunto las dos funciones que intervienen en la definicién

de la funcién de ganancias wy,(x,y), n =0,1,..., N , tal funcién estd definida como:
op(z,y) =e " Thawn—n-1(z,Iy) — gn(z),n=0,1,..., N — 1, (4.2.14)
y algunas de sus caracteristicas son descritas en el siguiente lema.

Lema 4.2.4 Bajo las condiciones A-D. Para toda n=0,1,.... N —1:

a. o,(r,y) <oo,z>0,yeyY,

b. v, (z,y) es continua en x > 0 para toda y €Y,

c. p,(z,y) es no negativa, no decreciente y convezxa si x € [0, K] para today €Y,
d. ¢, (x,y) es mondtona decreciente y conveza si x € [K,,o0) para toda y €Y, y,

e. eziste el lim 1, (z,y) <0 para toda y € Y.
r—00

A continuacién se demostraran los lemas 4.2.2 y 4.2.4, y el Teorema 4.2.3.
Demostracién. Primero se mostrard la propiedad (c¢) del Lema 4.2.2, es decir
que, wy(z,y) € V para todan =0,1,...,N.

Esto se hard por medio de induccién.

i) Si n = 0, se tiene que wo(z,y) = gn = an[r — Ky|T, la cual es medible,
no decreciente y convexa para x > 0y toda y € Y; por lo tanto wo(z,y) €
V; y por el lema 4.2.1 la funcion Ty_jwo(z,y) € V, como wi(z,y) =
max{gny_1(x),e "V1Tn_jwo(x,y)} estd en V, ya que es el mdximo de dos fun-

ciones en V.
ii) Hipétesis de induccién, suponer que wg(z,y) € V.

iii) Sea n = k + 1, como wi41(z,y) = max{gn_r—1(z),e "N+ 1TN_p_qwi(z,y)},
por el Lema 4.2.1 se sabe que Ty_;_jwg(x,y) € V, entonces wi11(z,y) € V ya

que es el maximo de dos funciones en V.
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La propiedad (b) del Lema 4.2.2 es una consecuencia de la propiedad (¢) que se
acaba de demostrar; ya que wy(x,y) es convexa y no decreciente, entonces wy, (x,y)
es continua para todan =0,1,..., N.

Ahora se verd la propiedad (c) del Lema 4.2.4; por el Lema 4.2.1 e "™ T, wn_n(z,y) €
V, para todan =0,1,..., N, y como g,(z) = a, [vr — K,], = 0siz € [0, K,], entonces
o, y) = e ™ Thawn_n(z,y) € Vsiz € [0,K,] paratoday € Y. Por lo tanto ¢, (z,y)
es convexa, no decreciente y no negativa si x € [0, K,,] para toda y € Y.

Si x € [Kp,o0] se tiene que —gn(z) = —an(z — K,,), entonces es convexa en
x € [K,, | por ser lineal; por lo tanto ¢, (z,y) es convexa en z € [0, K,] para toda
y € Y por ser la suma de dos funciones convexas. Entonces ¢, (z,y) es convexa en
Rt yeY.

Para probar el resto de las propiedades de wy(z,y), n = 1,2,..,.N y ¢, (z,v),
n =20,1,..N — 1 declaradas en los lemas 4.2.2 y 4.2.4 se hard usé de induccién hacia
atrés.

Las propiedades restantes son:

Lema 4.2.2
(@) wy(z,y) <oo,x>0,y€Y.

Lema 4.2.4
(a) g (z,y) <oo,z>0,yeY.

(b) ¢,,(x,y) es continua en x > 0 para toda y € Y.

(¢) ¢, (z,y) es mondétona decreciente y convexa si x € [K,,,00) para toda
yeY,y

(d) existe el xli_)rgoiwn(m, y) < 0 para today € Y.

i) Pran=N—-1yyeY,

1 1 N1 1

- _ = 1 — o _
x<PN—1(fF;y) € N-1wo(z,y) 9N 1(z)

1

- B 1
—e o BN an[r — KN4 - Zan-1lr — Ky-i]+

six > maX{KN,Kn—1}7

1 aN _ _ 1
;PNA(?U, y) = ?Ne e (Eévy ] - KN) ANt (z — Kn-1)

como K, > 0,

Kn_1

)7

1 B 1 B
E@N—ﬂx,y) <ape TN*;Egy 1Sy — an—1(1—
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i)

iii)

al tomar el limite cuando x tiende a co y por la condicién D, se concluye que

KNfl)
’ (4.2.15)

1 1
lim —pn_(z,y) < aye "N-! lim —Ea];\fy_

1SN —ay—1 lim (1 —
T—00 T—00 T—00

_ aN-—1
< ane TN—l—a eN-1 —qgn_1=0.
N

Entonces ¢y _;(x,y) < 0 para valores grandes de x, es decir para x > en_1(y),
y €Y, por lo tanto Ty _jwo(x,y) < oo para x > en_1(y), pero por el Lema 4.2.1
se sabia que T_jwp(z,y) es continua y no decreciente, entonces Ty _jwo(z,y)
es continua y finita para > 0, por lo tanto wi(z,y) = max{gy_1(x),e "~-1

Tn_1wo(z,y)} v on_1(z,y) = e "™-1TN_qwo(z,y) — gn-1(x) son funciones fini-
tas y continuas para x >0y toda y € Y.

Ahora se vera que ¢y _;(z,y) es monétona decreciente si x € [Ky_1,00), y €Y
on1(BEN-1,y) = e ™V Ty qwo(Kn-1,Yy) — gn-1(Kn-1)
= e "N Ty qwo(Kn-1,y) >0,y

on_1(z,y) — In-1<0siz— o0,

junto con la convexidad de ¢ _;(z,y) en [Ky_1, 0] es imposible la existencia de
puntos Kny_1 < 21 < xg tales que o_1(21,y) = py_1(z2,y). Para demostrar
esto supongamos que existen tales puntos, pero también siempre existe x3 > o

tal que on_1(23,y) < ©n_1(x2,y), podemos hacer a z2 = pr1 + (1 — p)z3, con

__ T3—T_2
p= r3—x1 ’

entonces
(1 —p)en_1(z3,y) < (1 —p)on_1(22,9)
= ppn_1(22,y) + (1 = p)on_1(T3,y) < pon_1(z2,9)
= pon_1(r1,y) + (1 = p)oy_1(23,y) < on_1(72,y) !

contradice la convexidad de ¢y _;(z,y), por lo tanto no existen tales puntos x;

y x2. Por lo tanto ¢pn_;(x,y) es estrictamente decreciente.

Con esto probamos que wi(x,y) y ¢n_1(z,y) poseen las propiedades.
Por paso inductivo se supone que wi(x,y) v ¢_ (2, y) cumplen las propiedades.

Falta probar que wi11(x,y) y on_r_1(x,y) las cumplen.
Para mostrar esto se debe conseguir una relacién andloga a la (4.2.15) para la
funcién ¢y __1(2,y). Debido a la hipétesis de induccién el lim 2oy (z,y) < 0
Tr— 00
existe, y € Y, por lo que pn_i(z,y) < 0 para x > en_k(y), y € Y, entonces
e NN _jpwi-1(z,y) < gn-k(z) paraz >en_k(y),y €Y

= wi(z,y) = gn—r(z) para toda z > en_r(y)
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por definicién wy(z,y) > gyv_k(x), para toda x € R*; con estas ideas en mente
se puede escribir wy(z,y) = gn—k(z) + (wi(z,y) — gn—&(z)), quedando como la
suma de dos funciones no negativas. La segunda funcién (wg(z,y) — gn—r(2))
se hace cero si x > en_k(y), y por hipétesis de induccién ambas funciones son

continuas. Como el operador T _j_1 es lineal se tiene
Tn_p—1wi(z,y) = TN—k—19N—k(%) + Tn_p—1 (Wi (2, y) — gn—k(T)).

Como (wi(z,y) — gnv—k(x)) es continua entonces es acotada en el intervalo

[0,en—k(y)]-Ahora definase Gi(y) = SuPo<z<cy () (Wk(T,y) — gn-k(z)). En-
tonces se tiene que

Tn_p—1(wr(z,y) — gn_r(x)) =

en—«(y)
/PN—k—l(yadz)/ (wi(z,y) — gN—k (%)) PN—g—1(2, 9, 2, du) <
Y

0
en—&(y)
/PNkl(ya dz)/Gk(y)PNkl(xv Y, 2, du) < Gi(y),
Y
por lo tanto
1 L
0.< T T a (w(.9) = gv-1(@)) < Giy) T~ =0

—1
= lim —Tn_p_1(wr(z,y) — gn-r(x)) =0,

T—00

De la ultima desigualdad se concluye que los siguientes limites son iguales (finitos

o infinitos simultdneamente):

.1 1
lim —Tn_pqwi(z,y) = J01;110105T]\;,k,lg]\[,k(af:) (4.2.16)

T—00
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Utilizando la propiedad D se obtiene

o1
lim —pn ;1 (2,y) = (4.2.17)

T—00

_ |1
e "N-k=1 lim ;TN_k—l'wk(xyy) —aN-g-1[T — KN—k_l]-i- -

Tr—00

_ .1
e "Nkt lim —Ty_p_1wi(2,y) — an—k—1 =
T—00 I

_ .1
e "N=k-1 lim ETkaflngk(x) —ON—k—1 =

T—00

_ .1
"™kl lim —TN g 1an k[ — KN g, —an—p-—1=
T—00

IN

_ o1
e "Nok-lgn g lim =Ty g1 [z — Ky—i]l, —an—x—1
T—oo

- N et
Trany—g im — N—k —ON—k—1
e Nk lim —EY 1S <
T—0o0 ’
_ ON—k—1
e TkaflaNik—erN—k—l —aN_f_1 = 0

aN—k

Por lo que ¢y_j_1(z,y) < 0 para valores grandes de x > en_g-1(y), ¥y €
Y. Esto quiere decir que Tn_j_1wi(z,y) < oo para x > en_k—1(y) y por
el lema 4.2.1 Ty_p_jwg(x,y) no decrece para z > 0 y es continua, entonces
Tn_g—1wi(z,y) < oo para z > 0, por lo tanto se puede concluir que wy1(x,y) =
max{gn (), TN—k—1wk(®,y)} ¥ on——1(2,y) = TN-p—1w0k(2, y) — gN—k—1(2)
son funciones finitas y continuas para x > 0y today € Y.

Ahora para ver que ¢y_;_;(z,y) es mondtona decreciente si x € [Ky_j_1,00),
y €Y. Se tiene que

ON—p—1(EN_k-1,y) = Tn-p—1we(KN—k-1,Y) — gN-k—1(KN_f—1) =
In—p—rwp(Kn—k-1,y) > Oy

On_p_1(x,y) — In_k-1<0siz— o0

por la propiedad de convexidad de ¢y_j_i(x,y) en [Kn_g_1,00] es imposi-
ble la existencia de puntos Ky_p_1 < z1 < xy tales que on_i_;(z1,y) =
ON_i_1(x2,y). Supéngase que existen tales puntos, entonces también siempre
existe 3 > xo tal que on_1_1(23,y) < ©on_i_1(x2,y), y podemos hacer que

x9 = px1+ (1 — p)zs, con p = zss_—mﬂc?’

entonces

(1—=p)oy_g-1(23,y) < (1 =p)oy_1(z2,¥)
= pon_k_1(®2,y) + (L —=p)oy_k_1(23,y) < on_p_1(22,9)
= poN—k—1(21,Y) + (1 = p)on_-1(23,Y) < on__1(T2,9)!
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que es absurdo debido a la convexidad ¢ _j_1(z,y), por lo tanto no existen los
puntos 1 y 3. Por lo tanto ¢pn_j,_1(z,y) es estrictamente decreciente. y con

esto se concluye la induccién.

Con esto han quedado demostrados los Lemas 4.2.2 y 4.2.4. La demostracién del

teorema 4.2.3 se desprende de estos Lemas; para ver que la ecuacién (4.2.13)
gn(x) = e " Thawn_—n_1(x, 1), x > Ky,
tiene una tunica raiz d* (I,,), basta con ver que existe una unica x > K, talque
oz, In) = e " Thwn_—n_1(x,Iy) — gn(x) =0, z > K,,

por el Lema 4.2.4 se puede concluir que la funcién ¢(z,y) tiene una unica raiz debido
a que en el intervalo [0, K,,) es positiva y no decreciente, y en el intervalo [K,,,c0)
se vuelve mondétona decreciente y se sabe que para valores grandes de x tomara valo-
res negativos; entonces por este cambio de signo se puede asegurar la existencia de
la raiz, la unicidad se debe a la monotonia de la funcién. Como la raiz es tinica y
On_r_1(z, ) es negativa para valores grandes de x y monétona decreciente entonces
gn(z) > e " Thwn_n_1(x,y) para x > d}(y), como en [K,,c0) es monétona decre-
ciente y positiva en K, < z < d}(y) se tiene que g,(x) < e ™ T ,wn_n_1(z,y) para
K, <z < di(y),si K, <d(y).

Debido a esto el dominio de paro éptimo tiene la siguiente transformacién

Loly] ={z > K : gu(z) = wn-n(z,9)} = (4.2.18)
{r > Ky @ gn (z) = max <gn (@), e " Thwn-—n-1(z, y)>}
= [d}(y),0), y €Y.

Para concluir la demostracién esto es valido para toda y € Y, en particular para
y=1, n

En el Lema 4.2.2 se ve que la funcional gZ)g(Topt) = wn(So, Ip) tiene una dependencia
del valor inicial del precio Sp, por este Lema se sabe que ¢, (Topt) €s una funcién no
negativa, continua, no decreciente y convexa para toda Sy > 0 para toda Iy € Y.
Por las desigualdades (4.2.16) y (4.2.17) usadas en la demostracién anterior se puede
concluir

1 1
lim — — "0y lim ~E2 S
SolgﬂooSQ ¢y(Topt) = max{ap, e ay lim — g, 1} < oo
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puesto que
lim <6, (7o) = Jim (S, T)
im —ao, (T = lim —w =
SQHOOSO g\ opt SOHOOSO NA20, 70

1 1
= maX{S(l)iLDOOS—Og(](iL’()), SgEnooS_Oe_TOTOwN_I (So, Io)}

.1 I |
= maX{Sgli)noos—an[So—Ko]+,€ OS(£1£>IlooS_OTogl(Sl)}

_ 1
= max{ag,e Toalzll%lo;Eg,ySl}'

Por esta desigualdad podemos saber que d)g(Topt) crece a lo mas como una funcién
lineal de Sg.

Cuando el proceso del precio no depende de ningtin proceso indice, como en las
observaciones (4.1.7) y (4.1.8), la ecuacién (4.2.13), de la cual se calcula la raiz que

delimita el dominio de paro éptimo, se transforma en
gn(z) = e " LywN—pn-1(T), T > Kn,

entonces de acuerdo con el Teorema 4.2.3 para cadan =0, 1,..., N —1 sélo existird una
Unica rafz d;, de esta ecuacién anterior y el momento de paro éptimo queda definido
por Top = min{0 <n < N : S, > d}, con dy = 0.

Las condiciones del Teorema 4.2.3 no excluyen la posibilidad de que el dominio de
paro sea I',,[I),] = [K,, 00). Para que esto suceda es necesario que P, (S, y, (Ky, ), X)
> (0 paratodan =0,1,... y y € Y, ya que estd da la posibilidad de que el precio incre-
mente y sobrepase los niveles del precio pactado, con lo cual puede ser que d7 (y) > K,
yey.

En el siguiente teorema se analiza el caso cuando para alguna n en particular la
condicién D no se; sin la condicién D la funcién ¢,,(x, y) puede tomar el valor infinito
lo cual debe verse reflejado en la forma del dominio de paro éptimo I'y[y] = {z >
K, : gn(z) = wn_n(x,y)} que como se vio en la demostracién del Teorema 4.2.3 es lo
mismo a pedir

Pulyl ={z > Kn : ¢p(z,y) <0}, y €Y.
de acuerdo a (4.2.18).

Teorema 4.2.5 Suponga que se cumplen las condiciones A-C (en el caso donde el
proceso del precio este dado en forma dindmica como en (4.1.6) las condiciones B-C
pueden ser remplazadas por las condiciones B’-C”). Entonces para la funcion de pagos
estandar dada en (4.2.12) sucede:

1. para toda n = 0,1,....N — 1 el dominio de paro dptimo T',[I,] C [K,,c0) es
un conjunto vacid, un simple punto, un intervalo finito [d} (1), fi(In)] o un

intervalo infinito [d},, 00);
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2. para alguna n = 0,1,.... N — 1 fija, el dominio de paro optimo Tp[I,] = 0 siy

sdlo si la desigualdad
gn(x) < e " Thwn_n_1(z, I,)
se cumple para toda x > K.

3. para alguna n = 0,1,.... N — 1 fija, el dominio de paro éptimo T',[I,] consiste
de un simple punto d}(y) > K,, si y sdlo si la ecuacion (4.2.13) tiene una tunica

raiz y la desigualdad

gn(z) < eirnananfl(xv In)
se cumple para © > K, y x # d%(1,);

4. para alguna n = 0,1,.... N — 1 fija, el dominio de paro dptimo T'n[I,] es un
intervalo finito [d} (1), fi(I)] C [Kn,00) sty sdlo sila ecuacion (4.2.13) tiene

como raiz minima a d}(I,) y raiz mdzima f}(I,), ademds en este caso

gn(x) < e " Thwn_n-1(z,1,), parax € [K,,c0)\[d: (1), fr(l,)],
gn(x) > e_TnanN—n—l(xaln)a para x € (d;kl(ln)a f':([TZ))a

5. para alguna n = 0,1,...,N — 1 fija, el dominio de paro dptimo T',[I,] es un
intervalo infinito [d},(I,), 00) C [Ky,00) siy sdlo sid},(1,) es la raiz mas pequena
de la ecuacion (4.2.13) y

gn(x) > e " Thwn_pn_1(z,I,), para x> d}(I,),
ademds en este caso también
gn(z) < e " Twn_n_1(z, 1), para z € [K,,c0)\[d (1), 00).
Demostracion.

1. En la observacion sobre la unicidad del dominio de paro dptimo se vio como el
refinamiento de un dominio de paro dptimo debe estar incluido en el dominio de

paro dptimo inicial
L5 (In) = {2 > Ky : gn (2) = wy—n (2,y)} = [Kn, 00),

entonces I'y, (I,) C [Kp,00) y puede ser vacio, un punto, un intervalo finito o un

intervalo infinito.
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2. Sea n fija, si 'y [I,] = 0 quiere decir que ) = {x > K, : ¢, (z,y) < 0}, y esto

sucede si y sdlo si

gn () < e " Thwn_—n—1(z,I) para toda x> K.

3. Sean fija, sil'y, [I) = d* (I,) quiere decir que d* (I,) = {z > K,, : ¢, (z,y) < 0},

lo cual sucede si y solo si
gn () = e " Thwn_n_1 (z,I,) sdlo en x=d*(I,);

si sucede esta ultima se ve claramente que gy, (x) < e " Tywn_n—1 (z,I,) para
toda x € [K,,00)\d* (I,) .

4. Sea n fija, si Iy [I,] = [d (1), f(1n)]quiere decir que [d)(1,), fx(I,)] = {z >
K, : ¢, (x,y) <0}, lo cual sucede siy solo si (4.2.13) tiene como raices a dj,(I,)

su minima raiz y f(I,) su raiz mayor; ademds sucede
gn () < e " Thwn_pn—1(z,I) para x € [K,,c0)\[d(I,), fr(I,)];

ahora por demostracion al absurdo se verd que si x € [d}(I,), fr(I,)], entonces
gn(x) > e TN _—n-1(z, ).

Supdngase que existe &' € [d}(Iy,), fi(I)] tal que gn(2') < e ™ Thwn_n—1(2', 1),
pero se sabe que gn(d* (I,)) = e " ThwnN_—n—1(d* (In),In) y go(f* (1)) = e
TowN—n—1(f*(In), In).

Sea p = %, entonces se tiene que x = p-d* (I,) + (1 —p) - f* (1),

ademds gn(x) y e " Thwn_n—1(x,I,) son funciones convezxas, entonces

gn(x) < e " Thwn_n-1(z,I,)
= gn(p-d"+(1—p) f*) <e " Tyawn—pa(p-d +(1—p) [ 1n)
= pgn(d”) + gn (f7) <
pe " Thawn_p_1(d*, In)+ (1 —p)fre ™ Tywn_—n-1(f, 1)

por lo tanto no existe x’'. Asi que

gn(@) = e TN —n—1(2, In) six € [d},(In), fr(In)]-

5. Sean fija, si Ty, [I] = [d* (I,),00), quiere decir que [d* (I),),00) = {z > K, :
on(x,y) < 0}, y esto sucede si y sélo si d* (I,) es la minima raiz de (4.2.13) y
gn(x) > e " Thwn_n—1(x,I,), para toda x > d}(I,); si se tiene esto entonces
gn(x) < e " Tawn_pn_1(z, 1), para x € [Ky,00)\[d} (1)), 00).
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Ahora se verdn una condicién necesaria para que el tiempo de paro 6ptimo sea
igual a la fecha de vencimiento, 7., = N; la condiciones quedan en termino de los
pardametros a,, y K, de la funcién de pago estandar (4.2.12), estos pardametros deben

ser tales que
_ B sy 01N, (4.2.19)
an—l—lKn—i-l
En este caso no es necesario que se cumplan las condiciones A-C, y la condicién
D es negada puesto que se espera que S,, > K,, para toda n, por lo que la condicién

D se cambia

an_rn S%E;?,ysnﬂ <ocoparaneN x>0, yeY.

1 . . 1 1 n n
(anterlormente D: ParatodaneNyyeY: xILI&EE;L,y [Sn+1] < ae” )
Es intuitivo saber que el tiempo de paro éptimo serd N, puesto que esta condicién
quiere decir que el rendimiento esperado del precio siempre serd mayor al rendimiento

de las constantes a,, K.
Teorema 4.2.6 Bajo las condiciones (4.2.19) y D, se tiene que Topt = N

Demostracién. Considere al proceso

S S
Vi, = ane K, —n—l] = a, K,e (—n>,n€N,
n n n |:Kn . nfin g0 K,
donde go(z) = [z — 1]+, * € RT, la cual es una funcién convexa y no decreciente.

Ahora se mostrard que este proceso es una submartingala.

Por la condicién (4.2.19) se tiene que

_ Sn
E(Vhpa|Fn) = FE [a”—HKn—i-le Rn+1go <K—+1> ’fn] N
n+1

_ S,
ani1 Ky E [90 (Kn—ﬂl) ’fn:| >
n+ C.S8

Sn
an+1Kn+1€7Rn+190 <E [ » "7:”:|> N
Kn+1

_ 1
an+1Kn+1e R"“go <K

s

la desigualdad se dada gracias a que go(z) es una funcién convexa y se puede aplicar

la desigualdad de Jensen (la cual se da casi seguramente, c.s.).
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Por la condiciéon D

an 1 .
—e" < _ES S +1
Ap+1 Sn oy
a
= G, —¢™ < FE§, ,Snt1 <ocoparan €N, 2>0, y €Y,
an+1 ’

y por la monotonia de la esperanza condicional

E[Sn+1|7:n]> >
n+1

_ 1
an+1Kn+1€ Rn+190 (K

1 a
7Rn n J—
an+1Kny1€ g < Sp——e'™ | =
Kni1 " anta

—Rnt1
ant1Kpi1e 90
an+1Kn+1 Kn

ahora se vera que go(Ar) > Ago(x), si A > 1y x > 0; sea = > 0 tal que go(z) =0
y A > lentonces go(Az) = [Az — 1] > 0 = A0 = Ago(z); por otro lado sea y >
0 tal que go(y) > 0 con la misma A > 1 se tiene que A\gp(z) = Az — A < Az —1 = go(Ax);
por lo tanto go(Az) > Ago(z), siA > 1y x > 0.

Sea A = an‘frlgﬂ“e’”n > 1 y recuerde que R, = r9 +r1 + ... + r,_1, entonces
—Ry+1 + rn = —Ry,; siguiendo con las desigualdades anteriores

an+1Kn+1 K,
5
K,

—R,
an+1Kn+le +190 (

) >

_Rn
an+1Kpp1e” g (A

_ S
anJrlKnJrle Rn+1)\90(ﬁ) =
n

—R a'nKn r Sn
i s anJrlKnJrl g Kn
Sn

anKne_Rngo (?) = W
n

Por lo tanto V;, es una submartingala, entonces para cada momento de Markov
0<7t<N
Ee g (S.) = EV. < EVy = Ee ™ gn(Sy).

Por lo que se puede concluir que

Topt:N.

Con este teorema se concluye el andlisis del caso en el que la funcién de pagos

tiene la forma (4.2.12), como se ha visto en este caso el dominio de paro éptimo puede



4. Optimizaciéon de opciones Americanas, con funcién de pago convexa, a
tiempo discreto 52

verse como un intervalo [d¥ (v), fx(y)) donde f}(y) € {{x > d} (y)},o0}; entonces
para encontrar el dominio de paro éptimo en este caso basta con encontrar las raices
d (y) v f(y); en el siguiente capitulo se darén ejemplos en los cuales se encuentra la
raiz d} (y) en el caso donde se cumple la condicién D. Cuando la hipétesis D no se
cumple se deberd esperar a la fecha de vencimiento para ejercer la mejor opcién que
se tiene.

En la siguiente seccién se hard uso de la estructura o forma de los dominios de paro
6ptimo aquf analizados para tratar de generalizar estos resultados a casos un poco méas

generales en cuanto a la forma de la funcién de pago.

4.3 Optimizacién en el caso cuando la funcién de pago es

lineal por trozos.

Para generalizar el andlisis de la seccién anterior ahora se considerara el caso cuando
la funcién de pago g, (z) convexa, lineal por trozos y creciente, esto quiere decir, para
alguna p > 2 fija e independiente de n se deben considerar dos series de nimeros
positivos 0 < Kp1 < Kpo < .. < Kpp <00y 0 <ap1 < apg < ... <app < 00
conocidos y fijos, tales que la funcién g,(x) debe ser continua, no negativa, definida

en [0,00) talque

0 siz € [0, K, 1]
gn(a:) = an,i[x - Kn,i]+ slx € [Kn,i7 Kn,i-i—l]v (RS {17 D= 1} ) (4320)

an,p[x - Kn,p]+ siz € [wa 00)

entonces gn(x) es lineal dentro de cada intervalo [0, Ky, 1],[Kn 1, Kn2] s [ Knp—1, Kn p]
y [Knp,00) con su correspondiente pendiente ay, 1, ..., Gnp—1,anp- La grafica de dicha

funcién para una n fija debe ser parecida a la siguiente imagen

Las condiciones B (B”) y C (C”) no requieren cambio, puesto que estas no depende
de la forma de la funcién de pago. En D (D?’) las constantes a,, deben ser remplazadas
por las ay, p.

Asi como en el caso anterior donde se tenfa la funcién de pago estdndar (4.2.12)

las condiciones A,B y D implican que wy,(z,y) < oo para toda z > 0, y € Y y
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n = 0,1,...N, por lo tanto gzﬁg(ropt) < 00, esto se demostrard dentro del siguiente
teorema; en el teorema que se enuncia a continuacién se dardn las caracteristicas que
tiene los dominios de paro 6ptimo bajo esta funcién de pago (4.3.20), su demostracién

es una simple aplicacién correcta del caso de la funcién de pago estdndar.

Teorema 4.3.1 Suponga que la funcién de pagos g,(x) es convexa y lineal por trozos,
ademds de que se cumplen las condiciones A, B y D (en el caso donde el precio
del proceso estd dado en forma dindmica por (3) las condiciones B-D pueden ser

remplazadas por las condiciones B’-D’). Entonces:
1. para todan=0,1,...N—1ei=1,2,....p—1 la desigualdad
gn(ili) > eirnanN—n—l(m¢In)7 T e [Kn,i,Kn,i—i-l],

tiene como solucion al conjunto J,;, el cual puede ser vacid o un intervalo
cerrado [d}, [(In), fr ;(In)] C [Kn,i, Kni+1] en tal caso puede suceder que el punto
izquierdo (derecho) del intervalo J,,; coincida con el correspondiente punto del

intervalo [Kp;, Knit1] 0 es la solucion de la ecuacion
gn(x) = eirnananfl(xyjn), T € [Kn,iyKn,iJrl]-

2. existe para todan =0,1,...,N — 1 una inica raiz d;‘fhp(ln) de la ecuacion
gn(x) = e_rnananfl(aja In), T > Kn,p;

ademds gn(z) > e " Tawn_n-1(z, 1) para x > d}, ,(In) y gu(x) < e
TowN—n—1(z,I,) para Ky p < x < d;‘%p(ln) si Knp < d;‘%p(ln).

3. el dominio de paro éptimo tiene la siguiente forma
Colln] = Jng U U dyp1 Uldy, (1), 00), (4.3.21)

y por lo tanto el momento que mazimiza la funcional (4.1.1) estd dado por Top =
min{0 <n < N : S, € [',[[,]}, donde el conjunto T y[In] = R".

Demostracién. La funcién g,(z) es una funcién no negativa, no decreciente
y convexa para z > 0 por definicién, con esto se probard que wy(z,y) cumple las
propiedades del Lema 4.2.2, es decir, para toda n =0, 1..., N: (a) wy(z,y) < oo, para
todaz >0, y €Y, (b) wy(z,y) es continua, = >0, y € Y y (¢c) wy(z,y) € V.

Primero se mostrara que wy,(z,y) € V, es decir, w,(x,y) es medible, no decreciente

y convexa para toda x > 0y y € Y, lo cual se hard por induccién.
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1. Por definicién wy(z,y) = gn(z) la cual es medibles, no decreciente y convexa
para toda x > 0y y € Y, entonces wy(z,y) € V.
Como wy(z,y) = max{gn-1(z),e” ™ 1Tn_1wo(z,y)}y Tn-swo(z,y) € V por

Lema 4.2.1, entonces wi(z,y) € V al ser el méximo de dos funciones en V.
2. Suponga que wy(x,y) € V.

3. Entonces wy11(z,y) = max{gn_n_1(z),e " N-n-1Tx_ . jw,(x,y)} € V por ser

el méximo de dos funciones en V.

Asi que wy,(z,y) € V para todan =0,1,...,N.

Como wy(z,y) € V, entonces wy,(z,y) es continua en z € RT, y € Y, debido
a que es no decreciente y convexa; ahora sélo falta probar que wy(z,y) < oo, para
todax >0, y € Y; paraestoseaz > 0y y €Y, entonces existe : = 0,1,...,p tal
que z € [Ky;, Ky i+1] y como se vio en el Lema 4.2.2 si se considera a la funcién de
pago g, (z) = ani[r — K, |t se tiene que wy(z,y) < oo para todaz >0y y €Y,
en particular para « € [K,;, K, 1], entonces wy(x,y) < oo con la funcién de pago
gn(T).

A continuacién se demostrara que @, (z,y) = e T wn_n_1(z,y) — gn(z), n =
0,1,...,N — 1 posee propiedades similares a las enunciadas en el lema 4.2.4. Por

demostrar que para todan =0,1,..., N — 1:
a. o, (r,y) <oo, x>0, yeY;
b. ¢, (x,y) es continua para toda x >0, y € Y;

c. ¢,(z,y) es no negativa, no decreciente y convexa como funcién de z en el inter-

valo [0, K, 1] para toda y € Y;

d. ¢, (x,y) es convexa como funcién de x en el intervalo [K,, ;, Ky, i41] para toda ¢ =

1,..p—1;

e. ¢, (z,y) es mondtona decreciente y convexa como funcién de x en el intervalo

[kn.p, 00) para toda y € Y;

f. existe lim 2¢, (z,y) < 0 para today € Y.
rT—00

Para ver la demostraciéon de estas propiedades sdlo es necesario ver la forma
de adaptar el Lema 4.2.4 en este caso; esto quiere decir que veamos a ¢, (z,y) =
e R Tyt (3,4) — galz) como i (@,y) = e B Tywly_,_y(a,1) - gi(2), donde
wh . (z,y) v g (z) son las funciones de pago y el proceso de ganancias validos en el
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intervalo [K, ;, Ky, i+1], pero si las consideramos a cada una para toda z > 0 se estard
en las condiciones del Lema 4.2.4.

Asf que ¢, (z,y)! < oo, x > 0, y € Y, en particular ¢’ (z,y) < oo, = €
[Kn,i, Kniv1], ye€Y,i=0,...,pcon K,g=0y K,p+1 = oo, por lo tanto ¢, (z,y) <
oo, x>0, yeY.

La propiedad b es mas simple puesto que ,wn_n—1(z,y) ¥ gn(x) son continuas,
entonces como ¢, (x,y) es la diferencia de dos funciones continuas es continua para
todaxz >0,y €Y.

Se sabe que @9(z,y) = e Tl (z,y) — ¢5(z), entonces ¢2(x,y) es no
negativa, no decreciente y convexa como funcién de z en el intervalo [0, Ky, 1] para
toda y € Y, por lo tanto ¢, (z,y) también lo es en [0, K, 1] para toda y € Y.

¢! (z,y) es convexa para toda x > 0, esto quiere decir que en particular para
(K, K iv1] entonces ¢, (x,y) es convexa como funcién de = € [Ky;, Ky ;11| para
todai=1,..p—1.

En el intervalo [knp,00) la funcién oh(z,y) = e BoTouk,  (z,y) — gh(x) es
mondtona decreciente y convexa como funcién de x entonces ¢, (x,y) también lo es.

El limite de la propiedad f pide observar que pasa cuando x tiende a infinito, basta
con ver como se comporta la funcién ¢h(z,y) ya que modela los valores grandes de z,
pero esta ya cumple la propiedad, por lo tanto ¢, (z,y) también.

Para cada g/ (v) utilizando los recursos del Teorema 4.2.3 se puede resolver el
problema para cada ¢ = 0,1, ..., p se obtiene un intervalo [d}(y), c0) que es el dominio
de paro 6ptimo en cada caso, entonces este intervalo aportara con el conjunto Jy ;(y) =
[d¥ (y),00) N [Kp,i, Kn,it+1] al dominio de paro éptimo del caso de la funcién g, (x). Es

por eso que al dominio de paro éptimo se define como

1Jn7i(y)7 Yy € Y

—

Colyl = {z:gn(2) = wN-n(z,y)
{J; > Kn,l : (Pn(xay) < O} :i

IC=

de manera similar a cada conjunto J,;(y) se le puede ver como J,;(y) = {Kpi <
< K1t op(z,y) S0} i=1,0,p =1y Jup(y) = {Kup < 20 @(2,y) <0}, el
conjunto Jp o(y) es despreciado puesto que en [0, Ky, 1) la funcién g, (z) vale cero. m

En los casos donde las hipétesis se tienen las hipétesis de independencia de procesos
indices (4.1.7) y (4.1.8) el dominio de paro éptimo también seré independiente de todo
proceso indice

Tp=0Ju
i=1

Como se ha visto el resolver el problema de paro éptimo en el caso donde la
funcién de pagos es lineal por trozos g, () es resolver el problema para cada funcién

lineal implicita en g, (), asi que con el algoritmo que se presentard en el capitulo 5
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de ejemplos para funciones lineales se puede utilizar para resolver el problema de los

dominios de paro éptimo con funciones de pago lineales por trozo.

4.4 Optimizacién en el caso de funcién de pago convexa

en general

En esta seccién se analiza que sucede con los dominios de paro éptimo si la funcién
de pago, gn(z) : Rt — R™, no es lineal por trozos pero cumple con las siguientes

condiciones.

E: Para toda n € N:

(a) g (0) =0,
(b) gn(z) no es idénticamente cero, y

(¢) gn(z) es convexa para x > 0.

En

La estructura de los dominios de paro éptimo para una funcién convexa general
pueden ser demasiado complejos, es por esto, que se busca encontrar una aproximacion
de los dominios de paro éptimo, esta aproximacién se hard a través de la solucién del
problema con funciones lineal por trozos.

Debido a que gy, (z) es convexa, con valor inicial cero y no es idénticamente cero, esta
debe ser continua y estrictamente creciente para alguna K, > 0, es decir, g,(z) = 0 si
z €[0,K,], y gn(x) > 0y creciente si z > K.

Como gy, (z) es completamente continua, para toda = > 0, se pueden hablar de
sus derivadas unilaterales. Se denotard por g}, (z) a la derivada derecha de g, (z), que
siempre existe porque g, (z) es continua, ademds g, (z) = 0si z € [0, K,,), ¢,,(K,) >0
y g, (Ky) > 0si x > K,, estas dos tltimas caracteristicas se deben a la monotonia de

In(T).
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Como la funcién de pago g,(z) puede tener derivadas no acotadas, primer lugar
se estudiara el caso cuando estas derivadas si son acotadas, es decir, que cumplen la

siguiente condicién.

F: Para todan € N: G,, = supg,,(z) < oc.
>0

Bajo las condiciones E y F se construye una aproximacién para g, (z) por medio
de funciones lineales por trozos.

Sea G = 1£I}Za<XNGn, para alguna p € N considere los conjuntos Hy, mp = {z > 0 :
G < gn(@) Q%G} para0 <m <p—1y Hypp,={x>0:g,(x) > G}. Debido a
la monotonia de la derivada de g, (x) estos conjuntos son intervalos ajenos, situados en
R* con un orden secuencial de acuerdo a el indice m, es decir, si m/ < mj el intervalo
Hy, np quedard del lado izquierdo de H,, ;.7 5, y la unién de estos conjuntos es una
particién de RT.

En cada conjunto Hy . se aproxima a la derivada g,(x) por medio de la funcién
Inp(T) = fnzo(mTF * I{peHy mp)})> DaTa aproximar a la funcién de pago gn(x) por

medio de la funcién
X

() = / g (W)dy, ©> 0.
0

Se ha construido la aproximacioén gy, ,(z) para la funcién g, (x), la funcién g, p(x)

siempre es menor igual a g,(z), ademds de ser lineal por trozos y convexa.

Aproximacién de g, (%) por gnp.(x)

Hn,0,p K0 Hu, 1, Hp, 2, Hr,a,g Ho, 4.p

La distancia que existe entre las dos funciones esta dada por:
G I
0 <gn(x) = gnp(r) < =[x —K,|", siz>0. (4.4.22)
p

que se desprende de la relacién que guarda g;, () con respecto a gj, () en los conjuntos
Hpy o p, ya que si x € Hy mp se tiene que gy, () — g5, ,() < % para toda m = 0,1, ..., p,

integrando la desigualdad
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pero la funcién g, (x) = 0 si € [0, Ky, entonces [ g,,(y)dy = 0 = [ g, ,(y)dy si
z € [0, K], por lo tanto se puede rescribir la desigualdad como
x x a
0< (o) = guale) = [ gy = [ pidy < Fa - Ko sioz Koy
Kn K, p
0 < gn(x) — gnp(z) <0,siz < Ky,

para concluir que 0 < g,,(z) — gnp(z) < %[m — K,|", six>0.

Para la funcién gy, p(z) se pueden encontrar sus dominios de paro 6ptimo por medio
de los teoremas 4.2.3 y 4.3.1. Para la funcién de pago g, (x) el encontrar sus dominios
de paro es muy complicado debido a que no se tiene mucha informacién sobre ella,
es por esto que se propone el calcular dominios de paro e-6ptimo y de hecho son los
dominios de paro de la funcién gy, p(z), es decir, si 7. se encuentra en el dominio de
paro e-6ptimo la diferencia entre el valor de ¢, (72) ¥ ¢, (Topt) €s menor o igual a una
cierta € > 0.

La € que produce el tiempo de paro e-é6ptimo 7. estd acotada por

£p = Sup E[e*RTg[ST — K]+, (4.4.23)
T<N p
que serd demostrada en el teorema 4.4.1.

Observe que para encontrar el valor de ¢, se pueden utilizar los Teorema 4.2.3
y 4.3.1, ya que se ha regresado al caso de que la funcién de pago estd dada por
g (z) = G/p [z — K,]T. Con respecto a las condiciones B (B’) y C (C?) no requieren
de ningiin cambio puesto que no dependen de la forma de g, (z), en la condicién D
(D?) las constantes a,, deben ser remplazadas por G/p.

Bajo las condiciones A-D el tamano de €, puede ser tan pequeno como se desee,
esto sélo depende de una eleccién apropiada del pardmetro p.

Denétese por 7[p| al tiempo de paro 6ptimo para la funcién convexa lineal por
trozos gnp(x) que aproxima a la funcién g,(x) de acuerdo a la construccién de las
aproximaciones, el valor supremo o méximo del caso gy p(z) es:

Sg, (TIP]) = Ele "0 g1, (Sr1))] = sup B e g7.p(S7)]. (4.4.24)

Por medio de los teoremas 4.2.3 y 4.3.1 se puede encontrar el tiempo de paro éptimo
7[p] ¥ su respectivo dominio de paro ptimo, asi como el valor méximo que toma la
ecuacion (4.4.24).

En resumen las condiciones necesarias para poder resolver este problema son A (A’),
B (B’) y C (C’) que no requieren de ningin cambio puesto que no depende de la
forma de g,(z); en D (D’) las constantes a, pueden ser remplazadas por G/p. Las

condiciones A, B, D y F quieren decir que wy,(z,y) < oo para todaxz >0,y €Y y
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n=0,1,..., N, por lo tanto gbgp (Topt) < 00, esto dltimo sélo es valido para las funciones
de aproximacion gy ,(x).
Con estas observaciones se enuncia el Teorema de paro éptimo para la clase de

funciones g, (z) convexas.

Teorema 4.4.1 Bajo las condiciones A-F. El momento de Markov T[p] es un mo-
mento de paro e —déptimo para la optimizacion del problema (4.1.1)-(4.1.2) en el sentido
de que

g (T[p]) = sup ¢,(7) — &p.
T<N

Demostracion. Por la desigualdad (4.4.22) se tiene que

G

0 < gn(xn) — gnp(zn) < p [z — K,|T, para todan <N

entonces al tomar el valor esperado de ambos lados se llega a
—RT —RT —RT G +
0<FE [e gn(zn) — € gn,p(xn)] <FEle E[xn — K,

de donde sabemos que ¢, (n) = E [e" g, (2,)] y by, (n) = E [e g p(xn)], y susti-

tuyendo esto se tiene que
—RT G +
0§¢g(n)_¢gp(n)§E € E[wn_Kn]
ahora al tomar los supremos sobre los tiempos de paro

0% sup o, ()~ sup a,, () < sup | B[S |
T<N TN P TN p

donde se define a €, = sup, < [E [e_RT%[aj - Kn]+”; por lo tanto

0 < sup ¢ (1) — &p < @y (7[p]).
TN

Para concluir este andlisis consideremos el caso donde la funcién de pagos gn(z)

tiene una derivada no acotada, esto quiere decir que se tiene la siguiente condicién.

F: lim ¢/, () = +o0, n=0,1,...

T—00

Anédlogo a cuando se tenfan derivadas acotadas se busca poder aproximar a la

funcién gy, (z) por medio de funciones convexas y lineales por trozos.
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Para poder aproximar a la funcién g,(x) se debe elegir T' > OI<Ila<XNKn (el maximo
n

de las = donde las g,(x) se vuelven estrictamente mayores que c_era) y considerar la

funcion

g (z) =

gn(T), si0<z<T
gn(T)+ g (T)u(xz=T), six>T

La idea de construir g (z) es suavizar el crecimiento de g, (z) para poder construir
la aproximacién por medio de funciones lineales por trozos como se hizo anteriormente.
Cuando z > T la funcién toma el valor g, (T) + g,,(T) . (x — T), es decir, que a partir

de ese momento crecerd de forma lineal con una pendiente constante g/, (T').

funciones gp{x) v g, (=)

En T

La funcién gl'(z) satisface las condiciones E y F, entonces puede ser aproximada
por medio de una funcién gi »(), una aproximacién lineal por trozos de acuerdo al
descrito anteriormente. En este caso se tiene la constante G = 01<nna<XNg;L (T).

La cota que permite medir la eficiencia de la aproximacién de los tiempo de paro

e-6ptimos estd dada por

N
cpr =3 ¢ Blgn — g1)(Su) + sup B [~ s, — K]
=0 T<N p
Entonces por medio de los Teoremas 4.2.3 y 4.3.1 se puede encontrar el tiempo
de paro 6ptimo y valor maximo del segundo termino del lado derecho de la ecuacién
(?7?). Para poder utilizar los Teoremas 4.2.3 y 4.3.1 las condiciones A(A’), B (B’) y
C (C’) no requieren de cambios, en la condicién D (D?) las constantes a,, deben ser
remplazadas por G/p.

Como la eficiencia de la aproximacién depende de €, 7 es deseable que Tlim E(gn,—
—00

g5 (S,) = 0 para toda n = 0,1, ..., N, por lo que se debe pedir una condicién més.
G: Egyygn(S’n) < o0, (r,y) € Z, n=0,1,...,N.

Si las condiciones A-G se cumplen ¢, 7 puede ser tan pequena como se desee,

siempre que se tenga una buena eleccién de T y luego de p.
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Dendtese por 7[p, T| el momento de paro 6ptimo para la funcién de pagos convexa

lineal por trozos gg, p(:p), esto quiere decir que:

E e Brinm) QZ[p7T],p(ST[P7T})] = SERE [e‘Rngp(ST)] .

El tiempo de paro 7[p, T| puede ser encontrado por medio de los Teoremas 4.2.3 y
4.3.1, ya que se puede obtener sus dominios de paro éptimo.

En resumen las condiciones que deben existir para que se pueda construir la aproxi-
macién para una 7'y p dadas son: las condiciones B (B’) y C (C’) sin ningin cambio
y en D (D’) remplazar las constantes a,, por G/p.

Las condiciones A, B, D y G implican que wy,(z,y) < oo para toda x >0, y € Y
yn=20,1,..., N, por lo tanto ¢g(70pt) < 00, y esto también es valido para las funciones

de aproximacion g} »(T).

Teorema 4.4.2 Bajo las condiciones A-E, F y G. El momento de Markov 7[p,T] es
un momento de paro e—dptimo para la optimizacion del problema (4.1.1) — (4.1.2) en

el sentido de que
¢q(7[p, T]) 2 sup ¢y(7) — p,1.

TN
Demostracién. Sea 7 < N un tiempo de paro, entonces
Ele™gr(S)] = Ble™gr,(Sr)] <
{B e gr(5)] = B [e Mgl ()]} + {E [ ™g7(5)] - B [e ™ g7, (5]}
por el Teorema 4.4.1 se sabe que 0 < E [e~#rgI(S)] — E [e7frgl (S;)] vy existe su

supremo sobre los tiempos de paro, para acotar la primera parte simplemente se usard

la suma sobre todos los tiempos de paro, entonces

sup B [~ g,(S7)] — sup B [e77 g7 ,(S7)] <

T<N T<N
N
ZE [e‘R"gn(Sn)} - F [e_R"gg(Sn)] + SER {E [e_RTgTT(ST)] - F [e_Rngp(ST)]} =
n=0 T=
Ep,T

por lo tanto

sup ¢g (T) - d)g (T[p7 T]) < Ep,T.
TN

Al demostrar este 1iltimo teorema se concluye con el andlisis de los dominios de
paro éptimo cuando se tiene una funcién de pago convexa.

En el siguiente capitulo se dardn ejemplos de la aplicacién de la teorfa expuesta.



Capitulo 5
Ejemplos

En los capitulos anteriores se ha desarrollado la teoria en la cual se sustenta la exis-
tencia de los dominios de paro éptimo para instrumentos financieros con funcién de
pago convexa. En el Teorema 4.2.3 se observa que para encontrar los dominios de paro

6ptimo basta con resolver la ecuacién
gn(x) = e " Thwn_n_1(x, I,) (5.0.1)

para cada n € {0,1,..., N — 1}, y los dominios estardn dados por los subconjunto
[dy, 00) de RT, donde d,, son las raices de dicha ecuacién.
Resolver la ecuacién 5.0.1 no es trivial, debido a que la definicién del proceso de

rendimientos wy,(x,y) estd dado como:

wo(z,y) = gn(2),y (5.0.2)
wk(xa y) = max {gN—k($)7e_TN_kTN—kwk—l(may)} , para k= L2, .., N.

Note que cuando n empieza a crecer el cdlculo del proceso de rendimientos wy, (z,y)
se complica puesto que se deben calcular n—1 esperanzas condicionales para su célculo,
la idea de este capitulo es dar una forma alternativa para solucionar este problema. La
idea estd basada en el método de simulacién Monte Carlo, el cual consiste en simular
un nimero grande de veces el proceso que se estudia para obtener una muestra grande
de datos que permitan hacer inferencia sobre el valor esperado del proceso.

En la siguiente seccién se dard una descripcién del algoritmo para la aproximacién
de los dominios de paro 6ptimo, el cual fue programado para ilustrar la teoria descrita

por medio de ejemplos numéricos en la seccién 5.2.

62
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5.1 Elaboracién del algoritmo para aproximar los domin-

ios de paro 6ptimo

A continuacién se describe el algoritmo con el cual se crearon los ejemplos de la seccién
5. El algoritmo estd basado en los articulos Algorithms and Programs for optimal
Monte Carlo pricing of American options [9] y Monte Carlo studies of american type
call options with discrete time [10].

La aproximacién de los dominios de paro éptimo se hard en el caso descrito en
el capitulo 4.2, es decir, cuando se tiene una opcién americana de compra estdndar,
es decir, que se tiene una funcién de pago del tipo g,(z) = [z — K], para toda
n = 0,1,..., N. Para poder hacer el anélisis se debe conocer el proceso que describe
el precio del activo subyacente, {Sy, }en, €l se supondra como una caminata aleatoria

geométrica, entonces el proceso {5y}, puede ser escrito como:
Sn = n—lUna nc N7

donde Sy = S es constante y {Uy, },,cry Una sucesion de variables aleatorias independien-
tes e idénticamente distribuidas que toman valores en los reales positivos.

Como se estd trabajando con una opcién americana esténdar de compra la funcién
de pagos es g (z) = [z — K|*, donde K es el precio pactado y constante. En lugar de
manejar las tasas libres de riesgo diferentes para cada periodo se utiliza una constante
de descuento v=e~"".

Por el Teorema 4.2.3 para cada tiempo n € {1,..., N — 1} existe un valor d,, € R"

tal que el dominio de paro 6ptimo toma la forma de un intervalo
Iy, = [dna OO),

para encontrar el valor d,, es necesario comparar los valores de las funciones g (z,) y
VThwN—n—1 (), ya que d, es la raiz de la ecuacién g (dy,) = vT,wN—n—1 (dyn), debe de
recordar que todo esto es cierto siempre y cuando se cumplan las propiedades A-D
descritas en el capitulo 4.2.

Para poder elaborar la aproximacién se debe fijar un intervalo donde se buscardn
las dy,, denétese por [Sr, Sy a dicho intervalo. En el intervalo se debe asegurar que se
encuentra el valor de d,, para toda n € {1,..., N — 1}, para poder asegurar que d,, se
encontrard en dicho intervalo es conveniente tomar como valor inicial S;, = K, ya que
antes de K el valor de ganancias es cero, para proponer un valor superior Sy no existe
informacién, por lo que este debe considerarse de acuerdo a la experiencia o pruebas

previas del algoritmo. El intervalo [Sy,, Sy| se particiona para obtener una sucesién de
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precios, la particién se hace de acuerdo a la siguiente forma recursiva,

s0 = St

8 = Si1+i-A, parai=1,2,..,J—1

donde A es el incremento entre la sucesion de precios {s;}ic(o0,1,...7—13Y S7 = Su. La
aproximacion al verdadero valor de d,, depende en gran medida del tamafio de A,
aunque esta no es la tnica variable involucrada en la precisién del algoritmo, mientras
m4&s pequena sea A m4s precisa serd la aproximacion de los valores d,,, el problema de
tomar una A muy pequefna es que obtiene un programa que tarda demasiado tiempo
en ser procesado, por eso debe elegirse una A de tamano adecuado que dependers de
los datos iniciales del problema, el comportamiento que se espera tener en el proceso
y la precision deseada.

Como el proceso es una cadena de Markov se puede utilizar recurciones hacia atras
para resolver el problema, entonces el primer paso es encontrar el dltimo valor d,,, el
cual ya es conocido debido a que en la fecha de expiracién dy = 0. En el dia N — 1 se
debe calcular el valor dy_1, para ello se aproxima el valor de T_1 [wg (x)] para cada
z € {so,s1,...,57}, para poder hacer esta aproximacién se requiere de M valores de
la variable aleatoria del incremento del dia N —1 al N, es decir, M realizaciones de la
variable aleatoria Uy. A los M valores de realizados de la variable Uy se les denotara
por Uk, U%, ..., UM. Entonces para cada valor s; la aproximacién de Ty_1 [wo (s;)]

estd dada por
. 1 A :
Tn-1[wo (s5)] = i ng (Sj * U1jv> )
i=1

de acuerdo al Teorema 4.2.3 existe un valor dy_1 € RT tal que g(dy_1) =
Tn-1[wo(dn-1)], g(z) < Tn-1]wo (z)] six < dn-1y g(x) > Tn-1[wo(x)] si z >
dn—1. Para encontrar el valor d,, se comparan los valores g (s;) y Tn_1 [wo (sj)], y la
aproximacioén de dy_1 serd (/Z\N—l = max {sj 19 (s5) < fol [wo (85)] ¢-

La aproximacioén del valor dy_o tiene una pequena variacién, esto se debe a que
no se sabe si se ejercerd la opcién en el tiempo N — 1 o N. De nuevo se debe realizar
M veces a la variable Uy_1, para tener los datos U]{Pl, UJZ\PI, - Uﬁ‘,{l.

Al tiempo N — 2 el precio toma el valor z, si zUy_1 es mayor al valor JN_l la
opcién debe ser ejercida en el dia N — 1 puesto que el precio a entrado en el dominio
de paro éptimo, entonces la opcién termina. En cambio, si xUy_1 es menor a C/Z\N_l la
opcién no debe ser ejercida puesto que no es un precio 6ptimo, entonces el precio tiene
que ser simulado al tiempo N por xUx_1Uy donde serd ejercida a este precio, puesto

que en la fecha de vencimiento todo precio es éptimo. Entonces la aproximacion de
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Tn—2 [wn (s5)] estd dada por

M
_ 1 ' /
Tn_ofwi (s5)] = M Z{vg (Sj * UJJV_I) *L(s * U]jv‘l)(sj*Ufolszfl) -
=1
v2g (sj fU_ * U}V) #1055 % U 1) (st <y 1)

j .2 . . .
donde H(sj * UN_l)(Sj*U{V_lsz_l) es la funcién indicadora de que el precio al

tiempo N — 1 se encuentra en el dominio del paro éptimo y I(s; * UJ{/—l)(sj WU <dy 1)
la funcién indicadora de que el precio al tiempo N — 1 no se encuentre en el dominio
de paro 6ptimo. Una vez que se ha aproximado a Ty_a[wy (s;)] por Tn—o [wr (s5)], el
valor dy_o es aproximado por c/l\N,g = max {sj 1g(sj) < fN,g [w1 (sj)]}

De manera similar se procede para las aproximaciones C/i\N_g, &\N_4, e 671, teniendo
presente que al calcular C/l\N_n se debe utilizar los dominios de paro éptimo para los
tiempo N —n+ 1, N +n + 2,...N generados por las aproximaciones JN_l, c/l\N_g, s
d; N—n+1, Y& que estos dominios sos necesarios en el cdlculo de fon [WN—nt1 (SJ')] para

poder elegir el tiempo de paro dy_, = max {sj 19 (sj) < TN [WN—n1 (sj)]}

5.2 Ejemplos numéricos

Con el algoritmo descrito han sido programado dos ejemplos en Mathematica 5.0,
el programa usado se encuentra en el Apéndice A.
Ambos ejemplos suponen que el activo subyacente sigue una caminata aleatoria
geométrica {X,, }nen, donde
X, =X,1U,

con la diferencia de que en el primer ejemplo 5.2.1 las variables aleatorias U, se dis-
tribuyen Bernoulli(p, U, L),es decir, con probabilidad p la variable U,, toma el valor
U y con probabilidad (1 — p) toma el valor L; en el segundo ejemplo 5.2.2 las variables
aleatorias siguen una distribucién lognormal(u, o).

En ambos ejemplos se supone que la opcién americana es de compra con una
funcién de pago gn(x) = [x — K], con precio pactado K = 49 y una duracién de 10
dias, N = 10; para efectos de valor presente se contempla una tasa de descuento anual
del 7%.
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Ejemplo 5.2.1 Bernoulli(0.5,1.1,0.9).El activo subyacente al cual se encuentra
ligada la opcion estd descrito por una caminata aleatoria geométrica { X, }nen, donde
X, = X—1U, y U, se distribuye Bernoulli(0.5,1.1,0.9).

El intervalo donde se buscaron los dominios de paro dptimo fue [49,120] con in-
cremento entre precios A = 1, se propuso este intervalo porque el precio pactado es
K =49 y por simulaciones previas se observo que el dominio de paro dptimo se no
salta de él.

Después de realizar 70 veces el algoritmo programado para la aprorimacion de los
dominios de paro éptimo con muestra de tamano M=5000, 10000 y 20000 se obtuvieron

los siguientes estimadores.

Tabla 5.1:

M=5000 dy do ds dy ds de dy dg dg dig
min. 79 75 76 73 67 69 65 60 55 0
max. 95 95 89 87 83 78 78 68 60 0
rango 16 20 13 14 16 9 13 8 5 0
media 85.87 83.16 82.1 78.07 75.66 72.96 67.86 61.76 55.83 0

varianza 10.95 18.66 7.95 7.78 13.85 3.64 3.95 3.29 1.25 0

Tabla 5.2:

M=10000 dy do ds dg ds dg dr dg dg d1o
min. 80 77 74 74 69 69 66 60 55 0
max. 100 95 92 89 89 80 73 68 60 0
rango 20 18 18 15 20 11 7 8 5 0
media 88.24 86.37 83.16 80.5 78.37 74.04 68.11 61.93 56.11 0

varianza 15.26 14.24 11.61 12.28 10.06 3.81 2.16 2.15 1.75 0

Tabla 5.3:

M=20000 dy do ds dg ds dg dr dg dg dio
min. 51 79 77 75 75 71 66 60 55 0
max. 101 98 92 91 84 78 76 65 60 0
rango 17 19 15 16 9 7 10 5 5 0
media 92.44 89.69 84.89 82.36 80.14 74.49 68.11 61.51 55.94 0

varianza 16.45 10.77 8.02 14.52 3.43 1.91 2.45 0.89 1.3 0

En las tablas anteriores se pueden observar los estimadores de las 70 realizaciones
de las aproximaciones de los dy, para los diferentes valores de M=5000, 10000 y 20000.

Como estimadores relevantes se encuentra el minimo, mdximo, rango cubierto, media
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y varianza de las 70 realizaciones. Los datos obtenidos de las 70 realizaciones pueden
ser consultados en el apéndice B.
A continuacion se muestran las grificas del comportamiento de la media y la

varianza de los dy’s aprorimados.

de las aproxi iones Varianzas de las aproximaciones

0

80

70
1

— M=5000
-7 M=10000
~ M=20000

T T T T T T T T
2 4 6 8 2 4 6 8

dias dias

Grdficamente se observa como los estimadores de la media tienen una convergencia
en los dias 7, 8 y 9, muentras el estimador se acerca al dia del inicio de la opcion la
distancia entre los estimadores para los diferentes valores de M crece. FEste compor-
tamiento se debe a que se utilizé recursion para atrds en el algoritmo lo cual hace que
exista una vartanza mayor en las estimaciones de los primeros dias de las dy, ‘s.

De acuerdo a la informacion obtenida de las simulaciones los mejores estimadores
son los que se obtuvieron de las simulaciones realizadas con una tamano de muestra
M=20000, puesto que estos tienen una varianza menor en casi todo tiempo que los
simulados con un valor de M=5000 o 10000. Por estas razones los intervalos de paro

optimo que se proponen son:

Tabla 5.4:
dia 1 dia 2 dia 3 dia 4 dia 5 dia 6 dia 7 dia 8 dia 9 dia 10
[92.4,00) [89.8,00) [84.8,00) [82.4,00) [80.2,00) [74.3,00) [68,00) [61.3,00) [55.9,00) [0,00)

Estos dominios son dptimos ya que al tiempo n permiten decidir si el precio del
activo subyacente S, ofrece la ganancia esperada mdzrima al poseedor de la opcion
si ejerce en este momento. Fstd decision es tomada al observar si el precio Sy se

encuentra en el dominio de paro dptimo [dy,, c0)

Ejemplo 5.2.2 Lognormal(0,0.01). En el siguiente ejemplo se analiza la situacion

cuando el precio del activo subyacente al cual estd vinculada la opcion sigue una cami-
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nata aleatoria { X, tnen, donde X, = X,—1U, y las variables aleatorias U, tienen una
distribucion lognormal(0,0.01).

Como ya se menciond la funcién de pago de la opcion es gn(z) = [x — K|t para
toda tiempo n = 1,2,..., N = 10, donde K = 49 y la duracion de la opcién es de 10
dias.

El intervalo que se analizé para estimar los valores de las d,,’s fue [49,60], se
utilizo este intervalo debido a que el precio pactado es 49 y por simulaciones de prueba
se observé que las estimaciones se concentraban en el intervalo. La disminucion que
se presenta en la longitud del intervalo con respecto al ejemplo anterior se debe a que
la variacion de las variables lognormales(0,0.01) es menor a la que tienen las varia-
bles Bernoulli(0.5,1.1,0.9) usadas en el ejemplo anterior. A diferencia del ejemplo
anterior esta vez se utilizé un incremento de precios de A = 0.1 puesto que los valo-
res que toman las variables U, se concentrar mds al rededor del 1 que las variables
Bernoulli(0.5,1.1,0.9), lo que produce cambios menores en los precios descritos por la
caminata aleatoria geométrica lognormal(0,0,01).

A continuacion se muestran los estimadores obtenidos después de haber realizado

70 stmulaciones del programa de aprorimacion para las dy,’s.

M=5000 dy do d3 dg ds deg dy dg dg dig
min. 51.7 51.2 51.3 51.1 50.9 50.6 50.4 50.1 49.8 0
max 53.4 53.2 52.5 52.9 52.5 52 51.9 51.4 51.9 0
rango 1.7 2 1.2 1.8 1.6 1.4 1.5 1.3 2.1 0
media 52.32 52.08 51.89 51.76 51.58 51.23 50.97 50.61 50.2 0

varianza 0.12 0.12 0.09 0.16 0.11 0.11 0.08 0.08 0.1 0

Tabla 5.6:

M=10000 dy do ds dy ds dg d7 dg dg dig
min. 51.7 51.8 51.6 51.4 51.1 50.7 50.5 50.4 49.9 0
max 53.7 53.9 53.2 52.7 52.9 52.6 52 52.1 50.9 0
rango 2 2.1 1.6 1.3 1.8 1.9 1.5 1.7 1 0
media 52.67 52.48 52.26 51.97 51.83 51.53 51.17 50.89 50.31 0

varianza 0.16 0.18 0.14 0.12 0.15 0.14 0.09 0.14 0.06 0

Tabla 5.7:

M=20000 dq do ds dy ds dg dy ds do dio
min. 52.1 51.9 51.9 51.6 51.3 51.1 50.7 50.4 5 0
méax 53.9 54.2 3.7 54.1 52.9 52.9 52.3 52.1 0
rango 1.8 2.3 1.8 2.5 1.6 1.8 1.6 1.7 0
media 53.02 52.79 52.64 52.33 52 51.86 51.38 51.1 50.53 0

varianza 0.2 0.18 0.18 0.19 0.14 0.21 0.13 0.14 0.11 0

Como en el ejemplo anterior los estimadores utilizados para analizar el compor-
tamiento de las aproximaciones de las d,’s fueron el minimo, mdximo, rango, media

y varianza de los aproximaciones simuladas.
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Medias de las aproximaciones Varianzas de las aproximaciones
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De los datos obtenidos se observa que las medias de los estimadores de las d, ‘s
tienen un comportamiento ligeramente creciente conforme crece M, pero también se
puede observar que la variacion de las dy,’s disminuye con el crecimiento de M.

Esta caracteristica que presentan las varianzas de disminuir con el crecimiento de
M permite decir que al aumentar que el valor de las d,,’s se encuentra cercano a los
estimadores encontrados.

Con las estimaciones obtenidas los dominios de paro dptimo que se proponen son
los que se obtuvieron con el tamano de muestra M=20000, debido a que presentan una
Varianza menor.

Tabla 5.8:
dia 1 dia 2 dia 3 dia 4 dia b dia 6 dia 7 dia 8 dia 9 dia 10

[53,00) [52.8,00) [52.6,00)  [52.3,00)  [52,00) [51.9,00) [51.4,00) [51.1,00) [50.5,00) _ [0,00)




Capitulo 6

Conclusiones

La idea de porque desarrollar la teorfa expuesta aqui surge por el deseo de optimizar
opciones americanas de compra. Lo cual se hizo por medio de un teorema importante
dentro de la teorfa de optimizacién, teorema de paro 6ptimo de Shiryaev, el cual
es sencillo en el sentido que pide muy pocas cosas para poder ser utilizado y sus
resultados pueden ser simples de usar en el caso de tener un proceso de Markov. Estas
caracteristicas del teorema de paro éptimo son las que han permitido describir con
mads precisiéon los dominios de paro éptimo.

Aunque el problema de optimizar una opcién americana es un problema continuo,
se ha integrado una teorfa que permite tener una aproximacién al problema continuo
por medio de discretizarlo, ya que como se observa si se desea resolver el problema en
un intervalo [0,T] continuo, la teorfa aqui expuesta permite resolver el problema en
una sucesién g =0 < 1 < -+ < xp_1 < x, = T tan fina como se desee y se tengan
los recursos tecnoldgicos necesarios para poder generar y aproximar los dominios de
paro 6ptimo, con lo que se puede obtener una aproximacién al problema continuo.

Como se muestra en el capitulo de ejemplos 5 la teoria expuesta tiene un problema
al momento de aplicarse, ya que su solucién exacta no es muy accesible debido a la
forma en que se a construido el proceso de rendimientos wy,(z,y). Debido a esto se
ha recurrido a implementar un algoritmo para solucionar el problema numéricamente.
En la actualidad los avances tecnoldgicos tienen un gran desarrollo lo que permite la
creacion y ejecucién de los algoritmos aqui descritos en tiempos relativamente cortos,
y de este modo tener una aproximacién a la solucién, la precisién de la aproximacién
dependerd de los recursos tecnoldgicos que se tengan y el tiempo disponible o que
se desea invertir en calcular dichas aproximaciones. Recordando que la convergencia
de las aproximaciones depende de diversos factores que son la distribucién usada, la
distancia en la particién del intervalo de anélisis y el niimero de simulaciones utilizadas.

En la actualidad el desarrollo de la teorfa de optimizacién a tenido un gran auge

70
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en los métodos continuos que aunque tedricamente son precisos casi siempre tienen la
condicién de que al ser llevados a la realidad deben de ser aproximado por métodos
numéricos que los discretizan para poder resolverlos, asi que ante el desarrollo de los
métodos continuos no se puede dejar de lado el andlisis de problemas discretos que son

una buena opcién para aproximar problemas continuos.



Apéndice A
Algoritmo

En esta secciéon se describe el programa creado Mathematica 5.0 usado en los ejem-
plos numéricos de la seccién 5.2. Entre los dos ejemplos que se mostraron la tnica
diferencia estd dada por el tipo de distribucién que siguen las variables aleatorias
con las que se construyen las caminatas aleatorias que modelan el precio del activo
subyacente.

En la seccién de paquetes es suficiente con llamar al paquete que contiene la
distribucién a usar, en el caso de la distribucién bernoulli el paquete a llamar es
<<Satatistics‘DiscreteDistributions’, en el caso de la distribucién lognormal el pa-
quete es <<Satatistics‘ContinuosDistributions’.

M PAQUETES USADOS

<<Satatistics‘ContinuousDistributions’
<<Satatistics'DiscreteDistributions’

A continuacién se deben introducir los datos con los que ha de trabajar el programa,
como: precio pactado (k), tasa anual de descuento (r), nimero de simulaciones a hacer
(m), nimero de dias de duracién de la opcién (n), el valor inicial y final del intervalo
que se analizara (si y sf respectivamente), el nivel de distancia entre las particiones
de los precios (h) y un nimero lo suficiente mente grande para distinguir cuando el
programa no ha encontrado el dominio de paro éptimo debido a que este se encuentra
fuera de [si, sf] al que se le da el nombre de RANGOMAYOR.

B DATOS INICIALES

{si,sf,h}={50,150,2};
{k,r, RANGOMAYOR}={49,0.07,6666};
{m,n}={100,10};
rd=(141)1/360 1,
FEn esta seccién se introduce la funcién de pago del instrumento que se analiza,

el programa sélo a sido disennado para una opcién americana estdndar, por lo que un
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cambio esta funcién debe contemplar cambios en todo el programa.
B FUNCIONES
glf :=Max[0,0-K];

El siguiente paso es generar la particién del intervalo [si, sf], se introduce se in-
troduce una correccién en la primera linea debido a que si (sf-si)/h no es exacto, la
particién no cubrird a dicho intervalo y por eso se anaden un termino extra para
asegurar esta cobertura.

B PARTICION DEL INTERVALO DE ANALISIS

np:IntegerPart[%Hﬂ;
x=Table[si,{i,1,np}];

For[i=2,i <npx[[i]]]=x][[i-1]]+hs;i++]
gn=Table[g[x[[i]]],{i,1,np}};

De las siguiente dos secciones del algoritmo sélo debe ser introducida la que corres-
ponde a la distribucién de las variables aleatorias Uy, la funcién berno en el caso de la
distribucién lognormal no da ninguna operacién ya que se fija como la identidad, mien-
tras que el caso de la distribucién bernoulli es la que permite pasar de una Bernoulli(p)
que toma valores 0 y 1 en la distribucién Bernoulli(U,L,p) que toma valores U y L.

B CASO BERNOULLI(U,L,p)

{U,L,p}={1.1,0.9,0.5};
berno[f _]:=If[==0,L,U];}
distribucionusada=BernoulliDistribution|p];

B CASO LOGNORMAL(U,L,p)

{11,0}={1.1,0.1};
berno[f _]:=0;
distribucionusada=LogNormalDistribution[u,o];

Para economizar espacio se define una funcién que genera los niimeros aleatorios a
usarse dentro de las iteraciones del programa en el calculo de los d, “s, y para evitar
una dependencia de los nimeros aleatorios de la maquina se toma el tiempo de la
maquina como valor inicial y se tiran 10000 muestras sin usar.

B CENERADOR DE NUMEROS ALEATORIOS

ale[ _]=Table[berno[Random|[distribucionusadal],{i,1,0}]:
ab[_]:=berno[Random|distribution]];
SeedRandom|[;
semilla=Table[Random[],{1,1,10000}];
ClearAll[semilla;
La siguiente seccion es la ultima parte del algoritmo, en esta se inicia con la defini-

cién de todos los dominios de paro éptimo en cero, para después hacer el calculo de
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d,_1 por aparte de los d,, s, esta diferencia se hace ya que el calculo de d,,_1 no re-
quiere de preguntas ni comparaciones, entonces al incluirlo en el calculo por grupo de
los restantes d,, ‘s se estarfan haciendo cédlculos innecesarios que generan un costo de
tiempo.
B CALCULO DE LOS VALORES dn
dn=Table[0,{i,1,n}]
tiempoi=Date]
tw="Table[0,{i,1,np},
(*calculo de dyp—1%)]
For[i=1,i<np,{
rand=ale[m],
For[j=1,j <m,tw[i]]=tw [i]] +g[x[[i]] *rand[[j]]]:j++],
ow i =v 0
HA+]
cont=Table[0,{i,1,np}];
i=1;
While[i<np,{
If[gn([i]] <tw([i]],cont [[i]]=i,cont[[i]]=0],
If[cont|[i]]==0,i=np,0],
i+
}
If[Max[cont]+1>np,dn[[n-1]]=RANGOMAYOR,dn[[n-1]]=x[[Max[cont]+1]]];
(*Calculo de los valores dp—2,dp—3,...,d2,d17*)
For[fecha=n-2,fecha<<1,{
tw=Table[0,{i,1,np};
For[i=1,i<np,{
rand=ale[m],
For[j=1,j<m,{
xn=x[[i]]*rand([[j]],
fin=0,
dia=fecha+1,
pot=0,
While[fin==0,{
Iffxn <dn[[dia]], {tw[[i]|=tw][[i]] +g[xn]*v <pot,fin=1},xn=xn*ab[1]],
dia++,
pot++
}]

b+l
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twl[il]

twl[i]]=v
Bit+]
cont=Table[0,{i,1,np}],
i=1,
While[i <np,{
If[gn([i]] <tw [i]],cont[[i]]=i,cont [i]]=0],
If[cont][i]]==0,i=np,0],
i++
}]
If[Max[cont]+1>np,dn|[[fecha]| =RANGOMAYOR,dn|[fecha]|=x[[Max[cont]|+1]]]
};fecha=fecha-1];
fecha=fecha-1]
tiempof=Date]]
tiempof-tiempoi
dn
Los datos que arroja este programa son an#logos a los siguientes:
{afio, mes, dfa, hora, minutos, segundos}
{do, d1,...dp—1, dpn}
{ano, mes, dia, hora, minutos, segundos}
donde la primera y iltima linea hacen referencia al tiempo de inicio y termino del
programa respectivamente, y la segunda linea muestra los valores estimados de los

dy’s.



Apéndice B
Datos simulados

Este apéndice estd creado para consulta de los datos simulados por medio de los
programas que se encuentran en el apéndice A y que fueron usados para la exposicion
de los ejemplos 5.2.1 y 5.2.2.

En las tablas B.1, B.2 y B.3 se encuentran las datos simulados para los valores de
M=5000,10000 y 20000 respectivamente utilizados en el ejemplo bernoulli(0.5,1.1,0.9)
5.2.1. En las tablas B.4, B.5 y B.6 se encuentran los datos simulados para M=5000,
10000 y 20000 respectivamente en el caso del ejemplo lognormal(0,0.01) 5.2.2.
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Tabla B.1:
di dy dz3 d4g ds d¢ dy dg d9 dig
79 75 76 73 67 69 65 60 55 0
80 s 76 73 68 70 65 60 55 0
81 s 76 74 68 70 65 60 55 0
81 s s 74 69 70 65 60 55 0
81 78 7 75 69 70 66 60 55 0
81 78 78 75 70 70 66 60 55 0
82 78 79 75 71 70 66 60 55 0
82 78 79 75 71 71 66 60 55 0
82 78 79 75 71 71 66 60 55 0
83 78 80 75 72 71 66 60 55 0
83 78 80 75 72 71 66 60 55 0
83 79 80 75 72 71 66 60 55 0
83 79 80 76 73 71 66 61 55 0
83 79 80 76 73 71 67 61 55 0
83 79 80 76 73 71 67 61 55 0
83 79 80 76 73 71 67 61 55 0
83 79 80 76 73 72 67 61 55 0
84 79 80 76 73 72 67 61 55 0
84 79 80 76 73 72 67 61 55 0
84 79 80 76 73 72 67 61 55 0
84 80 80 76 74 72 67 61 55 0
84 80 81 76 74 72 67 61 55 0
84 80 81 76 74 72 67 61 55 0
84 81 81 7 74 72 67 61 55 0
84 81 81 s 74 72 67 61 55 0
84 81 81 s 74 72 67 61 55 0
85 81 81 s 74 72 67 61 55 0
85 81 81 77 75 72 67 61 55 0
85 81 81 77 75 72 67 61 55 0
85 82 81 77 75 72 67 61 55 0
85 82 82 77 75 73 67 61 55 0
85 83 82 78 75 73 67 61 55 0
85 83 82 78 75 73 67 61 55 0
85 83 82 78 75 73 67 61 55 0
86 83 82 78 75 73 67 61 55 0
86 83 82 78 75 73 67 61 55 0
86 83 82 78 76 73 68 61 55 0
86 84 82 78 76 73 68 61 56 0
86 84 83 78 76 73 68 61 56 0
86 84 83 78 76 73 68 61 56 0
86 84 83 79 7 73 68 61 56 0
86 84 83 79 7 73 68 61 56 0
86 84 83 79 7 73 68 61 56 0
87 84 83 79 s 74 68 62 56 0
87 84 83 79 s 74 68 62 56 0
87 85 83 79 s 74 68 62 56 0
87 85 83 79 s 74 68 62 56 0
87 85 83 79 s 74 68 62 56 0
87 86 83 79 77 74 68 62 56 0
87 86 84 79 78 74 68 62 56 0
87 86 84 79 79 74 68 62 56 0
88 86 84 79 79 74 68 62 56 0
88 86 84 79 79 74 69 62 56 0
88 87 84 79 79 74 69 62 56 0
88 87 84 80 80 74 69 63 57 0
88 87 84 80 80 74 69 63 57 0
89 87 84 80 80 74 69 63 57 0
89 88 85 80 80 75 69 63 57 0
89 88 85 81 80 75 70 63 57 0
89 88 85 81 80 75 70 63 57 0
89 88 85 81 80 75 70 63 57 0
90 89 85 81 80 75 70 63 57 0
90 89 85 81 80 75 70 63 57 0
91 89 86 81 80 76 70 63 57 0
91 89 86 82 80 76 70 64 58 0
91 90 86 82 80 76 70 66 58 0
93 90 87 84 81 76 71 67 58 0
93 90 88 85 81 77 72 67 58 0
93 92 88 85 83 77 72 68 59 0
95 95 89 87 83 78 78 68 60 0
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Tabla B.2:
dy dp d3 d4 ds de¢ dy dg dg9 dig
80 7 74 74 69 69 66 60 55 0
82 79 75 75 70 71 66 60 55 0
82 79 7 75 72 71 66 60 55 0
82 79 78 75 73 72 66 61 55 0
82 80 79 76 74 72 66 61 55 0
82 81 79 76 74 72 67 61 55 0
83 82 79 76 74 72 67 61 55 0
83 82 79 76 74 72 67 61 55 0
83 83 80 76 75 72 67 61 55 0
84 83 80 76 76 72 67 61 55 0
84 83 80 76 76 72 67 61 55 0
84 83 80 7 76 72 67 61 55 0
84 83 80 7 76 72 67 61 55 0
85 83 80 7 76 73 67 61 55 0
85 83 81 7 76 73 67 61 55 0
85 83 81 78 76 73 67 61 55 0
85 84 81 78 76 73 67 61 55 0
86 84 81 78 7 73 67 61 55 0
86 84 82 78 7 73 67 61 55 0
86 84 82 78 7 73 67 61 55 0
86 84 82 78 7 73 67 61 55 0
86 85 82 78 7 73 67 61 55 0
87 85 82 78 7 73 67 61 55 0
87 85 82 78 7 73 67 61 55 0
87 85 82 78 77 73 67 61 55 0
87 85 82 79 77 73 67 61 55 0
87 85 82 79 78 74 67 61 55 0
87 85 82 79 78 74 68 61 55 0
88 85 82 79 78 74 68 61 55 0
88 86 82 80 78 74 68 61 55 0
88 86 83 80 78 74 68 61 56 0
88 86 83 80 78 74 68 61 56 0
88 86 83 80 78 74 68 61 56 0
88 86 83 80 79 74 68 61 56 0
88 86 83 80 79 74 68 61 56 0
88 86 83 80 79 74 68 61 56 0
88 86 83 80 79 74 68 62 56 0
88 86 83 81 79 74 68 62 56 0
88 86 83 81 79 74 68 62 56 0
89 87 83 81 79 74 68 62 56 0
89 87 83 81 79 74 68 62 56 0
89 87 83 81 80 74 68 62 56 0
89 87 83 82 80 74 68 62 56 0
89 87 83 82 80 74 68 62 56 0
90 88 83 82 80 74 68 62 56 0
90 88 84 82 80 74 68 62 56 0
90 88 84 82 80 74 68 62 56 0
90 89 84 82 80 74 68 62 56 0
90 89 84 83 80 74 68 62 56 0
90 89 84 83 80 75 68 62 57 0
90 89 84 83 80 75 69 62 57 0
90 89 85 83 80 75 69 62 57 0
91 89 86 83 80 75 69 62 57 0
91 89 86 84 80 75 69 63 57 0
91 89 86 84 80 75 69 63 57 0
91 90 86 84 80 75 69 63 57 0
92 90 87 84 80 75 69 63 57 0
92 90 87 84 81 75 69 63 57 0
92 90 87 84 81 75 69 63 57 0
92 90 87 84 81 75 69 63 57 0
93 91 87 85 81 76 70 63 57 0
93 91 88 85 82 76 70 63 58 0
93 91 88 85 82 76 70 64 58 0
93 91 88 85 82 76 71 64 58 0
93 92 88 85 82 7 71 64 59 0
93 92 89 86 82 7 71 64 59 0
94 92 89 86 83 79 71 65 59 0
96 93 89 87 83 79 71 65 59 0
97 94 89 87 83 80 72 67 60 0
100 95 92 89 89 80 73 68 60 0
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Tabla B.3:
dy dp d3 d4 ds de¢ dy dg dg9 dig
84 79 7 75 75 71 66 60 55 0
85 83 79 75 76 72 66 60 55 0
85 84 79 76 77 72 66 61 55 0
86 85 80 76 78 73 67 61 55 0
86 85 81 7 78 73 67 61 55 0
86 85 81 78 78 73 67 61 55 0
86 85 81 78 78 73 67 61 55 0
86 86 82 78 78 73 67 61 55 0
87 86 82 78 78 73 67 61 55 0
88 86 82 78 78 73 67 61 55 0
88 86 83 78 78 73 67 61 55 0
89 86 83 79 78 73 67 61 55 0
89 86 83 79 78 73 67 61 55 0
89 87 83 79 79 73 67 61 55 0
89 87 83 79 79 73 67 61 55 0
89 87 83 79 79 74 67 61 55 0
89 87 83 79 79 74 67 61 55 0
89 87 83 80 79 74 67 61 55 0
89 88 83 80 79 74 67 61 55 0
89 88 83 80 79 74 67 61 55 0
90 88 83 80 79 74 67 61 55 0
90 89 84 80 79 74 67 61 55 0
90 89 84 80 79 74 67 61 55 0
90 89 84 80 79 74 67 61 55 0
91 89 84 80 79 74 67 61 55 0
91 89 84 81 80 74 67 61 55 0
91 89 84 81 80 74 67 61 55 0
91 89 84 81 80 74 67 61 55 0
92 89 84 81 80 74 67 61 55 0
92 89 84 81 80 74 67 61 55 0
92 90 84 82 80 74 68 61 55 0
93 90 84 82 80 74 68 61 55 0
93 90 84 82 80 74 68 61 55 0
93 90 85 82 80 74 68 61 56 0
93 90 85 82 80 74 68 61 56 0
93 90 85 82 80 74 68 61 56 0
93 90 85 82 80 74 68 61 56 0
93 90 85 82 80 75 68 61 56 0
93 90 85 82 80 75 68 61 56 0
93 90 85 83 80 75 68 61 56 0
94 91 85 83 80 75 68 61 56 0
94 91 85 83 80 75 68 61 56 0
94 91 85 83 81 75 68 61 56 0
94 91 86 83 81 75 68 61 56 0
94 91 86 83 81 75 68 61 56 0
94 91 86 83 81 75 68 62 56 0
94 91 86 83 81 75 68 62 56 0
95 91 86 84 81 75 68 62 56 0
95 91 86 84 81 75 68 62 56 0
95 91 86 84 81 75 69 62 56 0
95 92 86 85 81 75 69 62 56 0
95 92 87 85 81 75 69 62 57 0
95 92 87 85 81 75 69 62 57 0
96 92 87 86 81 75 69 62 57 0
96 92 87 86 81 75 69 62 57 0
96 92 87 86 81 75 69 62 57 0
96 92 87 86 82 75 69 62 57 0
96 92 87 86 82 75 69 62 57 0
97 92 88 87 82 75 69 62 57 0
97 92 88 87 82 75 70 62 57 0
97 93 88 87 82 76 70 62 57 0
97 93 88 87 83 76 70 62 57 0
97 94 89 88 83 76 70 62 57 0
98 94 89 88 83 7 70 63 58 0
98 94 89 88 83 7 70 63 58 0
98 94 89 88 83 7 70 64 58 0
98 95 89 89 83 77 70 64 58 0
100 95 90 90 84 78 71 64 58 0
100 96 91 90 84 78 72 64 59 0
101 98 92 91 84 78 76 65 60 0
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dg dg dig
50.1 49.8

dr

de

Tabla B.4:

do ds

di
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52.6
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52.6 52.4 52.5 52.1 51.7 51.5

52.9
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B. Datos simulados

dr dg dg dig
50.4

50.5

de

Tabla B.5:

do ds

di
51.7
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dr dg dg dig
50.4

50.7

de

Tabla B.6:

do ds

di
52.1
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51.9 51.6 51.3 51.1

51.9

52.1 51.9 51.6 51.3 51.1 50.8 50.5 50.1
51.

52.1

52.1 51.9 51.7 4 51.2 50.8 50.6 50.1

52.2

50.9 50.6 50.1

51.2

52 51.7 51.4

52
52.1

52.2

52.3

cococo
— =™
cooco
000 10

50.6
50.7
50.7
50.7

0.9
50.9

n

51.2
51.2

51.5
51.5
51.5

51.7
1.

51.9

51.9

52.1
52.1

52.2
52.3
52.3
52.3

52.4
52.4
52.5
52.5

52.4 52.2

52.5

52.2 51.9 51.6 51.4 51

52.4

52.4 52.2 51.9 51.6 51.4 51

52.5

52.2 52 51.6 51.4 51
52
52

52.4

52.5

coococococooo

50.3

50.7

51.7

52.2

52.4

50.3

50.8

52.2

©

mmmmm ™,

=]
¥y

0
o
n

)
o~
i)
<
™
i)

©

=3
Y=Y

52.4

©

SSss3 3
P Y

00 WD D
cococococo
101510 10 10 10

™
o =
10

10 © © ©©

10151010 19

51.7
1
1
1
1
51.8

& o

o
SRR R
10

0010 10 10
RN E R R
555555

© I~ I~ 00 0 0

BRI RS RN
1D 10 1D 10 1D 10 19 1D 10

52.1 51.8 51.6 51.2 50.9 50.4

52.4

50.9 50.4

51.2

52.6 52.4 52.1 51.8

52.9

50.9 50.4

51.2

52.5 52.1 51.8

52.6

52.5 52.2 51.8 51.6 51.2 50.9 50.4

52.6

50.9 50.4

51.2

52.5 52.2 51.9

52.6

50.9 50.4

51.2

52.6 52.5 52.2 51.9

52.9

52.7

52.9

52.7

52.9

53 52.8 52.5 52.2 51.9 51.7 51.3 51 50.4
53
53
53
53

53
53.1

52.5 52.2 51.9 51.7 51.3 51 50.5

52.8

52.6 52.2 51.9 51.8 51.3 51 50.5

52.8

52.6 52.3 51.9 51.8 51.3 51 50.5
51.1

52.8

51.4 50.5

51.

51.8

52.6 52.3

52.8

50.5

51.1

52.3 52 51.8
52

52.6

52.8

51.1 50.5

51.

51.9

52.7 52.3

52.8

cococooco

191010 10 10

51.1
51.1
51.2

4

51.4
51.4
51.

51.5

51.9
51.9
1.¢
51.9
51.9
51.9

52
52.1
2
52.1
52.1
52.1

52.3
52.4
52.4
52.4

52.7
52.7
52.7
2
2
52.8

52.8
52.8
52.8
52.9
52.9
52.9

52.8 52.4 52.2

52.9

52.8 52.4 52.2 52 51.5
52

52.9

53.2

51.2 0.6

51.5

52.9 52.8 52.4 52.2

53.2

53.3

coocococcooo

50.6

52.2

o)

i)

53.3

RN o

=3
Y=y

51.3
51.

=3
Y=y

™

i)

SSss3 S
P Y

33344
— = =

~
—
101910 10 10 10

10101010 19

PR Rk
P R N R~

191010 19 10
mmmm,m
SRR R RN
1910 10 19 10 10

1010 © © © ©
SRR RO
101910 10 10 10

=2}
D B
i

—
155 M M ™
5

MM,

™
iy

)
=y

MM M| M|
101510 19 10 10

53.1 53 52.7 52.4 52.4 51.8 51.4 50.7
53.1

53.4

52.4 52.4 51.8 51.4 50.7

52.7

53.1

53.4

53.2 53.1 52.7 52.4 52.5 51.8 51.4 50.8

53.4

51.5 50.8

51.8

=)

53.2 53.1 52.8 52.4

53.5

51.6 50.9

51.8

i)

53.1 52.8 52.4

53.3

50.9
51
51

51.7
51.7
51.8

51.9
51.9
51.9

52.6
52.5 2.6
2 52.6

52.4

52.8
52.9
2

53.1 52.6 52.6 51.9

53.4

1.9 51.2

51.9

53.4 53.2 52.6 52.7 52
52
52.1

53.6

53.9

51.4

53.6 53.4 53.3 52.6 52.8

53.9

51.5

51.9

53.8 53.6 53.3 52.8 52.8

53.9

54.2 53.7 54.1 52.9 52.9 52.3 52.1 51.6

53.9




Bibliografia

1]

Javier Martin Pliego, Luis Ruiz Pérez. Estadistica I: probabilidad. Editorial AC;
Madrid, 1995.

John C. Hull. Introduction to futures and options markets. Editorial Prentice Hall;
New Jersey, 1998.

Miguel A. Garcia Alvarez. Introduccion a la teoria de la probabilidad, primer y

segundo curso. Editorial Fondo de Cultura Econémica, 2005.

Onesimo Hernandez-LermaOnesimo, Jean B.Lasserre. Discrete-time Markov con-

trol processes : basic optimality criteria. Editorial Springer; New york, 1995.

Kukush A. G., SilvestrovD. S. "Optimal pricing for American type options with
discrete time". In: Proceedings of the Fighth International School on Mathema-

tical and Statistical Methods in Economics, Finance and Insurance, 2004.

Shiryaev Albert N. Essentials of stochastic finance: facts, models, theory. Edito-
rial World scientific, Singapore1999.

Shiryaev Albert N. Optimal stopping rules. Editorial Springer-Verlag; New York,
1978.

Shiryaev Albert N. Probability. Editorial Springer; New york, 1995.

Silvestrov D.S., Galochkin V.G., Sibirtsev V.G., "Algorithms and Programs for
optimal Monte Carlo pricing of American options”, In: Proceedings of the Second

International School on Actuarial and Financial Mathematics. Kiev, 1999.

Jonsson H., "Monte Carlo studies of american type call options with discrete
time " Theory of stochastic processes, Vol. 7(23), 2001.

Tapas K. Chandra, Dipak Chatterjee. A first course in probability. Editorial
Narosa Publishing House; New Delhi, 2001.

83



BIBLIOGRAFIA 84

[12] Feller, W. An introduction to probability theory and Its applications, vol. I. Edi-
torial John Wiley; New York, 1971.

[13] Feller, W. An introduction to probability theory and Its applications, vol. II. Edi-
torial John Wiley; New York, 1971.



	Portada
	Contenido
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Conceptos Básicos
	Capítulo 3. Teorema de Paro Óptimo, Shiryaev (1978)
	Capítulo 4. Optimización de Opciones Americanas, con Función de Pago Convexa, a Tiempo Discreto
	Capítulo 5. Ejemplos
	Capítulo 6. Conclusiones
	Apéndices
	Bibliografía

