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Introduccion.

Una de las propiedades topoldgicas que mas ha interesado dentro de la Teoria
de los Continuos es la propiedad del punto fijo. A pesar de la sencillez de la

propiedad, en algunos casos (en casi todos) es muy dificil determinarla.

La teoria de Hiperespacios tiene sus origenes en el siglo XX cuando F.
Hausdorff y L. Vietoris los definieron. Es posible demostrar que, cuando X

es un continuo, sus hiperespacios también son continuos.
Asi, de manera natural, podemos plantear las siguientes preguntas:

,Si X es un continuo, entonces cudndo sus hiperespacios tienen la propiedad

del punto fijo?

.Si X es un continuo con la propiedad del punto fijo, entonces se preser-

vara esta propiedad al tomar hiperespacios?

El presente trabajo, basado principalmente en el Capitulo 6 de las notas
del curso sobre la propiedad del punto fijo impartido por el profesor Sam
B. Nadler, Jr. en el Instituto de Matematicas de la Universidad Nacional
Auténoma de México en enero del 2004 [30], da respuestas parciales a estas

preguntas.



2 Introduccion

En el primer capitulo daremos algunas herramientas de espacios métricos,
continuos e hiperespacios que seran ttiles a lo largo del estudio realizado. En
el segundo capitulo, veremos algunos continuos tales que sus hiperespacios
tienen la propiedad del punto fijo, en algunos casos, podremos dar respues-
ta afirmativa a la segunda pregunta. En el tercer capitulo veremos que en
general, la respuesta a esta esa pregunta es negativa. Incluimos un capitulo
con algunas preguntas que permanecen abiertas. Algunos de los teoremas
seran expuestos sin demostracion, en su caso, siempre habra una referencia

apropiada donde podran encontrarse dichas demostraciones.



Capitulo 1

Preliminares.

1.1. Espacios Métricos.

1.1.1 Definicién. Un espacio métrico es un par (X, d) donde X es un con-
junto y d : X x X — [0,00) es una funcién que, para cada z,y,z € X

satisface:
1. d(z,y) = 0siy sélo si x =y (reflexividad);
2. d(z,y) = d(y,z) (simetria);
3. d(z,2) < d(z,y) + d(y, z) (desigualdad del tridngulo).

A la funcién d la llamamos funcidn distancia o métrica para el espacio métrico
(X, d).

1.1.2 Ejemplos. Algunos ejemplos de funciones distancia son:

1. Sea X = R y definimos d(z,y) = |z —y|. A d la conocemos como la

métrica usual para R. [6, Ejemplo 1.C 4, 1]

2. Sea X = R? y definimos d(z,y) = |z1 — y1| + |22 — yo| donde z =
(x1,22) yy = (Y1, ¥2). A dlallamamos la métrica del tazista [6, Ejemplo
1.C.4, 3].
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3. Sea X un conjunto no vacio. Dadas x y 2’ € X definimos d : X x X —

[0, 00) como:

d(x,z') = { LSt

0, si x=2a.

Esta funcién d es una métrica y se le conoce como la métrica discreta
[6, Ejemplo 1.C .4, 5].

1.1.3 Observacién. Dado un espacio métrico (X,d), existe siempre una
métrica d’ que genera la misma topologia que d, con la propiedad de que

d'(z,2") < 1. A esta métrica la conocemos como métrica acotada.

1.1.4 Definicién. Sean X un espacio métrico, z € X y ¢ > 0. Definimos
la bola abierta con centro en x de radio €, denotada como B%(x) como el

conjunto Bd(x) = {y € X : d(z,y) < €}.

1.1.5 Definicion. Sean X un espacio métrico con métrica d y Y un subcon-
junto de X. Definimos la frontera de Y, denotada como F'r(Y'), al conjunto
{r € X: paratodae>0,Bz)NY # 0y Bix)N(X\Y) # 0}. Definimos
la cerradura de Y, denotada por Clx(Y) como Y U Fr(Y).

1.1.6 Definicién. Sean X y Y dos espacios métricos con métricas d y d’,
respectivamente, y f : X — Y una funcién. Dada = € X, decimos que
f es una funcion continua en x si para cada € > 0, existe & > 0 tal que
f(Bd(z)) € BY(f(x)). Decimos que f es continua si f es continua en x para
toda z € X.

1.1.7 Proposicién. Sean X y Y dos espacios métricos y f : X — Y una
funcion. Entonces f es continua si y solo si para cada abierto V de Y, se
tiene que f~1(V) es abierto de X.

Demostracién. Supongamos que f es una funcién continua. Sean V un
abierto de Y, x € f~Y(V) y € > 0 tales que B (f(x)) € V. Como f es
continua existe § > 0 tal que f(BZ(z)) € BY(f(z)). De donde x € B¥(x) C
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fUBE(f(x))) € f~H(V). Por lo tanto, f~*(V) es abierto en X. Ahora, sea
V un subconjunto abierto de Y y supongamos que f~!(V) es un subconjunto
abierto de X. Tomemos z € X de tal forma que f(z) € V. Sea € > 0 tal que
B (f(x)) € V. Observemos que z € f~'(BY(f(x))). Como f~Y(B¥(f(z)))
es abierto en X, existe § > 0 tal que z € B¢(z) C B (f(x)). Esto implica
que f(z) € f(Bd(z)) € BY(f(x)). Por tanto, f es una funcién continua.

Q.E.D.

1.1.8 Definicién. Sean X y Y dos espacios métricos. Decimos que una
funcién continua e : X — Y es un encaje de X en Y, si e es inyectiva y

e !:e(X) — X es continua.

1.1.9 Definicién. Sean X y Y dos espacios métricos. Decimos que una
funcién continua f : X — Y es abierta (cerrada), si para cualquier abierto

(cerrado) U de X se cumple que f(U) es abierto (cerrado) en Y.

1.1.10 Definicién. Sean X y Y dos espacios métricos. Decimos que X es
homeomorfo a Y si existe una funcion continua y biyectiva h : X — Y tal

que h™1:Y — X es continua. A h la llamamos un homeomorfismo.

1.1.11 Definicién. Sean X un espacio métrico y P una propiedad. Decimos
que P es una propiedad topoldgica o un invariante topoldgico si siempre que
X tiene la propiedad P entonces cualquier espacio ¥ homeomorfo a X la

tiene.

1.1.12 Definicion. Sean X un espacio topoldgico y U y V subconjuntos
abiertos y no vacios de X. Decimos que U y V' forman una separacion de X
sSiX=UuVyUNnV=40.

1.1.13 Definicién. Decimos que un espacio topoldgico X es conezxo si no
existe una separacién de X. Si la separacion de X existe diremos que X es

disconero.

1.1.14 Lema. Sean X y Y espacios métricos. Si f : X — Y es una funcion

continua y suprayectiva y X es conexo, entonces Y es conezo.
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Demostracion. Sean X un espacio conexo, Y un espacio métricoy f : X —
Y una funcién continua y suprayectiva. Demostraremos que Y es conexo.
Supongamos que Y es disconexo. Entonces existen dos subconjuntos abiertos
no vaciés, Uy V de Y tales que Y = UUV y UNV = (). Como f es una funcién
continua, entonces f~'(U) y f~'(V) son subconjuntos abiertos de X. Como
[ es suprayectiva, entonces X = f~1(Y) = f~{(UUV) = f~YU)U f~1(V).
Ademas, dado que UNV = (), se tiene que, § = f~1({UNV) = f~HU)Nf~1(V),

lo que implica que X no es conexo.
Q.E.D.
1.1.15 Corolario. La conexidad es una propiedad topolégica.

1.1.16 Definicion. Sea X un espacio métrico. Dados dos puntos z y y € X,
una trayectoria de x a y es una funcién continua f : [0,1] — X tal que
f(0)==xy f(1) =y. Un arco en X es un encaje e : [0,1] — X.

1.1.17 Definicidén. Decimos que un espacio métrico X es conexo por trayec-
torias si para cualesquiera x vy y € X, existe una trayectoria de x a y y X es
arcoconexo si para cualesquiera dos puntos distintos x y y € X pueden ser

unidos por un arco.

1.1.18 Proposicion. Si X es un espacio métrico arcoconexo, entonces X

es conexo. [6, Ejercicio 2.C.5 pag. 53]

1.1.19 Definicion. Sean X un espacio métrico y B un subconjunto de X.
Una cubierta para B es una coleccién de subconjuntos de X, C = {Cy} cn,

tal que B C |J C,. Una subcubierta de B es una subcoleccién de C que
acA
también es una cubierta de B. Si los elementos de la cubierta C son abiertos

de X entonces la llamaremos cubierta abierta.

1.1.20 Definicion. Decimos que un espacio métrico X es compacto si cualquier

cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita.

1.1.21 Lema. Sean X y Y espacios métricos. Si f : X — Y es una funcion

continua y suprayectiva y X es compacto, entonces Y es compacto.
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Demostraciéon. Sean X un espacio métrico y compactoy f: X — Y una
funcién continua y suprayectiva a un espacio métrico Y. Sea C = {Ca}, cx
una cubierta abierta de Y. Como f es una funcién continua, f~1(C,) es
un subconjunto abierto de X para toda o € A. Ademds, {f(Ca)},cp €S
una cubierta abierta de X. Como X es compacto, existen aq, as, ..., q, € A
tales que X C O (f~Y(C,,)). Como f es suprayectiva, observamos que: Y =
i=1
f(X)=1f (Ln)l f‘l(Cai)> = ‘Lnjlf(f_l(Cai)) C G(C’ai). Por lo tanto, Y es

i=1
compacto.

Q.E.D.

1.1.22 Corolario. La compacidad es un invariante topoldgico.

1.1.23 Definicién. Sean X un espacio métrico y {z,} ., una sucesién de
elementos de X. Decimos que {z,} -, converge a x € X, si para cada ¢ > 0,

existe N € IN tal que si n > N entonces d(x,, ) < e.

1.1.24 Definicién. Decimos que un espacio métrico X es compacto por
sucesiones, si para toda sucesién {z,} -, de elementos de X, existe una

subsucesién {z,, },-, que converge a un punto z € X.

1.1.25 Definicién. Sean (X, d) un espacio métrico y A un subconjunto de

X. Definimos el didmetro de A, denotado por diam(A) como:
digm(A) = sup{d(x,y) : z,y € A}.

1.1.26 Definicion. Sean X un espacio métrico y U una cubierta abierta
para X. Decimos que un ntimero A > 0 es un numero de Lebesgue para la
cubierta abierta U, si para cada subconjunto A de X tal que diam(A) < A,
existe U € U tal que A C U.

1.1.27 Teorema. Si X es un espacio métrico y compacto por sucesiones, y
U es una cubierta abierta para X, entonces existe un numero de Lebesque
para U [6, Teorema 3.A.10 pag. 79].
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1.1.28 Lema. En espactos métricos, es equivalente ser compacto a ser com-

pacto por sucesiones [6, Teorema 3.A.11 pag. 80].

1.1.29 Teorema. Sean X y Y dos espacios métricos con métricas d y d',

respectivamente y f : X — Y wuna funcion. Entonces f es una funcion con-
. . , . - -z o

tinua en v € X si y solo si para cualquier sucesion {x,}._, de elementos de

X convergente a x, la sucesion {f(x,)},—, converge a f(z).

Demostracion. Supongamos que f es continua en z € X. Sea {z,} -, una
sucesion de elementos de X que converge a z. Sea ¢ > 0. Como f es continua,
entonces existe d > 0 tal que f(Bd(z)) C BY(f(x)). Como {z,}>", converge
a x, existe N € IN tal que si n > N entonces x, € Bf(z). Esto implica que
para toda n > N, f(z,) € B (f(x)). Asi {f(z,)}o2, converge a f(z).
Ahora supongamos, por el contrario, que f no es continua en r € X.
Entonces existe € > 0 tal que para toda ¢ > 0, f(Bg(z)) ¢ BY(f(z)). Para
cada n € N sea x, € B%(x) tal que f(z,) ¢ B¥(f(z)). Observemos que

{zn} -, converge a x y que {f(z,)} -, no converge a f(x).

Q.E.D.

1.1.30 Lema. Sean X y Y espacios métricos y compactos y f : X — Y
una funcion. Si para cada sucesion {x,}.., de puntos de X que converge a
r € X se tiene que existe una subsucesion {f(xn, )}, de {f(zn)} ) que

converge a f(x), entonces f es una funcion continua.

Demostracion. Supongamos que f no es continua en r € X. Entonces
existe € > 0 tal que f(B%(x)) ¢ BY(f(x)). Para toda n € N sea z,, € B¢ (z)
tal que f(z,) €& Bf/(f&)) Observemos que {z,} -, converge a ynque
ninguna subsucesién { f(z,, )}, de {f(x,)} -, converge a f(z). Lo cual es

una contradiccién. Por lo tanto, f es continua.
Q.E.D.

1.1.31 Definicién. Un subconjunto A de un espacio métrico X es un re-
tracto de X, si existe una funcién continua r : X — A tal que r(a) = a para

toda a € A. A la funcién r se le llama retraccion.



1.1 Espacios Métricos. 9

1.1.32 Definicién. Para cada n € IN, definimos una n-celda como:
B ={x e R": ||z] < 1},

donde ||| representa a la norma de R™ y una n-esfera como:
S ={zxeR"™: |z|| =1}

donde ||-|| representa a la norma en R™!.

1.1.33 Definicion. Sean X y Y espacios métricos. Llamaremos homotopia

a una funcién continua H : X x [0,1] — Y.

1.1.34 Definicién. Sean X y Y espacios métricos y fy g : X — Y dos
funciones continuas. Decimos que f y ¢g son homotopicas si existe una homo-
topla H : X x [0,1] = Y tal que H(z,0) = f(z) y H(x,1) = g(x) para toda
xeX.

1.1.35 Definicion. Sean X y Y espacios métricos. Decimos que X es con-
traible con respecto a Y si toda funcién continua f : X — Y es homotépica
a una funcién constante. Decimos que X es contraible si la funcién identi-
dad en X es homotdpica a una funcién constante. Si Y es un subespacio
de X, decimos que Y es contraible con respecto a X si la funcién inclusién,
i:Y — X donde i(y) = y para toda y € Y, es homotépica a una funcién

constate.

1.1.36 Lema. Si X es un espacio métrico contraible y Y C X entonces Y

es contraible en X.

Demostracion. Sea H : X x [0,1] — X una funcién continua tal que
H(z,0) =2y H(z,1) = ¢ para toda x € X y alguna ¢ € X. Consideremos
H |y, Para toda y € Y, se cumple que H(y,0) =y y H(y,1) = c. Por lo

tanto, Y es contraible en X.
Q.E.D.

1.1.37 Definicién. Sean {X,} -, una familia de subconjuntos no vacios.

o0
Definimos su producto cartesiano, denotado por [] X,, como:
n=1
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—8

X, = {(x,)52, 1 x, € X,, para toda n € N}.

n=1

1.1.38 Definicién. Sean {(X,,,d,)} -, una familia de espacios métricos y

consideremos su producto cartesiano [[ X,,. Para cada m € N, definimos la
n=1

o0

) = Ty A esta funcién la

oo

funcién 7, : [[ X, — X, dada por m,((z,)
n=1

llamamos la m-ésima funcién proyeccion.

1.1.39 Definicién. Sea {(X,,d,)} -, una familia de espacios métricos y
para cada m € N, consideremos la funcién proyeccion 7, : [[ X, — X. La

n=1
familia B = {m,,}(U) : U es abierto en X,,,m € N} forma una subbase para

la topologia producto en [ X,.
n=1
1.1.40 Observaciones. Sea {(X,,d,)}. -, una familia de espacios métricos.

n=1

(o]
Si J] X, tiene la topologia producto, entonces:
n=1

o
1. Las funciones proyeccién m,, : [[ X, — X, son continuas para toda

n=1
m € N [6, pags. 151 y 152].

2. Las funciones proyeccién son abiertas para cada m € IN [6, Ejercicio
6.A.4 pag. 152].

1.1.41 Lema. Sean X un espacio métrico y {(X,,d,)},—, una familia de
oo

espacios métricos. Entonces f : X — [] X, es una funcion continua si y

solo si my, 0 f es una funcion continua T]L)a;“a cada m € IN.

Demostracién. Supongamos que f es una funcién continua. Sea m € IN.

Como 7, es una funcién continua entonces m,, o f es una funcién continua.

Dado que m € N es arbitraria, entonces 7, o f para cada m € IN.

Supongamos ahora que 7, o f es una funcién continua, para cada m € IN.

(o)

Sea U un subconjunto abierto de [] X,. Mostraremos que f~'(U) es un
n=1

subconjunto abierto de X. Por la Observacion 1.1.40, se tiene que 7,,(U) es

un conjunto abierto de X,,, para toda m € IN. Llamemos U,, a 7,,,(U). Como
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T, o f es una funcién continua entonces (m,, o f)~1(U,,) es un subconjunto
abierto de X. Observemos que (7, o f) " (U,) = fHmm(Un)) = fHU).
Por tanto, f~!(U) es un subconjunto abierto de X. Por la Proposicién 1.1.7,

f es una funcién continua.
Q.E.D.

1.1.42 Teorema. Sean {(X,,d )}n L una famzlza de espacios métricos con

métricas acotadas. Definimos p : H X, X H X,, — [0,00) como:

n=1 n=1

@ )i) = 3 o).

Entonces p es una métrica para [[ X, e induce la topologia producto |6,

Teorema 6.A.15 pag. 156].

n=1

Al siguiente Teorema, se le conoce como el Teorema de Tychonoff. Dare-

mos una version para productos numerables de espacios métricos.

1.1.43 Teorema. Sea {(X,,d,)},—, una famzlm de espacios métricos y com-

pactos con métricas acotadas. Entonces H X, es un espacio métrico y com-
n=1

pacto [6, Teorema 6.A.11 pag. 154].

1.1.44 Teorema. Sea {(X,,d,)},—, una familia de espacios métricos cone-

zos con métricas acotadas. Entonces H X, es un espacio métrico conezo |6,

n=1
Teorema 6.A.12 pag. 154].

1.1.45 Definicion. Sean X un espacio métrico y G una particién de X.
Definimos el espacio cociente X/G como el conjunto de los miembros de la

particion.

1.1.46 Definicion. Sean X un espacio métrico y G una particién de X.
Definimos la funcion cociente ¢ como q : X — X/G dada por ¢(z) = [z]

donde [z] denota al elemento de G que contiene a z.
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1.1.47 Definicion. Sean X un espacio métrico, G una particion de X y
q : X — X/G la funcién cociente. A la topologia dada por U = {U C
X/G : ¢ 1 (U) es abierto en X} la llamamos la topologia cociente para X/G
[6, Ejercicio 8.A.2 pag. 193].

Consideremos ahora dos espacios métricos X y Yy f: X — Y una
funcién continua y suprayectiva. La familia G; = {f~'(y) : y € Y} forma
una particién de X. Consideremos ahora el espacio cociente X/Gy y a ¢ :
X — X/Gy la funcién cociente. Observemos que si € X entonces ¢(z) =
[] = f71(f(x)). Asi podemos definir la siguiente funcién: ¢y : X/Gy — Y
dada por ¢¢(x) = f(¢~'(x)) = f(z) donde z € ¢~ (x).

x -Y
-
q, e
* Va
X/G¢

1.1.48 Teorema. Sean X y Y espacios métricos. Supongamos que f : X —
Y es una funcion continua y suprayectiva y que X/G; tiene la topologia

cociente. Entonces py : X/Gy — Y es una funcion continua y biyectiva.

Demostracién. Notemos que si z y 2/ € ¢~ *(x) donde y € X/G, entonces
f(z) = f(2'). Lo cual implica que existe y € Y tal que ¢~ *(x) = f~(y). De
donde x y 2’ € f~'(y). De aqui se sigue que f(z) =y = f(y'). Por tanto, ¢,
esta bien definida.

Veamos ahora que ¢y es continua. Sea U un subconjunto abierto de Y.
Entonces f~'(U) es un abierto en X. Dado que f~*(U) = (¢;0q)~'(U) =
q_l(LpJTI(U)) y que X /Gy tiene la topologia cociente, se tiene que go}l(U) es
abierto en X/Gy vy, asi, obtenemos lo deseado.

Para ver que ¢y es inyectiva tomemos x y x’' € X/Gy tales que ¢¢(x) =
©(x'). Entonces existen y y y' € Y tales que ¢ '(x) = f*(y) y ¢ 1(X) =
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f~Yy') vy, para cada = € ¢ !(x) vy para cada 2’ € ¢ ()/), se tiene que
flx) =yy f(2') =y Como p;(x) = ¢r(X) se tiene que y = ¢/, por tanto,
¢ es una funcién inyectiva.

Para ver que ¢y es suprayectiva sélo observemos que ;o ¢ = f. Dado

que f es suprayectiva se tiene que ¢y es suprayectiva.
Q.E.D.

1.1.49 Teorema. Sean X y Y espacios métricos y f : X — Y wuna fun-
cion continua y suprayectiva. Si f es abierta o cerrada, entonces @y es un

homeomorfismo.

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto (cerrado) de X/G;. Dado
que ¢ es continua y biyectiva, basta demostrar que ¢;(U) es un conjun-
to abierto (cerrado) de Y. Como U es abierto (cerrado) de X/G; se tiene
que, ¢ *(U) es abierto (cerrado) de X. Dado que f es una funcién abierta
(cerrada) f(¢g~'(U)) es un conjunto abierto (cerrado) de Y. Observemos que

f(gH(U)) = pp(alg(U))) = ¢ (U). Por lo tanto, ¢y es un homeomorfismo.
Q.E.D.

1.1.50 Corolario. Sean X wun espacio métrico compacto, Y un espacio
métrico y f + X — Y wuna funcidn continua y suprayectiva. Entonces g

es un homeomorfismo [6, Corolario 8.A.7 pég. 195].

1.2. Continuos.

1.2.1 Definicion. Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y

no vacio. Un subcontinuo es un continuo contenido en algin continuo X.
1.2.2 Ejemplos. Algunos ejemplos de continuos son:
1. El intervalo [0, 1].

2. La circunferencia unitaria S = {(z,y) € R? : 2* + ¢y* = 1}.
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|’

Y

Figura 1.1: Curva sinoidal del topdlogo.

3. Las n-celdas y las n-esferas.

4. Sea S = {(z,sen(2)) € R?: 0 < # < 7}. Entonces X = Clg2(S) es un

continuo. A X lo llamamos la curva sinoidal del topdlogo.

o0
1.2.3 Corolario. Si {X,}~, es una familia de continuos, entonces [ X,
n=1
es un continuo.
Demostracion. Como {X,} -, es una familia de espacios métricos, en-
o0

tonces, por el Teorema 1.1.42, [] X,, es un espacio métrico. Por el Teorema
n=1

1.1.43, J] X, es compacto. Finalmente, por el Teorema 1.1.44, ] X,, es
=1 =1
conexo. " "

Q.E.D.

1.2.4 Definicién. Sea X un continuo. Decimos que X es descomponible
si X se puede escribir como una unién de dos subcontinuos propios. A un
continuo que no es descomponible lo llamamos indescomponible. Decimos
que X es hereditariamente indescomponible si todos sus subcontinuos son

indescomponibles.

1.2.5 Definicién. Sean X un continuo y A C X. Decimos que X es irre-

ducible con respecto a A si ningtin subcontinuo propio de X contiene a A.
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Figura 1.2: La curva universal de Menger.
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Decimos que X es irreducible si X es irreducible con respecto a {p, ¢} para

algin par de puntos py g € X.

1.2.6 Definicion. Sea X un continuo. Decimos que X es unicoherente si
cada vez que A y B sean subcontinuos de X tales que AU B = X, se tiene
que AN B es conexo. Decimos que X es hereditariamente unicoherente si

todos sus subcontinuos son unicoherentes.

1.2.7 Definicion. Sean X un espacio métrico y p € X. Definimos la com-

ponente de p en X, denotada por C,, como:

C,=U{ACX:pe Ay A es conexo }.

1.2.8 Definicién. Sean X un espacio métrico y p € X. Definimos la casi

componente de p en X, denotada por (),, como:
Qp=N{AC X :pe Ay Aes abierto y cerrado en X}.

1.2.9 Definicion. Sean X un continuo y p € X. Definimos la composante

de p en X, denotada por k(p), como:
k(p) = {z € X : existe un subcontinuo propio A de X tal que py z € A}.

1.2.10 Teorema del cable cortado. Sean X un espacio métrico y compacto
y K y L dos subconjuntos cerrados y no vacios de X. Si ningin subconjunto
conexo de X intersecta a K y a L, entonces X = X1 U Xs, donde X1 y Xo
son subconjuntos cerrados y ajenos de X tales que K C X, y L C X5 [29,
Teorema 5.2 pag. 72].

1.2.11 Teorema de los golpes en la frontera. Sean X un continuo y U

un subconjunto abierto, no vacio y propio de X. Si K es una componente de
Clx(U) entonces KN Fr(U) # 0 [29, Teorema 5.4 pag. 73].

1.2.12 Definicién. Sea {(X,,d,)},~, una sucesién de espacios métricos y
compactos. Para cada n € IN, sea f"™: X, 1 — X,, una funcién continua.
Entonces a la sucesién {X,,, f*™'} de espacios métricos y funciones continuas
la llamamos sucesién inversa. A las funciones f"! las llamamos funciones

de ligadura.
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v o Sy By By
- n
1 < 9 — 3 n—1 $— n n+1<—"'

1.2.13 Definicién. Sea {X,, ™'} una sucesién inversa de espacios métri-

cos. Definimos el limite inverso de {X,,, f**'}, denotado como lim {X,,, f"1}

o
0 Xo, como el subespacio de [] X,, dado por:

n=1

lim {Xna fg—&-l} = {(xn)zo—l € H Xn : f:zH_l(xn-ﬁ-l) = Tp Para cadan € ]N}
— n=1

1.2.14 Observacidn. Si {X,,, f"*1} una sucesién inversa de espacios métri-

cos, entonces lim { X,,, f**1} es un espacio métrico (Teorema 1.1.42).

1.2.15 Teorema. Sea {X,, f"*'} una sucesidn inversa de continuos, en-

tonces lim { X,,, f"™} es un continuo [24, Proposicién 2.1.8 pag. 71].

1.2.16 Definicién. Sean X un continuo y {4,}, -, una sucesién de subcon-

o0
n=1’

juntos de X. Definimos el limite inferior de { A, } denotado por lim inf A,,,

o]

1, denotado por, limsup A,, como:

y el limite superior de {A,}

1. liminf A,, = {z € X : para cada U abierto en X tal que x € U,
existe N € IN tal que U N A,, # () para cadan > N}

2. limsup A, = {x € X : para cada U abierto en X tal que z € U,
existe una subsucesion {ny},., de {n} -, tal que UNA,, #0

para cada k € IN}.

Si liminf A,, = limsup A,, = A, decimos que la sucesién {A4,} 7, converge a

A.

1.2.17 Observaciones. Si X es un continuo y {A,} ° es una sucesién de
subconjuntos compactos de X entonces:
oo

1. limsup A, = {Clx( An):|;
—k

k=1 n
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2. liminf A,, C limsup A,;
3. liminf A,, y limsup A,, son subconjuntos cerrados de X;

4. Si {Anj }511 es una subsucesiéon de {A,} |, entonces liminf A, C

liminf A,, y limsup A4,, C limsup A,.

[31, Observacion 0.6].

1.3. Hiperespacios.

1.3.1 Definicién. Sea X un continuo. Definimos sus hiperespacios como los

siguientes conjuntos:
2X = {A C X : A es compacto y no vacio en X},
C(X)={A€2%: Aesconexo en X},
y para toda n € IN:
Cn(X) = {A € 2% : A tiene a lo mds n componentes},

Fo(X) = {A € 2% : Atiene a lo més n puntos}.

1.3.2 Observacién. Observemos que C}(X) = C(X), ademaés:
F.(X) C F11(X),
Cn(X) C Crna(X) y
F.(X) C Cy(X).
A estos espacios podemos asociarles una métrica, que dependerd de la
métrica del continuo X. Asi les definimos una topologia.

1.3.3 Definicién. Sean X un continuo con métrica d, A € 2% y ¢ > 0.
Definimos la bola de radio € con centro en A, denotada por N(e, A), como:
N(e,A) ={z € X :d(z,A) < €}.
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1.3.4 Teorema. Sea X un continuo con métrica d. FEntonces la funcion
Hy: 2% x 2% — [0,00) dada por:

Hy(A,B) =inf{e >0: AC N(¢, B) y BC N(¢,A)}

es una métrica para 2X. A Hy la llamamos la métrica de Hausdorff inducida

por d.

Demostracién. Sean Ay B € 2% tales que Hy(A, B) = 0. Entonces, por
la definiciéon de Hy, se tiene que A C N(e, B) para toda € > 0. Sea a € A.
Entonces existe b, € B tal que d(a,b,) < +, asf la sucesién {b, },_, converge
a a, dado que B es compacto, entonces a € B, con lo que concluimos que
A C B. De manera similar B C Ay, asi, A= B.

Por la definicién de Hy, es claro que Hy(A, A) = 0. Notemos que H; es
una funcién simétrica, esto implica que Hy(A, B) = Hy(B, A).

Mostraremos ahora la desigualdad del tridngulo. Para esto primero pro-
baremos la siguiente afirmacién: Para cualesquiera Ay B € 2¥ y § > 0
A C N(H4(A,B) + 6,B). Como 6 > 0, Hy(A,B) < Hy(A,B) + 4. Por
la definicién de Hy, se tiene que A C N(H4(A,B) + 6,B). Sean A,B y
C €2¥ ye>0. Seaac A. Por la afirmacién anterior, existe b € B tal que
d(a,b) < Hy(A, B)+ 5. Para esta b, se tiene que existe ¢ € C tal que d(b, ¢) <
Hy(B, C)+5. Estos hechos implican que d(a, ¢) < Hy(A, B)+Hy(B, C)+e¢. De
donde resulta que A C N(Hy(A, B) + Hy(B,C) +¢€,C). De manera anéloga,
tenemos que C' C N(Hy(A,B) + Hy(B,C) + ¢, A). De aqui se tiene que
Hy(A,C) < Hy(A,B) + Hy(B,C) 4 €. Como € es arbitraria, concluimos que
Hy(A,C) < Hy(A, B) + Hy(B, C). Por lo tanto, Hy es una métrica para 2.

Q.E.D.

1.3.5 Teorema. Sean X un continuo y {Y,} — una sucesion de elementos
de 2%. Entonces {Y,},2, converge con respecto a la métrica de Hausdorff
si y sdlo si {Y,}.—, converge con respecto a los limites superior e inferior
(Definicién 1.2.16), [31, Teorema 0.7].
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1.3.6 Definicién. Sean X un continuo y Ay B € 2%. Un arco de orden de
A a B es una funcién continua e inyectiva a : [0, 1] — 2% tal que: a(0) = A y
a(l) = By, paracada syt € [0,1] tales que s < ¢, se cumple que a(s) C a(t)

y a(s) # o).
El siguiente lema nos dice cuando existe un arco de orden.

1.3.7 Lema. Sean X un continuo y A y B € 2%. Entonces existe un arco
de orden de A a B si y solo si A C B y cada componente de B intersecta a
A [31, Teorema 1.8].

1.3.8 Lema. Sean X un continuo yn € IN. Consideremos a X™ con la métri-
ca Dy : X" x X" — [0,00) dada por D,((x1, 22, ..., x,), (2}, 25, ...,2))) =
max{d(zy,x}),...,d(x,, x,)}. Entonces la funcion f, : X" — F,(X) dada
por fu((z1,...2,)) = {x1,...2,} es continua y suprayectiva. [24, Teorema

1.8.6, Teorema 1.8.7, pags. 60 y 61].
1.3.9 Teorema. Para cualquier continuo X, 2% es un continuo.

Demostracién. Por el Teorema 1.3.4, 2% es un espacio métrico. Para ver
que 2% es compacto, por el Lema 1.1.28 basta mostrar que 2% es compacto
por sucesiones. Sea {4, }°°, una sucesién de elementos de 2. Por el Teorema
1.3.5 es suficiente ver que {4,}°%, converge a A en 2% con respecto a los
limites superior e inferior. Sea {U,,}>°_; una base numerable para X [6,
Teorema 3.A.6, Corolario 3.A.7, pdg. 79]. Sea {Al}>e, = {A,}>2,. Supon-
gamos que hemos definido de manera inductiva a la subsucesién {A7}2° , de

{A,}22,. Definimos {A™1}°° | como sigue:

1. Si {A]'};2, tiene una subsucesién {A} }0°, tal que

limsup A" N U, =0,

k
entonces sea { A1} | dicha subsucesiéon de {A™}>2,.

2. Si para cada subsucesion {A} }>°, de {A]'}72 ), se tiene que
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lim sup A} N Uy, # 0,

definimos { A1} | como {AT}22,.

Hemos definido {A"}°° | para cada m € IN. Consideremos la subsuce-
sién diagonal {A7}>°_,. Por construccion, {A"}>°_; es una subsucesién de
{Am}>0 . Mostraremos que {A7}°° | converge. Supongamos que {A7}>_,
no es una sucesion convergente. Entonces existe p € limsup A7 \ lim inf A7
Sea Uy € {Un}p—; tal que p € Uy y Up N A7 = () para alguna subsuce-
sion {A7}2, de {An o, (esto dado que liminf A, es un subconjunto
cerrado en X, ver Observacién 1.2.17). Notemos que {A7/}7°, es una sub-
sucesion de {AF1}oe . Por lo tanto, {AF}° | satisface 1, con k = m. Esto
implica que lfmsup A¥ N U, = 0. Como {A7}%°_, es una subsucesién de
{Ak+1Ye0 v limsup A™ C limsup A1 (Observacion 1.2.17), se tiene que
limsup A N U;, = (. Lo cual es una contradiccién. Por tanto {A7}°_ es
una subsucesién convergente. Concluimos que 2% es compacto por sucesiones.
Mostraremos que 2% es arcoconexo. Sea Ay € 2% tal que Ay # X. Por el
Lema 1.3.7, existe un arco de orden de Ay a X en 2%. Asi, para cada A y
B € 2%\ {X} existe un arco de orden de A a X y de B a X. Consideremos
Ay B € 2% un arco de orden ay de A a X y un arco de orden ap de B a
X. Notemos que a4y U ap contiene a un arco de A a B. Asi, concluimos que
existe un arco de A a B para cada A y B en 2%. Por la Proposicién 1.1.18,

2% es conexo. Asi, 2% es un continuo.
Q.E.D.

1.3.10 Observacién. Sea X un continuo. Por el Teorema 1.3.9, 2% es un
continuo. Entonces podemos considerar a 22° como 220 = {4 < 2¥ :
A es compacto y no vacfo en 2X}. A 22 le definimos la métrica de Haus-

dorff, Hy,, inducida por la métrica de Hausdorff H; para 2.

1.3.11 Definicién. Sean X un continuo y A € 2X. Definimos la funcion
unién para 2% como: o : 22° — 2X dada por: 0(A) = [J{A4: A € A}, para
cada A € 2.



22 Preliminares.

1.3.12 Lema. Sean X un continuo y o la funcion union para 22" Entonces
o estd bien definida, es continua y suprayectiva. En particular, o satisface

que:
Hy(o(Ay),0(As)) < Hi, (A1, Ag), para cualesquiera A, y Ay € 22
[31, Lema 1.48].

1.3.13 Teorema. Para cualquier continuo X, C,, (X) y F, (X) son contin-

uos para toda n € IN.

Demostracion. Observemos que C,(X) y F,(X) son espacios métricos
(Teorema 1.3.4). Ademads, notemos que C(X) también es un continuo ar-
coconexo [24, Teorema 1.8.10]. Mostraremos ahora que F,(X) es un conti-
nuo para toda n € IN. Notemos que X™ es un continuo. Por el Lema 1.3.8
F,(X) es imagen continua de X™. Por los Lemas 1.1.14 y 1.1.21, se tiene
que F,(X) es un continuo. Veamos ahora que C,(X) es un continuo. Sea
n € IN. Como C(X) es un continuo, se tiene que F,(C(X)) es un conti-
nuo. Consideremos la funcién unién o (Definicién 1.3.11). Observemos que
o(F,(C(X)) = Cn(X). Por tanto, o |g,c(x): Fu(C(X)) — Cn(X) es una
funcién continua y suprayectiva. Por los Lemas 1.1.14 y 1.1.21, concluimos

que C,(X) es un continuo.
Q.E.D.

1.3.14 Definicion. Sean X un continuo. Una funcion de Whitney para

C' (X) es una funcién continua p : C' (X) — [0, 1] que cumple que:
1. u({z}) =0 para toda = € X
2.SiAyBeC(X)y AC B con A# B, entonces u(A) < u(B) y
3. u(X)=1

1.3.15 Observacién. Sea X un continuo. Entonces existen funciones de
Whitney para C' (X ). De hecho, las funciones de Whitney existen para cualquier
hiperespacio de X [31, 0.50].
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1.3.16 Definicién. Sean X y Y continuos y f : X — Y una funcién con-
tinua. Entonces definimos sus funciones inducidas a los hiperespacios de la

siguiente forma:
2/ 1 2% — 2V como: 2/(A) = f(A) para todo A € 2%,
y para cada n € IN
Culf) : CulX) = CulY) como: Cu(f) =27 o, ),

Fo(f) : Fo(X) — F,(Y) como: F,(f) =2/

Fo(X)-

1.3.17 Teorema. St f : X — Y es una funcion continua entre dos con-
tinuos X y Y entonces 2f, C, (f) y F, (f), para toda n € N, son funciones

continuas.

Demostracién. Sean A € 2% y ¢ > 0. Como f es una funcién continua entre
continuos, entonces f es uniformemente continua [6, Teorema 3.A.17 pag. 81].
Sea § > 0 dada por la continuidad uniforme de f. Entonces 2/ (B}*(A4)) C
B (27(A)). Por tanto, 2/ es una funcién continua. Como 2/ es continua, se

tiene que C,,(f) v F,.(f) son funciones continuas.

Q.E.D.

1.4. Propiedad del punto fijo.

Los resultados de esta seccién aun cuando son sencillos son basicos para nues-
tro estudio. A pesar de su sencillez, a lo largo del texto nos daremos cuenta

de su importancia.

1.4.1 Definicién. Sean X un espacio métrico y f : X — X una funcién

continua. Un punto fijo para f es un punto p € X tal que f(p) = p.

1.4.2 Definicion. Sea X un espacio métrico. Decimos que X tiene la propiedad

del punto fijo, si cualquier funcién continua f : X — X tiene un punto fijo.
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1.4.3 Teorema. El intervalo [0,1] tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracidon. Sea f : [0,1] — [0, 1] una funcién continua. Definimos los
conjuntos A = {z €[0,1]:2 < f(x)} y B = {x €[0,1]: f(x) <z)}. Sea
{z,}5°, una sucesién de elementos de A que converge a zy € [0,1]. Como
x, € A para todan € N, se tiene que z,, < f(x,), para todan € N. Como f
es una funcién continua se tiene que la sucesién { f(z,)}5°, converge a f(zo)
(Teorema 1.1.29). Como lim z,, = 2o y lim f(x,) = f(zo), se tiene que
xo < f(xo). Por tanto A esn;rio subconjunto Tég;;ado de [0, 1]. Andlogamente B
es un subconjunto cerrado de [0, 1]. Observemos que A y B son subconjuntos
no vacios de [0, 1], dado que 0 € Ay 1 € B. Como |0, 1] es conexo, existe

x € AN B. Lo cual implica que f(z) = x.
Q.E.D.
1.4.4 Teorema. La propiedad del punto fijo es un invariante topolégico.

Demostracion. Sean X un espacio con la propiedad del punto fijo y h :
X — Y un homeomorfismo. Sea g : Y — Y una funcion continua. Notemos
que (h~togoh) : X — X es una funcién continua. Como X tiene la propiedad
del punto fijo, existe z € X tal que h=(g(h(x)) = (h"togoh)(z) = .
Aplicando h a este punto se obtiene que g(h(x)) = h(z). Concluimos que

h(x) es un punto fijo para g.
Q.E.D.

1.4.5 Teorema. Si X es un continuo con la propiedad del punto fijo, en-

tonces cualquier retracto de X tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Sean Z un retracto de X, r : X — Z una retraccién y
f:+Z — Z una funcién continua. Notemos que for: X — Z es una funcién
continua, en particular for : X — X. Como X tiene la propiedad del punto

fijo, existe z € X tal que (f or)(z) = z. Notemos que (f or)(X) C Z.
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Entonces z € Z. Como 7 es una retraccion, entonces r(z) = z; lo cual
implica que z = (f or)(z) = f(r(z)) = f(z). De donde f(z) = z. Por tanto,
Z tiene la propiedad del punto fijo.

Q.E.D.

1.4.6 Teorema. Sea X un espacio métrico y compacto. Supongamos que
para cada € > 0, existe una funcion continua f.: X — X, donde X, es un
subcongunto de X tal que X, tiene la propiedad del punto fijo y d(f., Idx) < €

donde Idyx es la funcion identidad en X. Entonces X tiene la propiedad del

punto fijo.

Demostracion. Sea f : X — X un funcién continua. Para cada ¢ > 0,

consideremos f. o f |x.. Como X, tiene la propiedad del punto fijo, f.o f |x.
tiene un punto fijo z.. Es decir x, = f.(f(zc)). Observemos que d(f., [dx) <
€, esto implica que d(z., f(z.)) = d(f(f(z.)), f(ze)) < € (*). Consideremos
neNye= % Por hipétesis, existen un subespacio X,, de X con la propiedad
del punto fijo y f, : X — X,, una funcién continua tal que, d(f,, Idx) < %
Entonces existe un punto fijo z,, para f, o f |x,. Aplicando (*) se tiene
que d(zn, f(zn)) = d(fu(f(zn)), f(zn)) < . Notemos que {x,},; es una
sucesion de elementos de X. Como X es compacto, existe una subsucesién
convergente {z,, } -, de {z,},~ que converge a un punto z € X. Notemos
que d(Tn,, f(Tn,)) < é Esto implica que d(z, f(z)) = 0. Por tanto f tiene

un punto fijo.
Q.E.D.

Quiza el teorema mas conocido, ademas de ser de los mas antiguos acerca

de la propiedad del punto fijo, es el Teorema de Brouwer:

1.4.7 Teorema (Brouwer). Toda n-celda tiene la propiedad del punto fijo
[30, Teorema 2.1, pag. 19].
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Capitulo 2

Hiperespacios con la Propiedad
del Punto Fijo.

El objetivo de este capitulo es mostrar que los hiperespacios de algunos tipos

de continuos tienen la propiedad del punto fijo.

2.1. Primeros ejemplos.

Comenzaremos este capitulo con dos de los ejemplos mas conocidos en
hiperespacios de continuos, los modelos de C'(X) cuando X es un arco y
cuando X es S*. Los hiperespacios de subcontinuos de ambos continuos tienen

la propiedad del punto fijo, como veremos a continuacién.

2.1.1 Ejemplo. Si X = [0,1] entonces C (X) es homeomorfo a una 2-
celda. Entonces por el Teorema 1.4.7, C'(X) tiene la propiedad del punto
fijo. Observemos que si A € C'(X) entonces A es un punto en [0,1] o bién
A = [a,b] con 0 < a < b<1. Definimos la siguiente funcién: h : C'(X) — R?
dada por h([a,b]) = (“t2,b—a). Notemos que h es una funcién inyectiva y es
continua. Como C'(X) es compacto, entonces Im(h) es homeomorfo a C'(X).
Ahora bien, sean z y y € I'm(h). Entonces existen a,b € [0, 1], a < b tales que

a+b

r = 47,y = b—a. Resolviendo el sistema de ecuaciones para a y b se tiene que

a =2 b =20 Asf Im(h) = {(z,y) ER*:0<y<2zxy220<2—y}
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[0,1]

C([0,1])

Figura 2.1: El hiperespacio C(X) para [0, 1].

De donde, Im(h) es el tridngulo con vértices en los puntos (0,0), (1,0) y (3, 1).
Por lo tanto, C' (X)) es homeomorfo a una 2-celda. Notemos que los conjuntos
de un solo punto en [0, 1] quedan representados en la base del tridngulo y que
a [0,1] le corresponde el punto de coordenadas (1,1). Observemos que [0, 1]
tiene la propiedad del punto fijo. Asi tenemos un ejemplo de un continuo con

la propiedad del punto fijo tal que C' (X) también la tiene.

2.1.2 Ejemplo. Si X = S, con S' = {(z,y) € R*: 2> + y* = 1}, entonces
C(X) es homeomorfo a una 2-celda. Entonces por el Teorema 1.4.7, C'(X)
tiene la propiedad del punto fijo. Notemos que si A € C'(X) entonces A tiene
tres opciones, A es un punto, un arco, o A = S'. Entonces dado un arco
A € C(X) consideremos su punto medio, denotado por m(A), y la longitud
de A denotada por [(A). Definimos h : C(X) — D como:

(0,0), si A= g
h(A) = (1-— %) -m(A), si Aesun arco
P st A={p}.

Donde D = {(z,y) € R*: * + y* < 1}. La funcién h es un homeomorfis-

mo. Observemos que S' es un continuo que no tiene la propiedad del punto
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A

Figura 2.2: El hiperespacio C(X) para S! .

fijo, mientras que su hiperespacio C' (X) si la tiene.

2.2. Continuos Localmente Conexos.

En esta seccién mostraremos que, para toda n € IN, los hiperespacios 2%
y Cn(X) de un continuo localmente conexo X tienen la propiedad del punto
fijo. Ademés veremos que F),(X) también tiene la propiedad del punto fijo si

X un retracto absoluto.

2.2.1 Definicién. Sean X un continuo y p € X. Decimos que X es local-
mente conexo en p, si para cada subconjunto abierto U de X tal que p € U,
existe un abierto conexo V C X tal que p € V' C U. Decimos que un continuo

X es localmente conexo, si para cada x € X, X es localmente conexo en x.

2.2.2 Definicién. Sea K espacio métrico y compacto. Decimos que K es
un retracto absoluto, denotado como AR, si cada vez que K es encajado en
un espacio métrico X, se tiene que si K’ es la imagen de K bajo el encaje,

entonces K’ es un retracto de X.
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2.2.3 Definicién. Sea K espacio métrico. Decimos que K es un extensor
absoluto, denotado como AFE, si siempre que, para cada subconjunto cerrado
A de un espacio métrico X y cualquier funcién continua f : A — K, existe

una funcién continua F': X — K tal que F' 4= f.

2.2.4 Definicién. Consideremos [0, 1] = [0, 1],, para cada i € IN. Definimos

el Cubo de Hilbert, denotado por Q, como [] [0, 1];, con la topologfa producto
i=1

que se definié en 1.1.39.

2.2.5 Teorema. Si X es un espacio métrico y compacto, entonces X se

puede encajar en el Cubo de Hilbert Q.

Demostracidon. Sea (X,d) un espacio métrico y compacto. Por la Obser-
vacién 1.1.3 podemos suponer que su métrica estd acotada por 1. Como X es
compacto, entonces X es separable [6, Ejercicio 7, Capitulo 2 Seccién I, pég.
75]. Esto implica que existe un subconjuto denso y numerable {z,,}7° . Sea
h: X — Q dada por h(z) = (d(x,x,))>,. Notemos que h es una funcién
inyectiva. Dado que d es una funcién continua [6, Ejercicio 1.F.11 pag 30] y
T, © h es continua para toda m € IN, se tiene que h es una funcién continua
(Lema 1.1.41). Sean x y y € X con = # y. Como x # y, existe € > 0 tal que
B.(z) N B(y) = 0. Dado que {x,}°°, es un subconjunto denso y numerable,
existe k € IN tal que zy € B(x). De aqui se tiene que d(z, xy) # d(y, xy). Por
tanto h(x) # h(y). Asi, tenemos que h es una funcién inyectiva. Como X es
un espacio métrico compacto y Q es métrico se tiene que h es una funcién

cerrada. Por tanto, h es un encaje.
Q.E.D.

2.2.6 Corolario. Si X es un retracto absoluto compacto y métrico, entonces

X se puede encajar en el Cubo de Hilbert Q.

2.2.7 Teorema (Borsuk). Un espacio métrico y compacto K es un retracto

absoluto st y solo si K es un extensor absoluto.



2.2 Continuos Localmente Conexos. 31

Demostracién. Supongamos que K es un retracto absoluto. Por el Teorema
2.2.5 podemos suponer que K esta encajado en el cubo de Hilbert Q. Como K
es un retracto absoluto, existe una retraccién r : @ — K. Sean Y un espacio
métrico, A un subconjunto cerrado de Y y f : A — K una funcién continua.
Consideremos f; : A — [0, 1], definida como f; = m; o f, donde [0,1]; es el
1-ésimo factor del cubo del Hilbert y m; es la i-ésima funcién proyeccion. Por
el Teorema de Extensién de Tietze [6, Teorema 4.B.8 pag. 103], existe una
funcién continua F; : Y — [0,1] tal que F; 4= f;. Consideremos la funcién
F:Y — Q dada por F(y) = (F;(y));=,. Esta funcién estd bien definida y es
continua. Entonces 7 o F' es la extensién deseada.

Supongamos ahora que K es un extensor absoluto. Sean X un espacio
métrico y K’ una copia de K en X. Consideremos 1x/ : K’ — K’ la funcién
identidad. Como K es un extensor absoluto, existe una funcién continua

r: X — K’ tal que r |g= 1gs. Entonces r es la retraccién deseada.
Q.E.D.

2.2.8 Definicién. Sean X y Y espacios métricos. Decimos que una funcién
continua y suprayectiva f : X — Y es una e-funcidén si diam(f~!(y)) < e

para cada y € Y.
2.2.9 Teorema. El cubo de Hilbert Q tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Para cada n € NN, definimos el conjunto [0, 1]
0,1]7° = {(t;))2y € Q : t; = Oparacadai > n + 1}. Observemos que

¢ como:
0,1]7° es una n-celda. Por el Teorema 1.4.7, [0,1]°° tiene la propiedad del
punto fijo para cada n € N. Sea 1, : @ — [0,1]° dada por r,((t;)32,) =

(t1,t2,...,t,,0,0,...) para cada (¢;)3°, € Q. Notemos que para toda n € N,

1_

so-funcién, que ademds, es una retraccion. Por el Teorema 1.4.6,

T, €S una

se tiene que @ tiene la propiedad del punto fijo.
Q.E.D.

2.2.10 Corolario. Si X es un retracto absoluto compacto y métrico, en-

tonces X tiene la propiedad del punto fijo.
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Demostraciéon. Como X es un retracto absoluto, entonces podemos encajar
a X en el cubo de Hilbert Q. Dado que la propiedad del punto fijo es invari-
ante bajo retracciones (Teorema 1.4.5), se tiene que X tiene la propiedad del

punto fijo.
Q.E.D.

2.2.11 Teorema (Wojdystawski). Si X es un continuo localmente conezxo,
entonces 2% y, para todan € N, C, (X) son retractos absolutos [38, Teorema

IT, Teorema IIm].

2.2.12 Teorema. Si X es un retracto absoluto entonces F,,(X) es un retracto

absoluto para cada n € IN.

Demostracién. Sean X un retracto absoluto y n € IN. Entonces F,(X) es
un retracto de vecindad absoluto [20, Teorema 5.1]. Como X es un retracto
absoluto, X es contraible [36, Corolario 1.6.7]. De donde, F,,(X) es contraible
[15, Lema 2.3]. De lo anterior se obtiene que F},(X) es un retracto de vecindad
absoluto y contraible. Por tanto, F,,(X) es un retracto absoluto [20, Corolario
1.6.7).

Q.E.D.

2.2.13 Teorema. Si X es un continuo localmente conero, entonces 2% y
C,, (X) tienen la propiedad del punto fijo para cada n € N. Si X es un

retracto absoluto, entonces F, (X) tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracién. Por el Teorema 2.2.11 se tiene que 2% y C, (X) son retrac-
tos absolutos para cadan € IN. Asi, por el Corolario 2.2.10 2% y C,, (X) tienen
la propiedad del punto fijo. Ademads, si X es un retracto absoluto, F,,(X) es
un retracto absoluto (Teorema 2.2.12). Por el Corolario 2.2.10, F,(X) tiene
la propiedad del punto fijo.

Q.E.D.
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2.3. Continuos Tipo Arco.

En esta seccién daremos algunos resultados sobre la propiedad del punto fi-
jo en hiperespacios de continuos tipo arco, asi como una prueba de que los
bloques y niveles de Whitney en C (X)), cuando X es un continuo tipo arco,

tienen la propiedad del punto fijo.

La demostracién del teorema principal de esta seccién fue dada original-
mente por J. Segal en 1972 [35, Teorema 3, pag. 247]. J. T. Rogers, Jr. en [34,
Teorema 4, pag. 233] y J. Krasinkiewicz en [16, Teorema 4.1, pag. 159] dan
demostraciones més sencillas a este hecho. A continuacién presentaremos la

demostracién de J. Krasinkiewicz.

La parte principal de dicha demostracién se basa en un Teorema de Loku-
ciewski de 1957 (Teorema 2.3.11). Construiremos las herramientas necesarias

para llegar a este resultado.

2.3.1 Definicién. Decimos que un continuo X es tipo arco si para cada

€ > 0 existe una e-funcién suprayectiva f. : X — [0, 1].

Un resultado sencillo pero que nos seréd de gran ayuda es el hecho de que
dada una e-funcién entre continuos, sus funciones inducidas a los hiperespa-
cios también lo son, a continuacién probaremos dicho teorema auxiliados de

la siguiente proposicion:

2.3.2 Proposicion. Sean X y Y dos continuos. Si A y B son subconjuntos
de X tales que f(B) C f(A) para alguna e-funcion f : X — Y, entonces
B C N(e, A).

Demostracion. Sea b € B. Como f(B) C f(A) existe a € A tal que
f(0) = f(a). Lo cual implica que a y b € f~'(f(b)). Dado que f es una
e-funcion se tiene que diamf~'(f(b)) < €. Asi concluimos que b € N (e, A).
Como b es arbitraria, B C N (e, A).

Q.E.D.
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|’

Y

Figura 2.3: La curva sinoidal del topdlogo es un continuo tipo arco.

2.3.3 Lema. Sean X y Y dos continuos. Si f : X — Y es una e-funcion,
entonces C' (f) : C(X) — C(Y) es una e-funcion.

Demostracion. Sean E € C(Y)y Ay Be C(f) " (E). Tomemos b € B.
Notemos que, como Ay B € C (f)™" (E), tenemos que C (f) (4) = C (f) (B).
Entonces por la definicién de C (f), f(A) = f(B). Por la Proposicién 2.3.2
tenemos que B C N(e, A). Andlogamente se prueba A C N(¢, B). Por lo
tanto Hy(A, B) < ey C(f) es una e-funcién.

Q.E.D.

2.3.4 Definicién. Sean X y Y espacios métricos. Una funcién continua

f: X —Y es universal si para toda funcién continua g : X — Y, existe un

punto p € X tal que f(p) = g(p).

2.3.5 Propiedades. Las funciones universales cumplen que:

1. Si f es universal entonces f es suprayectiva [14, Ejercicio 21.10 pég
186].

2. Si f: X — Y es universal entonces Y tiene la propiedad del punto fijo
[14, pag 183].

3. f: X — Y es una funcién universal si y sélo si h o f es una funcién

universal para cualquier homeomorfismo h [14, pdg 184].
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2.3.6 Definicion. Sean X y Y espacios métricos. Una funcién continua
f X — Y es esencial si f no es homotdpica a una funcién constante.

Decimos que f es inesencial si f es homotépica a una funcién constante.

2.3.7 Definicién. Sean X un espacio métrico y B™ una n-celda. Una funciéon
continua f : X — B" es una funcién A H-esencial (Alexandroff-Hopf esencial)
si f |p-1gn-ny: fH(S™) — S"7! no puede ser extendida a una funcién

continua de X a S™ L.

2.3.8 Observacion. f es una funcion AH-esencial si y sdlo si ho f es

AH-esencial para cualquier homeomorfismo entre n-celdas h [14, pag. 185].
Aplicaremos los siguientes resultados a la demostracién del Teorema 2.3.11:

2.3.9 Teorema. Sean X un espacio métrico y f : X — B"™ una funcion

continua. Entonces f es AH-esencial si y sélo si f es universal.

Demostracién. Supongamos que f no es AH-esencial. Entonces existe una
funcién continua F : X — S"7! tal que F [p-1(gn-1y= [ [p-1(sn-1). Sea
h : X — B™ definida como h(x) = —F(x). Afirmamos que h y f no tienen
ningin punto de coincidencia. Supongamos, por el contrario, que existe p € X
tal que f(p) = h(p), entonces p € f~1(S"!), de donde f(p) = F(p). Ahora
bien h(p) = —F(p), de aqui observamos que F'(p) = —F(p), lo cual es una
contradiccién. Asi pues, f no es universal.

Supongamos ahora que f no es universal. Entonces existe una funcién
g: X — B™tal que f(z) # g(z) para toda x € X. Dado este hecho podemos
definir para cada © € X el rayo que comienza en g(x) que pasa por f(z),
denotado por g(z)f(z). Sea h : X — S"! la funcién dada por h(z) =
g(x)f(x) N S"~1. Esta funcién estd bien definida, es continua y extiende a

[ |f-1(sn—1). Asf concluimos que f no es AH-esencial.
Q.E.D.

2.3.10 Proposicién. Sea X un espacio métrico y compacto tal que, para
toda € > 0 existen un espacio X. y una e-funcion universal f : X — X,.

Entonces X tiene la propiedad del punto fijo.
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Demostracion. Sean g : X — X una funcién continua y n € IN. Por
hipétesis, existen X,, y una %—funcién universal f, : X — X,. Conside-
remos (f, o g), como f, es una funcién universal existe x, € X, tal que:
falzn) = (fu o 9)(@n) = fulg(n)). Como f, es una L-funcién se tiene que
d(g(xn), xy) < +. Notemos que {z,},; es una sucesion de puntos en X.
Como X es compacto existe una subsucesién {z,, };-, de {z,},, conver-
gente a un punto x € X. Dado que la funcién ¢ es continua tenemos que
lgirgog(xnk) = g(z). De aqui obtenemos que d(g(x),z) = 0 por lo tanto

g(x) = x. Entonces X tiene la propiedad del punto fijo.
Q.E.D.

Con los resultados anteriores, podemos dar esta prueba del siguiente Teo-

rema de Lokuciewski.

2.3.11 Teorema (Lokuciewski). Si X es un espacio métrico y compacto.
Supongamos que para toda € > 0, existe una e-funcion AH-esencial fo: X —

B, donde B™ es una n.-celda, entonces X tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Como f, es una funcién AH-esencial, por el Teorema 2.3.8,
tenemos que f, es universal. Por la Proposicién 2.3.10, tenemos que X tiene

la propiedad del punto fijo.
Q.E.D.

Para dar una de las aplicaciones del Teorema 2.3.11, necesitamos el con-

cepto de contractibilidad con respecto a la circunferencia.

2.3.12 Definicion. Decimos que un espacio X es contraible con respecto a
la circunferencia, denotado como X es cr(S?), si cualquier funcién continua

f: X — St es inesencial.

2.3.13 Teorema. Para cualquier continuo X, C(X) es cr(S*) y unicohe-

rente [30, Teorema 6.5, pag. 69].
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2.3.14 Corolario. Sea X un continuo cr(S*). Supogamos que para cada ¢ >
0, ezisten una e-funcion f.: X — B?* y un subconjunto cerrado A C f~1(S%)
tales que, f. |a: A — S' es esencial. Entonces X tiene la propiedad del punto

figo.

Demostracién. Afirmamos que f. es una funciéon AH-esencial. Supongamos
que esto no es cierto. Entonces f, ;1 (81! f7HSY) — ST puede extenderse
a una funciéon F : X — S'. Como X es un continuo cr(S') entonces F es
homotépica a una funcion constante. Lo cual implica que, para todo subcon-
junto cerrado A € f~1(S'), se tiene que F |4: A — S! es homotépica a una
funcién constante. Dado que F' [4= fe |4, tenemos que f. |4 es homotépica a
una funcién constante. Lo que contradice que f, |4 sea esencial. Por tanto f.
es AH-esencial. Por el Teorema 2.3.11 concluimos que X tiene la propiedad

del punto fijo.

Q.E.D.

2.3.15 Lema. Sean X = AU B, donde A y B son dos continuos, y K y
L dos arcos tales que: K U L es una curva cerrada simple, ANB=FUF
donde E y F son dos subconjuntos cerrados ajenos y K N L = {p,q} donde
p Yy q son los puntos extremos de K y L. Si f : X — K UL es una funcion
continua tal que, f(A) C K, f(B) C L, f(E) ={p}, y f(F) = {q}, entonces

f es una funcion esencial [16, Proposicién 1.3, pag. 156].

Ahora daremos la demostracién de Krasinkiewicz del siguiente teorema

de Segal.

2.3.16 Teorema (Segal). Si X es un continuo tipo arco, entonces C (X)
tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Como X es un continuo tipo arco, entonces
existe una e-funcién suprayectiva f. : X — [0, 1]. Por el Lema 2.3.3, C(f.) :
C(X) — C(]0,1]) es una e-funcién. Como f, es suprayectiva, existen puntos
xg, x1 € X tales que fe(z9) =0y fo(x;) = 1. Sean o un arco de orden de {zo}
a X, f un arco de orden de {z1} a X y consideremos A = F;(X) U (a U ).
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Observemos que C(f.)(a) es el tnico arco de orden en C([0,1]) de {0} a
[0,1]. Asi como C(f)() es el tnico arco de orden en C([0,1]) de {1} a
[0,1]. También C(f.)(F1(X)) = Fi([0,1]). Notemos que, por el Lema 2.3.15,
C(fe) |a: A — Fr(C(]0,1])) es una funcién esencial. Observemos que, por el
Teorema 2.3.13, C'(X) es contraible con respecto a la circunferencia. Ademés,
Fr(C([0,1])) es homeomorfo a S*. Con esto se cumplen las condiciones del

Corolario 2.3.14. Por lo tanto, C' (X) tiene la propiedad del punto fijo.
Q.E.D.

A continuacién, daremos las herramientas necesarias para demostrar que
los bloques y niveles de Whitney de un continuo tipo arco, tienen la propiedad

del punto fijo.

2.3.17 Definicién. Sean X un continuo y p : C'(X) — [0, 1] una funcién
de Whitney para C' (X). Un nivel de Whitney en C' (X) es un conjunto de la
forma p~1(t) con t € [0,1]. Un blogue de Whitney en C (X) es un conjunto
de la forma p~*([s,t]) con 0 < s < ¢ < 1.

2.3.18 Definicién. Sean X y Y dos continuos. Una funciéon continua y

suprayectiva f : X — Y es mondtona si f~*(y) es conexo para todo y € Y.

2.3.19 Teorema. Para cualquier continuo X, cualquier funcion de Whitney

para C(X), p: C(X) — [0,1] es mondtona y abierta.

Demostracién. Primero mostraremos que p es mondtona. Sea t € [0, 1].
Notemos que p~1(t) = p=1([0,¢]) N p~L([t,1]). Afirmamos que p~1([0,]) vy
p~([t, 1]) son subconjuntos conexos de C/(X).

Consideremos el bloque p7([0,¢]). Sean C € p~'((0,t]) y = € C. En-
tonces existe un arco de orden v de {x} a C' (Lema 1.3.7). Observemos que
p1([0,t]) = Uf{re : € € p1((0,¢])} U Fi(X). Por [6, Ejercicio 2.A.11 (b),
pag 49], un=1([0,t]) es conexo.

Sea A € u=*([t,1)). Por el Lema 1.3.7, existe un arco de orden, aa, de A
a X. Entonces p~!([t,1]) = U{aa : A € p7'([t,1])}. Por tanto, p~'([t,1]) es



2.3 Continuos Tipo Arco. 39

un subconjunto arcoconexo de C(X). Por la Proposicién 1.1.18, u~1([t, 1]) es
Conexo.

Como C(X) es unicoherente (Teorema 2.3.13), se tiene que pu~'(t) es
conexo. Por tanto, p es una funcién mondétona.

Veamos que p es una funcién abierta. Sean ¥V un subconjunto abierto de
C(X) y t € u(W). Observemos que existe W € W tal que u(W) = t. Sea
a un arco de orden de {z} € F;(X) a X que contiene a W (Lema 1.3.7).
Observemos que aN W es un subconjunto abierto de « tal que W € aNW.
Como t = u(W), se tiene que t € u(aNW) C pla) N p(W) C w(W). Por lo

tanto, (W) es abierto en [0, 1] y p es una funcién abierta.
Q.E.D.

2.3.20 Corolario. Sean X un continuo y p : C(X) — [0,1] una funcion
de Whitney para C (X), entonces los niveles de Whitney y los bloques de

Whitney son continuos.

Demostracién. Como p es una funcién continua, se tiene que pu=1(t) y
pw([s,t]), para cualesquiera s y ¢ € [0,1] son subconjuntos cerrados de
C (X). Como C (X) es compacto, entonces p~1(t) y u=*([s, t]) son compactos.
Por el Teorema 2.3.19 las funciones de Whitney para C'(X) son mondtonas.
Entonces la imagen inversa de cualquier subcojunto conexo de [0,1] es un
subconjunto conexo de C' (X) [24, Lema 2.1.12, pag. 74]. Por tanto, u~*(t) y

w1 ([s,t]) son continuos.
Q.E.D.

2.3.21 Definicion. Sea X un espacio métrico, la diagonal, Ax, es el sub-
conjunto de X x X definido como: Ay = {(z,z) e X x X :x € X}.

2.3.22 Definicién. Sean X un continuo y 7 : X x X — X la funciéon
proyeccion al primer factor X. Decimos que X tiene semimargen suprayectivo
cero si para cualquier subcontinuo Z de X x X tal que m(Z) = X entonces

ZNAx #0.
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2.3.23 Observaciones. Es conocido que los continuos tipo arco tienen semi-
margen suprayectivo cero [8, Teorema 2.6 pag. 109, Teorema 5.2 pag. 123].
Ademas, un continuo X tiene semimargen suprayectivo cero si y s6lamente si
para cualquier continuo Y, cualquier funcién continua f : Y — X es univer-
sal [8, Teorema 5.10 pag. 125]. Asi, por la Propiedad 2 de 2.3.5, obtenemos
que los continuos con semimargen suprayectivo cero tienen la propiedad del

punto fijo.

2.3.24 Definicion. Sean X un espacio métrico conexo y A y B subconjuntos
cerrados de X tales que AN B = (). Decimos que un subconjunto cerrado
H de X corta débilmente entre A y B en X si para cualquier subconjunto
cerrado conexo C de X tal que ANC # 0y BNC # (), se cumple que
CNH#W.

2.3.25 Definicion. Sean X un espacio métrico conexo y A y B subconjuntos
cerrados de X. Decimos que X es s-conexro entre A y B si para cualquier
subconjunto cerrado H de X que corta débilmente entre A y B, se tiene que
alguna componente K de H corta débilmente entre A y B. Decimos que X
es s-conero si para cualesquiera dos subconjuntos cerrados Ay B de X tales

que AN B = (), entonces X es s-conexo entre Ay B.
2.3.26 Teorema. Para cualquier continuo X, C' (X) es s-conezo.

Demostracion. Sea X un continuo. Entonces existe una sucesion {X,}>°
de continuos localmente conexos tal que, X,, D X411y ﬁ X, = X [14, Lema
19.1]. Para cada n € IN, C(X,,) es un retracto absolﬁ?é (Teorema 2.2.11).
Ademas, por el Teorema 2.3.13, para toda n € IN, C'(X,,) es unicoherente.
Entonces C(X,,) es s-conexo para toda n € IN [26, Teorema 1, pag. 87]. Esto

implica que ] C(X,) es s-conexo [26, Corolario 2.1, pag. 90]. Observemos
=1

que C(X) = () C(X,). Por tanto C (X)) es s-conexo.
n=1

Q.E.D.
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2.3.27 Teorema. Sean X un continuo, u : C (X) — [0,1] una funcion de
Whitney para C(X) ys yt € [0,1] con s < t. Si H es un subconjunto cerrado
de C(X) que corta débilmente entre p='(s) y u=1(t) en el bloque de Whitney
w=([s,t]) entonces H corta débilmente entre p='(s) y p=(t) en C(X).

Demostracién. Sea C un subcontinuo de C (X) tal que CNpu~t(s) # 0y
CNpt(t) # 0. Afirmamos que existe una componente D de C N p~([s, t])
tal que DN p~(s) # 0y DN pu~'(t) # 0. Supongamos, por el contrario,
que ninguna componente de C N pu~*([s, ]) intersecta tanto a p=*(s) como a

w1 (t). Por el Teorema 1.2.10 se tiene que:
CNu (s t]) =Z1U 2,

donde Z; y Z, son subconjuntos cerrados y ajenos de C N u~*([s,]) tales

que:
CNp'(s) C 2y (CNu't) C 2.

Notemos que C = (Z,U{A € C: pu(A) <s}) U (Z,U{AeC:pu(A) >t}).
Ademss, (ZiU{A e C: u(A) <shhN(ZU{AeC:u(A) >t}) =0. Lo que
contradice que C sea un continuo. Por tanto, existe una componente D de
CNpY([s,t]) que intersecta a pu~1(s) y a p=1(t). Como H corta débilmente
entre u~1(s) y p~1(t) en el bloque de Whitney p~!([s,t]), tenemos que D N
H # 0. Por lo tanto, C N'H # 0. Asi, H corta débilmente entre p='(s) y

p(t) en C (X).
Q.E.D.
2.3.28 Teorema. Sea X un continuo. Si p: C (X) — [0,1] es una funcion

de Whitney para C(X) y s yt €[0,1] con 0 < s <t <1, entonces el bloque
de Whitney p=([s,t]) es s-conexo entre = 1(s) y u=1(t).

Demostracion. Sea H un subconjunto cerrado de C'(X) que corta débil-
mente entre p~'(s) y p~1(t) en el bloque p~'([s,]). Por el Teorema 2.3.27,
H corta débilmente a u=1(s) y = 1(¢) en C (X).
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Dado que X es s-conexo, existe una componente K de H que corta débil-
mente a ;1 (s) y p~(t) en C' (X)) y, asi, K corta débilmente a = (s) y u=*(¢)
en el bloque u*([s, t]).

Q.E.D.

2.3.29 Observacién. Notemos que los Teoremas 2.3.26 y 2.3.27 se pueden
demostrar cambiando C(X) por 2%. El Teorema 2.3.28, lo podemos de-
mostrar para una funcién de Whitney p para 2%, si le agregamos la hipStesis

de que sea mondtona.

2.3.30 Definicién. Sea P una propiedad topolégica. Decimos que P es una
propiedad de Whitney, si para cualquier continuo X con la propiedad P,
p~t(t) tiene la propiedad P para cualquier funcién de Whitney u para C (X)
y para toda t € [0, 1).

Hosokawa [13, Corolario 3.3] demuestra que tener semimargen suprayec-
tivo cero es una propiedad de Whitney. Entonces, si X es un continuo que
tiene semimargen supreyectivo cero, u~1(t) tiene semimargen suprayectivo
cero para cada t € [0,1]. Asi, por la Observacién 2.3.23, los niveles de Whit-
ney tienen la propiedad del punto fijo para toda ¢ € [0, 1].

2.3.31 Teorema. Sea X un continuo con semimargen suprayectivo cero. Si
e C(X) —[0,1] es una funcion de Whitney para C(X) y 0 <s <t <1,
entonces el bloque de Whitney u='([s,t]) tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Sean s y t € [0,1] con s < t. Consideremos una funcién

continua f : u=*([s,t]) — p~([s,t]) y definimos:

H=A{Aep([s1]) : n(A) = pn(f(A)}.

Ya que ft =159 11 ([s,t]) — [s,t] es una funcién universal [8, Teorema
2.6 y Corolario 5.11]. Entonces existe A € p~'([s, t]) tal que | ,—1(s.) (A) =
(no f)(A) = u(f(A)). Por tanto H # (.

Mostraremos las siguientes afirmaciones:
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1. 'H corta débilmente entre ;1 ~1(s) y p~1(t) en el bloque p~([s, t]).

Sea C un subcontinuo del bloque de Whitney p~*([s, t]) tal que p~!(s)N
H#0y put(t)NH # 0. Notemos que p(C) = [s, t]. Entonces u |¢: C —
[s,t] es una funcién universal [8, Teorema 2.6 y Corolario 5.11]. Esto
implica que existe B € C tal que u(B) = p(f(B)). Por tanto, HNC # 0.
Por el Teorema 2.3.27, obtenemos que H corta débilmente entre 1~ (s)
y () en C (X). Por el Teorema 2.3.26 existe una componente K de
H que corta débilmente entre p~'(s) y p='(t).

2. X =J{A: Ac k).

Notemos que |J{A: A€ K} C X. Consideremos x € X. Sea o un
arco de orden en C'(X) de {z} a X. Notemos que « es un subcontinuo
de C(X) que intersecta a u='(s) y u~'(t). Por lo tanto, a N'H # 0.
Sea A € a N'H # 0. Notemos que para cada B € «, v € B. Asi,
XcU{A:AeK}.

3. Existe A € K tal que A C f(A) o f(A) C A.

Supongamos que no es cierto. Entonces existe ¢ > 0 tal que, para
toda A € K, f(A) ¢ N(e,A) y A ¢ N(e, f(A)). Para cada A € K,

consideremos:

[A] = (A x f(A)\ (N(e, f(A)) x N(e, A)).

Por el Lema 3.1 de [13], se tiene que [A] es un subcontinuo de X x X
tal que T([A]) = Ay [A]NAx = 0. Sea M = [J{[A] : A € K}. Notemos
que M es un subcontinuo de X x X. Por la Afirmacién 2 y dado que
n[A] = A se tiene que m(M) = X. Ademés, como [A] N Ax = 0, se
tiene que M N Ax = (. Lo que contradice que X tenga semimargen
suprayectivo cero. Por tanto, existe A € K tal que A C f(A) o f(A) C
A.

Fijemos A € K tal que A C f(A) o f(A) C A. Como K C H, A € H.
Esto implica que pu(A) = p(f(A)). Como u es una funcién de Whitney se
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tiene que A = f(A). Asi, el bloque de Whitney ;7([s,t]) tiene la propiedad
del punto fijo.

Q.E.D.

2.3.32 Corolario. 5i X es un continuo con semimargen suprayectivo cero

entonces C' (X) tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Observemos que C(X) = p~*([0,1]). Como X tiene semi-
margen suprayectivo cero entonces por el Teorema 2.3.31, p~1([0, 1]) tiene la

propiedad del punto fijo.
Q.E.D.

2.3.33 Corolario. Si X es un continuo tipo arco entonces cada bloque de

Whitney tiene la propiedad del punto fijo.

Demostraciéon. Como X es tipo arco, X tiene semimargen suprayectivo
cero (Observacion 2.3.23). Por el Teorema 2.3.31, cualquier bloque de Whit-
ney en C(X) tiene la propiedad del punto fijo.

Q.E.D.

2.3.34 Corolario (Teorema de Segal). Si X es un continuo tipo arco

entonces C' (X) tiene la tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Observemos que los continuos tipo arco tienen semimar-
gen suprayectivo cero (Observacién 2.3.23) y que C(X) = p~*([0,1]). Por el
Corolario 2.3.32, C'(X) tiene la propiedad del punto fijo.

Q.E.D.

2.4. Continuos Tipo Circulo.

A continuacién, mostraremos que el hiperespacio de subcontinuos de un con-
tinuo tipo circulo tiene la propiedad del punto fijo. Este resultado fue de-

mostrado de manera independiente por J. T. Rogers, Jr. en [34, Teorema 4,
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Figura 2.4: El circulo de Varsovia es un continuo tipo circulo.

pag. 233], y por J. Krasinkiewicz en [16, Teorema 4.2, pag. 160]. Presentare-

mos la demostracién dada por J. Krasinkiewicz.

2.4.1 Definicién. Decimos que un continuo X es tipo circulo si para cada

€ > 0, existe una e-funcién suprayectiva f. : X — S*.

Muchos de los ejemplos que conocemos de continuos tipo circulo, también
son continuos tipo arco. A un continuo que es tipo circulo y no es tipo
arco lo llamaremos tipo circulo propio. Los siguientes teoremas, ademas de
caracterizar a los continuos que cumplen ambas condiciones, dan relaciones

entre los continuos tipo circulo y las funciones esenciales e inesenciales.

2.4.2 Lema. Si X es un continuo tipo circulo y, para cada € > 0, existe una

e-funcion f.: X — St inesencial, entonces X es un continuo tipo arco.

Demostracion. Como f, es inesencial existe una funcién continua A, : X —
R tal que f.(x) = exp(Ac(z)) para cada x € X [30, Teorema 5.3]. Notemos
que A (X) es un intervalo cerrado en R. Ademds, para cada y € S!, se
tiene que f1(y) = (exp(A)) " y) = A t(exp~'(y)). Lo cual implica que
diam(A exp~t(y)) = diam(f(y)) < e. Asi, A\c es una e-funcién. Por lo

tanto X es tipo arco.

Q.E.D.
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2.4.3 Corolario. Si X es un continuo tipo circulo propio, entonces existe

€ > 0 tal que toda e-funcién f.: X — St es esencial.

2.4.4 Lema. Sean X y Y dos continuos, ¢ > 0y f : X — Y una e-

funcion. Entonces existe § > 0 tal que, si A CY y diam(A) < § entonces
diagm(f~(A)) < e.

Demostraciéon. Supongamos que no es cierto. Entonces para cada § =
1 existe A, C Y que cumple que didm(A,) < = y diam(f~'(A,)) > e
Como diam(A) = diam(Cly(A)) para cualquier subconjunto A de Y, sin
pérdida de generalidad suponemos que cada A, es cerrado en Y. Sean z,, y
z!, € f7Y(A,) tales que d(z,,, z) = diam(f~'(A,)). Supongamos, sin pérdida
de generalidad, que {z,}>2, converge a x € X y que {z]}>%, converge a
x' € X. Observemos que d(x,z’) > €. Notemos que lim diam(A,) = 0. Asi,
nlgrolo A, = {y} para alguna y € Y. Como f es unan:—ofuncién, se tiene que

diagm(f~'(y)) < e. Ademds, z y 2/ € f~'(y). Lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto, el resultado es cierto.
Q.E.D.

2.4.5 Teorema. Si X es un continuo tipo circulo e irreducible, entonces es

indescomponible o union de dos continuos indescomponibles.

Demostracion. Sea X un continuo tipo circulo irreducible entre py ¢ € X.
Supongamos que X es descomponible. Entonces existen dos subcontinuos
propios Ay B de X talesque X = AUB, conp € Ay q € B. Afirmamos que
Clx(X\A) y Clx(X\B) son conjuntos conexos. Supongamos que Clx (X\A)
no es conexo. Entonces existen dos abiertos ajenos y no vacios U y V tales que
UUV =Clx(X\A).SeanY =UUAy Z =V UA. Observemos que Y y Z
son continuos [29, Proposicién 6.3, pag. 88]. Ademéas, X = YUZyYNZ = A.
Como p es un punto de irreducibilidad, se tiene que p ¢ A [29, Lema 11.5,
pag. 198], lo cual es una contradicciéon. Como X \ A es conexo, entonces
Clx(X \ A) es conexo. Andlogamente se prueba que Clx(X \ B) es conexo.
Por tanto, podemos suponer que A = Clx(X \ B) y que B = Clx(X \ A).
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Basta demostrar que A es un continuo indescomponible. Supongamos que A
es descomponible. Entonces existen dos subcontinuos propios C'y D de A
tales que A = C'U D. Supongamos que p € C. Esto implica que BN C = {.
Dado que p € C'y g € B se tiene que X \ (B U () es conexo [29, Teorema
11.8, pdg. 199]. Llamemos F = X \ (B U C). Sea ¢ > 0. Podemos suponer
que 2¢ < diam(B) y que 2¢ < diagm(A). Sean 1 € By x5 € C con la
propiedad de que B(z1) C By que B.(z3) C C. Como X es tipo circulo,
existe una e-funcién f : X — S'. Notemos que f(z1) € f(B) yf(z2) € f(C).
Sea & > 0 garantizada por el Lema 2.4.4 para la ¢ que tenemos. Sean A;
y Ay dos subconjuntos cerrados y ajenos de S* tales que didm(A;) < 0y
f(z;) € Aj para cada j € {1,2}. Observemos que S*\ (A; U A,) es un abierto
de S' con dos componentes K y L. Observemos que f~!'(A4;) C By que
f~YAy) € C. Ademds, X = BUCUF = f~1(SY) = f"{(AJUA,UKUL) =
FHANUSH (AU HK)UfY(L). Esto implica que F' C f~1(K)Uf~(L)
yFNf Y K)#ADy Fnf~YL) # 0. Ademss, f~(K)N f~Y(K) = 0. Lo que
contradice que F' sea conexo. Por lo tanto, A es indescomponible.

De manera semejante se demuestra que B es indescomponible.
Q.E.D.

2.4.6 Corolario. Si X es un continuo tipo arco y tipo circulo, entonces X

es indescomponible o union de dos continuos indescomponibles.

Demostracion. Dado que X es tipo arco, entonces X es irreducible [29,
Teorema 12.5, pag. 233]. Por el Teorema 2.4.5, X es indescomponible o unién

de dos continuos indescomponibles.
Q.E.D.

Utilizando argumentos similares al Teorema de Punto fijo para el hiperes-
pacio C' (X)) cuando X es un continuo tipo arco, probaremos el mismo resul-

tado para los continuos tipo circulo.

2.4.7 Teorema. Si X es un continuo tipo circulo, entonces C' (X) tiene la

propiedad del punto fijo.
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Demostracién. Supongamos que X no es un continuo tipo arco. Por el
Corolario 2.4.3, existe ¢g > 0 tal que si f,, : X — S' es una ep-funcién
entonces f., es esencial. Sea € < ¢y. Como X es tipo circulo propio, entonces
existe una funcién esencial f. : X — S*. Por el Lema 2.3.3 la funcién inducida
de fe: X — SY, C(f) : C(X) — C(S") es una e-funcién. Observemos que
C(f)(Fi(X)) = Fi(SY) v que C(f) |mx): Fi(X) — Fi(S') es esencial.
Como C'(X) es contraible con respecto a S (Teorema 2.3.13), C'(f.) es una
e-funcién AH-esencial [30, Lema 5.11, pag. 55]. Por el Teorema 2.3.11 C' (X)
tiene la propiedad del punto fijo.

Q.E.D.

2.5. Limites Inversos de Dendritas.

Mostraremos algunos resultados para hiperespacios de limites inversos de
dendritas. Obtendremos un ejemplo de un continuo indescomponible X tal

que sus hiperespacios 2% y C,(X) tienen la propiedad del punto fijo.

2.5.1 Definicién. Una dendrita es un continuo localmente conexo que no

tiene curvas cerradas simples.

2.5.2 Definicién. Decimos que un espacio métrico X tiene forma trivial (en

el sentido de Borsuk), si X es una interseccién anidada de retractos absolutos.

2.5.3 Definiciéon. A una funcién continua y suprayectiva f : X — Y entre

continuos la llamamos celular si para cada y € Y, f~(y) tiene forma trivial.

2.5.4 Observacién. Sean X y Y dos continuos y f : X — Y una funcidon

continua. Si f es una funcion celular, entonces f es mondtona.

2.5.5 Definicién. Sean X y Y dos continuos. A una funcién continua y
suprayectiva f : X — Y entre continuos la llamamos r-funcion si existe una
funcién continua r : Y — X tal que f or = Idy, donde Idy es la funcién
identidad en Y.
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Figura 2.5: La dendrita F,.

2.5.6 Lema. Sean X yY dos continuos y f : X — Y una funcion continua.

Si 2f 2% — 2Y es mondtona entonces f es mondtona.

Demostracién. Supongamos que 2/ es una funcién mondtona. Entonces
para todo A € 2Y se tiene que (2/)7!(A) es conexo. En particular, siy € Y,
se tiene que (27)7'({y}) es conexo. Es decir, (27)7}({y}) es un subcontinuo
de 2%. Sea A € (2/)7*({y}). Entonces 2/ (A) = {y}. Esto implica que f(A) =
{y}. En consecuncia, para todo a € A, f(a) = y. De donde, A C f~*(y). Por
consiguiente, A € 2/7'®_ Por tanto, (2/)"'({y}) c 2/ '®). Consideremos
ahora B € 2/7'®) Esto implica que B C f~'(y). Entonces f(b) = y para
toda b € B. Entonces 2/({b}) = {y} para toda b € B. De aqui se tiene que
2/(B) = {y}. Por tanto B € (2/)"'({y}). Asi (2/)"'({y}) = 2/"'®). Esto
implica que 2/~ @) es conexo. Sea o la funcién unién (Definicién 1.3.11). Por
31, 1.49], se tiene que o((2/)71({y})) es un subcontinuo de X. Considere-
mos z € o((2)7*({y})), entonces {r} € (2/)"*({y}). De donde, tenemos
que 2/({z}) = {y}. Luego entonces, f(z) = y. Con lo que concluimos que

r € fH(y). Ast o((2))'({y})) C fX(y). Sea = € f~(y). Entonces f(z) =
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y. Esto implica que 2/({z}) = {y}. De donde {z} € (2/)7'({y}). Lo cual
implica que x € o((27)"}({y})). En consecuencia, f~1(y) C o((2/)"1({y})).
Ast f~1(y) = o((29)"*({y})). Por tanto, f~'(y) es conexo y asi f es una

funcién mondtona.

Q.E.D.

2.5.7 Lema. Sean X yY dos continuos y f : X — Y una funcién continua.
Entonces f es mondtona si y solamente si C,(f) @ Cp(X) — Co(Y) es

mondtona para cada n € IN.

Demostracion. Supongamos que f es una funcién monétona. Sea A €
C,(Y). Entonces, f~1(A) tiene el mismo ntimero de componentes que A. Sea
B € (C,(f)) ' (A). Notemos que C,,(f)(B) = f(B)= Ay B C f~'(A). Por
el Lema 2 de [4] se tiene que B intersecta a cada componente de f~*(A).
Por la Proposicién 3 de [4] y por el Lema 1.3.7, existe un arco de orden
a :[0,1] — Cu(X) tal que a(0) = By a(l) = f~*(A). Observemos que
para cada t € [0,1], A = f(B) C f(a(t)) € f(f7*(A)) C A. Esto implica
que «([0,1]) € (C(f))"*(A). Por tanto, (C,(f)) ' (A) es arcoconexo vy, asi,
Cy(f) es una funcién monétona.

Supongamos que f no es una funcién mondtona. Entonces existe un punto
y € Y tal que f~!(y) no es conexo. Entonces existen dos subconjuntos cerra-
dos y no vaciés Ky L de X tales que KUL = f~!(y) y KNL = {). Sean A =

{Ac(Cu(f){y):AC K}y B = {Be(Cu(f))"({y}): BNL#0}.

Notemos que A y B son subconjuntos cerrados y no vaciés de C,,(X) tales
que, AUB = (C,(f) ' ({y}) y ANB = 0. Por tanto C,,(f) no es una funcién

mondtona.
Q.E.D.

2.5.8 Teorema. Para cualesquiera dos continuos X yY y cualquier funcion

continua f : X — Y las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f es una funcion mondtona.
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2. 252X 2V es una funcion celular.

3. Para cadan € N, C,(f) : Co,(X) — C,(Y) es una funcion celular.

Demostracién. Demostraremos primero que I implica 2. Supongamos que
f es una funcién monétona. Sea B € 2¥. Definimos A = (2/)71(B). Lo que
queremos demostrar es que A tiene forma trivial. Sea L = f~(B). Como f es
una funcién continua y suprayectiva, entonces f(L) = B es decir 2/(L) = B.
Por tanto L € A y, asi, A # (). Por la continuidad de 2/, A es compacto en
2X. Consideremos A € A, con A # L. Como A € A, f(A) = By, por como
definimos L, se tiene que A C L. Consideremos ahora una componente L
de L. Entonces f(L;) C Bj, donde B; es una componente de B. Notemos
que Ly C f~Y(B;) C L. Dado que f es monétona, tenemos que f~'(B;) es
conexo. Ademds, como L; es una componente de L, L; = f~!(B;). Entonces,
como f(A) = B, AN Ly # 0. Por lo tanto, cada componente de L intersecta
a A. Por el Teorema 1.3.7, existe un arco de orden I' de A a L. Dado que
f(A) = B = f(L) y, como para cada G € I', A C G C L, obtenemos que
' € A. Asi, mostramos que A es arcoconexo. Por tanto, A es un continuo.
De aqui tenemos que C(A) tiene forma trivial ([31, Teorema 1.182]). Sea o
la funcién unién (Definicién 1.3.11). Por el Lema 1.3.12, o es una funcién
continua. Notemos que o(C(A)) = A y que, para cada F € A, o({E}) = E.
Por tanto, o es una r-funcién de C'(A) a A. Como tener forma trivial es un
invariante bajo r-funciones ([2, pdg. 103]), se tiene que A tiene forma trivial.
Por tanto 2/ es una funcién celular.

Ahora probaremos que 1 implica 3. Supongamos que f es una funcion
mondtona. Por el Teorema 2.5.7, se tiene que C,(f) es una funcién mondétona.
Sean B € C,,(Y) y A = (C,.(f))"Y(B). Como C,(f) es monétona, se tiene
que A es un subcontinuo de C,,(X). Entonces tenemos que C'(A) tiene forma
trivial ([31, Lema 1.182]). Sea A € C(A) y consideremos o(A). Por el Lema
1.3.12, 0 : C(A) — 2% es una funcién continua y o(A) € C,(X) ([22, Lema
7.2, pag. 250]). De hecho o(A) € A. Ademés, para cada G € A, se tiene que

0({G}) = G. Entonces o es una r-funcién de C'(A) a A. Como tener forma
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trivial es un invariante bajo r-funciones (]2, pag. 103]), se tiene que A tiene
forma trivial. Por tanto C,,(f) es funcién celular.

Demostraremos que 2 implica 1. Notemos que, como 2/ es una funcion
celular, entonces 2/ es una funcién monétona (Observacién 2.5.4). Por el
Lema 2.5.6 se tiene que f es mondtona.

Veamos que se cumple que 3 implica 1. Como C,(f) es una funcién
celular, entonces por la Observacién 2.5.4 se tiene que C,(f) es monétona.

Por el Lema 2.5.7 obtenemos que f es mondtona.
Q.E.D.

La demostracion del siguiente resultado puede ser encontrada en [28,
Lema 2.2, pag. 751].

2.5.9 Lema. Sean X yY dos continuos y f : X — Y una funcion mondtona.
Entonces existen continuos localmente conexos X; y Y;, para toda i € N, y

una funcion continua F' : X1 — Y7 tales que:
1. X, 011 C X yYi1 CY; para cada i € N,
2. NXi=X, NY.=Y,
i=1 i=1

3. F |x, es una funcién mondtona, para cada i € N, y

4. Flx=T.

2.5.10 Teorema. Si f : X — Y es una funcidon mondtona de un continuo
X a un continuo localmente conexo Y, entonces 2/ : 2% — 2Y y C,(f) :

Ch(X) — C,(Y) son funciones universales para toda n € N.

Demostracién. Probaremos el resultado para 2/. Sea ¢ : 2¥ — 2V una
funcién continua. Consideremos X;, Y; y F' como en el Lema 2.5.9. Como
Y es un continuo localmente conexo, por el Teorema 2.2.11, se tiene que 2¥
es un retracto absoluto. Por el Teorema 2.2.7, existe una funcién continua
G : 2% — 2Y que extiende a g. Por el Lema 2.5.9, dado j € IN, se tiene que X

y Y} son continuos localmente conexos y F' |x,= Fj; es una funcién mondtona
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de X; a Y. Por el Teorema 2.2.11, 2% y 2% son retractos absolutos. Por
el Lema 2.5.8, se tiene que 215 : 2% — 2% es una funcién celular. Por [27,
Corolario 3.10 pag. 233] se tiene que 27 es una funcién universal. Dado que
G |yx;0 2% — 2% existe A; € 2% tal que 259(A4;) = G(A;). Observemos
que, para toda j € IN, se cumple que X; C X;, 4; € 2% y que 2F(4;) =
G(A;). Notemos que {A4;}7°, es una sucesién de elementos de 251, Como
2%1 es compacto, existe una subsucesion {A;, }, de {A;};2, convergente a
alguna A € 2*1. Como 2F(A;,) = G(4,,) y 2F y G son funciones continuas,
entonces 2F'(A) = G(A). Dado que A;, € 2% para toda k € N, y, como
N{X,, : k€ N} = X, se tiene que A € 2%, Esto implica que G(A) = g(A).
Ademss, F |x= f. Asf obtenemos que 2F(A) = 27(A). Por tanto, 2/(A) =
g(A) y 27 es una funcién universal.

De manera semejante se prueba que C,(f) es universal, para cada n € IN.
Q.E.D.

2.5.11 Corolario. Si f : X — Y es una funcion mondtona de un continuo
X a un continuo localmente conexo Y yg: X — Y es una funcion continua,

entonces existe un subcontinuo A € C(X) tal que f(A) = g(A).

Demostracién. Notemos que C(g) : C(X) — C(Y) es una funcién con-
tinua. Ademas como f es mondétona y Y es localmente conexo, por el Teo-

rema 2.5.10, C(f) es una funcién universal. Como C(f) es universal, existe

A e CO(X) tal que C(f)(A) = C(g)(A). De donde, f(A) = g(A).
Q.E.D.

2.5.12 Teorema. Sea X = lim {X,,, [}, donde X,, es un continuo lo-
calmente conexo para cada m € IN. Supongamos que para cada m € IN, existe

un subcontinuo Yy, 11 de X,,11 tal que 7| Yiui1 — X, es mondtona.

Ym+1:

Entonces tanto 2% como C,(X) tienen la propiedad del punto fijo para toda
n € N.

Demostracién. Sean j y k € IN con j < k. Consideremos Y, el sub-

continuo de X, tal que fI*!

i l¥;4:: Yj41 — Xj es una funcién monétona.
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Notemos que Zjio = (f]Jr2 v, o) "' (Yj41) es un subcontinuo de Yo [24,

Lema 2.1.12, pag. 74]. Ademads, Z;,» cumple que fJJr2 |7

vt Ljra — Xjes

monétona. Sea Zj 3 = (fin3 lv,15) " (Z2). Observemos que Zj 3 es un sub-
continuo de Y3 [24, Lema 2.1.12, pag. 74]. Ademads, Z; 3 tiene la propiedad
de que f;+3 |Z;45: Zj+s — X; es mondtona. Siguiendo este procedimiento,
podemos construir un subcontinuo Z, de X tal que ff lz.: Zr — X es
una funcién monétona. Por el Teorema 2.5.10 se tiene que 21z 2%k
2%y Cu(fF 1z.) + Cn(Zk) — Cn(X;) son funciones universales. Ademds,
22 = 205 |,z y Co(fF 12.) = Cu(f}) lcu(zy)- Lo cual implica que 275 |z,
Y Cu(fF) |z, son funciones universales. Entonces cada 2fF 2%k — 2X5
Cn(fF) - Ch(Xy) — Cn(X;) son funciones universales [12, Proposicién 5, pag.
433]. Por el Teorema 2.2.11, 2% y C,(X,,) son retractos absolutos para cada
m € IN. Esto implica que 1£n {2Xm /i } y 1{1’31 {Ch(Xm), Co(fmF1)} tienen

la propiedad del punto fijo [12, Corolario 1, pag. 437]. Como lim {QXW, 2f7nn+1}
es homeomorfo a 2% y lim {C,,(X,,,), Co.(fm1)} es homeom(;go a Cn(X) [24,
Teorema 2.3.4, pag. 10<2_], se tiene que 2% y C,(X) tienen la propiedad del
punto fijo.

Q.E.D.

2.5.13 Definicion. Sean X y Y dos continuos. Una funcién continua y
suprayectiva f : X — Y es casi mondtona si para cualquier subcontinuo
K de Y, con interior no vacio, f~1(K) tiene sélamente un nimero finito de

componentes y si L es una componente de f~'(K) entonces f(L) = K.

2.5.14 Definiciéon. Sean X y Y dos continuos. Una funciéon continua y
suprayectiva f : X — Y es ligera si para cada y € Y, f~!(y) es un conjunto

totalmente disconexo.

2.5.15 Lema. S5i f : X — D es una funcion casi mondtona de un continuo
localmente conexo X a una dendrita D, entonces existe un subcontinuo Z de

X tal que f |z: Z — D es mondtona.

Demostraciéon. Sabemos que existen un continuo M, una funcién monétona

m : X — M y una funcién ligera e interior [ : M — D tales que f =lom



2.5 Limites Inversos de Dendritas. 55

[37, Teorema 8.4, pag. 153]. Ademds, existe una dendrita F contenida en M
tal que [ |z es un homeomorfismo entre D y E [37, Teorema 2.4, pag. 188].

Consideremos Z = m™1(E). Observemos que f |z: Z — D es monétona.
Q.E.D.

2.5.16 Teorema. Sea X = lim {D,,, [} el limite inverso de una sucesidn
inversa de dendritas D,, con?uncz’ones de ligadura f™* : D,y — D,, casi
mondtonas. Entonces 2% y C, (X) tienen la propiedad del punto fijo para
toda n € IN.

Demostraciéon. Observemos que por el Lema 2.5.15, para cada m € NN,

existe un subcontinuo Z,,,; de D,,;; tal que fm* |5 Zms1 — Dy es

m+1 :
una funcién mondétona. Asi, se cumplen las hipétesis del Teorema 2.5.12. Por

tanto, 2% y C,(X) tienen la propiedad del punto fijo para toda n € IN.
Q.E.D.

2.5.17 Corolario. Sea X = lim {D,,, f7'} el limite inverso de una suce-
sion inversa de dendritas D,, con funciones de ligadura f;”“ Dy — Dy
abiertas y suprayectivas. Entonces 2% y C,(X) tienen la propiedad del punto

fijo para toda n € IN.

Demostracion. Como las funciones abiertas entre continuos localmente co-
nexos son casi monétonas [29, Corolario 13.24, pag. 289], entonces por el
Teorema 2.5.16, se tiene que 2% y C,(X) tienen la propiedad del punto fijo
para toda n € IN.

Q.E.D.

2.5.18 Corolario. Sea X = lim {I,,, f™ "'} el limite inverso de una sucesion
inversa tal que I,, = [0,1] (;O_TL funciones de ligadura ' : I,.1 — I,
abiertas y suprayectivas. Entonces 2% y C, (X) tiene la propiedad del punto
fijo para toda n € IN.
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Figura 2.6: El continuo de Knaster.

Demostracion. Notemos que [0,1] es una dendrita. Asi se cumplen las
hipétesis del Teorema 2.5.17. Por tanto, 2% y C,,(X) tienen la propiedad del
punto fijo para cada n € IN.

Q.E.D.

2.5.19 Ejemplo. Consideremos a X como lim {X,,, f"™'}. Donde X,, =
[0,1] y f™! esta dada por

2t, si 0
22 si

N[ —

Fri() = {

t
t

IN A

<
< 1.

2
para toda m € IN. A X lo conocemos como el continuo de Knaster. Notemos
que fm: X1 — X, es una funcién abierta y suprayectiva para cada
m € N. Por el Corolario 2.5.18, 2% y para toda n € N, C,,(X) tienen la

propiedad del punto fijo. Observemos que este continuo es tipo arco. Asi,
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tenemos un ejemplo de un continuo tipo arco tal que 2% y C,(X) tienen la
propiedad del punto fijo para toda n € IN. Ademas, X es indescomponible
[19, pag. 204]. Aqui tenemos un ejemplo de un continuo indescomponible, tal

que 2% y C,(X) tienen la propiedad del punto fijo.

2.6. Dendroides.

En esta seccién analizaremos los hiperespacios de los dendroides. Ob-
tendremos resultados afirmativos acerca de la propiedad del punto fijo para
los hiperespacios de dendroides suaves y abanicos. El resultado esta basado,

principalmente, en resultados obtenidos por J. Fugate en [10] y [11].

2.6.1 Definicion. Decimos que un continuo X es un dendroide si X es

arcoconexo y hereditariamente unicoherente.
2.6.2 Propiedades. Algunas propiedades de los dendroides:
1. Son hereditariamente descomponibles [21, pag. 11].
2. Cualquier subcontinuo de un dendroide es un dendroide [21, pag. 11].
3. Tienen dimension 1 [21, pag. 12].
4. Tienen la propiedad del punto fijo [30, Teorema 3.4, pag. 33].

2.6.3 Definicion. Sean X un dendroide y p € X. Decimos que X es suave

en el punto p, si siempre que {x;} -, sea una sucesién convergente a un punto

00
n=1’

x € X, entonces la sucesiéon {px;} donde p € X y px; es el arco de p a
x;, converge al arco px. Un dendroide que es suave en algin punto p € X lo

llamamos un dendroide suave.

2.6.4 Definicion. Decimos que un continuo X es una grdfica, si X es la
unién de un nimero finito de arcos tales que, dos a dos son disjuntos o se

intersectan sdlamente en sus puntos extremos.
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Figura 2.7: Un dendroide no suave.

2.6.5 Definicion. Decimos que un continuo X es un drbol, si X es una

grafica sin curvas cerradas simples.

2.6.6 Teorema. Si X es un dendroide suave, entonces 2%, C,, (X) y F, (X)
para toda n € N, tienen la propiedad del punto fijo.

Demostraciéon. Sean X un dendroide suave y € > 0. Entonces existen
un arbol X, y una retraccién r. : X — X, tal que d(r.(x),x) < € para
cada z € X [11, Teorema 2|. Consideremos las funciones inducidas a los
hiperespacios 27 : 2% — 2% O, (r.) : Cp(X) — Co(X) vy Fu(re) : Fo(X) —
F,(X.). Notemos que por el Teorema 2.2.13, 2%, C,,(X,) y F,,(X,) tienen la
propiedad del punto fijo. Ademas, 27 : 2X — 2% C,,(r.) : C\,(X) — Cr(X,)
y Fu(re) : F(X) — F,(X.) son e-retracciones y se tiene que Hy(2"(A), A) <
€, Hi(Cp(r)(A),A) < ey Hy(Fo(r)(A), A) <e.
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Figura 2.8: El abanico arménico.

Como e es arbitraria, por el Teorema 1.4.6, se tiene que 2%, C,(X) y

F,(X) tienen la propiedad del punto fijo.
Q.E.D.

2.6.7 Definicién. Un abanico es un dendroide X para el cual existe un unico
punto p € X que es un punto extremo de tres o mas arcos en X que sélo se

intersectan en p.

Como consecuencia de [10, Teorema 1] y con la misma demostracién que

la del Teorema 2.6.6, tenemos:

2.6.8 Teorema. Si X es un abanico, entonces 2%, C, (X) y F, (X) para
toda n € IN, tienen la propiedad del punto fijo.
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R V. -

Figura 2.9: Un bosquejo del Pseudoarco. Un continuo hereditariamente in-

descomponible.

2.7. Continuos Hereditariamente Indescom-

ponibles.

En esta seccién mostraremos que C(X) tiene la propiedad del punto fijo
cuando X es un continuo herediatariamente indescomponible. Cabe resaltar
que este teorema es dado por la estructura del hiperespacio C'(X). Aplicare-
mos un teorema de G. S. Young [39] acerca de la propiedad del punto fijo en

continuos inicamente arcoconexos y contraibles.

2.7.1 Definicion. Decimos que un continuo X es unicamente arcoconexo si
X es arcoconexo y para cualesquiera py ¢ € X, con p # ¢, existe un tnico

arco en X tal que p y ¢ son sus puntos extremos.

2.7.2 Lema. 5i X es un espacio métrico y arcoconezxo tal que, toda sucesion
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monotona de arcos estd contenida en un arco, entonces X tiene la propiedad
del punto fijo [39, Teorema 2 pag. 880].

2.7.3 Teorema. Si X es un continuo arcoconexo que no tiene la propiedad

del punto fijo, entonces X contiene:

1. Un subcontinuo N; tal que existe una funcion continua y suprayectiva
f: Ny — S, tal que la imagen de ningin subconjunto cerrado propio
de Ny llena a S* y con la propiedad de que a lo mds existe y € St tal

que f~1(y) es no degenerado y éste es conexo o;

2. Un subcontinuo Ny que contiene a un subconjunto R, que es una imagen
continua e inyectiva de [0,00) y que es denso en Ny pero, tiene interior

vacio relativo a Ny o;

3. Un subcontinuo N3 que es la union de un conjunto R, que es una imagen
continua e inyectiva de [0,00) y un subcontinuo B. Ademds, existe una
funcién continua f : Ny — E donde E = |J {(z,y) € R* : 2% + (y — 1)?

n=1

= %} (a E lo conocemos como el arete hawaiano) tal que f es inyec-

tiva en N3\ B, f(B) = {(0,0)} y tal que la imagen bajo f de ningin

subconjunto cerrado propio de N3 llena o E.

Demostraciéon. Como X no tiene la propiedad del punto fijo, por el Lema
2.7.2, existe una sucesiéon {A4,} 7, de arcos en X tal que A, C A,41, para
toda n € N, y {A4,}52, no estd contenida en ningin arco. Sea = € A; un
punto que no es extremo. Entonces, para cada n € IN, x divide a A,, en dos
arcos A, y A} tales que Aj, C A ;. Si X contiene una curva cerrada simple,
entonces X contiene un continuo N; como en 1. Supongamos que X no
contiene curvas cerradas simples. Entonces A}, o A" no estd contenido en un
arco. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que a es un punto extremo
de A,, para toda n € IN. Ademés, podemos suponer que A, 1 \ A, # 0 para
toda n € IN. Sea B = limsup Clx(An+1 \ 4,). Afirmamos que B es conexo.

Supongamos que no es cierto. Entonces existen dos subconjuntos cerrados y
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Figura 2.10: El arete Hawaiano.

no vacios U y V tales que B =UUV y UNV = (). Para algin k € N,
se tiene que Clx(Agy1 \ Ax) C U o Clx(Ags1 \ Ax) C V. Por induccién se
tiene que, para toda n > k, Clx(A,11 \ An) C U o Clx(Api \ An) C V.
Ademés, Clx (Ani2\Ani1)NClx (A1 \An) # 0, lo cual es una contradiccion.

Por tanto, B es conexo. Sea R = |J A,. Observemos que R es una imagen
n=1
continua e inyectiva de [0, 00).

Existen cuatro relaciones posibles entre R y B:

1. RN B = (). Entonces existen dos puntos z € By y € Ry un arco « de
x ay tales que {x} = anN By {y} =anR. Ademds, y separa a R en
dos subconjuntos conexos R’y R”, donde R"U{y} esunarcodeaayy
R'U{y} es homeomorfo a [0, 00). Sea N7 = aUR'U B. Observemos que
la coleccién dada por By {{z}:x € Ny \ B} es una descomposicién
semicontinua superiormente [29, Definicién 3.5 pag. 38|, tal que N;/G
es homeomorfo a S'. Definimos f : Ny — S' como f = h o p donde
h es un homeomorfismo entre N;/G y S' y p es la funcién cociente.

Notemos que f satisface las condiciones de 1.
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2. RN B # () pero RN B est4 contenida en un arco (3. Consideremos
= R\ By Ny = R'UB. Observemos que la coleccién G dada por By

{{z} : x € Ny \ B} es una descomposicién semicontinua superiormente,
tal que N1/G es homeomorfo a S*. Definiendo f : N; — S* como en el

parrafo anterior, obtenemos que f cumple con las condiciones de 1.

3. Supongamos ahora que existe £k € IN tal que |J (An,11 \ A,) C B.
n=~k
Consideremos R' = |J (Ans1 \ A,) v Na = B. Sea U un abierto de X
n=~k

tal que UN B # (). Sea x € U N B. En particular, z € U. Esto implica

que UNClx (A1 \ A,) # 0 para una infinidad de indices. De aqui se

tiene que U N (4,41 \ An) # 0 para una infinidad de indices. Entonces

Un( Ej A1\ Ap) # 0. Por tanto, R’ es denso en B. Veamos que R’
—k

tiene interior vacio con respecto a N,. Supongamos, por el contrario,
que R’ tiene interior no vacio. Entonces existe un abierto V relativo
a B tal que z € V C Inty,(R'). Esto implica que existe k' € IN tal
que x € Clx(Apy1\ A}). Entonces existe una subsucesién {n;}32, de
{n}s2, tal que VN Clx(An,+1\ An;) # 0. Lo cual es una contradiccién.

Por tanto R’ tiene interior vacio. Asi, se satifacen las condiciones de 2.

4. ngun arco de R contiene a R ﬂ B. Ademés, no existe k € IN tal que
U( n+1\A)CB.Entonces(UA)\B UI donde {I,,}5°, es

n=k

una sucesién de intervalos abiertos tal que I, 7é I] y I, N I; = () para
cualesquiera ¢ # j. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
los puntos extremos de I, pertenecen a B para toda n € IN. Sea N3 =
BuU fj I,,. Notemos que la colecciéon H dada por By {{z} :z € I,,} es
semi?;)lntinua superiormente. Ademés, N3/H es homeomorfo al Arete
Hawaiano E. Sea g : N3 — E definida como h o p donde p es la funcién
cociente y h es un homeomorfismo entre N3/H y E. Asi, g satisface las

condiciones de 3.

Q.E.D.
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2.7.4 Teorema (Young). Si X es un continuo contraible y unicamente

arcoconexo, entonces X tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Para probar el resultado, veremos que X no contiene sub-
continuos homeomorfos a los descritos en el Teorema 2.7.3. Supongamos que
X contiene un subcontinuo N tal que cumple las condiciones de 1 del Teore-
ma 2.7.3. Como X es unicamente arcoconexo, X no contiene curvas cerradas
simples. Sea f : N — S' como en el Teorema 2.7.3. Podemos afirmar que
existe s € S! tal que f~'(s) es un subcontinuo no degenerado B de N.
Ademas, afirmamos que N = RU B donde R es una imagen continua e in-
yectiva de [0,00) y RN B es la imagen de 0. Sea H : X x [0,1] — X una
homotopia tal que H(z,0) = x y H(z,1) = p para algin punto p € X y
para toda x € X. Observemos que H es una funcién uniformemente con-
tinua [6, Teorema 3.A.17 péag. 81]. Entonces, para cada € > 0, existe 6 > 0
tal que, para cualesquiera par de puntos z y y € X tales que d(z,y) < 4,
entonces d(H (z,t), H(y,t)) < e para toda t € [0,1]. Consideremos un pun-
toy € B\ R tal que y # p. Afirmamos que H({y} x [0,1]) N R es conexo.
Supongamos que no es cierto. Entonces existen dos subconjuntos K y L tales
que H({y} x[0,1))NnR= KULy K y L estén separados. Entonces existe un
arco A; contenido en R que va de un punto ! € L a un punto k£ € K. También
existe un arco As contenido H({y} x [0, 1]) de [ a algtin punto k¥’ € K. Esto
implica que A; U A contiene una curva cerrada simple, lo cual es una con-
tradiccién. Sea e el punto extremo de R. Notemos que e € B. Observemos
que es posible que e & H({y} x [0,1]). Lo que no es posible es que, para
algin x € R, H({y} x [0,1]) contenga al conjunto R, = {z € R: = € ez}
donde ez es el arco que va de e a z. Supongamos que esto no es cierto.
Entonces R, C H({y} x [0,1]). Como CLx(R,) = R, U B se tiene que
B c H({y} x [0,1]). Como H({y} x [0,1]) es un subconjunto cerrado en X
y R, C H({y} x [0,1]) entonces B C Clx(R,) C H({y} x [0,1]). Notemos
que H({y} x [0,1]) es un continuo localmente conexo [6, Teorema 9.B.3 pég.
228]. Sea U un abierto conexo relativo a H({y} x [0,1]) tal que e € U y

x & U. Sea 2’ € R, NU. Entonces existe un arco de x’ a e contenido en U,
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llamémoslo x’e. También existen arcos de x a ' y de e a 2’ en R, llamémoslos
xx' y ex’, respectivamente. Observemos que z’e U ex U zx’ contene una curva
cerrada simple, lo que contradice la unicidad de arcos en X. Asi concluimos
que R, \ {z} € R\ H{y} x [0,1]) para algin x € R. Ademés, dicho z
pertenece a H({y} x [0,1]). Si z € R, entonces H({z} x [0,1]) contiene al
arco xz. De otra forma, xz U H({z} x [0,1]) U H({y} x [0,1]) contiene una
curva cerrada simple.

Llamemos d a la distancia en X. Sea {¢,}>°, una sucesién de nimeros
positivos tales que lim ¢, = 0. Para cada ¢, existe §,, > 0 correspondiente a
la continuidad unifg;rfloe de H. Sea z,, € R, tal que d(z,,y) < 0, para toda
n € IN. Entonces d(H ({z,},t), H{{y},t)) < €, para toda n € IN y para toda

€ [0,1]. Consideremos z € R, fijo. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que z € xx, para toda n € N, donde xx, es el arco que va de x
a x, en R. Entonces z € H({x,} x [0,1]) para toda n € IN. Esto implica
que d(z, H{y} x [0,1])) < €,. Por tanto, z € H({y} x [0,1]) lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto, X no contiene un subcontinuo N que cumpla las
condiciones de 1 del Teorema 2.7.3.
Con modificaciones al argumento, la prueba es similar para los subcon-

tinuos del tipo 2 y & del Teorema 2.7.3.
Q.E.D.

2.7.5 Proposicion. Sean X un continuo hereditariamente indescomponible
y A y B dos subcontinuos de X. Entonces ANB # () si y sélo si A C B o
BCA.

Demostracién. Supongamos que X es hereditariamente indescomponible.

Sean A y B dos subcontinuos de X tales que AN B # (). Notemos que AU B

es un subcontinuo indescomponible de X. Esto implica que A C B o B C A.
Notemos que si A C B o B C A se tiene que AN B # ().

Q.E.D.

2.7.6 Lema. Sea X un continuo indescomponible. Si A es un arco en C (X)
tal que | JA = X entonces X € A
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Demostracién. Sea h : [0,1] — A un homeomorfismo. Por hipétesis, te-
nemos que (JA([0,1]) = UA = X. Sea G = {t € [0,1] : Uh([0,t]) =
X}. Observemos que 1 € G. Ademds, si 0 € G entonces X = [JA([0,0]) =
UA(H{0}) = A(0). Lo cual implica que X € A. Supongamos que 0 ¢ G.
Sea ty = inf{t € [0,1] : JA([0,t]) = X}. Notemos que to > 0. Notemos
que UA([0,%0]) = X. Sea t € (0,%). De aqui se tiene que |JR([0,%]) =
(UAR(0,¢]))U(Uh(t, te])) = X. Dado que X es indescomponible se tiene que
U A([t, to]) = X. Consideremos una sucesién creciente {t,} -, en (0,t) que
converge a to. Como t,, € (0,1), se tiene que, para todon € N |Jh ([t,, to]) =
X. Como h y la funcién unién, | J, son funciones continuas, entonces h(ty) =
U h([to, to]) = X. Lo cual implica que X € A.

Q.E.D.

2.7.7 Lema. Sean X un continuo hereditariamente indescomponible y Aq ¥
Ay € C(X) tales que Ay C Ay. Si A esun arco en C (X) de Ay a Ay entonces

A es un arco de orden.

Demostracion. Para cada A € A\ Ay, sea A(Ag, A) el subarco de A que va
de Ay a A. Notemos que A(Ag, Ag) = {Ap}. Sea a = {{JA(Ap, A) : A € A}.

Probaremos las siguientes afirmaciones:
1. « es un continuo;
2. Agy Ay € o
3. a=A;y
4. « es un arco de orden.

Demostremos primero 1. Sea f : A — C(A) definida como f(A) =
A(Ap, A). Notemos que f es una funcién continua. Sea ¢ la funcién unién
(Definicién 1.3.11) y consideremos o |c(ay: C(A) — C(X) [14, Ejercicio 11.5
(3), pag. 91]. Notemos que o |4y of : A — C(X) es una funcién continua.
Ademés, (0 |ca) of )(A) = U A(Ao, A) y (0 |c) of)(A) = a. Por lo tanto,

o es un continuo.
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Ahora probaremos 2. Como {Ap} = (J.A(Ao, Ap), se tiene que Ay € a.
Demostraremos que A; € a. Sean M = {A € A: Ay C JA(Ap, A)} y N =
{Ae A:|JA(Ap, A) C A;}. Observemos que Ay € N ya que Ay C Ay, y
que A; € M. Ademéas, M y N son subconjuntos cerrados en A. Queremos
demostrar que A = MUN. Consideremos A € Ay Z = |J.A(Ap, A). Por [14,
Ejercicio 11.5 (3), pag. 91], Z es un subcontinuo de C' (X ). Claramente, A, €
Z. Dado que Ay C Ay, se tiene que ZN Ay # (). Como X es hereditariamente
indescomponible, por el Lema 2.7.5, Z C A; o Ay C Z. En el primer caso
A € N. En el segundo A € M. Por tanto, A = M UN. Como A es conexo
se tiene que M NN # . Sea C' € M NN. Entonces, [JA(Ay,C) C 4; C
UA(Ap, C). Por tanto, A} = A(Ay, C). Asi, A; € a.

Veamos que 3 se cumple. Por 1 y 2, basta probar que @ C A. Sea Y € a.
Entonces existe B € A tal que Y = |JA(Ap, B). Esto implica que Y es
un subcontinuo de X. De donde se obtiene que Y es un continuo indescom-
ponible. Dado que Y es indescomponible y A(Ag, B) es un arco en C (Y)
cuya unién es Y, se tiene que Y € A(Ay, B) C A (Lema 2.7.6). Por tanto,
aCAya=A

A continuacién demostraremos 4. Sean E'y E' en A. Como A es un arco,
A(Ap, E) C A(Ap, E') o bien A(Ay, E') C A(Ap, E). Lo cual implica que
UA(A, E) C U A(Ap, E') o bien |JA(Ao, £') C JA(Ap, E). Por lo tanto,

« es una cadena. De donde « es un arco de orden.
Q.E.D.

2.7.8 Proposicion. Sean X un continuo hereditariamente indescomponible
y Ao y A€ C(X) tales que AgN Ay =0. Si A es un arco en C (X) de Ag a
Ay entonces A= AyU Ay, donde Ay es un arco de orden de Ay a |JA y Ay

es un arco de orden de Ay a |J A.

Demostracion. Sea Y = |JA. Entonces Y es un subcontinuo indescom-
ponible de X y Aqg U A; C Y. Ademads, por el Lema 2.7.6, Y € A. Como
AgNA; = setiene que Y # Ay y Y # Ajy.
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Entonces A(Ap,Y) v A(Y, A1) son arcos de orden de Ay a Y y de 4; a
Y, respectivamente, y A = A(Ay,Y) U A(Y, 4y).

Q.E.D.

2.7.9 Lema. Sean X un continuo hereditariamente indescomponible y u :
C(X) — [0,1] una funcion de Whitney para C (X). Si Ay B € C(X) son
tales que ANB # 0 y u(A) = u(B), entonces A = B.

Demostracion. Sean Ay B € C(X) tales que AN B # ). Como X es
hereditariamente indescomponible, se tiene que A C Bo B C A. Si A # B
y A C B, se tiene que u(A) < p(B), lo cual es una contradiccién. Por tanto,

A = B. El otro caso es anédlogo.
Q.E.D.

2.7.10 Proposicién. Sea X un continuo hereditariamente indescomponible.
Si K yL € C(X) son tales que K C L y K # L entonces existe un inico
arco de K a L en C (X).

Demostraciéon. Como K C L, por el Teorema 1.3.7, existe un arco de orden
Ade K a L. Sea B otroarcoen C (X) de K a L. Por el Lema 2.7.7, sabemos
que B es un arco de orden. Sea p : C(X) — [0,1] una funcién de Whitney
para C' (X). Notemos que p(A) = [u(K), u(L)] = u(B). Sea A € A. Entonces
existe B € B tal que u(A) = pu(B). Notemos que AN B # (. Por el Lema
2.7.9, tenemos que A = B. Por lo tanto, A = B.

Q.E.D.

2.7.11 Proposicion. Sean X un continuo hereditariamente indescomponible
yAgy Ay € C(X). Si AgN Ay = 0 entonces existe un tinico arco de Ay a Ay
en C (X).

Demostracion. Supongamos que A y B son dos arcos en C' (X) de Ag y A;.
Queremos demostrar que A = B. Como AgNA; = (), por la Proposicién 2.7.8,
se tiene que A = AgU.A; donde Aj es un arco de orden de Ag a|J Ay A; es un
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arco de orden de A; a |J.A. Ademés, se tiene que B = ByUB;, donde By es un
arco de orden de Ag a | J By B; es un arco de orden de A; a | J B. Observemos
que JA y B son subcontinuos de X y (|JA) N (UB) # 0. Como X es
hereditariamente indescomponible, se tiene que JA C B o UB Cc JA.
Supongamos que |JA C |JB. Si |J.A = |JB entonces tenemos el resultado
deseado. Supongamos que |JA # |JB. Entonces existe un arco de orden C
de [JA a |JB. Por la Proposicién 2.7.10 observamos que Aq UC = By y que
A; UC = B;. Esto implica que A C B. Entonces como A y B son arcos en

C' (X) con los mismos puntos extremos, se tiene que A = B.
Q.E.D.

El siguiente teorema es conocido como el Teorema de Caracterizacién de
Kelley.

2.7.12 Teorema. Un continuo X es hereditariamente indescomponible si y

sélo si C' (X)) es dnicamente arcoconexo.

Demostracion. Supongamos que X es hereditariamente indescomponible.
Sean Ay y A; € C(X) tales que, Ag # A;. Si Ag C A; 0 A C Ap entonces,
por la Proposicién 2.7.10, existe un tnico arco en C'(X) de Ay a A;. Si
Ay ¢ A1y A1 ¢ Ay, por la Proposicién 2.7.5, Ag N A; = (. Entonces, por la
Proposicién 2.7.11, existe un tunico arco en C'(X) de Ag a A;. Asi, concluimos
que C (X) es unicamente arcoconexo.

Supongamos ahora que X no es hereditariamente indescomponible. En-
tonces existe un subcontinuo descomponible ¥ de X. Sean A y B subcon-
tinuos propios de Y tales que AUB =Y y ANB # (. Seap € AN B.
Notemos que existe un arco de orden en C' (Y) de {p} a Y que pasa por A.
Llamemos a dicho arco « y llamemos  a un arco de orden en C (Y') de {p}
a'Y que pasa por B. Observemos que A € a\ 3. Lo cual implica que a # S.

Por tanto, C'(X) no es dnicamente arcoconexo.

Q.E.D.



70 Hiperespacios con la Propiedad del Punto Fijo.

2.7.13 Teorema. Para cualquier continuo X, las siguientes condiciones son

equivalentes:
1. 2% es contraible;
2. C(X) es contraible;
3. F1(X) es contraible en C'(X);
4. F1(X) es contraible en 2% .
Demostracién. Supongamos que 2% es contraible. Entonces existe una fun-

cién continua h : 2% x [0,1] — 2%, tal que, para cada A € 2%, h(A,0) = A
y h(A,1) = X. Definimos F : 2% x [0,1] — 22" como:

F(At) ={h(A,s):0<s<t}=h({A} x[0,t])
y K : 2% x [0,1] — 2% como:
K(At)=0(F(At))

donde o es la funcién unién (Defincién 1.3.11). Observemos que, como h
es una funcién continua, se tiene que F estd bien definida y es una funcién
continua. Ademas, F(2X x[0,1]) = 22 Por el Teorema 1.3.12, o es continua.

Por tanto, K también es continua, ademaés:
K(A,0) = o(F(A,0)) = h(A,0) = A, para cada A € 2%;
K(A 1) =0(F(A,1))=UJ{h(A s):0<s<1} =X, para cada A € 2.

Fijemos A € 2%, definimos ay = {K(A,t):t € [0,1]} = K({A} x [0,1]).
Observemos que K(A,t1) C K(A,t3) si 0 <t; <ty < 1. Lo cual implica que
a4 es una cadena de A a X. Ademés, a4 es un subcontinuo de 2X. Por tanto,
ay es un arco de orden de A a X, o bien ay = {X} [14, Lema 14.7, pég.
113]. Notemos que si A € C(X) entonces ay C C(X). Sea g = K |c(x)x[0,1]:
C(X) x [0,1] — C(X). Esta funcién es continua y cumple que g(A,0) = A
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y g(A,1) = X, para toda A € C(X). Con esto concluimos que C (X) es
contraible.

Supongamos que C(X) es contraible. Por el Lema 1.1.36, F;(X) es con-
traible en C' (X).

Ahora supongamos que Fj(X) es contraible en C'(X). Considerando a
C (X) contenido en 2%, por el Lema 1.1.36 tenemos que F;(X) es contraible
en 2%,

Supongamos ahora que F;(X) es contraible en 2. Entonces existe una
homotopia H : F}(X) x [0,1] — 2% tal que H({z},0) = {z} y H{z},1) =
K para algin K € 2X. Sean G : 2¥ x [0,1] — 22° dada por G(A,t) =
{H({a},t):a€ A} = H(F\(A) x {t}) v f: 2¥ x[0,1] — 2% dada por
f(At) =JG(A,t). Afirmamos que G es una funcién continua. Notemos que

f cumple lo siguiente:
F(A,0)=UG(A,0) =U{{a} :a € A} = A, para toda A € 2¥ y
fAD)=UGA 1) =U{H{a},1):a € A} = K, para toda A € 2.

Ahora demostraremos que G es continua. Sea € > 0. Tomemos § > 0 tal
que, si Hy({x},{y}) < dy|t1—ts |< d entonces Hy(H({z},t1), H{y}, t2)) <
€. Sean Ay B € 2% tales que Hy(A,B) < 6, y t1 y ta € [0,1] tales que
| to —t; |< d. Lo que queremos demostrar es que Hy,(G(A,t1),G(A,ts)) < e.
Para esto, mostraremos que G(B,ty) C Np,(€,G(A,t1)). Sea H({b},t2) €
G(B,ty). Como Hy(A, B) < 0, existe a € A tal que d(a,b) < J. Entonces
Hy({a},{b}) < 0. Esto implica que Hq(H ({a},t1), ({b},t2)) < €. Asi, G(B, t5)
C Npu,(e,G(A,t1)). Andlogamente mostramos que G(A, t1) C Ny, (€, G(B,t2)).
Lo cual implica que Hqy(H({x},t1), H({y},t2)) < €. Por lo tanto, G es una
funcién continua. Por las propiedades que cumplen G y f y, dado que f es
la composicién de dos funciones continuas, se tiene que f es la homotopia

deseada. Asi, 2% es contraible.

Q.E.D.
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2.7.14 Lema. Sean X un continuo hereditariamente indescomponible y p :
C(X) — [0,1] una funcién de Whitney para C (X). Entonces, dada t € [0, 1],
{A:Aep Y (t)} es una particion de X.

Demostracion. Sea t € [0,1]. Observemos que ningin elemento de la co-
leccion {A: A € u!(t)} es vacio. Mostraremos que dados By C' € {A :
Aepu'(t)}, entonces BNC = (). Sean By C € {A: Aep ()}, con
B # C, y supongamos que BNC # (). Esto implica que BUC' es un subcon-
tinuo descomponible de X. Lo que contradice que X sea hereditariamente
indescomponible. Probaremos ahora que X = [J{A: A e pu ()} Clara-
mente | J{A: A€ p'(t)} C X. Sea x € X. Como X es hereditariamente
indescomponible, por el Teorema 2.7.12; existe un unico arco de orden « de
{z} a X en C (X). Dada la conexidad de « y la continuidad de f, se tiene
que a N p~t(t) # 0. Sea A € an u~'(t). Como a es un arco de orden, se
tiene que z € A. Lo cual implica que = € |J{A : A € u=*(¢)}. Por lo tanto,
{A: A€ pu'(t)} es una particién de X.

Q.E.D.

2.7.15 Teorema. Si X es un continuo hereditariamente indescomponible,

entonces 2% y C (X) son contraibles.

Demostracién. Por el teorema 2.7.13 basta mostrar que Fj(X) es con-
traible en C'(X). Sea u : C(X) — [0,1] una funcién de Whitney para
C(X). Consideremos ({z},t) € Fi(X) x [0,1]. Por el Lema 1.3.7, existe
un arco de orden a en C(X) de {z} a X. Ademéds, como X es hereditaria-
mente indescomponible, por el Teorema 2.7.12, dicho arco « es tinico. Como
p es una funcién continua, existe A,; € p~'(t) tal que x € A,,. Por la
Proposicién 2.7.10, A, es tnico. Definimos h : F;(X) x [0,1] — C(X) co-
mo h({z},t) = A,:. Notemos que, para cada {z} € Fi(X), se cumple que
h({z},0) = {z} y h({z},1) = X. Para demostrar que h es la homotopia
deseada, debemos probar que es continua. Sea {({z,},t,)} ., una suce-

sion en Fi(X) x [0,1] que converge a ({x},t). Por el Lema 1.1.30, basta

o0
n=1

probar que existe una subsucesién {h({z,,},tn, )}, de {h({z,},t,)}
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que converge a h({z},t). Como C (X) es compacto, existe una subsuce-
sion {h({zn, },tn) ooy de {h({zn},t0)}—, que converge a B € C(X). Co-
mo z,, € h({z,,},t, ), para cada k € IN, x € B. Ademds, se tiene que
p(h({xn, },tn,) = tn,, para cada k € IN. Dado que, i es continua y, por
el Lema 2.7.14, u(B) = t. Entonces h({z},t) = B. Asi, h es una funcién

continua. Por tanto, C(X) es contraible.
Q.E.D.

2.7.16 Corolario. Si X es un continuo hereditariamente indescomponible,

entonces C' (X)) tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracién. Sea X un continuo hereditariamente indescomponible. Por
el Teorema 2.7.12, C'(X) es Gnicamente arcoconexo. Por el Teorema 2.7.15,
C(X) es contraible. Asi, C'(X) cumple las hipétesis del Teorema de Young
(Teorema 2.7.4). Por lo tanto, C' (X) tiene la propiedad del punto fijo.

Q.E.D.
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Capitulo 3

Hiperespacios sin la Propiedad
del Punto Fijo.

En 1952, B. Knaster en [9], plantea la siguiente pregunta: ;Si X es un con-
tinuo con la propiedad del punto fijo, entonces C' (X)) tiene la propiedad del
punto fijo? Hasta ese momento, todos los ejemplos conocidos daban respues-
ta afirmativa a dicha pregunta. A partir de la respuesta parcial de Segal
(Teorema 2.3.16) vista en el capitulo anterior, se desaté un gran interés en

la respuesta de esta pregunta.

En este capitulo mostraremos que la respuesta a la pregunta de Knaster
es negativa. Mencionaremos los resultados obtenidos por R. J. Knill en 1967
[18], asi como las observaciones hechas por J. T. Rogers, Jr. en 1972 [33].
Ese mismo ano, S. B. Nadler, Jr. y J. T. Rogers, Jr. en [32], dan la respuesta

negativa a esta pregunta. Mostraremos un bosquejo de su demostracion.

3.1. Un primer ejemplo.

Comenzaremos con un ejemplo de un continuo tal que, uno de sus hiperes-

pacios no tiene la propiedad del punto fijo.
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Figura 3.1: La relacion R.

3.1.1 Ejemplo. Si X = St entonces Fo(X) = { A € 2% : A tiene a lo més
dos puntos} es homeomorfo a una banda de Mdbius. Sea A € Fy(X). Note-
mos que si A tiene exdctamente dos puntos éstos podrian ser antipodas. En
caso contrario sean [(A) la longitud del arco més pequefio que contiene a
Ay M(A) el punto medio de dicho arco. En caso de que A contenga pun-
tos antipodas, observemos que existen dos arcos A; y Ay de igual longitud
cuyos extremos son los puntos de A. Llamemos [(A) la longitud de A; y A,
y consideremos M (A;) y M(As3) los puntos medios de tales arcos. Tomemos
la siguiente relacién R : F5(X) — R? definida como R(A) = (1 — %)M(A)
Observemos que R no es una funcién, dado que si A consiste de dos puntos
antipodos entonces A tiene dos imagenes. Ademads, observemos que Im(R) =
{(a,b) e R?: J <|(a,b)|| <1} donde ||| es la norma en R* (Figura 3.1).
Consideremos la siguiente relacién de equivalencia en I'm(R): dados (z,y)
y (2, y') decimos que (z,y) ~ (2,¢)siz =2' yy =y osi|[[(z,y)]| =1
entonces (z,y) ~ (—z,—y). Con esta relaciéon de equivalencia los puntos

antipodas quedan relacionados.

Consideremos todos los puntos con segunda coordenada 0 en I'm(R). Si su
primer coordenada es positiva, les asociaremos una flecha b (1 Figura 3.2). Si
su primer coordenada es negativa, les asociaremos una flecha a (1 Figura 3.2).
A los puntos de la circunferencia interior de I'm(R) les asociaremos una flecha

¢ (1 Figura 3.2) en sentido contrario de las manecillas del reloj. Observemos
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Figura 3.2: Pasos para construir la Banda de Mo6bius.
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que las imégenes de los conjuntos que contienen puntos antipodos son los
que hemos asociado con las flechas c. Identificando estos puntos tendremos
ya un modelo para F5(S'). Si hacemos un corte por la flecha a y la flecha
b, obtendremos el dibujo 2 de la Figura 3.2. Ahora identificando los puntos
antipodas obtendremos el dibujo 3 de la Figura 3.2. Por dltimo identifiquemos
las flechas a y b (4 Figura 3.2). El resultado de dicha identificacién es una
banda de Mobius. Asi tenemos un modelo para F»(X). La banda de Mébius
no tiene la propiedad del punto fijo, asi F5(S') no tiene la propiedad del

punto fijo. Observemos que S* no tiene la propiedad del punto fijo tampoco.

3.2. Un cono sin la propiedad del punto fijo.

El primer ejemplo de un continuo cuyo cono no tiene la propiedad del
punto fijo fue dado por S. Kinoshita [17] en 1953. El Ejemplo que mostramos
fue presentado en [18] por R. J. Knill en 1967, con modificaciones hechas por
R H Bing en 1969 [1].

Como veremos a continuacién, la construccion de la funcién no es senci-
lla. Ademas de ser construida en pasos, nos auxiliaremos de una funcién, en

principio, discontinua.

3.2.1 Definicién. Sea X un espacio métrico. Sea ~ la relacién de equiva-
lencia en X x [0, 1] determinanda por (x,t) ~ (y,s) si y sélo si (z,t) = (y, s)
o s =t = 1. Definimos el Cono Topoldgico sobre X, denotado por Cono(X),
como el espacio cociente (X x [0,1])/ ~. Al punto X x {1} lo llamamos el
vértice de Cono(X) y al conjunto de puntos X x {0} lo llamamos la base de

Cono(X).

3.2.2 Definicion. Sea X un espacio métrico y compacto. Por el Teorema
2.2.5, podemos considerar a X encajado en el Cubo de Hilbert Q. Sea v €
Q x [0,1] tal que v = ({x,}22,,1) donde x,, = 0 para toda n € IN. Definimos

el Cono Geométrico sobre X, denotado por G(X), como:

GX)={t-v+[1—-t]-z:2e€Xy0<t<1}
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Figura 3.3: La espiral a la circunferencia.

Al punto v lo llamamos el vértice de G(X) y al subconjunto X x {0} lo

llamamos la base de G(X).

3.2.3 Teorema. Si X es un espacio métrico y compacto, entonces Cono(X)

y G(X) son homeomorfos.

Demostracion. Consideremos f : X x [0,1] — G(X) dada por f(x,t) =
tv+(1—t)z. Observemos que f estd bien definida, es una funcién continua y es
suprayectiva. Dado que G(X) es métrico y X es compacto, por el Teorema
1.1.50, X/Gy es homeomorfo a G(X). Ademds, observemos que f(z,t) =
f(@' ) siy sélamente si (z,t) = (2/,t') o t = t' = 1. Esto implica que la
particién generada por f es la misma que la asociada a Cono(X). Por tanto,
Cono(X) es homeomorfo a G(X).

Q.E.D.

3.2.4 Definicién. Definimos la espiral a la circunferencia (Figura 3.3) como

X =S5"UAdonde A= {(r,0) e R*:r =1+ 5,0 > 0}.

1+6°
Observemos que este continuo no tiene la propiedad del punto fijo. Este
hecho se da porque la circunferencia interior es un retracto de X. Conside-

remos la proyeccién radial r : X — S* dada por r(x) = ﬁ Notemos que r
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estd bien definida y es continua. Ademads, r(s) = s para toda s € S*. Asf ve-
mos que S! es un retracto de X. Dado que S! no tiene la propiedad del punto

fijo, por el Teorema 1.4.5, entonces X no la tiene.

Ahora definiremos la funcién sin puntos fijos en el cono sobre la espiral a

la circunferencia.

3.2.5 Teorema. Si X es la espiral a la circunferencia, entonces Cono(X)

no tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Por el Teorema 3.2.3, podemos trabajar con el cono ge-
ométrico. Consideremos a X encajado en R? en coordenadas cilindricas de

la siguiente forma:
St={(r,0,2) :r=2=1};
A= {(r,&,z):z:lﬂ“:l—i—ﬁ@,ﬁZO}.

Tomemos al vertice del cono, v, como v = (0,0,0). Sea so = (2,0,1),
el punto extremo de la espiral. Denotamos al segmento de recta de v a sg
como U8g. Denotamos por L., a todos los puntos de C'ono(X) con la misma
coordenada zg. A L., lo llamamos el zp-nivel del Cono(X). Al conjunto de
los puntos del cono entre las coordenadas zg y z1, con zy < z1, lo llamaremos
un bloque del Cono(X) y lo denotaremos por B, .

Definimos primero una funcién fg : Cono(S) — Cono(S') Uvs; como

sigue:
(1 —32) - s, si 0<2<4;
fs1(r,0,2) = (Bz2—1,0+2z—%32—1), si <2< 3
(=32+3,0+2z—3,-32+3), si 2<z<L

Esta funcién actia geométricamente de la siguiente forma:

fs1(v) = so, fsr(Ly) = {v}, fsr(L2) = Ly, fsr(By ) = Cono(SY).

1
3
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Ademés, la imagen del bloque fg (Bo%) = v35. Observemos también que,

el bloque B 13, bajo fs1, gira en el senfido de las manecillas del reloj. El
bloque B%l, bajo fq1, rota en el sentido contrario a las manecillas del reloj.
Finalmente, esta funcién no tiene puntos fijos. Los lugares donde la primera
y la tercera coordenadas coinciden son en z = i yenz = %. En estos puntos
siempre hay una rotacién. Notemos también que fg1 es continua por pedazos
y que en z = % y z= % estd bien definida. Por tanto fs1 es continua.

Ahora definiremos una funcién del Cono(A) en el Cono(A). Hemos con-
siderado al C'ono(X) en coordenadas cilindricas. Entonces r = Z(l—i—ﬁlg) para
toda (1,0, z) € Cono(X). Definimos Rcomo R = {(0,2) e R?: 0 >0y 0< 2

< 1}. Sea a: R — R* U {0} dada por:

0 i 0
alf, z) = { ’ o )
3

méx{0,9+z—%}, si

z

i

IA N
IA A

z

Esta funcién, nos dara la coordenada 6 de la funcién que definiremos
sobre el Cono(X). Esta es una funcién continua salvo en el conjunto H =
{(0,3):0> %} Observamos este hecho haciendo aproximaciones verticales
a un punto en H. Sin embargo, esto no afectara la funcién que deseamos
construir sobre el Cono(A), lo cual explicaremos posteriormente.

Sea T' C R el tridngulo con vértices en (0,0), (0,%) y (3, 5). Ahora defi-
nimos (3 : R — [0, 1] como:

(—=3z+1), si (0,2) e R\T y0<z<4;
50, 2) = (3z—1), S% (0,z)ER\Ty%2§Z§%;
(—=32+3), si (0,2) e R\T y;<z<1;
3max{|0 — %[,z — %[}, si (0,2) € T.

La funcién g serd la funcién coordenada z en la funcién sobre el Cono(X).

Esta funcién es continua. Sean D el tridngulo con vértices en (0, ), (0,2)
11 1

y (3,3), v £ el tridngulo con vértices en (0,0), (0, 3) y (0, %) En las rectas
horizontales dentro de E, 3(0,z) = 1—360, dado que § < z < % En las rectas

horizontales en T\ E (es decir z = zy > %), # cambia continuamente su

férmula en los puntos (zg, 6p), donde 6y = —zo—i—%. Cambia de 3(0, zp) = 1—30
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sif < 6yaB(0,2) = 32— 1si6 > 6. Notemos que 3 coincide con la primer
y tercer coordenada de fg1 salvo en el interior de D U E.

Definimos fr : R — R como fg(0,z2) = («(,2),5(0,2)). Esta funcién
no tiene puntos fijos en R. Observamos que los puntos donde # permanece
fijo bajo a son de la forma (0,z) con 0 < z < % y los puntos de la forma
(0,2) para toda 6. Notemos que si 0 < z < 2 entonces (0,2z) € T. Asi,
B3(0,z) =3 ‘O — %’ = 1. Para cada 6, (6, %) = 1. Esto implica que en estos
puntos los valores z cambian a 1 bajo 3. Asi, fg no tiene puntos fijos. Ademas,
fr es continua en R\ H y, también, se tiene que:

lim 0,z)=(0,1).
o, fr(0:2) = (0.1)

Notemos que estas coordenadas corresponden a la segunda y tercera co-
ordenadas de fs1(v) = (2,0,1).

Sea ¢ : R — Cono(A) definida como ¢(6,z) = (2(1 + 115),0, 2). Esta
funcién es suprayectiva. Asi que tiene inversa por la derecha. Llamemos a
dicha inversa 1. Definimos g, : Cono(A) — Cono(A) como gy = o frot). Sea
M = {(r,0,3) € Cono(A) : § > 3 }. Observemos que H = (M) (recordemos
que H es el conjunto donde fr es discontinua). Como fr(H) = {(0,0)}
y ©(0,0) = v se tiene que gx(M) = {v}. Con esto hemos eliminado las
discontinuidades de « en la funcién en el Cono(X).

Veamos ahora que g no tiene puntos fijos. Sea B = {(#,z) € R: z = 0}.
Notemos que ¢ : R\ B — Cono(A)\ {v} manda a los puntos de coordenadas
(z,6p), con By # 0, al correspondiente nivel L,. Adem&s, ¢ manda linealmente
al conjunto {(z,0) : 0 < z < 1} a v3,. Asi obtenemos que ¢ : R\ B —
Cono(A)\ {v} es un homeomorfismo. Ademas, ¢(B) = {v}. Dado que fr no
tiene puntos fijos, entonces ¢ no tiene puntos fijos en Cono(A) \ {v}. Como

fr(B) = (0,1) tenemos que:

g/\(v) =po fR(w('U)) = <p(0, 1) = (2707 1) = 50-

Por tanto, gx no tiene puntos fijos.
Definimos ahora F': Cono(X) — Cono(X) como:
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Figura 3.4: Cono sobre la espiral a la circunferencia.

F(z) :{ fsi (), s? z € Cono(S');
gA(x), S1 T € COTLO(A).

La funcién F es continua. Notemos que ¢(T') N Cono(S*') = {v}. Esta
observacién es importante dado que ¢(7T) es compacto y los puntos donde «
y (8 no coinciden con las coordenadas de fq1 estan en T'. Asi, gy es continua.

Dado que fs1 v ga no tienen puntos fijos, F' no tiene puntos fijos.

Q.E.D.

Asi, tenemos un ejemplo de un continuo X que no tiene la propiedad del
punto fijo tal que, Cono(X) tampoco la tiene. Este resultado nos serd 1til

en la siguiente seccidn.

3.3. El ejemplo de Nadler y Rogers.

En esta seccién expondremos los resultados obtenidos por J. T. Rogers,
Jr. en 1972 [33]. Rogers da el primer ejemplo de un continuo X tal que C' (X)

no tiene la propiedad del punto fijo. Esto lo hace utilizando el Teorema 3.2.5
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y definiendo un homeomorfismo entre C' (X) y Cono(X) cuando X es la es-
piral que converge a la circunferencia. Ese mismo ano S. B. Nadler, Jr. y J.
T. Rogers, Jr., en [32], demuestran que si X es la espiral que converge al
disco unitario, entonces su C' (X) no tiene la propiedad del punto fijo. Esto,
construyendo una retraccion al hiperespacio de subcontinuos de la espiral
que converge a la circunferencia. Este resultado muestra la utilidad del Teo-
rema 1.4.5, que apesar de su sencillez, es la herramienta fundamental de la

demostracion.

3.3.1 Teorema. Si X es la espiral que converge a la circunferencia dada por

X = SYUA donde A = {(r,0) EIRQ:rzl—i—ﬁ,QZO}. Entonces C'(X)

es homeomorfo a Cono(X).

Demostracién. Consideremos a X encajado en R% Para realizar esta de-

mostracion introducimos la siguiente notacién:
= [(A) denota la longitud de arco, para todo arco A en X.

» Sean vy y € X tales que z # y. Si x y y € S, 2y denota el arco de
x a y que va en el sentido contrario de las manecillas del reloj. Si z y

y € A, zy denota al tinico arco de z a y.

» Para cada € A, #S* denota al subcontinuo de X irreducible de z a

St

» Sear: X — S! dada por r(z) = 7a7» la proyeccion radial.

s Para cada © € A, sea xy, el punto mas cercano a x en A tal que

r(xze,) = St

Sea V, el segmento de recta vertical en R? de (z,0) a (z, l[(xz2,)). Notemos
que [(zxq,) > 27 para cadax € A. Sea Y = (U {V, : € A})U(S' x [0, 27]).
Observemos que Y es homeomorfo a X x [0,27]. Para cada = € S, sea
A, = {zy:y € S'}. Sea o, : A, — {x} x [0,27) definida como a,(zy) =
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(z,1(xy)) para cada zy € A,. Ahora definimos o : C(S*)\{S'} — S*x [0, 27)
como «a(zy) = a,(ry) para toda zy € C(S') \ {S'}. Esta funcién es un ho-
meomorfismo entre C(S') \ {S'} y S! x [0,27). Para cada z € A, sean
Bl = {zy:y €xxa} y B: = {zy:y € xas,S' N A} U {£S'}. Observemos
que Bl y B2 son arcos en C'(X) tales que B. N B2 = {xx,,}. Para cada
x € A, definimos los subarcos de V,,, V.l y V.2, como V! = {z} x[0,27] y V2 =

x

{z} x [27,l(zxa,)]. Para cada x € A, sea . : Bl — V! dada por BL(z,y) =

27 .
(ZL', l(zx2r)

B! y V. Consideremos ahora B' = [ J{BL:z e A} y VI =U{V! : z € A}
Sea 3' : B! — V' el homeomorfismo dado por 3(zy) = BL(zy) para cada
zy € B'. Ahora consideremos B? = | J{B?:z € A} y V? =J{VZ?: 2z € A}
Construiremos un homeomorfismo entre B2 y V2. Para esto, sean ¢; : B> —
A x [1,2] dado por 1 (zy) = (=, %) para cada xy € B? y ¢1(zS') =
(z,2), para cada xS' € B?. Notemos que ¢; es un homeomofismo. Definimos

p2 1 V2 = [1,2) como ga(a,t) = (2, 535 + 1) para cada (a,1) € V2,

P l(xxon)—2m

I(zy)) donde zy € Bl. Esta funcién es un homeomorfismo entre

La cual, también, es un homeomorfismo. Sea 3? : B> — V? dada por % =
@5 topy. Claramente, 32 es el homeomorsfismo entre B2 y V2 que desedbamos.
Observemos, ademds, que ' = 3% en B! N B?, ya que, para cada z € A,

tenemos que:

B (x2r) = @3 (01(22n)) = 03 (2, 1)) = (2,27) y B} (w22r) = By (222r) =
(x,2m).

Finalmente, definimos el homeomorfismo 3 : C(X)\C(S*) — J{V, : x € A}

Ccomao:

ﬁ(A):{ 5:@4), s% AEB;;
B2(A), si A€ B

Ahora definimos f: C(X)\ {S'} = Y \ (S* x {27}) como:

F4) :{ a(A), si AeC(X)\{S'};

B(A), si A€ C(X)\C(SY).
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Notemos que f es una funcién continua.
Consideremos ahora a Z como el espacio cociente Y/(S' x {27}) donde
v es el punto obtenido al identificar S* x {27}. Sea ¢ : Y — Z la siguiente

funcién cociente:

_{ {y}, si yeY\(S'x{2n});
q(y) =

v, si y € St x {2r}.

Observemos que, para cada = (z,0) € A, q(V,) es el segmento de recta
de x = q(x) a q(x,(xx9,)). Definimos h : C(X) — Z como:

go f(A), si A#Sh
h(A):{ v, i A= St

Esta funcién es un homeomorfismo. Ahora, mostraremos que Z es home-
omorfo a G(X). Por el Teorema 3.2.3, tendremos el resultado deseado. Con-
sideremos a G(X') como el cono geométrico sobre X con vértice en (0, 0, 27).
Sea v : A — [m,27) un homeomorfismo. Consideremos cada segmento de
recta vT € G(X) con x € A. Llamemos p, al punto en 7T que se encuentra a
altura y(z). Sea e = (2,0) € A y denotemos por t. a la altura de g(e, l(eear)).
En particular, ¢, > 2m. Sea A : A — (2, t.] un homeomorfismo tal que, para
cada z € A\ {e}, A(z) es estrictamente menor que la tercer coordenada de
q(z,l(zz2,)). Denotemos por z, al punto de ¢(V,,) a altura A(z).

Ahora, describiremos un homeomorfismo g de G(X) a Z. Para cadaz € A,
g manda a zv a Z como sigue: g(z) = x; ¢ manda linealmente al segmento
de recta xp, en el segmento de recta xz, en ¢(V,); g manda al segmento de
recta p,v en una espiral S, que comienza en z, = g(p,) y termina en v y
es asintética a la espiral S, , cuando x = e, g manda a p.v en la espiral S.,.
Hemos descrito un homemomorfismo g : |J{zv : z € A} — Z\q(S* %0, 27)).
Observemos que G(S') = ¢(S* x [0,27]), asi, g : G(S*) — q(S* x [0,27])
es la funcion identidad. De esta forma, describimos un homeomorfismo g de
G(X) a Z. Por tanto, C' (X)) es homeomorfo a Cono(X).

Q.E.D.
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Figura 3.5: La espiral que converge al disco unitario.

3.3.2 Teorema. Si X es la espiral a la circunferencia, se tiene que C (X)

no tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Como el Cono(X) es homeomorfo a C' (X) (Teorema 3.3.1)
y el Cono(X) no tiene la propiedad del punto fijo (Teorema 3.2.5), entonces,
por el Teorema 1.4.4, C'(X) no tiene la propiedad del punto fijo.

Q.E.D.

Observemos que el Ejemplo 3.3.2, no da una respuesta a la pregunta de
Knaster de 1952. Sin embargo, este es el primer ejemplo de un hiperespacio

sin la propiedad del punto fijo.

3.3.3 Definicién. Definimos la espiral que converge al disco unitario (Figura
3.5) definida como X = DUZ donde D = {(z,y) € R? : ||(z,y)|| <1}y Z es
el continuo de la Definicion 3.2.4. Este continuo tiene la propiedad del punto
fijo. [30, Ejercicio 2.7 péag. 27]

3.3.4 Teorema. Si X es la espiral que converge al disco unitario, entonces

C (X) no tiene la propiedad del punto fijo.
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Demostracién. Consideremos a X como un subconjunto de R? con la
topologia heredada por la métrica usual en R? y A como en la Defini-
ciéon 3.2.4. Observemos que para cada A € Clox)(C(X) \ C(D)), AnNZ
es un subcontinuo de Z. Sea f : Clox)(C(X) \ C(D)) — C(Z) defini-
da como f(A) = AN Z. Notemos que f es una funcién y que f(A) = A
para cada A € C(Z). Lo que queremos demostrar es que f es una re-
traccion. Para lograr esto sélo falta ver la continuidad de f. Observemos
que para cada A € Clox)(C(X) \ C(D)), f(A) C A. Ademas, para cada
A€ Clex)(C(X)\ C(D)), f(A) =Ao f(A) = (ANA)US". Geométrica-
mente observamos que, para cualquier punto en z € A, el punto més cercano
a x en D pertenece a S'. Sean A; y Ay € Clox)(C(X) \ C(D)). Si Ay y
Ay € C(Z) entonces Hy(f(A1), f(As)) = Hyg(A1, As). En caso de que A; y
Ay sean tales que f(A;) = (AL NA)USTy f(Ay) = (A2 N A) U S! se tiene
que Hy(f(Ar), f(A2)) < Ha(Ar, As). Si f(A1) = Ary f(A2) = (A2NA)USY,
entonces Hy(f(A1), f(A2)) < Hy(A1, Az). Esto implica que f es continua y,
por lo tanto, es una retraccién de cle(x)(C(X) \ C(D) a C(Z).

Sea F = {A e C(D):S'C A}. Notemos que (C(S*)UF) C CI(C(Y)\
C(D)). Sea k : C(S")UF — C(S") dada por k = f |¢(s1yur. Observemos que
g(A) = f(A) para cada A € C(S') U F. Como C (S') es homeomorfo a una
2-celda podemos extender a k de forma continua a una funcién g : C(D) —
C(S") [19, pag. 339]. Notemos que g es una retracciéon de C' (D) a C' (S?).

Dado que Clex)(C(X) \ C(D)) = (C(X)\ C(D)) U C(S*) UF se tiene
que C(D)NClex)(C(X)\C(D)) = C(S')UF. Definimos r : C(X) — C(Z)
como:

H(A) = { F(A), st A€ Clox)(C(X)\ C(D))
g(A), si AeC(D).

Dado que f es una retraccion de Clox)(C(X) \ C(D)) a C(Z), que g es
continua en C' (D) y que g(C(D)) = C(S') € C(Z) tenemos que r es una
retraccién de C(X) a C(Z). Por el Teorema 1.4.5 y el Corolario 3.3.2, C' (X)
no tiene la propiedad del punto fijo.

Q.E.D.
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Con este resultado concluimos que la respuesta a la pregunta de Knaster

es negativa.
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Capitulo 4
Preguntas Abiertas.

Las siguientes preguntas fueron tomadas de [30] y [31]. Estas preguntas per-

manecen aun sin respuesta. Haremos algunas observaciones a éstas.

4.1. Sobre 2% y C(X).

Las primeras preguntas, quizd, son las mas naturales que podriamos
plantear. A lo largo del trabajo hemos tratado de responder a dichas cues-
tiones. Auin cuando hemos dado algunas respuestas parciales, estas preguntas

no han sido contestadas en su totalidad.

4.1.1 Pregunta. ;Si X es un continuo, cudndo 2% tiene la propiedad del

punto fijo?.

4.1.2 Pregunta. ;51 X es un continuo, cudndo C (X) tiene la propiedad
del punto fijo?.

Hemos notado a lo largo de nuestro estudio, que para continuos como los
hereditariamente indescomponibles y los localmente conexos, su hiperespacio
de subcontinuos tiene la propiedad del punto fijo. Dichos espacios podriamos

colocarlos en una posicién diametralmente opuesta.
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Precisar condiciones necesarias y suficientes para que un continuo X sea
tal que, C (X), o bien 2% tengan la propiedad del punto fijo, es una tarea
dificil. No obstante se ha dado respuesta parcial a esta pregunta en distintos

Casos.

4.1.3 Pregunta. ;Para cualquier continuo X son los siguientes enunciados

equivalentes?

1. 2% tiene la propiedad del punto fijo;

2. C(X) tiene la propiedad del punto fijo.

Notemos que en todos los casos expuestos donde 2% tiene la propiedad
del punto fijo, C'(X) también la tiene. Por el contrario, hemos visto casos
donde C (X)) tiene la propiedad del punto fijo y no se ha determinado si 2%
la tiene. Un contraejemplo a la pregunta 4.1.3 da respuesta afirmativa a la

siguiente pregunta:

4.1.4 Pregunta. ;FEviste un continuo X tal que 2% o C(X) tengan la
propiedad del punto fijo y el otro hiperespacio no la tenga?

A continuacién, expondremos preguntas que tienen que ver con ciertas

clases de continuos.

4.1.5 Definicion. Decimos que un continuo X es tipo drbol, si para cada

€ > 0 existen un arbol 7" y una e-funcién suprayectiva f. : X — T.

4.1.6 Pregunta. ;51 X es un continuo tipo drbol, entonces tiene C (X) la

propiedad del punto fijo?

Notemos que si X es un arbol, entonces C'(X) tiene la propiedad del pun-

to fijo. Por el hecho anterior, intuimos que la respuesta es afirmativa.

La siguiente pregunta esta relacionada con la Seccion 2.6.
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4.1.7 Pregunta. ;Si D es un dendroide, entonces C (D) tiene la propiedad
del punto fijo?.

La demostracion de Teoremas 2.6.6 y 2.6.8 estd basada, principalmente,
en los resultados obtenidos por Fugate en [10] y [11]. Dichos resultados afir-
man la existencia de e-retracciones a arboles cuando X es un dendroide suave
o un abanico. La siguente pregunta, plantea esos hechos para cualquier den-
droide.

4.1.8 Pregunta. Si X es un dendroide entonces jexisten € > 0, un drbol X,

contenido en X y una retraccion r. : X — X, tal que d(r.(z),z) < €?

Si la respuesta es afirmativa, tendriamos una prueba para la pregunta

4.1.7. La cual seria parecida a la de los Teoremas 2.6.6 y 2.6.8.

A continuacién, plantearemos cuestiones exclusivamente referentes a 2%,
cuando X es un continuo que pertenece a una clase en particular de con-
tinuos. Estas, surgen por el hecho de que conocemos que los hiperespacio
C' (X) para estas clases de continuos tienen la propiedad del punto fijo. No

obstante, no se conocen los resultados acerca de 2%.

4.1.9 Pregunta. ;Si X es un continuo tipo arco, entonces tiene 2% la

propiedad del punto fijo?.

4.1.10 Pregunta. ;Si X es un continuo tipo circulo, entonces tiene 2% la

propiedad del punto fijo?.

4.1.11 Pregunta. ;57 X es un continuo hereditariamente indescomponible,

entonces tiene 2% la propiedad del punto fijo?

4.1.12 Pregunta. ;Si X es un dendroide entonces tiene 2% la propiedad del
punto fijo?
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4.1.13 Pregunta. ;51 X es la espiral que converge al disco unitario, en-

tonces tiene 2% la propiedad del punto fijo?

En el Teorema 3.3.4, mostramos que si X es la espiral que converge al
disco entonces C' (X) no tiene la propiedad del punto fijo. S. B. Nadler Jr.

conjetura que la respuesta a la pregunta 4.1.13 es negativa [31, 7.11].

A continuacion presentamos problemas que cuestionan acerca del hiperes-

pacio C' (X)), cuando X es construido a partir de continuos de cierta clase.

4.1.14 Pregunta. ;5i X es el producto cartesiano de continuos tipo circulo,

entonces tiene C' (X) la propiedad del punto fijo?

4.1.15 Pregunta. ;5i X es el producto cartesiano de continuos tipo arco,

entonces tiene C (X) la propiedad del punto fijo?

4.1.16 Pregunta. ;Si X es el cono topologico sobre un continuo tipo arco,

entonces tiene C (X) la propiedad del punto fijo?

4.1.17 Pregunta. ;5i X es el cono topoldgico sobre un continuo tipo circulo,

entonces tiene C (X) la propiedad del punto fijo?

4.1.18 Pregunta. ;5i X es el cono topologico sobre un continuo heredita-

riamente indescomponible, entonces tiene C (X) la propiedad del punto fijo?

4.1.19 Definicién. Sea X un espacio métrico. Definimos la suspensién topo-
légica sobre X, como el espacio cociente obtenido de X x [—1, 1] al identificar

X x {1} y X x {—1} a diferentes puntos.

4.1.20 Pregunta. ;51 X es la suspension topoldgica sobre un continuo tipo

arco, entonces tiene C (X) la propiedad del punto fijo?

4.1.21 Pregunta. ;51 X es la suspension topoldgica sobre un continuo tipo

circulo, entonces tiene C' (X) la propiedad del punto fijo?

4.1.22 Pregunta. ;5i X es la suspension topologica de un continuo heredi-

tariamente indescomponible entonces tiene C' (X)) la propiedad del punto fijo?
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4.2. Sobre F,(X)y C,(X).

En el trabajo, hemos visto algunos casos donde F,(X) tiene la propiedad
del punto fijo, asi como C,,(X). No obstante, existen aun muchos problemas

abiertos para estos hiperespacios.

4.2.1 Pregunta. ;51 X es un continuo tipo arco, entonces tiene F, (X) la

propiedad del punto fijo para n > 37
La respuesta para el caso n = 2 es afirmativa [30, Ejercicio 6.24 péag. 88].

4.2.2 Pregunta. ;51 X es un continuo tipo arco, entonces tiene C,, (X) la

propiedad del punto fijo para n > 27

4.2.3 Pregunta. ;57 X es un continuo tipo circulo con la propiedad del

punto fijo, entonces tiene F, (X) la propiedad del punto fijo?

4.2.4 Pregunta. ;5i X es un continuo tipo circulo con la propiedad del

punto fijo, entonces tiene C,, (X) la propiedad del punto fijo para n > 272.

4.2.5 Pregunta. ;51 X es un continuo hereditariamente indescomponible
con la propiedad del punto fijo, entonces tiene F,, (X) la propiedad del punto
fijo paran > 27

4.2.6 Pregunta. ;51 X es un continuo hereditariamente indescomponible
con la propiedad del punto fijo, entonces tiene C, (X) la propiedad del punto
fijo paran > 27

4.2.7 Pregunta. ;FEriste un continuo X de dimension 1 con la propiedad
del punto fijo tal que F,, (X) no tenga la propiedad del punto fijo para alguna
nelN?

4.2.8 Pregunta. ;Fuxiste un continuo X de dimension 1 con la propiedad
del punto fijo tal que C,, (X) no tenga la propiedad del punto fijo para alguna
nelN?
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4.2.9 Pregunta. ;5i X es un continuo tipo drbol con la propiedad del punto

fijo, entonces tiene F, (X) la propiedad del punto fijo para alguna n € IN?

4.2.10 Pregunta. ;5i X es un continuo tipo drbol con la propiedad del punto
fijo, entonces tiene C,, (X) la propiedad del punto fijo para alguna n € IN?

4.2.11 Pregunta. ;FEziste un continuo X tal que F,(X) tenga la propiedad
del punto fijo para alguna n € N y que F,,(X) no la tenga para alguna m?

En particular, serfa interesante saber:

4.2.12 Pregunta. ;FEziste un continuo X tal que F5(X) tenga la propiedad
del punto fijo pero F5(X) no la tenga?

4.2.13 Pregunta. ;Ezxiste un continuo X tal que C,(X) tenga la propiedad
del punto fijo para alguna n € N y que C,,(X) no la tenga para alguna m?

También seria interesante saber:

4.2.14 Pregunta. ;FEziste un continuo X tal que Co(X) tenga la propiedad
del punto fijo pero C3(X) no la tenga?

En relacién al Lema 1.8.6 y al Corolario 1.8.7 de [24], podemos plantear

la siguiente pregunta.

4.2.15 Pregunta. ;Fuziste una relacion entre la propiedad del punto fijo para

el producto cartesiano X™ y la propiedad del punto fijo para F,(X)?

4.2.16 Pregunta. ;5i X es un continuo tal que C (X) tiene la propiedad
del punto fijo, entonces tiene C,, (X) la propiedad del punto fijo?

La siguiente pregunta plantea que, el hecho de que F,,(X) tenga la propiedad
del punto fijo, sea una condicién necesaria para que C, (X) tenga la propiedad

del punto fijo para un continuo X.

4.2.17 Pregunta. ;51 X es un continuo tal que F, (X) tiene la propiedad
del punto fijo para toda n € IN, entonces tiene C,, (X) la propiedad del punto

fijo?
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Sabemos que la otra implicacién es falsa ya que si X = S, C,,(X) tiene la
propiedad del punto fijo [Teorema 2.2.13], pero F5(X) no tiene la propiedad
del punto fijo (Ejemplo 3.1.1).

4.2.18 Pregunta. ;51 X es un continuo tal que F, (X) tiene la propiedad
del punto fijo para todan € IN, entonces tiene 2% la propiedad del punto fijo?

4.3. Sobre algunos otros hiperespacios.

En esta seccién plantearemos problemas referentes a hiperespacios que no

han sido estudiados en el presente trabajo.

4.3.1 Definicién. Dado un continuo X, definimos Fi(X), como F.(X) =
{A €2¥: Aes finito}. Notemos que Fio(X) = |J Fu(X).
n=1

4.3.2 Pregunta. ;Para algin continuo X, tiene Fo(X) la propiedad del
punto fijo?

4.3.3 Definicidon. Sea X un continuo. Definimos su hiperespacio suspension,
denotado por HS(X) como: HS(X) = C(X)/Fi(X), dotado con la topologia

cociente.

Observemos que HS(X) no es propiamente un hiperespacio. De hecho
hemos construido un nuevo espacio apartir de ciertos hiperespacios. En relacion

a HS(X) tenemos el siguiente teorema.

4.3.4 Teorema. Si X es un continuo tipo arco, entonces su hiperespacio
suspension HS(X) tiene la propiedad del punto fijo [30, Teorema 6.14 pag.
76].

4.3.5 Pregunta. ;Si X es un continuo tipo circulo con la propiedad del
punto fijo, entonces tiene su hiperespacio suspension HS(X) la propiedad

del punto fijo?
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En [7,4.2] F. Corona-Vézquez y R. Escobedo, muestran dos ejemplos que

dan respuesta afirmativa a la Pregunta 4.3.5.

La siguiente pregunta fue contestada de manera negativa en [7]. El ejem-

plo mostrado es la espiral que converge al disco unitario (Definicién 3.3.3).

4.3.6 Pregunta. ;5 X es un continuo con la propiedad del punto fijo,

entonces tiene su hiperespacio suspension HS(X) la propiedad del punto fijo?

4.3.7 Pregunta. ;51 X es un continuo tipo circulo y f : HS(X) — HS(X)
es una funcion homotdpica a la identidad en HS(X), entonces tiene f un

punto fijo?
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