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Resumen

En este trabajo usamos la ecuacién de Boltzmann en redes (EBR) para estudiar
numéricamente flujos con formacién de plumas térmicas. En el capitulo uno de la
presente tesis presentamos la introduccién empezando con una breve descripcién de
la conveccidén. En el capitulo dos presentamos la ecuacién de transporte de Boltz-
mann partiendo de un gas diluido. En las colisiones entre particulas se conserva la
masa, la cantidad de movimiento y la energia. La ecuacién de Boltzmann describe
la tendencia irreversible al equilibrio, caracterizado por la funcién de distribucién de
velocidades de Maxwell-Boltzmann.

En el capitulo tres presentamos la ecuacién de Boltzmann en redes en la apro-
ximacién BGK para el modelo D2Q9 a partir de la discretizacién de la funcién de
distribucién en equilibrio local. En dicha discretizacién usamos las cuadraturas de
Gauss-Hermite para encontrar los pesos respectivos a cada nodo de la red. Pos-
teriormente mostramos como se pueden obtener las ecuaciones de la dindmica de
fluidos a partir de la EBR partiendo de un desarrollo alrededor del equilibrio local y
de un formalismo multiescalas. Terminamos el capitulo con una breve presentacién
de las condiciones a la frontera en el formalismo de la EBR.

En el capitulo cuatro presentamos los resultados de la presente tesis. En la
primera parte de este capitulo se simula un flujo similar al del experimento reportado
por Bénard usando la EBR y se encuentra el valor numérico del Rayleigh critico
predicho por la teoria de la estabilidad lineal. En la segunda parte se simula la
formacién de una pluma térmica con diferentes nimeros de Rayleigh. En la tercera
parte simulamos la formacién de dos plumas térmicas en una cavidad originadas por
dos calefactores colocados a diferente distancia. En el capitulo cinco se exponen las
conclusiones de |la presente tesis.






Capitulo 1

Introduccion

Debido a sus implicaciones econémicas y técnicas en problemas de tipo industrial
y ambiental el estudio de la conveccién ha llegado a ser cada dia mds importante.
La conveccidn es un proceso de transporte de calor y tiene lugar cuando la energia
es transportada de una regién a otra por medio de un flujo de materia en estado
liquido o gaseoso. Este transporte de materia se da entre regiones con diferente tem-
peratura. La transferencia de calor por conveccién se compone de dos mecanismos,
uno difusivo, debido al movimiento de las moléculas y otro debido al movimiento
global del fluido. El caso difusivo domina cerca de la superficie donde la velocidad
del fluido es baja, de hecho, en la interfaz entre la superficie y el fluido, la velocidad
del fluido es cero y el calor se transfiere sélo por este mecanismo. El estudio de la
conveccion esta presente en ingenieria en el disefio eficiente de aletas en torres de
enfriamiento, ventilacién de dispositivos electrénicos, ventilacién de habitaciones,
etc. [1-5] lgualmente aparece en fenémenos naturales tales como el movimiento
de agua en los oceanos y en los movimientos atmosféricos de grandes masas de
aire [6-8]. El objetivo de la presente tesis es abordar el estudio de la formacién de
plumas térmicas por conveccién natural usando la ecuacién de Boltzmann en redes
(EBR).

En esta tesis estudiamos numéricamente el caso de la conveccién natural pa-
ra diferentes geometrias y condiciones, como son el experimento de Bénard para
un fluido confinado entre dos placas horizontales y el comportamiento de una y
dos plumas térmicas. El experimento de Bénard es una de las configuraciones mas
estudiadas tanto experimental como analiticamente. Dicho experimento y sus re-
sultados, propuesto en 1900 [9], consistia en el calentamiento de una fina capa de
fluido donde se observaba la aparicién de una serie de rollos hexagonales que apa-
recian sélo cuando se desarrollaba la conveccién. Posteriormente en 1916, Rayleigh
explicé tedricamente los resultados experimentales de Bénard con una teoria lineal
de las inestabilidades [10]. En este trabajo Rayleigh demostré que la mera existencia



2 Introduccidn

de un gradiente de temperaturas no es suficiente para iniciar la conveccidn natural,
es necesario que el empuje inducido por este gradiente de temperatura supere los
efectos disipativos de la viscosidad y la difusién del calor. La relacién entre estos
efectos se conoce como el nimero de Rayleigh, Ra. La conveccidn se origina cuando
este nimero sobrepasa cierto valor critico, Ra., y depende de las condiciones de
frontera. Para el caso en que ambas superficies son rigidas Ra, = 1707.762. Las
predicciones de la teoria de Rayleigh para la conveccién sélo son vélidas para el caso
en que el nimero de Rayleigh sea cercano al valor critico o bien para los primeros
instantes de la conveccidn.

En nuestras simulaciones consideramos un fluido confinado entre dos superficies
rigidas a diferente temperatura y donde la superficie inferior es calentada a una
temperatura mayor que la de la superficie superior. Para nimeros de Rayleigh abajo
del ndimero de Rayleigh critico tenemos un transporte de energia de tipo conducti-
vo [11,12]. Si el ndmero de Rayleigh es mayor que el nimero de Rayleigh critico el
transporte de energia es de tipo convectivo y puede desarrollarse en régimen laminar,
de transicién o turbulento.

Las plumas térmicas aparecen cuando un flujo de calor es aplicado en una regién
localizada de un fluido y estan caracterizadas por una capa limite en la vecindad de
la fuente térmica, un gorro que se forma como un frente de propagacién ascendente
y un tallo conectdndolos.

En el estudio numérico de las plumas térmicas consideramos primero el caso
de una séla pluma y posteriormente el caso de dos plumas colocadas a diferentes
distancias dentro de la misma cavidad. Asimismo comparamos los resultados de
nuestras simulaciones con los resultados experimentales de Moses y Kaminski [13,14]
y numéricos de Ichimiya [15].

En el capitulo 2 deducimos la ecuacién de transporte de Boltzmann partiendo de
un gas diluido. Las colisiones son las responsables de que el gas llegue a un estado
de equilibrio y en ellas se conserva la masa, la cantidad de movimiento y la energia.
Posteriormente encontramos la funcién de distribucién cuando el gas alcanza su
equilibrio, conocida como la funcién de distribucién de Maxwell-Boltzmann [16].

En el capitulo 3 estudiamos el método de la ecuacién de Boltzmann en redes
para estudiar numéricamente flujos con formacién de plumas térmicas. El modelo
empleado es el D2Q9. En dicho modelo tenemos nueve velocidades en un espacio
bidimensional y corresponde al modelo de un flujo en dos dimensiones. Establecemos
la ecuacién de evolucién para cada nodo de la red considerando la aproximacién de
Bhatnagar, Gross y Krook [17] para la funcién de colisién y la aproximacién a
nimeros de Mach bajos [18] de la funcidn de distribucién de equilibrio local, por
lo que tenemos un fluido confinado donde la velocidad de traslacién es cero. En la
discretizacién de la funcién de equilibrio local usamos las cuadraturas de Gausss-
Hermite [19] para encontrar los pesos respectivos a las nueve direcciones asociadas
a cada nodo de la red. Posteriormente mostramos como se pueden obtener las
ecuaciones de la dindmica de fluidos a partir de la EBR partiendo de un desarrollo
alrededor del equilibrio local y de un formalismo multiescalas. Terminamos el capitulo
con una breve presentacién de las condiciones a la frontera en la EBR.

En el capitulo 4 hacemos simulaciones numéricas para encontrar el nimero de
Rayleigh critico y estudiamos el comportamiento de una y dos plumas térmicas. Los



resultados obtenidos numéricamente muestran que el comportamiento de una pluma
térmica tiene una fase de aceleracidn seguida por una fase de velocidad constante.
En el caso de dos plumas éstas evolucionan de forma separada o forman una sola
pluma dependiendo de la distancia de la fuente de calor que hay entre ellas. En el
capitulo 5 presentamos las conclusiones de la presente tesis sefialando que la EBR
es un método numérico con el cual podemos estudiar la conveccién natural en una
cavidad donde hay formacién de plumas térmicas.



Introduccion




Capitulo 2

La Ecuacion de Transporte de
Boltzmann

2.1. Introduccidén

En este capitulo presentamos la ecuacién de transporte de Boltzmann. La ecua-
cién de transporte de Boltzmann describe el comportamiento irreversible de un gas
diluido cldsico. Boltzmann supuso que el gas estd formado por particulas que chocan
conservando masa, cantidad de movimiento y energia y que son las colisiones las
que llevan al gas a un estado de equilibrio. Por tratarse de un gas diluido, Boltzmann
supuso que sélo ocurren colisiones binarias.

2.2. La Funcién de Distribucion de Velocidades

En esta seccién consideramos un gas formado por N particulas, cada una con
masa m, localizadas en el espacio en un volumen V. Dichas particulas corresponden
al modelo fisico de un gas monoatémico. En este modelo el estado del gas a un
tiempo  estd dado por las posiciones r y velocidades v de todas las particulas y
podemos representar a dicho estado como un conjunto de N puntos en un espacio
de seis dimensiones, tres de ellas correspondiendo a la posicién y las otras tres a
la velocidad. Dicho espacio lo conocemos como espacio i y lo representamos en
el plano con un dibujo, con el eje horizontal etiquetado por r y el eje vertical por
v, como podemos ver en la figura 2.1. En dicha figura podemos observar que las
particulas, a un tiempo ¢, estan representadas por puntos, encontrandose algunas
de ellas dentro del elemento de volumen d°rd®v. La ecuacién de transporte de
Boltzmann describe como cambia la funcién de distribucién de velocidades f. Esta
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la definimos como

f(r,v,H)d*rd>»> = namero promedio de particulas que al tiempo t estan loca-
lizadas en un elemento de volumen d°r alrededor de r con

velocidades en un elemento de volumen d°v alrededor de v.

En ausencia de colisiones una particula al tiempo ¢, con coordenadas (r, v), tendrd las
coordenadas (r + vot, v + (F/m)ot) al tiempo t + Ot, donde F es una fuerza externa
actuando sobre la particula. Las fronteras del elemento de volumen d®rd®v también
se mueven de la misma manera y definen un nuevo elemento de volumen d%d%v’
al tiempo t + 6t, por lo que

f(r,v, Hdrd®v = f(r + vot, v+ 561‘, t+ond*r d’v’, (2.1)

que establece la conservacién de particulas. Podemos demostrar [16] que
dPrd®v = & &0’ + O(61%), (2.2)

ya que si escogiéramos un elemento de volumen d3rdv al tiempo t, el drea de
cualquier proyeccién de este cubo, digamos dxdv,, no cambia al tiempo t y al
tiempo t + 6t, correspondiéndole un rectangulo al elemento dxdv, y como un rombo
al elemento que resulta al tiempo t + 6t. Podemos observar dicha proyeccién en la
figura 2.2, por lo que, a primer orden en 6t, los dos elementos tienen la misma area.
Entonces

f(r,v, t) = f(r+vét,v+ %6t,t+6t). (2.3)

Cuando consideramos colisiones entre particulas esta ecuacién ya no es vélida y
proponemos que
of

F
f(r+vot, v+ E(St,t +6t) — f(r,v, 1) = (E)wz Ot, (2.4)

. o ., (D . . P
que define al término de colisién (E) ’ Si expandemos en serie de Taylor el término
Cco

g

del lado izquierdo de la ecuacién (2.4) a primer orden en 6t, obtenemos

of
th(r, vV, t) = (E)Col . (25)
donde 5 F
Dt:§+V'Vr+E'Vv, (26)
con

d d d d J 4
vI’ - (%/ a_y/ E)/ vV - (a_vx/ a_vy/ a_vz)
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v
d3v I . °l. °
° | |
° | | °
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| o |
i | |
| | °
| |
| |
1 r
d3r

Figura 2.1: Representacidn en el plano del espacio u, de dimensidn seis, para molécu-
las monoatdmicas.

2.3. Colisiones Binarias

Para obtener una férmula explicita para el término de colisién, dado por la ecua-
cién (2.5), es necesario estudiar con detalle las colisiones entre las particulas. En
nuestro modelo tenemos un gas formado por particulas de igual masa que esta su-
ficientemente diluido para que sélo ocurran colisiones binarias entre ellas. En las
colisiones se conserva la masa, la cantidad de movimiento y la energia. La conser-
vacién de la cantidad de movimiento es

VitV =V +V), (2.7)

donde v; y vz son las velocidades antes del choque, y v}, v} son las velocidades

después del choque. Esta colisién estd representada en la figura 2.3. La conservacién
de la energia es

2,2 _ 2, 0
vy + U5 =0 + 0y, (2.8)

donde v1, vy, vi,v’z son las magnitudes de vy, vy, vi,v’z, respectivamente.

En el estudio de las colisiones entre las particulas es necesario introducir como
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Vg
t+ ot
dv, I_ __________ g
1T -7~ I
| |
| |
| |
| |
1ot I
dv, I I
I L
Lo b
| | | |
T—1 T—1 z
dx dx

Figura 2.2: Deformacién del elemento de volumen durante la evolucién en el tiempo.
variables la velocidad del centro de masa V, definido por
1
V = E(Vl + Vz), (29)
y la velocidad relativa u definida por
u=v;—vj. (2.10)

Con variables V' y ’, definidas similarmente, podemos escribir la ecuacién (2.7),
haciendo uso de la ecuacién (2.9), en la forma

@V —vo) + vy = (2V' = vj) + v} (2.11)

lo que nos lleva a que
vV=V. (2.12)

Si ahora partimos de la ecuacién (2.7) y elevamos al cuadrado, obtenemos

2 2 _ .2 ’ / 7”2
U] +2v cvp + 05 =0 +2v) V) + 07, (2.13)
haciendo uso de la ecuacién (2.8), para la conservacién de la energia, escribimos la
ecuacién (2.13) como
7 ’
Vi-V2 = V]V (2.14)
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Vi

Vv, Vo

Figura 2.3: Colisién Binaria donde dos esferas duras con velocidad v; y la otra con
velocidad vy, se aproximan antes de chocar una contra la otra. Las dos esferas salen
rebotadas de la colisién con velocidades v} y v/, respectivamente.

Elevando al cuadrado la ecuacién (2.10), escribimos

u? = v% —2vy-vo + U%, (2.15)
y para u’

w2 =v? - 2v] - v + 0. (2.16)
Haciendo uso de la ecuacién (2.14), se sigue que

2 _ .2 ’ ’ 72
u” =0 =2V -v) + 05, (2.17)

por lo que
u=u'. (2.18)

Tomando el centro de masa como sistema de referencia y el plano donde ocurre
la colisién como el plano x — y, la colisién se ve como mostramos en la figura 2.4.
Hay que hacer notar, por otro lado, que el movimiento de las dos particulas es
simétrico. El pardmetro de impacto b queda definido en la figura, asi como el vector
de colisidn k, que es un vector unitario en la direccidn de la recta que va del origen de
coordenadas al punto de mayor acercamiento entre las particulas. De los principios
de conservacién de masa, cantidad de movimiento y energia, y la especificacién
del vector de colisién k podemos determinar completamente las velocidades de las
particulas después del choque. De la figura 2.5 vemos que u’ —u estd en la direccién
de k. Para obtener su magnitud hay que multiplicarlo por un vector unitario y en
la misma direccidn, por lo que al desarrollar la multiplicacién y usando el hecho de
que #’ = u, dado por la ecuacién (2.18), obtenemos
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) s \

Figura 2.4: El choque de dos particulas en el sistema de referencia del centro de
masa mostrando el pardmetro de impacto b y el vector de colisién k. El vector de
colisién determina los angulos a y B.

(uW-u)-k = u-k—u-k (2.19)
= u'cos(g)—ucos(a+§)
= =2 (u Ccos '[g)
= —2 (u . k), (220)
pero
(W —u)-k=u —u (2.21)
y

u —u=|u —ulk, (2.22)
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Figura 2.5: Angulos que forman los vectores y que son utilizados para la descripcién
del choque entre dos particulas.

por lo que, usando la ecuacién (2.19), vemos que

uv—-—u=-2(-k)k. (2.23)
Escribiendo a vi, como
, vi + vé v’2 - vi
"1:( 2 )_( 2 ) (224)

tenemos, al despejar el valor de u’ en la ecuacién (2.23) y sustituirlo en la ecuacidn
(2.24), que

Vi = (Vi ;Vlz)— %(U—Z(U‘k)k) (2.25)
- %(w Fuz = (v2 — v1)) + (u- Kk
= vi+(u-kk
= v+ [(V2 - V1) . k]k (226)

Andlogamente, encontramos para v, que
v, = vy — [(v2 —v1) - k]k. (2.27)

Como una simplificacién de lo que sigue, denotaremos la colisién directa entre
dos particulas como {v{, vy} — {"ir"/z} con vector de colisién k y la colisién inversa
como {—v}, —v3} — {v{,v]'} donde la colisién ocurre con el mismo vector de colisién
k y la colisidn restitutiva como aquella en que las velocidades iniciales son v} y v} y
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las velocidades finales v{" y v}’ y la colisién ocurre con el vector de colisién —k. Es-
tas colisiones se muestran esquematicamente en las figuras 2.6 y 2.7. Mostraremos
como, en la colisién inversa, las velocidades finales son —v; y —v, y en la colisidn

restitutiva son vy y vs.

\ Y u'/2
\ 7/
\ -u'/2
\
\
k
colision directa
u/2
)2 0 .
colision inversa \
\
\
\
\
\
\
\
\

Figura 2.6: La colisién directa y colisién inversa. Por simplicidad no se muestra el
parametro de impacto b.

Para la colisién inversa, {—v, —vj} — {v{, v},
VY = —vj + [(~v5 — (~v)) - Kk, (2.28)

por lo que sustituyendo el valor de v| encontrado en la colisién directa
v = —[vi + [(v2 = v1) - KIK] + [(=v5 = (=v}) - kK. (2.29)
Al desarrollar la expresién anterior llegamos a que
v = —v. (2.30)

De la misma manera
" o_
vy = —vy. (2.31)
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\
\
\
\
\
k
colision directa
u/2
b T
// u/2
/ colisién restitutiva
/ N
/ \
/b \
/ \
! L \

Figura 2.7: Colisién binaria donde mostramos la colisién directa y la colisién resti-
tutiva.

Concluimos que, en la colisién inversa, {—v], —v}} — {—v1, —va}, como mostramos

en la figura 2.6.
Para la colisién restitutiva, {v/,v.} — {v//,vZ}, con vector de colisién —k, tene-
17 V2 17V2
mos de la ecuacién (2.26)

vl = vy + [(v2 = vq) - kk, (2.32)
v = vi+[(vy—v)) - (—k)](-k) (2.33)
= v+ [(v2 - va) Kk + [ V) - (~R)I(-K)
= v+ [(v2—wv1) k]k —[(v2 —v1) - k]k, (2.34)
por lo que al desarrollar y cancelar términos, obtenemos
v =w; (2.35)

y, procediendo de manera semejante a como hicimos para v{’, tenemos para v} que
"

vy =y, (2.36)

por consiguiente podemos, como antes, escribir la colisién restitutiva, {vj,v)} —

{v{,v}}, como {v],vj} — {v1, v}, como mostramos en la figura 2.7.
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2.4. Seccion Diferencial de Choque

Para continuar con nuestro objetivo de encontrar una expresién para el término
de colisién, dado por la ecuacién (2.5), es necesario conocer ahora como se disper-
sa una particula cuando colisiona con otra. Esto es equivalente a considerar una
particula que interacciona con un centro de fuerzas fijo representado en la figura
2.8 por O. Esta particula se acerca a O con velocidad u y pardmetro de impacto b.
Puesto que el choque es simétrico y por consiguiente 1’ = u, es suficiente considerar
una sola de las particulas que intervienen en el choque, por lo que el estado final,
después del choque, estd especificado por los dngulos 0 y ¢, donde O es el dngulo
entre u’ y el eje z, y ¢ es el dngulo azimutal de u’, como podemos observar de
la figura 2.8. Es conveniente pensar en esta clase de colisiones imaginando que un
haz de particulas, de velocidad inicial u, propagandose en el espacio en direccién
paralela al eje z, estd incidiendo sobre el centro de fuerzas O. Definimos el flujo
incidente 7 como el nimero de particulas, en el haz incidente, que cruzan un drea
unitaria normal al haz por unidad de tiempo. La seccién diferencial de choque d(Q2)
es definida entonces como

T0(QQ)dQ) = numero de particulas dispersadas por unidad de tiempo en una

direccién contenidas en un elemento de dngulo sélido dQ,
alrededor del dangulo sélido Q).

De la figura 2.8, podemos ver que
T0(Q)dQ) = Tbdbdgp. (2.37)

La seccién diferencial de choque o(Q) tiene dimensiones de drea, por lo que la
seccion de choque total, oy es

Otot = f o(Q)dQ. (2.38)

Como Q) es el dngulo sélido donde ocurre la dispersién, podemos representar la
seccién diferencial de choque ¢(Q), referido para el caso de la colisién directa, por

0(Q) = a(v1, v2[v], V). (2.39)

En la colisién inversa, {_"i'_",z} — {—vy,—vp}, cada particula recorre el mismo
camino que en la colisién directa, sélo que en sentido inverso, por lo que el dngulo
es el mismo, y

G(vll V2|Vi, Vé) = G(_v:/[l —Vé| — Vi, _VZ)/ (240)

donde hemos usado los resultados de la seccién anterior, dados por las ecuaciones
(2.30) y (2.31). Para el caso de la colisién restitutiva, {v},v,} — {v1,v2}, por lo que
si usamos los resultados encontrados por las ecuaciones (2.35) y (2.36), tenemos que

G(v1/v2|vi/vé) = O-(v:/[l v’2|v1/v2)’ (241)
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Figura 2.8: Dispersién de una particula debido a un centro de fuerzas fijo O, mos-
trando el pardmetro de impacto b

2.5. El Término de Colisién

Podemos escribir el término de colision como

(%)ml ot = (R - R)ot, (2.42)

donde Rotd’rd®v es un término que representa la ganancia de particulas debido
a colisiones dentro del elemento de volumen d®rd3v alrededor de (r,v) durante el
intervalo de tiempo 6t y Rotd>rd®v es el consiguiente término de pérdida.

Para seguir adelante es necesario conocer fA(r,vy, vy, t)d®rd®v,d®v;, la distri-
bucién de pares de particulas que se encuentran en el elemento de volumen d3r
alrededor de r al tiempo f, de manera que una de ellas tiene velocidad en un ele-
mento de volumen d%v, alrededor de v, vy la otra tiene velocidad en un elemento de
volumen d3v; alrededor de vi. Boltzmann propuso que

FO(r, v, v1,t) = f(r,vo, ) f(r,v1, 1), (2.43)

o sea que el evento de encontrar parejas de particulas, como mencionamos anterior-
mente, es estadisticamente independiente. La condicién dada por la ecuacién (2.43)
no se puede deducir de las leyes de la mecénica y se conoce como la hipdtesis de
caos molécular [16].

Para evaluar R nos fijamos en un elemento de volumen d®r alrededor de r y nos
fijamos en una particula que se mueve con velocidad vy, y analizamos los posibles
choques con particulas que se mueven dentro del mismo elemento de volumen y
con una velocidad vy, donde tenemos un elemento de volumen de lado |vy — v1|6t,
y drea unitaria A en un intervalo de tiempo 0t, tenemos que el flujo incidente 7
sobre la particula con velocidad v1, en la direccién v, — vy, esta representado por
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T = f(r,vo, )dvlva — v1l, (2.44)

por lo que
To(Q)dQot = f(r, vz, Hd>valvy — vi|o(Q)dQ6E. (2.45)

Esta ecuacién nos indica el nimero de choques que ocurren en el intervalo de tiem-
po Ot contra la particula con velocidad v; en los que la particula incidente lleva
velocidad en una vecindad d®v; de vy y es dispersada en una vecindad dQ de Q.
Entonces, el nimero de choques, del tipo {vi, vy} — {vi,vé}, que ocurren dentro de
d%r durante el intervalo de tiempo 6t, estad dado por

F(r, vy, HArd%v; f(r, va, H)d>valvy — v1|o(Q)dQ0E. (2.46)
De aqui

Rotd®rd’v, = [fd%zfde(r,v1,t)f(r,vz,t)|vz—v1|a(Q) Prd®viot.  (2.47)

Para calcular R procedemos de la misma forma como hicimos para R, pero ahora
consideramos colisiones del tipo {vi,v;} — {v1, v}, tenemos que

I’ = f(r, vy, d*vh|vy — i, (2.48)
por lo que

I'o(Q)dQot = f(r, v}, )d>rd>v] f(r, v5, A vhIv), — V|0’ (Q)dQOE. (2.49)
Se ha visto de la seccién anterior, que ¢’(Q) = d(Q), por lo que escribimos

RdPv; = [fd%’zfdflf(r,vg,t)f(r, v, DIV, — v [o(Q) | d*0). (2.50)

Como vy — vi| = [V, = V]| y d*v1d°v, = d°0}d*v}, podemos escribir R como

R=fd3vzfde(r,vi,t)f(r,vé,t)wz—v1|a(Q). (2.51)

Finalmente,

(% + vy -V,+£-Vvl)f1 = fo(Q)ded3vzlvz—v1 | (fif, = fife), (2.52)

donde

fi = flev, b, fo = flr,vo, ), f = f(RV), 0, fo = f(r vy, 1)

La ecuacién (2.52) es la ecuacién de transporte de Boltzmann.
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2.6. La Funcién de Distribucion de Maxwell-
Boltzmann

Podemos encontrar la distribucién de velocidades en equilibrio, conocida como
la funcidén de distribucién de Maxwell-Boltzmann, de la ecuacién de transporte de
Boltzmann. De la ecuacién (2.52) vemos que una condicién suficiente para que f
no dependa del tiempo es que

Jo(v) fo(vy) = fo(vz2) fo(v1) =0, (2.53)

donde hemos agregado el subindice ( para indicar que estamos en el equilibrio. To-
mando logaritmos

1Ilf0(V1) + lnfo(VZ) = h’lfo(vi) + h‘lfo(vé). (254)

La condicién expresada por la ecuacién (2.53) es también una condicién necesa-
ria. Esto es una consecuencia del teorema H que no discutiremos en este trabajo [16].
En cualquier colisién de la forma {v;, vo} — {v{, v}} la distribucién dada por fy debe
ser de tal forma que la ecuacién (2.54) se cumpla. Pero la ecuacién (2.54) tiene la
forma de una ley de conservacién y sabemos que las lnicas cantidades conservadas
en las colisiones son la masa, la cantidad de movimiento y la energia. Podemos
demostrar [20] que cualquier otra cantidad conservada debe ser una combinacién
lineal de las anteriores, por lo que

Info(v) =a+b v+ co? (2.55)

con a, b y c constantes. Esto a su vez lo podemos escribir como

folv) = Cexp‘A("_“)2, (2.56)

donde A, C y u son constantes que se determinan como mostramos a continuacién.
La normalizacién de la funcién de distribucién es

n:ffo(v)da’v. (2.57)

En la ecuacién (2.57), n es la densidad de particulas definida como n = N/V, donde
N es el nimero total de particulas y V el volumen ocupado por el gas. La velocidad
promedio (v) de una particula es

(v) = %fvfo(v)d% (2.58)
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y la energia cinética promedio

€= % fvzfo(v)d3v. (2.59)

En la ecuacién (2.59) la energia por particula estd relacionada con la temperatura
T a través de la constante de Boltzmann k, como € = %kT.

Para encontrar el valor de C que aparece en la ecuacién (2.56) evaluamos la
ecuacién (2.57) y obtenemos

A 3/2
C=n(—) . (2.60)
e
El valor de A lo encontramos de la ecuacién (2.59), como
m
A= T (2.61)

Al usar A y C dados por las ecuaciones (2.61) y (2.60), respectivamente, obtenemos
la funcién de distribucién en equilibrio, como

3/2
fo(v) =n ( 2:;(1,) exp VW /AT (2.62)

donde (v) = u, dado por la ecuacion (2.58). De la ecuacién (2.62) obtenemos la
velocidad cuadratica media por molécula

3kT
Orms = - (263)
m

0= \/g (2.64)

y la velocidad promedio como

2.7. Conclusiones

En este capitulo encontramos la ecuaciéon de transporte de Boltzmann para un
gas diluido y la funcién de distribucién de velocidades en equilibrio. En las colisiones
entre dos particulas se conserva la masa, la cantidad de movimiento y la energia.
Debido a las colisiones el gas llega a un estado de equilibrio descrito por la funcién
de distribuciéon de Maxwell-Boltzmann.



Capitulo 3

La Ecuacion de Boltzmann en
Redes

3.1. Introduccidén

En afios recientes el método de la ecuacién de Boltzman en redes (EBR) se ha

desarrollado como un método eficaz para simular flujos. La idea principal de dicho
método es construir modelos cinéticos simplificados que incorporen la fisica esencial
de lo microscépico, de manera que las propiedades macroscépicas del sistema, tales
como su densidad, temperatura, presién, etc., sean obtenidas como consecuencia de
la interaccién de muchas particulas colisionando unas con otras y conservando en
todo momento masa, cantidad de movimiento y energia. El método de la EBR tiene
su origen en los autématas celulares para gases en redes (ACGR’s), modelos sencillos
y discretos de la dindmica microscépica de un gas [21,22]. En este capitulo presen-
tamos el método mencionado a partir de la discretizacién en el tiempo y el espacio
de la funcién de distribucién en equilibrio para el modelo D2Q9. Posteriormente
deducimos las ecuaciones hidrodindmicas usando la expansién de Chapman-Enskog
y finalmente presentamos la funcién de distribucién correspondiente al campo de
temperaturas junto con las condiciones para la pared adiabatica y diatérmica, asi
como las condiciones a la frontera y la aproximacién de Boussinesq para el modelo
D2Q9.
Actualmente la EBR se ha podido usar con éxito para simular transiciones de fase
y medios porosos [23-25], combustién en geometrias complejas [26, 27], en aero-
dindmica y flujos turbulentos [28,29], flujos no newtonianos [30, 31], magnetohi-
drodindmica [32], conveccién [33-35], en la simulacién de membranas comerciales
para aplicaciones industriales [36], colisién y formacién de gotas [37,38], etc.
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3.2. La Aproximacion BGK

Bhatnagar, Gross y Krook [17] propusieron escribir la ecuacién de transporte de
Boltzmann como una ecuacién de relajacién de la forma

(5w =311, (31)

donde 7 es el tiempo de relajacién al equilibrio local y fj es la funcién de distribucién
de equilibrio local de Maxwell-Boltzmann dada por

D/2 Y
fo(r,v,t):n(zzﬁ) exp(—%). (3.2)

En la ecuacién (3.2), k es la constante de Boltzmann, D es la dimensién espacial,
v es la velocidad microscépica y 1, u, T son la densidad de nimero, la velocidad
y la temperatura, respectivamente, que sélo dependen de la posicién r y el tiempo
t. La densidad de masa p la definimos como p = mn donde m es la masa de una
particula. Tenemos que

p(r,t) = mfd%f(r, v, t) = mfd3vf0(r, v, 1), (3.3)
u(r,t) = %fdg’vf(r,v,t)v: %fd%fo(r,v,t)v, (3.4)

con
n(r, t) = fd%f(r,v,t) = fd3vfo(r,v,t). (3.5)

Definimos la densidad de energia € como

_m

3 e 3 —u?
o fd vf(r,v, t)lv—ul o fd vfo(r,v, t)lv—ul". (3.6)

Dado que el sistema es un gas ideal € = (D/2)kT, de esta ecuacidén

€

m

— 3 R 3 )
T(r, t) = D fd vf(r,v,t)lv—ul” = D fd vfo(r,v, t)lv—ul”. (3.7)

En las ecuaciones (3.3), (3.4) y (3.7), p = p(r,f), u = u(r,t) y T = T(r,t),
respectivamente. Suponemos que estas cantidades varian lentamente con t y r por
lo que p, uy T pueden evaluarse de la funcién de distribucién f asi como de la
distribucién de equilibrio fy.

En el modelo D2Q9 usamos la ecuacién (2.4) sin el término de fuerza y la
ecuacién (3.1) para el término de colisién, por lo que escribimos la ecuacién de
evolucién como

_ o

fule + eadt, £ +68) = fulr,t) = = [fule, ) = 7 (v, )], (38)

donde ¢, son las velocidades correspondientes a la direccién «, tal como mostramos
en la figura 3.1. En la ecuacién (3.8), r es la posicién del nodo al tiempo t y &
es el intervalo del tiempo de evolucién. Las funciones de distribucién f, y fg(fq) las

determinamos mas adelante.
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3.3. La Aproximacion a Numeros de Mach Bajos

En la aproximacién a nimeros de Mach bajos consideramos que la velocidad
de traslacién del gas es cercana a cero, de modo que presentamos la expansién
en términos de potencias de u de la distribucién de equilibrio local fy, por lo que
escribimos la ecuacién (3.2) como

fo= W exp(—v?/2kT)exp ((v - u) /kT — u? /2KT). (3.9)

Al hacer la expansién en serie de Taylor de la ecuacién (3.9) alrededor de u = 0,
tenemos que

fo=1+V£(0,0)-u+ %u ~H(,0)(u)! + ..., (3.10)
donde v-u
Vfo(0,0)'U = k—T, (311)

(u)T es la matriz transpuesta de u y H el hessiano, dado por
@) (&)
kT~ \kT kT J\KT

) ()
kT J\kT kT~ \kT

De lo anterior y evaluando para los primeros términos de la expansion, llegamos a

B p V2 (v-u) (veou)? u? 3
fo = Grierypr &P (_ﬁ){l YR T agee ok YO )}' (312)

H(0,0) =

3.4. Discretizacion de la Funcién de Equilibrio

En esta seccién presentamos la discretizacién de la funcién de equilibrio local fy
dada por la ecuacién (3.12) para el modelo D2Q9. En dicho modelo discretizamos
el espacio bidimensional sobre una red cuadrada y el espacio de velocidades lo dis-
cretizamos a sélo nueve velocidades, mostradas en la figura 3.1, donde la primera
velocidad la ubicamos en el centro ¢, y las restantes ocho velocidades estan alter-
nadas y ubicadas en sentido contrario a las manecillas del reloj. Asi, la funcién de
distribucién en toda la red es el conjunto de valores { fi(r, t)} coni =0, ..., 8, r estd res-
tringido a los nodos de una red cuadrada en dos dimensiones y t = 0, 0,2y, .... Las
integrales de las ecuaciénes (3.3), (3.4) y (3.7) las podemos escribir como

I=f¢(V)f0dv: 27Z%j‘gb(v)exp(—vz/ZkT)

(veu) (veou)? u?
x{1+ T T 2T _ﬁ}d"’ (3.13)
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Figura 3.1: Velocidades correspondientes para el modelo D2Q9 tomadas de un nodo
de la red. La velocidad ¢y = (0,0) la ubicamos en el centro de la figura donde ¢; =
(1,0), C = (0, 1), G = (—1,0), Cy = (0, —1), C5 = (1, 1), Co = (—1, 1), C7 = (—1, —1)
y ¢s = (1,-1).

donde (v) es un polinomio en v. Una forma suficientemente exacta de resolver
dicha integral es usando cuadraturas gaussianas [19,39]. La idea central en que se
basa dicha integracién es que en la seleccién de una férmula del tipo fub y(x)dx ~
Yinq Aiy(x;) puede ser sensato no especificar que los argumentos x; estén igualmente
espaciados. En tal caso, debemos entonces encontrar cuales x; y A; juntas produciran
el maximo de exactitud. Las cuadraturas del tipo de Gauss-Hermite se basan en
los polinomios de Hermite y son adecuadas para resolver integrales de la forma
f_O:O e"‘zf(x)dx, por lo que la ecuacién (3.13) la podemos escribir como

f PV folr, v, Hdv = Z Wath (V) folr, Vi, B). (3.14)

En la ecuacién (3.14), ¥(v) es un polinomio de v, W, es el coeficiente de la cua-
dratura de Gauss-Hermite y v, es el conjunto de velocidades discretas de dicha
cuadratura. En particular, los momentos hidrodindmicos de las ecuaciones (3.3) y
(3.4), son

p(r/ t) = mZ WtXfO(r/v(X/ t)/ (315)

u(r, ) = % Y Wava fo(r, v, ) (3.16)

y para la energia
m
€= o Z Walve — ulzfo(r, v, b). (3.17)
a
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De las ecuaciones (3.15-3.17) vemos que 1(v) es un polinomio de v, de la forma
Ymn(v) = 070y, (3.18)

donde v, y v, son las componentes de v en los dos ejes. La ecuacién (3.13) es
entonces

1= flpmn(V)dev _W ffvm nexp( Cz (1 - %)dvxdvy
+ffv vy exp(— Cz)( )dvxdvj
+ffv,’fv;exp(—CZ)(;:];;Zz)dvxdvy], (3.19)

donde C = v/ V2kT. Al evaluar por separado cada uno de los términos que componen
esta suma y tomando en cuenta el factor comin y que dv, = V2kTd(, y dv, =

V2kTdC,, obtenemos

I:B(\/ZkT)’”*”{ L
T 2kT

2(uxlpialn + uyImIn+1)
V2kT
ugzclm+21n + 2quylrn+11n+1 + u51m1n+2}
kT !

(3.20)

donde

+00
Im = f e_Ci C;rcndCx

Al considerar en la ecuacién (3.20) cada uno de los tres términos que componen la
suma del término del lado derecho como a, b, ¢ y usando cuadraturas gaussianas,
podemos expresar las integrales I, y I, como sumatorias, con sus respectivos pesos
w;, wj y abscisas (;, C;. Una forma suficientemente exacta de evaluar dichas inte-
grales es considerar el indice de las sumatorias sélo hasta tercer orden [18,19], por
lo que

a)iqn.

1P
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Al evaluar primero para a,

_B m+n _ u’
= (\/2kT) (1 ZkT)II

2(1- ZkT)Zwl(«/zT)mcme](«/zT)"cn

n
=—lew]w<v,])( sz) (321)
=
donde
vij = (05,0) = VTG, C) v wlvig) =000 (3.22)
Yy
of = (VKT)"C)', o = (V2KT)'C]. (323)

Para b, tenemos

2wyl Ly + uylylq
ottt

V2kT

3 3

. (m+1)/2 ym+1 . n/2rn

e (ux Z} W KT D12 Z:‘ w)(2KT)"2C"
i= j=

'H’ly Z w; (2kT m/ZCm Z W (2kT (n+1)/2cn+1)

j=1
3
_LT( Z a)] m+lvn + uy Z Wi a)] " n+1)
j=1 i,j=1
p 3 3
Z—T( Z a)]-l,b(vi,j)vi + Uy Z wiwjl,b(vi,]-)v]-)
ij=1 i,j=1
p (vll U]) u
Z w;wjP(v;j) —r ) (3.24)

1]1
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y, finalmente, para c,

:_( \/ZT)nﬁn[

m+21 + 2uxuy1m+lln+l +u I In+2
kT

o Z w(VERTY" Q)2 2 W (VERTY'C)
+2u11, Z wi( V2KTY" T CiE Z wj( V2KT)'C!
i=1 j=1

3 3
+112 Z wi( V2KT)"C" Z wj( «/2k:r)”c7c]2.)

i,j=1 i,j=1
u20? + 2u11, 00 + 130>
oMo *i Yy
T Z s Cz) ) Z‘ RGa ’)( 2(KT)? )
i,j=1 1] 1
2
3 ey
p ((©27)-u)
= Z a)ia)jl/}(vz',j)( 2k ) (3.25)
i=1

Al reunir 4, b y ¢ en una séla expresién, y sacar el factor comdn p/7, encontramos
el valor buscado de I, como

2\ (vijru) (v u)?
Za)wlw(v,])[( 2llJ<T)+ IéT + 2(]kT)2 . (3.26)

1]1

A partir de la ecuacién anterior podemos identificar la funcién de distribucién
en equilibrio. En el caso particular en que ¢(v,) = 1, en la ecuacién (3.14), tenemos

I = Z Wafo(r/ Va/ t)

3 2 .
P u (Vt, u) (Vt u)
=S [(l - ﬁ) F et 2(]kT ] Zfo,]

ij=1

(3.27)

con

fOi,j =

wiwj [ (vij-u) (v D ] (3.28)

KT 20T 2KT|

Para evaluar los pesos, w;wj, que aparecen en la ecuacién (3.28), es necesa-
rio emplear los polinomios de Hermite [19], donde los correspondientes pesos son
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evaluados a partir del célculo de las tres abscisas ((;). Dichos polinomios son de la

forma
n

Hy(C) = (-1)"¢" o (). (3.29)
Al desarrollar la ecuacién (3.29), para n = 3, obtenemos el valor del polinomio como
H3(C) =8C° - 12¢C (3.30)

y las raices como
G =—-+3/2, &2 =0, G = 3/2. (3.31)

Para encontrar los pesos correspondientes a las abscisas encontradas en la ecuacién
(3.31) usamos la férmula de Hermite para los pesos [19], que escribimos como

2n+l !
o, = 2T (3.32)

[H, ()1’

donde H,(C;) representa la derivada del polinomio de Hermite de orden 1. Con
n = 3, tenemos

H, (0) = 24C* - 12. (3.33)
Entonces / / /
Hy(G) =24, H3(G)=-12,  H;(G) =24, (3.34)
y por lo tanto
w; = /6,  wr=2vr/3, w3 = Vn/6. (3.35)

Para el conjunto de velocidades discretas v; ; = {v11,V12,V13,...,V33} y con vy,
tenemos de la ecuacién (3.22), que

Vl,l = \/ﬁ(cl, Cl) = \/ZIC—TM(—L —1) (336)

A partir de la figura 3.1, podemos ver que vy,; estd en la direccién de c,, puesto
que ¢, = (—1,-1). De forma anéloga

Vi = V2KT (¢, o) = \/ZIC_T\/:%(—LO)/ (3.37)

estd en la direccién ¢,, con ¢, = (=1,0). Del mismo modo, obtenemos vy 3, v 1,...,etc.
Asi, el conjunto de nueve vectores, v; ;, apuntan en las nueve direcciones del modelo
D2Q09. En el caso en que vp2 = (0,0), tenemos, de la ecuacién (3.28), que

P

u2
foz,z = EwaZ {1 - ﬁ}/ (3.38)
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por lo que wy = wrwy = 41/9. Andlogamente w = wzwy = 1/9, Wy = Wrw3 =
11/9,...,etc. Entonces

. 9(c, - 2 2
D¢ 1) = wap {1 N 3((:’0;2 u . (c£C4u) 3 ?;%}, (339)
donde a =0,1,...,8, con
Wi 4/9, i=j=2, a=0
Wo=——~=11/9, i=1,j=2,.., a=1,2,34 (3.40)
T 1/36, i=j=1,., a=5,6,78

y €4 son las nueve velocidades de la figura 3.1. En la ecuacién (3.39) hemos hecho
la sustitucién ¢ = kT donde c; es la velocidad del sonido. Esta sustitucién es vélida
pues el comportamiento termodindmico del modelo D2Q9 es el de un gas ideal.
Adem3s se puede demostrar [18] que ¢2 = ¢?/3 'y ¢ = ,/0;, donde 0, es la distancia
minima entre dos nodos y 6; es el intervalo del tiempo de evolucién. En lo que sigue
O0x =1y 6 =1. A partir de la ecuacién (3.39) y la ecuacién (3.8) podemos obtener
la ecuacién de evolucién para el modelo D2Q9, que en la aproximacién BGK es

ot

fulr+ cadt,t +01) = fulr,t) = —— [falt,t) = £70r, )], (3.41)

con l,(fq) dada por la ecuacién (3.39).

3.5. Las Ecuaciones de la Mecanica de Fluidos

La idea de expandir la funcién de equilibrio es tender un puente entre el mundo
microscépico y el mundo macroscépico, es decir a partir de la funcién de distribu-
cién en equilibrio dada por la ecuacién (3.39), para el modelo de nueve velocidades,
podemos obtener las ecuaciones de Euler y de Navier-Stokes de la hidrodindmica
clasica. Existen dos técnicas para alcanzar esta meta [40] que son la expansién de
Hilbert y la expansién de Chapman-Enskog. En nuestro caso usaremos la expansién
de Chapman-Enskog por ser una técnica muy conocida. La idea atras del método es
que la dependencia del tiempo en la funcién de distribucién, f,, es a través de las
variables hidrodindmicas p, u y T; densidad, velocidad y temperatura, respectiva-
mente, que junto con el formalismo multiescalas son la esencia del método. En este
formalismo las perturbaciénes en el tiempo y el espacio son a través de un parame-
tro en €, donde € = I/L = Kn, siendo [ el camino libre medio de las particulas, L la
escala de longitud macroscépica, tipica del sistema, y Kn el nimero de Knudsen,
por lo que escribimos

to=€% ti=€t, =€t t=¢€t,.. (3.42)

rO=€r, Fr=€r r=€r r3=¢cr,.. (3.43)
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Aquit=0,1,2,3,... Deseamos desarrollar aproximaciones en el limite de € pequeias,
€ — 0, es decir donde [ << L, por lo que escribimos la funcién de distribucién como

e, )= O, ) + O )+ EF2 (e, 1) + .. (3.44)

Al desarrollar hasta segundo orden en serie de Taylor el primer término del lado
izquierdo de la ecuacién (3.41), tenemos

fa(r + Caét/ t+ 6t) = fa(r/ t) + 6t(ca : v)fa + 6t(9tfa

+% [(€aB0)20ee fo + 2(cadi)(0)Drd fo + 620131 fi | (3.45)
donde
d a 9
dh=s Y  O= (5 a—y) =9y, = (dr,, 0»,)
por lo que

fa(r + caét, t+ 6t) = fa(l’, t) + (Stcm'arlfa + 6t8tfa
1 1
307 CaiCudsdy i+ SFcaidndefu + 5570101 (3.46)

donde i = X,y y cai es la proyeccién del vector ¢, en la direccién i y d,, es
la derivada parcial respecto a x o y. Debe notarse de la ecuacién (3.45) que

Ot(cq* V) fu = O (caxa%fa + caya%fa) = 0(Cai0y, fa- En el dltimo término se supo-
ne una suma implicita sobre i pero no sobre .. De la ecuacién (3.41)

0 = fulr + Caly, £+ 61) — falr, ) + %[ Falr ) = £, 1), (3.47)

por lo que al sustituir la ecuacién (3.46) en la ecuacién (3.47), tenemos

1
0 :(Stcaiar,-fa + 5tatfa + Eétzcaicajar,-arlfa + 6tzcaiar,-atfa
1 ot
+301000ufa + —Lfule, ) = £, D) (3.48)
Al desarrollar la ecuacién (3.48) y sustituir por

Ot > €dy +€*dy, y 9, — €dy, (3.49)
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y usar la ecuacién (3.44), llegamos a
0 =tcai (€0,,) (F7(r, 1) + efV(r, ) + E£P (e, 1) + .
+6t €0y, + €%y, ) (7 (r 1) + ef(r, 1) + 2 £D (1, 1) + ...)
+= 6t2ca,ca] (e&,l)(ear])(f(o)(r B +efOw,t)+ 2 fO(r, 1) + )
+62ai (€0,,) €0y, +€291,) (£ (r,t) + ef (1) + E£D (r, 1) + ..)
#2308 (€0, +€0,) (01 +€0,) (A0 1+ ef e, ) + 4P, + )

+%(f(o)( H+efr )+ P00+ ..~ f17(,1). (3.50)

A orden O(e®) tenemos f(o) = f(eq) [41]. Al desarrollar hasta orden O(€?) la ecuacién
(3.50) es

0 =€btcaidy, fO(r, ) + €26tcyidy, (1, £)
+e0tdy, fO (v, 1) + €26ty fO(r, £) + €26t fO(r, 1)

eziétzcaica 10r0r, f,j’)(r, £+ ezétzca,&riatl O, 1)
1
+e2§6t26t16t1 O, 1)+ eS)( t)+ A, b). (3.51)

Esto lo podemos escribir como

0=¢eE? + 2EV + 2E?, (3.52)
donde
Eff)=6t(8t1ﬁi bl fO + (1)), (3.53)
B = 6t (90 + 20 + cad S0+ 11, (3:54)
EP = 5; (caicajndr 1 + 26000 £ + 9,01, 1) . (3.55)

En la obtencién de las ecuaciones de Euler y Navier-Stokes consideramos los térmi-
nos de orden O(€) y O(€?), respectivamente. De la ecuacién (3.52) a orden O(€) y
de la ecuacién (3.53), tenemos

Z O+ LY L N (3.56)

Procedemos a evaluar las cantidades ), flio) Y X caf,io). Para esto consideramos que
en un fluido incompresible la densidad es aproximadamente constante, es decir pg
y que las fluctuaciones de densidad son muy pequefias, 6p, por lo que p = pg + 0p.
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Al sustituir este valor de p en la ecuacién (3.39) y desarrollar, despreciando los
términos proporcionales a dp(u/c) y 6p(u/c)? [41], tenemos

e a 9 a’ 2 3 2
@, t)—wa{pw [ . —5‘;—2]}, (357)
con
o 9 o 2 3 2
IGED RS WA LE S
. (3.58)

En la ecuacién (3.58) hemos considerado la simetria que tienen las velocidades en
el modelo D2Q9. Para ), caft,(to), tenemos

0) _ (Ca'u) g(ca'u)z_éu_z
Za: Cufa pZ CaWey + Po Z Caly [ 2 + 7 o
=pou, (3.59)

donde ¢y = (Cax, Cay)- Al recordar de la ecuacién (3.44), que

Y =0 (3.60)

y sustituir las ecuaciones (3.58)-(3.60) en cada término respectivo de la ecuacién
(3.56), tenemos

P
af +V - (pou) = (3.61)

que es la ecuacién de continuidad. Si consideramos que la densidad del fluido es
constante, con 6p = 0, obtenemos

V.u=0. (3.62)

A continuacién, de la ecuacién (3.53) evaluaremos el término ¥, ¢,EY. De lo
dicho anteriormente en la ecuacién (3.56), Y., ¢.EY = 0. Entonces

ozahzcaﬁi"ua,, cmca]fa + = anffl) (3.63)

a

donde j = x,y. Ademds, de la ecuacién (3.44), tenemos
Z cofV = (3.64)

por lo que al usar la ecuacién (3.59) y (3.64) en la ecuacién (3.63) llegamos a

atl(Pou) + 0, Z Caicajfo(;()) =0. (3.65)
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De la ecuacién (3.65) tenemos que

1, (pou) + V- T1O =0, (3.66)

con

O =Y cocaf, (3.67)

a

donde TIO es el tensor de flujo de cantidad de movimiento a orden cero. A conti-
nuacién evaluaremos el segundo término del lado izquierdo de la ecuacién (3.65).
Para esto, tenemos

-

CaiCaj = 2c26ij, (3.68)

1l
—_

[2%

8
Z Cmcoz] l]/ (369)

a=5

donde 6;; es la delta de Kronecker. De las ecuaciones (3.68) y (3.69) tenemos

Z WaCqiCaj = 61], (3.70)

a#0

entonces

0)
Z CaiCaifS) =p Z WaCaiCaj + PWOCOHICO;]

a a#0
(ca-u) 9(ca-u)? 3u?
+po;wacaicaj 3 2 + 2 A a2z
1
:chzéij + Polildj. (3.71)

Al usar el resultado de la ecuacién (3.71) en la ecuacién (3.65), escribimos

It (pou) + 9y, ( 2704 + potti u]) 0 (3.72)

y usando P = ¢2p/po como la presién normalizada [41] y ¢; = ¢/ V3, en la ecuacién
(3.72), llegamos a

— 4+ W-V)u=-VP—-u(V-u). (3.73)
Las ecuacién (3.73) es la ecuacién de Euler.

Para encontrar las ecuaciones de Navier-Stokes debemos considerar expansiones
de orden O(€?), de la forma [42]

d:, (pou) + V - (1‘[(0) +elm® + ) (3.74)
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donde el tensor de flujo de cantidad de movimiento de orden uno, TT) es [43]

o =Y ccafl’, (3.75)

[2%
por lo que al desarrollar, obtenemos las ecuaciones de Navier-Stokes [41], como

% +u-Vu=-VP+vVu, (3.76)

donde v es la viscosidad cinemitica, definida por [12]

v=c? (T— %), (3.77)

donde 7 es el tiempo de relajacién y c; la velocidad del sonido [18].

3.6. La Aproximacion de Boussinesq

En el modelo D2Q9 la fuerza de cuerpo la obtenemos a partir de la aproxima-
cién de Boussinesq. En esta aproximacién la densidad es constante en todos los
términos de las ecuaciones de conservacién de masa y energia, excepto en aquella
correspondiente a la fuerza de cuerpo. Estas ecuaciones son

Ju Jdv
E + a—y =0, (378)

ouw ou oul o- 2
5 Tt vay %t uV-u + Fy, (3.79)

dv  Jdv Jdv apP
p

u ou u JoP
p =

—_— = —— 2
o +”ax+”ay +uVo+F, (3.80)

dy

ar, o 9T _
ot THox Ty T

La ecuacidn (3.78) expresa la conservacién de la masa, las ecuaciones (3.79) y (3.80)
la conservacién de cantidad de movimiento en las direcciones horizontal y vertical,
identificadas con los ejes x y y, respectivamente y la ecuacién (3.81) la conservacién
de la energia. En estas ecuaciones T es la temperatura, f es el tiempo, u y v las
componentes de la velocidad en las direcciones x y y, p es la densidad, P la presién,
u la viscosidad dindmica, a el coeficiente de difusividad térmica y F = (Fy, F) la
fuerza de cuerpo.
En el modelo D2Q9 la ecuacién de transporte es

V2T. (3.81)

Falr + Co0t, £+ 88) = folr, 1) = —% [falt,) = £E700,O)] + Fax + oy, (3.82)
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donde Fy;, i = x, y son las componentes de una fuerza de cuerpo. Se propone [12]
que
Fa,‘ = 3wacm~Gi, (3.83)

donde c,; es la proyeccién del vector ¢, en la direccién i y G; es una constante. De
esta manera la adicién de F,; en la ecuacién (3.82) no cambia la densidad del fluido
y cambia la cantidad de movimiento en G = (G,, G,). Asi

Y Fai= ) 3wacuGi =0 (3.84)
a a

Y caFui = 3Gi ) wa (3.85)
4 4
365+ 35

= G (3.86)

En la conveccién natural se generan corrientes de conveccién dentro del fluido
y son originadas debido a un cambio de densidad producido por un gradiente de
temperatura en presencia de una fuerza gravitacional, por lo que la fuerza de cuerpo
se obtiene de la aproximacién de Boussinesq como G = (0, —gB(T — To)), por lo que

Fox =0, Fay = —3wWacaygP(T — Ty), (3.87)

donde g es la magnitud de la aceleracién de la gravedad, 3 el coeficiente de expansién
térmica y ¢,y la componente vertical de la velocidad ¢,. Ademds T es la temperatura
local y T es una temperatura de referencia.

Los niimeros adimensionales que intervienen en el estudio de la conveccién na-
tural son el nimero de Prandtl Pr y el nimero de Rayleigh Ra. El nimero de Pr
involucra la viscosidad cinematica del fluido v con su difusividad térmica a y se
define como

Pr=-. .
r=- (3.88)

El nimero de Rayleigh Ra estd definido por

ATL3
Ra = b

—, (3.89)

donde AT y L, son la diferencia de temperaturas entre las dos placas y la distancia

que hay entre ellas, respectivamente.
En el modelo D2Q9 la viscosidad cinemética v es [12]

v=c? (T— %) (3.90)
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3.7. ElI Campo de Temperaturas

El estudio de flujos con transporte de energia usando la EBR ha recibido mucha
atencién debido a que en muchas situaciones es importante considerar los efectos
térmicos de la temperatura en el fluido [34,44—46]. El transporte de energia en la
EBR sigue siendo un problema abierto por lo que se han desarrollado distintos mo-
delos. En general estos modelos caen dentro de dos categorias que son el enfoque
de varias rapideces y el enfoque de varias funciones de distribucién. En el enfoque
de varias rapideces solamente se usa la funcién de distribucién de densidad [47-49].
Este enfoque sufre de inestabilidades numéricas por lo que seguimos un método
donde la temperatura estd representada por otro campo de funciones de distribu-
cién [11, 12]. Podemos estudiar flujos bifisicos introduciendo campos de funciones
de distribucién para cada una de las especies y donde cada especie debe satisfa-
cer las correspondientes ecuaciones de conservacion. Entonces, proponemos que la
primera especie corresponda al fluido bajo estudio y la segunda a la temperatura
del fluido, por lo que para simular el campo de temperaturas implementamos un
segundo campo de distribuciones, que evoluciona como

To(r + cubt, t + Ot) — Talr, t) = —f—t [Tatr,t) - TS, 1)], (3.91)
T

donde «a representa las nueve direcciones de un nodo de la red, T, son las funciones
de distribucién de la temperatura, tr es el tiempo de relajacion del campo de
temperaturas y T,(fq) son las distribuciones de equilibrio de la temperatura, que
definimos como [12]

TS? = Tw, [1+ 3¢, - u]. (3.92)
A partir de la ecuacién (3.92) podemos obtener la ecuacién de la energia [44], por
lo que no es necesario considerar términos de orden superior en u en la ecuacién
(3.92). En la (ltima ecuacidn, w, es el peso correspondiente a la direccién a 'y T es
el valor de la temperatura en cada nodo, con T dada por

8
T(r,t)= Y Ta. (3.93)

a=0

En el modelo D2Q9 la difusividad témica a estd definida por [12]

a=c (TT - %) (3.94)

3.8. Condiciones a la Frontera

El problema de formular condiciones a la frontera en la red discretizada dentro
del formalismo EBR consiste en simular computacionalmente las aproximaciones de
capa limite. En el caso de un fluido en contacto con la superficie de una pared, las
particulas de fluido que hacen contacto con dicha superficie adquieren la velocidad
de la pared, por lo que la condicién de no deslizamiento estd expresada por

u, = U, (3.95)
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donde u, es la velocidad del fluido en la superficie de la pared y U es la velocidad
de la pared. Cuando u, = 0, una manera sencilla de implementar la condicién de no
deslizamiento es con un rebote hacia atras en el cual la evolucién de las funciones
de distribucién f, en las paredes estd dada por

ﬁx’(rl t+ 6t) = fa(rl t)/ (396)

con & la direccidén opuesta a a, si & apunta hacia afuera de la cavidad y r es un
nodo de la pared. Esto se muestra esquematicamente en la figura 3.2.

.foc’

A
Y

fa

Figura 3.2: Condicién de no deslizamiento en las paredes. La parte sombreada repre-
senta a la pared. Del lado izquierdo de la figura se muestra la funcién de distribucién
fa al tiempo t y de lado derecho la misma funcién en direccién contraria al tiempo
t + 0t

Para simular un fluido confinado entre dos paredes que se extienden al infinito
consideramos condiciones periddicas a la frontera. En este caso las funciones de
distribucién de particulas f, se encuentran en un extremo de la cavidad y apuntan
hacia afuera con direccién a al tiempo ¢, posteriormente en el extremo opuesto de
la cavidad las mismas funciones de distribucién f, apuntan con la misma direccién
hacia el interior de la cavidad al tiempo t + 0t, como se muestra en la figura 3.3.

Para implementar la transferencia de calor entre las paredes y el fluido conside-
ramos paredes adiabdticas y paredes diatérmicas. En el caso de una pared adiabatica
la transferencia de calor es cero, debido a que el gradiente de temperaturas en la
frontera es cero. Por lo que para una pared horizontal, tenemos

8_T =0 (3.97)
9y
y para una pared vertical
T
5 0. (3.98)

Para poder implementar un gradiente de temperaturas cero en las paredes asignamos
a cada nodo de la pared la temperatura del nodo mds cercano del interior de la
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fa

Y
3
A

Figura 3.3: Condiciones periddicas a la frontera. La parte sombreada representa a
la pared. Del lado izquierdo de la figura se muestra la funcién de distribucién f, al
tiempo t apuntando hacia afuera de la cavidad y de lado derecho la misma funcién
de distribucién f, apuntando con la misma direccién hacia el interior de la cavidad
al tiempo t + 6t.

cavidad, por lo que
T, = w,T, (3.99)

donde T es la temperatura del nodo mds cercano a la pared, w, es el peso corres-
pondiente en la direccién a y T, es la temperatura en el nodo de la pared. En el
caso de una pared diatérmica T es la temperatura deseada en la pared.

3.9. Conclusiones

En este capitulo mostramos que la ecuacién de Boltzmann en redes (EBR)
para el modelo D2Q9 en la aproximacién BGK describe la evolucién de la funcién
de distribucién de velocidades de tal manera que recuperamos el comportamiento
dindmico macroscépico del fluido. Esto lo hacemos a través de la discretizacion
del espacio y del tiempo usando las cuadraturas de Gauss-Hermite. Posteriormente
presentamos las ecuaciones de Navier-Stokes usando el método de Chapman Enskog
partiendo de la funcién de distribucién en equilibrio discretizada.

Para el caso de la temperatura presentamos un segundo campo de distribu-
ciones que evoluciona de la misma manera que el campo de velocidades y que es
incorporada usando la aproximacion de Boussinesq en la fuerza de cuerpo. Ademas
presentamos la forma de simular paredes adiabdticas y diatérmicas asi como la forma
de establecer condiciones periddicas a la frontera y la condicién de no deslizamiento.



Capitulo 4

Plumas Térmicas y la

Ecuacion de Boltzmann en
Redes

4.1. Introduccion

En este capitulo usamos la EBR para estudiar la formacién de plumas térmicas
por conveccidn natural. La conveccién natural es un proceso de transporte de calor
y tiene lugar cuando la energia es transportada de una regién a otra por medio
de un flujo de materia en estado liquido o gaseoso. Este flujo se origina debido
a diferencias de densidad que son ocasionadas por variaciones de temperatura en
el fluido en presencia de una fuerza gravitacional. La transferencia de energia que
ocurre dentro de un fluido es debida a los efectos combinados de conduccién y
movimiento global del fluido. La conveccién natural aparece en ingenieria en el
enfriamiento de dispositivos electrénicos [50-52], en intercambiadores de calor [53,
54], en tuberias [55], en concentradores solares [56], etc.

En la primera parte de este capitulo usamos la EBR para simular un problema
en conveccién natural similar al experimento reportado por Bénard en 1900 [9].
Dicho experimento consistia en el calentamiento de una fina capa de fluido donde
se observaba la aparicién de una serie de rollos hexagonales cuando se desarrollaba
la conveccién. Posteriormente en 1916, Rayleigh explicé tedricamente los resulta-
dos experimentales reportados por Bénard con una teoria lineal de las inestabilida-
des [10]. En dicho trabajo Rayleigh demostré que la existencia de un gradiente de
temperaturas no es suficiente para iniciar la conveccién; es necesario que el empu-
je inducido por este gradiente de temperatura supere los efectos disipativos de la
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viscosidad y la difusidn del calor. La relacién entre estos efectos se conoce como el
numero de Rayleigh, Ra. La conveccién se origina cuando este niimero sobrepasa
cierto valor critico Ra, y depende de las condiciones de frontera.

El problema de Raylegh-Bénard es ideal para validar nuestro cédigo, debido a
que se tienen resultados téoricos y experimentales disponibles, por lo que también
lo usamos para calibrar los paramétros de la simulacién en la EBR.

La segunda parte de este capitulo estd dedicado al estudio de las plumas térmi-
cas. En esta parte comparamos los resultados de nuestra simulacién numérica con
los resultados experimentales y numéricos reportados por Ichimiya, Moses y Ka-
minski [13-15]. Las plumas térmicas aparecen cuando un flujo de calor es aplicado
en una region localizada de un fluido. Podemos distinguir tres componentes consti-
tutivos: una capa limite alrededor de la fuente de calor, un gorro el cual se propaga
frontalmente hacia arriba y un tallo conectdndolos. Si el nimero de Rayleigh es
moderadamente alto se ha encontrado que el gorro llega a ser la estructura domi-
nante [13]. Las plumas combinan efectos de difusién y adveccién.

El estudio de las plumas térmicas ha sido objeto de intensos estudios tanto
experimentales como tedricos [57-61] debido a que aparecen en fenémenos muy
diversos, como son la combustién, la formacién y evolucién de los continentes [62],
etc.

4.2. Conveccién de Rayleigh-Bénard

En esta secciéon simulamos numéricamente un flujo similar al del experimento
reportado por Bénard y encontramos el valor numérico del Ra, predicho por la
teoria. En este experimento tenemos un fluido que inicialmente se encuentra en
equilibrio térmico y que estd confinado entre dos placas planas que se extienden en
la direccién horizontal. Dichas placas estdn separadas entre ellas una distancia L,
El fluido confinado entre las placas es calentado desde abajo, por lo que la placa
inferior tiene una temperatura Ty mayor que la temperatura T de la placa superior,
tal como mostramos en la figura 4.1. El experimento queda caracterizado por el
nimero de Rayleigh, Ra y el ndmero de Prandtl Pr, definidos como

gBATL}
a= T (41)
y v
Pr = E (42)

En las ecuaciones (4.1) y (4.2) « es la difusividad térmica y v la viscosidad cinemati-
ca; g, B, ATy Ly son la gravedad, el coeficiente volumétrico de expansién térmica,
la diferencia de temperaturas entre las dos placas y la distancia que hay entre ellas,
respectivamente. El movimiento convectivo comienza cuando el Ra > Ra., donde
Ra, = 1707.16.

En el método de la EBR no basta Ra y Pr para caracterizar al flujo pues tenemos
varios parametros que no conocemos como son la magnitud de la aceleracién de
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y Fluido

Y Ty

Figura 4.1: Esquema de la conveccién Rayleigh-Bénard.

la gravedad g, el coeficiente volumétrico de expansién térmica  y la viscosidad
cinematica v, asi como la densidad p. Si nos interesa simular un flujo en agua
fijamos Pr = 7 y damos valores arbitrarios g = 0.001, § = 0.1y p = 0.85. Queda por
determinar 7 lo que hacemos a partir de simulaciones numéricas en las que podamos
determinar el Ra. a partir del cual hay conveccidn en la cavidad. Otros pardmetros
importantes de la simulacién son el nimero de nodos en la direccién horizontal L,
y en la direccién vertical L,. En una caja con Ly =101y L, = 50 y un valor fijo de
Ra ponemos al fluido en estado conductivo con un perfil lineal de temperatura, de
manera que la temperatura en la pared inferior es Ty y en la pared superior Ty. Al
inicio de la simulacién dejamos que el sistema alcance el equilibrio térmico en estado
conductivo y después aplicamos una perturbacién al campo de temperaturas que
debe desaparecer debajo del Ra, y crecer para dar lugar al aparecimiento de rollos
convectivos arriba de Ra,, y procedemos a medir la velocidad maxima del sistema en
la direccién vertical v,,,,, que crece o decrece exponencialmente en el tiempo t como
Upax ~ €%, donde & es la tasa de crecimiento. En la figura 4.2 mostramos como
cambia vy, para varios valores de Ra y un valor fijo de 7. De cada curva podemos
obtener el valor de &. En dicha figura la velocidad en la direccién vertical no llega
a crecer indefinidamente debido a que se llega a una velocidad de saturacién. En
la figura 4.3 mostramos los valores de & encontrados de los datos reportados en la
figura 4.2, asi como de los obtenidos para otros dos valores de 7. La interpolacién
a & = 0 nos da el valor del Ra. para el cual el valor de v;,;, no crece ni decrece
exponencialmente. Notamos en la figura 4.3 que para T = 0.648 tenemos que Ra,
= 1707.50. La teoria de la estabilidad lineal predice que Ra, = 1707.16 por lo que
el error porcentual en el valor encontrado usando la EBR es de 0.015 %.

En la figura 4.4 mostramos las simulaciones para Pr = 7 con Ra = 10,000 pa-
ra diferentes tiempos, usando los mismos pardmetros anteriores, con T = 0.648 y
condiciones periddicas a la frontera en las paredes verticales. Las graficas del lado
izquierdo muestran como las isotermas se van haciendo mds acentuadas conforme
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Figura 4.2: Velocidad maxima después que el sistema ha sido perturbado con 7 =
0.648.

dejamos que el sistema evolucione hasta un tiempo t = 20,000, donde tenemos el
estado estacionario. Del lado derecho mostramos la evolucién del campo de veloci-
dades correspondiente. Para t = 20, 000 tenemos el campo de velocidades en forma
de dos rollos convectivos, uno en el centro y el otro en dos mitades.

4.3. Simulacion de Una Pluma en una Cavidad

En esta seccion simulamos numéricamente el experimento realizado por Moses
[13] para una pluma usando diferentes fluidos. En dicho experimento se tiene un
tanque de vidrio de dimensiones 10 X 10 X 20 cm, donde se calienta una regién
del fluido mediante una resistencia eléctrica de 100 Q, regulando el voltaje o la
cantidad de corriente que pasa a través de ella. Esta resistencia va empotrada dentro
de un termistor de tipo PTC. Los termistores PTC (coeficiente de temperatura
positivo) son resistores que cuando aumenta la temperatura aumenta también la
resistividad por lo que se usan como sensores de temperatura debido a que ofrecen
una respuesta extremadamente rapida a las variaciones de temperatura. Para poder
visualizar el experimento se emplearon dos técnicas, la primera conocida como TLC
(cristal liquido termocrémico). Esta técnica consiste en microparticulas (de 50 a
100 um de didmetro) en concentraciones muy bajas que hacen que las particulas se
comporten en el flujo como suspensiones, asi se pueden obtener imagenes del campo
de temperaturas a través del cambio de color de los cristales y también imdgenes
del campo de velocidades siguiendo el movimiento de las particulas. La segunda
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Figura 4.3: Interpolacién para encontrar el Ra.. El valor del Ra. lo encontramos
como el valor del Ra que corresponde a una tasa de crecimiento cero.

técnica empleada en dicho experimento se conoce como Shadowgraph con la que
se obtiene una imagen cualitativa del campo de temperaturas y de velocidades y
tiene la desventaja que obscurece los bordes del perfil de temperaturas, donde los
gradientes son pequeiios, por lo que el tallo se ve simplemente como una columna
negra.

En la figura 4.5 mostramos la simulacién de una pluma térmica usando la EBR,
con Pr = 7 y paredes adiabaticas a un tiempo t = 40,000, 45,000 y 50,000 con
un tamafo de malla Ix = 400 y [y = 800. Los pardmetros de la simulacién son
Ra = 6673, densidad p = 0.85 y el tiempo de relajacién del campo de velocidades
T = 0.648. Otros parametros importantes en la simulacién son el radio del disco
r = 20 y el valor de la aceleracién de la gravedad g = 0.010. El centro del disco
estd colocado a la mitad de la base a una altura h = 100. En las paredes del disco
la temperatura es T1 = 3.0 y en el medio que lo circunda Ty = 0.10.

En la figura 4.6 mostramos en el eje horizontal el tiempo adimensional para
0 <t <04y en el gje vertical la altura adimensional méxima alcanzada por el
gorro de la pluma y’t‘op, con Pr =7y tres diferentes niimeros de Rayleigh. En dicha
figura podemos distinguir tres zonas para cada curva. En el caso de la curva con
Ra = 2.80 x 10* inicialmente hay una aceleracién de la pluma para 0 < t* < 0.1,
aproximadamente. Para 0.1 < t* < 0.37 la pluma se eleva a velocidad constante
v;op. Finalmente para t* > 0.37 la velocidad de ascenso de la pluma decrece por la
presencia de la pared superior de la cavidad. En la figura 4.7 mostramos una relacién
de escalamiento de v;op con el ndmero de Rayleigh de la forma v;op ~ Ra%, con
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Figura 4.4: Contornos de temperatura y campo de velocidades para diferentes tiem-

pos, con Ra = 10000. Del lado izquierdo mostramos la simulacién del campo de
temperaturas y del lado derecho la simulacién del campo de velocidades correspon-

diente.
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o

Figura 4.5: Isotermas numéricas para una pluma laminar.

a = 0.48. Para distintos fluidos, entre ellos el agua, Moses reporta que @ = 0.5+0.1.
Concluimos que hay un buen acuerdo entre la EBR vy los resultados experimentales.

4.4. Simulacion de Dos Plumas en una Cavidad

En esta seccién simulamos la formacién de dos plumas térmicas usando la EBR
y comparamos nuestros resultados con las simulaciones que hizo Ichimiya de su
experimento [15]. En dicho experimento se estudia el comportamiento de dos plumas
térmicas originadas por dos secciones calefactoras colocadas a diferente distancia
entre ellas y situadas en la parte inferior de una cavidad, como mostramos en la
figura 4.8. En dicha figura tenemos un sistema de coordenadas que representa al
eje x en la direccién vertical y al eje ¥ en la direccién horizontal. La cavidad tiene
un ancho w =200 mm y una altura i = 100 mm. Las secciones calefactoras tienen
un ancho b = 10 mm cada una y estdn puestas a una distancia ¢ = 75 mm a ambos
lados de las paredes. Los calefactores estan situados a una distancia pi = 50 mm
uno del otro, tomando como punto de partida el centro de una seccién calefactora
al centro de la otra, como podemos ver en la figura 4.8. En dicha figura ©;, O, g,
q y t representan la temperatura inicial de la cavidad, la temperatura de la fuente de
calor, la gravedad, un flujo de calor constante y el tiempo, respectivamente. En el
experimento la tapa de la cavidad consta de una hoja de cristal liquido termosensible
a los cambios de temperatura, una ldmina de 20 pm de grosor y una pared de
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Figura 4.6: Ascenso de una pluma en funcién del tiempo para diferentes Ra.

acrilico con una transparencia mayor a 90 %. Las paredes de acrilico de la cavidad
tienen un grosor de 10 mm. La cavidad se llena con silicén. Para poder visualizar
la temperatura en el interior de la cavidad se agregaron particulas de 50 pm que
cambian de color conforme cambia la temperatura. El rango de temperaturas para
las particulas y la hoja de cristal liquido termosensible es de 24 a 28 °C y de 24 a
29 °C, respectivamente.

En la simulacién numérica hecha por Ichimiya las cantidades adimensionales se
indican con un asterisco. En el caso de las distancias éstas se adimensionalizan con
la altura K, por ejemplo la distancia adimensional en la direccién horizontal x*, y la
distancia adimensional en la direccién vertical y*, las definimos como

o X =Y
=2y Y=g (4.3)

El tiempo en forma adimensional estd definido por

. a
donde t es el nimero de iteraciones y a es la difusividad térmica. Otra cantidad

adimensional usada en las simulaciones es la temperatura ©*, definida como

®-0
o = o

= en_o (4.5)

En la ecuacién 4.5, © es la temperatura del fluido en un punto, @y la temperatura
inicial o de referencia del sistema y Oy la temperatura de la seccién calentada. La
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Figura 4.7: Velocidad vertical de una pluma en funcién del Ra.

componente horizontal u y la componente vertical v de la velocidad las adimensio-
nalizamos como

h
U= uE y v'=v—. (4.6)
o o

En la simulacién numérica de Ichimiya las paredes verticales son adiabaticas, lo
mismo que la pared horizontal inferior, excepto en la zona donde estdn los cale-
factores. La pared horizontal superior es conductora debido a un pequefio flujo de
calor constante. En dicha simulacién los efectos de la radiacién térmica no se con-
sideran numéricamente y el término de la presién en la ecuacién de conservacion
de cantidad de movimiento se omite introduciendo en su lugar una funcién adimen-
sional de corriente. En el caso de la seccién calentada b* = b/h = 0.10 y la altura
I* = 1.0. La distancia del centro del calefactor a la pared es ¢* = ¢/h = 0.75. La
distancia entre las dos secciones calentadas se toma como la distancia que hay de
un centro del calefactor al centro del otro y se adimensionaliza como p;* = pi/h, con
pi" =0.26,0.50 y 1.0 en las simulaciones. Los niimeros de Rayleigh, Ra, y Prandtl,
Pr, quedan definidos de la misma manera como aparecen en la primera seccién. El
numero de Grasshof se define como

_Ra

GT’—E.

(4.7)
Los resultados reportados por Ichimiya son para Gr = 10,000. Al igual que en la
seccion anterior hay que calibrar los parametros de la simulacién. Para el caso de
silicén tenemos Pr = 170 y encontramos que p = 0.9, ¢ = 0.001, = 0.1, L, = 805
y L, = 402. Los tiempos de relajacién del campo de temperaturas y velocidades son
7 =3.0y tr = 0.514706, respectivamente.
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Figura 4.8: Esquema de la cavidad experimental. Las seccidnes calefactoras estan
ubicadas en el eje horizontal como rectdngulos.

En las figuras 4.9-??7 comparamos los resultados de las simulaciones numéricas
usando la EBR con los resultados presentados por Ichimiya usando el método de la
direccién alternante implicita (ADI) y el método de sobre relajacién sucesiva (SOR).
En las simulaciones con la EBR la pared superior la mantenemos a una temperatura
©; y las fuentes de calor a una temperatura @y, también imponemos condiciones a
la frontera adiabdticas en todas las otras paredes.

En las figuras siguientes comparamos los resultados obtenidos con la EBR con
aquellos presentados por Ichimiya. En todas las figuras los resultados con la EBR
estan del lado izquierdo y los de Ichimiya del lado derecho. Los resultados numéricos
de Ichimiya son para Gr = 10,000 y Pr = 170.

En la figura 4.9 mostramos las isotermas a distintos tiempos para p;* = 0.50. A
un tiempo #* = 2.700 x 10~! podemos ver en la figura 4.9(a) como las dos plumas
empiezan a nacer. Los dos rectdngulos que aparecen debajo de la linea horizontal
del lado derecho son dos secciones calentadas que originan la aparicién de las dos
plumas y su crecimiento en forma de hongo. En la pared superior de la cavidad se
forma una capa térmica conductiva. En la figura 4.9(b) podemos ver como el tallo
de las dos plumas estdn separados y todavia no terminan por unirse. Podemos ver
también que, respecto a la simulacién anterior, los contornos de los gorros estan
mds definidos por lo que podemos distinguir claramente el gorro del tallo en cada
pluma. Tanto la simulacién hecha por Ichimiya como la simulacién hecha con la
EBR muestran que las dos plumas se acercan para después alejarse una de la otra.
Esto es debido a que se genera una recirculacién del fluido alrededor de los tallos.
Observamos una gran similitud entre los resultados encontrados con la EBR y por
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Figura 4.9: Isotermas para diferentes tiempos adimensionales con p;* = 0.50. Las
graficas del lado izquierdo muestran la simulacién usando la EBR. Del lado derecho
las graficas muestran la simulacién de Ichimiya para los mismos tiempos adimen-
sionales usando el método de direccién alternante implicita (ADI) y el método de
sobre relajacién sucesiva (SOR). Las isotermas del lado izquierdo corresponden a
los valores reportados del lado derecho.
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Figura 4.11: Simulacién de dos plumas térmicas separadas una distancia p;* = 1.0.
Del lado izquierdo presentamos las simulaciones usando la EBR y del lado derecho
las simulaciones hechas por Ichimiya. En (a) mostramos las isotermas numéricas.
En (b) del lado izquierdo el campo de velocidades y del lado derecho las lineas de
corriente.

Ichimiya. En la figura 4.9(c) a un tiempo +* = 7.200 X 10~ podemos observar como
los dos tallos terminan por unirse y forman un solo tallo del cual se desprenden dos
brazos en direcciones opuestas donde los gorros de cada pluma alcanzan la parte
superior de la cavidad. En la figura 4.9(d) podemos ver como los gorros de las dos
plumas estdn conectados por un solo tallo y como tienden a ocupar toda la cavidad.

A continuacién en la figura 4.10 presentamos del lado izquierdo el campo de
velocidades con los mismos parametros de la simulacién anterior y del lado derecho
la simulacién de Ichimiya para las lineas de corriente. En la figura 4.10(a) podemos
observar la formacién de cuatro vértices. Del lado derecho la simulacién que hace
Ichimiya de las lineas de corriente adimensionales muestra la formacién de cua-
tro vértices con centros en (0.65,0.25), (1.4,0.25), (0.9,0.2) y (1.1,0.2). Del lado
izquierdo presentamos el campo de velocidades usando la EBR. En nuestra simula-
cién podemos observar la aparicién de cuatro vértices situados aproximadamente en
los mismos puntos donde aparecen los vértices en la simulacién realizada por Ichi-
miya. En la figura 4.10(b) podemos observar dos regiones en forma de Iébulo que
estan situadas en cada mitad de la cavidad. Del lado derecho tenemos la formacién
de dos vdrtices con centros en (0.55,0.6) y (1.5,0.6). Los centros de los vértices del
lado izquierdo del campo de velocidades usando la EBR tienen aproximadamente las
mismas coordenadas. En la figura 4.10(c) y 4.10(d) observamos un comportamiento
similar ya que coinciden los centros de los vértices.

En la figura 4.11 presentamos dos plumas térmicas para p;* = 1.0. A esta
distancia cada pluma alcanza la parte superior de la caja sin ser afectada por la
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Figura 4.12: Simulacién de dos plumas térmicas separadas una distancia p;* = 0.26.
En (a)-(e) mostramos las isotermas numéricas del campo de temperaturas usando
la EBR para diferentes tiempos. En (f) presentamos la simulacién correspondiente
de Ichimiya para t* = 4.500 X 107*. En (g) y (h) presentamos la simulacién del
campo de velocidades usando la EBR y la simulacién de Ichimiya de las lineas de
corriente, respectivamente..
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Figura 4.13:

Ascenso de una pluma en funcién del tiempo para dos diferentes cavidades con
pi* = 0.26.

presencia de la otra. Observamos un acuerdo entre los dos métodos.

En las figuras 4.12(a)-(e) mostramos las isotermas que se obtienen de la simu-
lacién numérica usando la EBR a diferentes tiempos con p;* = 0.26. En las figuras
4.12(e) y (g) mostramos las isotermas y el campo de velocidades a t* = 4.500x 107}
obtenidos con la EBR. En las figuras 4.12(f) y (h) se muestran los mismos resultados
obtenidos por Ichimiya et al [15]. Podemos concluir que hay un acuerdo razonable
entre los dos métodos.

En la figura 4.13 comparamos el comportamiento de dos plumas con p;* = 0.26
para diferentes tamafios de cajas cambiando la altura de la pared superior y con-
servando el mismo ancho de la cavidad. Para poder comparar nuestros resultados
usamos la misma temperatura en los calefactores. En la cavidad grande la altura es
tres veces mayor que la altura de la cavidad pequena y el nimero de Rayleigh es nue-
ve veces mayor que el nimero de Rayleigh de la caja pequena. Para poder comparar
los resultados presentamos tiempos y distancias adimensionales con la altura de la
cavidad pequeiia. En el eje horizontal tenemos el tiempo adimensional t* y en el eje
vertical la altura adimensional mdxima alcanzada por la pluma y;op. Para t* > 04
en la caja pequena los efectos de la pared superior empiezan a afectar la pluma
por lo que la curva se aplana. Cuando simulamos las plumas en una cavidad tres
veces mas alta que la altura de la cavidad pequefia observamos un comportamiento
similar para t* > 0.705. En la caja grande para 0.36 < {* < 0.72 ajustamos una recta
a la curva usando minimos cuadrados, por lo que para este intervalo la pluma tiene
una fase de velocidad constante con una velocidad adimensional v* = 4.36.
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4.5. Conclusiones

En este capitulo presentamos la simulacién del experimento de Bénard usando
la EBR y encontramos el valor del Ra. predicho por la teoria para un flujo en agua.
En el modelo de la EBR usado el campo de temperaturas estd acoplado al campo
de velocidades a través de una fuerza de cuerpo. En nuestra simulacién calibramos
los pardmetros de la simulacién y dejamos que el sistema alcanzara el equilibrio
térmico en estado conductivo y después aplicamos una perturbacién al campo de
temperaturas. Dicha perturbacién desaparecié debajo del Ra. y crecié para valores
mayores del Ra.. Para valores mayores del Ra, pudimos observar la aparicién de rollos
convectivos. Después que el sistema fue perturbado medimos en nuestra simulacién
la velocidad maxima que alcanzd el sistema en la direccién vertical para varios
valores de Ra y un valor fijo de 7. Posteriormente volvimos a simular con dos
valores mas de 7. Para poder encontrar el Ra. interpolamos a & = 0, lo que nos
dio el valor del Ra, para el cual el valor de la velocidad maxima en la direccién
vertical no crece ni decrece exponencialmente. Para T = 0.648 encontramos el valor
del Ra. = 1707.50, el cual fue un valor cercano al valor obtenido por la teoria de
1707.762. También presentamos las isotermas numéricas del campo de velocidades
para diferentes tiempos de simulacién para Ra = 10, 000.

En la segunda parte simulamos una pluma térmica en una cavidad originada
por una fuente de calor y adimensionalizamos la distancia vertical, el tiempo y
la velocidad vertical maxima alcanzada por el sistema. En nuestras simulaciones
medimos la altura maxima alcanzada por las isotermas en la cavidad para diferentes
tiempos y tres diferentes nimeros de Rayleigh. Posteriormente a partir de éstos
datos encontramos la velocidad de crecimiento del gorro para diferentes nimeros
de Rayleigh y encontramos que las plumas ascienden con aceleraciéon constante
hasta alcanzar un valor de saturacién. En nuestras simulaciones encontramos que la
velocidad maxima vertical del sistema escala como v}, ~ Ra%*8, lo cual es un valor
que concuerda con el reportado por Moses en su experimento.

En la tercera parte usamos la EBR para simular el comportamiento de dos plu-
mas térmicas en una cavidad originadas por dos calefactores separados a diferente
distancia. Los resultados fueron comparados con los resultados numéricos de Ichimi-
ya [15]. Dentro de estas simulaciones consideramos el caso en el que los calefactores
estdn en una cavidad separados una distancia p;* = 0.26 y otro caso donde la ca-
vidad es mas grande, donde la altura es tres veces mayor y el ancho de la base es
la misma. Encontramos en las simulaciones que dependiendo de la distancia entre
los calefactores las plumas evolucionan de forma separada o bien se unen formando
una nueva pluma que evoluciona como si fuera una sola.

Concluimos que la EBR es un método adecuado para simular flujos con formacién
de plumas térmicas.



Capitulo 5

Conclusiones

En esta tesis presentamos el uso de la ecuacién de Boltzmann en redes (EBR)
para simular numéricamente problemas de conveccién natural en una cavidad donde
hay formacién de plumas térmicas.

En el capitulo uno presentamos una breve introduccién a la conveccién. En el
capitulo dos presentamos la ecuacién de transporte de Boltzmann que describe el
comportamiento irreversible de un gas diluido clasico formado por particulas que
chocan conservando la masa, la cantidad de movimiento y la energia y en el cual las
colisiones son las responsables de llevar al gas a un estado de equilibrio caracterizado
por la funcién de velocidades de Maxwell-Boltzmann.

En el capitulo tres usamos la aproximacién de Bhatnagar, Gross y Krook para el
término de colisién, conocido como la aproximacién a un solo tiempo de relajacién y
presentamos la expansién a nimeros de Mach bajos de la funcién de distribucién de
equilibrio local. Para discretizar la funcién de distribucién de equilibrio, presentada
en el capitulo dos, empleamos las cuadraturas de Gauss-Hermite y hallamos los
pesos correspondientes a cada una de las nueve direcciones de la red usando los
polinomios de Hermite. Para obtener las ecuaciones de la dindmica de fluidos a
partir del modelo D2Q9 aplicamos el método de Chapman-Enskog y un formalismo
multiescalas como una aproximacion de primer orden.

Para simular flujos con transporte de energia incluimos un segundo campo de
distribuciones que evoluciona de la misma manera que el campo de velocidades y
que es incorporado usando la aproximacién de Boussinesq en la fuerza de cuerpo.
Esto se conoce como el enfoque del escalar pasivo. También se presenté la forma
de simular paredes adiabdticas y diatérmicas y la forma de establecer la condicién
de no deslizamiento.

En el capitulo cuatro estudiamos numéricamente el experimento de Bénard pa-
ra validar el cédigo y posteriormente estudiamos el comportamiento de una y dos
plumas térmicas en una cavidad. En el estudio numérico del experimento de Bénard
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encontramos el valor numérico del Rayleigh critico, Ra, predicho por la teoria para
un flujo en agua a partir del cual comienza el movimiento convectivo. En nues-
tra simulacién calibramos los parametros en la EBR e implementamos condiciones
periddicas a la frontera en las paredes verticales, un rebote hacia atras de las fun-
ciones de distribucién para la condicién de no deslizamiento y paredes diatérmicas.
Al principio de la simulacién dejamos que el sistema alcanzara el equilibrio térmico
y aplicamos una perturbacién al campo de temperaturas y medimos posteriormen-
te la velocidad maxima del sistema en la direccidn vertical para diferentes valores
del nimero de Rayleigh y encontramos el valor del Ra, como el valor de la velo-
cidad méxima en la direccién vertical donde dicha velocidad no crece ni decrece
exponencialmente. Encontramos un buen acuerdo entre nuestras simulaciones y la
teoria.

En la simulacién numérica de las plumas térmicas simulamos el experimento
realizado por Moses para una sola pluma para diferentes fluidos y encontramos
que las plumas térmicas ascienden basicamente en dos regimenes como funcién de
la distancia a la fuente. Para cortas distancias las plumas se aceleran debido a la
cercania con la fuente de calor. Posteriormente hay una fase de velocidad constante.
En el caso de dos plumas originadas por dos calefactores encontramos que las plumas
evolucionan de forma separada o forman una sola pluma dependiendo de la distancia
que hay entre ellas. En nuestras simulaciones encontramos un buen acuerdo con los
experimentos de Moses y Kaminski, asi como con las simulaciones numéricas que
hizo Ichimiya de su experimento.

De lo dicho anteriormente concluimos en la presente tesis que el método de la
ecuacién de Boltzmann en redes es adecuado para estudiar la conveccién natural en
una cavidad donde hay formacién de plumas térmicas.
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