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A mis compañeros de generación Alejandro Ordaz y José Vidal.
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IV



Contenido

1. Introducción 1

2. La Ecuación de Transporte de Boltzmann 5

2.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.2. La Función de Distribución de Velocidades . . . . . . . . . . . . . . 5

2.3. Colisiones Binarias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.4. Sección Diferencial de Choque . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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Resumen

En este trabajo usamos la ecuación de Boltzmann en redes (EBR) para estudiar

numéricamente flujos con formación de plumas térmicas. En el caṕıtulo uno de la

presente tesis presentamos la introducción empezando con una breve descripción de

la convección. En el caṕıtulo dos presentamos la ecuación de transporte de Boltz-

mann partiendo de un gas diluido. En las colisiones entre part́ıculas se conserva la

masa, la cantidad de movimiento y la enerǵıa. La ecuación de Boltzmann describe

la tendencia irreversible al equilibrio, caracterizado por la función de distribución de

velocidades de Maxwell-Boltzmann.

En el caṕıtulo tres presentamos la ecuación de Boltzmann en redes en la apro-

ximación BGK para el modelo D2Q9 a partir de la discretización de la función de

distribución en equilibrio local. En dicha discretización usamos las cuadraturas de

Gauss-Hermite para encontrar los pesos respectivos a cada nodo de la red. Pos-

teriormente mostramos como se pueden obtener las ecuaciones de la dinámica de

fluidos a partir de la EBR partiendo de un desarrollo alrededor del equilibrio local y

de un formalismo multiescalas. Terminamos el caṕıtulo con una breve presentación

de las condiciones a la frontera en el formalismo de la EBR.

En el caṕıtulo cuatro presentamos los resultados de la presente tesis. En la

primera parte de este caṕıtulo se simula un flujo similar al del experimento reportado

por Bénard usando la EBR y se encuentra el valor numérico del Rayleigh cŕıtico

predicho por la teoŕıa de la estabilidad lineal. En la segunda parte se simula la

formación de una pluma térmica con diferentes números de Rayleigh. En la tercera

parte simulamos la formación de dos plumas térmicas en una cavidad originadas por

dos calefactores colocados a diferente distancia. En el caṕıtulo cinco se exponen las

conclusiones de la presente tesis.





Caṕıtulo 1

Introducción

Debido a sus implicaciones económicas y técnicas en problemas de tipo industrial

y ambiental el estudio de la convección ha llegado a ser cada d́ıa más importante.

La convección es un proceso de transporte de calor y tiene lugar cuando la enerǵıa

es transportada de una región a otra por medio de un flujo de materia en estado

ĺıquido o gaseoso. Este transporte de materia se da entre regiones con diferente tem-

peratura. La transferencia de calor por convección se compone de dos mecanismos,

uno difusivo, debido al movimiento de las moléculas y otro debido al movimiento

global del fluido. El caso difusivo domina cerca de la superficie donde la velocidad

del fluido es baja, de hecho, en la interfaz entre la superficie y el fluido, la velocidad

del fluido es cero y el calor se transfiere sólo por este mecanismo. El estudio de la

convección está presente en ingenieŕıa en el diseño eficiente de aletas en torres de

enfriamiento, ventilación de dispositivos electrónicos, ventilación de habitaciones,

etc. [1–5] Igualmente aparece en fenómenos naturales tales como el movimiento

de agua en los oceanos y en los movimientos atmosféricos de grandes masas de

aire [6–8]. El objetivo de la presente tesis es abordar el estudio de la formación de

plumas térmicas por convección natural usando la ecuación de Boltzmann en redes

(EBR).

En esta tesis estudiamos numéricamente el caso de la convección natural pa-

ra diferentes geometŕıas y condiciones, como son el experimento de Bénard para

un fluido confinado entre dos placas horizontales y el comportamiento de una y

dos plumas térmicas. El experimento de Bénard es una de las configuraciones más

estudiadas tanto experimental como anaĺıticamente. Dicho experimento y sus re-

sultados, propuesto en 1900 [9], consist́ıa en el calentamiento de una fina capa de

fluido donde se observaba la aparición de una serie de rollos hexagonales que apa-

rećıan sólo cuando se desarrollaba la convección. Posteriormente en 1916, Rayleigh

explicó teóricamente los resultados experimentales de Bénard con una teoŕıa lineal

de las inestabilidades [10]. En este trabajo Rayleigh demostró que la mera existencia
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de un gradiente de temperaturas no es suficiente para iniciar la convección natural;

es necesario que el empuje inducido por este gradiente de temperatura supere los

efectos disipativos de la viscosidad y la difusión del calor. La relación entre estos

efectos se conoce como el número de Rayleigh, Ra. La convección se origina cuando

este número sobrepasa cierto valor cŕıtico, Rac, y depende de las condiciones de

frontera. Para el caso en que ambas superficies son ŕıgidas Rac = 1707.762. Las

predicciones de la teoŕıa de Rayleigh para la convección sólo son válidas para el caso

en que el número de Rayleigh sea cercano al valor cŕıtico o bien para los primeros

instantes de la convección.

En nuestras simulaciones consideramos un fluido confinado entre dos superficies

ŕıgidas a diferente temperatura y donde la superficie inferior es calentada a una

temperatura mayor que la de la superficie superior. Para números de Rayleigh abajo

del número de Rayleigh cŕıtico tenemos un transporte de enerǵıa de tipo conducti-

vo [11,12]. Si el número de Rayleigh es mayor que el número de Rayleigh cŕıtico el

transporte de enerǵıa es de tipo convectivo y puede desarrollarse en régimen laminar,

de transición o turbulento.

Las plumas térmicas aparecen cuando un flujo de calor es aplicado en una región

localizada de un fluido y están caracterizadas por una capa ĺımite en la vecindad de

la fuente térmica, un gorro que se forma como un frente de propagación ascendente

y un tallo conectándolos.

En el estudio numérico de las plumas térmicas consideramos primero el caso

de una sóla pluma y posteriormente el caso de dos plumas colocadas a diferentes

distancias dentro de la misma cavidad. Asimismo comparamos los resultados de

nuestras simulaciones con los resultados experimentales de Moses y Kaminski [13,14]

y numéricos de Ichimiya [15].

En el caṕıtulo 2 deducimos la ecuación de transporte de Boltzmann partiendo de

un gas diluido. Las colisiones son las responsables de que el gas llegue a un estado

de equilibrio y en ellas se conserva la masa, la cantidad de movimiento y la enerǵıa.

Posteriormente encontramos la función de distribución cuando el gas alcanza su

equilibrio, conocida como la función de distribución de Maxwell-Boltzmann [16].

En el caṕıtulo 3 estudiamos el método de la ecuación de Boltzmann en redes

para estudiar numéricamente flujos con formación de plumas térmicas. El modelo

empleado es el D2Q9. En dicho modelo tenemos nueve velocidades en un espacio

bidimensional y corresponde al modelo de un flujo en dos dimensiones. Establecemos

la ecuación de evolución para cada nodo de la red considerando la aproximación de

Bhatnagar, Gross y Krook [17] para la función de colisión y la aproximación a

números de Mach bajos [18] de la función de distribución de equilibrio local, por

lo que tenemos un fluido confinado donde la velocidad de traslación es cero. En la

discretización de la función de equilibrio local usamos las cuadraturas de Gausss-

Hermite [19] para encontrar los pesos respectivos a las nueve direcciones asociadas

a cada nodo de la red. Posteriormente mostramos como se pueden obtener las

ecuaciones de la dinámica de fluidos a partir de la EBR partiendo de un desarrollo

alrededor del equilibrio local y de un formalismo multiescalas. Terminamos el caṕıtulo

con una breve presentación de las condiciones a la frontera en la EBR.

En el caṕıtulo 4 hacemos simulaciones numéricas para encontrar el número de

Rayleigh cŕıtico y estudiamos el comportamiento de una y dos plumas térmicas. Los
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resultados obtenidos numéricamente muestran que el comportamiento de una pluma

térmica tiene una fase de aceleración seguida por una fase de velocidad constante.

En el caso de dos plumas éstas evolucionan de forma separada o forman una sola

pluma dependiendo de la distancia de la fuente de calor que hay entre ellas. En el

caṕıtulo 5 presentamos las conclusiones de la presente tesis señalando que la EBR

es un método numérico con el cual podemos estudiar la convección natural en una

cavidad donde hay formación de plumas térmicas.



4 Introducción



Caṕıtulo 2

La Ecuación de Transporte de

Boltzmann

2.1. Introducción

En este caṕıtulo presentamos la ecuación de transporte de Boltzmann. La ecua-

ción de transporte de Boltzmann describe el comportamiento irreversible de un gas

diluido clásico. Boltzmann supuso que el gas está formado por part́ıculas que chocan

conservando masa, cantidad de movimiento y enerǵıa y que son las colisiones las

que llevan al gas a un estado de equilibrio. Por tratarse de un gas diluido, Boltzmann

supuso que sólo ocurren colisiones binarias.

2.2. La Función de Distribución de Velocidades

En esta sección consideramos un gas formado por N part́ıculas, cada una con

masa m, localizadas en el espacio en un volumen V. Dichas part́ıculas corresponden

al modelo f́ısico de un gas monoatómico. En este modelo el estado del gas a un

tiempo t está dado por las posiciones r y velocidades v de todas las part́ıculas y

podemos representar a dicho estado como un conjunto de N puntos en un espacio

de seis dimensiones, tres de ellas correspondiendo a la posición y las otras tres a

la velocidad. Dicho espacio lo conocemos como espacio µ y lo representamos en

el plano con un dibujo, con el eje horizontal etiquetado por r y el eje vertical por

v, como podemos ver en la figura 2.1. En dicha figura podemos observar que las

part́ıculas, a un tiempo t, están representadas por puntos, encontrándose algunas

de ellas dentro del elemento de volumen d3rd3v. La ecuación de transporte de

Boltzmann describe como cambia la función de distribución de velocidades f . Ésta
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la definimos como

f (r, v, t)d3rd3v = número promedio de part́ıculas que al tiempo t están loca-

lizadas en un elemento de volumen d3r alrededor de r con

velocidades en un elemento de volumen d3v alrededor de v.

En ausencia de colisiones una part́ıcula al tiempo t, con coordenadas (r, v), tendrá las

coordenadas (r + vδt, v + (F/m)δt) al tiempo t + δt, donde F es una fuerza externa

actuando sobre la part́ıcula. Las fronteras del elemento de volumen d3rd3v también

se mueven de la misma manera y definen un nuevo elemento de volumen d3r′d3v′

al tiempo t + δt, por lo que

f (r, v, t)d3rd3v = f (r + vδt, v +
F

m
δt, t + δt)d3r′d3v′, (2.1)

que establece la conservación de part́ıculas. Podemos demostrar [16] que

d3rd3v = d3r′d3v′ + O(δt2), (2.2)

ya que si escogiéramos un elemento de volumen d3rd3v al tiempo t, el área de

cualquier proyección de este cubo, digamos dxdvx, no cambia al tiempo t y al

tiempo t+δt, correspondiéndole un rectángulo al elemento dxdvx y como un rombo

al elemento que resulta al tiempo t + δt. Podemos observar dicha proyección en la

figura 2.2, por lo que, a primer orden en δt, los dos elementos tienen la misma área.

Entonces

f (r, v, t) = f (r + vδt, v +
F

m
δt, t + δt). (2.3)

Cuando consideramos colisiones entre part́ıculas esta ecuación ya no es válida y

proponemos que

f (r + vδt, v +
F

m
δt, t + δt) − f (r, v, t) =

(

∂ f

∂t

)

col

δt, (2.4)

que define al término de colisión
(

∂ f

∂t

)

col
. Si expandemos en serie de Taylor el término

del lado izquierdo de la ecuación (2.4) a primer orden en δt, obtenemos

Dt f (r, v, t) =

(

∂ f

∂t

)

col

. (2.5)

donde

Dt =
∂

∂t
+ v · ∇r +

F

m
· ∇v, (2.6)

con

∇r =

(

∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)

, ∇v =

(

∂

∂vx
,
∂

∂vy
,
∂

∂vz

)

.
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d
3
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d
3
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v

r

Figura 2.1: Representación en el plano del espacio µ, de dimensión seis, para molécu-

las monoatómicas.

2.3. Colisiones Binarias

Para obtener una fórmula expĺıcita para el término de colisión, dado por la ecua-

ción (2.5), es necesario estudiar con detalle las colisiones entre las part́ıculas. En

nuestro modelo tenemos un gas formado por part́ıculas de igual masa que está su-

ficientemente diluido para que sólo ocurran colisiones binarias entre ellas. En las

colisiones se conserva la masa, la cantidad de movimiento y la enerǵıa. La conser-

vación de la cantidad de movimiento es

v1 + v2 = v′1 + v′2, (2.7)

donde v1 y v2 son las velocidades antes del choque, y v′
1
, v′
2

son las velocidades

después del choque. Esta colisión está representada en la figura 2.3. La conservación

de la enerǵıa es

v21 + v
2
2 = v

′2
1 + v

′2
2 , (2.8)

donde v1, v2, v
′

1
, v′
2

son las magnitudes de v1, v2, v
′

1
, v′
2
, respectivamente.

En el estudio de las colisiones entre las part́ıculas es necesario introducir como



8 La Ecuación de Transporte de Boltzmann

dx
dvx

dx

dvx
t

t+ Æt
vx

x
Figura 2.2: Deformación del elemento de volumen durante la evolución en el tiempo.

variables la velocidad del centro de masa V, definido por

V =
1

2
(v1 + v2), (2.9)

y la velocidad relativa u definida por

u = v2 − v1. (2.10)

Con variables V′ y u′, definidas similarmente, podemos escribir la ecuación (2.7),

haciendo uso de la ecuación (2.9), en la forma

(2V − v2) + v2 =
(

2V′ − v′2

)

+ v′2 (2.11)

lo que nos lleva a que

V = V′. (2.12)

Si ahora partimos de la ecuación (2.7) y elevamos al cuadrado, obtenemos

v21 + 2v1 · v2 + v
2
2 = v

′2
1 + 2v

′

1 · v
′

2 + v
′2
2 , (2.13)

haciendo uso de la ecuación (2.8), para la conservación de la enerǵıa, escribimos la

ecuación (2.13) como

v1 · v2 = v′1 · v
′

2. (2.14)
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v1 v01

v02 v2
Figura 2.3: Colisión Binaria donde dos esferas duras con velocidad v1 y la otra con

velocidad v2, se aproximan antes de chocar una contra la otra. Las dos esferas salen

rebotadas de la colisión con velocidades v′
1

y v′
2
, respectivamente.

Elevando al cuadrado la ecuación (2.10), escribimos

u2 = v21 − 2v1 · v2 + v
2
2, (2.15)

y para u′

u′2 = v′21 − 2v
′

1 · v
′

2 + v
′2
2 . (2.16)

Haciendo uso de la ecuación (2.14), se sigue que

u2 = v′21 − 2v
′

1 · v
′

2 + v
′2
2 , (2.17)

por lo que

u = u′. (2.18)

Tomando el centro de masa como sistema de referencia y el plano donde ocurre

la colisión como el plano x − y, la colisión se ve como mostramos en la figura 2.4.

Hay que hacer notar, por otro lado, que el movimiento de las dos part́ıculas es

simétrico. El parámetro de impacto b queda definido en la figura, aśı como el vector

de colisión k, que es un vector unitario en la dirección de la recta que va del origen de

coordenadas al punto de mayor acercamiento entre las part́ıculas. De los principios

de conservación de masa, cantidad de movimiento y enerǵıa, y la especificación

del vector de colisión k podemos determinar completamente las velocidades de las

part́ıculas después del choque. De la figura 2.5 vemos que u′−u está en la dirección

de k. Para obtener su magnitud hay que multiplicarlo por un vector unitario y en

la misma dirección, por lo que al desarrollar la multiplicación y usando el hecho de

que u′ = u, dado por la ecuación (2.18), obtenemos
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bb x

y

1

1

2

2

��=2�=2
k

Ou/2

u'/2

-u/2

-u'/2
Figura 2.4: El choque de dos part́ıculas en el sistema de referencia del centro de

masa mostrando el parámetro de impacto b y el vector de colisión k. El vector de

colisión determina los ángulos α y β.

(u′ − u) · k = u′ · k − u · k (2.19)

= u′ cos

(

β

2

)

− u cos

(

α +
β

2

)

= −2

(

u cos
β

2

)

= −2 (u · k) , (2.20)

pero

(u′ − u) · k = |u′ − u| (2.21)

y

u′ − u = |u′ − u|k, (2.22)
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u′

u−u

u′
− u

α

β/2

β/2

k

Figura 2.5: Ángulos que forman los vectores y que son utilizados para la descripción

del choque entre dos part́ıculas.

por lo que, usando la ecuación (2.19), vemos que

u′ − u = −2 (u · k) k. (2.23)

Escribiendo a v′
1
, como

v′1 =

(v′
1
+ v′
2

2

)

−

(v′
2
− v′
1

2

)

, (2.24)

tenemos, al despejar el valor de u′ en la ecuación (2.23) y sustituirlo en la ecuación

(2.24), que

v′1 =

(v′
1
+ v′
2

2

)

−
1

2

(

u − 2(u · k)k

)

(2.25)

=

1

2

(

v1 + v2 − (v2 − v1)
)

+ (u · k)k

= v1 + (u · k)k

= v1 + [(v2 − v1) · k]k. (2.26)

Análogamente, encontramos para v′
2
, que

v′2 = v2 − [(v2 − v1) · k]k. (2.27)

Como una simplificación de lo que sigue, denotaremos la colisión directa entre

dos part́ıculas como {v1, v2} → {v
′

1
, v′
2
} con vector de colisión k y la colisión inversa

como {−v′
1
,−v′

2
} → {v′′

1
, v′′
2
} donde la colisión ocurre con el mismo vector de colisión

k y la colisión restitutiva como aquella en que las velocidades iniciales son v′
1

y v′
2

y
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las velocidades finales v′′
1

y v′′
2

y la colisión ocurre con el vector de colisión −k. Es-

tas colisiones se muestran esquemáticamente en las figuras 2.6 y 2.7. Mostraremos

como, en la colisión inversa, las velocidades finales son −v1 y −v2 y en la colisión

restitutiva son v1 y v2.

x

y

k
Ou/2

u'/2
-u'/2

-u/2

olision dire
ta

olision inversa

Figura 2.6: La colisión directa y colisión inversa. Por simplicidad no se muestra el

parámetro de impacto b.

Para la colisión inversa, {−v′
1
,−v′

2
} → {v′′

1
, v′′
2
},

v′′1 = −v
′

1 + [(−v
′

2 − (−v
′

1)) · k]k, (2.28)

por lo que sustituyendo el valor de v′
1

encontrado en la colisión directa

v′′1 = −
[

v1 + [(v2 − v1) · k]k
]

+ [(−v′2 − (−v
′

1)) · k]k. (2.29)

Al desarrollar la expresión anterior llegamos a que

v′′1 = −v1. (2.30)

De la misma manera

v′′2 = −v2. (2.31)



2.3 Colisiones Binarias 13

b

b x

y

k

-k
Ou/2

u'/2

u/2

u'/2


olisi�on dire
ta


olisi�on restitutiva

Figura 2.7: Colisión binaria donde mostramos la colisión directa y la colisión resti-

tutiva.

Concluimos que, en la colisión inversa, {−v′
1
,−v′

2
} → {−v1,−v2}, como mostramos

en la figura 2.6.

Para la colisión restitutiva, {v′
1
, v′
2
} → {v′′

1
, v′′
2
}, con vector de colisión −k, tene-

mos de la ecuación (2.26)

v′1 = v1 + [(v2 − v1) · k]k, (2.32)

v′′1 = v′1 + [(v
′

2 − v′1) · (−k)](−k) (2.33)

= v1 + [(v2 − v1) · k]k + [(v
′

2 − v′1) · (−k)](−k)

= v1 + [(v2 − v1) · k]k − [(v2 − v1) · k]k, (2.34)

por lo que al desarrollar y cancelar términos, obtenemos

v′′1 = v1 (2.35)

y, procediendo de manera semejante a como hicimos para v′′
1
, tenemos para v′′

2
que

v′′2 = v2, (2.36)

por consiguiente podemos, como antes, escribir la colisión restitutiva, {v′
1
, v′
2
} →

{v′′
1
, v′′
2
}, como {v′

1
, v′
2
} → {v1, v2}, como mostramos en la figura 2.7.
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2.4. Sección Diferencial de Choque

Para continuar con nuestro objetivo de encontrar una expresión para el término

de colisión, dado por la ecuación (2.5), es necesario conocer ahora como se disper-

sa una part́ıcula cuando colisiona con otra. Esto es equivalente a considerar una

part́ıcula que interacciona con un centro de fuerzas fijo representado en la figura

2.8 por O. Esta part́ıcula se acerca a O con velocidad u y parámetro de impacto b.
Puesto que el choque es simétrico y por consiguiente u′ = u, es suficiente considerar

una sola de las part́ıculas que intervienen en el choque, por lo que el estado final,

después del choque, está especificado por los ángulos θ y φ, donde θ es el ángulo

entre u′ y el eje z, y φ es el ángulo azimutal de u′, como podemos observar de

la figura 2.8. Es conveniente pensar en esta clase de colisiones imaginando que un

haz de part́ıculas, de velocidad inicial u, propagándose en el espacio en dirección

paralela al eje z, está incidiendo sobre el centro de fuerzas O. Definimos el flujo

incidente I como el número de part́ıculas, en el haz incidente, que cruzan un área

unitaria normal al haz por unidad de tiempo. La sección diferencial de choque σ(Ω)
es definida entonces como

Iσ(Ω)dΩ = número de part́ıculas dispersadas por unidad de tiempo en una

dirección contenidas en un elemento de ángulo sólido dΩ,

alrededor del ángulo sólido Ω.

De la figura 2.8, podemos ver que

Iσ(Ω)dΩ = Ibdbdφ. (2.37)

La sección diferencial de choque σ(Ω) tiene dimensiones de área, por lo que la

sección de choque total, σtot es

σtot =

∫

σ(Ω)dΩ. (2.38)

Como Ω es el ángulo sólido donde ocurre la dispersión, podemos representar la

sección diferencial de choque σ(Ω), referido para el caso de la colisión directa, por

σ(Ω) = σ(v1, v2|v
′

1, v
′

2). (2.39)

En la colisión inversa, {−v′
1
,−v′

2
} → {−v1,−v2}, cada part́ıcula recorre el mismo

camino que en la colisión directa, sólo que en sentido inverso, por lo que el ángulo

es el mismo, y

σ(v1, v2|v
′

1, v
′

2) = σ(−v
′

1,−v
′

2| − v1,−v2), (2.40)

donde hemos usado los resultados de la sección anterior, dados por las ecuaciones

(2.30) y (2.31). Para el caso de la colisión restitutiva, {v′
1
, v′
2
} → {v1, v2}, por lo que

si usamos los resultados encontrados por las ecuaciones (2.35) y (2.36), tenemos que

σ(v1, v2|v
′

1, v
′

2) = σ(v
′

1, v
′

2|v1, v2). (2.41)
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u
u0

u0b
db

d�
zo �d
�

Figura 2.8: Dispersión de una part́ıcula debido a un centro de fuerzas fijo O, mos-

trando el parámetro de impacto b

2.5. El Término de Colisión

Podemos escribir el término de colisión como
(

∂ f

∂t

)

col

δt =
(

R̄ − R
)

δt, (2.42)

donde R̄δtd3rd3v es un término que representa la ganancia de part́ıculas debido

a colisiones dentro del elemento de volumen d3rd3v alrededor de (r, v) durante el

intervalo de tiempo δt y Rδtd3rd3v es el consiguiente término de pérdida.

Para seguir adelante es necesario conocer f (2)(r, v2, v1, t)d
3rd3v2d

3v1, la distri-

bución de pares de part́ıculas que se encuentran en el elemento de volumen d3r
alrededor de r al tiempo t, de manera que una de ellas tiene velocidad en un ele-

mento de volumen d3v2 alrededor de v2 y la otra tiene velocidad en un elemento de

volumen d3v1 alrededor de v1. Boltzmann propuso que

f (2)(r, v2, v1, t) = f (r, v2, t) f (r, v1, t), (2.43)

o sea que el evento de encontrar parejas de part́ıculas, como mencionamos anterior-

mente, es estad́ısticamente independiente. La condición dada por la ecuación (2.43)

no se puede deducir de las leyes de la mecánica y se conoce como la hipótesis de

caos molécular [16].

Para evaluar R nos fijamos en un elemento de volumen d3r alrededor de r y nos

fijamos en una part́ıcula que se mueve con velocidad v1, y analizamos los posibles

choques con part́ıculas que se mueven dentro del mismo elemento de volumen y

con una velocidad v2, donde tenemos un elemento de volumen de lado |v2 − v1|δt,
y área unitaria A en un intervalo de tiempo δt, tenemos que el flujo incidente I

sobre la part́ıcula con velocidad v1, en la dirección v2 − v1, está representado por
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I = f (r, v2, t)d
3v2|v2 − v1|, (2.44)

por lo que

Iσ(Ω)dΩδt = f (r, v2, t)d
3v2|v2 − v1|σ(Ω)dΩδt. (2.45)

Esta ecuación nos indica el número de choques que ocurren en el intervalo de tiem-

po δt contra la part́ıcula con velocidad v1 en los que la part́ıcula incidente lleva

velocidad en una vecindad d3v2 de v2 y es dispersada en una vecindad dΩ de Ω.

Entonces, el número de choques, del tipo {v1, v2} → {v
′

1
, v′
2
}, que ocurren dentro de

d3r durante el intervalo de tiempo δt, está dado por

f (r, v1, t)d
3rd3v1 f (r, v2, t)d

3v2|v2 − v1|σ(Ω)dΩδt. (2.46)

De aqúı

Rδtd3rd3v1 =

[∫

d3v2

∫

dΩ f (r, v1, t) f (r, v2, t)|v2 − v1|σ(Ω)

]

d3rd3v1δt. (2.47)

Para calcular R̄ procedemos de la misma forma como hicimos para R, pero ahora

consideramos colisiones del tipo {v′
1
, v′
2
} → {v1, v2}, tenemos que

I
′
= f (r, v′2, t)d

3v′2|v
′

2 − v′1|, (2.48)

por lo que

I
′σ(Ω)dΩδt = f (r, v′1, t)d

3rd3v′1 f (r, v
′

2, t)d
3v′2|v

′

2 − v′1|σ
′(Ω)dΩδt. (2.49)

Se ha visto de la sección anterior, que σ′(Ω) = σ(Ω), por lo que escribimos

R̄d3v1 =

[∫

d3v′2

∫

dΩ f (r, v′1, t) f (r, v
′

2, t)|v
′

2 − v′1|σ(Ω)

]

d3v′1. (2.50)

Como |v2 − v1| = |v
′

2
− v′
1
| y d3v1d

3v2 = d
3v′
1
d3v′
2
, podemos escribir R̄ como

R̄ =

∫

d3v2

∫

dΩ f (r, v′1, t) f (r, v
′

2, t)|v2 − v1|σ(Ω). (2.51)

Finalmente,

(

∂

∂t
+ v1 · ∇r +

F

m
· ∇v1

)

f1 =

∫

σ(Ω)dΩ

∫

d3v2 | v2 − v1 | ( f
′

1 f
′

2 − f1 f2), (2.52)

donde

f1 = f (r, v1, t), f2 = f (r, v2, t), f
′

1 = f (r, v
′

1, t), f
′

2 = f (r, v
′

2, t) .

La ecuación (2.52) es la ecuación de transporte de Boltzmann.
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2.6. La Función de Distribución de Maxwell-

Boltzmann

Podemos encontrar la distribución de velocidades en equilibrio, conocida como

la función de distribución de Maxwell-Boltzmann, de la ecuación de transporte de

Boltzmann. De la ecuación (2.52) vemos que una condición suficiente para que f
no dependa del tiempo es que

f0(v
′

2) f0(v
′

1) − f0(v2) f0(v1) = 0, (2.53)

donde hemos agregado el sub́ındice 0 para indicar que estamos en el equilibrio. To-

mando logaritmos

ln f0(v1) + ln f0(v2) = ln f0(v
′

1) + ln f0(v
′

2). (2.54)

La condición expresada por la ecuación (2.53) es también una condición necesa-

ria. Esto es una consecuencia del teoremaH que no discutiremos en este trabajo [16].

En cualquier colisión de la forma {v1, v2} → {v
′

1
, v′
2
} la distribución dada por f0 debe

ser de tal forma que la ecuación (2.54) se cumpla. Pero la ecuación (2.54) tiene la

forma de una ley de conservación y sabemos que las únicas cantidades conservadas

en las colisiones son la masa, la cantidad de movimiento y la enerǵıa. Podemos

demostrar [20] que cualquier otra cantidad conservada debe ser una combinación

lineal de las anteriores, por lo que

ln f0(v) = a + b · v + cv
2 (2.55)

con a, b y c constantes. Esto a su vez lo podemos escribir como

f0(v) = C exp
−A(v−u)2 , (2.56)

donde A, C y u son constantes que se determinan como mostramos a continuación.

La normalización de la función de distribución es

n =

∫

f0(v)d
3v. (2.57)

En la ecuación (2.57), n es la densidad de part́ıculas definida como n = N/V, donde

N es el número total de part́ıculas y V el volumen ocupado por el gas. La velocidad

promedio 〈v〉 de una part́ıcula es

〈v〉 =
1

n

∫

v f0(v)d
3v (2.58)
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y la enerǵıa cinética promedio

ǫ =
m

2n

∫

v2 f0(v)d
3v. (2.59)

En la ecuación (2.59) la enerǵıa por part́ıcula está relacionada con la temperatura

T a través de la constante de Boltzmann k, como ǫ = 32kT.
Para encontrar el valor de C que aparece en la ecuación (2.56) evaluamos la

ecuación (2.57) y obtenemos

C = n
(

A

π

)3/2

. (2.60)

El valor de A lo encontramos de la ecuación (2.59), como

A =
m

2kT
. (2.61)

Al usar A y C dados por las ecuaciones (2.61) y (2.60), respectivamente, obtenemos

la función de distribución en equilibrio, como

f0(v) = n
(

m

2πkT

)3/2

exp−m(v−u)
2/2kT, (2.62)

donde 〈v〉 = u, dado por la ecuacion (2.58). De la ecuación (2.62) obtenemos la

velocidad cuadrática media por molécula

vrms =

√

3kT

m
(2.63)

y la velocidad promedio como

v̄ =

√

2kT

m
. (2.64)

2.7. Conclusiones

En este caṕıtulo encontramos la ecuación de transporte de Boltzmann para un

gas diluido y la función de distribución de velocidades en equilibrio. En las colisiones

entre dos part́ıculas se conserva la masa, la cantidad de movimiento y la enerǵıa.

Debido a las colisiones el gas llega a un estado de equilibrio descrito por la función

de distribución de Maxwell-Boltzmann.



Caṕıtulo 3

La Ecuación de Boltzmann en

Redes

3.1. Introducción

En años recientes el método de la ecuación de Boltzman en redes (EBR) se ha

desarrollado como un método eficaz para simular flujos. La idea principal de dicho

método es construir modelos cinéticos simplificados que incorporen la f́ısica esencial

de lo microscópico, de manera que las propiedades macroscópicas del sistema, tales

como su densidad, temperatura, presión, etc., sean obtenidas como consecuencia de

la interacción de muchas part́ıculas colisionando unas con otras y conservando en

todo momento masa, cantidad de movimiento y enerǵıa. El método de la EBR tiene

su origen en los autómatas celulares para gases en redes (ACGR’s), modelos sencillos

y discretos de la dinámica microscópica de un gas [21,22]. En este caṕıtulo presen-

tamos el método mencionado a partir de la discretización en el tiempo y el espacio

de la función de distribución en equilibrio para el modelo D2Q9. Posteriormente

deducimos las ecuaciones hidrodinámicas usando la expansión de Chapman-Enskog

y finalmente presentamos la función de distribución correspondiente al campo de

temperaturas junto con las condiciones para la pared adiabática y diatérmica, asi

como las condiciones a la frontera y la aproximación de Boussinesq para el modelo

D2Q9.

Actualmente la EBR se ha podido usar con éxito para simular transiciones de fase

y medios porosos [23–25], combustión en geometŕıas complejas [26, 27], en aero-

dinámica y flujos turbulentos [28, 29], flujos no newtonianos [30, 31], magnetohi-

drodinámica [32], convección [33–35], en la simulación de membranas comerciales

para aplicaciones industriales [36], colisión y formación de gotas [37, 38], etc.
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3.2. La Aproximación BGK

Bhatnagar, Gross y Krook [17] propusieron escribir la ecuación de transporte de

Boltzmann como una ecuación de relajación de la forma
(

∂

∂t
+ v · ∇r

)

f = −
1

τ

[

f − f0
]

, (3.1)

donde τ es el tiempo de relajación al equilibrio local y f0 es la función de distribución

de equilibrio local de Maxwell-Boltzmann dada por

f0(r, v, t) = n
(

m

2πkT

)D/2

exp

(

−

m(v− u)2

2kT

)

. (3.2)

En la ecuación (3.2), k es la constante de Boltzmann, D es la dimensión espacial,

v es la velocidad microscópica y n, u, T son la densidad de número, la velocidad

y la temperatura, respectivamente, que sólo dependen de la posición r y el tiempo

t. La densidad de masa ρ la definimos como ρ = mn donde m es la masa de una

part́ıcula. Tenemos que

ρ(r, t) = m

∫

d3v f (r, v, t) = m

∫

d3v f0(r, v, t), (3.3)

u(r, t) =
1

n

∫

d3v f (r, v, t)v =
1

n

∫

d3v f0(r, v, t)v, (3.4)

con

n(r, t) =

∫

d3v f (r, v, t) =

∫

d3v f0(r, v, t). (3.5)

Definimos la densidad de enerǵıa ǫ como

ǫ =
m

2n

∫

d3v f (r, v, t)|v − u|2 =
m

2n

∫

d3v f0(r, v, t)|v− u|2. (3.6)

Dado que el sistema es un gas ideal ǫ = (D/2)kT, de esta ecuación

T(r, t) =
m

nkD

∫

d3v f (r, v, t)|v − u|2 =
m

nkD

∫

d3v f0(r, v, t)|v− u|2. (3.7)

En las ecuaciones (3.3), (3.4) y (3.7), ρ = ρ(r, t), u = u(r, t) y T = T(r, t),
respectivamente. Suponemos que estas cantidades vaŕıan lentamente con t y r por

lo que ρ, u y T pueden evaluarse de la función de distribución f aśı como de la

distribución de equilibrio f0.
En el modelo D2Q9 usamos la ecuación (2.4) sin el término de fuerza y la

ecuación (3.1) para el término de colisión, por lo que escribimos la ecuación de

evolución como

fα(r + cαδt, t + δt) − fα(r, t) = −
δt

τ

[

fα(r, t) − f
(eq)
α (r, t)

]

, (3.8)

donde cα son las velocidades correspondientes a la dirección α, tal como mostramos

en la figura 3.1. En la ecuación (3.8), r es la posición del nodo al tiempo t y δt

es el intervalo del tiempo de evolución. Las funciones de distribución fα y f
(eq)
α las

determinamos más adelante.
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3.3. La Aproximación a Números de Mach Bajos

En la aproximación a números de Mach bajos consideramos que la velocidad

de traslación del gas es cercana a cero, de modo que presentamos la expansión

en términos de potencias de u de la distribución de equilibrio local f0, por lo que

escribimos la ecuación (3.2) como

f0 =
ρ

(2πkT)D/2
exp(−v2/2kT)exp

(

(v · u)/kT − u2/2kT
)

. (3.9)

Al hacer la expansión en serie de Taylor de la ecuación (3.9) alrededor de u = 0,
tenemos que

f0 = 1 + ∇ f0(0, 0) · u +
1

2
u · H (0, 0)(u)T + ..., (3.10)

donde

∇ f0(0, 0) · u =
v · u

kT
, (3.11)

(u)T es la matriz transpuesta de u y H el hessiano, dado por

H (0, 0) =





























−
1

kT
+

(

vx
kT

)2 (

vx
kT

) ( vy

kT

)

( vy

kT

) (

vx
kT

)

−
1

kT
+

( vy

kT

)2





























.

De lo anterior y evaluando para los primeros términos de la expansión, llegamos a

f0 =
ρ

(2πkT)D/2
exp

(

−
v2

2kT

) {

1 +
(v · u)

kT
+

(v · u)2

2(kT)2
−

u2

2kT
+ O(u3)

}

. (3.12)

3.4. Discretización de la Función de Equilibrio

En esta sección presentamos la discretización de la función de equilibrio local f0
dada por la ecuación (3.12) para el modelo D2Q9. En dicho modelo discretizamos

el espacio bidimensional sobre una red cuadrada y el espacio de velocidades lo dis-

cretizamos a sólo nueve velocidades, mostradas en la figura 3.1, donde la primera

velocidad la ubicamos en el centro co y las restantes ocho velocidades están alter-

nadas y ubicadas en sentido contrario a las manecillas del reloj. Aśı, la función de

distribución en toda la red es el conjunto de valores
{

fi(r, t)
}

con i = 0, ..., 8, r está res-

tringido a los nodos de una red cuadrada en dos dimensiones y t = 0, δt, 2δt, .... Las

integrales de las ecuaciónes (3.3), (3.4) y (3.7) las podemos escribir como

I =

∫

ψ(v) f0dv =
ρ

2πkT

∫

ψ(v) exp(−v2/2kT)

×

{

1 +
(v · u)

kT
+

(v · u)2

2(kT)2
−

u2

2kT

}

dv, (3.13)
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c
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Figura 3.1: Velocidades correspondientes para el modelo D2Q9 tomadas de un nodo

de la red. La velocidad c0 = (0, 0) la ubicamos en el centro de la figura donde c1 =

(1, 0), c2 = (0, 1), c3 = (−1, 0), c4 = (0,−1), c5 = (1, 1), c6 = (−1, 1), c7 = (−1,−1)
y c8 = (1,−1).

donde ψ(v) es un polinomio en v. Una forma suficientemente exacta de resolver

dicha integral es usando cuadraturas gaussianas [19, 39]. La idea central en que se

basa dicha integración es que en la selección de una fórmula del tipo
∫ b

a
y(x)dx ∼

∑n
i=1Aiy(xi) puede ser sensato no especificar que los argumentos xi estén igualmente

espaciados. En tal caso, debemos entonces encontrar cuales xi y Ai juntas producirán

el máximo de exactitud. Las cuadraturas del tipo de Gauss-Hermite se basan en

los polinomios de Hermite y son adecuadas para resolver integrales de la forma
∫

∞

−∞
e−x

2

f (x)dx, por lo que la ecuación (3.13) la podemos escribir como

∫

ψ(v) f0(r, v, t)dv =
∑

α

Wαψ(vα) f0(r, vα, t). (3.14)

En la ecuación (3.14), ψ(v) es un polinomio de v, Wα es el coeficiente de la cua-

dratura de Gauss-Hermite y vα es el conjunto de velocidades discretas de dicha

cuadratura. En particular, los momentos hidrodinámicos de las ecuaciones (3.3) y

(3.4), son

ρ(r, t) = m
∑

α

Wα f0(r, vα, t), (3.15)

u(r, t) =
1

n

∑

α

Wαvα f0(r, vα, t) (3.16)

y para la enerǵıa

ǫ =
m

2n

∑

α

Wα|vα − u|2 f0(r, vα, t). (3.17)
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De las ecuaciones (3.15-3.17) vemos que ψ(v) es un polinomio de v, de la forma

ψm,n(v) = v
m
x v
n
y, (3.18)

donde vx y vy son las componentes de v en los dos ejes. La ecuación (3.13) es

entonces

I =

∫

ψm,n(v) f0dv =
ρ

2πkT

[

∫ ∫

vmx v
n
y exp(−ζ

2)

(

1 −
u2

2kT

)

dvxdvy

+

∫ ∫

vmx v
n
y exp(−ζ

2)

(

v · u

kT

)

dvxdvy

+

∫ ∫

vmx v
n
y exp(−ζ

2)

(

(v · u)2

2(kT)2

)

dvxdvy

]

, (3.19)

donde ζ = v/
√

2kT. Al evaluar por separado cada uno de los términos que componen

esta suma y tomando en cuenta el factor común y que dvx =
√

2kTdζx y dvy =
√

2kTdζy, obtenemos

I =
ρ

π
(
√

2kT)m+n
{

(

1 −
u2

2kT

)

ImIn

+

2(uxIm+1In + uyImIn+1)
√

2kT

+

u2xIm+2In + 2uxuyIm+1In+1 + u
2
yImIn+2

kT

}

, (3.20)

donde

Im =

∫

+∞

−∞

e−ζ
2
xζmx dζx.

Al considerar en la ecuación (3.20) cada uno de los tres términos que componen la

suma del término del lado derecho como a, b, c y usando cuadraturas gaussianas,

podemos expresar las integrales Im y In como sumatorias, con sus respectivos pesos

ωi, ω j y abscisas ζi, ζ j. Una forma suficientemente exacta de evaluar dichas inte-

grales es considerar el ı́ndice de las sumatorias sólo hasta tercer orden [18, 19], por

lo que

Im =

3
∑

i=1

ωiζ
m
i .
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Al evaluar primero para a,

a =
ρ

π
(
√

2kT)m+n
(

1 −
u2

2kT

)

ImIn

=

ρ

π

(

1 −
u

2kT

) 3
∑

i=1

ωi(
√

2kT)mζmi

3
∑

j=1

ω j(
√

2kT)nζnj

=

ρ

π

3
∑

i, j=1

ωiω jψ(vi, j)

(

1 −
u2

2kT

)

, (3.21)

donde

vi, j =
(

vi, v j
)

=

√

2kT(ζi, ζ j) y ψ(vi, j) = v
m
i v
n
j (3.22)

y

vmi = (
√

2kT)mζmi , v
n
j = (

√

2kT)nζnj . (3.23)

Para b, tenemos

b =
ρ

π
(
√

2kT)m+n

















2
(

uxIm+1In + uyImIn+1
)

√

2kT

















=

ρ

πkT

(

ux

3
∑

i=1

ωi(2kT)
(m+1)/2ζm+1i

3
∑

j=1

ω j(2kT)
n/2ζnj

+uy

3
∑

i=1

ωi(2kT)
m/2ζmi

3
∑

j=1

ω j(2kT)
(n+1)/2ζn+1j

)

=

ρ

πkT

(

ux

3
∑

i, j=1

ωiω jv
m+1
i v

n
j + uy

3
∑

i, j=1

ωiω jv
m
i v
n+1
j

)

=

ρ

πkT

(

ux

3
∑

i, j=1

ωiω jψ(vi, j)vi + uy

3
∑

i, j=1

ωiω jψ(vi, j)v j

)

=

ρ

π

3
∑

i, j=1

ωiω jψ(vi, j)

(

(vi, v j) · u

kT

)

, (3.24)
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y, finalmente, para c,

c =
ρ

π
(
√

2kT)m+n












u2xIm+2In + 2uxuyIm+1In+1 + u
2
yImIn+2

kT













=

ρ

πkT

(

u2x

3
∑

i=1

ωi(
√

2kT)mζmi ζ
2
i

3
∑

j=1

ω j(
√

2kT)nζnj

+2uxuy

3
∑

i=1

ωi(
√

2kT)mζmi ζiζ j

3
∑

j=1

ω j(
√

2kT)nζnj

+u2y

3
∑

i=1

ωi(
√

2kT)mζmi

3
∑

j=1

ω j(
√

2kT)nζnj ζ
2
j

)

=

ρ

πkT

(

u2x

3
∑

i, j=1

ωiω jv
m
i v
n
j ζ
2
i + 2uxuy

3
∑

i, j=1

ωiω jv
m
i v
n
j ζ
m
i ζ
n
j

+u2y

3
∑

i, j=1

ωiω jv
m
i v
n
j ζ
2
j

)

=

ρ

π

3
∑

i, j=1

ωiω jψ(vi, j)

(u2xv
2
i
+ 2uxuyviv j + u

2
yv
2
j

2(kT)2

)

=

ρ

π

3
∑

i, j=1

ωiω jψ(vi, j)

(

( (

vi, v j
)

· u
)2

2(kT)2

)

, (3.25)

Al reunir a, b y c en una sóla expresión, y sacar el factor común ρ/π, encontramos

el valor buscado de I, como

I =
ρ

π

3
∑

i, j=1

ωiω jψ(vi, j)

[(

1 −
u2

2kT

)

+

(vi, j · u)

kT
+

(vi, j · u)
2

2(kT)2

]

. (3.26)

A partir de la ecuación anterior podemos identificar la función de distribución

en equilibrio. En el caso particular en que ψ(vα) = 1, en la ecuación (3.14), tenemos

I =
∑

α

Wα f0(r, vα, t)

=

ρ

π

3
∑

i, j=1

ωiω j

[(

1 −
u2

2kT

)

+

(vi, j · u)

kT
+

(vi, j · u)
2

2(kT)2

]

=

3
∑

i, j=1

f0i, j ,

(3.27)

con

f0i, j =
ωiω j

π
ρ

[

1 +
(vi, j · u)

kT
+

(vi, j · u)
2

2(kT)2
−

u2

2kT

]

. (3.28)

Para evaluar los pesos, ωiω j, que aparecen en la ecuación (3.28), es necesa-

rio emplear los polinomios de Hermite [19], donde los correspondientes pesos son
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evaluados a partir del cálculo de las tres abscisas (ζi). Dichos polinomios son de la

forma

Hn(ζ) = (−1)
neζ

2 dn

dζn

(

e−ζ
2
)

. (3.29)

Al desarrollar la ecuación (3.29), para n = 3, obtenemos el valor del polinomio como

H3(ζ) = 8ζ
3
− 12ζ (3.30)

y las ráıces como

ζ1 = −
√

3/2, ζ2 = 0, ζ3 =
√

3/2. (3.31)

Para encontrar los pesos correspondientes a las abscisas encontradas en la ecuación

(3.31) usamos la fórmula de Hermite para los pesos [19], que escribimos como

ωi =
2n+1n!

√

π

[H
′

n(ζi)]
2
, (3.32)

donde H
′

n(ζi) representa la derivada del polinomio de Hermite de orden n. Con

n = 3, tenemos

H
′

3 (ζ) = 24ζ
2
− 12. (3.33)

Entonces

H
′

3 (ζ1) = 24, H
′

3 (ζ2) = −12, H
′

3 (ζ3) = 24, (3.34)

y por lo tanto

ω1 =
√

π/6, ω2 = 2
√

π/3, ω3 =
√

π/6. (3.35)

Para el conjunto de velocidades discretas vi, j =
{

v1,1, v1,2, v1,3, ..., v3,3
}

y con v1,1,

tenemos de la ecuación (3.22), que

v1,1 =
√

2kT (ζ1, ζ1) =
√

2kT
√

3/2 (−1,−1) . (3.36)

A partir de la figura 3.1, podemos ver que v1,1 está en la dirección de c
7
, puesto

que c
7
= (−1,−1). De forma análoga

v1,2 =
√

2kT (ζ1, ζ2) =
√

2kT
√

3/2 (−1, 0) , (3.37)

está en la dirección c
3
, con c

3
= (−1, 0). Del mismo modo, obtenemos v1,3, v2,1,...,etc.

Asi, el conjunto de nueve vectores, vi, j, apuntan en las nueve direcciones del modelo

D2Q9. En el caso en que v2,2 = (0, 0), tenemos, de la ecuación (3.28), que

f02,2 =
ρ

π
ω2ω2

{

1 −
u2

2kT

}

, (3.38)
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por lo que ω0 = ω2ω2 = 4π/9. Análogamente ω1 = ω3ω2 = π/9, ω2 = ω2ω3 =
π/9,...,etc. Entonces

f
(eq)
α (r, t) = wαρ

{

1 +
3(cα · u)

c2
+

9(cα · u)
2

2c4
−
3u2

2c2

}

, (3.39)

donde α = 0, 1, ..., 8, con

wα =
ωiω j

π
=



















4/9, i = j = 2, α = 0
1/9, i = 1, j = 2, ..., α = 1, 2, 3, 4
1/36, i = j = 1, ..., α = 5, 6, 7, 8

(3.40)

y cα son las nueve velocidades de la figura 3.1. En la ecuación (3.39) hemos hecho

la sustitución c2s = kT donde cs es la velocidad del sonido. Esta sustitución es válida

pues el comportamiento termodinámico del modelo D2Q9 es el de un gas ideal.

Además se puede demostrar [18] que c2s = c
2/3 y c = δx/δt, donde δx es la distancia

minima entre dos nodos y δt es el intervalo del tiempo de evolución. En lo que sigue

δx = 1 y δt = 1. A partir de la ecuación (3.39) y la ecuación (3.8) podemos obtener

la ecuación de evolución para el modelo D2Q9, que en la aproximación BGK es

fα(r + cαδt, t + δt) − fα(r, t) = −
δt

τ

[

fα(r, t) − f
(eq)
α (r, t)

]

, (3.41)

con f
(eq)
α dada por la ecuación (3.39).

3.5. Las Ecuaciones de la Mecánica de Fluidos

La idea de expandir la función de equilibrio es tender un puente entre el mundo

microscópico y el mundo macroscópico, es decir a partir de la función de distribu-

ción en equilibrio dada por la ecuación (3.39), para el modelo de nueve velocidades,

podemos obtener las ecuaciones de Euler y de Navier-Stokes de la hidrodinámica

clásica. Existen dos técnicas para alcanzar esta meta [40] que son la expansión de

Hilbert y la expansión de Chapman-Enskog. En nuestro caso usaremos la expansión

de Chapman-Enskog por ser una técnica muy conocida. La idea atrás del método es

que la dependencia del tiempo en la función de distribución, fα, es a través de las

variables hidrodinámicas ρ, u y T; densidad, velocidad y temperatura, respectiva-

mente, que junto con el formalismo multiescalas son la esencia del método. En este

formalismo las perturbaciónes en el tiempo y el espacio son a través de un paráme-

tro en ǫ, donde ǫ = l/L = Kn, siendo l el camino libre medio de las particulas, L la

escala de longitud macroscópica, t́ıpica del sistema, y Kn el número de Knudsen,

por lo que escribimos

t0 = ǫ
0t, t1 = ǫ

1t, t2 = ǫ
2t, t3 = ǫ

3t, ... (3.42)

y

r0 = ǫ
0r, r1 = ǫ

1r, r2 = ǫ
2r, r3 = ǫ

3r, ... (3.43)
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Aqúı t = 0, 1, 2, 3, ...Deseamos desarrollar aproximaciones en el ĺımite de ǫ pequeñas,

ǫ→ 0, es decir donde l << L, por lo que escribimos la función de distribución como

fα(r, t) = f
(0)
α (r, t) + ǫ f

(1)
α (r, t) + ǫ

2 f
(2)
α (r, t) + ... (3.44)

Al desarrollar hasta segundo orden en serie de Taylor el primer término del lado

izquierdo de la ecuación (3.41), tenemos

fα(r + cαδt, t + δt) = fα(r, t) + δt(cα · ∇) fα + δt∂t fα

+

1

2

[

(cαδt)
2∂r∂r fα + 2(cαδt)(δt)∂r∂t fα + δ

2
t ∂t∂t fα

]

(3.45)

donde

∂t =
∂

∂t
y ∂r =

(

∂

∂x
,
∂

∂y

)

= ∂ri =
(

∂rx , ∂ry
)

,

por lo que

fα(r + cαδt, t + δt) = fα(r, t) + δtcαi∂ri fα + δt∂t fα

+

1

2
δ2t cαicα j∂ri∂r j fα + δ

2
t cαi∂ri∂t fα +

1

2
δ2t ∂t∂t fα, (3.46)

donde i = x, y y cαi es la proyección del vector cα en la dirección i y ∂ri es

la derivada parcial respecto a x o y. Debe notarse de la ecuación (3.45) que

δt (cα · ∇) fα = δt
(

cαx
∂
∂x fα + cαy

∂
∂y fα

)

= δtcαi∂ri fα. En el último término se supo-

ne una suma impĺıcita sobre i pero no sobre α. De la ecuación (3.41)

0 = fα(r + cαδt, t + δt) − fα(r, t) +
δt

τ
[ fα(r, t) − f

(eq)
α (r, t)], (3.47)

por lo que al sustituir la ecuación (3.46) en la ecuación (3.47), tenemos

0 =δtcαi∂ri fα + δt∂t fα +
1

2
δ2t cαicα j∂ri∂r j fα + δ

2
t cαi∂ri∂t fα

+

1

2
δ2t ∂t∂t fα +

δt

τ
[ fα(r, t) − f

(eq)
α (r, t)]. (3.48)

Al desarrollar la ecuación (3.48) y sustituir por

∂t → ǫ∂t1 + ǫ
2∂t2 y ∂ri → ǫ∂ri (3.49)
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y usar la ecuación (3.44), llegamos a

0 =δtcαi
(

ǫ∂ri
)

(

f (0)α (r, t) + ǫ f
(1)
α (r, t) + ǫ

2 f (2)α (r, t) + ...
)

+δt
(

ǫ∂t1 + ǫ
2∂t2

) (

f
(0)
α (r, t) + ǫ f

(1)
α (r, t) + ǫ

2 f
(2)
α (r, t) + ...

)

+

1

2
δt2cαicα j

(

ǫ∂ri
)

(ǫ∂r j)
(

f
(0)
α (r, t) + ǫ f

(1)
α (r, t) + ǫ

2 f
(2)
α (r, t) + ...

)

+δt2cαi
(

ǫ∂ri
)

(

ǫ∂t1 + ǫ
2∂t2

) (

f
(0)
α (r, t) + ǫ f

(1)
α (r, t) + ǫ

2 f
(2)
α (r, t) + ...

)

+

1

2
δt2

(

ǫ∂t1 + ǫ
2∂t2

) (

ǫ∂t1 + ǫ
2∂t2

) (

f
(0)
α (r, t) + ǫ f

(1)
α (r, t) + ǫ

2 f
(2)
α (r, t) + ...

)

+

δt

τ

(

f
(0)
α (r, t) + ǫ f

(1)
α (r, t) + ǫ

2 f
(2)
α (r, t) + ... − f

(eq)
α (r, t)

)

. (3.50)

A orden O(ǫ0) tenemos f
(0)
α = f

(eq)
α [41]. Al desarrollar hasta orden O(ǫ2) la ecuación

(3.50) es

0 =ǫδtcαi∂ri f
(0)
α (r, t) + ǫ

2δtcαi∂ri f
(1)
α (r, t)

+ǫδt∂t1 f
(0)
α (r, t) + ǫ

2δt∂t1 f
(1)
α (r, t) + ǫ

2δt∂t2 f
(0)
α (r, t)

+ǫ2
1

2
δt2cαicα j∂ri∂r j f

(0)
α (r, t) + ǫ

2δt2cαi∂ri∂t1 f
(0)
α (r, t)

+ǫ2
1

2
δt2δt1δt1 f

(0)
α (r, t) +

δt

τ
ǫ f
(1)
α (r, t) +

δt

τ
ǫ2 f

(2)
α (r, t). (3.51)

Esto lo podemos escribir como

0 = ǫE
(0)
α + ǫ

2E
(1)
α + ǫ

2E
(2)
α , (3.52)

donde

E
(0)
α = δt

(

∂t1 f
(0)
α + cαi∂ri f

(0)
α +

1

τ
f
(1)
α

)

, (3.53)

E
(1)
α = δt

(

∂t1 f
(1)
α + ∂t2 f

(0)
α + cαi∂ri f

(1)
α +

1

τ
f
(2)
α

)

, (3.54)

E(2)α =
δt2

2

(

cαicα j∂ri∂r j f
(0)
α + 2cαi∂ri∂t1 f

(0)
α + ∂t1∂t1 f

(0)
α

)

. (3.55)

En la obtención de las ecuaciones de Euler y Navier-Stokes consideramos los térmi-

nos de orden O(ǫ) y O(ǫ2), respectivamente. De la ecuación (3.52) a orden O(ǫ) y

de la ecuación (3.53), tenemos

0 =
∂

∂t1

∑

α

f
(0)
α +

∂

∂r

∑

α

cα f
(0)
α +

1

τ

∑

α

f
(1)
α . (3.56)

Procedemos a evaluar las cantidades
∑

α f
(0)
α y

∑

α cα f
(0)
α . Para esto consideramos que

en un fluido incompresible la densidad es aproximadamente constante, es decir ρ0
y que las fluctuaciones de densidad son muy pequeñas, δρ, por lo que ρ = ρ0 + δρ.
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Al sustituir este valor de ρ en la ecuación (3.39) y desarrollar, despreciando los

términos proporcionales a δρ(u/c) y δρ(u/c)2 [41], tenemos

f
(eq)
α (r, t) = wα

{

ρ + ρ0

[

3
(cα · u)

c2
+

9

2

(cα · u)
2

c4
−
3

2

u2

c2

]}

, (3.57)

con

∑

α

f
(0)
α =ρ

∑

α

wα + ρ0
∑

α

wα

[

3
(cα · u)

c2
+

9

2

(cα · u)
2

c4
−
3

2

u2

c2

]

=ρ. (3.58)

En la ecuación (3.58) hemos considerado la simetŕıa que tienen las velocidades en

el modelo D2Q9. Para
∑

α cα f
(0)
α , tenemos

∑

α

cα f
(0)
α =ρ

∑

α

cαwα + ρ0
∑

α

cαwα

[

3
(cα · u)

c2
+

9

2

(cα · u)
2

c4
−
3

2

u2

c2

]

=ρ0u, (3.59)

donde cα = (cαx, cαy). Al recordar de la ecuación (3.44), que

∑

α

f
(1)
α = 0 (3.60)

y sustituir las ecuaciones (3.58)-(3.60) en cada término respectivo de la ecuación

(3.56), tenemos
∂ρ

∂t1
+ ∇ · (ρ0u) = 0, (3.61)

que es la ecuación de continuidad. Si consideramos que la densidad del fluido es

constante, con δρ = 0, obtenemos

∇ · u = 0. (3.62)

A continuación, de la ecuación (3.53) evaluaremos el término
∑

α cαE
(0)
α . De lo

dicho anteriormente en la ecuación (3.56),
∑

α cαE
(0)
α = 0. Entonces

0 = ∂t1

∑

α

cα f
(0)
α + ∂ri

∑

α

cαicα j f
(0)
α +

1

τ

∑

α

cα f
(1)
α , (3.63)

donde j = x, y. Además, de la ecuación (3.44), tenemos

∑

α

cα f
(1)
α = 0, (3.64)

por lo que al usar la ecuación (3.59) y (3.64) en la ecuación (3.63) llegamos a

∂t1(ρ0u) + ∂ri

∑

α

cαicα j f
(0)
α = 0. (3.65)
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De la ecuación (3.65) tenemos que

∂t1(ρ0u) + ∇ ·Π
(0)
= 0, (3.66)

con

Π
(0)
=

∑

α

cαcα f
(0)
α , (3.67)

donde Π(0) es el tensor de flujo de cantidad de movimiento a orden cero. A conti-

nuación evaluaremos el segundo término del lado izquierdo de la ecuación (3.65).

Para esto, tenemos

4
∑

α=1

cαicα j = 2c
2δi j, (3.68)

y
8

∑

α=5

cαicα j = 4c
2δi j, (3.69)

donde δi j es la delta de Kronecker. De las ecuaciones (3.68) y (3.69) tenemos

∑

α,0

wαcαicα j =
1

3
c2δi j, (3.70)

entonces

∑

α

cαicα j f
(0)
α =ρ

∑

α,0

wαcαicα j + ρw0c0ic0 j

+ρ0
∑

α

wαcαicα j

[

3
(cα · u)

c2
+

9

2

(cα · u)
2

c4
−
3

2

u2

c2

]

=ρ
1

3
c2δi j + ρ0uiu j. (3.71)

Al usar el resultado de la ecuación (3.71) en la ecuación (3.65), escribimos

∂t1(ρ0u) + ∂ri

(

ρ
1

3
c2δi j + ρ0uiu j

)

= 0 (3.72)

y usando P = c2sρ/ρ0 como la presión normalizada [41] y cs = c/
√

3, en la ecuación

(3.72), llegamos a
∂u

∂t1
+ (u · ∇)u = −∇P − u(∇ · u). (3.73)

Las ecuación (3.73) es la ecuación de Euler.

Para encontrar las ecuaciones de Navier-Stokes debemos considerar expansiones

de orden O(ǫ2), de la forma [42]

∂t1(ρ0u) + ∇ ·
(

Π
(0)
+ ǫΠ(1) + ...

)

, (3.74)
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donde el tensor de flujo de cantidad de movimiento de orden uno, Π(1) es [43]

Π
(1)
=

∑

α

cαcα f
(1)
α , (3.75)

por lo que al desarrollar, obtenemos las ecuaciones de Navier-Stokes [41], como

∂u

∂t
+ u · ∇u = −∇P + ν∇2u, (3.76)

donde ν es la viscosidad cinemática, definida por [12]

ν = c2s

(

τ −
1

2

)

, (3.77)

donde τ es el tiempo de relajación y cs la velocidad del sonido [18].

3.6. La Aproximación de Boussinesq

En el modelo D2Q9 la fuerza de cuerpo la obtenemos a partir de la aproxima-

ción de Boussinesq. En esta aproximación la densidad es constante en todos los

términos de las ecuaciones de conservación de masa y enerǵıa, excepto en aquella

correspondiente a la fuerza de cuerpo. Estas ecuaciones son

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0, (3.78)

ρ

[

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

]

= −
∂P

∂x
+ µ∇2u + Fx, (3.79)

ρ

[

∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

]

= −
∂P

∂y
+ µ∇2v + Fy (3.80)

y

∂T

∂t
+ u

∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
= α∇2T. (3.81)

La ecuación (3.78) expresa la conservación de la masa, las ecuaciones (3.79) y (3.80)

la conservación de cantidad de movimiento en las direcciones horizontal y vertical,

identificadas con los ejes x y y, respectivamente y la ecuación (3.81) la conservación

de la enerǵıa. En estas ecuaciones T es la temperatura, t es el tiempo, u y v las

componentes de la velocidad en las direcciones x y y, ρ es la densidad, P la presión,

µ la viscosidad dinámica, α el coeficiente de difusividad térmica y F = (Fx, Fy) la

fuerza de cuerpo.

En el modelo D2Q9 la ecuación de transporte es

fα(r + cαδt, t + δt) − fα(r, t) = −
δt

τ

[

fα(r, t) − f
(eq)
α (r, t)

]

+ Fαx + Fαy, (3.82)
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donde Fαi, i = x, y son las componentes de una fuerza de cuerpo. Se propone [12]

que

Fαi = 3wαcαiGi, (3.83)

donde cαi es la proyección del vector cα en la dirección i y Gi es una constante. De

esta manera la adición de Fαi en la ecuación (3.82) no cambia la densidad del fluido

y cambia la cantidad de movimiento en G = (Gx,Gy). Aśı

∑

α

Fαi =
∑

α

3wαcαiGi = 0 (3.84)

y

∑

α

cαFαi = 3Gi
∑

α

c2αiwα (3.85)

= 3Gi

(

4

9
+

4

36

)

= Gi. (3.86)

En la convección natural se generan corrientes de convección dentro del fluido

y son originadas debido a un cambio de densidad producido por un gradiente de

temperatura en presencia de una fuerza gravitacional, por lo que la fuerza de cuerpo

se obtiene de la aproximación de Boussinesq como G =
(

0,−gβ(T − To)
)

, por lo que

Fαx = 0, Fαy = −3wαcαygβ(T − T0), (3.87)

donde g es la magnitud de la aceleración de la gravedad, β el coeficiente de expansión

térmica y cαy la componente vertical de la velocidad cα. Además T es la temperatura

local y T0 es una temperatura de referencia.

Los números adimensionales que intervienen en el estudio de la convección na-

tural son el número de Prandtl Pr y el número de Rayleigh Ra. El número de Pr
involucra la viscosidad cinemática del fluido ν con su difusividad térmica α y se

define como

Pr =
ν

α
. (3.88)

El número de Rayleigh Ra está definido por

Ra =
gβ∆TL3y

αν
, (3.89)

donde ∆T y Ly son la diferencia de temperaturas entre las dos placas y la distancia

que hay entre ellas, respectivamente.

En el modelo D2Q9 la viscosidad cinemática ν es [12]

ν = c2s

(

τ −
1

2

)

. (3.90)
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3.7. El Campo de Temperaturas

El estudio de flujos con transporte de enerǵıa usando la EBR ha recibido mucha

atención debido a que en muchas situaciones es importante considerar los efectos

térmicos de la temperatura en el fluido [34, 44–46]. El transporte de enerǵıa en la

EBR sigue siendo un problema abierto por lo que se han desarrollado distintos mo-

delos. En general estos modelos caen dentro de dos categorias que son el enfoque

de varias rapideces y el enfoque de varias funciones de distribución. En el enfoque

de varias rapideces solamente se usa la función de distribución de densidad [47–49].

Este enfoque sufre de inestabilidades numéricas por lo que seguimos un método

donde la temperatura está representada por otro campo de funciones de distribu-

ción [11, 12]. Podemos estudiar flujos bifásicos introduciendo campos de funciones

de distribución para cada una de las especies y donde cada especie debe satisfa-

cer las correspondientes ecuaciones de conservación. Entonces, proponemos que la

primera especie corresponda al fluido bajo estudio y la segunda a la temperatura

del fluido, por lo que para simular el campo de temperaturas implementamos un

segundo campo de distribuciones, que evoluciona como

Tα(r + cαδt, t + δt) − Tα(r, t) = −
δt

τT

[

Tα(r, t) − T
(eq)
α (r, t)

]

, (3.91)

donde α representa las nueve direcciones de un nodo de la red, Tα son las funciones

de distribución de la temperatura, τT es el tiempo de relajación del campo de

temperaturas y T
(eq)
α son las distribuciones de equilibrio de la temperatura, que

definimos como [12]

T
(eq)
α = Twα [1 + 3cα · u] . (3.92)

A partir de la ecuación (3.92) podemos obtener la ecuación de la enerǵıa [44], por

lo que no es necesario considerar términos de orden superior en u en la ecuación

(3.92). En la última ecuación, wα es el peso correspondiente a la dirección α y T es

el valor de la temperatura en cada nodo, con T dada por

T(r, t) =

8
∑

α=0

Tα. (3.93)

En el modelo D2Q9 la difusividad témica α está definida por [12]

α = c2s

(

τT −
1

2

)

. (3.94)

3.8. Condiciones a la Frontera

El problema de formular condiciones a la frontera en la red discretizada dentro

del formalismo EBR consiste en simular computacionalmente las aproximaciones de

capa ĺımite. En el caso de un fluido en contacto con la superficie de una pared, las

part́ıculas de fluido que hacen contacto con dicha superficie adquieren la velocidad

de la pared, por lo que la condición de no deslizamiento está expresada por

up = U, (3.95)
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donde up es la velocidad del fluido en la superficie de la pared y U es la velocidad

de la pared. Cuando up = 0, una manera sencilla de implementar la condición de no

deslizamiento es con un rebote hacia atrás en el cual la evolución de las funciones

de distribución fα en las paredes está dada por

fα′ (r, t + δt) = fα(r, t), (3.96)

con α′ la dirección opuesta a α, si α apunta hacia afuera de la cavidad y r es un

nodo de la pared. Esto se muestra esquemáticamente en la figura 3.2.

fα

fα′

Figura 3.2: Condición de no deslizamiento en las paredes. La parte sombreada repre-

senta a la pared. Del lado izquierdo de la figura se muestra la función de distribución

fα al tiempo t y de lado derecho la misma función en dirección contraria al tiempo

t + δt.

Para simular un fluido confinado entre dos paredes que se extienden al infinito

consideramos condiciones periódicas a la frontera. En este caso las funciones de

distribución de part́ıculas fα se encuentran en un extremo de la cavidad y apuntan

hacia afuera con dirección α al tiempo t, posteriormente en el extremo opuesto de

la cavidad las mismas funciones de distribución fα apuntan con la misma dirección

hacia el interior de la cavidad al tiempo t + δt, como se muestra en la figura 3.3.

Para implementar la transferencia de calor entre las paredes y el fluido conside-

ramos paredes adiabáticas y paredes diatérmicas. En el caso de una pared adiabática

la transferencia de calor es cero, debido a que el gradiente de temperaturas en la

frontera es cero. Por lo que para una pared horizontal, tenemos

∂T

∂y
= 0 (3.97)

y para una pared vertical
∂T

∂x
= 0. (3.98)

Para poder implementar un gradiente de temperaturas cero en las paredes asignamos

a cada nodo de la pared la temperatura del nodo más cercano del interior de la
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fα fα

Figura 3.3: Condiciones periódicas a la frontera. La parte sombreada representa a

la pared. Del lado izquierdo de la figura se muestra la función de distribución fα al

tiempo t apuntando hacia afuera de la cavidad y de lado derecho la misma función

de distribución fα apuntando con la misma dirección hacia el interior de la cavidad

al tiempo t + δt.

cavidad, por lo que

Tα = wαT, (3.99)

donde T es la temperatura del nodo más cercano a la pared, wα es el peso corres-

pondiente en la dirección α y Tα es la temperatura en el nodo de la pared. En el

caso de una pared diatérmica T es la temperatura deseada en la pared.

3.9. Conclusiones

En este caṕıtulo mostramos que la ecuación de Boltzmann en redes (EBR)

para el modelo D2Q9 en la aproximación BGK describe la evolución de la función

de distribución de velocidades de tal manera que recuperamos el comportamiento

dinámico macroscópico del fluido. Esto lo hacemos a través de la discretización

del espacio y del tiempo usando las cuadraturas de Gauss-Hermite. Posteriormente

presentamos las ecuaciones de Navier-Stokes usando el método de Chapman Enskog

partiendo de la función de distribución en equilibrio discretizada.

Para el caso de la temperatura presentamos un segundo campo de distribu-

ciones que evoluciona de la misma manera que el campo de velocidades y que es

incorporada usando la aproximación de Boussinesq en la fuerza de cuerpo. Además

presentamos la forma de simular paredes adiabáticas y diatérmicas aśı como la forma

de establecer condiciones periódicas a la frontera y la condición de no deslizamiento.



Caṕıtulo 4

Plumas Térmicas y la

Ecuación de Boltzmann en

Redes

4.1. Introducción

En este caṕıtulo usamos la EBR para estudiar la formación de plumas térmicas

por convección natural. La convección natural es un proceso de transporte de calor

y tiene lugar cuando la enerǵıa es transportada de una región a otra por medio

de un flujo de materia en estado ĺıquido o gaseoso. Este flujo se origina debido

a diferencias de densidad que son ocasionadas por variaciones de temperatura en

el fluido en presencia de una fuerza gravitacional. La transferencia de enerǵıa que

ocurre dentro de un fluido es debida a los efectos combinados de conducción y

movimiento global del fluido. La convección natural aparece en ingenieŕıa en el

enfriamiento de dispositivos electrónicos [50–52], en intercambiadores de calor [53,

54], en tubeŕıas [55], en concentradores solares [56], etc.

En la primera parte de este caṕıtulo usamos la EBR para simular un problema

en convección natural similar al experimento reportado por Bénard en 1900 [9].

Dicho experimento consist́ıa en el calentamiento de una fina capa de fluido donde

se observaba la aparición de una serie de rollos hexagonales cuando se desarrollaba

la convección. Posteriormente en 1916, Rayleigh explicó teóricamente los resulta-

dos experimentales reportados por Bénard con una teoŕıa lineal de las inestabilida-

des [10]. En dicho trabajo Rayleigh demostró que la existencia de un gradiente de

temperaturas no es suficiente para iniciar la convección; es necesario que el empu-

je inducido por este gradiente de temperatura supere los efectos disipativos de la
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viscosidad y la difusión del calor. La relación entre estos efectos se conoce como el

número de Rayleigh, Ra. La convección se origina cuando este número sobrepasa

cierto valor cŕıtico Rac y depende de las condiciones de frontera.

El problema de Raylegh-Bénard es ideal para validar nuestro código, debido a

que se tienen resultados téoricos y experimentales disponibles, por lo que también

lo usamos para calibrar los paramétros de la simulación en la EBR.

La segunda parte de este caṕıtulo está dedicado al estudio de las plumas térmi-

cas. En esta parte comparamos los resultados de nuestra simulación numérica con

los resultados experimentales y numéricos reportados por Ichimiya, Moses y Ka-

minski [13–15]. Las plumas térmicas aparecen cuando un flujo de calor es aplicado

en una region localizada de un fluido. Podemos distinguir tres componentes consti-

tutivos: una capa ĺımite alrededor de la fuente de calor, un gorro el cual se propaga

frontalmente hacia arriba y un tallo conectándolos. Si el número de Rayleigh es

moderadamente alto se ha encontrado que el gorro llega a ser la estructura domi-

nante [13]. Las plumas combinan efectos de difusión y advección.

El estudio de las plumas térmicas ha sido objeto de intensos estudios tanto

experimentales como teóricos [57–61] debido a que aparecen en fenómenos muy

diversos, como son la combustión, la formación y evolución de los continentes [62],

etc.

4.2. Convección de Rayleigh-Bénard

En esta sección simulamos numéricamente un flujo similar al del experimento

reportado por Bénard y encontramos el valor numérico del Rac predicho por la

teoŕıa. En este experimento tenemos un fluido que inicialmente se encuentra en

equilibrio térmico y que está confinado entre dos placas planas que se extienden en

la dirección horizontal. Dichas placas están separadas entre ellas una distancia Ly.
El fluido confinado entre las placas es calentado desde abajo, por lo que la placa

inferior tiene una temperatura T0 mayor que la temperatura T1 de la placa superior,

tal como mostramos en la figura 4.1. El experimento queda caracterizado por el

número de Rayleigh, Ra y el número de Prandtl Pr, definidos como

Ra =
gβ∆TL3y

αν
(4.1)

y

Pr =
ν

α
. (4.2)

En las ecuaciones (4.1) y (4.2) α es la difusividad térmica y ν la viscosidad cinemáti-

ca; g, β, ∆T y Ly son la gravedad, el coeficiente volumétrico de expansión térmica,

la diferencia de temperaturas entre las dos placas y la distancia que hay entre ellas,

respectivamente. El movimiento convectivo comienza cuando el Ra > Rac, donde

Rac = 1707.16.

En el método de la EBR no basta Ra y Pr para caracterizar al flujo pues tenemos

varios parámetros que no conocemos como son la magnitud de la aceleración de
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Figura 4.1: Esquema de la convección Rayleigh-Bénard.

la gravedad g, el coeficiente volumétrico de expansión térmica β y la viscosidad

cinemática ν, aśı como la densidad ρ. Si nos interesa simular un flujo en agua

fijamos Pr = 7 y damos valores arbitrarios g = 0.001, β = 0.1 y ρ = 0.85. Queda por

determinar τ lo que hacemos a partir de simulaciones numéricas en las que podamos

determinar el Rac a partir del cual hay convección en la cavidad. Otros parámetros

importantes de la simulación son el número de nodos en la dirección horizontal Lx
y en la dirección vertical Ly. En una caja con Lx = 101 y Ly = 50 y un valor fijo de

Ra ponemos al fluido en estado conductivo con un perfil lineal de temperatura, de

manera que la temperatura en la pared inferior es T0 y en la pared superior T1. Al

inicio de la simulación dejamos que el sistema alcance el equilibrio térmico en estado

conductivo y después aplicamos una perturbación al campo de temperaturas que

debe desaparecer debajo del Rac y crecer para dar lugar al aparecimiento de rollos

convectivos arriba de Rac, y procedemos a medir la velocidad máxima del sistema en

la dirección vertical vmax, que crece o decrece exponencialmente en el tiempo t como

vmax ∼ e
ξt, donde ξ es la tasa de crecimiento. En la figura 4.2 mostramos como

cambia vmax para varios valores de Ra y un valor fijo de τ. De cada curva podemos

obtener el valor de ξ. En dicha figura la velocidad en la dirección vertical no llega

a crecer indefinidamente debido a que se llega a una velocidad de saturación. En

la figura 4.3 mostramos los valores de ξ encontrados de los datos reportados en la

figura 4.2, aśı como de los obtenidos para otros dos valores de τ. La interpolación

a ξ = 0 nos da el valor del Rac para el cual el valor de vmax no crece ni decrece

exponencialmente. Notamos en la figura 4.3 que para τ = 0.648 tenemos que Rac
= 1707.50. La teoŕıa de la estabilidad lineal predice que Rac = 1707.16 por lo que

el error porcentual en el valor encontrado usando la EBR es de 0.015%.

En la figura 4.4 mostramos las simulaciones para Pr = 7 con Ra = 10, 000 pa-

ra diferentes tiempos, usando los mismos parámetros anteriores, con τ = 0.648 y

condiciones periódicas a la frontera en las paredes verticales. Las gráficas del lado

izquierdo muestran como las isotermas se van haciendo más acentuadas conforme
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Figura 4.2: Velocidad máxima después que el sistema ha sido perturbado con τ =
0.648.

dejamos que el sistema evolucione hasta un tiempo t = 20, 000, donde tenemos el

estado estacionario. Del lado derecho mostramos la evolución del campo de veloci-

dades correspondiente. Para t = 20, 000 tenemos el campo de velocidades en forma

de dos rollos convectivos, uno en el centro y el otro en dos mitades.

4.3. Simulación de Una Pluma en una Cavidad

En esta sección simulamos numéricamente el experimento realizado por Moses

[13] para una pluma usando diferentes fluidos. En dicho experimento se tiene un

tanque de vidrio de dimensiones 10 × 10 × 20 cm, donde se calienta una región

del fluido mediante una resistencia eléctrica de 100 Ω, regulando el voltaje o la

cantidad de corriente que pasa a través de ella. Esta resistencia va empotrada dentro

de un termistor de tipo PTC. Los termistores PTC (coeficiente de temperatura

positivo) son resistores que cuando aumenta la temperatura aumenta también la

resistividad por lo que se usan como sensores de temperatura debido a que ofrecen

una respuesta extremadamente rápida a las variaciones de temperatura. Para poder

visualizar el experimento se emplearon dos técnicas, la primera conocida como TLC

(cristal ĺıquido termocrómico). Esta técnica consiste en micropart́ıculas (de 50 a

100 µm de diámetro) en concentraciones muy bajas que hacen que las part́ıculas se

comporten en el flujo como suspensiones, aśı se pueden obtener imágenes del campo

de temperaturas a través del cambio de color de los cristales y también imágenes

del campo de velocidades siguiendo el movimiento de las part́ıculas. La segunda
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Figura 4.3: Interpolación para encontrar el Rac. El valor del Rac lo encontramos

como el valor del Ra que corresponde a una tasa de crecimiento cero.

técnica empleada en dicho experimento se conoce como Shadowgraph con la que

se obtiene una imagen cualitativa del campo de temperaturas y de velocidades y

tiene la desventaja que obscurece los bordes del perfil de temperaturas, donde los

gradientes son pequeños, por lo que el tallo se ve simplemente como una columna

negra.

En la figura 4.5 mostramos la simulación de una pluma térmica usando la EBR,

con Pr = 7 y paredes adiabáticas a un tiempo t = 40, 000, 45, 000 y 50, 000 con

un tamaño de malla lx = 400 y ly = 800. Los parámetros de la simulación son

Ra = 6673, densidad ρ = 0.85 y el tiempo de relajación del campo de velocidades

τ = 0.648. Otros parámetros importantes en la simulación son el radio del disco

r = 20 y el valor de la aceleración de la gravedad g = 0.010. El centro del disco

está colocado a la mitad de la base a una altura h = 100. En las paredes del disco

la temperatura es T1 = 3.0 y en el medio que lo circunda T0 = 0.10.

En la figura 4.6 mostramos en el eje horizontal el tiempo adimensional para

0 ≤ t∗ ≤ 0.4 y en el eje vertical la altura adimensional máxima alcanzada por el

gorro de la pluma y∗top, con Pr = 7 y tres diferentes números de Rayleigh. En dicha

figura podemos distinguir tres zonas para cada curva. En el caso de la curva con

Ra = 2.80 × 104 inicialmente hay una aceleración de la pluma para 0 ≤ t∗ ≤ 0.1,
aproximadamente. Para 0.1 < t∗ < 0.37 la pluma se eleva a velocidad constante

v∗top. Finalmente para t∗ > 0.37 la velocidad de ascenso de la pluma decrece por la

presencia de la pared superior de la cavidad. En la figura 4.7 mostramos una relación

de escalamiento de v∗top con el número de Rayleigh de la forma v∗top ∼ Ra
α, con
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Figura 4.4: Contornos de temperatura y campo de velocidades para diferentes tiem-

pos, con Ra = 10000. Del lado izquierdo mostramos la simulación del campo de

temperaturas y del lado derecho la simulación del campo de velocidades correspon-

diente.
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Figura 4.5: Isotermas numéricas para una pluma laminar.

α = 0.48. Para distintos fluidos, entre ellos el agua, Moses reporta que α = 0.5±0.1.
Concluimos que hay un buen acuerdo entre la EBR y los resultados experimentales.

4.4. Simulación de Dos Plumas en una Cavidad

En esta sección simulamos la formación de dos plumas térmicas usando la EBR

y comparamos nuestros resultados con las simulaciones que hizo Ichimiya de su

experimento [15]. En dicho experimento se estudia el comportamiento de dos plumas

térmicas originadas por dos secciones calefactoras colocadas a diferente distancia

entre ellas y situadas en la parte inferior de una cavidad, como mostramos en la

figura 4.8. En dicha figura tenemos un sistema de coordenadas que representa al

eje x en la dirección vertical y al eje y en la dirección horizontal. La cavidad tiene

un ancho w = 200 mm y una altura h = 100 mm. Las secciones calefactoras tienen

un ancho b = 10 mm cada una y están puestas a una distancia c = 75 mm a ambos

lados de las paredes. Los calefactores están situados a una distancia pi = 50 mm

uno del otro, tomando como punto de partida el centro de una sección calefactora

al centro de la otra, como podemos ver en la figura 4.8. En dicha figura Θi, ΘH, g,
q y t representan la temperatura inicial de la cavidad, la temperatura de la fuente de

calor, la gravedad, un flujo de calor constante y el tiempo, respectivamente. En el

experimento la tapa de la cavidad consta de una hoja de cristal ĺıquido termosensible

a los cambios de temperatura, una lámina de 20 µm de grosor y una pared de
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Figura 4.6: Ascenso de una pluma en función del tiempo para diferentes Ra.

acŕılico con una transparencia mayor a 90%. Las paredes de acŕılico de la cavidad

tienen un grosor de 10 mm. La cavidad se llena con silicón. Para poder visualizar

la temperatura en el interior de la cavidad se agregaron part́ıculas de 50 µm que

cambian de color conforme cambia la temperatura. El rango de temperaturas para

las part́ıculas y la hoja de cristal ĺıquido termosensible es de 24 a 28 � y de 24 a

29 �, respectivamente.

En la simulación numérica hecha por Ichimiya las cantidades adimensionales se

indican con un asterisco. En el caso de las distancias éstas se adimensionalizan con

la altura h, por ejemplo la distancia adimensional en la dirección horizontal x∗, y la

distancia adimensional en la dirección vertical y∗, las definimos como

x∗ =
x

h
, y y∗ =

y

h
. (4.3)

El tiempo en forma adimensional está definido por

t∗ = t
α

h2
, (4.4)

donde t es el número de iteraciones y α es la difusividad térmica. Otra cantidad

adimensional usada en las simulaciones es la temperatura Θ
∗, definida como

Θ
∗
=

Θ −Θ0

ΘH −Θ0
. (4.5)

En la ecuación 4.5, Θ es la temperatura del fluido en un punto, Θ0 la temperatura

inicial o de referencia del sistema y ΘH la temperatura de la sección calentada. La
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Figura 4.7: Velocidad vertical de una pluma en función del Ra.

componente horizontal u y la componente vertical v de la velocidad las adimensio-

nalizamos como

u∗ = u
h

α
y v∗ = v

h

α
. (4.6)

En la simulación numérica de Ichimiya las paredes verticales son adiabáticas, lo

mismo que la pared horizontal inferior, excepto en la zona donde están los cale-

factores. La pared horizontal superior es conductora debido a un pequeño flujo de

calor constante. En dicha simulación los efectos de la radiación térmica no se con-

sideran numéricamente y el término de la presión en la ecuación de conservación

de cantidad de movimiento se omite introduciendo en su lugar una función adimen-

sional de corriente. En el caso de la sección calentada b∗ = b/h = 0.10 y la altura

h∗ = 1.0. La distancia del centro del calefactor a la pared es c∗ = c/h = 0.75. La

distancia entre las dos secciones calentadas se toma como la distancia que hay de

un centro del calefactor al centro del otro y se adimensionaliza como pi
∗
= pi/h, con

pi
∗
= 0.26, 0.50 y 1.0 en las simulaciones. Los números de Rayleigh, Ra, y Prandtl,

Pr, quedan definidos de la misma manera como aparecen en la primera sección. El

número de Grasshof se define como

Gr =
Ra

Pr
. (4.7)

Los resultados reportados por Ichimiya son para Gr = 10, 000. Al igual que en la

sección anterior hay que calibrar los parámetros de la simulación. Para el caso de

silicón tenemos Pr = 170 y encontramos que ρ = 0.9, g = 0.001, β = 0.1, Lx = 805
y Ly = 402. Los tiempos de relajación del campo de temperaturas y velocidades son

τ = 3.0 y τT = 0.514706, respectivamente.
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Figura 4.8: Esquema de la cavidad experimental. Las secciónes calefactoras están

ubicadas en el eje horizontal como rectángulos.

En las figuras 4.9-?? comparamos los resultados de las simulaciones numéricas

usando la EBR con los resultados presentados por Ichimiya usando el método de la

dirección alternante impĺıcita (ADI) y el método de sobre relajación sucesiva (SOR).

En las simulaciones con la EBR la pared superior la mantenemos a una temperatura

Θi y las fuentes de calor a una temperatura ΘH, también imponemos condiciones a

la frontera adiabáticas en todas las otras paredes.

En las figuras siguientes comparamos los resultados obtenidos con la EBR con

aquellos presentados por Ichimiya. En todas las figuras los resultados con la EBR

están del lado izquierdo y los de Ichimiya del lado derecho. Los resultados numéricos

de Ichimiya son para Gr = 10, 000 y Pr = 170.
En la figura 4.9 mostramos las isotermas a distintos tiempos para pi

∗
= 0.50. A

un tiempo t∗ = 2.700 × 10−1 podemos ver en la figura 4.9(a) como las dos plumas

empiezan a nacer. Los dos rectángulos que aparecen debajo de la ĺınea horizontal

del lado derecho son dos secciones calentadas que originan la aparición de las dos

plumas y su crecimiento en forma de hongo. En la pared superior de la cavidad se

forma una capa térmica conductiva. En la figura 4.9(b) podemos ver como el tallo

de las dos plumas están separados y todav́ıa no terminan por unirse. Podemos ver

también que, respecto a la simulación anterior, los contornos de los gorros están

más definidos por lo que podemos distinguir claramente el gorro del tallo en cada

pluma. Tanto la simulación hecha por Ichimiya como la simulación hecha con la

EBR muestran que las dos plumas se acercan para después alejarse una de la otra.

Esto es debido a que se genera una recirculación del fluido alrededor de los tallos.

Observamos una gran similitud entre los resultados encontrados con la EBR y por
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Figura 4.9: Isotermas para diferentes tiempos adimensionales con pi
∗
= 0.50. Las

gráficas del lado izquierdo muestran la simulación usando la EBR. Del lado derecho

las gráficas muestran la simulación de Ichimiya para los mismos tiempos adimen-

sionales usando el método de dirección alternante impĺıcita (ADI) y el método de

sobre relajación sucesiva (SOR). Las isotermas del lado izquierdo corresponden a

los valores reportados del lado derecho.
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Figura 4.10: Campo de velocidades y ĺıneas de corriente con pi
∗
= 0.50. Las gráficas

del lado izquierdo muestran la simulación del campo de velocidades usando la EBR

para diferentes números adimensionales. Del lado derecho las graficas muestran

la simulación de Ichimiya con los mismos tiempos adimensionales de las ĺıneas de

corriente.
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Figura 4.11: Simulación de dos plumas térmicas separadas una distancia pi
∗
= 1.0.

Del lado izquierdo presentamos las simulaciones usando la EBR y del lado derecho

las simulaciones hechas por Ichimiya. En (a) mostramos las isotermas numéricas.

En (b) del lado izquierdo el campo de velocidades y del lado derecho las ĺıneas de

corriente.

Ichimiya. En la figura 4.9(c) a un tiempo t∗ = 7.200× 10−1 podemos observar como

los dos tallos terminan por unirse y forman un solo tallo del cual se desprenden dos

brazos en direcciones opuestas donde los gorros de cada pluma alcanzan la parte

superior de la cavidad. En la figura 4.9(d) podemos ver como los gorros de las dos

plumas están conectados por un solo tallo y como tienden a ocupar toda la cavidad.

A continuación en la figura 4.10 presentamos del lado izquierdo el campo de

velocidades con los mismos parámetros de la simulación anterior y del lado derecho

la simulación de Ichimiya para las ĺıneas de corriente. En la figura 4.10(a) podemos

observar la formación de cuatro vórtices. Del lado derecho la simulación que hace

Ichimiya de las ĺıneas de corriente adimensionales muestra la formación de cua-

tro vórtices con centros en (0.65, 0.25), (1.4, 0.25), (0.9, 0.2) y (1.1, 0.2). Del lado

izquierdo presentamos el campo de velocidades usando la EBR. En nuestra simula-

ción podemos observar la aparición de cuatro vórtices situados aproximadamente en

los mismos puntos donde aparecen los vórtices en la simulación realizada por Ichi-

miya. En la figura 4.10(b) podemos observar dos regiones en forma de lóbulo que

están situadas en cada mitad de la cavidad. Del lado derecho tenemos la formación

de dos vórtices con centros en (0.55, 0.6) y (1.5, 0.6). Los centros de los vórtices del

lado izquierdo del campo de velocidades usando la EBR tienen aproximadamente las

mismas coordenadas. En la figura 4.10(c) y 4.10(d) observamos un comportamiento

similar ya que coinciden los centros de los vórtices.

En la figura 4.11 presentamos dos plumas térmicas para pi
∗
= 1.0. A esta

distancia cada pluma alcanza la parte superior de la caja sin ser afectada por la
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Figura 4.12: Simulación de dos plumas térmicas separadas una distancia pi
∗
= 0.26.

En (a)-(e) mostramos las isotermas numéricas del campo de temperaturas usando

la EBR para diferentes tiempos. En (f) presentamos la simulación correspondiente

de Ichimiya para t∗ = 4.500 × 10−1. En (g) y (h) presentamos la simulación del

campo de velocidades usando la EBR y la simulación de Ichimiya de las ĺıneas de

corriente, respectivamente..
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Figura 4.13:

Ascenso de una pluma en función del tiempo para dos diferentes cavidades con

pi
∗
= 0.26.

presencia de la otra. Observamos un acuerdo entre los dos métodos.

En las figuras 4.12(a)-(e) mostramos las isotermas que se obtienen de la simu-

lación numérica usando la EBR a diferentes tiempos con pi
∗
= 0.26. En las figuras

4.12(e) y (g) mostramos las isotermas y el campo de velocidades a t∗ = 4.500×10−1

obtenidos con la EBR. En las figuras 4.12(f) y (h) se muestran los mismos resultados

obtenidos por Ichimiya et al [15]. Podemos concluir que hay un acuerdo razonable

entre los dos métodos.

En la figura 4.13 comparamos el comportamiento de dos plumas con pi
∗
= 0.26

para diferentes tamaños de cajas cambiando la altura de la pared superior y con-

servando el mismo ancho de la cavidad. Para poder comparar nuestros resultados

usamos la misma temperatura en los calefactores. En la cavidad grande la altura es

tres veces mayor que la altura de la cavidad pequeña y el número de Rayleigh es nue-

ve veces mayor que el número de Rayleigh de la caja pequeña. Para poder comparar

los resultados presentamos tiempos y distancias adimensionales con la altura de la

cavidad pequeña. En el eje horizontal tenemos el tiempo adimensional t∗ y en el eje

vertical la altura adimensional máxima alcanzada por la pluma y∗top. Para t∗ > 0.4

en la caja pequeña los efectos de la pared superior empiezan a afectar la pluma

por lo que la curva se aplana. Cuando simulamos las plumas en una cavidad tres

veces más alta que la altura de la cavidad pequeña observamos un comportamiento

similar para t∗ > 0.705. En la caja grande para 0.36 ≤ t∗ ≤ 0.72 ajustamos una recta

a la curva usando ḿınimos cuadrados, por lo que para este intervalo la pluma tiene

una fase de velocidad constante con una velocidad adimensional v∗ = 4.36.
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4.5. Conclusiones

En este caṕıtulo presentamos la simulación del experimento de Bénard usando

la EBR y encontramos el valor del Rac predicho por la teoŕıa para un flujo en agua.

En el modelo de la EBR usado el campo de temperaturas está acoplado al campo

de velocidades a través de una fuerza de cuerpo. En nuestra simulación calibramos

los parámetros de la simulación y dejamos que el sistema alcanzara el equilibrio

térmico en estado conductivo y después aplicamos una perturbación al campo de

temperaturas. Dicha perturbación desapareció debajo del Rac y creció para valores

mayores del Rac. Para valores mayores del Rac pudimos observar la aparición de rollos

convectivos. Después que el sistema fue perturbado medimos en nuestra simulación

la velocidad máxima que alcanzó el sistema en la dirección vertical para varios

valores de Ra y un valor fijo de τ. Posteriormente volvimos a simular con dos

valores mas de τ. Para poder encontrar el Rac interpolamos a ξ = 0, lo que nos

dio el valor del Rac para el cual el valor de la velocidad máxima en la dirección

vertical no crece ni decrece exponencialmente. Para τ = 0.648 encontramos el valor

del Rac = 1707.50, el cual fue un valor cercano al valor obtenido por la teoŕıa de

1707.762. También presentamos las isotermas numéricas del campo de velocidades

para diferentes tiempos de simulación para Ra = 10, 000.
En la segunda parte simulamos una pluma térmica en una cavidad originada

por una fuente de calor y adimensionalizamos la distancia vertical, el tiempo y

la velocidad vertical máxima alcanzada por el sistema. En nuestras simulaciones

medimos la altura máxima alcanzada por las isotermas en la cavidad para diferentes

tiempos y tres diferentes números de Rayleigh. Posteriormente a partir de éstos

datos encontramos la velocidad de crecimiento del gorro para diferentes números

de Rayleigh y encontramos que las plumas ascienden con aceleración constante

hasta alcanzar un valor de saturación. En nuestras simulaciones encontramos que la

velocidad máxima vertical del sistema escala como v∗top ∼ Ra
0.48, lo cual es un valor

que concuerda con el reportado por Moses en su experimento.

En la tercera parte usamos la EBR para simular el comportamiento de dos plu-

mas térmicas en una cavidad originadas por dos calefactores separados a diferente

distancia. Los resultados fueron comparados con los resultados numéricos de Ichimi-

ya [15]. Dentro de estas simulaciones consideramos el caso en el que los calefactores

están en una cavidad separados una distancia pi
∗
= 0.26 y otro caso donde la ca-

vidad es más grande, donde la altura es tres veces mayor y el ancho de la base es

la misma. Encontramos en las simulaciones que dependiendo de la distancia entre

los calefactores las plumas evolucionan de forma separada o bien se unen formando

una nueva pluma que evoluciona como si fuera una sola.

Concluimos que la EBR es un método adecuado para simular flujos con formación

de plumas térmicas.



Caṕıtulo 5

Conclusiones

En esta tesis presentamos el uso de la ecuación de Boltzmann en redes (EBR)

para simular numéricamente problemas de convección natural en una cavidad donde

hay formación de plumas térmicas.

En el caṕıtulo uno presentamos una breve introducción a la convección. En el

caṕıtulo dos presentamos la ecuación de transporte de Boltzmann que describe el

comportamiento irreversible de un gas diluido clásico formado por part́ıculas que

chocan conservando la masa, la cantidad de movimiento y la enerǵıa y en el cual las

colisiones son las responsables de llevar al gas a un estado de equilibrio caracterizado

por la función de velocidades de Maxwell-Boltzmann.

En el caṕıtulo tres usamos la aproximación de Bhatnagar, Gross y Krook para el

término de colisión, conocido como la aproximación a un solo tiempo de relajación y

presentamos la expansión a números de Mach bajos de la función de distribución de

equilibrio local. Para discretizar la función de distribución de equilibrio, presentada

en el caṕıtulo dos, empleamos las cuadraturas de Gauss-Hermite y hallamos los

pesos correspondientes a cada una de las nueve direcciones de la red usando los

polinomios de Hermite. Para obtener las ecuaciones de la dinámica de fluidos a

partir del modelo D2Q9 aplicamos el método de Chapman-Enskog y un formalismo

multiescalas como una aproximación de primer orden.

Para simular flujos con transporte de enerǵıa incluimos un segundo campo de

distribuciones que evoluciona de la misma manera que el campo de velocidades y

que es incorporado usando la aproximación de Boussinesq en la fuerza de cuerpo.

Esto se conoce como el enfoque del escalar pasivo. También se presentó la forma

de simular paredes adiabáticas y diatérmicas y la forma de establecer la condición

de no deslizamiento.

En el caṕıtulo cuatro estudiamos numéricamente el experimento de Bénard pa-

ra validar el código y posteriormente estudiamos el comportamiento de una y dos

plumas térmicas en una cavidad. En el estudio numérico del experimento de Bénard
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encontramos el valor numérico del Rayleigh cŕıtico, Rac predicho por la teoŕıa para

un flujo en agua a partir del cual comienza el movimiento convectivo. En nues-

tra simulación calibramos los parámetros en la EBR e implementamos condiciones

periódicas a la frontera en las paredes verticales, un rebote hacia atrás de las fun-

ciones de distribución para la condición de no deslizamiento y paredes diatérmicas.

Al principio de la simulación dejamos que el sistema alcanzara el equilibrio térmico

y aplicamos una perturbación al campo de temperaturas y medimos posteriormen-

te la velocidad máxima del sistema en la dirección vertical para diferentes valores

del número de Rayleigh y encontramos el valor del Rac como el valor de la velo-

cidad máxima en la dirección vertical donde dicha velocidad no crece ni decrece

exponencialmente. Encontramos un buen acuerdo entre nuestras simulaciones y la

teoŕıa.

En la simulación numérica de las plumas térmicas simulamos el experimento

realizado por Moses para una sola pluma para diferentes fluidos y encontramos

que las plumas térmicas ascienden básicamente en dos reǵımenes como función de

la distancia a la fuente. Para cortas distancias las plumas se aceleran debido a la

cercańıa con la fuente de calor. Posteriormente hay una fase de velocidad constante.

En el caso de dos plumas originadas por dos calefactores encontramos que las plumas

evolucionan de forma separada o forman una sola pluma dependiendo de la distancia

que hay entre ellas. En nuestras simulaciones encontramos un buen acuerdo con los

experimentos de Moses y Kaminski, aśı como con las simulaciones numéricas que

hizo Ichimiya de su experimento.

De lo dicho anteriormente concluimos en la presente tesis que el método de la

ecuación de Boltzmann en redes es adecuado para estudiar la convección natural en

una cavidad donde hay formación de plumas térmicas.



Bibliograf́ıa
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