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Resumen

En el presente trabajo estudiamos un gas compuesto de un nimero finito N de bosones
en 2D y 1D, restringidos espacialmente por potenciales externos de oscilador arménico,
donde evitamos aproximar las sumas por integrales. Por un lado queremos avanzar en
entender la superconductividad de sistemas de dimensiones menores que tres, como una
Condensacién de Bose-Einstein (CBE) de pares de Cooper, pero por otro lado, queremos
describir las propiedades termodindmicas del gas de bosones en 2D restringido espacial-
mente por un potencial arménico, sistema que podemos pensar como un hilo cuantico
(“quantum wire”); mientras que al gas de bosones en 1D y 2D atrapados por uno y
dos osciladores arménicos, repectivamente, lo podemos pensar como un punto cuantico
(“quantum dot”). Para poner las bases, primero analizamos un gas ideal de un nimero
finito de bosones en una “caja” en 3D, 2D y 1D, sin aproximar las sumas por integrales y
mostramos el efecto del niimero finito de particulas sobre las propiedades termodinamicas

tales como la energia interna y el calor especifico.

Posteriormente analizamos el comportamiento termodindmico de estos mismos sistemas
finitos restringidos por potenciales externos, procurando no realizar aproximacién alguna
manteniendo las sumas en lugar de aproximarlas por integrales. Reportamos las prin-
cipales propiedades termodindmicas tales como la energia interna y el calor especifico,
mostrando las diferencias y acercamiento al limite termodindmico conforme aumentamos

el nimero de particulas manteniendo la densidad constante.

De los resultados vemos que la importancia de la finitud del nimero de particulas en las
propiedades del sistema, se hace mas notoria conforme disminuimos la dimensién espacial

del sistema, en donde las sumas no se pueden aproximar por integrales sin perder precisién.



Capitulo 1

Introduccion

Albert Einstein auguré en 1924 [1], a partir de cdlculos teéricos basados en la nueva es-
tadistica propuesta por el fisico indio Satyendranath Bose, que el enfriamiento a bajisimas
temperaturas de los 4tomos de un gas podria llevarles a moverse muy lentamente, aprox-
imarse entre si y dar lugar a un nuevo “estado de la materia.” El proceso era similar a
la formacién de gotas de un liquido en un gas, de ahi que su resultado se bautizara como

“condensacién Bose-Einstein.”

Casi 77 anos después, tres cientificos dos estadounidenses y un aleman han sido pre-
miados con el Nobel de Fisica por haber creado en el laboratorio ese nuevo estado de la
materia, cuyas “revolucionarias aplicaciones estan a la vuelta de la esquina,” segiin la Real
Academia Sueca de Ciencias. El logro se remonta a hace doce afios cuando trabajando
en dos equipos independientes, los galardonados hicieron realidad lo vaticinado por Bose
y Einstein. El 5 de junio de 1995, en su laboratorio de la Universidad de Colorado, Carl
Wieman y Eric Cornell [2] enfriaron dtomos de rubidio hasta milmillonésimas de grado
sobre el cero absoluto (-273.15C). A esa temperatura, 2000 dtomos se condensaron en un
“superatomo” que se comportaba como una sola “entidad.” Cuatro meses después en
el Instituto Tecnolégico de Massachusetts (MIT), el fisico alemén Wolfgang Ketterle (3]
obtuvo similares resultados con sodio. Cornell y Weiman compartieron el Premio Nobel
de Fisica 2001 con Ketterle “por lograr la condensacién de Bose-Einstein en gases diluidos
de atomos alcalinos, y por los primeros estudios fundamentales de las propiedades de los

condensados.”



Los 4tomos de un gas se mueven a temperatura ambiente a unos 1,600 kilémetros por
hora y lo hacen mas lentamente segin desciende la temperatura, explicaba en 1995 Eric
Cornell. El y Wieman consiguieron temperaturas tan bajas que frenaron los dtomos de
rubidio hasta tal punto que eran “demasiado lentos como para medir su velocidad.” Las
temperaturas logradas por Wieman y Cornell y posteriormente por Ketterle [4] eran mucho
menores que las existentes incluso en las mas inhéspitas regiones del espacio interestelar,
donde a pesar de que la temperatura es muy baja no llega a esos extremos debido a que

la radiacién de fondo -el rescoldo del Big Bang- “templa el vacio.”

Los primeros estudios tedricos de sistemas de gases bos6nicos en 2D [5] concluyen que
la temperatura de transicién del gas de bosones esté caracterizada por la presencia de un
cuasi-condensado con fluctuaciones de fase, aunque si el gas de bosones en 2D es atrapado
por un potencial arménico las fluctuaciones de fase se reducen teniendo lugar una CBE.
Més atin, para un gas ideal de bosones en 2D atrapado por un potencial arménico Bagnato
y Kleppner [6] encontraron una ocupacién macroscépica en el estado base referida al
sistema (CBE) para T < T, ~ N*/?hw, donde N es niimero de particulas, y w la frecuencia,
de oscilacién. Teéricamente, es bien conocido [7] que la CBE para un gas de ideal de
bosones libres puede ocurrir sélo en sistemas con dimensién espacial d > 2. Esto, sin
embargo, excluye de una posible interpretacién como una CBE a ciertos superconductores
organicos descubiertos a fines de los afios setenta y que pueden considerarse de estructura

casi unidimensional .

La descripcién tedrica de la CBE en las trampas magneto-6pticas anisotrépicas en una
direccién, se puede realizar modelando al sistema como uno de bosones en 2D débilmente
interactuante afectado exteriormente por un potencial de oscilador arménico bidimen-

sional e isotrépico .



Las ideas anteriormente expuestas fue lo que nos motivé a realizar el presente trabajo
que es el de estudiar un gas de bosones en 2D y 1D, atrapados por potenciales de oscilador
arménico de un nimero finito N de bosones [8, 9, 10] donde evitamos aproximar las sumas
por integrales. Por un lado queremos avanzar en entender la superconductividad de sis-

temas de dimensiones menores que tres, como una CBE [11].

Los pares de Cooper como bosones

Debido al hecho de que los pares de BCS, mal llamados pares de Cooper, no satisfacen

las reglas de conmutacién, Ecs. (2.11) a (2.13) Ref.[12]

[, bl = (1= ns — 7t (1.1)
[kaa ka']_ = [bka bk']— =0 (12)
b, bie] . = 2bihie (1 — duaer)- (1.3)

donde n_, , = alk <01k s €s el operador de nimero de fermiones, con aL |s Ok;s 10S oper-
adores de creacién y aniquilacién de fermiones respectivamente, se concluye que éstos no
son bosones y por lo tanto la teoria BCS y la Condensacién Bose-Einstein no estan de
algiin modo relacionadas. Estas afirmaciones son consecuencia del trabajo de BCS donde
textualmente se dice “our transition is not analogous to a Bose-Finstein condensation
(BEC)” (ver pie de pagina 18 en Ref. [12]). Posteriormente también Bardeen escribi6 [13]
“...the picture by Schafroth (1955)...0f electron pairs...which at low temperature undergo

a BEC, is not valid.”

Ahora demostraremos cuantitativamente que mientras los pares de BCS no satisfacen
las reglas de conmutacién de Bose, los pares de Cooper si, pues estos ultimos consisten

sélo de aquellos términos que tienen una correspondencia uno a uno con operadores de

4



pares de BCS que si las satisfacen. Sean aL |s Ok, s los operadores de creacién y aniquilacién

de fermiones respectivamente, que satisfacen las reglas de anticonmutacién de Fermi

{aLls,aL,ls,} = {akls,a k'ls'} =0 (1.4)
{akls, GLIS,} = 5k1k115331. (15)

Los operadores de aniquilacién y creacién de pares de BCS estan, respectivamente, definidos

como
Bk = Gkoliqr Y bk = afqaly, (1.6)

donde

1

son los vectores de onda relativo y de centro de masa, respectivamente, asociados con los

vectores de onda de dos fermiones
ki =K/2+k y ko =K/2 - k. (1.8)

Los operadores bxk y bLK satisfacen: a) las reglas de conmutacién de pseudobosones

[kaa ka'K] =(1- NK/2-k| — nK/2+kT)5kk' (1.9)
[bIcKa ka'K] = bk, bwk] = 0 (1.10)

donde
nK/z:I:k s = a’TK/Z:I:k sa’K/Zik s (111)

es el operador de ntiimero de fermiones; y b) la reglas de anticonmutacién de pseudofermi-

ones
{ka, ble} = 2kabk'K(1 - 5kk')' (112)
La tnica restriccién que se tiene es K = k; + ko = k) + k.

5



Claramente, los pares de BCS no son bosones pues (1.9) hace imposible que se sa-

tisfagan [14] las reglas ordinarias de conmutacién de Bose

[ka, bLIK] = 5kk' (113)
[bLKa bL'K] =[x, bwk] = 0. (1.14)
En el caso K = 0 (de tal modo que k; = —ks =k, el tnico caso considerado por BCS),

y definiendo byx—o = by, etc., (1.9), (1.10) y (1.12) se transforman en las ecuaciones

(2.11)-(2.13) de 1a Ref. [12].

Ahora bien, en pleno contraste con los pares de BCS que obedecen (1.9)-(1.12), los
pares de Cooper, por otro lado, pueden ocupar estados de energia nx con el valor de K
definido que involucra muchos valores de k distintos. Asi, en un par de Cooper con K
definida, sélo términos con k # k' pueden ocurrir (principio de exclusién de Pauli), de
tal forma que &y = 0 y entonces tanto (1.9) como (1.10) se convierten en las reglas
de conmutacién (1.13) y (1.14), respectivamente, y (1.12) se vuelve simplemente una
identidad. El caso k = k’ puede ocurrir sélo para pares de BCS pero nunca para pares de

Cooper pues estos no tienen un valor definido de k.

Aunque los eigenvalores de bLKka son 0 o 1 en perfecta concordancia con el principio
de exclusién de Pauli, los eigenvalores de EkbLKka son 0,1,2, ..., [15] en concordancia
con la estadistica de Bose-Einstein y esto corrobora la demostracién cualitativa dada
arriba. Nétese que lo anterior es valido para cualquier acoplamiento, es decir, no importa

el tamano del par de Cooper ni su traslape mutuo.

Hasta donde sabemos, si bien no se han podido deducir los operadores de creacién y
aniquilacién de pares de Cooper (que en el CBFM postulamos bosénicos en base a los

experimentos de cuantizacién de flujo magnético, que establecen que hay tanto portadores



con carga e como con carga 2e en todos los tipos de superconductores) a partir de los
operadores fermiénicos del hamiltoniano no perturbado que define al estado normal y por
tanto mostrar que obedecen las reglas de conmutacién de Bose, si es un hecho que los

pares de Cooper obedecen la estadistica de Bose pues no dependen de k sino sélo de K.

Por otro lado, el gas de bosones en 2D atrapado por un oscilador arménico lo podemos
pensar como un hilo cudntico (“quantum wire”) mientras que al gas de bosones en 2D y
1D atrapados por dos y un oscilador arménico repectivamente lo podemos pensar como
un punto cudntico (“quantum dot”), y de esta forma dar las propiedades termodindmicas
de estos sistemas. La tabla 1.0 muestra algunos atomos bosénicos que se han condensado

hasta la elaboracién de este trabajo.

En el Capitulo 2 analizamos un gas ideal de un ndimero finito de bosones en una
“caja” en 3D, 2D y 1D, usando sumas en lugar de integrales [16] reportando propiedades

termodindmicas tales como la energia interna y el calor especifico.

En el Capitulo 3 analizamos el comportamiento termodinamico del gas de un nimero finito
de N bosones en dos y una dimensién, atrapados por potenciales externos tipo oscilador
arménico usando sumas en lugar de integrales y reportamos las principales propiedades

termodindmicas tales como la energia interna y el calor especifico.

El Capitulo 4 contiene nuestras conclusiones.



Boson g;Rb gLi %?Na iH g?Rb ‘21He ‘I%,K é§3Cs ggCr

Afio/Ref. | 1995[17] | 1995[19] | 1995[(18] | 1998[20] | 2000[21] | 2001[22] | 2001[23] | 2003[24] | 2005[25]

N 2 x 104 2 x 10° 5 x 10° - - 8 x 106 - 2x10*
No 2 x 103 - - 10° 104 5 x 10% 104 1.6x104 5x104
Te(uK) 0.17 0.4 2 50 0.015 4.7 0.16 0.46 0.7

n(em=3) | 25x 1012 | 2x10'2 | 1.5 x 10" | 48 x 105 | 1x10'2 | 3.8x 103 | 6 x 101! | 1.3 x10'3

Tabla 1.0. Algunos parametros experimentales asociados con gases bosénicos atrapados
en los cuales se ha observado BEC. N y Ny son nimeros de 4tomos en el estado inicial y
condensado, respectivamente; T, la temperatura de transicién; n la densidad de niimero

de bosones [26].



Capitulo 2

Sistemas finitos de bosones ideales

2.1 Propiedades termodinamicas para el gas ideal de bosones en

tres dimensiones para una relacion de dispersion cuadratica

En este capitulo consideramos un gas de bosones dentro de una “caja tridimensional”
de lado L y un numero finito N de bosones. Los autores que han tratado este caso
terminan aproximando sumas con integrales [16] mientras que nosotros obtenemos las
propiedades termodinamicas usando solamente sumas, los bosones no interactiian entre
si, ni con las paredes de la caja [27, 28, 29|. El espectro de energias de cada particula
bosénica se obtiene resolviendo la ecuacién de Schrédinger de una particula libre con

condiciones periédicas en las paredes, es decir

2 21.2 2
_r _ Rk _ h_ 2 2 2
Ex = om - m - 2m(kx+ky+kz)a
con
2 2 2
ky = %nw ky = %ny, ky = %n My gy Ty = 0, 1, 22, ..

donde k,,k,,k,, son tres nimeros de onda independientes. Notemos que la relacién
de dispersién (energia £ como funcién del momento traslacional hk) de las pariculas es
cuadratica. Cuando un gas de bosones a temperatura T se empieza a enfriar, los bosones
tienden a ocupar los niveles més bajos de energia. Para cierta temperatura! T, , una

fraccion apreciable del total N de bosones empieza a ocupar el nivel mas bajo. A este

Ver Apéndice A



fenémeno se le denomina condensacidn de Bose-Einstein. Sustituyendo los valores de las

ke y . en términos de las ng 4, , tenemos que la energia por bosén toma la forma

4(7rh)

6’nw,yz - 2 L2 ( 2 +n +n2) (2'1)

Numero de bosones

De esta manera los N bosones se distribuyen energéticamente segin la distribucién de

Bose-Einstein

1
1) = e 1

con ¢ la energia de la particula y u(T') el potencial quimico del sistema. El nimero total
N de bosones esta dado por

1

N = ; ; Z T

- izz

—00 Ny=—00 Nz=

1
b(ng+n§+n§) _ 1’

(22)

donde la suma primada significa que se excluyen los valores (ng,n,,n,) = (0,0,0),
hemos usado (A.1) para obtener (A.2) con z = e la fugacidad y 8 = 1/kgT. Con
b= [m(gsp(1)/N)¥3|/T con T = T/T y Ty = 2wh>/mkg[N/L3g3/5(1)]*/® es la temper-
atura del gas ideal en 3D con la misma densidad de particulas en el limite termodindmico,
g3/2(1) = £(3/2) la funcién zeta de Riemann de orden 3/2. Es ficil ver que para un gas
de bosones este potencial quimico debe ser no positivo en caso contrario al menos la ex-
presién para el nimero de particulas perderia sentido, asi que en un gas de Bose se gana

energia al perder particulas y se disminuye energia al tomarlas.

10



Energia interna

Teniendo en cuenta que la energia del sistema es la suma de las energias de cada bosén,
entonces la energia para nuestro sistema se calcula de la siguiente manera

o) 0 0 Eng y,z
U = _Z ; Z eﬁ(anx,y,ziu)_l

x 2 & (n2+nl+nd)
=0 Z Z Zoo z—leb(n§+ny§+n§) 1 (23)

TNy =—00 Ny=—00 Nz =

En la fig. 2.1 mostramos las curvas de energia interna entre kg7 como funcién de la
temperatura normalizada a la temperatura del gas ideal en el limite termodidmico, la
figura representa la variacién de la energia interna del sistema cuando variamos el nimero

N de particulas y el nimero de estados k, , , respectivamente.

Calor especifico

El calor especifico a volumen constante Cy = (g—g

respecto a la temperatura la expresién (2.3) para la energia interna.

) se obtiene derivando con
NV

2 2 2\ ,—1_b(n24+n2+n2
(n2 + n2 + n2)ztebnatnytn:)
(z—leb(n§+n§+n§) _ 1)2

[b2(ni +n2+n2) —bln z]

R &2 2 (nd+nd+ el (T
(z—leb(ng+n§+n3) _ 1)2 kgT’

(2.4)

T ="—00 Nyy=—00 Nz =—00
donde la prima significa la derivada respecto a T. Para encontrar u (T) usamos la Ec.

(A.2) sabiendo que N es constante y entonces ON/OT = 0. Realizando la derivada y

despejando 4 (T) tenemos

,U,, ( T) oo 0o 0o 21 eb(ng+n§ +n2)

= b 2 2 Inz
kgT = 2 Z Z Z (z—leb(n§+n§+n§) _ 1)2 lf(nx +n )— —] /

Nz=0ny=0n,=0

2~ Leb(nZ+nf+n?) 21

2 Z Z Z (z_1eb(ng+n§+n§) _ 1)2 - (z—l _ 1)2

Nz=0ny=0n,=0

11



sustituyendo la expresién para p'(T) en (2.4) tenemos

C 1 oo n2 +n2 + n2)z1 eb(Z+nj+n2)
4 (n; £ 1, + 1) [b2(ni +n2+n2)—bln z]
o

Ve W, XY gy

Ny=—

+ nz + nz)z—leb(n§+n§+n3) { c© oo 00 z—leb(n§+n§+n§)

- N DD (2= 1ebma+ni+nd) _ 1) > 2 (z-1ebnatny+n?) _ 1)2X

Nz=0ny=0n,=0 Nz=0ny=0n,=0

5 o ) ) 0o 00 00 z—leb(ng+n§+n3) 21
[b (ny + n, + n,) — blg Z] /12 Z Z Z (z_1eb(ng+n§+n§) —1)? o (z71 —1)2 (2.5)

Nz=0ny=0n,=0
En la fig. 2.2 mostramos las curvas del calor especifico a volumén constante, por
particula en 3D como funcién de la temperatura, la figura representa la variacién del
calor especifico del sistema cuando variamos el nimero N de particulas y el nimero de

estados k,, , respectivamente.

12



Fig. 2.1 Energia interna U entre kgT por particula en 3D como funcién de la temperatura para

N =100, 1000, 10000 particulas y ks y, . = 30,100, 200 estados respectivamante.

Fig. 2.2 Calor especifico a V=cte, por particula en 3D como funcién de la temperatura para
N = 100,1000, 10000 particulas y ks, . = 30,100,200 estados respectivamente. LT (limite

termodindmico).

13



2.2 Propiedades termodinamicas para el gas ideal de un nimero

N finito de bosones en dos dimensiones

La energia de cada particula bosénica corresponde a la energia de una particula libre

en dos dimensiones, es decir

p2 h2 k2 h2

“k 2m 2m ( T )
con
2 2

sustituyendo k; y k, en la peniltima ecuacién tenemos que la energia por bosén toma la

forma
4(7rh)

2 2
6nw,y 2 L2 ( + n ) (2'6)

Numero de bosones

El ntimero total N de bosones estd dado por

1

N= Y Y% o

T =—00 Ny=—00

1
= + Z Z —leb(n§+n§) _ 1’ (27)

Nz ==—00 Ny=—00

donde donde la suma primada significa que se excluyen los valores (n,,n,) = (0,0),
hemos usado (2.6) para obtener (2.7) con z = e# la fugacidad, u(T) el potencial quimico,
b= 4(wh)*/2mL2kpT, y Ty = 4(nh)’N/2mL%kp .
Energia interna

Teniendo en cuenta que la energia del sistema es la suma de las energias de cada bosén,

entonces la energia para nuestro sistema se calcula de la siguiente manera

00 00 Ene,
U= 2 X By

Nz =—00 Ny=—00

14



S i)
= b Z Z _1eb(n§+n§g -1 (28)

Nz=—00 Ny=

En la fig. 2.3 mostramos las curvas de energia interna entre kg7 como funcién de la
temperatura para un sistema en dos dimensiones , la figura representa la variacién de la
energia interna del sistema cuando variamos el nimero N de particulas y el ntimero de

estados k,, respectivamente.

Calor especifico

ou . .
El calor especifico a volumen constante Cy = (6_T> se obtiene derivando la ex-
NV

presién (2.8) para la energfa interna, donde la prima significa la derivada respecto a T

Cv = = > (ni -+ n;)z_leb(n§+n§)
t nac;OO ny;oo (z-1ebnatny) — 1)2
Amh® i i (7 + n?,)z_leb(”g"‘”i) ¢ (T)
2m L2 (z~1ebe+m) —1)2 kpT

Ng=—00 Ny=—00

[b2 (n2 +n2) —bln z]

(2.9)

para encontrar u (T) usamos la Ec. (2.7) sabiendo que N es constante y entonces

ON/OT = 0 realizando la derivada y despejando p'(T) tenemos

,U,,(T) B o 0o z—leb(ng+n§) b ) ) ln 2
ksT = 2 Z Z (z—leb(n§+n§) _ 1)2 f(n:c'i_ny) - T /

Nz=0ny,=0

»—Leb(n2+n?) 21 ]

l2 Z Z (z_leb(n§+n§) _ 1)2 o (z—l _ 1)2

Nz=0ny,=0
sustituyendo la expresién para p'(T) en (2.9) tenemos

00 00 (ni + nZ)z—leb(ng+n§) 5 o )
= Z Z (2 le b(n2+n2) _ 1)2 [b (ng + ny) —bln z]

Ng=—00 Ny=

X

SEPIDY

Nz=0ny,=0

(2 ) - ) 0o 0 z—leb(ng+n§) 21 510
[ (nw +ny) — nz] / Z Z (z_leb(ng+n§) _ 1)2 - (z—l — 1)2 ( . )

Nz=0ny,=0

(n + n2)z—leb(n 2+n2) 00 z—leb(n§+n§)
(z~le b(nZ+n3) _ 1)2 Z (z—leb(n§+n§) —1)2

Nz=0ny=0
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En la fig. 2.4 mostramos las curvas del calor especifico a volumén constante, por
particula en 2D como funcién de la temperatura, la figura representa la variacién del
calor especifico del sistema cuando variamos el nimero N de particulas y el nimero de

estados k,, respectivamente.
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Fig. 2.3 Energia interna entre kgT por particula en 2D como funcién de la temperatura para

N =100, 1000, 10000 particulas y ks y = 100,600, 2000 estados respectivamente.

Fig. 2.4 Calor especifico por particula en 2D como funcién de la temperatura para N =

100, 1000, 10000 particulas y k, , = 100, 600, 2000 estados respectivamente.
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2.3 Propiedades termodinamicas para el gas ideal de un nimero

N finito de bosones en una dimension

La energia de cada particula bosénica corresponde a la energia de una particula libre

en una dimensién, es decir

L PR R,
k 2m 2m 2m

€I

con

2

ky = ng,, ng = 41,42, ...
Ln n

sustituyendo k, en la peniltima ecuacién tenemos que la energia por bosén toma la forma

4(7"h)2 2
Numero de bosones
El ntimero total N de bosones estd dado por
> 1
N = nz;m eBlene—1) — 1
1 ., 1
= 3 +nz;oo—z‘1e”(”3) — (2.12)

donde la suma primada significa que se excluye el valor n, = 0, hemos usado (2.11) para
obtener (2.12) con z = eP* la fugacidad, u(T) el potencial quimico, b = 4(wh)*/2mL?*ksT,
y To = 4(wh)’N?/2m kg .

Energia interna

Teniendo en cuenta que la energia del sistema es la suma de las energias de cada bosén,
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entonces la energia para nuestro sistema se calcula de la siguiente manera

o0

- L fny oy (mg)
U o Z eﬁ(anz_/"') — 1 - b Zoo Z_leb(n?c) _ 1 (213)

Ngp=—00 Ng=—

Calor especifico

au
oT

presién (2.13) para la energia interna, donde la prima significa la derivada respecto a

El calor especifico a volumen constante Cy = ( ) se obtiene derivando la ex-
NV

T.

n2)z—leb(n2) 5 o
Cy = Z Reercaey [b*(n2) — bln 2|
47rh2 i (n2)z"1et™2)  1/(T)
2mL? , == (2"1ebatn)) — 1)2 kT

(2.14)

Para encontrar u (T) usamos la Ec. (2.12) sabiendo que N es constante y entonces

ON/OT = 0 ralizando la derivada y despejando ' (T) tenemos

R

z—leb(nw) 21
2 Z (z—leb(ng) 1)2 o (z71 —1)2

sustituyendo la expresién para u (T) en (2.14) tenemos

Cv _ i (n2 + n2)z 1k
kB (z—leb(ng) _ 1)2

(n2 +n2>z-1eb<nw> 2-1bnd)
— 4 Z (z-1eb@?) — 1)2 o (z-1ebt3) — 1)2

[b2 (n2) —bln z]

X

z—leb(ng) 71
[52(n2) — bInz] / l2 > e T i 1)2]} (2.15)
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Como resumen de este capitulo podemos senalar apartir de las figuras tanto para 3D
como para 2D, al bajar la dimensién del sistema, aumenta el niimero de estados a consid-
erar. El criterio usado en cada caso para determinar el nimero de estados considerados es
que las series que aparecen en las expresiones para la energia interna y el calor especifico,
debian converger, es decir, para una temperatura dada los valores de la energia o el calor
especifico no cambian si aumentamos el nimero de estados. En el limite T — oo, la
energia interna cumple con el teorema de la equiparticién de la energia en 3D y 2D re-
spectivamente. Andlogamente para el calor especifico se cumple la Ley de Dulong y Petit
en 3D y 2D. Las figuras para la energia interna y el calor especifico para el caso de un
gas de bosones en una dimensién (1D) no aparecen debido a que el nimero de estados a
considerar era muy grande y el programa usado para realizar los célculos tomaba demasi-
ado tiempo, cuando no nos indicaba memoria insuficiente, para proporcionarnos los datos
necesarios para hacer las respectivas curvas. En las figuras para la energia interna en
3D y 2D podemos ver que practicamente no hay diferencia si se usan sumas o integrales
para hacer el cdlculo de la energia interna. Sin embargo si hay diferencia al usar sumas
o integrales para calcular el calor especifico como lo muestra la figura 2.2 para el calor

especifico, alrededor de la temperatura critica.
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Capitulo 3
Sistemas finitos de bosones atrapados en dimensiones
d<3

El estudio del comportamiento de sistemas de muchas particulas, sea en fase gaseosa
o condensada, sujetos a la influencia de potenciales externos tipo oscilador arménico,
no sé6lo es de mucho interés conceptual si no que también ofrece muchas perpectivas de
caracter practico. Por ejemplo, con estos sistemas podemos describir las propiedades de
los 4tomos atrapados en trampas magneto 6pticas anisotrépicas, las propiedades de pares
de Cooper cargados y bidimensionales dentro de un campo magnético [30] o a un gas de
excitones dentro de un pequefio semiconductor [31]. Su descripcién a partir de modelos
microscépicos cae dentro del dominio de la mecanica estadistica y es a través de dichos
modelos que podemos apreciar el alcance y las limitaciones que todavia hoy prevalecen en
el estudio de dichas propiedades. En este capitulo queremos estudiar el comportamiento
de un gas de N bosones atrapados por potenciales tipo oscilador arménico, privilegiando
las sumas en lugar de integrales para obtener la propiedades termodindmicas del sistema.
Los resultados que obtenemos permiten visualizar con bastante amplitud la naturaleza
esencial del problema y en algunos casos mostraran lo pequefio del porcentaje de error
cometido al confinar un sistema finito de N bosones independientes. Antes de comenzar
el calculos de las propiedades termodindmicas del sistema finito de bosones, mostraremos
a manera de resumen las propidedades termodinamicas cuando se considera un nimero

N infinito de particulas formando el sistema.

3.1 Sistema infinito de bosones
En el caso de un sistema de bosones en el limite termodinamico N — oo, V — o0
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pero p = cte, el gas de N bosones sin interaccién entre ellos, en dimensién d = 2 6
1, es restringido a moverse en casi una o casi cero dimensiones cuando son restringidos

espacialmente por d > § potenciales externos del tipo oscilador arménico.

Pudimos identificar que el gas de bosones en 2D o 1D (atrapado por é =1 o 2 osciladores
arménicos) muestra propiedades termodindmicas similares a las de un gas ideal de bosones
en d + § dimensiones, con una masa equivalente m* (ver expresién en Tabla I11.2) la cual
tiende a cero en el limite termodinamico. Para el gas de bosones en 2D la temperatura de
condensacién Bose-Einstein T, es proporcional a la densidad de particulas N/L¢ elevada a
la potencia 2/(d+4); la fraccién de particulas condensadas es No/N = 1—(T/T,)@+9)/2 y el
calor especifico no desarrolla discontinuidad en el sistema bidimensional restringido, pero
si su derivada. En 1D el gas sujeto al potencial parabélico externo tiene una temperatura
critica T, = 0 por lo que la fraccién de particulas condensadas es uno si 7, = 0 y es cero
si T, # 0. A manera de referencia, en las tablas I1I.1 y II1.2, resumimos las propiedades
termodinamicas de los sistemas bosénicos en 1D y 2D, restringidos espacialmente en una
o en ambas direcciones por potenciales externos tipo oscilador arménico. Cabe senalar

que los sistemas se encuentran en el limite termodinamico.

22



Tabla ITI.1 Resumen de algunas propiedades termodindmicas para los bosones en

una dimensién atrapados por un potencial de oscilador arménico unidimensional.

1D 0=1

g(e) o
0

U/NkgT | 2o + 22

2kgT g1(2)

Cv/Nkg 992(2) _ a1(z)

g1(2)  go(2)

PV U - £32)
S/Nkp | 22 —Inz

% 27 h
wL?
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Tabla ITI.2 Resumen de algunas propiedades termodindmicas para los bosones en

dos dimensiones atrapados por uno y dos osciladores.

2D 0=2 0=1
9() (Aw) ™2 2 (hw)=2(3R) 1262
No/N 1—(z)? 1= (7)Y
o kR | RESTTE)
U/NksT | . +28E(L)? | Lhe 4 4820 L ysy2
Cv/Nks | 623 - 423 | $oas - izi;ziii
PV L(U — Nhw) (U — Nhe
S/Nkp | 38E(L) —Inz | RELE _Ing
m* % (m)1/3(27rh )2/3
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3.1.1 Gas de bosones en dos dimensiones atrapado
por un potencial bidimensional tipo oscilador

armonico aproximando sumas con integrales

Aqui consideramos un sistema bidimensional de un nimero finito de N bosones no
interactuantes entre si, restringidos en ambas direcciones por potenciales arménicos. Los
resultados que obtenemos son muy parecidos a los que reportan en las referencias [8, 9, 10],
aun cuando nosotros atacamos el problema de una manera ligeramente diferente. Para
una particula sujeta a un potencial de oscilador arménico isotrépico bidimensional los

valores para la energia son
&n =€z + &y = (g +1/2)Aw + (n, + 1/2)Aw; n,n,=0,1,2, ...
en = (n + Dhw n=0,1,2.. (3.1)

Numero de particulas

Si consideramos N particulas sin interaccién entre ellas, sujetas al mismo potencial
armonico externo, los niveles de energia disponibles para cada una de las particulas es la
misma e igual a (3.1). Las particulas bosénicas se distribuyen en los niveles de energia

segun la distribucién Bose-Einstein, es decir,

1
&) = G =1

El nimero de particulas en el sistema esta dado por

o In
N 32

donde p es el potencial quimico y g, = (n + 1), es un factor que mide la degeneracién

del sistema es decir, el nimero de formas que podemos obtener n sumando dos enteros
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no negativos n, y n,. (3.2) puede ser reescrita en la siguiente forma

N = Z Zgne—jﬁ(an—u) (3.3)

n=0j=1

donde hemos usado (1 —z)™! = X227 para —1 <z < 1, con & = e~AEn=#),

Ahora, introduciendo los valores para n en la suma de (3.3) tenemos

N = 3 (qoe 990 4 gy 4 g, omdBlert) | g oiBEsw) 4 )
j=1

00
— Z e—jﬂ(h"-’_lf‘) (90 + gle—jﬁhw + g2e—2jﬁh°-’ + g3e—3jﬁh°-’ + ),
=1

tomando el valor de la respectiva degeneracién tenemos finalmente
w . .
N = Ze_Jﬁ(h"-’_lJ')(l _ e‘]ﬂhw)—2, (34)
7j=1
con W el potencial quimico del sistema y pg = hw el valor limite de p cuando T — 0.
Dado que el nimero total N de bosones se conserva, a N la podemos escribir como
la suma de particulas en el estado base Ny mas las particulas que estan en los estados

excitados N, es decir,

N =Ny + N, (3.5)
donde
1
_ v n
N, = ngl B 1 (3.7)

Por el momento trabajemos solamente la Ec. (3.7). Sustituyendo ¢, y &, en la (3.7),

nos queda

- (n+1)
Ne - 'ngl e—BrebhweBhwn _ 1 )
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= n+1
- ngl e—BueBhw gflwn offfiwe—Fhuw _ 1"

— n > 1
= n;l o BrgBhagfha(n—1) — 1 ngl T T TR

Haciendo m = n — 1 para que el indice corra desde cero tenemos

m+1 > 1
N Z 6 ﬁ/,l,e2ﬁhweﬁhwm -1 + mZ=o e—ﬁ/,l,e2ﬁhweﬁhwm -1
m > 1
N = 'rnz=0 o—Brg2Bhw gBhwm _ | + 2m2=0 o—Brg2Bhwgfhum _ 1" (3.8)
La serie (3.8) se aproxima con la suma de Euler-Maclaurin [32]
= w=b 1 L ., /
S i) = [ daf@) + 5@ + FO) + 510 - f@)-
+ 5 B a) 4 i) 4 (39)
2.7 2k)' i
con Bs, los nimeros de Bernoulli, por tanto
xdx 00 dx
Ne = /o e~ Pue2Bhwefhwr _ 1 + 2/0 e~ Pue2fhwefhwr _ 1| T (3.10)

Para identificar las integrales anteriores con las funciones de Bose

© _y’dy
90(2) = r(a)/ eV — 1

hagamos y = Bhwz y 2’ = e##—")  entonces

N, = (ﬂT:wP g2(eﬂ(u—hw)e—ﬁhw)+ﬂ; g (ePlutw) g=pnwry 4 1 = 1 (8= =y
+ﬂ%g_1(eﬁ(”_h“’)6_ﬁh“’) (3.11)

Para un gas en dos dimensiones atrapado por dos osciladores en el limite termodindmico,

la temperatura de condensacién Tj es

w l N ]1/2, (3.12)

0= E 92(1)
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la cual usaremos para adimensionar la temperaturas y las energias.

Finalmente, incorporando las particulas del estado base, el nimero total de particulas

queda
1 2
N = 0 + Wg2(eﬁue_2ﬁhw) + ﬂh gl (eﬂ/"’e 2ﬂhw) + go(eﬂ/"'e 2ﬂhw)
h
+—ﬂ6wg-1(eﬁ“e‘2ﬁh“’). (3.13)

Cuando T — T; entonces y — hw y por lo tanto
q1(ee™ ) — g1 (e7™)

la cual no diverge.

Energia Interna

La siguiente ecuacién muestra como estd dada la energia interna para este sistema

Enfn
U= Z B T (3.14)
Usando (3.1), (3.13) y la expresi6én para gy, tenemos

oo 2
U=Nhw+hod " (3.15)

2 eBlen—) — 1°

Nuevamente, aproximando la serie anterior para cada término con la suma de Euler-

Maclaurin tenemos que la energia interna es

2 _ 3 _ 2 _
- hw[(ﬂhw)g%(eﬁ“e mh‘") (ﬂhw)2g2(eﬂ“e 2[3%) ﬂhw‘ql(eﬁue 2[3"“0)
3 A
+Zgo(eﬁ“e_2ﬁh“’) + ﬂng_l(eﬁ“e_mh“’) + .. (3.16)
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Calor especifico

El calor especifico a volumen constante Cy = (6_T) se obtiene derivando con respecto

?

a la temperatura la energfa interna U(3.16).

@ = 6 5 g3(eﬂue—2ﬂf‘w) +———0 (eﬂ“e 2ﬂhw) +2g; (eﬁue—2ﬂhw)
ks (Bhw) (Bhw)
(B g, (eome-zan) 1 [ o EeT) + 3, (e

+2(Bhw)go(ePre™2PM) 4 —(ﬂhw)2g_ (Pre=2Pmw) 4

@gl(eﬁue—mm] l In /3(;2 . )]

|2 oBH =2
[(ﬂwg( ) )

ona)ga (e ) + Rl (e |

Bhw — In (eP#)
(e—ﬂﬂeﬂhw — 1)2

6

G ) & (e - ) @nemon

2
(5hw)
11
g1 (€%He™M) - 2gy(eHe) o (Bhw)g s (e ) +

(Bhw

l(ﬂh )

@gﬁ(emfmm)l l2 - lnﬂ(;Z“)H / l(e—ﬁueﬁ}w —1E

1 2g1(eﬂue—2ﬁhw) +——q (eﬂue—2ﬁhw) 4
(Bhw) (Bhw)
11

Eg_ (eﬂue—2[3hw) + (ﬂG )g_2(eﬁue—2ﬂhw)] , (3.17)

con z = e?®. En la Fig. 3.1 graficamos la energfa interna entre kpT como funcién de
la temperatura para un sistema en dos dimensiones (2D) atrapado por dos osciladores
(26). La Fig. 3.2 muestra cémo depende el calor especifico con la temperatura para un
sistema de 2D +24. En la Fig. 3.1 mostramos las curvas de energia interna para diferentes
numeros de particulas, en donde notamos muy poca diferencia entre ellas. Pero en la Fig.
3.2 podemos apreciar claramente que al aumentar el nimero de particulas, las curvas

respectivas tienden a la curva que esperariamos en el limite termodinamico.
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o)

(U-Nhw)
o -
[0 0] N

] ]

o
~
]

Fig.3.1 Energia interna U entre kgT por particula en 2D+2§ como funcién de la temperatura,

para N = 1000(— —), 10000(- -), 100000(- -) particulas, LT(——).

Fig. 3.2 Calor especifico por particula en 2D+24 como funcién de la temperatura para N =

1000(— —), 10000(- -), 100000(— —) particulas, LT(—).
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3.1.2 Gas de bosones en una dimension atrapado por

un oscilador aproximando sumas por integrales
La energia para un oscilador en una dimensién es
1
=(n+ i)hw n=0,1,2,... (3.18)

La expresién para el nimero de particulas y la energia interna en el caso de una dimensién

estan dadas respectivamente por

(3.19)
N = 5 e = Mo (e +
efen—m —1 07 (Bhw)t
—g (eﬁue—3ﬁhw/2)+ o g (eﬂue—3ﬂhw/2) (3.20)
U > €n —3Bhw/2
o~ g1~ U (ﬂh )2g(eﬁ”e )+
1 —38hw _ Bhw _
(Gho )g (eﬂ“ 36h /2)+ o g (eﬂ”e 3ﬁhw/2)+ T g (eﬂ”e 3ﬁhw/2) (3.21)

Calor especifico

ou . .
El calor especifico a volumen constante Cy = ( ) se obtiene derivando con respecto

T )
a la temperatura la energfa interna U(3.21).

C 2
kg b 12
—1,b/2 2 —3/28hw
1_ v e’ b bln(z) gl(eﬁ“e /28 ) g (eﬁue 3/2ﬁhw)+
2 (1 — 1) = 3
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b 3b?
B ,—3/28hw B ,—3/28hw _ _
—12g_1(e e )+ —12g_2(e e )] l—2 bln(z)]

1 1 15 b
lﬁgl(eﬁ”6_3/2ﬁhw) + Bgo(eﬂue—fi/%hw) + Eg_l(eﬁue—3/2ﬂhw) + Eg_2(eﬁue—3/2ﬂhw)

2—1eb/2 l b2 ]

1 z7leb2
—(z—leb/2 —7)e 5~ bln(z)

+§ (z-1eb/2 — 1)2

1 1 2
+ lggo(eﬁ“e"z‘/ 2Py 4 59—1(6[3”6_3/ 2Py 4 1—b2 g-a(ePre 3/ 2‘”“")1 l% —bln zH /

_ b _
] lgl(eﬁue 3/2ﬁhw) _ Eg_l(eﬂue 3/2ﬂhw)+

1 B ,—3/20hw 1 B ,—3/28hw b B ,—3/2Bkw z_leb/2
Bgo(e € )+ 59—1(6 € )+ 59—2(6 e )+ 2 1) (3.22)

Con b = hw/kgT, en las Figs. 3.3, 3.4 graficamos la energia interna entre kgT y el
calor especifico como funcién de la temperatura, para un sistema en una dimensién (1D)
atrapado por un oscilador (16). En este sistema no hay condensacién de Bose-Einstein a

temperatura diferente de cero.
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0.8
HCQ
Y
E 0.6 N=10000
%‘ N=1000
N=100
2 0.4+
2
0.2
0 I I I
0 1 2 3 4
/T,

Fig. 3.3 Energia interna U entre kgT por particula en como funcién de la temperatura para

N =100, 1000, 10000 particulas en un sistema 1D+14 .

0.8-
N=10000
go.s— N=1000
N=100
©04-
0.2-
0 I I I
0 1 2 3 4
/T,

Fig. 3.4 Calor especifico por particula en como funcién de la temperatura para N =

100, 1000, 10000 particulas en un sistema 1D+14.
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3.2.1 Gas de bosones en dos dimensiones atrapado

por dos osciladores usando sumas

Numero de particulas

1 © g
N= +3 2 (3.23)

-1 -1
Z7 =1 7z et —1

n=1

donde g, = (n + 1), 2 = eP¥#=™) 1 es el potencial quimico y b = hw/kpT.
Energia Interna

Para este sistema la energia interna estd dada por

S, n(n+1)
U=Nhw+hw) ——m—

n=1

(3.24)

Calor especifico

ou
oT
presién (3.24) para la energia interna, con respecto a la temperatura.

Cy i (n + 1)2z71ebn+D)
NkB o = (z—leb(’n+1) _ 1)2
< (o 17710 [0 (4 1))
n; (zLeb(nt1) — 1)2 7;1 (z-1leb(n+1) — 1)2
-1 | o —1_b(n+1) -1
Z 2 (n+1)z"'e 2
(-1 — 1) [b —bln z] / lz (z-1ebntD) —1)2 + GT-1)y (3.25)

n=1

El calor especifico a volumen constante Cy = ( ) se obtiene derivando la ex-
NV

-b2(n +1)—bln z] -

[b*(n+1) — bln 2] +

En las Figs 3.5 y 3.6 graficamos la energia interna entre kgT y el calor especifico respec-
tivamente, como funcién de la temperatura, para un sistema en dos dimensiones (2D)
atrapado por dos osciladores (2§). Estas son sin lugar a duda las que mejor reflejan el
objetivo del trabajo de esta tesis al usar sumas en lugar de integrales. Al usar las sumas
podemos controlar la precisién de las propiedades termodinamicas del sistema estudiado

tanto como queramos pues no hacemos ninguna aproximacion.
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1.6

R N
N10000k11000

1 2 n N1000k2000
3 . N100k600
=
Z 0.8
=) i

0.4 1

0 T I T I T I T
0 1 2 3 4
/T,

Fig. 3.5 Energia interna U entre kgT por particula en como funcién de la temperatura para
N = 100,1000,10000 particulas y k = 600,2000,11000 estados respectivamente. LT (limite

termodindmico) en un sistema 2D+24s .

5
i /
4 a /“ LT----
: N10000k11000
T N1000k2000
m 3 — N100k600

Fig. 3.6 Calor especifico por particula como funcién de la temperatura para N =
100, 1000, 10000 particulas y k = 600,2000,11000 estados respectivamente. LT (limite ter-

modindmico) en un sistema 2D+24s.
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3.2.2 Gas de bosones en dos dimensiones atrapado

por un oscilador usando sumas

El Hamiltoniano para un bosén en este sistema es,
H=H,+H,

con

2

H,=
2m

2

P 1
H, = ﬁ + imwy{

donde p, y p, son las componentes del momento lineal p, de las particulas. Resolviendo la
ecuacion de Schrodinger, HU = WV, podemos separar el problema en el de una particula
libre en una “caja” unidimensional de lado L, para la cual se encuentra que los valores
propios de la energia son

_RM2 4R

2
om  2ml?2 (ng

donde
—Ng, n, =0,+1,£2, ...
mas el de un oscilador arménico cuantico unidimensional cuyos eigenvalores de la energia

son

1
Ey = (ny + 5) huw; n, =0,1,2,...

por lo tanto la energia por bosén sera

4R*m? 1
E=¢Ep+€& = W;(ni) + (ny + 5) hw, (3.26)

introduciendo la constante z; = h/mw y haciendo L = x,, entonces los valores para la

energia por bosén se puede escribir en términos de hw
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1
= (an2 +ny + E)hw (3.27)

Con n, =0,+1,+2,...,n, =0,1,2... y a = 272 una constante.

Numero de particulas
Las particulas bosénicas se distribuyen en los niveles de energia segin la distribucién

Bose-Einstein, es decir,

1
fle) = ebBle—m) —1°

El nimero de particulas en el sistema esta dado por
] _Z_ 3 S (3.28)
& =—00 1y =0

con u es el potencial quimico. Sustituyendo (3.27) en (3.28 ) la ecuacién anterior puede
ser reescrita en la siguiente forma

1
-+ Z Z Tt 1 (3.29)

Nz=0ny —0

N =

donde 2’ = Pt/ = 2682 b = hw/kpT y Ty = [2Nhw/ Lgs/o(1)]*/3(m/2m)"? Jkp es
la temperatura del gas ideal en 2D + 16 con la misma densidad de particulas en el limite

termodinamico.

Energia Interna

Para este sistema la energia interna estd dada por

i an? +n,
Z Z —1gb(anZ+ny+0.5) _ 1 (330)

nz=0n,=0 Z

th
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Calor especifico

ou
oT
respecto a la temperatura la expresién (3.30) para la energfa interna.

El calor especifico a volumen constante Cy = ( ) se obtiene derivando con
NV

00 00 2 —1_b(an2—n,+0.5)
Cv _ 23 3 (ang +ny)z"'e v

Nkg (z—leb(ang+ny+0.5) _ 1)2

[b*(an? + n, +0.5) — bln 2] —

nz=0n,=0

O & (an2 +ny)z7le
2. > :

b(anZ—ny+0.5) oo 00 z—leb(ang+ny+0.5)
(Z_l eblan2+ny+0.5) _ 1)2

2 Z Z (z—leb(ang+ny+0-5) — 1)2 [

nz=0n,=0 =0 ny,=0

b*(an? +ny +0.5) — blnz| + l(z-fi——ll)2 lb; _blnzm /

(3.31)

) 21 eb(ang+ny+o.5) 21
Joppes tauall A
En las Figs 3.7 y 3.8 graficamos la energia interna y el calor especifico respectivamente,
para un sistema en dos dimensiones (2D) atrapado por un oscilador (14), en la figura 3.7
sélo se ven dos curvas las cuales corresponden a N = 100 particulas y (k,, k,) = (50, 1000)
estados y para N = 1000, 10000 particulas y (k;, k,) = (100, 5000), (200, 60000) estados
respectivamente las curvas son las mismas, para la figura 3.8 el caso es andlogo. En
este sistema es importante notar que, dado un nimero N finito de bosones, y el hecho
de restringir el movimiento de los bosones en la direccién y con el potencial de oscilador

arménico hace que los niveles de energia en esta direccién se vuelvan igualmente espaciados

con separacién entre niveles igual a Aw.
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Fig. 3.7 Energia interna U entre kT por particula como funcién de la temperatura para
N =100, 1000, 10000 particulas y (kz, ky) = (50, 1000), (100, 5000), (200, 60000) estados respec-

tivamente, en un sistema 2D+14s.

2
1.6
m 12
2
© 0.8
T N1000,kx100,ky5000
0.4- N100,kx50,ky1000
0 T | T I T I T
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Fig. 3.8 Calor especifico por particula en como funcién de la temperatura para N =
100, 1000, 10000 particulas y (ks, ky) = (50, 1000), (100, 5000), (200,60000) estados respectiva-

mente, en un sistema 2D+14s. 39



3.2.3 Gas de bosones en una dimension atrapado por

un oscilador usando sumas

Para una particula sujeta a un potencial de oscilador arménico unidimensional , los

valores para la energia son
1
en = (n+ i)hw n=0,1,2.. (3.32)

Numero de particulas

El nimero de particulas en el sistema esta dado por

o 1
N= 7;) ST (3.33)

donde p es el potencial quimico ahora (3.33) puede ser reescrita en la siguiente forma

1 > 1
N=—5 -1 3.34
z'_—1+n§12' ebn —1 (3:34)

donde z = e#+"/2) y b = fw kpT.

Energia Interna

Para este sistema la energia interna estd dada por

Nhw ad n
U="—"+h —_— 3.35
2 T n; Z7etr —1 (8:35)
Calor especifico
ou

El calor especifico a volumen constante Cy = ( ) se obtiene derivando con respecto
NV

aT
a la temperatura la energfa interna U(3.35).
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Cyv & ny et
Nkg Z(z'_le’m—l)2[

n=1

g (z~ le”" 1) [Z (2 et —1)2 [b2(n+ 1/2) — bl z] +

n=1

ﬁ lb_; —blnz” / li %Jr

n=1

(n+1/2)b* — bln 2] —

= __1)2] (3.36)

En las figuras 3.9 y 3.10 se muestran las curvas para la energia interna y el calor
especifico, respectivamente, para el sistema unidimensional, en figura 3.9 sélo se ven una
curva la cual corresponde a N = 100 particulas y & = 10000 estados, y para N =
1000 particulas y k£ = 70000 estados, para la figura 3.10 el caso es andlogo. En estas
curvas podemos notar que haber disminuido la dimensionalidad del sistema y ademéas
confinado el movimiento de los bosones, hace que el numero de estados a considerar sea,
mucho mas grande que el nimero de estados que se ha utilizado para calcular las curvas

correspondientes para el sistema 2D+24¢ que se muestran en las figs. 3.5 y 3.6.
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Fig. 3.9 Energia interna U entre kT por particula como funcién de la temperatura para

N =100,1000 particulas y & = 10000, 70000 estados respectivamente, en un sistema 1D+16s.

1 —_
0.8
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. N100k10000
J 04- N1000k70000
0.2
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Fig. 3.10 Calor especifico por particula como funcién de la temperatura para N = 100,1000

particulas y & = 10000, 70000 estados respectivamente, en un sistema 1D+14s.
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Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado las propiedades termodindmicas de un sistema for-
mado por un nimero finito de bosones en 1D y 2D, restringidos espacialmente por uno
o dos potenciales tipo oscilador arménico. Las sumas que aparecen en los cilculos de las
propiedades, se mantuvieron y s6lo en algunos caso especificos, a modo de comparacion,
se aproximaron con integrales. Las sumas nos permitieron manejar de manera directa
el nimero de estados y no una densidad de estados para obtener las propiedades ter-

modindmicas del sistema.

Aunque variamos el de numero particulas en los sistemas estudiados en los Capitulos
2 v 3 de este trabajo, mantuvimos constante la densidad de particulas en el sistema
lo que nos permitié comparar las propiedades termodinamicas calculadas aqui con las
propiedades termodinamicas en el limite termodindamico. En el caso del gas de bosones
en dos dimensiones atrapado por un oscilador, la frecuencia de oscilacién w del potencial
arménico es el pardmetro que variamos para confinar los bosones (ndmero finito) pero al
mismo tiempo variamos el nimero de particulas para mantener la densidad constante. El
nimero de estados, k, que consideramos para cada sistema, hasta alcanzar la convergencia
manteniendo para este sistema el producto wN/L constante, dependié de si las particulas
estaban libres o restringidas arménicamante.

Trasladar el origen de las energias por una constante no afecta las propiedades ter-
modinamicas del sistema fue lo que nos enseii6 el gas de bosones atrapado por un potencial
arménico donde la energia del estado base es notoriamente diferente de cero; se obtiene

que de las propiedades termodindmicas sélo la energia interna cambia por una constante.
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Resumiendo:
a) obtuvimos las propiedades termodindmicas de diferentes sistemas con nimero finito de
particulas, en dimensiones menores que tres y estando o no, restringidas espacialmente

por potenciales externos del tipo de oscilador arménico.

b) Aunque algunos autores han atacado el problema de sistemas con un nimero finito
de particulas, cuando no desde el inicio, en algin nivel del proceso de célculo aproximan
sumas por integrales que los conduce a resultados enmascarados por una menor precisién.
Prueba de ello es que en el Cap. 3 de esta tesis, a mitad del proceso de calculo de las
propiedades del sistema que denominamos 2D+24, usamos justificadamente la aproxi-
macién de Euler-Mclaurin para aproximar nuestras sumas por sumas de integrales, y los

resultados fueron menos exactos que los que obtuvimos utilizando las sumas.

c¢) Privilegiar las sumas antes que aproximarlas por integrales en el célculo de las
propiedades de sistemas finitos, nos permite concluir que la finitud del nimero de particulas
es mas importante, desde el punto de vista numérico, en los sistemas de menor dimensién
espacial. Aunque la diferencia numeérica se incrementa a temperaturas mas grandes, ésta
es mas notaria en los puntos criticos tales como en el pico del calor especifico de la con-

densacién Bose-Einstein.

d) Finalmente, para mostrar la aplicabilidad de nuestros resultados debemos men-
cionar que el gas formado por un numero finito de bosones en 2D atrapado por dos os-
ciladores, lo podemos ver como un gas de bosones cargados dentro de un campo magnético
externo. El espectro de energia de cada bosén atrapado por el potencial bidimensional de
oscilador arménico isotrépico corresponden a los valores para la energia de un bosén car-
gado dentro del campo magnético externo cuya frecuencia de oscilacién w es el parametro

que usamos para confinar un gas de bosones usando potenciales arménicos.
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Apéndice A

(Gas ideal de bosones

Temperatura critica para el gas ideal de bosones en tres dimen-

siones en el limite termodinamico

Sea un gas de bosones dentro de una “caja tridimensional” de lado L y un ndmero
total N de bosones, los bosones no interactian entre si, ni con las paredes de la caja. Asi
la energia de cada particula bosénica corresponde a la energia de una particula libre, es
decir

p» Bk R

(k3 + k2 + k2), (A1)

“o2m  2m  2m
donde k;, ky, k, son tres nimeros de onda independientes. Notemos que la relacién de
dispersion entre el momento hk y la energia £ de las particulas es cuadratica. Cuando
un gas de bosones a temperatura T se empieza a enfriar, los bosones tienden a ocupar
los niveles mas bajos de energia. Para cierta temperatura T, una fraccion apreciable del

total N de bosones empieza a ocupar el nivel mas bajo. A este fenémeno se le denomina,
condensacion de Bose-FEinstein.
Dado que el nimero total N de bosones se conserva, a N la podemos escribir como

la suma de particulas en el estado base Ny mas las particulas que estan en los estados

exitados N,, es decir,

N=Ny+ N, (A.2)
donde
1
No = e Pr —1
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1

Ne=Y .
l;) eﬁ(ak—l»") —1

y el término dentro de la suma anterior lo podemos escribir como

1

e = eﬂ(ak—ﬂ) —1

el cual es el numero medio de particulas bosénicas en el nivel de energia definido por
k. Con ¢, la energia del estado y u es el potencial quimico. Es facil ver que para un
gas de bosones este potencial quimico debe ser no positivo, asi que en un gas de Bose
se gana energia al perder particulas y se disminuye energia al tomarlas. En el limite
termodindmico el segundo término del miembro derecho de la ecuacién (A.2) al cual se

designa por N, se calcula mediante

1 1
N.== / dk, / dk, / a1 (A.3)
con 2 = (%”)3 el volumen de la celda unitaria en el espacio de k. Sustituyendo (A.1) en
(A.3)
L\? 1
N, = (_) / dky / dk, / i — . (A.4)
o BEZ (k22 HRD)—) _ 1

La integral puede evaluarse en el espacio k& usando coordenadas esféricas mediante los

cambios de variables

k., = ksinfcos ¢ (A.5)
k, = ksinfsin ¢ (A.6)
k,=kcosé (A7)

donde k € [0, 00),0 € [0,7], ¢ € [0, 27] obteniéndose
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L 3
N, = (%) / dkdrk?m, (A.8)
Asi sustituyendo 7, en la ecuacién (A.8) y reescribiéndola en términos de la energia ¢,

nos queda

V /2m\3 [ £2
e () [ et as

Si recordamos que N, = / - de(e) f(e)g(e) donde
0

1
f(é?) - eﬁ(a—lr‘) -1

Es la funcién de distribucién de Bose-Einstein, y podemos identificar a

V 2m % 1
g(g)zrﬂ(?) €2 (A.10)

como la densidad de estados, es decir, el nimero de estados por unidad de energia.

Ahora la ecuacién (A.9) toma la siguiente forma si hacemos el siguiente cambio de

3 1

V [(2m\? [ z2
_ _r Al
Ne =g (ﬂrﬁ) I (A1)

con z = e®# la fugacidad. La integral en la ecuacién anterior es la funcién de Bose g3 (2)

variable x = (e

multiplicada por la funcién I'(2). Finalmente

€ 4x2?

v (%)%ggwr(g)

Recordando que I'(2) = /7/2 y usando el hecho de que 3 = 1/kgT nos queda que el

nimero de particulas excitadas como funcién de la temperatura esta dado por

3
mkgT \ 2
= s T. A12
N V(W)gg(z) v (A12)
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Para temperaturas altas y mayores que la temperatura critica u se comporta clasicamente,
es decir, 4 < 0y N, = N. Es decir, todas las particulas del sistema se encuentran en
los estados excitados de energia. Sin embargo, cuando se disminuye la temperatura del
sistema y — 0 , el estado base de energia comienza a poblarse “significativamente” y los
estados excitados disminuyen su ntimero de particulas de tal manera que N permanece
constante. La temperatura a la que ocurre y =0y N = Ny + N, se le llama temperatura

critica T,. Notemos ademas

_ 1
NO =Ng = —e—ﬁﬁ'l— 1
que en el limite cuando p — 0 la exponencial se puede desarrollar en serie.

En la Ec. (A.12) para T = T, se tiene que N, = N, p = 0 por tanto z = 1 entonces

3
mkgT,\ ?

que es una constante para cualquier temperatura.

Temperatura critica

De la ecuacién (A.13) Podemos despejar la temperatura crica T,

ol

2mh? N
T. = . Al4
" mkg (Vg%(l)) (A-14)

Fraccion del condensado

La fraccién del nimero total N de particulas que se encuentran poblando los estados

excitados en términos de la temperatura critica se obtiene combinando las Ec (A.12) y

%_(Z)
N \T, g
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(2)
(1)

[N
Q
[N

(A.15)

[M15)



De igual forma podemos calcular la fraccién del condensado, es decir la fraccién de

particulas que se encuentran en el estado base Nyo/N. De la Ec. (A.2)

No_,_De
NT TN

y por tanto sustituyendo (A.15) en (A.16)

% . (T)% 93(2)

(A.16)

(A.17)

Las ecuaciones anteriores se cumplen para toda T. Para T < T, z = 1, y la expresién

anterior queda
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Apéndice B

programas en fortran para los sistemas
estudiados en el capitulo 2 y 3

Este programa calcula la energia interna y el calor especifico del gas de bosones

en 3D.

IMPLICIT REAL*8 (A-K, O-Z)
COMMON/COEF1/b,Np,Nk
OPEN(UNIT=10, FILE="UCv100k30.DAT")
PI=4.*atan(1.)

Zetalpd = 2.61238

DELT= 0.01
C Damos los parametros

WRITE(**) INTRODUCIR Np,Nk,NPUN’
READ(**) Np,Nk,NPUN

b =PI*(Zetalp5/Np)**(2.0/3.0)

Do 150 IT=1,NPUN

T= DELT*IT
C Temperatura.
C FUGACIDAD :

za=0.01; zb=0.99999
C Intervalo donde se buscara la solucién
CUENTA=0
C contador para ver cuantas veces pasa por aqui
750 CUENTA=CUENTA+1

zm=(za+zb)/2.0
IF(FUGA(zm,T)*FUGA(zb,T) .GE. 0) THEN
zb=zm

ELSE

zZa=zIm

END IF

IF(ABS(FUGA(zm,T)) .GE. 0.0003) GO TO 750
Z=—7Z1m

C POTENCIAL QUIMICO:
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amu=T*LOG(z)

C ENERGIA INTERNA SOBRE (kgT) Y partes de la derivada de la C fugacidad z
C AL MISMO TIEMPO

U=0.0

FDZAUX1=0.0

FDZAUX2=0.0

JINI=0

DO 145 I=0,Nk

IF(I .NE. 0) JINI=1

DO 165 J=JINI,Nk

DO 185 K=1,Nk

STEMP=I*I+J*J+K*K

C CASO EN QUE I=0Y J=0, PUNTOS EN 6 EJES

IF(I .EQ. 0 .AND. J .EQ. 0) THEN

U = U + 6.0%b*STEMP,/T)/(EXP(b*STEMP/T)/z - 1.0)

FDZAUX1 = FDZAUX1 + 6.0*EXP(b*STEMP/T)*b*STEMP/z/T/T/
* (EXP(b*STEMP/T)/z - 1.0)**2

FDZAUX2 = FDZAUX2 + 6.0*EXP(b*STEMP/T)/z/z/
* (EXP(b*STEMP/T)/z - 1.0)**2

C CASO EN QUE I=0, PUNTOS EN CARAS

ELSE IF(I .EQ. 0) THEN

U = U + 12.0%(b*STEMP/T)/(EXP(b*STEMP/T) /z - 1.0)

FDZAUX1 = FDZAUX1 + 12.0*EXP(b*STEMP/T)*b*STEMP/z/T/T/
* (EXP(b*STEMP/T)/z - 1.0)**2

FDZAUX2 = FDZAUX2 + 12.0*EXP(b*STEMP/T)/z/z/
* (EXP(b*STEMP/T)/z - 1.0)**2

ELSE

C CASO EN QUE I NE 0 ENTONCES J NE 0, PUNTOS EN 8 OCTANTE

U = U + 8.0%b*STEMP,/T)/(EXP(b*STEMP/T)/z - 1.0)

FDZAUX1 = FDZAUX1 + 8.0*EXP(b*STEMP/T)*b*STEMP/z/T/T/
* (EXP(b*STEMP/T)/z - 1.0)**2

FDZAUX2 = FDZAUX2 + 8.0*EXP(b*STEMP,T)/z/z/
* (EXP(b*STEMP/T)/z - 1.0)**2

END IF

185 CONTINUE

1656 CONTINUE

145 CONTINUE

C DERIVADA DE LA FUGACIDAD z.

FDZ = -FDZAUX1/(1.0/(1.0 - z)**2 + FDZAUX2)

C AQUI CALCULO EL CALOR ESPECIFICO,

EN TERMINOS DE LA DERIVADA DE LA FUGACIDAD z.

Cv=200
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JINI=0

DO 245 I=0,Nk

IF(I .NE. 0) JINI=1

DO 265 J=JINI,Nk

DO 285 K=1,Nk

STEMP=I*I+J*J+K*K

C CASO EN QUE I=0 Y J=0, PUNTOS EN 6 EJES

IF(I .EQ. 0 .AND. J .EQ. 0) THEN

Cv = Cv + 6.0*b*STEMP*EXP(b*STEMP/T)*(FDZ/z/z + b*STEMP/T/T /z)
* /(EXP(b*STEMP/T)/z - 1.0)**2

C CASO EN QUE I=0, PUNTOS EN CARAS

ELSE IF(I .EQ. 0) THEN

Cv = Cv + 12.0*b*STEMP*EXP(b*STEMP /T)*(FDZ/z/z + b*STEMP/T/T/z)
* /(EXP(b*STEMP/T)/z - 1.0)**2

ELSE

C CASO EN QUE I NE 0 ENTONCES J NE 0, PUNTOS EN 8 OCTANTE

Cv = Cv + 8.0*b*STEMP*EXP(b*STEMP/T)*(FDZ/z/z + b*STEMP/T/T /z)
* /(EXP(b*STEMP/T)/z - 1.0)**2

END IF

285 CONTINUE

265 CONTINUE

245 CONTINUE

PRINT* T,U/Np,Cv/Np

WRITE(10,600)T,U/Np,Cv/Np

150 CONTINUE

600 FORMAT(1F6.3,5F18.15)

END

FUNCTION FUGA(X,T)

IMPLICIT REAL*8 (A-K, O-Z)

COMMON/COEF1/b,Np,Nk

FUGA=0.0

JINI=0

DO 140 I=0,Nk

IF(I .NE. 0) JINI=1

DO 160 J=JINI,Nk

DO 180 K=1,Nk

STEMP=I*I+J*J+K*K

C CASO EN QUE I=0 Y J=0, PUNTOS EN 6 EJES

IF(I .EQ. 0 .AND. J .EQ. 0) THEN

FUGA = FUGA + 6.0/(EXP(b*STEMP/T)/X -1.0)
C CASO EN QUE I=0, PUNTOS EN CARAS

ELSE IF(I .EQ. 0) THEN
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FUGA = FUGA + 12.0/(EXP(b*STEMP/T)/X -1.0)
ELSE

C CASO EN QUE I NE 0 ENTONCES J NE 0, PUNTOS EN 8 OCTANTE
FUGA = FUGA + 8.0/(EXP(b*STEMP/T)/X -1.0)
END IF

180 CONTINUE

160 CONTINUE

140 CONTINUE

FUGA = Np - FUGA - 1/(1/X-1.0)

C RETURN

END
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Este programa calcula la energia interna y el calor especifico en 2D del cap. 2

IMPLICIT REAL*8 (A-K, O-Z)
COMMON/COEF1/b,Np,Nk
OPEN(UNIT=10, FILE="UyCv2d1000k400.DAT")
PI=4.*atan(1.)

Zetalpd = 2.61238

DELT=0.01

Damos los parametros

WRITE(**) INTRODUCIR Np,Nk,NPUN’
READ(**) Np,Nk,NPUN

b=1/Np

Do 150 IT=1,NPUN

T=DELT*IT
C Temperatura.

FUGACIDAD:

za=0.01; zb=0.99999
C Intervalo donde se buscara la solucién
CUENTA=0
C contador para ver cuantas veces pasa por aqui
750 CUENTA=CUENTA+1

zm=(za+zb)/2.0
IF(FUGA(zm,T)*FUGA(zb,T) .GE. 0) THEN
zb=zm

ELSE

zZa=zm

END IF

IF((zb-za)/zb .GE. 10**(-5.0)) GO TO 750
IF(ABS(FUGA(zm,T)) .GE. 0.0003) GO TO 750
Z=—7Z1m
C POTENCIAL QUIMICO:

amu=T*LOG(z)
C ENERGIA INTERNA SOBRE (k3T) Y partes de la derivada de la fugacidad
AL MISMO TIEMPO

U=0.0

FDZAUX1=0.0

FDZAUX2=0.0

JINI=0

DO 145 I=0,Nk

IF(I .NE. 0) JINI=1

DO 165 J=JINI,Nk

STEMP=I*I+J*]
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C CASO EN QUE I=0 J=0, PUNTOS EN 4 EJES
IF (I QE 0 .AND. J QE 0) THEN
U = U + 4.0%b*STEMP/T)/(EXP(b*STEMP/T)/z - 1.0)
FDZAUX1 = FDZAUX1 + 4.0*EXP(b*STEMP/T)*b*STEMP/z/T/T/
* (EXP(b*STEMP/T)/z - 1.0)**2
FDZAUX2 = FDZAUX2 + 4.0*EXP(b*STEMP/T) /z/z/
* (EXP(b*STEMP/T)/z - 1.0)**2
ELSE
C CASO EN QUE I NE 0 ENTONCES J NE 0, PUNTOS EN 4 cuadrantes
U = U + 4.0%b*STEMP,/T)/(EXP(b*STEMP/T)/z - 1.0)
FDZAUX1 = FDZAUX1 + 4.0*EXP(b*STEMP/T)*b*STEMP/z/T/T/
* (EXP(b*STEMP/T)/z - 1.0)**2
FDZAUX2 = FDZAUX2 + 4.0*EXP(b*STEMP/T) /z/z/
* (EXP(b*STEMP/T)/z - 1.0)**2
END IF
165 CONTINUE
145 CONTINUE
C DERIVADA DE LA FUGACIDAD z.
FDZ = -FDZAUX1/(1.0/(1.0 - z)**2 + FDZAUX2)
C AQUI CALCULO EL CALOR ESPECIFICO SUMANDO CORRECTAMENTE,
EN TERMINOS DE LA DERIVADA DE LA FUGACIDAD z.
Cv=100
JINI=0
DO 245 1=0,Nk
IF(I .NE. 0) JINI=1
DO 265 J=JINI,Nk
STEMP=I*I+J*J
C CASO EN QUE I=0 J=0, PUNTOS EN 4 EJES
IF(I .EQ. 0 .AND. J .EQ. 0) THEN
Cv = Cv + 4.0*b*STEMP*EXP(b*STEMP/T)*(FDZ/z/z + b*STEMP/T/T /z)
* /(EXP(b*STEMP/T)/z - 1.0)**2
ELSE
CASO EN QUE I NE 0 ENTONCES J NE 0, PUNTOS EN 4 cuadrantes
Cv = Cv + 4.0*b*STEMP*EXP(b*STEMP/T)*(FDZ/z/z + b*STEMP/T/T /z)
* /(EXP(b*STEMP/T)/z - 1.0)**2
END IF
265 CONTINUE
245 CONTINUE
PRINT* T,U/Np,Cv/Np
WRITE(10,600)T,U/Np,Cv/Np
150 CONTINUE
600 FORMAT(1F6.3,5F18.15)
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END

FUNCTION FUGA(X,T)

IMPLICIT REAL*S (A-K, O-Z)
COMMON/COEF1/b,Np,Nk

FUGA=0.0

JINI=0

DO 140 I=0,Nk

IF(I .NE. 0) JINI=1

DO 160 J=JINI,Nk

STEMP=I*[+J*J+K*K

C CASO EN QUE I=0 J=0, PUNTOS EN 4 EJES
IF(I .EQ. 0 .AND. J .EQ. 0) THEN

FUGA = FUGA + 4.0/(EXP(b*STEMP,/T)/X -1.0)
ELSE

CASO EN QUE I NE 0 ENTONCES J NE 0, PUNTOS EN 4 cuadrantes
FUGA = FUGA + 4.0/(EXP(b*STEMP,/T)/X -1.0)
END IF

160 CONTINUE

140 CONTINUE

FUGA = Np - FUGA - 1/(1/X-1.0)

RETURN

END
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Este progama calcula la energia interna y el calor especifico en 1D del cap 2.

IMPLICIT REAL*8 (A-K, O-Z)
COMMON/COEF1/b,Np,Nk

OPEN(UNIT=10, FILE="UyCv1d1000k100.DAT")
PI=4.*atan(1.)

Zetalpd = 2.61238

DELT=1

Damos los parametros

WRITE(**) INTRODUCIR Np,Nk,NPUN’
READ(**) Np,Nk,NPUN

b=1/(Np*Np)

Do 150 IT=1,NPUN

T=DELT*IT
C Temperatura.
C FUGACIDAD:

za=0.01; zb=0.99999
C Intervalo donde se buscara la solucién
CUENTA=0

contador para ver cuantas veces pasa por aqui
750 CUENTA=CUENTA+1

zm=(za+zb)/2.0

IF(FUGA(zm,T)*FUGA(zb,T) .GE. 0) THEN
zb=zm

ELSE

zZa=zm

END IF

IF(ABS(FUGA(zm,T)) .GE. 0.00001) GO TO 750
Z=7Z1m

POTENCIAL QUIMICO:

amu=T*LOG(z)

ENERGIA INTERNA SOBRE (kgT') Y partes de la derivada de la
fugacidad

AL MISMO TIEMPO

U=0.0

FDZAUX1=0.0

FDZAUX2=0.0

JINI=0

DO 145 I=1,Nk

STEMP=I*I

C CASO EN QUE I=0 , PUNTOS EN 2 EJES

U =TU + 2.0%b*STEMP/T)/(EXP(b*STEMP/T)/z - 1.0)

57



FDZAUX1 = FDZAUX1 + 2.0*EXP(b*STEMP/T)*b*STEMP/z/T/T/
* (EXP(b*STEMP/T)/z - 1.0)**2

FDZAUX2 = FDZAUX2 + 2.0*EXP(b*STEMP/T)/z/z/
* (EXP(b*STEMP/T)/z - 1.0)**2

145 CONTINUE

C DERIVADA DE LA FUGACIDAD z.

FDZ = -FDZAUX1/(1.0/(1.0 - 2)**2 + FDZAUX2)

C AQUI CALCULO EL CALOR ESPECIFICO SUMANDO CORRECTAMENTE,
EN TERMINOS DE LA DERIVADA DE LA FUGACIDAD z.
Cv=100
DO 245 I=1,Nk
STEMP=I*I

C CASO EN QUE I=0, PUNTOS EN 2 EJES
Cv = Cv + 2.0*b*STEMP*EXP(b*STEMP/T)*(FDZ/z/z + b*STEMP /T /T z)

* /(EXP(b*STEMP/T)/z - 1.0)**2
245 CONTINUE
500 CONTINUE
PRINT* T,U/Np,Cv/Np
WRITE(10,600)T,U/Np,Cv/Np
150 CONTINUE
600 FORMAT(1F6.3,5F18.15)
END

C FUNCTION FUGA(X,T)
IMPLICIT REAL*8 (A-K, O-Z)
COMMON/COEF1/b,Np,Nk

C FUGA=0.0
DO 140 I=1,Nk
STEMP=I*I
C CASO EN QUE I=0 J=0, PUNTOS EN 4 EJES
FUGA = FUGA + 2.0/(EXP(b*STEMP,/T)/X -1.0)

140 CONTINUE
FUGA = Np - FUGA - 1/(1/X-1.0)

C RETURN
END
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Programa para encontrar la energia interna y el calor especifico en 2d-14s del

capitulo 3 seccién 3.1.4

IMPLICIT REAL*8 (A-K, O-Z)
COMMON/COEF1/b,omega,Np,Nkx,Nky
OPEN(UNIT=10, FILE="UyCv2d101000s+.DAT")
PI=4.*atan(1.)

Zetalpd = 2.61238

omegaNp=10.0
C hbar*w en unidades de kTc del sistema 2d-1del L.T.
DELT=0.01

DELTA0=0.6
C Damos los parametros

WRITE(**) INTRODUCIR Np, Nkx, Nky, NPUN’
READ(**) Np,Nkx,Nky,NPUN

omega = omegaNp/Np

b = PI*(Zetalp5/Np)**2/omega**3

Do 150 IT=1,NPUN

T=DELTA0+DELT*IT
C Temperatura en unidades de la Tc del sistema 2d-1del L.T.
za=0.001; zb=0.9999
C Intervalo donde se buscara la solucién
C GO TO 500 ISALTO A LA FORMA DE LA TANGENTE PARA CEROS
CUENTA=0
C contador para ver cuantas veces pasa por aqui

750 CUENTA=CUENTA+1
C PRINT*CUENTA=",CUENTA

zm=(za+zb)/2.0
C PRINT*FUGA(zm,T),zm,FUGA(zb,T),zb
IF(FUGA(zm,T)*FUGA(zb,T) .GE. 0) THEN
zb=zm

ELSE

zZa=zm

END IF

IF(CUENTA .GE. 60) THEN

PRINT*’NO CONVERGENCIA’; STOP

END IF

IF(ABS(FUGA(zm,T)) .GE. 0.0002) GO TO 750
Z=—7Z1m
C 500 CONTINUE
C TANGENTE METODO PARA ENCONTRAR EL CERO, LA "FUGACIDAD PRIMA”
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GO TO 510

eps=1.E-6

x1=0.0001; x2=0.99999

count = 0

yl = FUGA(x1,T)

y2 = FUGA(x2,T)

do while (.true.)
PRINT*,COUNT,X1,X2

count = count + 1

deltaY =yl - y2

if (abs(deltaY) .LT. eps) then
count = -1

exit

end if

x3 = (yl *x2 - y2 * x1) / deltaY
y3 = FUGA(x3,T)

if (abs(y3) .LT. eps .or. abs(x3-x2) .LT. eps) then

zZero = x3
exit

end if

xl = x2
yl =y2
x2 = x3
y2 =y3
end do

z=zero !fugacidad prima

510 CONTINUE
C POTENCIAL QUIMICO amu:
amu=T*LOG(z)+ omega/2.0
C ENERGIA INTERNA SOBRE (kgT') Y partes de la derivada de la
C fugacidad z.

U=0.0

FDZAUX1=0.0

FDZAUX2=0.0

DO 145 J=0 Nky

DO 165 I=0,Nkx
betaeps=(b*I*I+J)*omega/T

IF(I .EQ. 0 .AND. J .EQ. 0) THEN

GO TO 165

ELSE IF(I .EQ. 0) THEN

U = U + betaeps/(EXP(betaeps)/z -1.0)
C Print* ’betaeps=’,betaeps,” U=",U

60



FDZAUX1 = FDZAUXI1 + EXP(betaeps)*betaeps/z/
* (EXP(betaeps)/z - 1.0)**2
FDZAUX2 = FDZAUX2 + EXP(betaeps)/
* (EXP(betaeps)/z - 1.0)**2
ELSE
U = U + 2.0*betaeps/(EXP(betaeps)/z -1.0)
FDZAUX1 = FDZAUX1 + 2.0*EXP(betaeps)*betaeps/z/
* (EXP(betaeps)/z - 1.0)**2
FDZAUX2 = FDZAUX2 + 2.0*EXP(betaeps)/
* (EXP(betaeps)/z - 1.0)**2
END IF
165 CONTINUE
145 CONTINUE
C DERIVADA DE LA FUGACIDAD z sobre kB*beta*z**2.
FDZvs = -FDZAUX1/(1.0/(1.0/z - 1.0)**2 + FDZAUX2)
C DERIVADA DE LA FUGACIDAD z CON RESPECTO A T BARRA.
FDZ=FDZvs*z**2/T
C AQUI CALCULO EL CALOR ESPECIFICO SUMANDO CORRECTAMENTE,
C EN TERMINOS DE LA DERIVADA DE LA FUGACIDAD z.
Cv=100
DO 245 J=0,Nky
DO 265 1=0,Nkx
betaeps=(b*I*I+J+1./2.)*omega/T
IF(I .EQ. 0 .AND. J .EQ. 0) THEN
GO TO 265
ELSE IF(I .EQ. 0) THEN
Cv = Cv + betaeps*EXP(betaeps)*(FDZvs + betaeps/z)
* /(EXP(betaeps)/z - 1.0)**2
ELSE
Cv = Cv + 2.0*betaeps*EXP(betaeps)*(FDZvs + betaeps/z)
* J(EXP(betaeps)/z - 1.0)**2
END IF
265 CONTINUE
245 CONTINUE
Print*,T,U/Np,Cv/Np
WRITE(10,600)T,U/Np,Cv/Np
150 CONTINUE
600 FORMAT(1F6.3,2F18.12)
END

FUNCTION FUGA(X,T)
IMPLICIT REAL*8 (A-K, O-Z)
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COMMON/COEF1/b,omega,Np,Nkx,Nky
FUGA=0.0

DO 140 J=0,Nky

DO 160 1=0,Nkx

IF(I .EQ. 0 .AND. J .EQ. 0) THEN

GO TO 160

ELSE IF(I .EQ. 0) THEN

FUGA = FUGA + 1.0/(EXP(J*omega/T)/X -1.0)
ELSE

FUGA = FUGA + 2.0/(EXP((b*I*I+J)*omega/T)/X -1.0)
END IF

160 CONTINUE

140 CONTINUE

FUGA = Np-FUGA-1.0/(1.0/X -1.0)

C RETURN

END
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