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Introducción

Aún cuando este trabajo no estudia directamente las álgebras de Lie semi-
simples, está muy relacionado a ellas, pues las álgebras de Lie tienen asociada
una matriz definida positiva con ciertas caracteŕısticas y esta a su vez, una
forma cuadrática.

Es por esto que los antecedentes históricos de este trabajo datan de 1887-
1890, pues en estos años Wilhelm Killing publicó un trabajo, dividido en 4
art́ıculos, en el cual enuncia por primera vez una clasificación de los grupos
de Lie semi-simples; sin embargo, esta clasificación se base esencialmente en
la descripción de grupos de transformaciones. Pero en la segunda parte del
art́ıculo, en las secciones §14-18, hace una lista de varios de los diferentes
tipos de sistemas de ráıces [10], que posteriormente se harán corresponder a
los diagramas de Dynkin.

Años más tarde, en 1894, Élie Cartan en su tesis en Paŕıs, da la primera
prueba completa del trabajo de Killing. Posteriormente, en 1925 [12], Her-
mann Weyl realiza un trabajo mucho más geométrico que los dos anteriores,
definiendo formalmente lo que ahora conocemos como sistema de ráıces. Con
la ayuda de este trabajo, Bartel Leendert van der Waerden, en 1933 [11],
da una solución totalmente geométrica, considerando ahora los ángulos entre
cualesquiera dos elementos de un sistema de ráıces.

Sin embargo, no fue sino hasta 1946, cuando Eugene Borisovich Dynkin,
prueba que un grupo de Lie semi-simple está determinado completamente
por su sistema de ráıces, lo que reduce su problema ahora a construir bases
n-dimensionales que cumplan con ciertas caracteŕısticas. Además, introduce
los diagramas de Dynkin, que dependen de una buena base.

En este trabajo, lo que se busca es describir, por medio de bigráficas, un
sistema de ráıces y que esta descripción no dependa de una base. Es claro
que alguna de estas bigráficas es un diagrama de Dynkin. Este trabajo es
además el complemento de un trabajo de mi asesor, Michael Barot, sobre la
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caracterización de formas cuadráticas por medio de bigráficas [1], en donde
se estudian las formas cuadráticas unitarias positivas.

Además, se pretende generalizar la idea de formas inducidas de las formas
integrales, pero sólo se hace exhaustivamente para el caso F4, este trabajo se
realiza en el último caṕıtulo.

En el primer caṕıtulo, se darán los antecedentes de las formas integrales,
que son los sistemas de ráıces y las matrices de Cartan. Ya en el segundo
caṕıtulo, abordaremos definiciones necesarias para entender el contexto en el
que trabajaremos. En el tercer caṕıtulo, describiremos las transformaciones
que utilizaremos para demostrar el resultado principal de este trabajo. En el
caṕıtulo cuarto, haremos un pequeño resumen de los resultados esenciales de
las formas unitarias. Y finalmente en el caṕıtulo quinto, encontraremos los
resultados para las formas integrales no simétricas.



Caṕıtulo 1

Sistemas de ráıces y matrices
de Cartan

En este caṕıtulo se introducen los antecedentes de las formas integra-
les, las cuales son nuestro objeto de estudio y que en caṕıtulos siguientes
estudiaremos mucho más a fondo.

Los sistemas de ráıces juegan un papel fundamental en la clasificación de
grupos semi-simples de Lie y además se relacionan con las formas integrales.

No se incluyen las demostraciones de los resultados de este caṕıtulo, pues
son resultados de la teoŕıa general que podemos encontrar en las referencias.

1.1. Sistemas de ráıces

Cuando hablamos de sistemas de ráıces es preciso hablar de espacios
euclidianos pues aqúı es donde pueden vivir estos sistemas. Un espacio eu-
clidiano real E es un espacio vectorial de dimensión finita sobre R junto con
una transformación bilineal simétrica definida positiva ( , ) : E×E→ R.

Un ejemplo común de un espacio euclidiano es Rn, cuyos elementos son n-
adas α = (α1, . . . , αn) de números reales, junto con la transformación simétri-
ca bilineal usual ( , ) : R× R→ R, dada por:

(α, β) =
n∑
i=1

αiβi.

Se considerará como espacio euclidiano con la forma bilineal usual. Además,
denotaremos por ei al vector ei ∈ Rn con 1 en la coordenada i-esima y ceros

9
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en las otras coordenadas.
Cada vector α, de un espacio euclidiano E, determina una reflexión

σα : E→ E

definida por

σα(β) = β − 〈β, α〉α,

donde 〈β, α〉 = 2(β,α)
(α,α)

. La reflexión σα deja fijo al plano

Pα = {β ∈ E | (β, α) = 0}.

Obsérvese que 〈 , α〉 es lineal, pero 〈β, 〉 no lo es si β 6= 0.

Definición 1.1. Un subconjunto Φ, de un espacio euclidiano E, es llamado
sistema de ráıces en E si satisface los siguientes axiomas:

(R1) Φ es finito, genera a E y no contiene al cero.
(R2) Si α ∈ Φ, los únicos múltiplos de α en Φ son ±α.
(R3) Si α ∈ Φ, la reflexión σα deja a Φ invariante, es decir, σα(Φ) = Φ.
(R4) Si α, β ∈ Φ, entonces 〈β, α〉 ∈ Z.

Dado un sistema de ráıces Φ, el rango de Φ es la dimensión de E.

Ejemplo 1.1. Para E = R y 0 6= α ∈ R, el conjunto Φ = {α,−α} es un
sistema de ráıces. Dicho sistema es el de menor rango y una representación
geométrica es la siguiente: a� -

α−α

Dado un sistema de ráıces Φ en E, consideremos el subgrupo W , del grupo
ortonormal O(E), generado por las reflexiones {σα | α ∈ Φ}. Notemos que,
por (R3) W deja invariante a Φ; y de ello se deriva que, el grupo de Weyl es
finito. A este grupo se le llama grupo de Weyl de Φ.

Definición 1.2. Un subconjunto ∆ de Φ es una base de Φ si:
(B1) ∆ es una base de E como espacio vectorial,
(B2) cada ráız β ∈ Φ puede escribirse como β =

∑
α∈∆ kαα con coeficien-

tes enteros kα todos no negativos o todos no positivos.
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Los elementos de ∆ son llamados ráıces simples de Φ. Además, se dice
que β =

∑
α∈∆ kαα es una ráız positiva (resp. negativa) si los coeficientes

enteros kα son positivos (resp. negativos).
Por el axioma (R2) un sistema de ráıces Φ puede descomponerse como

la unión ajena de Φ+ y Φ−, que son los conjuntos de ráıces positivas y el
de ráıces negativas, respectivamente. Definimos un sistema fundamental
Π ⊂ Φ+ como sigue: α ∈ Π si y solo si α no puede expresarse como suma de
dos elementos de Φ+. La existencia del conjunto ∆, más no la unicidad, esta
expresado en la siguiente proposición:

Proposición 1.1. [4, Corolario 5.6, pág. 59] Sea Π un sistema fundamental
de ráıces. Entonces cada α ∈ Φ puede expresarse como α =

∑
niαi con

αi ∈ Π y ni ∈ Z todos no negativos o todos no positivos.

Definición 1.3. Un sistema Φ de ráıces es irreducible, si no es la unión
de dos subconjuntos propios tales que cada ráız de un conjunto es ortogonal
a cualquier ráız del otro.

1.2. Matrices de Cartan, gráficas de Coxeter

y diagramas de Dynkin

Definición 1.4. Una matriz de Cartan es una matriz cuadrada A, con
entradas enteras que cumplen las siguientes propiedades:

(C1) La entrada Aii = 2 para toda i.
(C2)La entrada Aij ≤ 0 para toda i 6= j.
(C3) La entrada Aij = 0 si y sólo si la entrada Aji = 0 para toda i 6= j.
(C4) La forma cuadrática q : Zn → Z, definida para un z ∈ Zn como

q(x) = xtAx, es positiva definida.

Proposición 1.2. [4, pág. 71] Sea ∆ = {α1, . . . , αl} un conjunto de ráıces
simples de Φ. La matriz A, con entradas Aij = 〈αi, αj〉 para toda 1 ≤ i, j ≤ l,
cumple las siguientes propiedades:

1. Aii = 2 para toda i.

2. Aij ∈ {0,−1,−2,−3} si i 6= j.

3. Si Aij ∈ {−2, −3}, entonces Aji = −1.
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4. Aij = 0 si y solo si Aji = 0.

Dado un sistema de ráıces Φ, se tiene la función longitud ` : Φ → Z
definida por `(α) = 1

2
(α, α). En los diagramas de Dynkin, que se encuentran

en la última parte de este caṕıtulo, podemos observar que si Φ es irreduci-
ble, puede haber dos distintas longitudes de ráıces. En caso de existir dos
diferentes longitudes, hablamos de ráıces largas y cortas.

Dado un conjunto de ráıces simples ∆ = {α1, . . . , αl} de Φ, definimos
la gráfica de Coxeter de Φ como la gráfica con vértices 1, . . . , l y con
〈αi, αj〉〈αj, αi〉 aristas entre dos vértices i y j. Para poder recuperar la infor-
mación de la gráfica, en caso de que la longitud de las dos races αi y αj no
sean iguales, agregamos una etiqueta en forma de flecha que apunta a la ráız
corta. Al resultado de esta figura le llamamos diagrama de Dynkin de Φ.

Ejemplo 1.2. Para E = {(x, y, z) ∈ R3 | x+ y+ z = 0}, cuya dimensión es
2, consideremos a Φ = {±(e1 − e2), ±(e2 − e3), ±(e1 − e3), ±(2e1 − e2 −
e3), ±(2e2− e1− e3), ±(2e3− e1− e2)} un sistema de ráıces conocido como
G2.

Para G2, una buena base es ∆ = {α1 = e1 − e2, α2 = −2e1 + e2 + e3}
y con ella, podemos determinar las ráıces positivas que son: α1, α2, α1 +
α2, 2α1 + α2, 3α1 + α2 y 3α1 + 2α2.

En este sistema, tenemos dos diferentes tipos de longitudes: 1 para las
primeras 3 ráıces y 3 para las 3 últimas.

Finalmente, la matriz de Cartan asociada a G2 y la gráfica de Dynkin
son las siguientes: e e<

1 2

[
2 −1
−3 2

]
El siguiente teorema nos habla de la clasificación de los sistemas de ráıces

de manera geométrica. Sin embargo, la intención principal de este resultado
es clasificar a los grupos de Lie semi-simples. La idea de clasificación de los
grupos de Lie semi-simples fue dada en 1890 por Killing, pero esta clasifi-
cación no es geométrica. Posteriormente, en 1933, van der Waerden dió una
clasificación un poco más geométrica; y no fue hasta 1947, cuando Dynkin
prueba que un grupo de Lie semi-simple está totalmente determinado por
un sistema de ráıces, reduciendo el problema a la construcción de bases de
espacios euclidianos con caracteŕısticas espećıficas.

Teorema 1.3. Si Φ es un sistema de ráıces irreducible de rango l, entonces
existe un conjunto de ráıces simples ∆ con el que Φ tiene asociado uno de
los siguientes diagramas de Dynkin (con l vértices en cada caso):
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e e e e e
1 2 3 l − 1 l

Al(l ≥ 1) :

e e e e e>
1 2 l − 2 l − 1 l

Bl(l ≥ 2) :

e e e e e>
1 2 l − 2 l − 1 l

Cl(l ≥ 3) :

e e e e e
e�

��
�

HH
HH1 2 l − 2

l − 1

l

Dl(l ≥ 4) :

e e e e e
e

1 3 4 5 6

2

E6 :

e e e e e e
e

1 3 4 5 6 7

2

E7 :

e e e e e e e
e

1 3 4 5 6 7 8

2

E8 :

e e e e>
1 2 3 4

F4 :
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e e<
1 2

G2 :



Caṕıtulo 2

Formas integrales

En este caṕıtulo presentaremos por primera vez a las formas integrales,
es decir, a nuestro objeto de estudio. Además, veremos las cuatro maneras
equivalentes de representar una forma integral las cuales serán utilizadas en
este trabajo.

2.1. Formas integrales

Definición 2.1. Una forma cuadrática integral es una función q : Zn →
Z de la forma

q(x) =
n∑
i=1

qix(i)2 +
∑
i<j

qijx(i)x(j)

donde qi, qij,
qij
qi

son enteros; y además qi > 0 para toda i.

Decimos que q es unitaria si qi = 1 para toda i. Además, decimos que
q es positiva si q(x) > 0 para todo x ∈ Zn diferente de cero. En caso q sea
positiva y unitaria se tiene que | qij |≤ 1 para toda i y j. En efecto, en caso
contrario, podemos encontrar vectores que contradigan la positividad de la
forma integral:

1. si qij ≤ −2, entonces q(ei + ej) ≤ 0 con ei y ej los vectores canónicos
de Zn .

2. si qij ≥ 2, entonces q(ei − ej) ≤ 0 con ei y ej los vectores canónicos de
Zn .

15
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Dadas dos formas integrales q, q′ : Zn → Z, decimos que son Z-equivalentes
si existe una transformación Z− invertible T : Zn → Zn tal que q′ = qT .

Las formas cuadráticas integrales son casos particulares de formas cuadráti-
cas enteras, donde sólo se pide qi, qij ∈ Z, pero no necesariamente

qij
qi
∈ Z.

En muchas ocasiones, para definir una forma cuadrática, inicialmente se
define lo que es un espacio cuadrático, el cual es un R-espacio vectorial V
de dimensión finita, con una forma bilineal simétrica B : V × V → R. Aśı,
dado un espacio cuadrático (B, V ) se define la forma cuadrática qB : V → R,
asociada a B, dada por la igualdad qB(v) = 1

2
B(v, v).

Recordemos que en el caṕıtulo 1, donde hablamos de sistemas de ráıces,
mencionamos también una forma bilineal simétrica. Ahora, con la definición
de formas cuadráticas integrales, podemos redefinir lo siguiente:

(β, α) := q(β + α)− q(β)− q(α)

= (β + α)tA(β + α)− βtAβ − αtAα
= βtAα + αtAβ.

que será nuestra forma bilineal simétrica, donde A es la matriz asociada a
la forma cuadrática q. De donde podemos observar fácilmente una relación
entre la forma bilineal y la forma cuadrática:

(β, β) = 2q(β).

2.2. Cuatro maneras equivalentes

Para este trabajo, es útil manejar varios lenguajes para estudiar el mis-
mo objeto. Es por ello que, en esta sección, describiremos cuatro maneras
equivalentes de ver a una forma cuadrática.

2.2.1. Asociación de una matriz a una forma integral

Ya sabemos que a cada sistema de ráıces podemos asociarle una matriz de
Cartan. Ahora lo que buscamos es asociar a cada forma integral una matriz
casi-Cartan, que cumple las propiedades (C1) y (C2) de una matriz de
Cartan (ver definición 1.2).
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Cada forma cuadrática integral positiva q : Zn → Z tiene asociada una
matriz casi-Cartan M0

q dada por (M0
q )ij =

2qij
qi

. Notemos que la matriz M0
q

no es simétrica, sin embargo la matriz Mq = diag(q1, . . . , qn)M0
q si lo es. La

entrada de la matriz M en el lugar (r, s) es:

Mrs =
n∑
k=1

diag(q1, . . . , qn)rkM
0
ks

= qrM
0
rs

= qr
2qrs
qr

= 2qrs.

Para este trabajo, consideraremos sólo las matrices simétricas. El conjunto
de todas estas matrices, al que llamaremos matrices integrales, está des-
crito de la siguiente manera:

MI(n) = {M ∈ Zn×n |M = M t y
2Mrs

Mrr

∈ Z}. (2.1)

Ejemplo 2.1. Consideremos la siguiente forma cuadrática integral q : Z4 →
Z

q(x) = 2x2
1 + 2x2

2 + x2
3 + x2

4 + 2x1x2 + x2x3 + x3x4.

La matriz Mq, asociada a q, de acuerdo con nuestra definición es la si-
guiente:

Mq =


4 4 0 0
4 4 2 0
0 2 2 2
0 0 2 2


2.2.2. Sistemas de ráıces y formas integrales

Ahora que ya tenemos los conceptos de sistemas de ráıces y formas inte-
grales, hablaremos de cómo éstos se relacionan. Para ello enunciaremos una
proposición, cuya demostración se encuentra en [3].

Para una matriz A ∈ Zn×n casi-Cartan y para cada i = {1, . . . , n} defi-
nimos un automorfismo si : Zn → Zn, dada por si(ej) = ej − Aijei, donde
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{ei, . . . , ej}, nuevamente es la base canónica de Zn. Nombremos WA al grupo
generado por s1, . . . , sn.

Proposición 2.1. Las siguientes condiciones para una matriz casi-Cartan
A son equivalentes:

1. La forma cuadráticas q, asociada a A, es positiva (ver 1.2).

2. El grupo de Weyl WA es finito.

3. Existe un sistema de ráıces Φ y un subconjunto linealmente indepen-
diente ∆ = {β1, . . . , βn} ⊂ Φ tal que Aij = 〈βi, βj〉 (es el producto
interno usual).

4. La matriz simétrica de A es equivalente a una matriz Cartan A0.

Con esta proposición y la Proposición 1.2, podemos asegurar que da-
da cualquier forma integral q, los coeficientes qi ∈ {1, λ} para algún λ ∈
{ 1, 2, 3}.

Para las formas unitarias positiva q, podemos describir el sistema de ráıces
como sigue.

Proposición 2.2. Si q : Zn → Z una forma unitaria positiva, entonces

Φ = {x ∈ Zn | q(x) = 1}

es un sistema de ráıces en Rn.

Demostración. Sabemos que Φ es un subconjunto del espacio euclidiano Rn.
Por otro lado, es necesario definir la reflexión σ : Rn → R en términos de q:

σα(β) = β − 〈β, α〉α

= β − 2(β, α)

(α, α)
α

= β − 2(q(α + β)− q(α)− q(β))

2q(α)
α.

(R1) Notemos además que los vectores canónicos son ráıces de q, es decir
que Φ genera a nuestro espacio euclidiano, pues estamos suponiendo que q
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es unitario. Además es claro que 0 /∈ Φ. Sólo falta ver que Φ es finito; para
ello, recordemos que para todo escalar c, se tiene:

c = q(x) = c2
1(x1 + λ12x2 + · · ·+ λ1nxn)2

+ c2
2(x2 + λ23x3 + · · ·+ λ2nxn)2

...

+ c2
nx

2
n.

De donde podemos concluir que cada sumando debe ser menor igual que

c, y por ello xn ≤
√

c
c2n

. Inductivamente, podemos encontrar una cota para

cada xi, pero éstos son números enteros. Por lo tanto, el conjunto Φ tiene
que ser finito. Como lo anterior es cierto para cualquier escalar, en particular,
también lo es para c = 1.

(R2) Para verificar este axioma, supongamos que existe rα ∈ Φ para algún
r ∈ Z tal que 1 = q(rα). Como se cumple que q(rα) = r2q(α), entonces r±1.

(R3) Para ver que este axioma se cumple, necesitamos probar que q(σα(β)) =
q(β); pues con ello, comprobamos que Φ es invariante bajo σα. En efecto,

q(σα(β)) = q

(
β − 2(β, α)

(α, α)
α

)
=

1

2

(
β − 2(β, α)

(α, α)
, β − 2(β, α)

(α, α)

)
=

1

2
(β, β)− 1

2

2(β, α)

(α, α)
(α, β)− 1

2

2(β, α)

(α, α)
(β, α)

+
1

2

(
2(β, α)

(α, α)

)2

(α, α)

= q(β).

(R4) Por último, si α y β son elementos de nuestro sistema de ráıces Φ,

entonces 〈β, α〉 := 2(β,α)
(α,α)

= 2(q(α+β)−q(α)−q(β))
2q(α)

= q(α + β) − q(α) − q(β), que
es entero.

Observación 2.1. Para las formas integrales que no son unitarias, el siste-
ma de ráıces asociado a una forma cuadrática no es sencillo de dar, pues no
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basta con restringirse a aquellos elementos que cumplan las propiedades de
longitud.

En nuestro lenguaje, las proposiciones 13.2 y 13.3 de [4, pág. 396 y 397]
se traduce aśı:

Proposición 2.3. Si q es conexa (ver definición 2.2) y denotamos m =
mı́n qi y M = máx qi entonces

Φ = {α ∈ Zn | `(α) = M ó `(α) = m
(ei, ei)

(α, α)
∈ Z}

es un sistema de ráıces.

2.2.3. Asociación de una bigráfica a una forma integral

Definición 2.2. Dada una forma cuadrática integral q : Zn → Z, asociamos
una bigráfica Bq con vértices 1, . . . , n. Al vértice i se le asigna la etique-

ta qi y entre i y j hay
∣∣∣ qij

máx{qi,qj}

∣∣∣ aristas que se dibujan llenas si qij < 0

y punteadas si qij > 0. Además, para esta misma bigráfica Bq, definimos
[i, j]B = − qij

máx{qi, qj} ; y decimos que, una forma integral q es conexa si y sólo

si Bq lo es.

Dada una forma integral q es de tipo Dynkin ∆q si es Z-equivalente a una
forma integral p tal que Bp = ∆q.

Como en este trabajo nos interesan principalmente las formas integrales
positivas, sólo las etiquetas 1, 2 y 3 ocurrirán. Para simplificar el dibujo de
la bigráfica Bq, se suprimirán las etiquetas qi = 1 (ver ejemplo 2.2).

Ejemplo 2.2. Consideremos a dos formas integrales q, p : Zn → Z definidas
como sigue:

q(x) = x2
1 + x2

2 + 2x2
3 + 2x2

4 − x1x2 + 2x2x3 + 2x3x4 + 2x4x1,

p(x) = x2
1 + x2

2 + 3x2
3 + x1x2 + 3x2x3 + 3x3x1.

Con la convención anterior, las bigráficas asociadas a q y p son:
Bp :

e
e e

3

Bq :

e e
e e

2 2
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A partir de la representación anterior, en éste trabajo utilizaremos una
nueva convención en la que sustituiremos un vértice y su etiqueta por: un
cuadrado si la etiqueta es 2 ó un triángulo si la etiqueta es 3 (ver ejemplo 2.3).
En caso de presentar sólo vértices circulares lo llamaremos dato simétrico
y si al menos uno de los vértices es un cuadrado o un triángulo entonces lo
llamaremos dato asimétrico.

Esta nueva convención tiene dos razones: la primera es para simplificar
lo más posible los diagramas, la segunda es asemejar los diagramas de las
formas integrales no-simétricas y los de las formas unitarias(simétricas) para
trabajarlos de manera similar.

Con esta relación se podŕıa pensar que se pierde información; sin embar-
go, podemos recuperar nuestra forma integral q, puesto que sabemos ya la
relación entre un triángulo, un ćırculo o un cuadrado y su respectiva eti-
queta. Esto es, qi es el valor de la etiqueta en el vértice i, mientras que
qij = −máx{qi, qj}[i, j]q.

Ejemplo 2.3. Tomando las mismas formas integrales p y q del ejemplo 2.2,
con la nueva convención, tendremos ahora:

Bp :

4

e e Bq : e e

2.3. Ensamblaje de árbol

En seguida, describiremos una construcción de lo que es un ensamblaje de
árbol, el cual nos servirá para caracterizar las formas cuadráticas integrales
positivas. Para ello definiremos primero lo que es un bloque.

Definición 2.3. Para dos números naturales m y m′, con m + m′ > 0,
denotemos por Fm,m′ a la bigráfica con m + m′ vértices descritos como:
(1, 1), . . . , (1,m), (2, 1), . . . , (2,m′). Para un par {(1, i), (2, j)} se dibuja
una arista llena; y los pares {(1, i), (1, i′)} y {(2, j), (2, j′)} con i 6= i′ y
j 6= j′, aristas punteadas. A la bigráfica resultante Fm,m′ la llamamos blo-
que.

Para definir un ensamblaje de árbol, consideremos una gráfica Γ con vérti-
ces 1, . . . , t. Sean B1, . . . , Bt bloques y σi : Γi → (Bi)o funciones inyectivas,
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donde Γi denota el conjunto de aristas en Γ terminando en i y (Bi)o el con-
junto de vértices de Bi. Con esta información, definimos el ensamblaje de
bigráficas B1, . . . , Bt que es la bigráfica obtenida, de la unión disjunta de
B1, . . . , Bt, identificando σi(α) con σj(α) para cada arista α = {i, j} de Γ.
Los puntos identificados son llamados nodos; y si Γ es un árbol, le llamamos
ensamblaje de árbol de bigráficas de tipo A.

Consideremos ahora un ensamblaje de árbol de tipo A. Sea x un vértice
del ensamblaje que no sea nodo; entonces, si cambiamos todos los demás
por cuadrados, a esta bigráfica la llamaremos de tipo B. Pero si en lugar de
cambiar todos los demás vértices por cuadrados, sólo cambiamos el vértice
x por un cuadrado, a la bigráfica resultante la llamaremos de tipo C. En los
dos últimos casos, al vértice x lo llamaremos vértice distinguido.

Ejemplo 2.4. En este ejemplo, construimos los tres tipos de ensamblaje de
árbol que anteriormente definimos. La primera gráfica nos determina como
estos 5 bloques se unirán . Más adelante se verá que estos ensamblajes co-
rresponde a una forma cuadrática de tipo Dynkin An, Bn ó Cn.

Γ :

α β

δ

η

1 2 3

4

5

e e e
e

e
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x

β3

η3

δ3

e e
e e

e e

�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
���

�
��

A
A
A
A
A
A
AA�

�
�
�
��

�
�
�
�
��

B4 = F2,0

α1

e e
e e
B1 = F2,2

α2 β2e e
B2 = F1,1

η5

e
e e
@

@
�
�

B5 = F2,1

δ4

e
e

B4 = F2,0

B(tipo A) :

x
�
�
�
�

�
�
��

A
A
A
A
A
A
AA�

�
�
�
��

�
�
�
�
��

e e
e e

e e

�
�
�
�
�
�
��

e e
e ee

e e
@

@
�
�

e
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B(tipo B) :

x
�
�
�
�

�
�
��

A
A
A
A
A
A
AA�

�
�
�
��

�
�
�
�
��

e�
�
�
�
�
�
��

@
@

�
�

B(tipo C) :

x
�
�
�
�

�
�
��

A
A
A
A
A
A
AA�

�
�
�
��

�
�
�
�
��

e
e e

e e

�
�
�
�
�
�
��

e e
e ee

e e
@
@

�
�

e



Caṕıtulo 3

Transformaciones especiales

En este caṕıtulo, describiremos las transformaciones que utilizaremos para
demostrar el resultado principal de este trabajo. También estudiaremos las
relaciones que existen entre ellas.

3.1. Transformaciones de Gabrielov

Primero hablaremos de las transformaciones que utilizaremos para decir
cuando dos formas integrales son equivalentes. Estas transformaciones son
llamadas transformaciones de Gabrielov (ver Gabrielov). Recordemos que
MI(n) denota a las matrices integrales (ver 2.1).

Definición 3.1. Una transformación de Gabrielov es una función

µij : MI(n)→ MI(n)

tal que µij(M) = T tMT , donde T = 1 +
−2Mij

Mii
Eij y (Eij)rs = δriδsj.

Más adelante, se demostrará que la función µij : MI(n)→ MI(n) está bien
defina. Es decir, que µij(M) es nuevamente una matriz integral. Para ello,
primero calculemos la entrada de M ′ = T tMT en el lugar (r, s):

(µij(M))rs =
n∑
a=1

n∑
b=1

TarMabTbs

=
n∑
a=1

n∑
b=1

(δar −
2Mij

Mii

δaiδrj)Mab(δbs −
2Mij

Mii

δbiδsj).

25
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Aśı la entrada de la matriz M ′ en el lugar (r, s) queda de la siguiente
manera:

(µij(M))rs =


Mrs si r 6= j y s 6= j,

Mrj +
−2Mij

Mii
Mri si r 6= j y s = j,

Mjj si r = j y s = j.

(3.1)

Lema 3.1. La función µij : MI(n)→ MI(n) está bien definida.

Demostración. Primero veamos que la matriz M ′ = µij(M) es simétrica. En
efecto, esto ocurre pues M ′t = (T tMT )t = T tMT .

Es claro, por (3.1), que las entradas de las matrices M ′ y M coinciden en
la diagonal.

Por último, 2M ′rs

M ′rr
es entero para toda r y s; pues si r = s y s = j (o si

s 6= j), entonces M ′
rs = Mrs. Por lo que 2M ′rs

M ′rr
= 2Mrs

Mrr
; y en caso contrario

tenemos, que
2M ′rj

Mrr
=

2(Mrj+Mri
−2Mij

Mii
)

Mrr
=

2Mrj

Mrr
+

2Mrj

Mrr
(
−2Mij

Mii
), lo cual es entero,

pues M es integral.

3.2. La proyección a formas unitarias

Un paso fundamental, para este trabajo, es relacionar las formas integra-
les positivas con las formas unitarias. Esto se logra gracias a la función π, que
enseguida definiremos. La función π nos permite proyectar las formas inte-
grales a las formas unitarias, lo cual nos facilitará el trabajo de clasificación.
Para ello, introduciremos a los siguientes subconjuntos de MI(n).

Definición 3.2. Para λ ∈ Z y n ∈ N definimos:

MIS(n)λ := {M ∈ MI(n) | Mi,i

2
∈ {1, λ} ∀i},

MIS(n) :=
⋃
λ∈Z

MIS(n)λ.

Observación 3.1. Notemos que el conjunto MIS(n)1, al que renombraremos
como MU, es el que corresponde al conjunto de matrices que conciernen a
las formas unitarias, pues
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MU(n) = {M ∈ MI(n) | Mi,i

2
= 1 ∀i}.

Aśı que, tenemos la siguiente relación:

MU(n) ⊂ MIS(n) ⊂ MI(n).

Definición 3.3. La función de proyección π : MIS(n) → Zn×n, asigna a
cada matriz M ∈ MIS(n) la matriz N := π(M), donde Nrs = 2Mrs

máx{Mrr,Mss} .

Lema 3.2. Im π ⊂ MU(n).

Demostración. SeaN = π(M). Notemos queNrr = 2Mrr

máx{Mrr,Mrr} = 2. Además,

N ∈ MI(n), pues Nrs = 2Mrs

Mrr
(respectivamente Nrs = 2Mrs

Mss
) si Mrr ≥ Mss

(resp. si Mrr < Mss).

El siguiente resultado es central en este trabajo, pues nos describe la forma
en que actúan las transformaciones de Gabrielov en las formas integrales.
Este efecto resulta similar al que se observa en las bigráficas de las formas
integrales positivas.

Proposición 3.3. Sea M ∈ MIS(n)2 y i, j ∈ {1, 2, . . . , n} con i 6= j.

a) Si Mii = Mjj, entonces π ◦ µij(M) = µij ◦ π(M).

b) Para toda k, si Mii = Mkk, entonces: (π ◦ µij(M))kj = (µij ◦ π(M))kj.

c) Si Mrr = Mss para toda r, s 6= 1, entonces π ◦ µij(M) = µij ◦ π(M) para
toda i 6= 1.

d) Si Mrr = Mss para toda r, s 6= 1, entonces la desigualdad Mii < Mjj,
implica que:

(π ◦ µij(M))kj = Nkj + κ
−2Nij

Nii

Nki,

donde κ =
Mjj máx{Mii,Mkk}
Mii máx{Mjj ,Mkk}

.

Demostración. Sea M ∈ MI(n) y N = π(M). Expresemos las entradas de
M ′ = π ◦ µij(M) y N ′ = µij ◦ π(M) en términos de N :



28 CAPÍTULO 3. TRANSFORMACIONES ESPECIALES

N ′rs = (µij ◦ π(M))rs

= (µij(N))rs

=


Nrs si r 6= j y s 6= j,

Nrj +
−2Nij

Nii
Nri si r 6= j y s = j,

Njj si r = j y s = j.

(3.2)

M ′
rs = (π ◦ µij(M))rs

=


Nrs si r 6= j y s 6= j,
2(Mrj+

−2Mij
Mii

Mri)

máx{Mrr,Mss} si r 6= j y s = j,

Njj si r = j y s = j.

(3.3)

Para el caso a), por los cálculos anteriores, sólo falta verificar la igualdad
en las entradas de las matrices M ′ y N ′ en el lugar (j, s). Como Mii = Mjj,
se tiene que Mii = máx{Mjj,Mii}; y por ello

M ′
js =

2Mjs

máx{Mjj,Mss}
+

2Mis

máx{Mjj,Mss}
(
−2Mij

Mii

) = N ′js..

Por lo tanto M ′ = N ′.
En el caso b), consideremos k ∈ N tal que Mii = Mkk. Entonces, nueva-

mente podemos escribir Mii = máx{Mkk,Mii}. Por lo que

M ′
kj =

2Mjk

máx{Mjj,Mkk}
− 2Mij

máx{Mjj,Mkk}
2Mik

Mii

= N ′kj.

Para el caso c), si i, j > 1, entonces Mii = Mjj; y por a), se cumple la
igualdad. Si i > 1, j=1 entonces por b), tiene c).

Finalmente, para el caso d), observemos lo siguiente:

κ
−2Nij

Nii

Nik = κ(−Nij)Nik

=
(
Mjj máx{Mii,Mkk}
Mii máx{Mjj ,Mkk}

)(
−2Mij

máx{Mii,Mjj}

)(
2Mki

máx{Mkk,Mii}

)
=

(
−2Mij

Mii

)(
2Mki

máx{MkkMjj}

)
.
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De donde obtenemos que κ
−2Nij

Nii
Nik = (

−2Mij

Mii
)( 2Mki

máx{Mkk,Mjj}); y con ello,

la igualdad que buscábamos.

Observación 3.2. El último inciso, de la proposición 3.3, describe de ma-
nera general la parcial conmutatividad entre la función de proyección y las
transformaciones de Gabrielov. En nuestro caso, podemos observar que κ
puede tomar dos valores: si i 6= 1, entonces κ = 1 (caso Bn); y si i = 1,
entonces κ = 2 (caso Cn).

Ejemplo 3.1. En este ejemplo, se observa el comportamiento de las trans-
formaciones de Gabrielov y la proyección en los casos c) (lado izquierdo del
dibujo) y d) (lado derecho del dibujo). En el primer caso, el comportamien-
to de las transformaciones de Gabrielov, de la proposicón 3.3, es tal como
en las formas unitarias. En cambio, en el segundo caso, el comportamiento
es distinto: las aristas que en el caso unitario se eliminan, corresponden a
aristas en el caso Cn que sólo cambian de signo.

µ31(Bq): e
@
@
@@

1 2

4 3

Bq: e1 2

4 3

µ12(Bq): e
�
�
��

1 2

4 3

µ31(Bq):

e e
ee

@
@
@@

1 2

4 3

π(Bq): e e
ee

1 2

4 3

µ12(Bq):

e e
ee

�
�
�
�

1 2

4 3

3.3. La inversión de signos

Finalmente, definamos la siguiente función, la cual tiene la propiedad de
conmutar con las transformaciones de Gabrielov.
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Definición 3.4. Para cada k ∈ {1, 2, . . . , n}, se define la función

ϑk : Zn×n → Zn×n , ϑk(M) = In;kMIn;k

donde In;k = diag(1, . . . , 1,−1, 1, . . . , 1) con la entrada -1 en el lugar k.

Observación 3.3. Al calcular la entrada de la matriz ϑk(M) en el lugar
(r, s) se tiene:

(ϑk(M))rs =

{
Mrs si r 6= k y s 6= k, ó r = s

−Mrs si r = k ó s = k y r 6= s

= (−1)δkr(−1)δksMrs

= εrsk Mrs,

donde εrsk = (−1)δkr+δks.

Lema 3.4. Si M una matriz del conjunto MI(n), entonces

µij ◦ ϑk(M) = ϑk ◦ µij(M).

Demostración. Vamos a verificar la entrada de ambas matrices en el lugar
(r, s) para los tres diferentes casos.

Si r = s, entonces

(µij ◦ ϑk(M))rr = (ϑk(M))rr = Mrr = (µij(M))rr = (ϑk ◦ µij(M))rr.

Si r, s 6= j, obtenemos

(µij ◦ ϑk(M))rs = (ϑk(M))rs = εrsk Mrs = εrsk (µij(M))rs = (ϑk ◦ µij(M))rs.

Finalmente, si s = j, se tiene las siguientes igualdades

(µij ◦ ϑk(M))rj = εrjk Mrj +
−2εijkMij

εiikMii

εrikMri

= εrjk Mrj +
−2(−1)δki(−1)δkjMij

(−1)δki(−1)δkiMii

(−1)δkr(−1)δkiMri

= εrjk Mrj + (−1)δkj (−1)δkr
−2Mij

Mii

Mri

= εrjk Mrj + εrjk
−2Mij

Mii

Mri

= εrjk (Mrj +
−2Mij

Mii

Mri)

= (ϑk ◦ µij(M))rj.
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Ejemplo 3.2. Usando el Lema 3.4, podemos dar una nueva forma de ver el
ejemplo 3.1 cuando aplicamos la función µ41. De la proposición 3.3 se tiene
que (µij(M))is = (ϑj(M))is en el caso Cn.

Bq:

e
µ41(Bq):

e
@
@
@@

ϑ1(Bq):

e
@
@
@@
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Caṕıtulo 4

Caracterización de las formas
unitarias positivas de tipo
Dynkin An

En este caṕıtulo, resumiremos el trabajo realizado para caracterizar las
formas unitarias positivas de tipo Dynkin An por medio de bigráficas, que
nos resulta importante para nuestro trabajo, pues por medio de las trans-
formaciones descritas en el caṕıtulo anterior y la relación entre ellas, nos es
posible trasladar la información del dato asimétrico al dato simétrico, para
luego utilizar los resultados de las formas unitarias positivas y llegar aśı a la
caracterización de las formas integrales no simétricas.

4.1. Resultados esenciales

Para una forma unitaria positiva q, recordemos que la bigráfica Bq aso-
ciada a q, no presenta etiquetas pues qi = 1; por lo que estamos hablando
siempre de un dato simétrico. Todas las demostraciones de los resultados
presentados en esta sección se encuentran en [1].

El siguiente teorema es el que nos da el t́ıtulo de este caṕıtulo, es decir,
es un resultado que caracteriza a las formas unitarias de tipo Dynkin An.

Teorema 4.1. Sea q : Zn → Z una forma unitaria. Entonces, q es positiva
de tipo Dynkin An si y sólo si Bq es un ensamblaje de árbol de tipo An.

33
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4.2. Ciclos y sus restricciones

Definición 4.1. El marco de una bigráfica B es una gráfica Φ(B) que es
obtenida, a partir de B, cambiando las aristas punteadas por aristas llenas.
Además, toda subgráfica completa C de B es un ciclo si es conexa y todo
vértice está conectado con exactamente otros dos vértices.

Ejemplo 4.1. En el siguiente ejemplo, podemos observar del lado izquierdo
al ciclo más pequeño; y en algunos casos, suele ser el único ciclo permitido
dentro de una gráfica. En el lado derecho se encuentra al marco de dicho
ciclo.

B:

1 2

3e
e e�
�

@
@

Φ(B):

1 2

3e
e e�
�

@
@

Definición 4.2. Decimos que una forma unitaria q satisface la condición
de ciclo, si para cada ciclo C en Bq el número de aristas punteadas en C es
impar. Supongamos ahora que dos formas unitarias q, q′ : Zn → Z tienen el
mismo marco; entonces, decimos que q y q′ son ciclo-equivalentes si para
cada ciclo C en Φ, el número de pares i < j tal que qi,j 6= q′ij es par (ver
ejemplo 4.2).

Ejemplo 4.2. En este ejemplo, podemos observar dos bigráficas que son ciclo
equivalentes y además cumplen la condición de ciclo.
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El siguiente resultado es importante, pues indica cuando podemos detec-
tar que dos formas unitarias son Z-equivalentes. Para su demostración son
necesarios los resultados 4.3 y 4.4.
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Teorema 4.2. Sea p : Zn → Z una forma unitaria positiva y q : Zn → Z
una forma unitaria tal que Φ(Bq) = Φ(B(p)). Entonces es equivalente:

(a) q y p son Z-equivalentes.

(b) q es positiva.

(c) q satisface la condición de ciclo.

Lema 4.3. Si q es una forma unitaria positiva, entonces q satisface la con-
dición de ciclo.

La demostración de este lema consiste en construir un vector v, con la
propiedad q(v) ≤ 0, si Bq contiene un ciclo con un número par de aristas.

Proposición 4.4. Para dos formas unitarias q, p : Zn → Z, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(I) p y q tienen el mismo marco y son ciclo equivalentes;

(II) q = Tp para una función T : Zn → Z, composición de funciones inver-
sión de signo: ϑi1 , . . . , ϑik .

4.3. Bloques

Para una bigráfica Bq asociada a una forma integral q, decimos que q′ es
una restricción de q si Bq′ es isomorfa a una subbigráfica inducida de Bq.
Escribiremos B(x) a la subbigráfica de B dada por los puntos de B \ {x}.

Dada B una bigráfica conexa, decimos que B es bloque si B(x) es conexa
para toda x ∈ B. Decimos además que B es completa si para cualquier par
de vértices i, j hay una arista.

La siguiente proposición resulta importante para la clasificación de las
formas unitarias de tipo Dynkin An, pues es el primer acercamiento a este
resultado .

Proposición 4.5. Las siguientes condiciones son equivalentes para una bigráfi-
ca B.

i) B es un bloque y q(B) es positiva de tipo Dynkin An.

ii) Φ(B) es una gráfica completa y q(B) satisface la condición de ciclo.
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iii) B es isomorfa a Fm,m′ para algún m ≥ 1,m′ ≥ 0 con m+m′ = n.

Teorema 4.6. Sea q : Zn → Z una forma unitaria positiva de tipo Dynkin
An. Entonces, toda restricción conexa de q tiene tipo Am para algún m ≤ n.

4.4. Demostración del Lema ensamblaje

El lema, que se demostrará en esta sección, es muy importante, pues
con él, podemos caracterizar los ensamblajes de árbol de tipo A; y con ello,
demostrar el teorema principal de este caṕıtulo. Un primer acercamiento al
resultado de este lema, se ve descrito en el Lema 4.7, pues describe un caso
particular.

A lo largo de esta sección, denotaremos por A(n) a la gráfica de Dynkin
con vértices 1, . . . , n y aristas entre los vértices i e i+ 1 para i = 1, . . . , n−1.

Lema 4.7. Sea q : Zn → Z una forma unitaria positiva de tipo Dynkin An.
Entonces Bq es un ciclo si y sólo si Bq es isomorfa a F3,0 o a F2,1.

La demostración de este lema, al igual que la del Lema 4.3, son construc-
tivas, pues sólo hace falta ver como actúan las transformaciones de Gabrielov
en diferentes casos.

Lema 4.8. Sea B un ensamblaje de árbol de tipo A. Sea x un vértice de
B el cual no es nodo. Entonces existe una sucesión de transformaciones de
Gabrielov µij, i 6= x, con composición µ tal que µ(B) es isomorfa a A(n) y
x corresponde al vértice 1 de A(n).

Ejemplo 4.3. Antes de empezar con la demostración, del Lema 4.8, mos-
traremos el principal argumento de esta demostración, de manera gráfica.
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(1, 2) x = (1, 1)

(1, 3) (2, 1)

(2, 3) (2, 2)

µ(2,2),(2,1)µ(1,3),(1,2)µ(1,2),(1,1)(Ci)

e e e e e e(1, 2)x = (1, 1) (1, 3) (2, 1)(2, 3) (2, 2)

µ(2,3),(2,2)µ(2,2),(2,1)µ(1,3),(1,2)µ(1,2),(1,1)(Ci)

Demostración del Lema 4.8. Sea B un ensamblaje de árbol de tipo A y t el
número de bigráficas que lo componen. Haremos la demostración por induc-
ción sobre t. Si t = 1, denotemos los puntos de C1 de las siguiente manera:

x = (1, 1), . . . , (1,m), (2, 1), . . . , (2,m′).

Notemos que la bigráfica µ(1,2)(1,1)(C1) es isomorfa al ensamblaje de árbol de
las bigráficas Fm−1,m′ y F1,1; y de manera inductiva, podemos observar que
µ(2,m′)(2,m′−1) . . . µ(2,2)(2,1) µ(1,m)(1,m−1) . . . µ(1,2)(1,1)(C1) es isomorfa a A(n) con
x en el vértice 1.

Decimos que µij evita a x si i 6= x.
Sea t > 1 y supongamos que x pertenece a Ci para algún i ∈ {1, . . . , t}.

Consideremos los nodos h1, . . . , hs de B en Ci. Ahora, para cada hj deno-
taremos como Bhj

al ensamblaje de árbol conexo de los C ′js con i 6= j que
contenga a hj. Por hipótesis de inducción, existe una sucesión de transfor-
maciones de Gabrielov con composición µj que evitan a todos los puntos de
Ci; en particular al nodo hj y a x, tal que Bhj

es isomorfa a A(nj) y hj
es el vértice 1 de A(nj). La bigráfica µ1 . . . µsB es Ci = Fm,m′ unida a las
A(n1), . . . , A(nj), identificando hj ∈ Ci con 1 ∈ A(nj) para cada j. Abrevia-
remos la bigráfica resultante con la notación B1 = Fm,m′ [h1, n1] . . . [hs, ns].

Si s > 1 denotemos los vértices de A(nj) por 1(j), . . . , nj(j). Para simpli-
ficar notación, definamos µρ(j),y = µnj(j),y . . . µ2(j),yµ1(j),y con y ∈ Ci \ {hj}.

Reduciremos al caso cuando s = 1. Observemos que la bigráfica µρ(1),n2(2)

µρ(2),h1B1 es Fm−1,m′ [h2, n2 +n1] . . . [hs, ns]. De manera inductiva, obtenemos
una sucesión de transformaciones de Gabrielov con composición µ′1 tal que
B2 = µ′1B1 = Fu,u′ [hs, v] donde u+ u′ = m+m′− s+ 1 y v = n1 + · · ·+ ns .
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Ahora, ya que reducimos a el caso en que s = 1, obtendremos el caso
en que u = 2. Consideremos y un vértice de Fu,u′ [hs, v] con y 6= x, hs. Si
consideramos la bigráfica Tv(s),yTρ(s),yB2 ésta es isomorfa a Fu−1,u′ [hs, v + 1].
Nuevamente, si continuamos con este proceso de manera inductiva obten-
dremos una sucesión de transformaciones de Gabrielov que evitan a x con
composición S2 tal que B3 = S2B2 es isomorfa a Fw,w′ [hs, u + v − 2], donde
w + w′ = 2 y los dos puntos de Fw,w′ son x y hs. Si [x, hs]B3 = −1 (resp.
[x, hs] = 1) entonces B3 (resp. µxhsB3) es isomorfa a A(n).



Caṕıtulo 5

Caracterización de formas
integrales de tipo Dynkin Bn,
Cn, F4 o G2

Este caṕıtulo está dedicado a las formas integrales no simétricas. En la
primera sección se manejan las formas cuadráticas de tipo Dynkin Bn o Cn;
mientras que en la segunda sección, trabajamos las formas cuadráticas de
tipo Dynkin F4 o G2.

5.1. Formas integrales de tipo Dynkin Bn y

Cn

En esta sección veremos que el comportamiento de las formas cuadráticas
de tipo Dynkin Bn y Cn es semejante al de aquellas de tipo Dynkin An. Esto
quiere decir que, aśı como un ensamblaje de árbol de tipo A corresponde a
una forma cuadrática de tipo Dynkin An, aśı también un ensamblaje de árbol
de tipo B ( resp. C) corresponde a una forma cuadrática de tipo Bn (resp.
Cn). Este resultado está descrito en el siguiente teorema.

Teorema 5.1. Sea q : Zn → Z una forma cuadrática. Entonces, q es una
forma de tipo Dynkin Bn ó Cn si y sólo si Bq es un ensamblaje de árbol de
tipo B ó C respectivamente.
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Ahora que ya tenemos en mente cual es nuestro resultado principal ha-
blaremos de la base fundamental de su demostración, que es el siguiente
lema.

Lema 5.2. Sea B un ensamblaje de árbol de bloques C1, . . . , Cn, con Cn de
tipo B ó C. Sea x un vértice distinguido de B. Entonces, existe una suce-
sión de transformaciones de Gabrielov µyizi, zi 6= x, con composición µ tal
que µ(B) es isomorfo a Bn ó Cn y x corresponde al vértice 1 de Bn ó Cn,
respectivamente.

Demostración del lema 5.2. Sean B un ensamblaje de árbol de tipo B (resp.
C) y x el vértice distinguido de B. Consideremos a π(B), sabemos que es un
ensamblaje de árbol de tipo A y x no es un nodo. Aśı, por Lema 4.8, sabemos
que existe una sucesión de transformaciones con composición µ que evitan a
x tal que µ(π(B)) es isomorfa a An y x corresponde al vértice 1 de An, es
decir, µ ◦ π(B) = An.

Puesto que todas las transformaciones µyizi evitan a x, éstas corresponden
al inciso c) del Lema 3.3. De esta manera π ◦ µ(B) = An; por lo que µ(B) es
isomorfa a Bn (resp. Cn).

Demostración del Teorema 5.1. Sea q : Zn → Z una forma cuadrática de ti-
po Dynkin Bn (resp. Cn). Entonces q es Z-equivalente a q′, tal que Bq′ = Bn

(resp. Cn). Ahora, vamos a demostrar que esta equivalencia no sólo es Z-
equivalente sino que además es de transformaciones de Gabrielov. Consi-
deremos una función f : q−1(c) ∩ Nn → q′−1(c) ∩ Nn, donde f(v) = v′,

conv′ = (1 +
−2(Mq)ij

(Mq)ii
Eij)v para algún i y j. Sabemos que q(v) = q′(v′),

notemos además que la función f es una inclusión, pues si v ∈ q−1(1), enton-
ces v′ ∈ (q′)−1(1); y es claro que, si v ∈ Nn entonces también tenemos que
v′ ∈ Nn. Aśı, concluimos la siguiente desigualdad

|q−1(c) ∩ Nn| < |q′−1(c) ∩ Nn|. (5.1)

Consideramos f−1 : q′−1(c) ∩ Nn → q−1(c) ∩ Nn dada por f−1(v′) = v,

donde v = (1− −2(Mq)ij

(Mq)ii
Eij)v′. Notemos que el vector ej+

−2(Mq)ij

(Mq)ii
ei /∈ q−1(c)∩

Nn. Por lo tanto, de 5.1 se tiene que

|q−1(c) ∩ Nn| < |q′−1(c) ∩ Nn| ≤ |q′−1(c)| = |q−1(c)|. (5.2)

En particular, obtenemos que

|q−1(1) ∩ Nn|+ |q−1(2) ∩ Nn| ≤ |q−1(1)|+ |q−1(2)| = n
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.
Si consideramos π(Bq) y π(Bq′), tenemos que π(Bq′) = An. Sólo falta ver

que las transformaciones de Gabrielov, con composición µ, no afectan al tipo
Dynkin An bajo π. Si el tipo Dynkin es Bn. Entonces la conmutatividad con
π siempre se da, entonces π(Bq′) = µ ◦ π(Bq); y por el Teorema 4.1, puesto
que π(Bq) es de tipo Dynkin An, se sigue que Bq es un ensamblaje de árbol
de tipo Bn.

Ahora, en caso q sea de tipo Dynkin Cn, tenemos dos casos para las
transformaciones de Gabrielov. Si la transformación µij no evita a x, entonces
µij actúa como la función identidad en π(q). Por otro lado, si µij evita a x,
por el Lema 5.2, tenemos la conmutatividad con π. De esta manera, π(Bq′) =
µ ◦ π(Bq); de el Teorema 4.1, se sigue que Bq es un ensamblaje de árbol de
tipo Cn.

Rećıprocamente, sea Bq un ensamblaje de árbol de tipo B (resp. C). Por el
Lema 5.2, sabemos que existe una sucesión de transformaciones de Gabrielov,
con composición µ, tal que µ(Bq) es isomorfa a Bn (resp. Cn).

5.2. Formas integrales de tipo Dynkin F4 y G2

Puesto que hay muy pocas formas integrales de tipo Dynkin F4 y G2,
describiremos todas las bigráficas equivalentes.

En la figura 5.2 podemos observar los 6 diagramas que se pueden obte-
ner por transformaciones de Gabrielov. Además, podemos ver la sucesión de
transformaciones de Gabrielov que se necesitan para pasar de un diagrama
a otro.

En el caso de las formas cuadráticas integrales de tipo Dynkin G2, solo
tenemos dos diagramas equivalentes, que se ven a continuación:

4 4e e1 12 2-�
µ12

µ12
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Caṕıtulo 6

Ejemplos de formas integrales
inducidas por F4

En este caṕıtulo analizaremos a las formas integrales inducidas de tipo
Dynkin F4. Para ello, consideramos el sistema de ráıces correspondiente al
tipo Dynkin; pero como estamos hablando de formas integrales, este sistema
tuvo que modificarse por medio de un cambio de base, para aśı no modificar
la integrabilidad de la forma cuadrática. En la siguiente tabla, se hace una
lista sólo de las ráıces positivas de F4 en la base canónica.

Ráıces positivas cortas Ráıces positivas largas
(1,2,3,2) (2,3,4,2)
(1,1,1,0) (1,3,4,2)
(0,1,1,0) (1,2,4,2)
(0,0,1,0) (1,2,2,0)
(1,2,3,1) (1,1,2,0)
(0,0,0,-1) (0,1,2,0)
(0,1,2,1) (0,-1,-2,-2)
(1,1,2,1) (-1,-1,-2,-2)
(1,2,2,1) (-1,-2,-2,-2)

(-1,-1,-1,-1) (-1,0,0,0)
(0,-1,-1,-1) (-1,-1,0,0)
(0,0,-1,-1) (0,-1,0,0)

Recordemos que una forma cuadrática integral q de tipo Dynkin F4, es Z-
equivalente a una forma cuadrática integral q′ tal que Bq = F4. Además, a su
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vez F4 tiene asociado un sistema de ráıces, denotado por Φq, que llamaremos
sistema de ráıces asociado a q. Esta asociación no funciona en general
para cualquier tipo Dynkin; un ejemplo de ello, es una forma integral de tipo
Dynkin G2. En este caso, la forma cuadrática es una función q : Z2 → Z,
pero el sistema de ráıces es un subconjunto de Z3. Por esto, en adelante,
trabajaremos únicamente con formas cuadráticas de tipo Dynkin F4.

Definición 6.1. Sean q : Zn → Z una forma cuadrática, Mq la matriz casi-
Cartan asociada, α = {αi1 , . . . , αir} con r ≤ n un subconjunto del sistema
de ráıces Φq. La forma cuadrática qα : Zn → Z, dada por

qα(y1, . . . , yr) = q(
r∑
j=1

yiαij )

es la forma cuadrática inducida por α.

A continuación, enunciaremos una proposición que nos permite considerar
sólo a las formas cuadráticas inducidas por Φ+, pues estas son equivalentes
a las formas cuadráticas inducidas por Φ.

Proposición 6.1. Sea q : Zn → Z una forma cuadrática, Φq = {α1, . . . , αj}
el sistema de ráıces asociado a q y α = {αi1 , . . . , αin} ⊂ Φ+

q . Entonces:

qα = T 1 . . . T nq′α

donde α′ = {ε1αi1 . . . εnαin} ⊂ Φq, εi = ±1 y T i = 1 si εi = 1 o T = ϑi si
ε = −1.

Demostración. Sean qαi1
,...,αin

= AtMqA y qε1αi1
...εnαin

= BtMqB. Notemos
que B = diag(ε1, . . . , εn)A. Por lo que:

qα = T 1 . . . T nq′α.

Con lo que queda demostrado la proposición.

6.1. Diagramas de formas inducidas

En las siguientes tablas, se hace una lista de todas las formas inducidas,
tomando sólo en cuenta las ráıces positivas del sistema de ráıces de F4. En la
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primera columna, se presenta el diagrama correspondiente a la forma induci-
da; en la columna de en medio, se encuentra un ejemplo de las ráıces que se
pueden tomar para inducir ese diagrama. Finalmente, en la última columna
se encuentra el determinante de la matiz que resulta de poner a las ráıces de
la columna de en medio como columnas.

En esta tabla se observan aquellas formas inducidas que resultan de tomar
sólo ráıces cortas del sistema de ráıces de tipo Dynkin F4.

Diagrama Ejemplo Determinante de A

b b bb 2664
1
2
3
2

3775
2664
1
1
1
0

3775
2664
0
1
1
0

3775
2664
1
2
2
1

3775 1

c c
c c 2664

1
2
3
2

3775
2664
1
1
1
0

3775
2664
0
1
1
0

3775
2664
1
2
2
1

3775 1

c c
c c 2664

1
2
3
2

3775
2664
1
1
1
0

3775
2664
1
2
3
1

3775
2664

0
0
−1
−1

3775 1

c c c c 2664
1
2
3
2

3775
2664
1
1
1
0

3775
2664
0
1
1
0

3775
2664
0
0
0
1

3775 -2
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Para los siguientes diagramas, se consideraron tres ráıces cortas y una
larga. Como se verá, ninguno de los diagramas es de Dynkin (como en el
caso anterior).

Diagrama Ejemplo Determinante de A

c
c c

@
@

@@

2664
1
2
3
2

3775
2664
1
1
1
0

3775
2664
1
3
4
2
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2664
1
2
2
1

3775 1

c c c 2664
1
2
3
2

3775
2664
1
1
1
0

3775
2664
1
3
4
1

3775
2664

0
0
−1
−1

3775 1

c
c c

@
@

@@

�
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1
2
3
2

3775
2664
2
3
4
2

3775
2664
1
2
3
1

3775
2664
1
2
2
1

3775 1

c
c c@@
@@

2664
1
2
3
2

3775
2664
2
3
4
2

3775
2664

0
0
0
−1

3775
2664

0
0
−1
−1

3775 1

c c c 2664
1
2
3
2

3775
2664
1
1
1
0

3775
2664
0
1
1
0

3775
2664

0
0
−1
−1

3775 -2

c c c 2664
1
2
3
2

3775
2664
1
2
2
0

3775
2664
0
1
2
1

3775
2664

0
−1
−1
−1

3775 -2
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1
2
3
2

3775
2664
1
2
2
0

3775
2664
0
1
2
1

3775
2664

0
−1
−1
−1

3775 -2
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Para las formas inducidas, que corresponden a los siguientes diagramas,
se consideraron dos ráıces cortas y dos largas. Con estos diagramas, es posible
observar, que no basta con considerar transformaciones Z-equivalentes para
preservar el tipo de Dynkin, sino además se deben considerar dos ráıces cortas
y dos ráıces largas. Además, en los caso en el que el determinante de la matriz
es 1, la forma inducida también es una transformación Z-equivalente.

Diagrama Ejemplo Determinante de Ac c
�
�
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2664
1
2
3
2

3775
2664
2
3
4
2

3775
2664
1
3
4
2

3775
2664
1
2
2
1

3775 1

c c
�
�
��

2664
1
2
3
2

3775
2664
2
3
4
2

3775
2664
1
2
3
1

3775
2664

0
0
−1
−1

3775 1

c c 2664
1
2
3
2

3775
2664
2
3
4
2

3775
2664
1
2
4
2

3775
2664
0
1
2
1

3775 1

c c 2664
1
2
3
2

3775
2664
2
3
4
2

3775
2664
1
2
2
0

3775
2664

0
0
−1
−1

3775 1

c c 2664
1
2
3
2

3775
2664
2
3
4
2

3775
2664
1
1
2
0

3775
2664
0
1
2
1

3775 1

c c
@

@
@
@

2664
1
2
3
2

3775
2664
1
2
2
0

3775
2664

0
−1
−2
−2

3775
2664
0
1
2
1

3775 1
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Diagrama Ejemplo Determinante de A

c c
@

@
@@

2664
1
2
3
2

3775
2664
1
1
1
0

3775
2664
1
3
4
2

3775
2664
1
2
4
2

3775 -2

c c 2664
1
2
3
2

3775
2664
1
1
1
0

3775
2664
1
3
4
2

3775
2664
1
1
2
0

3775 -2

c c 2664
1
2
3
2

3775
2664
1
1
1
0

3775
2664
1
3
4
2

3775
2664
0
1
2
0

3775 -2

c c
2664
1
2
3
2

3775
2664
1
1
1
0

3775
2664
0
1
2
0

3775
2664

0
−1
0
0

3775 -4

c c
�
�
��

2664
1
2
3
2

3775
2664
2
3
4
2

3775
2664
0
1
2
0

3775
2664
1
1
2
1

3775 -2

c c 2664
1
2
3
2

3775
2664
2
3
4
2

3775
2664
0
1
2
0

3775
2664

0
−1
−1
−1

3775 -2

c c 2664
1
2
3
2

3775
2664
1
2
2
0

3775
2664
1
1
2
0

3775
2664
0
1
2
1

3775 3
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En la siguiente tabla, consideramos únicamente las formas cuadráticas
inducidas, tomando una ráız corta y tres largas.

Diagrama Ejemplo Determinante de Ac 2664
1
2
3
2

3775
2664
2
3
4
2

3775
2664
1
3
4
2

3775
2664
1
2
4
2

3775 -2

c 2664
1
2
3
2

3775
2664
2
3
4
2

3775
2664
1
2
3
1

3775
2664
1
1
2
0

3775 -2

c 2664
1
2
3
2

3775
2664
2
3
4
2

3775
2664
1
2
2
0

3775
2664
1
1
2
0

3775 -2

c 2664
1
2
3
2

3775
2664
2
3
4
2

3775
2664
1
2
2
0

3775
2664
0
1
2
0

3775 -2

c 2664
1
2
3
2

3775
2664
2
3
4
2

3775
2664
0
1
2
0

3775
2664

0
−1
0
0

3775 -4

c 2664
1
2
3
2

3775
2664
1
2
2
0

3775
2664
1
1
2
0

3775
2664

0
−1
−2
−2

3775 4

c 2664
1
2
3
2

3775
2664
1
2
2
0

3775
2664
1
1
2
0

3775
2664
−1
0
0
0

3775 4

c 2664
2
3
4
2

3775
2664
1
3
4
2

3775
2664
1
2
4
2

3775
2664
1
2
3
1

3775 3
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En esta última tabla, se encuentran los cuatros diagramas de las formas
inducidas, al tomar únicamente ráıces largas. Notemos que, salvo por los
vértices, son los mismos diagramas que al tomar sólo ráıces cortas.

Diagrama Ejemplo Determinante de A

2664
2
3
4
2

3775
2664
1
3
4
2

3775
2664
1
2
4
2

3775
2664
1
2
2
0

3775 -4

2664
2
3
4
2

3775
2664
1
3
4
2

3775
2664
1
1
2
0

3775
2664

0
−1
−2
−2

3775 -4

2664
2
3
4
2

3775
2664
1
3
4
2

3775
2664
1
1
2
0

3775
2664
−1
−1
−2
−2

3775 -4

2664
2
3
4
2

3775
2664
1
3
4
2

3775
2664

0
−1
−2
−2

3775
2664
−1
−2
−2
−2

3775 8
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