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Introducción

La teoŕıa de condiciones necesarias de segundo orden en control óptimo ha
recibido una atención considerable desde el trabajo inicial de Hestenes [5] y
Warga [22]. Una gran cantidad de problemas, bajo diferentes hipótesis, se
ha estudiado con éxito (ver, en particular, [1, 2, 4, 7, 10, 12, 13, 20, 23-
25] y sus referencias). Sin embargo, problemas que involucran igualdades y
desigualdades en las funciones de control presentan serias dificultades que
impiden utilizar ciertas técnicas clásicas.
Con la idea de entender claramente los objetivos de este trabajo, veamos
brevemente el problema que nos interesa, el cual consiste en minimizar

I(x, u) =
∫ t1

t0
L(t, x(t), u(t))dt

sobre todas las trayectorias suaves por fragmentos x: T → Rn y controles
continuos por fragmentos u: T → Rm que satisfacen

a. ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)) (t ∈ T );
b. x(t0) = ξ0, x(t1) = ξ1;
c. ϕα(u(t)) ≤ 0, ϕβ(u(t)) = 0 (α ∈ R, β ∈ Q, t ∈ T ),

donde T = [t0, t1], y R y Q son dos conjuntos disjuntos finitos de ı́ndices.
Condiciones de segundo orden para este problema se encuentran, por ejem-

plo, en [3, 7, 10, 12, 18, 19], pero las condiciones obtenidas son expresadas en
términos de un conjunto de “variaciones admisibles” que puede proporcionar
poca o ninguna información adicional a las condiciones de primer orden in-
cluso bajo hipótesis de normalidad.

Para entender el tipo de condiciones necesarias dadas en esas referencias,
recordemos brevemente una situación semejante que ocurre en el caso de
dimensión finita (ver [6]). Supongamos que estamos interesados en minimizar
una función f : Rn → R en el conjunto

S = {x ∈ Rn | gα(x) ≤ 0 (α ∈ A), gβ(x) = 0 (β ∈ B)}

1
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donde A = {1, . . . , p}, B = {p + 1, . . . ,m}. Sea

F (x, λ) := f(x) +
m∑
1

λαgα(x) ((x, λ) ∈ Rn ×Rm)

y denotemos por I(x) := {α ∈ A | gα(x) = 0} al conjunto de ı́ndices activos
en x. Un resultado conocido en la literatura es que, bajo ciertas hipótesis de
normalidad y suavidad, si x0 minimiza localmente a f en S entonces existe
una única λ ∈ Rm con

λα ≥ 0 (α ∈ I(x0)), λα = 0 (α ∈ A \ I(x0)),

tal que Fx(x0, λ) = 0. Más aún, 〈h, Fxx(x0, λ)h〉 ≥ 0 para toda h en el
conjunto de restricciones tangenciales de S en x0 dado por

RS(x0) := {h ∈ Rn | g′
i(x0; h) = 0 (i ∈ I(x0) ∪B)}.

Otro resultado que puede proporcionar más información afirma que, ba-
jo ciertas hipótesis de regularidad, 〈h, Fxx(x0, λ)h〉 ≥ 0 para toda h en el
conjunto de restricciones tangenciales modificadas de S en x0 dado por

R̃S(x0;λ) := {h ∈ Rn | g′
α(x0;h) ≤ 0 (α ∈ I(x0), λα = 0), g′

β(x0;h) = 0 (β ∈ Γ∪B)}

donde Γ = {α ∈ A | λα > 0}
Es fácil encontrar ejemplos para los cuales un punto x0 satisface la condi-

ción de primer orden para alguna λ ∈ Rm y 〈h, Fxx(x0, λ)h〉 ≥ 0 para toda
h ∈ RS(x0), pero 〈h, Fxx(x0, λ)h〉 < 0 para alguna h ∈ R̃S(x0; λ). En este
caso, el primer resultado no da ninguna información con respecto a la optimal-
idad del extremo en consideración, pero uno concluye del segundo resultado
que el punto x0 no minimiza localmente a f en S.

Para el problema de control óptimo enunciado arriba, condiciones “débiles”
del primer tipo se pueden encontrar en las referencias mencionadas y están
expresadas en términos de un conjunto de “variaciones admisibles” (y, v) que
satisfacen y(t0) = y(t1) = 0,

ẏ(t) = fx(t, x0(t), u0(t))y(t) + fu(t, x0(t), u0(t))v(t) (t ∈ T )

y las relaciones

ϕ′
i(u0(t))v(t) = 0 (i ∈ Iα(t) ∪Q)
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donde Iα(t) denota el conjunto de ı́ndices activos en u0(t). Un conjunto de
“variaciones admisibles modificadas”, en el que uno esperaŕıa tener condi-
ciones “fuertes” del segundo tipo, corresponde a parejas (y, v) que satisfacen
no las últimas relaciones, sino

ϕ′
i(u0(t))v(t) ≤ 0 (i ∈ Iα(t) con µi(t) = 0),

ϕ′
j(u0(t))v(t) = 0 (j ∈ R con µj(t) > 0, o j ∈ Q)

donde el multiplicador µ, como en el caso de dimensión finita, aparece en
las condiciones de primer orden y es tal que µα(t) ≥ 0 con µα(t) = 0 si
ϕα(u0(t)) < 0 (α ∈ R, t ∈ T ).

Recientemente, condiciones fuertes de este tipo para el problema de control
óptimo en consideración fueron obtenidas en [16]. El objetivo principal de este
trabajo consiste en explicar claramente la derivación de dichas condiciones y
compararlas, a través de varios ejemplos, con las condiciones conocidas en la
literatura.

Por otro lado, entender cómo se pueden obtener esas condiciones se fa-
cilita enormemente al considerar casos más simples en los que las técnicas
utilizadas se generalizan para el problema que analizamos. Por esa razón
decidimos presentar una derivación detallada de condiciones de optimalidad
(tanto necesarias como suficientes) para el caso de dimensión finita, aśı co-
mo un estudio de problemas de control óptimo sin restricciones o con solo
igualdades en las funciones de control.



4



Caṕıtulo 1

Resultados y conceptos básicos

En este caṕıtulo presentaremos algunos resultados y conceptos básicos que

se utilizarán a lo largo del trabajo.

Dado que estudiaremos problemas de optimización, resulta conveniente

analizar primero los conceptos de mı́nimos y máximos de una función con

valores reales definida en un subconjunto de Rn, aśı como los resultados

clásicos de condiciones necesarias y suficientes para extremos de funciones

diferenciables en un intervalo compacto de R. Repasaremos posteriormente

algunos resultados básicos relacionados con diferenciales de funciones de valor

real definidas en un subconjunto de Rn aśı como una versión del teorema de

la función impĺıcita.

En la siguiente sección derivaremos de manera sencilla un resultado cru-

cial (Teorema 1.27) en la determinación de multiplicadores de Lagrange que

se utilizará en el siguiente caṕıtulo para derivar condiciones de optimali-

dad para problemas con igualdades. Para obtener un resultado equivalente

aplicable a problemas que involucran desigualdades (Teorema 1.33) introdu-

ciremos una breve teoŕıa sobre conos convexos. Por último, para la derivación

de condiciones de optimalidad para problemas en espacios arbitrarios o con

desigualdades presentaremos los conceptos de conos tangentes y funciones

soporte.

1.1. Mı́nimos y máximos

Supongamos dados un subconjunto S de Rn y una función f que mapea S
en R. Comenzaremos con los conceptos de ı́nfimo y supremo de f en S.

5
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Definiciones 1.1. El mayor número m (con m = −∞ admitido) tal que

f(x) ≥ m para toda x ∈ S se llama la máxima cota inferior de f en S o el

ı́nfimo de f en S y se denota por “́ınf f(x) en S”. Si existe un punto x0 en

S tal que f(x0) = ı́nf f(x) en S, escribimos f(x0) = mı́n f(x) en S y se dice

que dicho punto minimiza a f en S y f(x0) es el mı́nimo de f en S.

Análogamente, la mı́nima cota superior o el supremo de f en S es el mı́nimo

valor M (con M = +∞ admitido) tal que f(x) ≤ M para toda x ∈ S y se

denota por “sup f(x) en S”. Si existe un punto x1 en S tal que f(x1) =

sup f(x) en S, escribimos f(x1) = máx f(x) en S y se dice que dicho punto

maximiza a f en S y f(x1) es el máximo de f en S.

Claramente se tiene en S que

sup[−f(x)] = − ı́nf f(x), ı́nf[−f(x)] = − sup f(x)

y, por lo tanto, un punto x1 ∈ S maximiza a f en S si y solo si x1 minimiza

a −f en S, y un punto x0 ∈ S minimiza a f en S si y solo si x0 maximiza a

−f en S. Un punto que maximiza o minimiza a f se llama un punto extremo

de f .

Una condición que asegura la existencia de un punto extremo de una fun-

ción está dada por el siguiente teorema. El resultado es una consecuencia

inmediata del Teorema de Bolzano-Weierstrass el cual afirma que toda suce-

sión acotada de puntos en Rn tiene una subsucesión convergente.

Teorema 1.2. Si S es un compacto no vaćıo de Rn y f : S → R es continua

entonces f alcanza su máximo y mı́nimo en S.

Demostración: Sea m := ı́nf f(x) en S y sea {xq} una sucesión de puntos

en S tales que m = ĺımq→∞ f(xq). Como S está acotado, por el teorema de

Bolzano-Weierstrass {xq} tiene una subsucesión {yq} convergente y, por ser

S cerrado, el ĺımite x0 := ĺımq→∞ yq está en S. Por continuidad,

f(x0) = ĺım
q→∞

f(yq) = m = ı́nf f(x) en S.

Por lo tanto x0 minimiza a f en S. Aplicando este resultado a −f , se prueba

que existe un punto x1 en S que minimiza a −f en S y, por lo tanto, x1

maximiza a f en S.

El concepto de extremo es de naturaleza global dado que se toman en

cuenta todos los puntos de S. De acuerdo con la definición, x0 minimiza a f
en S si x0 ∈ S y f(x0) ≤ f(x) para toda x ∈ S. En contraste, extremos locales
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toman en cuenta el comportamiento de la función en vecindades alrededor

de x0.

Definiciones 1.3. Diremos que x0 ∈ S minimiza localmente a f en S si

existe una vecindad N de x0 tal que x0 minimiza a f en S ∩ N , es decir,

f(x0) ≤ f(x) para toda x ∈ S ∩ N . Si la desigualdad es estricta para toda

x 6= x0 en S ∩ N , diremos que f(x0) es un mı́nimo local estricto de f en S.

1.2. Extremos en un intervalo compacto

En esta sección repasaremos condiciones necesarias y suficientes de optima-

lidad para el caso en que la función f está definida en un intervalo compacto

S = [a, b] en R. En la teoŕıa que sigue nos concentraremos en encontrar mı́ni-

mos globales o locales ya que máximos globales o locales para f se pueden

encontrar obteniendo los mı́nimos respectivos para −f .

Recordemos que la derivada f ′(x0) de f en x0, cuando existe, está dada

por

f ′(x0) = ĺım
x→x0

f(x) − f(x0)

x − x0

= ĺım
h→0

f(x0 + h) − f(x0)

h
.

Si x0 = a o x0 = b, este ĺımite es un ĺımite por la izquierda o derecha res-

pectivamente. Suponiendo la existencia de derivadas, tenemos las siguientes

condiciones suficientes para un mı́nimo local estricto en los puntos inicial y

final de [a, b].

Teorema 1.4. Si f ′(x0) > 0 y x0 = a, o f ′(x0) < 0 y x0 = b, entonces

f(x0) es un mı́nimo local estricto de f en [a, b]. Análogamente, si f ′(x0) < 0

y x0 = a, o f ′(x0) > 0 y x0 = b, entonces f(x0) es un máximo local estricto

de f en [a, b].
Demostración: Supongamos que f ′(a) > 0. Sea ǫ := f ′(a)/2 y sea δ > 0

tal que

a < x < a + δ ⇒

∣

∣

∣

∣

f(x) − f(a)

x − a
− f ′(a)

∣

∣

∣

∣

< ǫ.

Entonces

f(x) − f(a)

x − a
> f ′(a) − ǫ =

f ′(a)

2
> 0 (a < x < a + δ).

Por lo tanto f(x) > f(a) para toda x ∈ (a, a + δ), o sea, f(a) es un mı́nimo

local estricto de f en [a, b]. Las afirmaciones restantes se prueban de manera

semejante.



8

Este resultado implica de manera inmediata las siguientes condiciones ne-

cesarias para mı́nimos locales en los puntos inicial y final de [a, b].

Teorema 1.5. Si f ′(a) existe y f(a) es un mı́nimo local de f en [a, b] enton-

ces f ′(a) ≥ 0. Si f ′(b) existe y f(b) es un mı́nimo local de f en [a, b] entonces

f ′(b) ≤ 0.

Demostración: Por el Teorema 1.4, f(a) es un máximo local estricto de f
en [a, b] si f ′(a) < 0. Por lo tanto, si f(a) es un mı́nimo local de f en [a, b],
se tiene que f ′(a) ≥ 0. Análogamente, f ′(b) ≤ 0 si f(b) es un mı́nimo local

de f en [a, b].

Para puntos interiores del intervalo [a, b], el teorema anterior implica el

siguiente resultado.

Teorema 1.6. Si f tiene un extremo local en x0 ∈ (a, b) y f ′(x0) existe

entonces f ′(x0) = 0.

Demostración: Supongamos que f tiene un mı́nimo local en x0. Por el

Teorema 1.5 aplicado en el intervalo [x0, b] se tiene que f ′(x0) ≥ 0. Aplicando

el mismo teorema en el intervalo [a, x0] vemos que f ′(x0) ≤ 0. Por lo tanto

f ′(x0) = 0. Análogamente f ′(x0) = 0 si f tiene un máximo local en x = x0.

El siguiente teorema del valor medio es básico.

Teorema 1.7. Si f es continua en [a, b] y tiene derivada en todo punto de

(a, b) entonces existe c ∈ (a, b) tal que f(b) = f(a) + (b − a)f ′(c).
Demostración: Sea

h(x) := f(x) −

[

f(b) − f(a)

b − a

]

(x − a) (x ∈ [a, b]).

Claramente h es continua en [a, b], derivable en (a, b), h(a) = f(a) y

h(b) = f(b) −

[

f(b) − f(a)

b − a

]

(b − a) = f(a).

Por el Teorema 1.2 existe c en (a, b) punto extremo de h. Por el Teorema 1.6,

0 = h′(c) = f ′(c) −
f(b) − f(a)

b − a

y, por lo tanto,

f ′(c) =
f(b) − f(a)

b − a
.
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Recordemos que, si f es diferenciable en [a, b] y f ′′(x0) existe entonces

f(x) − f(x0) = f ′(x0)(x − x0) + 1

2
f ′′(x0)(x − x0)

2 + r(x − x0)

donde

ĺım
h→0

r(h)

h2
= 0.

El siguiente teorema nos da condiciones suficientes para un extremo local.

Teorema 1.8. Supongamos que f es diferenciable en una vecindad de x0,

f ′′(x0) existe y f ′(x0) = 0. Entonces

a. f ′′(x0) > 0 ⇒ f(x0) es un mı́nimo local estricto de f .

b. f ′′(x0) < 0 ⇒ f(x0) es un máximo local estricto de f .

Demostración:

(a): Sea m tal que 0 < 2m < f ′′(x0) y sea δ > 0 tal que

∣

∣

∣

∣

r(h)

h2

∣

∣

∣

∣

≤
f ′′(x0)

2
− m (|h| < δ).

Por lo tanto, si |x − x0| < δ, entonces

f(x) − f(x0) = 1

2
f ′′(x0)(x − x0)

2 + r(x − x0) ≥ m(x − x0)
2.

(b): De manera análoga obtenemos que existe δ > 0 tal que, si |x−x0| < δ,
entonces

f(x) ≤ f(x0) − m(x − x0)
2.

Una consecuencia inmediata de los Teoremas 1.4 y 1.8 son las siguientes

condiciones necesarias para un extremo local.

Teorema 1.9. Supongamos que f es diferenciable en una vecindad de x0,

f ′′(x0) existe y f tiene un mı́nimo local en x0. Entonces

a. x0 ∈ (a, b) ⇒ f ′(x0) = 0 y f ′′(x0) ≥ 0.

b. x0 = a ⇒ f ′(x0) > 0 o bien f ′(x0) = 0 y f ′′(x0) ≥ 0.

c. x0 = b ⇒ f ′(x0) < 0 o bien f ′(x0) = 0 y f ′′(x0) ≥ 0.

1.3. Funciones de varias variables

En esta sección repasaremos algunos conceptos y resultados básicos relacio-

nados con diferenciales de funciones de valor real definidas en un subconjunto

de Rn. Para mayor detalle, véase [17].
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Definiciones 1.10. Sean X y Y espacios vectoriales. Una función A que

mapea X en Y se dice que es una transformación lineal si

A(x1 + x2) = Ax1 + Ax2, A(cx) = cAx

para toda x, x1, x2 ∈ X y c escalar. Es frecuente utilizar la notación Ax en

vez de A(x) si A es lineal. Una transformación lineal de X en X se llama

un operador lineal en X. Denotamos por L(X, Y ) al conjunto de todas las

transformaciones lineales de X en Y y, en lugar de L(X,R), escribiremos

simplemente L(X).

Si A1, A2 ∈ L(X, Y ) y c1, c2 son escalares, definimos c1A1 + c2A2 como

(c1A1 + c2A2)x = c1A1x + c2A2x (x ∈ X).

Es claro que c1A1 + c2A2 ∈ L(X, Y ). Si (X, ‖ · ‖1) y (Y, ‖ · ‖2) son espacios

lineales normados, decimos que A ∈ L(X, Y ) está acotada si existe una cons-

tante M tal que para toda x ∈ X se tiene ‖Ax‖2 ≤ M‖x‖1. La mı́nima M
con esta propiedad se llama la norma de A y la denotamos por ‖A‖.

Es fácil ver que, si (X, ‖ · ‖1) y (Y, ‖ · ‖2) son espacios lineales normados y

A ∈ L(X, Y ), entonces

‖A‖ = sup
x∈X−{0}

‖Ax‖2

‖x‖1

= sup
‖x‖1=1

‖Ax‖2 = sup
‖x‖1≤1

‖Ax‖2.

Dos resultados básicos de transformaciones lineales son los siguientes.

Teorema 1.11. Sea A una transformación lineal entre dos espacios lineales

normados. Entonces son equivalentes:

a. A es continua en un punto.

b. A es continua en todos los puntos.

c. A está acotada.

Teorema 1.12. Sean A, B ∈ L(Rn,Rm) y definamos la distancia entre A y

B como ρ(A, B) := ‖A−B‖. Entonces (L(Rn,Rm), ρ) es un espacio métrico.

Definición 1.13. Sean E ⊂ Rn abierto, f una función que mapea E en R

y x0 ∈ E. Decimos que f es diferenciable en x0 si existe A ∈ L(Rn) tal que

ĺım
x→x0

f(x) − f(x0) − A(x − x0)

|x − x0|
= 0.



11

En este caso escribimos f ′(x0) = A y llamamos a f ′(x0) la diferencial de f en

x0. Si f es diferenciable en x para toda x ∈ E decimos que f es diferenciable

en E. Nótese que, si f es diferenciable en x0, entonces

f(x) − f(x0) = f ′(x0)(x − x0) + r(x − x0) donde ĺım
h→0

r(h)

|h|
= 0.

Definición 1.14. Sean f : E ⊂ Rn → R con E abierto y {e1, . . . , en} la base

canónica de Rn. Para x ∈ E, 1 ≤ i ≤ n, definimos

(Dif)(x) =
∂f(x)

∂xi

:= ĺım
t→0

f(x + tei) − f(x)

t

siempre que el ĺımite exista, y llamamos a Dif una derivada parcial.

Teorema 1.15. Supongamos que f mapea E ⊂ Rn en R y f es diferenciable

en x ∈ E. Entonces las derivadas parciales (Dif)(x) existen y f ′(x)ei =

(Dif)(x).

Demostración: Sea 1 ≤ i ≤ n. Como f es diferenciable en x,

f(x + tei) − f(x) = f ′(x)(tei) + r(tei) donde ĺım
t→0

r(tei)

t
= 0.

Como f ′(x) es lineal,

f ′(x)ei = ĺım
t→0

f(x + tei) − f(x)

t
= (Dif)(x).

Definición 1.16. Sean E ⊂ Rn abierto y f : E → R diferenciable. Decimos

que f es continuamente diferenciable en E si f ′ es una función continua de

E en L(Rn). Expĺıcitamente requerimos que, para cada x ∈ E y ǫ > 0, exista

δ > 0 tal que

y ∈ E y |x − y| < δ ⇒ ‖f ′(y) − f ′(x)‖ < ǫ.

En este caso escribimos f ∈ C1(E).

Teorema 1.17. Supongamos que f mapea un abierto E ⊂ Rn en R. Enton-

ces son equivalentes:

a. f ∈ C1(E).

b. Las derivadas parciales Dif existen y son continuas en E para toda

1 ≤ i ≤ n.
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Observación 1.18. Si las derivadas parciales Dif existen para toda 1 ≤ i ≤
n, denotamos por (∇f)(x) al vector ((D1f)(x), . . . , (Dnf)(x)) y lo llamamos

el gradiente de f en x, i.e.,

(∇f)(x) =
n

∑

i=1

(Dif)(x)ei.

Ahora, dada A ∈ L(Rn), el vector a = (Ae1, . . . , Aen) satisface Ah = 〈a, h〉
para toda h ∈ Rn donde 〈·, ·〉 es el producto interno en Rn. Por otro lado, si

a ∈ Rn, definimos A:Rn → R como Ah := 〈a, h〉 y, claramente, A ∈ L(Rn).

Por lo tanto existe una correspondencia uno-a-uno entre Rn y L(Rn). Por el

Teorema 1.15, si f es diferenciable en x, entonces

f ′(x)h = 〈(∇f)(x), h〉 para toda h ∈ Rn.

Debido a esta igualdad, es usual utilizar la notación f ′(x) para el gradiente

de f en x.

Visto de otra manera, si en la Definición 1.13 escribimos f ′(x0; ·) := A(·) y

llamamos a f ′(x0; ·) la diferencial de f en x0 entonces, con la correspondencia

uno-a-uno entre Rn y L(Rn) de arriba, le asociamos a A el vector f ′(x0) tal

que 〈f ′(x0), h〉 = f ′(x0; h) para toda h ∈ Rn y lo llamamos el gradiente de f
en x0.

Definición 1.19. Una forma cuadrática Q en Rn es una función Q:Rn → R

tal que, para toda x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

Q(x) =
n

∑

i,j=1

aijxixj

donde aij ∈ R y A = (aij) es una matriz simétrica. Nótese que

Q(x) = 〈Ax, x〉 = 〈x, Ax〉 = x∗Ax

donde x es un vector columna y x∗ su transpuesta. Decimos que Q es po-

sitiva, negativa, etc., si lo es Q(x) para toda x 6= 0. Análogamente, a toda

matriz simétrica A = (aij) le asociamos la forma cuadrática Q(x) := 〈Ax, x〉
para toda x ∈ Rn. La matriz A es positiva, negativa, etc., si lo es su forma

cuadrática asociada.
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Observación 1.20. Dada una forma cuadrática Q en Rn, existen vectores

unitarios x0, x1 ∈ Rn tales que, para toda x ∈ Rn,

Q(x0)|x|
2 ≤ Q(x) ≤ Q(x1)|x|

2.

Demostración: Sea E := {x ∈ Rn : |x| = 1} la (n − 1)-esfera. Como E es

compacto, existen puntos x0, x1 ∈ E tales que, para toda x ∈ E,

Q(x0) ≤ Q(x) ≤ Q(x1).

Por lo tanto, para toda x ∈ Rn − {0},

Q(x0) ≤ Q
(

x

|x|

)

=
Q(x)

|x|2
≤ Q(x1)

y el resultado se sigue.

Definición 1.21. Sean E ⊂ Rn abierto, f una función que mapea E en

R y x0 ∈ E. Decimos f tiene una segunda diferencial en x0 si f tiene una

diferencial f ′(x0; ·) en x0 y existe una forma cuadrática Q en Rn tal que

ĺım
x→x0

f(x) − f(x0) − f ′(x0; x − x0) −
1

2
Q(x − x0)

|x − x0|2
= 0.

En este caso escribimos f ′′(x0; ·) := Q(·) y llamamos a f ′′(x0; ·) la segunda

diferencial de f en x0. La matriz simétrica f ′′(x0) tal que 〈f ′′(x0)h, h〉 =

f ′′(x0; h) para toda h ∈ Rn se llama el Hessiano de f en x0. Nótese que, si

f tiene una segunda diferencial en x0, entonces

f(x) − f(x0) = f ′(x0; x − x0) + 1

2
f ′′(x0; x − x0) + r(x − x0)

donde

ĺım
h→0

r(h)

|h|2
= 0.

Definición 1.22. Supongamos que f es una función real definida en un

abierto E ⊂ Rn, con derivadas parciales D1f, . . . , Dnf . Si las funciones Dif
son a su vez diferenciables, las derivadas parciales de segundo orden de f
están definidas como

Dijf := DiDjf (i, j = 1, . . . , n).
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Si estas funciones Dijf son continuas en E, decimos que f es de clase C2

en E y escribimos f ∈ C2(E). Análogamente, f ∈ Cm(E) si f es continua

y posee derivadas parciales continuas de grado menor o igual que m en E.

Diremos que f es de clase Cm en un conjunto E ⊂ Rn arbitrario si f es de

clase Cm en una vecindad de E.

Teorema 1.23. (Taylor) Dados S ⊂ Rn y f : S → R supongamos que x +

th ∈ S para toda t ∈ [0, 1]. Entonces:

a. f ∈ C1(S) ⇒ existe t1 ∈ (0, 1) tal que

f(x + h) = f(x) + f ′(x + t1h; h)

= f(x) +

∫

1

0

f ′(x + th; h)dt.

b. f ∈ C2(S) ⇒ existe t2 ∈ (0, 1) tal que

f(x + h) = f(x) + f ′(x; h) + 1

2
f ′′(x + t2h; h)

= f(x) + f ′(x; h) +

∫

1

0

(1 − t)f ′′(x + th; h)dt.

El teorema de la función impĺıcita juega un papel fundamental en la teoŕıa

que presentaremos en este trabajo. La siguiente versión de dicho teorema

está tomada de [6].

Teorema 1.24. (Función impĺıcita) Sea S un abierto de Rm × Rn y f una

función que mapea S en Rn con f(t, x) y fx(t, x) continuas en S. Supongamos

que existen un compacto T0 ⊂ Rm y una función continua x0: T0 → Rn tales

que, para toda t ∈ T0,

i. (t, x0(t)) ∈ S.

ii. f(t, x0(t)) = 0 y |fx(t, x0(t))| 6= 0.

Entonces existen una vecindad T de T0, una función continua x: T → Rn y

una constante ǫ > 0 tales que

a. x = x0 en T0.

b. f(t, x(t)) = 0 para toda t en T .

c. (t ∈ T , f(t, x) = 0 y |x − x(t)| < ǫ) ⇒ x = x(t).

d. f ∈ Cm(S) ⇒ x ∈ Cm(T ).
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1.4. Funcionales lineales

Definición 1.25. Sean X un espacio vectorial y Li: X → R (i = 1, . . . ,m)

funcionales lineales. Decimos que el conjunto {Li}
m
1 es linealmente indepen-

diente si una relación de la forma

m
∑

1

aiLi(x) = 0 para toda x ∈ X

implica que ai = 0 (i = 1, . . . ,m).

Teorema 1.26. Sean X un espacio vectorial y {Li}
m
1 funcionales lineales en

X. Entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

a. {Li} es linealmente independiente.

b. Existen x1, . . . , xm ∈ X tales que |Li(xj)| 6= 0 (i, j = 1, . . . ,m).

Demostración: Sean F (x) := (L1(x), . . . , Lm(x)) (x ∈ X) y Y := F (X).

Entonces (a) ⇔ no existe ningún vector en Rm ortogonal a Y ⇔ Y = Rm

(ya que Y es un subespacio de Rm) ⇔ existen m vectores linealmente in-

dependientes y1, . . . , ym ∈ Y ⇔ existen x1, . . . , xm ∈ X tales que yi =

(L1(xi), . . . , Lm(xi)) son linealmente independientes ⇔ (b).

En particular nótese que, si X = Rn, las funcionales lineales Li(x) = 〈ai, x〉
(i = 1, . . . ,m) son linealmente independientes ⇔ A = (aij) es de rango m.

Teorema 1.27. Sean X un espacio vectorial, L, Li (i ∈ A := {1, . . . ,m})
funcionales lineales en X,

R = {x ∈ X | Li(x) = 0 (i ∈ A)},

y supongamos que L(x) = 0 para toda x ∈ R. Entonces existen multiplica-

dores {λi}
m
1 tales que L(x) =

∑m
1 λiLi(x) (x ∈ X). Si {Li}

m
1 es linealmente

independiente entonces los multiplicadores son únicos.

Demostración: Sin pérdida de generalidad supongamos que {Li}
m
1 es li-

nealmente independiente. Por el teorema 1.26, existen x1, . . . , xm ∈ X tales

que |Li(xj)| 6= 0 (i, j ∈ A). Sean

yi :=









Li(x1)
...

Li(xm)









(i ∈ A),
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C := (y1, . . . , ym) =









L1(x1) · · · Lm(x1)
...

...

L1(xm) · · · Lm(xm)









Sea λ = (λ1, . . . , λm)∗ tal que Cλ = (L(x1), . . . , L(xm))∗, por lo que L(xj) =
∑m

1 λiLi(xj) (j ∈ A). Sea x ∈ X, definamos u := (L1(x), . . . , Lm(x))∗ y sea

b = (b1, . . . , bm)∗ tal que C∗b = u, de manera que

0 = Li(x) −
m

∑

j=1

Li(xj)bj = Li

(

x −
m

∑

1

xjbj

)

(i ∈ A).

Como x −
∑m

1 xjbj ∈ R, se tiene L(x −
∑m

1 xjbj) = 0. Por lo tanto

0 = L(x) −
m

∑

1

L(xj)bj = L(x) −
m

∑

i,j=1

λiLi(xj)bj

= L(x) −
m

∑

1

λiLi(x).

1.5. Conos convexos

Definiciones 1.28. Sea C un subconjunto de Rn. Decimos que

i. C es convexo si para toda x, y ∈ C y λ ∈ [0, 1], (1 − λ)x + λy ∈ C.

ii. C es un cono si x ∈ C ⇒ αx ∈ C para toda α ≥ 0.

Observación 1.29. Sea C un cono en Rn. Entonces son equivalentes:

a. C es convexo.

b. x, y ∈ C ⇒ x + y ∈ C.

Demostración:

(a) ⇒ (b): Sean x, y ∈ C. Por (a), z := 1

2
(x + y) ∈ C. Como C es un cono,

2z = x + y ∈ C.

(b) ⇒ (a): Sean x, y ∈ C y 0 ≤ λ ≤ 1. Como C es un cono, (1 − λ)x y λy
están en C y, por (b), (1 − λ)x + λy ∈ C.

Definición 1.30. Dado B ⊂ Rn definimos a C(B) como el conjunto de

todas las combinaciones lineales no negativas finitas de elementos de B, es

decir,

C(B) :=

{

∑

J

aixi | ai ≥ 0, xi ∈ B, J finito

}

.
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Claramente C(B) es un cono convexo y, de hecho, es el mı́nimo cono convexo

que contiene a B. Llamamos a C(B) el cono convexo generado por B.

Definición 1.31. Dado B ⊂ Rn definimos

B∗ := {z ∈ Rn | 〈y, z〉 ≤ 0 para toda y ∈ B}

y lo llamamos el cono dual de B.

Mencionaremos ahora algunas propiedades básicas de conos convexos.

Proposición 1.32. Las siguientes propiedades se cumplen:

a. Si B ⊂ Rn entonces B∗ es un cono convexo cerrado y

B∗ = (C(B))∗ = (C(B))∗.

b. Si C es un cono convexo entonces C∗∗ = C.

c. Un cono convexo con un número finito de generadores es cerrado.

Como se verá en el Caṕıtulo 2, el siguiente resultado es crucial en la obten-

ción de condiciones necesarias de optimalidad para problemas con igualdades

y desigualdades.

Teorema 1.33. Sean A = {1, . . . , p}, B = {p + 1, . . . ,m} y bα ∈ Rn (α ∈
A ∪ B). Entonces

R := {h ∈ Rn | 〈bα, h〉 ≤ 0 (α ∈ A), 〈bβ, h〉 = 0 (β ∈ B)}

es un cono convexo cerrado. Su dual R∗ está generado por los vectores

b1, . . . , bm,−bp+1, . . . ,−bm.

Más aún, para toda b ∈ Rn, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a. 〈b, h〉 ≤ 0 para toda h ∈ R.

b. Existen λ1, . . . , λm en R con λα ≥ 0 (α ∈ A) tales que b =
∑m

1 λibi.

Demostración: Nótese primero que

R = {h ∈ Rn | 〈bα, h〉 ≤ 0 (α ∈ A ∪ B), 〈−bβ, h〉 ≤ 0 (β ∈ B)}.

Por lo tanto R = C(B)∗ donde

B = {b1, . . . , bp, bp+1, . . . , bm,−bp+1, . . . ,−bm}.

Por la Proposición 1.32 (a), R es un cono convexo cerrado. Ahora, C(B) es

cerrado por 1.32 (c) y por lo tanto, por 1.32 (b), R∗ = C(B)∗∗ = C(B).
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1.6. Conos tangentes

Definición 1.34. Una sucesión {xm} ⊂ Rn converge a x0 en la dirección h
si h es un vector unitario, xm 6= x0, y

ĺım
m→∞

|xm − x0| = 0, ĺım
m→∞

xm − x0

|xm − x0|
= h.

Claramente, si una sucesión {xm} converge a x0 y xm 6= x0 para un número

infinito de m’s, entonces {xm} tiene una subsucesión que converge direccio-

nalmente.

Definición 1.35. Dada x0 ∈ S ⊂ Rn, el cono tangente de S en x0, denotado

por TS(x0), es el cono (cerrado) determinado por los vectores unitarios h para

los cuales existe una sucesión {xm} en S convergente a x0 en la dirección h.

Nótese que, si {xm} converge a x0 en la dirección h y f es diferenciable en

x0 entonces

ĺım
m→∞

f(xm) − f(x0)

|xm − x0|
= f ′(x0; h).

Si f tiene segunda diferencial en x0 entonces

ĺım
m→∞

f(xm) − f(x0) − f ′(x0; xm − x0)

|xm − x0|2
=

1

2
f ′′(x0; h).

Proposición 1.36. Dada x0 ∈ S ⊂ Rn sea C+

S (x0) el conjunto de todas las

h ∈ Rn para las cuales existen ǫ > 0 y x: [0, ǫ) → S tales que x(0) = x0 y

ẋ(0) = h. Entonces C+

S (x0) ⊂ TS(x0).

Demostración: Sea h ∈ C+

S (x0) y sean ǫ > 0 y x : [0, ǫ) → S tales que

x(0) = x0 y ẋ(0) = h. Definimos para toda m ∈ N, tm := ǫ/m y xm := x(tm).

Entonces

ĺım
m→∞

xm − x0

tm
= ĺım

m→∞

x(tm) − x(0)

tm
= ẋ(0) = h.

Aśı xm → x0, m → ∞ y, si h 6= 0, entonces xm 6= x0 para m suficientemente

grande y

ĺım
m→∞

xm − x0

|xm − x0|
= ĺım

m→∞

xm − x0

tm
ĺım

m→∞

tm
|xm − x0|

=
h

|h|

lo cual implica que {xm} converge a x0 en la dirección h/|h|.
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Definición 1.37. Sean x0 ∈ S ⊂ Rn y f :Rn → R. Decimos que F :Rn → R

es una función de soporte inferior para f en (S, x0) si F tiene las mismas

propiedades de diferenciabilidad que f en x0, F (x) ≤ f(x) (x ∈ S), F (x0) =

f(x0), y F ′(x0) = 0.

Observación 1.38. Sean x0 ∈ S ⊂ Rn y f :Rn → R. Si f tiene una función

de soporte inferior F en (S, x0) entonces f ′(x0; h) ≥ 0 para toda h ∈ TS(x0).

Demostración: Sea h ∈ TS(x0) unitario y sea {xm} ⊂ S convergente a x0

en la dirección h. Si g := f − F entonces g(x) ≥ 0 = g(x0) para toda x ∈ S,

lo cual implica que

0 ≤ ĺım
m→∞

g(xm)

|xm − x0|
= g′(x0; h) = f ′(x0; h).
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Caṕıtulo 2

Optimización en espacios de

dimensión finita

A lo largo de este caṕıtulo supondremos dados un subconjunto S de Rn

y una función f que mapea S en R. El problema que nos concierne, que

denotaremos por P(S), es el de minimizar f en S.

Para condiciones de primer orden supondremos que las funciones involu-

cradas son de clase C1 en una vecindad del punto en consideración y, para

condiciones de segundo orden, de clase C2.

2.1. Problemas sin restricciones

Comenzaremos con el caso en que S es abierto. Los siguientes dos resultados

dan condiciones necesarias (para un mı́nimo global) y suficientes (para un

mı́nimo local estricto) respectivamente.

Teorema 2.1. Si x0 es solución de P(S) entonces f ′(x0) = 0 y f ′′(x0) ≥ 0.

Demostración: Sea δ > 0 tal que f(x) ≥ f(x0) para toda x con |x−x0| < δ.
Sea h 6= 0 y definamos ǫ := δ/|h|. Para toda t ∈ (−ǫ, ǫ) sean x(t) := x0 + th
y g(t) := f(x(t)). Como

|x(t) − x0| = |t||h| < ǫ|h| = δ para toda t ∈ (−ǫ, ǫ),

se tiene que

g(t) = f(x(t)) = f(x0 + th) ≥ f(x0) = g(0) para toda t ∈ (−ǫ, ǫ)
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por lo que la función g tiene un mı́nimo en t = 0. Por el Teorema 1.9(a),

0 = g′(0) = f ′(x0; h) y 0 ≤ g′′(0) = f ′′(x0; h).

Teorema 2.2. Si x0 ∈ S, f ′(x0) = 0 y f ′′(x0, h) > 0, entonces existen

δ,m > 0 tales que

|x − x0| < δ ⇒ f(x) ≥ f(x0) + m|x − x0|
2.

Demostración: Por la Definición 1.21 sabemos que existe r(x0; ·) tal que

f(x) = f(x0) + f ′(x0; x − x0) + 1

2
f ′′(x0; x − x0) + r(x0; x − x0)

donde r(x0; h)/|h|2 → 0, h → 0. Como f ′′(x0, h) es positiva, por la Obser-

vación 1.20 existe m > 0 tal que, para toda h ∈ Rn, f ′′(x0; h) ≥ 4m|h|2.
Sea δ > 0 tal que, si |h| < δ, entonces |r(x0; h)| ≤ m|h|2. Por lo tanto, si

|x − x0| < δ entonces f(x) − f(x0) ≥ m|x − x0|
2.

Definición 2.3. Un punto x = c es un punto cŕıtico de f si f ′(c) = 0. Un

punto cŕıtico c es no degenerado si f ′′(c) es no singular, esto es, |f ′′(c)| 6= 0.

Observación 2.4. Si c es un punto cŕıtico no degenerado de f entonces f(c)
es un mı́nimo local estricto de f en S ⇔ f ′′(c) ≥ 0.

2.2. Restricciones lineales

Sea A = {1, . . . ,m} con m < n y supongamos que

S = {x ∈ Rn | 〈bα, x〉 + cα = 0 (α ∈ A)}

donde bα ∈ Rn, cα ∈ R (α ∈ A).

Para toda x0 ∈ S definamos los siguientes dos conjuntos:

LS(x0) := {h ∈ Rn | x0 + th ∈ S (t ∈ R)}

RS := {h ∈ Rn | 〈bα, h〉 = 0 (α ∈ A)}.

Nótese que, para toda x0 ∈ S, LS(x0) = RS.

Teorema 2.5. Si x0 es solución local de P(S) entonces f ′(x0; h) = 0 y

f ′′(x0; h) ≥ 0 para toda h ∈ LS(x0).

Demostración: Sea h ∈ LS(x0) y definamos x(t) := x0 + th, ϕ := f ◦ x.

Como ϕ tiene un mı́nimo local en t = 0, se sigue que 0 = ϕ′(0) = f ′(x0; h) y

0 ≤ ϕ′′(0) = f ′′(x0; h).
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Teorema 2.6. Si x0 ∈ S, f ′(x0; h) = 0 y f ′′(x0; h) > 0 para toda h ∈ LS(x0),

h 6= 0, entonces x0 es una solución local estricta de P(S).

Demostración: Supongamos lo contrario. Entonces, para toda q ∈ N existe

xq ∈ S tal que

0 < |xq − x0| <
1

q
, f(xq) ≤ f(x0).

Como los vectores hq := (xq −x0)/|xq −x0| son unitarios, existen una subsu-

cesión (sin cambio de notación) de {hq} y un vector unitario h tales que hq

converge a h. Claramente hq, h ∈ LS(x0). Por lo tanto

ĺım
q→0

f(xq) − f(x0)

|xq − x0|2
= 1

2
f ′′(x0; h) ≤ 0.

Las condiciones necesarias de primer orden que aparecen en el Teorema

2.5 se pueden, utilizando el Teorema 1.27, expresar en términos de multipli-

cadores (de Lagrange). El siguiente resultado es una simple consecuencia de

dichos teoremas, tomando en cuenta que LS(x0) = RS.

Teorema 2.7. Si x0 es solución local de P(S) entonces existen λ1, . . . , λm

en R tales que

f ′(x0) +
m
∑

1

λαbα = 0, f ′′(x0; h) ≥ 0 para toda h ∈ RS.

Para suficiencia, de manera inmediata el Teorema 2.6 implica el siguiente

resultado.

Teorema 2.8. Si x0 ∈ S y existen λ1, . . . , λm ∈ R tales que

f ′(x0) +
m
∑

1

λαbα = 0, f ′′(x0; h) > 0 para toda h ∈ RS, h 6= 0

entonces x0 es una solución local estricta de P(S).

Por razones de comparación con problemas no lineales que veremos en las

siguientes secciones, nótese que las condiciones anteriores se pueden expresar

en términos de una función auxiliar que depende de x ∈ Rn y λ ∈ Rm.

Observación 2.9. Para toda (x, λ) ∈ Rn × Rm sean gα(x) := 〈bα, x〉 + cα

(α ∈ A) y

F (x, λ) := f(x) +
m
∑

1

λαgα(x).
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Entonces la condición de primer orden en los Teoremas 2.7 y 2.8 es equiva-

lente a la existencia de λ ∈ Rm tal que Fx(x0, λ) = 0. Por otro lado, las

condiciones de segundo orden de dichos teoremas corresponden a las relacio-

nes Fxx(x0, λ; h) ≥ 0 y Fxx(x0, λ; h) > 0 para toda h ∈ RS, h 6= 0.

2.3. Restricciones con igualdades

En esta sección generalizaremos las condiciones obtenidas en la sección an-

terior para el caso que involucra igualdades no lineales. Como veremos, las

condiciones necesarias que obtenemos son una simple consecuencia del Teo-

rema 1.27.

Sea A = {1, . . . ,m} con m < n y supongamos que tenemos dadas funciones

gα:Rn → R (α ∈ A) y

S = {x ∈ Rn | gα(x) = 0 (α ∈ A)}.

Para toda x0 ∈ S definamos los conjuntos

CS(x0) := {h ∈ Rn | existen ǫ > 0 y x: (−ǫ, ǫ) → S tales que

x(0) = x0 y ẋ(0) = h}

llamado el conjunto de vectores tangentes curviĺıneos de S en x0, y

RS(x0) := {h ∈ Rn | g′
α(x0; h) = 0 (α ∈ A)}

que corresponde al conjunto de vectores que satisfacen las restricciones tan-

genciales de S en x0. Claramente CS(x0) ⊂ RS(x0) para toda x0 ∈ S pero,

como se ilustra en los siguientes dos ejemplos, el converso no necesariamente

es cierto.

Ejemplo 2.10. Sea g(x, y) = (x2 + y2 − 1)2 (x, y ∈ R) y S = {(x, y) ∈ R2 |
g(x, y) = 0}. En este caso

g′(x, y; h, k) = 2(x2 + y2 − 1)(2xh + 2yk)

por lo que RS(0, 1) = R2, pero CS(0, 1) = {(h, k) ∈ R2 | k = 0}.

Ejemplo 2.11. Sea g(x, y) = x2 − y3 (x, y ∈ R) y S = {(x, y) ∈ R2 |
g(x, y) = 0}. En este caso

g′(x, y; h, k) = 2xh − 3y2k

por lo que RS(0, 0) = R2, pero CS(0, 0) = {(h, k) ∈ R2 | h = 0, k ≥ 0}.
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En general resulta dif́ıcil determinar cuándo ambos conjuntos coinciden.

Un criterio ampliamente utilizado en la literatura es el de normalidad.

Definición 2.12. Sea x0 ∈ S. Decimos que x0 es un

a. punto regular de S si CS(x0) = RS(x0).

b. punto normal de S si las ecuaciones lineales g′
α(x0; h) = 0 (α ∈ A) en h

son linealmente independientes, esto es, si los gradientes g′
1(x0), . . . , g

′
m(x0)

son linealmente independientes, lo cual es equivalente a requerir que la matriz

(

∂gα(x0)

∂xi

)

(α = 1, . . . ,m; i = 1, . . . , n)

sea de rango m.

Como veremos en la Sección 2.6, si x0 es un punto normal de S entonces

x0 es un punto regular de S. Consideremos ahora la función auxiliar definida

en la sección anterior. Para toda (x, λ) ∈ Rn × Rm sea

F (x, λ) := f(x) +
m
∑

1

λαgα(x).

Teorema 2.13. Supongamos que x0 es un punto normal de S y una solución

local de P(S). Entonces existe un único λ ∈ Rm tal que Fx(x0, λ) = 0 y

Fxx(x0, λ; h) ≥ 0 para toda h ∈ RS(x0).

Demostración: Sea h ∈ RS(x0) = CS(x0) y sean ǫ > 0 y x: (−ǫ, ǫ) → S
tales que x(0) = x0 y ẋ(0) = h. Entonces ϕ := f ◦ x tiene un mı́nimo local

en t = 0 y por lo tanto

0 = ϕ′(0) = f ′(x0; h) y 0 ≤ ϕ′′(0) = f ′′(x0; h).

La primera conclusión se sigue del Teorema 1.27. Como ϕ(t) = F (x(t), λ),

por Taylor tenemos

ϕ(t) − ϕ(0)

t2
=

F (x(t), λ) − F (x0, λ)

t2
=

1

2
Fxx

(

(x̄(t), λ);
x(t) − x0

t

)

donde x̄(t) = x0 + θ(t)[x(t) − x0] con 0 < θ(t) < 1. Por lo tanto

0 ≤
1

2
ϕ′′(0) = ĺım

t→0

ϕ(t) − ϕ(0)

t2
=

1

2
Fxx((x0, λ); h).
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Teorema 2.14. Supongamos que x0 ∈ S y que existe λ ∈ Rm tal que

Fx(x0, λ) = 0 y Fxx(x0, λ; h) > 0 para toda h ∈ RS(x0), h 6= 0. Entonces

existen una vecindad N de x0 y m > 0 tales que

f(x) ≥ f(x0) + m|x − x0|
2 para toda x ∈ S ∩ N.

Demostración: Supongamos lo contrario. Entonces, para toda q ∈ N existe

xq ∈ S tal que

tq := |xq − x0| <
1

q
, f(xq) < f(x0) +

t2q
q

.

Claramente tq > 0. Si es necesario, reemplacemos {xq} por una subsucesión

(denotada otra vez por {xq}) tal que la sucesión de vectores unitarios

hq :=
xq − x0

tq
=

xq − x0

|xq − x0|

converge al vector unitario h. Entonces

0 = ĺım
q→∞

gα(xq) − gα(x0)

tq
= g′

α(x0; h)

y por lo tanto h ∈ RS(x0), h 6= 0. Ahora, por Taylor,

1

q
>

F (xq, λ) − F (x0, λ)

t2q
=

1

2
Fxx

(

(x̄q, λ);
xq − x0

tq

)

=
1

2
Fxx((x̄q, λ); hq)

donde x̄q = x0 + θq[xq − x0] con 0 < θq < 1. Por lo tanto

0 ≥ ĺım
q→∞

F (xq, λ) − F (x0, λ)

t2q
=

1

2
Fxx((x0, λ); h).

Análogamente a la condición necesaria y suficiente que se obtiene en la últi-

ma parte del caso sin restricciones, definamos puntos cŕıticos no degenerados

para el caso con igualdades no lineales.

Definición 2.15. Un punto x0 se llama punto cŕıtico de f relativo a S si

x0 ∈ S y existe λ ∈ Rm tal que Fx(x0, λ) = 0. Si además el determinante de

la matriz (n + m)-dimensional (i y α son ı́ndices renglón, j y β son ı́ndices

columna)
(

Fxixj(x0, λ) gβxi(x0)

gαxj(x0) 0

)

(i, j = 1, . . . , n; α, β = 1, . . . ,m)

es distinto de cero, x0 se dice que es no degenerado.
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Teorema 2.16. Sea x0 un punto cŕıtico no degenerado de f relativo a S.

Sea λ ∈ Rm como en la Definición 2.15. Entonces x0 es una solución local

estricta de P(S) ⇔ Fxx(x0, λ; h) ≥ 0 para toda h ∈ RS(x0).

2.4. Conjuntos arbitrarios

En las tres secciones anteriores obtuvimos condiciones necesarias y suficien-

tes de optimalidad para el problema P(S) suponiendo que S es abierto, o

que está definido por igualdades lineales o no lineales. Como veremos en esta

sección, el concepto de cono tangente TS(x0) definido en la Sección 1.6 per-

mite obtener condiciones de optimalidad para el problema P(S) donde S es

un subconjunto arbitrario de Rn.

Supongamos en esta sección que tenemos dados S ⊂ Rn, un punto x0 ∈ S,

y una función f :Rn → R. El primer resultado nos da condiciones necesarias

de optimalidad.

Teorema 2.17. Supongamos que x0 es una solución local de P(S). Entonces

f ′(x0; h) ≥ 0 para toda h ∈ TS(x0) y, si f ′(x0) = 0, entonces f ′′(x0; h) ≥ 0

para toda h ∈ TS(x0).

Demostración: Sea h ∈ TS(x0) un vector unitario y {xm} ⊂ S una suce-

sión convergente a x0 en la dirección h. Para valores grandes de m tenemos

f(xm) ≥ f(x0) y, por lo tanto,

0 ≤ ĺım
f(xm) − f(x0)

|xm − x0|
= f ′(x0; h).

Si además f ′(x0) = 0, entonces

0 ≤ ĺım
f(xm) − f(x0)

|xm − x0|2
=

1

2
f ′′(x0; h).

Los siguientes tres resultados corresponden a suficiencia para mı́nimos lo-

cales estrictos.

Teorema 2.18. Si f ′(x0; h) > 0 para toda h ∈ TS(x0), h 6= 0, entonces

existen una vecindad N de x0 y m > 0 tales que

f(x) ≥ f(x0) + m|x − x0| (x ∈ S ∩ N).
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Demostración: Supongamos lo contrario. Por lo tanto existe una sucesión

{xm} de puntos de S tal que

|xm − x0| <
1

m
y f(xm) − f(x0) <

1

m
|xm − x0|.

Claramente xm 6= x0. Por lo tanto {xm} tiene una subsucesión (denotada otra

vez por {xm}) que converge a x0 en la dirección h. Esto es una contradicción

ya que

f ′(x0; h) = ĺım
f(xm) − f(x0)

|xm − x0|
≤ 0.

Teorema 2.19. Si f ′(x0) = 0 y f ′′(x0; h) > 0 para toda h ∈ TS(x0), h 6= 0,

entonces existen una vecindad N de x0 y m > 0 tales que

f(x) ≥ f(x0) + m|x − x0|
2 (x ∈ S ∩ N).

Demostración: Supongamos lo contrario. Entonces, para toda m ∈ N exis-

te xm ∈ S tal que

|xm − x0| <
1

m
y f(xm) − f(x0) <

1

m
|xm − x0|

2.

Reemplacemos {xm} por una subsucesión convergente a x0 en una dirección

h. Como f ′(x0) = 0, tenemos

1

2
f ′′(x0; h) = ĺım

f(xm) − f(x0)

|xm − x0|2
≤ 0

lo cual contradice la relación f ′′(x0; h) > 0.

Teorema 2.20. Sea R ⊂ Rn tal que TS(x0) ⊂ R y sea

A := {h ∈ R \ {0} | f ′(x0; h) = 0}.

Supongamos que A 6= ∅ y, para toda h ∈ A, existe una función de soporte

inferior F para f en (S, x0) tal que F ′′(x0; h) > 0. Entonces existen una

vecindad N de x0 y m > 0 tales que

f(x) ≥ f(x0) + m|x − x0|
2 (x ∈ S ∩ N).
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Demostración: Supongamos lo contrario. Entonces, para toda m ∈ N exis-

te xm ∈ S tal que

|xm − x0| <
1

m
y f(xm) − f(x0) <

1

m
|xm − x0|

2.

Reemplacemos {xm} por una subsucesión convergente a x0 en una dirección

h0. Entonces

f ′(x0; h0) = ĺım
f(xm) − f(x0)

|xm − x0|
≤ ĺım

1

m
|xm − x0| ≤ ĺım

1

m2
= 0.

Por otra parte, f ′(x0; h0) ≥ 0 ya que A 6= ∅ y, por hipóptesis, existe una

función de soporte inferior para f en (S, x0). Por lo tanto, f ′(x0; h0) = 0 y,

como h0 ∈ TS(x0) ⊂ R es un vector unitario, h0 ∈ A. Sea F una función de

soporte inferior para f en (S, x0) que satisface F ′′(x0; h0) > 0 y definamos

G := f − F . Tenemos

F (xm) − F (x0)

|xm − x0|2
+

G(xm)

|xm − x0|2
<

1

m
.

Sin embargo, G(xm) ≥ 0 para toda m ∈ N y F ′(x0) = 0. Esto implica que

1

2
F ′′(x0; h0) = ĺım

F (xm) − F (x0)

|xm − x0|2
≤ 0

y llegamos a una contradicción.

2.5. Restricciones con desigualdades

Analizaremos en esta sección el problema de minimizar f en el conjunto de

restricciones S dado por

S = {x ∈ Rn | gα(x) ≤ 0 (α ∈ A), gβ(x) = 0 (β ∈ B)}

donde A = {1, . . . , p}, B = {p + 1, . . . ,m}, y se tiene dada una función

g = (g1, . . . , gm) que mapea Rn a Rm.

Resulta ilustrativo ver primero cómo la teoŕıa del caso con igualdades no

lineales se puede aplicar a este problema. Para toda x0 ∈ S definamos el

conjunto de ı́ndices activos en x0 por

I(x0) := {α ∈ A | gα(x0) = 0}
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y consideremos el conjunto

S(x0) := {x ∈ Rn | gα(x) = 0 (α ∈ I(x0)), gβ(x) = 0 (β ∈ B)}

junto con su correspondiente conjunto de restricciones tangenciales en x0

(como se definió en la Sección 2.3), o sea,

RS(x0)(x0) := {h ∈ Rn | g′
i(x0; h) = 0 (i ∈ I(x0) ∪ B)}.

Supongamos que x0 es una solución local de P(S). Si gα(x0) < 0, sea ǫα > 0

tal que |x − x0| < ǫα ⇒ gα(x) < 0 y sea N(x0) := {x ∈ Rn : |x − x0| < ǫ}
donde ǫ = mı́n{ǫα | gα(x0) < 0}. Si A = I(x0), definimos N(x0) := Rn.

Como S(x0)∩N(x0) ⊂ S, x0 también es una solución local de P(S(x0)). Por

el Teorema 2.13, si x0 es un punto normal de S(x0) (o sea, las ecuaciones

lineales g′
i(x0; h) = 0 (i ∈ I(x0) ∪ B) en h son linealmente independientes),

entonces existe un único λ ∈ Rq (q denota la cardinalidad de I(x0) ∪ B) tal

que Gx(x0, λ) = 0, donde

G(x, λ) := f(x) +
∑

i∈I(x0)∪B

λigi(x) ((x, λ) ∈ Rn × Rq).

Además, 〈h,Gxx(x0, λ)h〉 ≥ 0 para toda h ∈ RS(x0)(x0). Se puede probar que,

en este caso, λα ≥ 0 para toda α ∈ I(x0) y por lo tanto, si

P (x0) := {λ ∈ Rm | λα ≥ 0 (α ∈ I(x0)), λα = 0 (α ∈ A \ I(x0))}

y definimos F como anteriormente, o sea,

F (x, λ) := f(x) +
m
∑

1

λαgα(x),

entonces obtenemos el siguiente conjunto de condiciones necesarias de primer

y segundo orden.

Teorema 2.21. Supongamos que x0 es una solución local de P(S). Si x0

es un punto normal de S(x0) entonces existe un único λ ∈ P (x0) tal que

Fx(x0, λ) = 0. Más aún, 〈h, Fxx(x0, λ)h〉 ≥ 0 para toda h ∈ RS(x0)(x0).

Este resultado nos proporciona condiciones necesarias de segundo orden

pero, como veremos en esta sección, dichas condiciones se pueden mejorar

considerablemente. Para hacerlo consideraremos no los vectores tangentes

curviĺıneos CS(x0) sino el cono tangente TS(x0) de S en x0.
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Definamos el conjunto de vectores que satisfacen las restricciones tangen-

ciales de S en x0 por

RS(x0) := {h ∈ Rn | g′
α(x0; h) ≤ 0 (α ∈ I(x0)), g′

β(x0; h) = 0 (β ∈ B)}.

Como en el caso de igualdades, tenemos que TS(x0) ⊂ RS(x0) para toda

x0 ∈ S, pero el converso no necesariamente es cierto.

Ejemplo 2.22. Sean g1(x, y) = −x3, g2(x, y) = −y3 (x, y ∈ R) y

S = {(x, y) ∈ R2 | gα(x, y) ≤ 0 (α = 1, 2)}.

En este caso, TS(0, 0) = {(h, k) ∈ R2 | h ≥ 0, k ≥ 0}, pero RS(0, 0) = R2.

Definición 2.23. Decimos que x0 ∈ S es un

a. punto regular de S si TS(x0) = RS(x0).

b. punto cuasi-regular de S si para cualquier z ∈ TS(x0)
∗ existe λ ∈ P (x0)

tal que z =
∑m

1 λig
′
i(x0).

Nótese que, por el Teorema 1.33, si x0 es un punto regular de S entonces

es un punto cuasi-regular de S. El converso no necesariamente es cierto.

Ejemplo 2.24. Sea

S = {(x, y) ∈ R2 | x ≤ 0, x + y ≤ 0, x2 − y2 = 0}

que consiste en los dos rayos definidos por las relaciones x ≤ 0, y = ±x.

Entonces el origen es un punto cuasi-regular de S, pero no es un punto

regular de S.

Consideremos el conjunto

E := {x0 ∈ S | existe λ ∈ P (x0) tal que Fx(x0, λ) = 0}

cuyos elementos se dice que satisfacen la regla de multiplicadores de Lagrange

de primer orden. La siguiente proposición nos da condiciones necesarias y

suficientes para que un punto satisfaga dichas condiciones.

Proposición 2.25. Sea x0 ∈ S. Entonces se satisfacen:

a. Si x0 es un punto mı́nimo cuasi-regular de f en S entonces x0 ∈ E.

b. Si x0 ∈ E entonces F (·, λ) es una función de soporte inferior para f en

(S, x0) y, por lo tanto, f ′(x0; h) ≥ 0 para toda h ∈ TS(x0).
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c. x0 ∈ E si y solo si f ′(x0; h) ≥ 0 para toda h ∈ RS(x0).

Demostración:

(a): Por ser x0 un punto mı́nimo de f en S, por el Teorema 2.17 sabemos

que f ′(x0; h) ≥ 0 para toda h ∈ TS(x0), o sea, −f ′(x0) ∈ TS(x0)
∗. Por ser x0

cuasi-regular, existe λ ∈ P (x0) tal que Fx(x0, λ) = 0.

(b): La primera afirmación es clara y la segunda se sigue de la Observación

1.38 o directamente de (c) ya que TS(x0) ⊂ RS(x0).

(c): Sea x0 ∈ E y sea λ ∈ P (x0) tal que Fx(x0, λ) = 0. Por lo tanto, para

toda h ∈ RS(x0),

0 = 〈Fx(x0, λ), h〉 = f ′(x0; h) +
m
∑

1

λαg′
α(x0; h) ≤ f ′(x0; h).

Para el converso, si 〈−f ′(x0); h〉 ≤ 0 para toda h ∈ RS(x0) entonces, por el

Teorema 1.33, existe {λi}i∈J ⊂ R donde J = I(x0) ∪ B tal que λα ≥ 0 para

toda α ∈ I(x0) y f ′(x0) +
∑

J λig
′
i(x0) = 0. El resultado se sigue definiendo

λα = 0 para toda α ∈ A \ I(x0).

Los siguientes tres resultados corresponden a condiciones suficientes para

un mı́nimo local estricto de f en S. Como se verá, las condiciones obtenidas

son una consecuencia inmediata de las condiciones suficientes derivadas en

la Sección 4. Comenzaremos con un lema que caracteriza los elementos h de

RS(x0) para los cuales f ′(x0; h) = 0.

Lema 2.26. Supongamos que x0 ∈ E y λ ∈ P (x0) es tal que Fx(x0, λ) = 0.

Sea Γ := {α ∈ A | λα > 0}. Entonces, para toda h ∈ RS(x0), h 6= 0,

f ′(x0; h) = 0 ⇔ g′
α(x0; h) = 0 (α ∈ Γ).

Demostración: Sea h ∈ RS(x0), h 6= 0. Entonces

0 = Fx(x0, λ; h) = f ′(x0; h) +
∑

α∈Γ

λαg′
α(x0; h).

Por lo tanto, si g′
α(x0; h) = 0 (α ∈ Γ), tenemos f ′(x0; h) = 0. Para el con-

verso, si f ′(x0; h) = 0, se sigue de las relaciones λα > 0 y g′
α(x0; h) ≤ 0 que

g′
α(x0; h) = 0 (α ∈ Γ).

Teorema 2.27. Si x0 ∈ E y {h ∈ RS(x0) | f ′(x0; h) = 0} = {0} entonces x0

da un mı́nimo local estricto de f en S.

Demostración: Como f ′(x0; h) > 0 para toda h ∈ TS(x0) ⊂ RS(x0), h 6= 0,

el resultado se sigue del Teorema 2.18.
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Teorema 2.28. Sea x0 ∈ S y supongamos que existe h ∈ RS(x0), h 6= 0 tal

que f ′(x0; h) = 0. Si, para cada h 6= 0 de este tipo, existe λ ∈ P (x0) tal que

Fx(x0, λ) = 0 y Fxx(x0, λ; h) > 0, entonces existen una vecindad N de x0 y

m > 0 tales que

f(x) ≥ f(x0) + m|x − x0|
2 (x ∈ S ∩ N).

Demostración: Como F (·, λ) es una función de soporte inferior para f en

(S, x0), el resultado se sigue del Teorema 2.20.

Teorema 2.29. Supongamos que x0 ∈ E, λ ∈ P (x0) y Fx(x0, λ) = 0. Sea

Γ := {α ∈ A | λα > 0} y consideremos el conjunto de restricciones tangen-

ciales modificadas R̃S(x0; λ) definido como

{h ∈ Rn | g′
α(x0; h) ≤ 0 (α ∈ I(x0), λα = 0), g′

β(x0; h) = 0 (β ∈ Γ ∪ B)}

el cual satisface

R̃S(x0; λ) = {h ∈ RS(x0) | g′
α(x0; h) = 0 (α ∈ Γ)}

= {h ∈ RS(x0) | f ′(x0; h) = 0}.

Supongamos que Fxx(x, λ; h) > 0 para toda h ∈ R̃S(x0; λ), h 6= 0. Entonces

existen una vecindad N de x0 y m > 0 tales que

f(x) ≥ f(x0) + m|x − x0|
2 (x ∈ S ∩ N).

Demostración: Claramente las igualdades se satisfacen por definición de

RS(x0) y por el Lema 2.26. Ahora, si existe h ∈ R̃S(x0; λ) ⊂ RS(x0), h 6= 0,

tal que f ′(x0; h) = 0, la conclusión se sigue del teorema anterior. De otro

modo, se tiene que f ′(x0; h) > 0 para toda h ∈ R̃S(x0; λ), h 6= 0. En este

caso existen, por el Teorema 2.18, una vecindad N de x0 y m̃ > 0 tales

que f(x) − f(x0) ≥ m̃|x − x0| en S ∩ N . Seleccionando m > 0 tal que

m̃|x − x0| ≥ m|x − x0|
2 en N , se obtiene el resultado.

El siguiente resultado nos proporciona condiciones necesarias de optimali-

dad de segundo orden en términos del conjunto de restricciones tangenciales

modificadas.

Teorema 2.30. Supongamos que x0 es una solución de P(S) y x0 ∈ E. Sea

λ ∈ P (x0) tal que Fx(x0, λ) = 0 y sea Γ := {α ∈ A | λα > 0}. Consideremos

el conjunto de restricciones modificadas

S̃λ := {x ∈ Rn | gα(x) ≤ 0 (α ∈ A, λα = 0), gβ(x) = 0 (β ∈ Γ ∪ B)}
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el cual satiface

S̃λ = {x ∈ S | gα(x) = 0 (α ∈ Γ)} = {x ∈ S | F (x, λ) = f(x)}.

Si x0 es un punto regular de S̃λ entonces Fxx(x0, λ; h) ≥ 0 para toda h ∈
R̃S(x0; λ).

Demostración: Claramente Γ ⊂ I(x0) y, para toda x ∈ S,

F (x, λ) − f(x) =
∑

α∈Γ

λαgα(x).

Como gα(x) ≤ 0 para toda x ∈ S y α ∈ Γ, se cumple la primera afirmación.

Por lo tanto R̃S(x0; λ) corresponde al conjunto de restricciones tangenciales

de S̃λ en x0. Si x0 es un punto regular de S̃λ, entonces TS̃λ
(x0) = R̃S(x0; λ).

Como f(x) = F (x, λ) en S̃λ, el punto x0 minimiza F (·, λ) en S̃λ. Como

Fx(x0, λ) = 0 tenemos, por el Teorema 2.17, Fxx(x0, λ; h) ≥ 0 para toda

h ∈ TS̃λ
(x0).

Es importante resaltar el hecho de que el conjunto

RS(x0)(x0) := {h ∈ Rn | g′
i(x0; h) = 0 (i ∈ I(x0) ∪ B)}

en el cual se basan las condiciones necesarias de segundo orden obtenidas

en el Teorema 2.21, está contenido en el conjunto R̃S(x0; λ) para toda λ ∈
P (x0) y la contención es generalmente propia. De hecho es fácil encontrar

ejemplos para los cuales un punto x0 pertenece a E de manera que, para

alguna λ ∈ P (x0), Fx(x0, λ) = 0 y, más aún, 〈h, Fxx(x0, λ)h〉 ≥ 0 para toda

h ∈ RS(x0)(x0), pero x0 es un punto regular de S̃λ y 〈h, Fxx(x0, λ)h〉 < 0

para alguna h ∈ R̃S(x0; λ). En este caso, el Teorema 2.21 no proporciona

ninguna información, pero uno concluye del Teorema 2.30 que el punto x0 no

minimiza localmente a f en S. Por esta razón, llamaremos a las condiciones

dadas en los Teoremas 2.21 y 2.30 condiciones de optimalidad de segundo

orden débiles y fuertes respectivamente.

2.6. Normalidad

En esta sección daremos un criterio que implica regularidad tanto en el caso

de restricciones con igualdades como con desigualdades. El criterio obtenido

se basa en el siguiente resultado, el cual es una consecuencia inmediata del

teorema de la función impĺıcita.



35

Lema 2.31. Supongamos que tenemos funciones g1, . . . , gm que mapean Rn

en R, de clase C2 en una vecindad de un punto x0 en Rn, y tal que el conjunto

{g′
α(x0) | α = 1, . . . ,m} es linealmente independiente. Entonces, para cada

h ∈ Rn, existen ǫ > 0 y una función x: [−ǫ, ǫ] → Rn de clase C2 tal que

x(0) = x0, ẋ(0) = h y, para toda t ∈ [−ǫ, ǫ] y α ∈ {1, . . . ,m},

gα(x(t)) = gα(x0) + tg′
α(x0; h).

Demostración: Sea h0 un vector arbitrario en Rn y, para toda α = 1, . . . ,m,

denotemos por hα el gradiente g′
α(x0). Como los vectores h1, . . . , hm son li-

nealmente independientes,

|g′
α(x0; hβ)| = |〈hα, hβ〉| 6= 0.

Sea H la matriz n×m-dimensional dada por (h1, . . . , hm) y definamos, para

toda (t, b) ∈ R × Rm y α ∈ {1, . . . ,m},

Gα(t, b) = gα(x0 + Hb + th0) − gα(x0) − tg′
α(x0; h0),

G(t, b) = (G1(t, b), . . . , Gm(t, b)).

Como G(0, 0) = 0 y |Gb(0, 0)| = |g′
α(x0; hβ)| 6= 0, se sigue del teorema de

la función impĺıcita que existen ǫ > 0 y b: [−ǫ, ǫ] → Rm de clase C2 tales

que, para toda t ∈ [−ǫ, ǫ], b(0) = 0 y G(t, b(t)) = 0. Diferenciando la iden-

tidad anterior en t = 0 encontramos que b′(0) = 0. Por lo tanto, la función

x: [−ǫ, ǫ] → Rn definida por x(t) = x0 + Hb(t) + th0 satisface las condiciones

requeridas.

Aplicaremos ahora el resultado anterior al conjunto

S = {x ∈ Rn | gα(x) ≤ 0 (α ∈ A), gβ(x) = 0 (β ∈ B)}

de la sección anterior. En la demostración supondremos que g es de clase C2.

Teorema 2.32. Sea x0 ∈ S. Si el conjunto {g′
α(x0) | α ∈ I(x0) ∪ B} es

linealmente independiente, entonces x0 es un punto regular de S y RS(x0) =

C+

S (x0) = TS(x0).

Demostración: Por la Proposición 1.36 y el hecho de que TS(x0) ⊂ RS(x0),

basta probar que RS(x0) ⊂ C+

S (x0). Sea h ∈ RS(x0). Por el Lema 2.31,

existen ǫ > 0 y una función x: [−ǫ, ǫ] → Rn de clase C2 tal que x(0) = x0,

ẋ(0) = h y, para toda t ∈ [−ǫ, ǫ] y α ∈ I(x0) ∪ B, gα(x(t)) = tg′
α(x0; h). Por

lo tanto x(t) ∈ S para toda t ≥ 0. Esto prueba que h ∈ C+

S (x0).
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Es frecuente encontrar la definición de normalidad en términos de el con-

junto {g′
α(x0) | α ∈ I(x0) ∪ B}. Un punto x0 es normal si ese conjunto

es linealmente independiente y, por el teorema anterior, normalidad implica

regularidad. Sin embargo, terminaremos este caṕıtulo enunciando otro crite-

rio que implica regularidad en el cual, para problemas con restricciones con

igualdades y desigualdades, se puede basar el concepto de normalidad. La

demostración y algunas consecuencias de este resultado se pueden encontrar

en [6].

Proposición 2.33. Sea x0 en S. Entonces son equivalentes:

a. {g′
β(x0) | β ∈ B} es linealmente independiente y existe h ∈ Rn tal que

g′
α(x0; h) < 0 (α ∈ I(x0)), g′

β(x0; h) = 0 (β ∈ B).

b. Las relaciones
∑m

1 λig
′
i(x0) = 0, λ ∈ P (x0) implican que λ = 0.

Más aún, estas condiciones implican que x0 es un punto regular de S.



Caṕıtulo 3

El problema de Lagrange con

puntos fijos

3.1. Introducción

De acuerdo con un art́ıculo ampliamente citado de Gilbert y Bernstein [4]

escrito en 1983, “tratados matemáticos rigurosos de condiciones necesarias de

segundo orden para problemas de control óptimo se encuentran limitados”.

En ese art́ıculo, las condiciones necesarias que se obtienen se comparan con

(y se prueba que son una generalización de) las condiciones derivadas en [5]

y [22].

De acuerdo con Gilbert y Bernstein, “Hestenes considera un problema bas-

tante general de control óptimo pero impone la hipótesis frecuente de que el

conjunto de control es abierto. Su resultado principal afirma que la segunda

variación de una función apropiada es no negativa en un conjunto de variacio-

nes admisibles relacionadas con condiciones de primer orden. Posteriormente,

Warga obtuvo un resultado semejante para problemas en los que los controles

están restringidos a un conjunto convexo, no necesariamente abierto”.

Desde entonces, la teoŕıa de condiciones de segundo orden se ha estudia-

do por una gran cantidad de autores. En la literatura puede uno encontrar

condiciones de este tipo para una gran variedad de problemas espećıficos

de control óptimo de acuerdo con las restricciones, los espacios de procesos

admisibles, las hipótesis sobre las funciones que delimitan el problema, etc

(ver, por ejemplo, [2, 7-10, 12, 20, 23-25] y las referencias en ellos). No to-

dos coinciden y puede resultar extremadamente complicado comparar entre

37
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distintos problemas y las condiciones obtenidas, pero ese no es el objetivo de

este trabajo.

La idea principal de este este trabajo es explicar de manera clara cómo

una técnica usada por Hestenes [5] para obtener condiciones necesarias de

segundo orden para problemas sin restricciones se puede generalizar a proble-

mas que involucran igualdades y desigualdades en las funciones de control.

Como se verá posteriormente y explicaremos con detalle, las condiciones que

obtendremos para problemas con desigualdades pueden resultar más útiles

que las condiciones clásicas conocidas en la literatura.

El problema que analizaremos, conocido como el problema de control de

puntos fijos de Lagrange (sin restricciones isoperimétricas), como está pre-

sentado en [5, p 251], es el siguiente.

Minimizar I(x, u) =
∫ t1
t0

L(t, x(t), u(t))dt sujeto a

x: T → Rn es C1 por fragmentos; u: T → Rm es continua por fragmentos;

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)) (t ∈ T );

x(t0) = ξ0, x(t1) = ξ1;

(t, x(t), u(t)) ∈ A (t ∈ T ),

donde T = [t0, t1] es un intervalo compacto fijo en R.

Consideraremos tres casos: cuando A es un subconjunto abierto (relativo)

de T × Rn × Rm, cuando A está definido por igualdades en el control, y

cuando A está definido por igualdades y desigualdades en el control. El primer

caso, que veremos con detalle en este caṕıtulo, está tomado de [5] donde

condiciones de segundo orden se obtienen suponiendo normalidad del proceso

en consideración. Esta noción es introducida para asegurar unicidad de los

multiplicadores de Lagrange (en analoǵıa con el caso de dimensión finita visto

en el caṕıtulo anterior) que aparecen en las condiciones necesarias de primer

orden, cuando el multiplicador del costo es igual a 1.

3.2. Planteamiento del problema

Comencemos definiendo el espacio de funciones en donde la funcional que

se desea minimizar está definida. Posteriormente plantearemos el problema

que nos concierne junto con condiciones de primer orden bien conocidas y

establecidas, en particular, en [5].

Definición 3.1. Una función con valores reales se dice que es continua por

fragmentos en un intervalo [a, b] si el intervalo se puede subdividir en un
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número finito de intervalos [ti, ti+1] (i = 1, . . . , k) con t1 = a y tk+1 = b,
en cada uno de los cuales u es continua y tiene ĺımites por la izquierda

u(ti − 0) y derecha u(ti + 0). El śımbolo u(ti) se usa para denotar u(ti −
0) si se está considerando el intervalo [a, ti], y para denotar u(ti + 0) si

se está considerando el intervalo [ti, b]. En cualquier otro caso u(ti) denota

cualquiera de los dos valores u(ti − 0), u(ti + 0).

Una función con valores reales se dice que es de clase C1 por fragmentos

en [a, b] si es continua en [a, b] y su derivada es continua por fragmentos en

[a, b]. Para funciones con valores en Rn, estas definiciones se aplican si cada

componente satisface las condiciones requeridas.

Supongamos que tenemos dados un intervalo T := [t0, t1] en R, dos puntos

ξ0, ξ1 en Rn, A un subconjunto de T × Rn × Rm, y funciones L y f que

mapean T × Rn × Rm en R y Rn respectivamente.

Denotemos por X el espacio de funciones de clase C1 por fragmentos que

mapean T en Rn, por U el espacio de funciones continuas por fragmentos

que mapean T en Rm, sea Z := X × U , y consideremos los conjuntos

D := {(x, u) ∈ Z | ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)) (t ∈ T )},

Ze(A) := {(x, u) ∈ D | (t, x(t), u(t)) ∈ A (t ∈ T ), x(t0) = ξ0, x(t1) = ξ1},

Sea I: Z → R la funcional dada por

I(x, u) :=

∫ t1

t0

L(t, x(t), u(t))dt ((x, u) ∈ Z).

El problema que nos concierne y denotaremos por (P) es el de minimizar I
sobre Ze(A).

Los elementos de Z se llamarán procesos y un proceso (x, u) es admisible

si pertenece a Ze(A). Un proceso (x, u) es solución de (P) si es admisible y

I(x, u) ≤ I(y, v) para todo proceso admisible (y, v). Supondremos que L y

f son de clase C2 y, a lo largo de este caṕıtulo, que A es (relativamente)

abierto, o sea, abierto en la topoloǵıa relativa de T ×Rn ×Rm. Recordemos

que la notación ‘∗’ denota transpuesta.

3.3. Condiciones de primer orden

Las siguientes condiciones de primer orden son conocidas en la literatura

como (una versión del) Principio Máximo de Pontryagin. Para la demostra-

ción véase por ejemplo [5, p 254].
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Para toda (t, x, u, p, λ) en T × Rn × Rm × Rn × R sea

H(t, x, u, p, λ) := 〈p, f(t, x, u)〉 − λL(t, x, u).

Teorema 3.2. Supongamos que (x0, u0) es solución de (P). Entonces existen

λ0 ≥ 0 y p ∈ X, no ambos cero, tales que

a. ṗ(t) = −H∗
x(t, x0(t), u0(t), p(t), λ0) en cada intervalo de continuidad de

u0.

b. H(t, x0(t), u, p(t), λ0) ≤ H(t, x0(t), u0(t), p(t), λ0) para toda (t, u) ∈ T ×
Rm con (t, x0(t), u) ∈ A.

Observación 3.3. En el teorema anterior, la función

t 7→ H(t, x0(t), u0(t), p(t), λ0)

es continua en T y, como suponemos que A es abierto,

Hu(t, x0(t), u0(t), p(t), λ0) = 0 y Huu(t, x0(t), u0(t), p(t), λ0) ≤ 0 (t ∈ T ).

Basados en este resultado, definamos E como el conjunto de (x, u, p) ∈
Z × X que satisfacen

a. ṗ(t) = −H∗
x(t, x(t), u(t), p(t), 1) (t ∈ T );

b. Hu(t, x(t), u(t), p(t), 1) = 0 (t ∈ T ),

cuyos elementos llamaremos extremos.

Definición 3.4. Decimos que (x, u) ∈ Ze(A) es normal si, en T , p ≡ 0 es la

única solución de las ecuaciones

ṗ(t) = −A∗(t)p(t) [= −H∗
x(t, x(t), u(t), p(t), 0)]

0 = B∗(t)p(t) [= H∗
u(t, x(t), u(t), p(t), 0)]

donde A(t) = fx(t, x(t), u(t)) y B(t) = fu(t, x(t), u(t)).

Teorema 3.5. Supongamos que (x0, u0) es una solución normal de (P). En-

tonces existe un único p ∈ X tal que (x0, u0, p) es un extremo.

Demostración: Por el Teorema 3.2 y la Observación 3.3, existen λ0 ≥ 0 y

p ∈ X, no ambos cero, tales que

ṗ(t) = −H∗
x(t, x0(t), u0(t), p(t), λ0), Hu(t, x0(t), u0(t), p(t), λ0) = 0.

Como (x0, u0) es normal, claramente λ0 > 0. Si q ∈ X también satisface

q̇(t) = −H∗
x(t, x0(t), u0(t), q(t), λ0) Hu(t, x0(t), u0(t), q(t), λ0) = 0
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entonces

i. [ṗ(t) − q̇(t)] = −f ∗
x(t, x0(t), u0(t))[p(t) − q(t)] (t ∈ T );

iii. 0 = f ∗
u(t, x0(t), u0(t))[p(t) − q(t)] (t ∈ T ),

lo cual implica que p ≡ q. El resultado se sigue escogiendo los multiplicadores

p/λ0 y λ0 = 1.

3.4. Condiciones de segundo orden

Para cualquier (x, u, p) ∈ Z × X sea

J((x, u, p); (y, v)) :=

∫ t1

t0

2Ω(t, y(t), v(t))dt ((y, v) ∈ Z)

donde, para todo (t, y, v) ∈ T × Rn × Rm,

2Ω(t, y, v) := −[〈y, Hxx(t)y〉 + 2〈y, Hxu(t)v〉 + 〈v, Huu(t)v〉]

y H(t) denota H(t, x(t), u(t), p(t), 1).

Para derivar condiciones necesarias de segundo orden, introduzcamos pri-

mero un conjunto cuyos elementos están sumergidos en una familia uno-

paramétrica de procesos admisibles y para el cual la derivación de condiciones

de segundo orden es inmediata.

Definición 3.6. Para (x0, u0) ∈ Ze(A) denotemos por W(x0, u0) el conjunto

de todas las (y, v) ∈ Z para las cuales existen δ > 0 y una familia uno-

paramétrica (x(·, ǫ), u(·, ǫ)) ∈ Ze(A) (|ǫ| < δ) tales que

i. x(t, 0) = x0(t), u(t, 0) = u0(t) (t ∈ T ).

ii. xǫ(t, 0) = y(t), uǫ(t, 0) = v(t) (t ∈ T ).

Lema 3.7. Supongamos que (x0, u0) es solución de (P) y existe p ∈ X tal

que (x0, u0, p) ∈ E. Entonces

J((x0, u0, p); (y, v)) ≥ 0 para toda (y, v) ∈ W(x0, u0).

Demostración: Definamos

K(x, u) := 〈p(t1), ξ1〉 − 〈p(t0), ξ0〉 +

∫ t1

t0

F (t, x(t), u(t))dt ((x, u) ∈ Z)

donde, para toda (t, x, u) ∈ T × Rn × Rm,

F (t, x, u) := L(t, x, u) − 〈p(t), f(t, x, u)〉 − 〈ṗ(t), x〉.
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Observemos que

F (t, x, u) = −H(t, x, u, p(t), 1) − 〈ṗ(t), x〉

y, si (x, u) ∈ Ze(A), entonces K(x, u) = I(x, u). Sea (y, v) ∈ W(x0, u0) y

sean δ > 0 y (x(·, ǫ), u(·, ǫ)) ∈ Ze(A) (|ǫ| < δ) como en la Definición 3.6.

Entonces

g(ǫ) := K(x(·, ǫ), u(·, ǫ)) = I(x(·, ǫ), u(·, ǫ)) (|ǫ| < δ)

satisface g(ǫ) ≥ g(0) = K(x0, u0) = I(x0, u0) (|ǫ| < δ). Nótese que

Fx(t, x0(t), u0(t)) = −Hx(t, x0(t), u0(t), p(t), 1) − ṗ∗(t) = 0,

Fu(t, x0(t), u0(t)) = −Hu(t, x0(t), u0(t), p(t), 1) = 0

y por lo tanto

0 ≤ g′′(0) =

∫ t1

t0

{〈Fx(t, x0(t), u0(t)), xǫǫ(t, 0)〉 +

〈Fu(t, x0(t), u0(t)), uǫǫ(t, 0)〉}dt + K ′′(y, v)

= K ′′(y, v) = J((x0, u0, p); (y, v)).

Definamos ahora un conjunto de “variaciones admisibles” el cual, bajo

ciertas hipótesis, se probará que está contenido en W(x0, u0). Enunciemos

primero el siguiente resultado de la teoŕıa de ecuaciones diferenciales (ver

[5]).

Teorema 3.8. Sea F una región en R×Rn y supongamos que f :F → Rn y

fx(t, x) son continuas en F . Sea x0: [a, b] → Rn una solución de la ecuación

diferencial

ẋ(t) = f(t, x(t)).

Entonces existen ρ > 0 y F0 vecindad de {(t, x0(t)) | t ∈ [a, b]} tales que, a

través de cada punto (α, β) ∈ F0, pasa una única x(·; α, β): [a−ρ, b+ρ] → Rn

solución de la ecuación diferencial con

x(t; α, x0(α)) = x0(t) (t ∈ [a, b]).

Las funciones x(t; α, β), ẋ(t; α, β) son continuas y poseen derivadas conti-

nuas con respecto a β para toda (t, α, β) ∈ [a − ρ, b + ρ] × F0. Además,

el determinante |xβ(·; α, β)| 6= 0 en este conjunto. Si f ∈ Cm(F) entonces

x, ẋ ∈ Cm.
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Dado un proceso (x, u) sean

A(t) := fx(t, x(t), u(t)), B(t) := fu(t, x(t), u(t)) (t ∈ T ),

y consideremos para (y, v) ∈ Z el sistema

ẏ(t) = A(t)y(t) + B(t)v(t) (t ∈ T )

al que nos referiremos por L(x, u).

Definición 3.9. Dada (x, u) ∈ Ze(A), una solución (y, v) de L(x, u) se llama

una variación admisible a lo largo de (x, u). Sea

Y (x, u) := {(y, v) ∈ Z | (y, v) es solución de L(x, u) y y(t0) = y(t1) = 0}.

Lema 3.10. Supongamos que (x0, u0) ∈ Ze(A) y existen variaciones admi-

sibles (y1, v1), . . . , (yn, vn) a lo largo de (x0, u0) tales que yi(t0) = 0 (i =

1, . . . , n) y |M | 6= 0 donde M = (y1(t1) · · · yn(t1)). Entonces Y (x0, u0) ⊂
W(x0, u0).

Demostración: Sea (y, v) ∈ Y (x0, u0) y definamos

ū(t, ǫ, α) := u0(t) + ǫv(t) +
n

∑

i=1

αivi(t) (t ∈ T, ǫ, αi ∈ R)

donde α = (α1, . . . , αn). Por el Teorema 3.8, las ecuaciones

ẋ(t) = f(t, x(t), ū(t, ǫ, α)) (t ∈ T ), x(t0) = ξ0

tiene soluciones únicas x̄(t, ǫ, α) (t ∈ T, |ǫ| < η, |αi| < η) tales que x̄(t, 0, 0) =

x0(t). La función x̄(t, ǫ, α) es continua y tiene primera y segunda derivadas

continuas con respecto a las variables ǫ, α1, . . . , αn. Las funciones ˙̄x(t, ǫ, α)

y sus primeras y segundas derivadas con respecto a ǫ, α1, . . . , αn son conti-

nuas por fragmentos con respecto a t. Diferenciando con respecto a ǫ y αi en

(ǫ, α) = (0, 0) encontramos que

˙̄xǫ(t, 0, 0) = A(t)x̄ǫ(t, 0, 0) + B(t)v(t), x̄ǫ(t0, 0, 0) = 0

˙̄xαi
(t, 0, 0) = A(t)x̄αi

(t, 0, 0) + B(t)vi(t), x̄αi
(t0, 0, 0) = 0

y por lo tanto

x̄ǫ(t, 0, 0) = y(t), x̄αi
(t, 0, 0) = yi(t) (t ∈ T ).
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Sea S := (−η, η) y definamos g: S × Sn → Rn por g(ǫ, α) := x̄(t1, ǫ, α) − ξ1.

Notemos que g(0, 0) = 0 y |gα(0, 0)| = |M | 6= 0. Por el teorema de la función

impĺıcita, existe 0 < δ < η y β: (−δ, δ) → Rn de clase C2 tal que β(0) = 0

y g(ǫ, β(ǫ)) = 0 (|ǫ| < δ). Tenemos, tomando la derivada con respecto a ǫ en

ǫ = 0, que

0 = gǫ(0, 0) + gα(0, 0)β′(0) = y(t1) + Mβ′(0) = Mβ′(0)

lo cual implica que β′(0) = 0. La familia uno-paramétrica

x(t, ǫ) := x̄(t, ǫ, β(ǫ)), u(t, ǫ) := ū(t, ǫ, β(ǫ)) (t ∈ T )

tiene las propiedades del lema ya que

xǫ(t, 0) = x̄α(t, 0, 0)β′(0) + y(t) = y(t),

uǫ(t, 0) = ūα(t, 0, 0)β′(0) + v(t) = v(t).

Más aún,

x(t1, ǫ) − ξ1 = x̄(t1, ǫ, β(ǫ)) − ξ1 = g(ǫ, β(ǫ)) = 0

por lo que x(·, ǫ) (|ǫ| < δ) une los puntos frontera de x0. Concluimos entonces

que (y, v) ∈ W(x0, u0).

Por último, probaremos que la existencia de n variaciones admisibles que

satisfacen las hipótesis del Lema 3.10 se puede asegurar si el proceso en

consideración es normal.

Lema 3.11. Si (x0, u0) es normal, entonces existen variaciones admisibles

(y1, v1), . . . , (yn, vn) a lo largo de (x0, u0) tales que yi(t0) = 0 (i = 1, . . . , n) y

|y1(t1) · · · yn(t1)| 6= 0.

Demostración: Sea Z(t) ∈ Rn×n tal que

Ż(t) = −Z(t)A(t) (t ∈ T ), Z(t1) = I

y denotemos por z1, . . . , zn los vectores renglón de Z, de manera que żi(t) =

−A∗(t)zi(t) (t ∈ T, i = 1, . . . , n). Sean vi(t) := B∗(t)zi(t) (t ∈ T, i =

1, . . . , n) y

cij :=

∫ t1

t0

〈vi(t), vj(t)〉dt.
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Las funciones v1, . . . , vn son linealmente independientes en T ya que, de otro

modo, existiŕıan constantes a1, . . . , an no todas cero tales que

0 =
n

∑

1

aivi(t) =
n

∑

1

aiB
∗(t)zi(t) (t ∈ T )

y la función z(t) :=
∑n

1 aizi(t) seŕıa una solución no nula del sistema en la

Definición 3.4. Por lo tanto el rango de C = (cij) es n. Ahora, sea yi la

solución de

ẏ(t) = A(t)y(t) + B(t)vi(t) (t ∈ T ), y(t0) = 0

y observemos que

d

dt
〈zi(t), yj(t)〉 = z∗i (t)[A(t)yj(t) + B(t)vj(t)] − z∗i (t)A(t)yj(t) = 〈vi(t), vj(t)〉

por lo que 〈zi(t1), yj(t1)〉 = cij. Como el miembro derecho tiene rango n y

Z(t1) es no singular, la matriz (yi
j(t1)) tiene rango n.

Por el Teorema 3.5 y los Lemas 3.7, 3.10 y 3.11, obtenemos las siguientes

condiciones necesarias de primer y segundo orden para soluciones normales

del problema en consideración.

Teorema 3.12. Supongamos que (x0, u0) es una solución normal de (P).

Entonces existe un único p ∈ X tal que (x0, u0, p) ∈ E. Además,

J((x0, u0, p); (y, v)) ≥ 0

para toda (y, v) ∈ Z que satisface y(t0) = y(t1) = 0 y

ẏ(t) = fx(t, x0(t), u0(t))y(t) + fu(t, x0(t), u0(t))v(t) (t ∈ T ).
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Caṕıtulo 4

Restricciones con igualdades en

el control

4.1. Introducción

El objetivo de este caṕıtulo es mostrar cómo la técnica utilizada en el pro-

blema de Lagrange con puntos fijos sin restricciones se puede generalizar a

problemas que involucran igualdades en las funciones de control.

Las ideas principales de esta generalización se pueden ver con más detalle

en [15]. El enfoque utilizado contrasta con el propuesto en [3, 18, 19] donde el

problema es reducido, a través de un teorema de la función impĺıcita unifor-

me, a un problema sin restricciones como el estudiado en el caṕıtulo anterior,

aplicando las condiciones conocidas de segundo orden de este último. Esta

técnica es impĺıcita y proporciona poca información acerca de las dificultades

que aparecen debido a la presencia de las restricciones con igualdades. Por

otro lado, en [8, 9, 25], uno encuentra una derivación directa de las condicio-

nes de segundo orden pero las demostraciones requieren de ciertos elementos

que hemos simplificado u omitido completamente, como el uso del teorema

de la función inversa o la convexidad del conjunto de control.

4.2. Planteamiento del problema

Supongamos que los datos del problema son como los del Caṕıtulo 3 excepto

por el conjunto de restricciones A dado en este caso por A = T × Rn × U
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donde

U = {u ∈ Rm | ϕ(u) = 0}

y ϕ es una función que mapea Rm en Rq (q ≤ m).

Continuaremos con la misma notación del caṕıtulo anterior y nuestro ob-

jetivo es minimizar I sobre Ze(A). En otras palabras, el problema que nos

concierte es el de minimizar I(x, u) =
∫ t1
t0

L(t, x(t), u(t))dt sujeto a

a. (x, u) ∈ Z;

b. ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)) (t ∈ T );

c. x(t0) = ξ0, x(t1) = ξ1;

d. ϕ(u(t)) = 0 (t ∈ T ).

Las hipótesis sobre las funciones que delimitan el problema son como en

el caso anterior, y supondremos que ϕ′ es de rango q en U . Denotaremos por

Uq al espacio de funciones continuas por fragmentos que mapean T en Rq.

4.3. Condiciones de primer orden

Comencemos, como en el caṕıtulo anterior, enunciando condiciones de primer

orden (ver [5]) aśı como el concepto de normalidad para el problema (P).

Para toda (t, x, u, p, µ, λ) en T × Rn × Rm × Rn × Rq × R sea

H(t, x, u, p, µ, λ) := 〈p, f(t, x, u)〉 − λL(t, x, u) − 〈µ, ϕ(u)〉.

Teorema 4.1. Supongamos que (x0, u0) es solución de (P). Entonces existen

λ0 ≥ 0, p ∈ X y µ ∈ Uq continuas en cada intervalo de continuidad de u0,

no simultáneamente iguales a cero en T , tales que

a. ṗ(t) = −H∗
x(t, x0(t), u0(t), p(t), µ(t), λ0) (t ∈ T ).

b. Hu(t, x0(t), u0(t), p(t), µ(t), λ0) = 0 (t ∈ T ).

c. H(t, x0(t), u, p(t), µ(t), λ0) ≤ H(t, x0(t), u0(t), p(t), µ(t), λ0) para toda

(t, u) en T × U .

Basados en estas condiciones, definamos el conjunto E de extremos como

el conjunto de todas las funciones (x, u, p, µ) ∈ Z × X × Uq que satisfacen

a. ṗ(t) = −H∗
x(t, x(t), u(t), p(t), µ(t), 1) (t ∈ T ),

b. Hu(t, x(t), u(t), p(t), µ(t), 1) = 0 (t ∈ T ).

Definición 4.2. Dado un proceso (x, u) sean

A(t) := fx(t, x(t), u(t)), B(t) := fu(t, x(t), u(t)) (t ∈ T ).
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Diremos que (x, u) es normal si, dados p ∈ X y µ ∈ Uq que satisfacen

ṗ(t) = −A∗(t)p(t) [ = −H∗
x(t, x(t), u(t), p(t), 0) ]

0 = B∗(t)p(t) − ϕ′∗(u(t))µ(t) [ = H∗
u(t, x(t), u(t), p(t), 0) ]

se tiene que p ≡ 0. En este caso, claramente, también µ ≡ 0.

Nótese que, si (λ0, p, µ) es una terna de multiplicadores correspondiente a

una solución normal de (P), entonces λ0 > 0. Además, si λ0 = 1, (p, µ) es

único. Probemos esta última afirmación.

Teorema 4.3. Si (x, u) es una solución normal de (P) entonces existe un

único (p, µ) ∈ X × Uq tal que (x, u, p, µ) ∈ E.

Demostración: Sea (p, µ, λ0) como en el Teorema 4.1. Como (x, u) es nor-

mal, λ0 > 0. Por otro lado, si (q, ν, λ0) satisface

q̇(t) = −H∗
x(t, x(t), u(t), q(t), ν(t), λ0) (t ∈ T ),

0 = Hu(t, x(t), u(t), q(t), ν(t), λ0) (t ∈ T )

entonces

i. [ṗ(t) − q̇(t)] = −f ∗
x(t, x(t), u(t))[p(t) − q(t)] (t ∈ T );

ii. 0 = f ∗
u(t, x(t), u(t))[p(t) − q(t)] − ϕ′∗(u(t))[µ(t) − ν(t)] (t ∈ T )

lo cual, por normalidad, implica que p ≡ q y µ ≡ ν. El resultado se sigue

eligiendo λ0 = 1 ya que (x, u, p/λ0, µ/λ0) ∈ E .

Terminemos esta sección probando que la noción de normalidad se puede

caracterizar en términos del cono tangente a U en u, es decir,

τ(u) := {h ∈ Rm | ϕ′(u)h = 0}.

Proposición 4.4. Supongamos que (x, u) ∈ Z. Entonces son equivalentes:

a. (x, u) es normal.

b. No existe una solución no nula z ∈ X del sistema

ż(t) = −A∗(t)z(t), z∗(t)B(t)h = 0 para toda h ∈ τ(u(t)) (t ∈ T ). (1)

Demostración:

(a) ⇒ (b): Supongamos que z ∈ X satisface (1). Sea

Λ(t) := ϕ′(u(t))ϕ′∗(u(t))
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y definamos

µ(t) := Λ−1(t)ϕ′(u(t))B∗(t)z(t) (t ∈ T ).

Sea G(t) := Im×m − ϕ′∗(u(t))Λ−1(t)ϕ′(u(t)) y notemos que

ϕ′(u(t))G(t) = 0 (t ∈ T ).

Si hk(t) (k = 1, . . . ,m) denota la k-ésima columna de G(t), tenemos que

ϕ′
i(u(t))hk(t) = 0 (i = 1, . . . , q, k = 1, . . . ,m)

es decir, hk(t) ∈ τ(u(t)) y, por lo tanto, z∗(t)B(t)hk(t) = 0 (k = 1, . . . ,m).

Esto implica que

0 = z∗(t)B(t)G(t) = z∗(t)B(t) − µ∗(t)ϕ′(u(t))

y, por (a), z ≡ 0.

(b) ⇒ (a): Supongamos que (p, µ) ∈ X × Uq es tal que

ṗ(t) = −A∗(t)p(t), B∗(t)p(t) = ϕ′∗(u(t))µ(t) (t ∈ T ).

Sea h ∈ τ(u(t)). Entonces

p∗(t)B(t)h = µ∗(t)ϕ′(u(t))h = 0

y, por (b), p ≡ 0.

4.4. Condiciones de segundo orden

En esta sección derivaremos condiciones de segundo orden para una solución

normal del problema. Como se verá, las condiciones difieren de las obtenidas

en el caṕıtulo anterior ya que, en el caso que analizamos, se deben tomar

en cuenta elementos del cono tangente a U . La generalización de los lemas

derivados para el problema sin restricciones no son de ninguna manera in-

mediatos y, de hecho, la hipótesis de rango completo de la matriz ϕ′ en el

conjunto de control resulta crucial en los resultados que siguen.

Procederemos de manera análoga al caso sin restricciones. Introducire-

mos primero un conjunto W(x0, u0) tal que, si (x0, u0, p, µ) es un extremo y

(x0, u0) es solución de (P), entonces la segunda variación de I con respecto
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al extremo es no negativa en ese conjunto. La noción de “variaciones admisi-

bles” que, para este caso incluye elementos del cono tangente a U en u0, nos

proporciona un conjunto que, en el caso normal, está contenido en W(x0, u0).

Estos resultados implican condiciones de segundo orden en términos de va-

riaciones admisibles que se anulan en los puntos inicial y final del intervalo

de tiempo.

Para toda (x, u, p, µ) ∈ Z × X × Uq sea

J((x, u, p, µ); (y, v)) :=

∫ t1

t0

2Ω(t, y(t), v(t))dt ((y, v) ∈ Z)

donde, para toda (t, y, v) ∈ T × Rn × Rm,

2Ω(t, y, v) := −[〈y, Hxx(t)y〉 + 2〈y, Hxu(t)v〉 + 〈v, Huu(t)v〉]

y H(t) denota H(t, x(t), u(t), p(t), µ(t), 1).

Definición 4.5. Para toda (x0, u0) ∈ Ze(A) denotemos por W(x0, u0) al

conjunto de todas las (y, v) ∈ Z para las cuales existen δ > 0 y una familia

uno-paramérica (x(·, ǫ), u(·, ǫ)) ∈ Ze(A) (|ǫ| < δ) tales que

i. x(t, 0) = x0(t), u(t, 0) = u0(t) (t ∈ T ).

ii. xǫ(t, 0) = y(t), uǫ(t, 0) = v(t) (t ∈ T ).

Lema 4.6. Supongamos que (x0, u0) es solución de (P) y existe (p, µ) ∈
X × Uq tal que (x0, u0, p, µ) ∈ E. Entonces

J((x0, u0, p, µ); (y, v)) ≥ 0 para toda (y, v) ∈ W(x0, u0).

Demostración: Definamos

K(x, u) := 〈p(t1), ξ1〉 − 〈p(t0), ξ0〉 +

∫ t1

t0

F (t, x(t), u(t))dt ((x, u) ∈ Z)

donde, para toda (t, x, u) ∈ T × Rn × Rm,

F (t, x, u) := L(t, x, u) − 〈p(t), f(t, x, u)〉 + 〈µ(t), ϕ(u)〉 − 〈ṗ(t), x〉.

Observemos que

F (t, x, u) = −H(t, x, u, p(t), µ(t), 1) − 〈ṗ(t), x〉
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y, si (x, u) ∈ Ze(A), entonces K(x, u) = I(x, u). Sea (y, v) ∈ W(x0, u0) y

sean δ > 0 y (x(·, ǫ), u(·, ǫ)) ∈ Ze(A) (|ǫ| < δ) como en la Definición 4.5.

Entonces g(ǫ) := K(x(·, ǫ), u(·, ǫ)) (|ǫ| < δ) satisface

g(ǫ) = I(x(·, ǫ), u(·, ǫ)) ≥ I(x0, u0) = K(x0, u0) = g(0) (|ǫ| < δ).

Nótese que, como (x0, u0, p, µ) es un extremo,

Fx(t, x0(t), u0(t)) = 0 y Fu(t, x0(t), u0(t)) = 0

y, por lo tanto,

0 ≤ g′′(0) = K ′′((x0, u0); (y, v)) = J((x0, u0, p, µ); (y, v)).

Definición 4.7. Dado (x, u) ∈ Z, diremos que un proceso (y, v) es una

variación admisible a lo largo de (x, u) si satisface

i. ẏ(t) = A(t)y(t) + B(t)v(t) (t ∈ T );

ii. ϕ′(u(t))v(t) = 0 (t ∈ T ).

Denotemos por Y (x, u) al conjunto de todas las variaciones admisibles (y, v)

a lo largo de (x, u) que satisfacen y(t0) = y(t1) = 0.

Lema 4.8. Supongamos que (x0, u0) ∈ Ze(A) y existen variaciones admisi-

bles (yi, vi) (i = 1, . . . , n) a lo largo de (x0, u0) con

yi(t0) = 0 y |y1(t1) · · · yn(t1)| 6= 0.

Entonces Y (x0, u0) ⊂ W(x0, u0).

Demostración: Sea (y, v) ∈ Y (x0, u0) y definamos

ū(t, ǫ, α, λ) := u0(t) + ǫv(t) +
n

∑

i=1

αivi(t) + ϕ′∗(u0(t))λ

para toda (t, ǫ, α, λ) ∈ T × R × Rn × Rq. Sean T1, . . . , Ts los subintervalos

de T donde las funciones u0, v, v1, . . . , vn son continuas, y definamos

hj(t, ǫ, α, λ) := ϕ(ū(t, ǫ, α, λ))

para toda (t, ǫ, α, λ) ∈ Tj × R × Rn × Rq, j = 1, . . . , s. Nótese que

hj(t, 0, 0, 0) = 0 y |hj
λ(t, 0, 0, 0)| = |Λ(t)| 6= 0 (t ∈ Tj)
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donde

Λ(t) = ϕ′(u0(t))ϕ
′∗(u0(t)).

Por el teorema de la función impĺıcita, existen νj > 0 y funciones σj: Tj ×
(−νj, νj) × (−νj, νj)

n → Rq tales que, para toda t ∈ Tj, σj(t, 0, 0) = 0,

σj(t, ·, ·) es de clase C2 y

hj(t, ǫ, α, σj(t, ǫ, α)) = ϕ(ū(t, ǫ, α, σj(t, ǫ, α)) = 0.

Sea ν := mı́n{νj} y sea σ(t, ǫ, α) := σj(t, ǫ, α) (t ∈ Tj, j = 1, . . . , s, |ǫ| < ν,

|αi| < ν). Entonces

ϕ(ū(t, ǫ, α, σ(t, ǫ, α))) = 0 (t ∈ T, |ǫ| < ν, |αi| < ν).

Tenemos, tomando la derivada con respecto a ǫ y αi en (ǫ, α) = (0, 0), que

0 = ϕ′(u0(t))[v(t) + ϕ′∗(u0(t))σǫ(t, 0, 0)] = Λ(t)σǫ(t, 0, 0)

0 = ϕ′(u0(t))[vi(t) + ϕ′∗(u0(t))σαi
(t, 0, 0)] = Λ(t)σαi

(t, 0, 0)

lo cual implica que σǫ(t, 0, 0) = σαi
(t, 0, 0) = 0 (t ∈ T ).

Definamos ahora w(t, ǫ, α) := ū(t, ǫ, α, σ(t, ǫ, α)) y observemos que

wǫ(t, 0, 0) = v(t), wαi
(t, 0, 0) = vi(t) (t ∈ T ).

Por el Teorema 3.8, las ecuaciones

ż(t) = f(t, z(t), w(t, ǫ, α)) (t ∈ T ), z(t0) = ξ0

tienen soluciones únicas z(t, ǫ, α) (t ∈ T, |ǫ| < η, |αi| < η) con 0 < η < ν
tales que z(t, 0, 0) = x0(t). La función z(t, ǫ, α) es continua y tiene primeras

y segundas derivadas continuas con respecto a las variables ǫ, α1, . . . , αn, y

las funciones ż(t, ǫ, α) y sus primeras y segundas derivadas con respecto a

ǫ, α1, . . . , αn son continuas por fragmentos con respecto a t. Derivando con

respecto a ǫ y αi en (ǫ, α) = (0, 0) tenemos que

żǫ(t, 0, 0) = A(t)zǫ(t, 0, 0) + B(t)v(t), zǫ(t0, 0, 0) = 0

żαi
(t, 0, 0) = A(t)zαi

(t, 0, 0) + B(t)vi(t), zαi
(t0, 0, 0) = 0

y, por lo tanto,

zǫ(t, 0, 0) = y(t), zαi
(t, 0, 0) = yi(t) (t ∈ T ).
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Sea S := (−η, η) y definamos g: S×Sn → Rn tal que g(ǫ, α) := z(t1, ǫ, α)−ξ1.

Nótese que

g(0, 0) = 0 y |gα(0, 0)| = |M | 6= 0

donde M = (y1(t1) · · · yn(t1)). Por el teorema de la función impĺıcita, existen

0 < δ < η y β: (−δ, δ) → Rn de clase C2 tales que β(0) = 0 y g(ǫ, β(ǫ)) = 0

(|ǫ| < δ). Tenemos, derivando con respecto a ǫ en ǫ = 0, que

0 = gǫ(0, 0) + gα(0, 0)β′(0) = y(t1) + Mβ′(0) = Mβ′(0)

lo cual implica que β′(0) = 0. Por continuidad, podemos elegir δ > 0 de

tal manera que |βi(ǫ)| < η para toda |ǫ| < δ, i = 1, . . . , n. La familia uno-

paramétrica

x(t, ǫ) := z(t, ǫ, β(ǫ)), u(t, ǫ) := w(t, ǫ, β(ǫ)) (t ∈ T, |ǫ| < δ)

tiene las propiedades del lema, ya que

xǫ(t, 0) = zα(t, 0, 0)β′(0) + y(t) = y(t),

uǫ(t, 0) = wα(t, 0, 0)β′(0) + v(t) = v(t).

Más aún,

x(t1, ǫ) − ξ1 = z(t1, ǫ, β(ǫ)) − ξ1 = g(ǫ, β(ǫ)) = 0

por lo que x(·, ǫ) (|ǫ| < δ) une los puntos frontera de x0. Finalmente, como

ϕ(u(t, ǫ)) = ϕ(ū(t, ǫ, β(ǫ), σ(t, ǫ, β(ǫ))) = 0 (t ∈ T, |ǫ| < δ)

tenemos que (x(·, ǫ), u(·, ǫ)) ∈ Ze(A) (|ǫ| < δ). Por lo anterior concluimos

que (y, v) ∈ W(x0, u0).

Probemos ahora que, si el proceso en consideración es normal, se puede

asegurar la existencia de n variaciones admisibles que satisfacen las hipótesis

del Lema 4.8.

Lema 4.9. Si (x0, u0) es normal, entonces existen variaciones admisibles

(yi, vi) (i = 1, . . . , n) a lo largo de (x0, u0) con

yi(t0) = 0 y |y1(t1) · · · yn(t1)| 6= 0.

Demostración: Sea Z(t) ∈ Rn×n tal que

Ż(t) = −Z(t)A(t) (t ∈ T ), Z(t1) = I
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y denotemos por z1, . . . , zn los vectores renglón de Z, de manera que

żi(t) = −A∗(t)zi(t) (t ∈ T, i = 1, . . . , n).

Sea

µi(t) := Λ−1(t)ϕ′(u0(t))B
∗(t)zi(t) (t ∈ T, i = 1, . . . , n)

donde Λ(t) = ϕ′(u0(t))ϕ
′∗(u0(t)) y sea

vi(t) := B∗(t)zi(t) − ϕ′∗(u0(t))µi(t) (t ∈ T, i = 1, . . . , n).

Definamos ahora

cij :=

∫ t1

t0

〈vi(t), vj(t)〉dt (i, j = 1, . . . , n).

Nótese que las funciones v1, . . . , vn son linealmente independientes en T ya

que, de otro modo, existiŕıan constantes a1, . . . , an no todas cero tales que

0 =
n

∑

1

aivi(t) =
n

∑

1

ai[B
∗(t)zi(t) − ϕ′∗(u0(t))µi(t)] (t ∈ T )

y la función z(t) :=
∑n

1 aizi(t) seŕıa una solución no nula de (1). Esto implica

que el rango de la matriz (cij) es n. Notemos también que

ϕ′(u0(t))vi(t) = ϕ′(u0(t))B
∗(t)zi(t) − Λ(t)µi(t) = 0.

Ahora, sea yi la solución de

ẏ(t) = A(t)y(t) + B(t)vi(t) (t ∈ T ), y(t0) = 0

y obsérvese que

d

dt
〈zi(t), yj(t)〉 = z∗i (t)[A(t)yj(t) + B(t)vj(t)] − z∗i (t)A(t)yj(t)

= [v∗
i (t) + µ∗

i (t)ϕ
′(u0(t))]vj(t)

= 〈vi(t), vj(t)〉

por lo que 〈zi(t1), yj(t1)〉 = cij (i, j = 1, . . . , n). Como el miembro derecho

tiene rango n y Z(t1) es no singular, la matriz (yi
j(t1)) es de rango n.

Claramente, el Teorema 4.3 y los Lemas 4.6, 4.8 y 4.9 implican el siguiente

resultado.
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Teorema 4.10. Supongamos que (x0, u0) es una solución normal de (P).

Entonces existe un único (p, µ) ∈ X × Uq tal que (x0, u0, p, µ) ∈ E. Además

J((x0, u0, p, µ); (y, v)) ≥ 0 para toda (y, v) ∈ Z que satisface

i. ẏ(t) = fx(t, x0(t), u0(t))y(t) + fu(t, x0(t), u0(t))v(t) (t ∈ T );

ii. y(t0) = y(t1) = 0;

iii. ϕ′(u0(t))v(t) = 0 (t ∈ T ).



Caṕıtulo 5

Restricciones con desigualdades

en el control

5.1. Introducción

El objetivo principal de este caṕıtulo consiste en obtener condiciones ne-

cesarias de segundo orden para problemas con restricciones en términos de

igualdades y desigualdades en las funciones de control a través de una gene-

ralización de las técnicas utilizadas en los dos caṕıtulos anteriores.

Como explicaremos con más detalle en la sección 5.4, las condiciones clási-

cas de segundo orden que encuentra uno en la literatura, para este tipo de

problemas, juegan un papel semejante a las condiciones “débiles” derivadas

en el Caṕıtulo 2 para problemas de optimización con igualdades y desigualda-

des en espacios de dimensión finita. Veremos en este caṕıtulo cómo es posible,

generalizando las técnicas anteriores, obtener condiciones “fuertes” para el

problema de control óptimo que nos concierne.

5.2. Planteamiento del problema

Supongamos que los datos del problema son como los del Caṕıtulo 4 excepto

por el conjunto de restricciones A dado en este caso por A = T × Rn × U
donde R = {1, . . . , r}, Q = {r + 1, . . . , q},

U = {u ∈ Rm | ϕα(u) ≤ 0 (α ∈ R), ϕβ(u) = 0 (β ∈ Q)},

y ϕ = (ϕ1, . . . , ϕq) es una función que mapea Rm en Rq (q ≤ m).
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Nuestro problema en este caso consiste en minimizar I sobre Ze(A), o sea,

minimizar I(x, u) =
∫ t1
t0
L(t, x(t), u(t))dt sujeto a

a. (x, u) ∈ Z;

b. ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)) (t ∈ T );

c. x(t0) = ξ0, x(t1) = ξ1;
d. ϕα(u(t)) ≤ 0 y ϕβ(u(t)) = 0 (α ∈ R, β ∈ Q, t ∈ T ).

Las hipótesis sobre las funciones que delimitan el problema son como en el

caso anterior, y supondremos que la matriz de dimensión q × (m + r) dada

por
(

∂ϕi

∂uk
δiαϕα

)

(i = 1, . . . , q; α = 1, . . . , r; k = 1, . . . ,m)

es de rango q en U (aqúı δαα = 1, δαβ = 0 (α 6= β)). Esta condición es

equivalente a la condición de que, en cada punto u en U , la matriz
(

∂ϕi

∂uk

)

(i = i1, . . . , ip; k = 1, . . . ,m)

tenga rango p, donde i1, . . . , ip son los ı́ndices i ∈ R ∪Q tales que ϕi(u) = 0

(ver [3] para más detalles).

5.3. Condiciones de primer orden

Comencemos enunciando condiciones de primer orden conocidas en la litera-

tura (ver [5]), expresadas como en el caṕıtulo anterior en términos de

H(t, x, u, p, µ, λ) := 〈p, f(t, x, u)〉 − λL(t, x, u) − 〈µ, ϕ(u)〉

definida para toda (t, x, u, p, µ, λ) en T × Rn × Rm × Rn × Rq × R.

Teorema 5.1. Supongamos que (x0, u0) es solución de (P). Entonces existen

λ0 ≥ 0, p ∈ X, y µ ∈ Uq continuas en cada intervalo de continuidad de u0,

no simultáneamente iguales a cero en T , tales que

a. µα(t) ≥ 0 con µα(t) = 0 siempre que ϕα(u0(t)) < 0 (α ∈ R, t ∈ T );

b. En cada intervalo de continuidad de u0,

ṗ(t) = −H∗
x(t, x0(t), u0(t), p(t), µ(t), λ0),

Hu(t, x0(t), u0(t), p(t), µ(t), λ0) = 0;

c. Para toda (t, u) ∈ T × U ,

H(t, x0(t), u, p(t), 0, λ0) ≤ H(t, x0(t), u0(t), p(t), 0, λ0).
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Nótese que (a) y (c) son equivalentes, respectivamente, a las siguientes

condiciones:

a. µα(t) ≥ 0 y µα(t)ϕα(u0(t)) = 0 (α ∈ R, t ∈ T );

c. Para toda (t, u) ∈ T × U ,

H(t, x0(t), u, p(t), µ(t), λ0) + 〈µ(t), ϕ(u)〉 ≤ H(t, x0(t), u0(t), p(t), µ(t), λ0).

Basados en este resultado, definamos un conjunto de multiplicadores jun-

to con un conjunto de funciones cuyos elementos, a los cuales llamaremos

“extremos”, tienen asociado un multiplicador del costo distinto de cero y

normalizado a uno.

Definiciones 5.2. Para toda (x, u) ∈ Z sea M(x, u) el conjunto de todas

las (p, µ, λ0) ∈ X × Uq × R con λ0 + |p| 6= 0 que satisfacen

a. µα(t) ≥ 0 y µα(t)ϕα(u(t)) = 0 (α ∈ R, t ∈ T );

b. ṗ(t) = −H∗
x(t, x(t), u0(t), p(t), µ(t), λ0) (t ∈ T );

c. Hu(t, x(t), u(t), p(t), µ(t), λ0) = 0 (t ∈ T ).

Denotemos por E el conjunto de las funciones (x, u, p, µ) ∈ Z ×X ×Uq tales

que (p, µ, 1) ∈M(x, u), es decir,

a. µα(t) ≥ 0 y µα(t)ϕα(u(t)) = 0 (α ∈ R, t ∈ T );

b. ṗ(t) = −f ∗
x(t, x(t), u(t))p(t) + L∗

x(t, x(t), u(t)) (t ∈ T );

c. f ∗
u(t, x(t), u(t))p(t) = L∗

u(t, x(t), u(t)) + ϕ′∗(u(t))µ(t) (t ∈ T ).

Definición 5.3. Diremos que un proceso (x, u) es fuertemente normal si,

dadas p ∈ X y µ ∈ Uq que satisfacen

i. µα(t)ϕα(u(t)) = 0 (α ∈ R, t ∈ T );

ii. ṗ(t) = −f ∗
x(t, x(t)u(t))p(t) [= −H∗

x(t, x(t), u(t), p(t), µ(t), 0) ] (t ∈ T );

iii. 0 = f ∗
u(t, x(t), u(t))p(t)−ϕ′∗(u(t))µ(t) [= H∗

u(t, x(t), u(t), p(t), µ(t), 0) ]

(t ∈ T ),

entonces p ≡ 0. En este caso, claramente, µ ≡ 0.

La noción de “normalidad fuerte” permite asegurar que, si (p, µ, λ0) es una

terna de multiplicadores correspondiente a una solución fuertemente normal

del problema, entonces λ0 > 0 y, cuando λ0 = 1, (p, µ) es único.

Teorema 5.4. Si (x, u) es una solución de (P) entonces M(x, u) 6= ∅. Si

además (x, u) es fuertemente normal, entonces existe un único (p, µ) ∈ X×Uq

tal que (x, u, p, µ) ∈ E.
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Demostración: Sea (x, u) solución de (P). Por el Teorema 5.1 sabemos que

existe (p, µ, λ0) ∈ M(x, u). Supongamos que (x, u) es fuertemente normal.

Claramente λ0 6= 0 y, si (q, ν, λ0) ∈M(x, u), entonces

i. [µα(t) − να(t)]ϕα(u(t)) = 0 (α ∈ R, t ∈ T );

ii. [ṗ(t) − q̇(t)] = −f ∗
x(t, x(t), u(t))[p(t) − q(t)] (t ∈ T );

iii. 0 = f ∗
u(t, x(t), u(t))[p(t) − q(t)] − ϕ′∗(u(t))[µ(t) − ν(t)] = 0 (t ∈ T ),

lo cual implica que p ≡ q y µ ≡ ν. El resultado se sigue eligiendo λ0 = 1 ya

que (p/λ0, µ/λ0, 1) ∈M(x, u).

5.4. Condiciones de segundo orden

Como en el caso de restricciones con igualdades, sea

J((x, u, p, µ); (y, v)) :=

∫ t1

t0

2Ω(t, y(t), v(t))dt ((y, v) ∈ Z)

donde

2Ω(t, y, v) := −[〈y,Hxx(t)y〉 + 2〈y,Hxu(t)v〉 + 〈v,Huu(t)v〉]

y H(t) denota H(t, x(t), u(t), p(t), µ(t), 1). Para toda u ∈ Rm definimos el

conjunto de ı́ndices activos en u como

Ia(u) := {α ∈ R | ϕα(u) = 0}.

Como mencionamos en la introducción, puede uno encontrar en la literatu-

ra un conjunto de condiciones “débiles” de segundo orden para el problema

(P). En particular, el siguiente resultado fue derivado en [3, 18, 19] al redu-

cir el problema original a un problema que involucra solo restricciones con

igualdades en el control, considerando las funciones

ψα(u,w) := ϕα(u) + (wα)2 (α ∈ R), ψβ(u,w) := ϕβ(u) (β ∈ Q)

y aplicando los resultados del caṕıtulo anterior.

Teorema 5.5. Si (x0, u0) es una solución fuertemente normal de (P) enton-

ces existe un único (p, µ) ∈ X × Uq tal que (x0, u0, p, µ) ∈ E. Además

J((x0, u0, p, µ); (y, v)) ≥ 0 para toda (y, v) ∈ Z que satisface

i. ẏ(t) = fx(t, x0(t), u0(t))y(t) + fu(t, x0(t), u0(t))v(t) (t ∈ T );

ii. y(t0) = y(t1) = 0;

iii. ϕ′
i(u0(t))v(t) = 0 para toda i ∈ Ia(u0(t)) ∪Q, (t ∈ T ).
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En esta sección veremos cómo, generalizando los lemas de los dos caṕıtulos

anteriores, podemos mejorar considerablemente este resultado en el sentido

de que el conjunto de “variaciones admisibles” en los que la segunda varia-

ción es no negativa en el teorema anterior se puede modificar obteniendo un

conjunto que, en general, contiene propiamente al anterior.

Definición 5.6. Para (x0, u0) ∈ Ze(A) y µ ∈ Uq denotemos por W(x0, u0, µ)

el conjunto de todas las (y, v) ∈ Z para las cuales existen δ > 0 y una familia

uno-paramétrica (x(·, ǫ), u(·, ǫ)) (|ǫ| < δ) de procesos tales que

i. (x(t, 0), u(t, 0)) = (x0(t), u0(t)) (t ∈ T );

ii. (xǫ(t, 0), uǫ(t, 0)) = (y(t), v(t)) (t ∈ T );

iii. (x(·, ǫ), u(·, ǫ)) ∈ Ze(A)) (0 ≤ ǫ < δ);
iv. µα(t)ϕα(u(t, ǫ)) = 0 (α ∈ R, t ∈ T , 0 ≤ ǫ < δ).

Lema 5.7. Supongamos que (x0, u0) es solución de (P) y existe (p, µ) ∈
X × Uq tal que (x0, u0, p, µ) ∈ E. Entonces

J((x0, u0, p, µ); (y, v)) ≥ 0 para toda (y, v) ∈ W(x0, u0, µ).

Demostración: Definamos

K(x, u) := 〈p(t1), ξ1〉 − 〈p(t0), ξ0〉 +

∫ t1

t0

F (t, x(t), u(t))dt ((x, u) ∈ Z)

donde, para toda (t, x, u) ∈ T × Rn × Rm,

F (t, x, u) := L(t, x, u) − 〈p(t), f(t, x, u)〉 + 〈µ(t), ϕ(u)〉 − 〈ṗ(t), x〉.

Observemos que

F (t, x, u) = −H(t, x, u, p(t), µ(t), 1) − 〈ṗ(t), x〉

y, si (x, u) ∈ Ze(A), entonces

K(x, u) = I(x, u) +

∫ t1

t0

〈µ(t), ϕ(u(t))〉dt.

Sea (y, v) ∈ W(x0, u0, µ) y sean δ > 0 y (x(·, ǫ), u(·, ǫ)) (|ǫ| < δ) como en la

Definición 5.6. Entonces

g(ǫ) := K(x(·, ǫ), u(·, ǫ)) (|ǫ| < δ)
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satisface

g(ǫ) = I(x(·, ǫ), u(·, ǫ)) ≥ I(x0, u0) = K(x0, u0) = g(0) (0 ≤ ǫ < δ).

Notemos que

Fx(t, x0(t), u0(t)) = −Hx(t, x0(t), u0(t), p(t), µ(t), 1) − ṗ∗(t) = 0,

Fu(t, x0(t), u0(t)) = −Hu(t, x0(t), u0(t), p(t), µ(t), 1) = 0

y, por lo tanto, g′(0) = 0. En consecuencia

0 ≤ g′′(0) = K ′′((x0, u0); (y, v)) = J((x0, u0, p, µ); (y, v)).

Consideramos conveniente utilizar la siguiente notación. Para toda µ ∈ Rq

definimos los siguientes subconjuntos de ı́ndices de R:

Γ0(µ) := {α ∈ R | µα = 0}, Γp(µ) := {α ∈ R | µα > 0}.

Dado un proceso (x, u) Sea A(t) := fx(t, x(t), u(t)), B(t) := fu(t, x(t), u(t))
(t ∈ T ), y para (y, v) ∈ Z consideremos el sistema

ẏ(t) = A(t)y(t) +B(t)v(t) (t ∈ T )

al cual etiquetamos como L(x, u).
Definamos ahora un conjunto de “variaciones admisibles modificadas” el

cual, bajo ciertas hipótesis, se probará que está contenido en W(x, u, µ).

Definición 5.8. Dada (x, u) ∈ Z y µ ∈ Uq, una solución (y, v) de L(x, u) se

llama una variación modificada admisible a lo largo de (x, u, µ) si satisface

i. ϕ′
i(u(t))v(t) ≤ 0 para toda i ∈ Ia(u(t)) ∩ Γ0(µ(t)), (t ∈ T );

ii. ϕ′
j(u(t))v(t) = 0 para toda j ∈ Γp(µ(t)) ∪Q, (t ∈ T ).

Denotemos por Y (x, u, µ) al conjunto de todas las variaciones admisibles

modificadas (y, v) a lo largo de (x, u, µ) que satisfacen y(t0) = y(t1) = 0.

Lema 5.9. Supongamos que (x0, u0) ∈ Ze(A), Ia(u0(·)) es constante por

fragmentos y existen soluciones (yi, vi) (i = 1, . . . , n) de L(x0, u0) que satis-

facen

a. yi(t0) = 0 (i = 1, . . . , n);

b. |y1(t1) · · · yn(t1)| 6= 0;

c. ϕ′
α(u0(t))vi(t) = 0 para toda α ∈ Ia(u0(t)) ∪Q, i = 1, . . . , n, t ∈ T .
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Entonces Y (x0, u0, µ) ⊂ W(x0, u0, µ) para cualquier µ ∈ Uq con µα(t) ≥ 0 y

µα(t)ϕα(u0(t)) = 0 (α ∈ R, t ∈ T ).

Demostración: Sea µ ∈ Uq tal que µα(t) ≥ 0 y µα(t)ϕα(u0(t)) = 0 (α ∈
R, t ∈ T ), y sea (y, v) ∈ Y (x0, u0, µ). Sean T1, . . . , Ts los subintervalos de

T donde Ia(u0(·)) es constante y las funciones u0, v, v1, . . . , vn son continuas.

Para toda j = 1, . . . , s y t ∈ Tj, sea pj la cardinalidad de Ia(u0(t)) ∪ Q y

denotemos por ϕj la función que mapea Rm en Rpj y está dada por

ϕj(u) = (ϕi1(u), . . . , ϕipj
(u)) donde Ia(u0(t)) ∪Q = {i1, . . . , ipj

}.

Para toda j = 1, . . . , s definimos

ū(t, ǫ, α, λ) := u0(t) + ǫv(t) +
n

∑

i=1

αivi(t) + ϕj′∗(u0(t))λ

para toda (t, ǫ, α, λ) ∈ Tj × R × Rn × Rpj y sea

hj(t, ǫ, α, λ) := ϕj(ū(t, ǫ, α, λ)) − ǫϕj′(u0(t))v(t)

para toda (t, ǫ, α, λ) ∈ Tj × R × Rn × Rpj . Notemos que

hj(t, 0, 0, 0) = 0 y |hj
λ(t, 0, 0, 0)| = |Λj(t)| 6= 0 (t ∈ Tj)

donde

Λj(t) = ϕj′(u0(t))ϕ
j′∗(u0(t)).

Por el teorema de la función impĺıcita, existen νj > 0 y funciones σj:Tj ×
(−νj, νj) × (−νj, νj)

n → Rpj tales que, para toda t ∈ Tj, σ
j(t, 0, 0) = 0,

σj(t, ·, ·) es de clase C2 y

hj(t, ǫ, α, σj(t, ǫ, α)) = ϕj(ū(t, ǫ, α, σj(t, ǫ, α)) − ǫϕj′(u0(t))v(t) = 0.

Sea ν := mı́n{νj}j y σ(t, ǫ, α) := σj(t, ǫ, α) (t ∈ Tj, j = 1, . . . , s, |ǫ| < ν,
|αi| < ν). Entonces

ϕj(ū(t, ǫ, α, σ(t, ǫ, α)) = ǫϕj′(u0(t))v(t) (t ∈ Tj, |ǫ| < ν, |αi| < ν).

Tenemos, tomando la derivada con respecto a ǫ y αi en (ǫ, α) = (0, 0), que

0 = ϕj′(u0(t))[v(t) + ϕj′∗(u0(t))σǫ(t, 0, 0)] − ϕj′(u0(t))v(t) = Λj(t)σǫ(t, 0, 0)

0 = ϕj′(u0(t))[vi(t) + ϕj′∗(u0(t))σαi
(t, 0, 0)] = Λj(t)σαi

(t, 0, 0)
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y, por lo tanto, σǫ(t, 0, 0) = σαi
(t, 0, 0) = 0 (t ∈ T ).

Definamos ahora w(t, ǫ, α) := ū(t, ǫ, α, σ(t, ǫ, α)) y observemos que, por las

relaciones anteriores,

wǫ(t, 0, 0) = v(t), wαi
(t, 0, 0) = vi(t) (t ∈ T ).

Por el Teorema 3.8, las ecuaciones

ż(t) = f(t, z(t), w(t, ǫ, α)) (t ∈ T ), z(t0) = ξ0

tienen soluciones únicas z(t, ǫ, α) (t ∈ T, |ǫ| < η, |αi| < η) con 0 < η < ν,
tales que z(t, 0, 0) = x0(t). La función z(t, ǫ, α) es continua y tiene primeras

y segundas derivadas continuas con respecto a las variables ǫ, α1, . . . , αn. Las

funciones ż(t, ǫ, α), aśı como sus primeras y segundas derivadas con respecto

a ǫ, α1, . . . , αn, son continuas por fragmentos con respecto a t. Derivando con

respecto a ǫ y αi en (ǫ, α) = (0, 0) tenemos que

żǫ(t, 0, 0) = A(t)zǫ(t, 0, 0) +B(t)v(t), zǫ(t0, 0, 0) = 0,

żαi
(t, 0, 0) = A(t)zαi

(t, 0, 0) +B(t)vi(t), zαi
(t0, 0, 0) = 0

y, por lo tanto,

zǫ(t, 0, 0) = y(t), zαi
(t, 0, 0) = yi(t) (t ∈ T ).

Sea S := (−η, η) y definamos g:S × Sn → Rn por g(ǫ, α) := z(t1, ǫ, α) − ξ1.
Notemos que

g(0, 0) = 0 y |gα(0, 0)| = |M | 6= 0

donde M = (y1(t1) · · · yn(t1)). Por el teorema de la función impĺıcita, existen

0 < δ < η y β: (−δ, δ) → Rn de clase C2 tales que β(0) = 0 y g(ǫ, β(ǫ)) = 0

(|ǫ| < δ). Tenemos, derivando respecto a ǫ en ǫ = 0, que

0 = gǫ(0, 0) + gα(0, 0)β′(0) = y(t1) +Mβ′(0) = Mβ′(0)

lo cual implica que β′(0) = 0. Por continuidad podemos elegir δ > 0 tal que

|βi(ǫ)| < η para toda |ǫ| < δ, i = 1, . . . , n. Probemos finalmente que la familia

uno-paramétrica

x(t, ǫ) := z(t, ǫ, β(ǫ)), u(t, ǫ) := w(t, ǫ, β(ǫ)) (t ∈ T, |ǫ| < δ)



65

tiene las propiedades del lema. Observemos primero que

xǫ(t, 0) = zα(t, 0, 0)β′(0) + y(t) = y(t),

uǫ(t, 0) = wα(t, 0, 0)β′(0) + v(t) = v(t).

Más aún,

x(t1, ǫ) − ξ1 = z(t1, ǫ, β(ǫ)) − ξ1 = g(ǫ, β(ǫ)) = 0

de manera que x(·, ǫ) (|ǫ| < δ) une los puntos inicial y final de x0. Ahora,

para toda |ǫ| < δ y t ∈ Tj, tenemos

ϕj(u(t, ǫ)) = ϕj(ū(t, ǫ, β(ǫ), σ(t, ǫ, β(ǫ))) = ǫϕj′(u0(t))v(t).

Por lo tanto, de la Definición 5.8, se sigue que

ϕi(u(t, ǫ)) ≤ 0 para toda i ∈ Ia(u0(t)) con µi(t) = 0 (0 ≤ ǫ < δ)

ϕj(u(t, ǫ)) = 0 para toda j ∈ Ia(u0(t)) con µi(t) > 0, o j ∈ Q (|ǫ| < δ).

Para el caso i 6∈ Ia(u0(t)), o sea, ϕi(u0(t)) < 0, tenemos que µi(t) = 0 y

podemos disminuir δ > 0, si es necesario, de manera que ϕi(u(t, ǫ)) < 0,

(|ǫ| < δ). Por lo tanto, (x(·, ǫ), u(·, ǫ)) ∈ Ze(A) (0 ≤ ǫ < δ), y

µi(t)ϕi(u(t, ǫ)) = 0 (i ∈ R, t ∈ T, 0 ≤ ǫ < δ).

Esto prueba que (y, v) ∈ W(x0, u0, µ).

Lema 5.10. Si (x0, u0) es fuertemente normal, entonces existen soluciones

(yi, vi) (i = 1, . . . , n) de L(x0, u0) con

a. yi(t0) = 0 (i = 1, . . . , n);

b. |y1(t1) · · · yn(t1)| 6= 0;

c. ϕ′
α(u0(t))vi(t) = 0 para toda α ∈ Ia(u0(t)) ∪Q, i = 1, . . . , n, t ∈ T .

Demostración: Sea Z(t) ∈ Rn×n tal que

Ż(t) = −Z(t)A(t) (t ∈ T ), Z(t1) = I

y denotemos por z1, . . . , zn a los vectores renglón de Z, de manera que

żi(t) = −A∗(t)zi(t) (t ∈ T, i = 1, . . . , n).

Para cada t ∈ T sea

ϕ̂ = (ϕi1 , . . . , ϕip) donde Ia(u0(t)) ∪Q = {i1, . . . , ip}
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esto es, i1, . . . , ip son los ı́ndices α ∈ R ∪ Q tales que ϕα(u0(t)) = 0, y

definamos µ̂i(t) = (µ̂i1(t), . . . , µ̂ip(t)) por

µ̂i(t) := Λ−1(t)ϕ̂′(u0(t))B
∗(t)zi(t) (t ∈ T, i = 1, . . . , n)

donde Λ(t) = ϕ̂′(u0(t))ϕ̂
′∗(u0(t)). Extendemos la función µ̂i incluyendo todos

los otros ı́ndices en R mediante µi(t) = (µi
1(t), . . . , µ

i
q(t)) donde

µi
α(t) :=

{

µ̂i
ir
(t) si α = ir, r = 1, . . . , p

0 en otro caso.

Claramente tenemos µi
α(t)ϕα(u0(t)) = 0 para toda i = 1, . . . , n, α ∈ R, y

t ∈ T . Más aún,

ϕ̂′∗(u0(t))µ̂
i(t) =



















p
∑

j=1

∂ϕij

∂u1

(u0(t))µ̂
i
ij
(t)

...
p

∑

j=1

∂ϕij

∂um

(u0(t))µ̂
i
ij
(t)



















= ϕ′∗(u0(t))µ
i(t).

Ahora, definamos

vi(t) := B∗(t)zi(t) − ϕ̂′∗(u0(t))µ̂
i(t) (t ∈ T, i = 1, . . . , n)

y sea

cij :=

∫ t1

t0

〈vi(t), vj(t)〉dt.

Notemos que las funciones v1, . . . , vn son linealmente independientes en T ya

que, de otro modo, existiŕıan constantes a1, . . . , an, no todas iguales a cero,

tales que

0 =
n

∑

1

aivi(t) =
n

∑

1

ai[B
∗(t)zi(t) − ϕ̂′∗(u0(t))µ̂

i(t)] (t ∈ T )

y por lo tanto, si

µ(t) :=
n

∑

i=1

aiµ
i(t) (t ∈ T ),

la función z(t) :=
∑n

1 aizi(t) seŕıa una solución no nula del sistema

ż(t) = −A∗(t)z(t), B∗(t)z(t) − ϕ′∗(u0(t))µ(t) = 0 (t ∈ T )
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con µα(t)ϕα(u0(t)) = 0 (α ∈ R, t ∈ T ). Esto implica que el rango de C = (cij)
es n. Notemos también que

ϕ̂′(u0(t))vi(t) = ϕ̂′(u0(t))B
∗(t)zi(t) − Λ(t)µ̂i(t) = 0

de manera que la condición (c) se cumple. Ahora, sea yi la solución de

ẏ(t) = A(t)y(t) +B(t)vi(t) (t ∈ T ), y(t0) = 0

y observemos que

d

dt
〈zi(t), yj(t)〉 = z∗i (t)[A(t)yj(t) +B(t)vj(t)] − z∗i (t)A(t)yj(t)

= [v∗i (t) + µ̂i∗(t)ϕ̂′(u0(t))]vj(t)

= 〈vi(t), vj(t)〉

por lo que

〈zi(t1), yj(t1)〉 = cij (i, j = 1, . . . , n).

Como el miembro derecho tiene rango n y Z(t1) es no singular, la matriz

(yi
j(t1)) tiene rango n.

Por los resultados obtenidos en el Teorema 5.4 y los Lemas 5.7, 5.9 y 5.10,

obtenemos las siguientes condiciones necesarias fuertes de segundo orden.

Teorema 5.11. Si (x0, u0) es una solución fuertemente normal de (P) en-

tonces existe un único (p, µ) ∈ X × Uq tal que (x0, u0, p, µ) ∈ E. Si además

Ia(u0(·)) es constante por fragmentos, entonces

J((x0, u0, p, µ); (y, v)) ≥ 0 para toda (y, v) ∈ Z que satisface

i. ẏ(t) = fx(t, x0(t), u0(t), )y(t) + fu(t, x0(t), u0(t))v(t) (t ∈ T );

ii. y(t0) = y(t1) = 0;

iii. ϕ′
i(u0(t))v(t) ≤ 0 para toda i ∈ R con ϕi(u0(t)) = 0 y µi(t) = 0 (t ∈ T );

iv. ϕ′
j(u0(t))v(t) = 0 para toda j ∈ R con µj(t) > 0, o j ∈ Q (t ∈ T ).

5.5. Normalidad y regularidad

Resulta de interés ver si se puede debilitar la hipótesis de normalidad fuer-

te que implica unicidad del par (p, µ) tal que (x0, u0, p, µ) es un extremo,
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aśı como el conjunto de condiciones necesarias fuertes de segundo orden del

Teorema 5.11. Con ese objetivo, primero compararemos esa noción con una

distinta utilizada en la literatura (ver [8, 9, 24]) y las caracterizaremos en

términos de ciertos conos convexos. En el siguiente caṕıtulo veremos a través

de ciertos ejemplos algunas consecuencias de estos resultados.

Comencemos con la noción de normalidad fuerte, la cual se puede carac-

terizar en términos de un subespacio de Rm de la siguiente forma.

Definición 5.12. Para toda u ∈ Rm, sea

τ0(u) := {h ∈ Rm | ϕ′
i(u)h = 0 (i ∈ Ia(u) ∪Q)}.

Diremos que un proceso (x, u) es τ0-regular si no existe una solución no nula

z ∈ X del sistema

ż(t) = −A∗(t)z(t), z∗(t)B(t)h = 0 para toda h ∈ τ0(u(t)) (t ∈ T ).

Proposición 5.13. Para cualquier (x, u) ∈ Z(A) son equivalentes:

a. (x, u) es τ0-regular.

b. (x, u) es fuertemente normal.

Demostración:

(a) ⇒ (b): Supongamos que (p, µ) ∈ X × Uq es tal que µα(t)ϕα(u(t)) = 0

(α ∈ R, t ∈ T ) y

ṗ(t) = −A∗(t)p(t), B∗(t)p(t) = ϕ′∗(u(t))µ(t) (t ∈ T ).

Sea h ∈ τ0(u(t)). Entonces

p∗(t)B(t)h = µ∗(t)ϕ′(u(t))h =

q
∑

i=1

µi(t)ϕ
′
i(u(t))h = 0

y, por (a), p ≡ 0.

(b) ⇒ (a): Sea z ∈ X tal que

ż(t) = −A∗(t)z(t), z∗(t)B(t)h = 0 para todo h ∈ τ0(u(t)) (t ∈ T ).

Para cada t ∈ T sea

ϕ̂ = (ϕi1 , . . . , ϕip) donde Ia(u(t)) ∪Q = {i1, . . . , ip}
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y definamos µ̂(t) = (µ̂i1(t), . . . , µ̂ip(t)) por

µ̂(t) := Λ−1(t)ϕ̂′(u(t))B∗(t)z(t) (t ∈ T )

donde Λ(t) = ϕ̂′(u(t))ϕ̂′∗(u(t)). Notemos que, como

ϕ̂′(u(t))ϕ̂′∗(u(t))Λ−1(t) = Λ−1(t)∗ϕ̂′(u(t))ϕ̂′∗(u(t)) = Ip×p

tenemos que Λ−1(t) = Λ−1(t)∗. Sea µ(t) = (µ1(t), . . . , µq(t)) donde

µα(t) :=

{

µ̂ir(t) if α = ir, r = 1, . . . , p

0 en otro caso.

Claramente µα(t)ϕα(u(t)) = 0 (α ∈ R, t ∈ T ) y

µ̂∗(t)ϕ̂′(u(t)) = µ∗(t)ϕ′(u(t)) (t ∈ T ).

Ahora, sea

G(t) := Im×m − ϕ̂′∗(u(t))Λ−1(t)ϕ̂′(u(t))

y notemos que ϕ̂′(u(t))G(t) = 0 (t ∈ T ). Si hk(t) (k = 1, . . . ,m) denota la

k-ésima columna de G(t), tenemos que

ϕ′
ij
(u(t))hk(t) = 0 (j = 1, . . . , p, k = 1, . . . ,m)

esto es, hk(t) ∈ τ0(u(t)) y, por lo tanto, z∗(t)B(t)hk(t) = 0 (k = 1, . . . ,m).

Concluimos que

0 = z∗(t)B(t)G(t) = z∗(t)B(t) − µ∗(t)ϕ′(u(t))

y, por (b), z ≡ 0.

Consideremos ahora una noción diferente de normalidad. Nótese que el

signo de µα(t) no se considera en la definición de normalidad fuerte. Agregan-

do dicha condición, obtenemos la siguiente noción más débil de normalidad.

Definición 5.14. Decimos que (x, u) ∈ Z es débilmente normal si, dada

(p, µ) ∈ X × Uq que satisface

i. µα(t) ≥ 0 y µα(t)ϕα(u(t)) = 0 (α ∈ R, t ∈ T );

ii. ṗ(t) = −A∗(t)p(t) (t ∈ T );

iii. B∗(t)p(t) = ϕ′∗(u(t))µ(t) (t ∈ T ),

entonces p ≡ 0.
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Observemos que en el Teorema 5.4, si cambiamos la hipótesis de normali-

dad fuerte por la de normalidad débil, el resultado que se obtiene es válido

excepto por la unicidad de (p, µ). Consideremos ahora los siguientes conos

convexos de Rm.

Definición 5.15. Para cualquier u ∈ Rm y µ ∈ Rq sean

τ1(u, µ) := {h ∈ Rm | ϕ′
i(u)h ≤ 0 (i ∈ Ia(u) ∩ Γ0(µ)),

ϕ′
j(u)h = 0 (j ∈ Γp(µ) ∪Q)},

τ2(u) := {h ∈ Rm | ϕ′
i(u)h ≤ 0 (i ∈ Ia(u)), ϕ

′
j(u)h = 0 (j ∈ Q)}.

Definición 5.16. Sean (x, u) ∈ Z(A) y µ ∈ Uq con

µα(t) ≥ 0 y µα(t)ϕα(u(t)) = 0 (α ∈ R, t ∈ T ).

a. Decimos que (x, u, µ) es τ1-regular si no existe una solución no nula

z ∈ X del sistema

ż(t) = −A∗(t)z(t), z∗(t)B(t)h ≤ 0 para toda h ∈ τ1(u(t), µ(t)) (t ∈ T ).

b. Decimos que (x, u) es τ2-regular si no existe una solución no nula z ∈ X
del sistema

ż(t) = −A∗(t)z(t), z∗(t)B(t)h ≤ 0 para toda h ∈ τ2(u(t)) (t ∈ T ).

Notemos que las condiciones débiles dadas en el Teorema 5.5 están ex-

presadas en términos de τ0(u0(t)) mientras que las condiciones fuertes dadas

en el Teorema 5.11 lo están en términos de τ1(u0(t), µ(t)) el cual, como se

mostrará después, contiene a τ0(u0(t)) para cualquier µ ∈ Uq con µα(t) ≥ 0

y µα(t)ϕα(u(t)) = 0 (α ∈ R, t ∈ T ). Notemos también que las n soluciones

(yi, vi) de L(x0, u0) que aparecen el Lema 5.9 son tales que vi(t) pertenece a

τ0(u0(t)).
Ahora, como puede uno fácilmente verificar, τ0-regularidad implica τ1-

regularidad, la cual a su vez implica τ2-regularidad. Demos una demostración

formal de este hecho.

Proposición 5.17. Sean (x, u) ∈ Z(A) y µ ∈ Uq con

µα(t) ≥ 0 y µα(t)ϕα(u(t)) = 0 (α ∈ R, t ∈ T ),
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y consideremos las siguientes afirmaciones:

a. (x, u) es τ0-regular.
b. (x, u, µ) es τ1-regular.
c. (x, u) es τ2-regular.

Entonces (a) ⇒ (b) ⇒ (c).

Demostración:

(a) ⇒ (b): Sea z ∈ X tal que

ż(t) = −A∗(t)z(t), z∗(t)B(t)h ≤ 0 para toda h ∈ τ1(u(t), µ(t)) (t ∈ T ).

Sea h ∈ τ0(u(t)). Si i ∈ Ia(u(t)) ∩ Γ0(µ(t)) entonces ϕ′
i(u(t))h = 0. Si

j ∈ Γp(µ(t)) ∪ Q entonces, como Γp(µ(t)) ⊂ Ia(u(t)), ϕ
′
j(u(t))h = 0. Esto

muestra que h ∈ τ1(u(t), µ(t)) y aśı τ0(u(t)) ⊂ τ1(u(t), µ(t)). Por hipótesis,

z∗(t)B(t)h ≤ 0. Sin embargo, como τ0(u(t)) es un subespacio, tenemos que

z∗(t)B(t)h = 0. Por (a), esto implica que z ≡ 0 y esto prueba (b).

(b) ⇒ (c): Sea z ∈ X tal que

ż(t) = −A∗(t)z(t), z∗(t)B(t)h ≤ 0 para toda h ∈ τ2(u(t)) (t ∈ T ).

Sea h ∈ τ1(u(t), µ(t)). Si i ∈ Ia(u(t)) entonces ϕ′
i(u(t))h ≤ 0 si µi(t) = 0 y

ϕ′
i(u(t))h = 0 si µi(t) > 0. Si además j ∈ Q, entonces ϕ′

j(u(t))h = 0 . Esto

implica que h ∈ τ2(u(t)) y aśı τ1(u(t), µ(t)) ⊂ τ2(u(t)). Por (b), z ≡ 0 y se

sigue (c).

Ahora probemos que, tal como τ0-regularidad es equivalente a normalidad

fuerte, τ2-regularidad es equivalente a normalidad débil.

Proposición 5.18. Para toda (x, u) ∈ Z(A) son equivalentes:

a. (x, u) es τ2-regular.
b. (x, u) es débilmente normal.

Demostración:

(a) ⇒ (b): Supongamos que (p, µ) ∈ X × Uq es tal que

µα(t) ≥ 0 y µα(t)ϕα(u(t)) = 0 (α ∈ R, t ∈ T ),

ṗ(t) = −A∗(t)p(t), B∗(t)p(t) = ϕ′∗(u(t))µ(t) (t ∈ T ).

Sea h ∈ τ2(u(t)). Usando el hecho de que µα(t) ≥ 0 (α ∈ R) y µα(t) = 0

siempre que ϕα(u(t)) < 0, tenemos que

p∗(t)B(t)h = µ∗(t)ϕ′(u(t))h =

q
∑

i=1

µi(t)ϕ
′
i(u(t))h ≤ 0
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lo que implica, por (a), que p ≡ 0.

(b) ⇒ (a): Sea z ∈ X tal que

ż(t) = −A∗(t)z(t), z∗(t)B(t)h ≤ 0 para toda h ∈ τ2(u(t)) (t ∈ T ).

Procediendo como en la prueba de que (b) ⇒ (a) de la proposición 5.13

mostramos que hk(t), tal como se definió en esa prueba, pertenece a τ0(u(t)).
Ahora, como τ0(u(t)) ⊂ τ2(u(t)), la hipótesis sobre z implica que

z∗(t)B(t)hk(t) ≤ 0 (k = 1, . . . ,m).

Sin embargo, también −hk(t) ∈ τ0(u(t)) y aśı

z∗(t)B(t)hk(t) = 0 (k = 1, . . . ,m).

Por lo tanto,

0 = z∗(t)B(t)G(t) = z∗(t)B(t) − µ∗(t)ϕ′(u(t)).

El resultado se sigue de (b) si µα(t) ≥ 0 (α ∈ R, t ∈ T ). Para probar

que esto en efecto sucede, sea C(t) la matriz de dimensión p ×m dada por

C(t) := Λ−1(t)ϕ̂′(u(t)) y observemos que

C(t)ϕ̂′∗(u(t)) = Ip×p = ϕ̂′(u(t))C∗(t).

Por lo tanto, si cj(t) denota la j-ésima columna de C∗(t) y {ej} la base

canónica en Rp (j = 1, . . . , p), tenemos

(ϕ′
ij
(u(t))c1(t), . . . , ϕ

′
ij
(u(t))cp(t)) = e∗j (j = 1, . . . , p).

Aśı, si j ∈ {1, . . . , p} es tal que ij ∈ Ia(u(t)), entonces

ϕ′
k(u(t))(−cj(t)) =

{

−1 si k = ij
0 si k 6= ij

lo cual implica que −cj(t) ∈ τ2(u(t)) y, por lo tanto, z∗(t)B(t)cj(t) ≥ 0

(t ∈ T ). Pero µ̂∗(t) = z∗(t)B(t)C∗(t) y aśı µ̂∗
α(t) ≥ 0 para toda α ∈ Ia(u(t)).

Esto prueba la afirmación.



Caṕıtulo 6

Ejemplos

6.1. Ejemplo 1

Comenzaremos con un ejemplo que muestra que las condiciones modificadas

(o fuertes) del Teorema 5.11 pueden darnos más información que las condi-

ciones clásicas (o débiles) del Teorema 5.5.

Consideremos el problema de minimizar

I(x, u) =

∫ π

0

{u2

2(t) − x2(t)}dt

sujeto a

ẋ(t) = u1(t) + u2(t), u1(t) ≥ 0 (t ∈ [0, π]), x(0) = x(π) = 0.

En este caso tenemos T = [0, π], n = r = q = 1, m = 2, ξ0 = ξ1 = 0 y, para

toda t ∈ T , x ∈ R, y u ∈ R2 con u = (u1, u2),

L(t, x, u) = u2

2 − x2, f(t, x, u) = u1 + u2, ϕ1(u) = −u1.

Observemos primero que

H(t, x, u, p, µ, 1) = p(u1 + u2) − u2

2 + x2 + µu1

de manera que

Hu = (p + µ, p − 2u2), Hx = 2x,

Hxx = 2, Hxu = 0, Huu =

(

0 0

0 −2

)
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con las derivadas parciales de H evaluadas en (t, x, u, p, µ, 1). Por lo tanto,

para cualquier (x, u, p, µ) ∈ Z × X × U1 y (y, v) ∈ Z,

J((x, u, p, µ); (y, v)) = 2

∫ π

0

{v2

2(t) − y2(t)}dt.

Consideremos el proceso admisible (x0, u0) ≡ (0, 0) y sea (p, µ) ≡ (0, 0).

Claramente (x0, u0, p, µ) pertenece a E y tenemos que Ia(u0(t)) = {1}. Como

ϕ′
1(u0(t)) = (−1, 0), tenemos

τ0(u0(t)) = {(h1, h2) ∈ R2 | −h1 = 0} = {0} × R,

τ1(u0(t), µ(t)) = τ2(u0(t)) = {(h1, h2) ∈ R2 | −h1 ≤ 0} = R+ × R.

Ahora, como fx(t, x0(t), u0(t)) = 0 y fu(t, x0(t), u0(t)) = (1, 1), el sistema

ż(t) = −A∗(t)z(t) = 0,

z∗(t)B(t)h = z(t)(h1 + h2) = 0 para toda (h1, h2) ∈ τ0(u0(t)) (t ∈ T )

tiene como única solución la solución nula y por lo tanto (x0, u0) es τ0-regular.

Por el Teorema 5.5, si (y, v) ∈ Z es una variación admisible (en el sentido de

ese teorema), o sea, ẏ(t) = v1(t) + v2(t), y(0) = y(π) = 0 y v(t) ∈ τ0(u0(t)),
entonces J((x0, u0, p, µ); (y, v)) ≥ 0, pero las relaciones anteriores implican

que ẏ(t) = v2(t) y aśı, por el Teorema 5.5,
∫ π

0

{ẏ2(t) − y2(t)}dt ≥ 0

para toda y ∈ X que satisface y(0) = y(π) = 0, lo cual es un hecho bien

conocido. Por lo tanto, la conclusión del teorema no nos da información con

respecto al extremo (x0, u0).

Por otra parte, si definimos

v(t) = (v1(t), v2(t)) :=

{

(cos t, 0) if t ∈ [0, π/2]

(0, cos t) if t ∈ [π/2, π]

y y(t) := sin t (t ∈ [0, π]), entonces (y, v) es una variación admisible modi-

ficada, o sea, ẏ(t) = v1(t) + v2(t), y(0) = y(π) = 0 y v(t) ∈ τ1(u0(t), µ(t)),
pero

J((x0, u0, p, µ); (y, v)) = −2

∫ π/2

0

sin2 tdt + 2

∫ π

π/2

{cos2 t − sin2 t}dt

= −π/2 < 0.

Por el Teorema 5.11 concluimos que el extremo (x0, u0) no es solución del

problema.
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6.2. Ejemplo 2

Daremos ahora un ejemplo que muestra que la conclusión del Lema 5.10

puede no suceder si la hipótesis de τ0-regularidad (normalidad fuerte) se

reemplaza por la hipótesis más débil de τ1-regularidad.

Para toda t ∈ [0, 1], x ∈ R, u = (u1, u2) ∈ R2, sean

f(t, x, u) = u1 + u2, ϕ1(u) = u1, ϕ2(u) = −u2.

y U = {u ∈ R2 | ϕi(u) ≤ 0, i = 1, 2}. Si x0 ≡ 0 y u0 ≡ (0, 0) tenemos que

B(t) = fu(t, x0(t), u0(t)) = (1, 1), ϕ′
1(u0(t)) = (1, 0), ϕ′

2(u0(t)) = (0,−1).

Por lo tanto,

τ0(u0(t)) = {(0, 0)}, τ2(u0(t)) = {(h1, h2) ∈ R2 | h1 ≤ 0, h2 ≥ 0}

y, si µ ∈ U2 es tal que µi(t) ≥ 0 (i = 1, 2), entonces τ1(u0(t), µ(t)) está dada

por

τ0(u0(t)) si µ1(t) > 0, µ2(t) > 0

τ2(u0(t)) si µ1(t) = µ2(t) = 0

{(h1, h2) ∈ R2 | h1 = 0 y h2 ≥ 0} si µ1(t) > 0, µ2(t) = 0

{(h1, h2) ∈ R2 | h1 ≤ 0 y h2 = 0} si µ1(t) = 0, µ2(t) > 0.

Notemos que, para este ejemplo, la noción de regularidad está relacionada

con el sistema

ż(t) = 0, z(t)(h1 + h2) ≤ 0 (t ∈ [0, 1]).

Claramente, (x0, u0) es τ2-regular, pero no τ0-regular, es decir, es débil, pero

no fuertemente normal. Además, (x0, u0, µ) es τ1-regular si µ1(t) = µ2(t) = 0

para alguna t ∈ T .

Ahora, sea µ = (µ1, µ2) ≡ (0, 0), de manera que (x0, u0, µ) es τ1-regular. La

conclusión del Lema 5.10 afirma que existe una solución (y, v) de L(x0, u0),

con y(0) = 0, y(1) 6= 0, y ϕ′
α(u0(t))v(t) = 0 (α = 1, 2), pero para este ejemplo

esto significa que

ẏ(t) = v1(t) + v2(t), v1(t) = 0, −v2(t) = 0

y aśı y(0) = 0 implica que y ≡ 0.
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6.3. Ejemplo 3

Como se mencionó en el caṕıtulo anterior, los Teoremas 5.5 (condiciones

débiles) y 5.11 (condiciones fuertes) pueden ser establecidos en términos de

τ0(u0(t)) y τ1(u0(t), µ(t)) respectivamente. Expĺıcitamente, si (x0, u0) es una

solución fuertemente normal de (P) y (p, µ) ∈ X × Uq es el único par tal

que (x0, u0, p, µ) ∈ E entonces, por el Teorema 5.5, J((x0, u0, p, µ); (y, v)) ≥ 0

para toda (y, v) ∈ Z que cumple

i. ẏ(t) = fx(t, x0(t), u0(t))y(t) + fu(t, x0(t), u0(t))v(t) (t ∈ T );

ii. y(t0) = y(t1) = 0;

iii. v(t) ∈ τ0(u0(t)) (t ∈ T ),

mientras que, por el Teorema 5.11, si Ia(u0(·)) es constante por fragmentos,

las relaciones anteriores suceden reemplazando (iii) por

v(t) ∈ τ1(u0(t), µ(t)) (t ∈ T ).

Mostraremos ahora una solución débilmente normal (x0, u0) con (p, µ) tal

que (x0, u0, p, µ) ∈ E , pero J((x0, u0, p, µ); (y, v)) < 0 para alguna (y, v) ∈ Z
que satisface (i), (ii) y v(t) ∈ τ2(u0(t)) (t ∈ T ).

Consideremos el problema de minimizar

I(x, u) =

∫

1

0

u1(t)dt

sujeto a x(0) = x(1) = 0,

ẋ(t) = u2

1(t) + u2(t), u1(t) ≥ 0, u1(t) ≥ u2(t) (t ∈ [0, 1]).

En este caso tenemos T = [0, 1], n = 1, m = r = q = 2, ξ0 = ξ1 = 0 y, para

cualquier t ∈ T , x ∈ R, y u ∈ R2 con u = (u1, u2),

L(t, x, u) = u1, f(t, x, u) = u2

1 + u2, ϕ1(u) = −u1, ϕ2(u) = u2 − u1.

Observemos primero que

H(t, x, u, p, µ, 1) = p(u2

1 + u2) − u1 + (µ1 + µ2)u1 − µ2u2

aśı que

Hu(t, x, u, p, µ, 1) = (2pu1 − 1 + µ1 + µ2, p − µ2),

Huu(t, x, u, p, µ, 1) =

(

2p 0

0 0

)

.
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Por lo tanto, para cualquier (x, u, p, µ) ∈ Z × X × U2 y (y, v) ∈ Z,

J((x, u, p, µ); (y, v)) = −
∫

1

0

2p(t)v2

1(t)dt.

Claramente (x0, u0) ≡ (0, 0) es solución del problema. Como ϕ′
1(u0(t)) =

(−1, 0) y ϕ′
2(u0(t)) = (−1, 1), tenemos

τ0(u0(t)) = {(h1, h2) ∈ R2 | −h1 = 0, −h1 + h2 = 0} = {(0, 0)},

τ2(u0(t)) = {(h1, h2) ∈ R2 | −h1 ≤ 0, −h1 + h2 ≤ 0},

y τ1(u0(t), µ(t)) está dado por (h1, h2) ∈ R2 tal que

−h1 ≤ 0 si µ1(t) = 0, −h1 = 0 si µ1(t) > 0,

−h1 + h2 ≤ 0 si µ2(t) = 0, −h1 + h2 = 0 si µ2(t) > 0.

Al considerar regularidad notemos que, como

fx(t, x0(t), u0(t)) = 0, fu(t, x0(t), u0(t)) = (0, 1),

el sistema

ż(t) = −A∗(t)z(t) = 0,

z∗(t)B(t)h = z(t)h2 = 0 para toda (h1, h2) ∈ τ0(u0(t)) (t ∈ T )

tiene soluciones no nulas y, por lo tanto, (x0, u0) no es τ0-regular. Por otro

lado, z ≡ 0 es la única solución del sistema

ż(t) = 0, z(t)h2 ≤ 0 para toda (h1, h2) ∈ τ2(u0(t)) (t ∈ T )

ya que (0,−1) y (1, 1) pertenecen a τ2(u0(t)) implicando que −z(t) ≤ 0 y

z(t) ≤ 0 (t ∈ T ), y aśı (x0, u0) es τ2-regular. Sean µ = (µ1, µ2) ≡ (0, 1) y

p ≡ 1, de manera que

i. µα(t) ≥ 0 y µα(t)ϕα(u0(t)) = 0 (α = 1, 2, t ∈ T ),

ii. ṗ(t) = 0 = −Hx(t, x0(t), u0(t), p(t), µ(t), 1) (t ∈ T ),

iii. Hu(t, x0(t), u0(t), p(t), µ(t), 1) = (µ1(t)+µ2(t)− 1, p(t)−µ2(t)) = (0, 0)

(t ∈ T ).

Por lo tanto (x0, u0, p, µ) ∈ E con (x0, u0) una solución débilmente normal

del problema. Notemos también que

τ1(u0(t), µ(t)) = {(h1, h2) ∈ R2 | −h1 ≤ 0, h1 = h2}
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y, por lo tanto, el sistema

ż(t) = 0, z(t)h2 ≤ 0 para toda (h1, h2) ∈ τ1(u0(t), µ(t)) (t ∈ T )

tiene soluciones no nulas, lo que implica que (x0, u0, µ) no es τ1-regular.

Ahora, si (y, v) pertenece a Y (x0, u0, µ) entonces (y, v) es solución de

L(x0, u0) dada por ẏ(t) = v2(t) (t ∈ T ) junto con

y(0) = y(1) = 0 y v(t) ∈ τ1(u0(t), µ(t))

aśı que v1(t) = v2(t) ≥ 0. Sin embargo, esto implica que v2 ≡ 0 y, por lo

tanto, Y (x0, u0, µ) = {(0, 0)}. Por otra parte, si v = (v1, v2) ≡ (1, 0) y y ≡ 0,

entonces v(t) ∈ τ2(u0(t)), (y, v) es solución de L(x0, u0) con y(0) = y(1) = 0,

y

J((x0, u0, p, µ); (y, v)) = −
∫

1

0

2p(t)v2

1(t)dt = −2 < 0.

6.4. Ejemplo 4

Este último ejemplo permite obtener una conclusión más fuerte que el ante-

rior. Exhibiremos una solución débilmente normal (x0, u0) del problema con

(p, µ) tal que (x0, u0, p, µ) ∈ E , pero J((x0, u0, p, µ); (y, v)) < 0 para alguna

(y, v) ∈ Z que satisface y(t0) = y(t1) = 0,

ẏ(t) = fx(t, x0(t), u0(t))y(t) + fu(t, x0(t), u0(t))v(t) (t ∈ T ),

y v(t) ∈ τ1(u0(t), µ(t)) (t ∈ T ). En otras palabras, la conclusión del Teorema

5.11 puede no ocurrir si suponemos que la solución es débilmente normal.

Consideremos el problema que consiste en minimizar

I(x, u) =

∫

1

0

{u2(t) + u3(t)}dt

sujeto a

ẋ(t) = u2

1(t) + u2(t) − u3(t) (t ∈ [0, 1]), x(0) = x(1) = 0,

u1(t) ≥ 0, u2(t) ≥ 0, u3(t) ≥ 0 (t ∈ [0, 1]).

En este caso tenemos T = [0, 1], n = 1, m = r = q = 3, ξ0 = ξ1 = 0 y, para

cualquier t ∈ T , x ∈ R, y u ∈ R3 con u = (u1, u2, u3),

L(t, x, u) = u2 + u3, f(t, x, u) = u2

1 + u2 − u3,
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ϕ1(u) = −u1, ϕ2(u) = −u2, ϕ3(u) = −u3.

Observemos primero que

H(t, x, u, p, µ, 1) = p(u2

1 + u2 − u3) − u2 − u3 + µ1u1 + µ2u2 + µ3u3

aśı que

Hu(t, x, u, p, µ, 1) = (2pu1 + µ1, p − 1 + µ2,−p − 1 + µ3),

Huu(t, x, u, p, µ, 1) =







2p 0 0

0 0 0

0 0 0





 .

Por lo tanto, para cualquier (x, u, p, µ) ∈ Z × X × U3 y (y, v) ∈ Z,

J((x, u, p, µ); (y, v)) = −
∫

1

0

2p(t)v2

1(t)dt.

Notemos que fx(t, x, u) = 0, fu(t, x, u) = (2u1, 1,−1), y

ϕ′
1(u) = (−1, 0, 0), ϕ′

2(u) = (0,−1, 0), ϕ′
3(u) = (0, 0,−1).

Claramente (x0, u0) ≡ (0, 0) es solución del problema y tenemos Ia(u0(t)) =

{1, 2, 3}. Por lo tanto,

τ0(u0(t)) = {(h1, h2, h3) ∈ R3 | −h1 = 0, −h2 = 0, −h3 = 0} = {(0, 0, 0)},

τ2(u0(t)) = {(h1, h2, h3) ∈ R3 | −h1 ≤ 0, −h2 ≤ 0, −h3 ≤ 0}.

Como fx(t, x0(t), u0(t)) = 0 y fu(t, x0(t), u0(t)) = (0, 1,−1), el sistema

ż(t) = −A∗(t)z(t) = 0,

z∗(t)B(t)h = z(t)(h2 − h3) = 0 para toda (h1, h2, h3) ∈ τ0(u0(t)) (t ∈ T )

tiene soluciones no nulas por lo que (x0, u0) no es τ0-regular. Notemos que

z ≡ 0 es la única solución del sistema

ż(t) = 0, z(t)(h2 − h3) ≤ 0 para toda (h1, h2, h3) ∈ τ2(u0(t)) (t ∈ T )

ya que tanto (0, 1, 0) como (0, 0, 1) pertenecen a τ2(u0(t)), lo cual implica que

z(t) ≤ 0 y −z(t) ≤ 0 (t ∈ T ). Por lo tanto, (x0, u0) es τ2-regular. Ahora, sean

µ = (µ1, µ2, µ3) ≡ (0, 0, 2) y p ≡ 1. Entonces

τ1(u0(t), µ(t)) = {(h1, h2, h3) ∈ R3 | −h1 ≤ 0, −h2 ≤ 0, −h3 = 0}
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y, por lo tanto, el sistema

ż(t) = 0, z(t)(h2 − h3) ≤ 0 para toda (h1, h2, h3) ∈ τ1(u0(t), µ(t)) (t ∈ T )

tiene soluciones no nulas, lo que implica que (x0, u0, µ) no es τ1-regular.

Ahora, tenemos que

i. µα(t) ≥ 0 y µα(t)ϕα(u0(t)) = 0 (α = 1, 2, t ∈ T );

ii. ṗ(t) = 0 = −Hx(t, x0(t), u0(t), p(t), µ(t), 1) (t ∈ T );

iii. Hu(t, x0(t), u0(t), p(t), µ(t), 1) = (0, 0, 0) (t ∈ T ),

aśı que (x0, u0, p, µ) ∈ E con (x0, u0) una solución débilmente normal del

problema.

Sea v = (v1, v2, v3) ≡ (1, 0, 0) y y ≡ 0. Entonces (y, v) es solución de

L(x0, u0) dada por ẏ(t) = v2(t) − v3(t) (t ∈ T ), junto con y(0) = y(1) = 0,

v(t) ∈ τ1(u0(t), µ(t)), y

J((x0, u0, p, µ); (y, v)) = −
∫

1

0

2p(t)v2

1(t)dt = −2 < 0.
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