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Introduccion

La teoria de condiciones necesarias de segundo orden en control éptimo ha
recibido una atencién considerable desde el trabajo inicial de Hestenes [5] y
Warga [22]. Una gran cantidad de problemas, bajo diferentes hipétesis, se
ha estudiado con éxito (ver, en particular, [1, 2, 4, 7, 10, 12, 13, 20, 23-
25] y sus referencias). Sin embargo, problemas que involucran igualdades y
desigualdades en las funciones de control presentan serias dificultades que
impiden utilizar ciertas técnicas clasicas.

Con la idea de entender claramente los objetivos de este trabajo, veamos
brevemente el problema que nos interesa, el cual consiste en minimizar

t

I(z,u) = /t L, x(t), u(t))dt
0

sobre todas las trayectorias suaves por fragmentos z: 7 — R" y controles

continuos por fragmentos u: T — R™ que satisfacen

a. @(t) = f(t, x(t),u(t) (t € T);

b. z(ty) = &o, (1) = &;

c. a(u(t)) <0, pp(u(t)) =0 (@€ R, €@, teT),
donde T = [to, t1], y Ry @ son dos conjuntos disjuntos finitos de indices.

Condiciones de segundo orden para este problema se encuentran, por ejem-
plo, en [3, 7, 10, 12, 18, 19], pero las condiciones obtenidas son expresadas en
términos de un conjunto de “variaciones admisibles” que puede proporcionar
poca o ninguna informacién adicional a las condiciones de primer orden in-
cluso bajo hipdtesis de normalidad.

Para entender el tipo de condiciones necesarias dadas en esas referencias,
recordemos brevemente una situacién semejante que ocurre en el caso de
dimensién finita (ver [6]). Supongamos que estamos interesados en minimizar
una funcion f: R"™ — R en el conjunto

S={a € R"| gulx) <0 (a € A), gs(z) =0 (3 € B)}
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donde A ={1,...,p}, B={p+1,...,m}. Sea
F(z,\) = f(x) —|—§:)\aga(x) ((z,A) e R" xR™)

y denotemos por I(z) := {a € A | go(x) = 0} al conjunto de indices activos
en z. Un resultado conocido en la literatura es que, bajo ciertas hipdtesis de
normalidad y suavidad, si g minimiza localmente a f en S entonces existe
una unica A € R™ con

Ao >0 (€ I(xg)), \a =0 (v € A\ I(x0)),

tal que Fp(xo,\) = 0. Mas aun, (h, F,.(xo,\)h) > 0 para toda h en el
conjunto de restricciones tangenciales de S en xy dado por

Rs(zo) := {h € R" | gi(wo;h) =0 (i € I(z0) U B)}.

Otro resultado que puede proporcionar mas informacion afirma que, ba-
jo ciertas hipétesis de regularidad, (h, Fy.(xg,\)h) > 0 para toda h en el
conjunto de restricciones tangenciales modificadas de S en xq dado por

Rg(xo; \) := {h € R" | g (x0;h) <0 (a € I(g), Ao = 0), g5(wo;h) =0 (8 € TUB)}

donde I'={a € A| A\, >0}

Es facil encontrar ejemplos para los cuales un punto z, satisface la condi-
cién de primer orden para alguna A € R™ y (h, F..(x9, \)h) > 0 para toda
h € Rg(x), pero (h, Fyp(zo, \)h) < 0 para alguna h € Rg(zo; ). En este
caso, el primer resultado no da ninguna informacién con respecto a la optimal-
idad del extremo en consideracién, pero uno concluye del segundo resultado
que el punto xg no minimiza localmente a f en S.

Para el problema de control 6ptimo enunciado arriba, condiciones “débiles”
del primer tipo se pueden encontrar en las referencias mencionadas y estan
expresadas en términos de un conjunto de “variaciones admisibles” (y, v) que

satisfacen y(ty) = y(t1) =0,

y(t) = fo(t, o(t), uo(t)y(t) + fult, zo(t), uo(t))v(t) (t€T)

y las relaciones
pi(uo(t)v(t) =0 (i€ L(t) UQ)



donde 1,(t) denota el conjunto de indices activos en ug(t). Un conjunto de
“variaciones admisibles modificadas”, en el que uno esperaria tener condi-
ciones “fuertes” del segundo tipo, corresponde a parejas (y,v) que satisfacen
no las ultimas relaciones, sino

wi(uo(t))v(t) <0 (i € La(t) con pi(t) = 0),

Si(ua(®)v(t) =0 (€ R con pry(t) >0, 0 j € Q)

donde el multiplicador p, como en el caso de dimensién finita, aparece en
las condiciones de primer orden y es tal que pq(t) > 0 con pa(t) = 0 si
Valup(t)) <0 (€ R, tel).

Recientemente, condiciones fuertes de este tipo para el problema de control
6ptimo en consideracién fueron obtenidas en [16]. El objetivo principal de este
trabajo consiste en explicar claramente la derivacion de dichas condiciones y
compararlas, a través de varios ejemplos, con las condiciones conocidas en la
literatura.

Por otro lado, entender como se pueden obtener esas condiciones se fa-
cilita enormemente al considerar casos mas simples en los que las técnicas
utilizadas se generalizan para el problema que analizamos. Por esa razén
decidimos presentar una derivacién detallada de condiciones de optimalidad
(tanto necesarias como suficientes) para el caso de dimensién finita, asi co-
mo un estudio de problemas de control 6ptimo sin restricciones o con solo
igualdades en las funciones de control.






Capitulo 1

Resultados y conceptos basicos

En este capitulo presentaremos algunos resultados y conceptos bésicos que
se utilizaran a lo largo del trabajo.

Dado que estudiaremos problemas de optimizacién, resulta conveniente
analizar primero los conceptos de minimos y maximos de una funcién con
valores reales definida en un subconjunto de R", asi como los resultados
clasicos de condiciones necesarias y suficientes para extremos de funciones
diferenciables en un intervalo compacto de R. Repasaremos posteriormente
algunos resultados basicos relacionados con diferenciales de funciones de valor
real definidas en un subconjunto de R" asi como una versién del teorema de
la funcién implicita.

En la siguiente seccion derivaremos de manera sencilla un resultado cru-
cial (Teorema 1.27) en la determinacién de multiplicadores de Lagrange que
se utilizara en el siguiente capitulo para derivar condiciones de optimali-
dad para problemas con igualdades. Para obtener un resultado equivalente
aplicable a problemas que involucran desigualdades (Teorema 1.33) introdu-
ciremos una breve teoria sobre conos convexos. Por tultimo, para la derivacién
de condiciones de optimalidad para problemas en espacios arbitrarios o con
desigualdades presentaremos los conceptos de conos tangentes y funciones
soporte.

1.1. Minimos y maximos

Supongamos dados un subconjunto S de R" y una funcién f que mapea S
en R. Comenzaremos con los conceptos de infimo y supremo de f en S.



Definiciones 1.1. El mayor nimero m (con m = —oo admitido) tal que
f(z) > m para toda x € S se llama la mdxima cota inferior de f en S o el
infimo de f en Sy se denota por “Inf f(z) en S”. Si existe un punto o en
S tal que f(xg) = inf f(z) en S, escribimos f(xy) = min f(x) en Sy se dice
que dicho punto minimiza a f en S'y f(xo) es el minimo de f en S.

Anaélogamente, la minima cota superior o el supremo de f en S es el minimo
valor M (con M = 400 admitido) tal que f(z) < M para toda = € Sy se
denota por “sup f(z) en S”. Si existe un punto z; en S tal que f(z;) =
sup f(z) en S, escribimos f(z1) = méx f(x) en S y se dice que dicho punto
mazximiza a f en Sy f(x1) es el mdzimo de f en S.

Claramente se tiene en S que

sup[—f(2)] = — inf f(2), [ f(2)] = - sup f(2)

y, por lo tanto, un punto z; € S maximiza a f en S si y solo si z; minimiza
a —fen S,y un punto xg € S minimiza a f en S si y solo si zy maximiza a
—f en S. Un punto que maximiza o minimiza a f se llama un punto extremo

de f.

Una condicién que asegura la existencia de un punto extremo de una fun-
cion esta dada por el siguiente teorema. El resultado es una consecuencia
inmediata del Teorema de Bolzano-Weierstrass el cual afirma que toda suce-
sion acotada de puntos en R" tiene una subsucesién convergente.

Teorema 1.2. Si S es un compacto no vacio de R" y f: S — R es continua
entonces [ alcanza su mdzximo y minimo en S.

Demostracion: Sea m := inf f(x) en Sy sea {z,} una sucesién de puntos
en S tales que m = lim,_,, f(z,). Como S estd acotado, por el teorema de
Bolzano-Weierstrass {z,} tiene una subsucesion {y,} convergente y, por ser
S cerrado, el limite zg := lim,_, Y, estda en S. Por continuidad,

f(xg) = qlir(r)lo f(y,) =m =1inf f(x) en S.

Por lo tanto o minimiza a f en S. Aplicando este resultado a — f, se prueba
que existe un punto x; en S que minimiza a —f en S y, por lo tanto, x;
maximiza a f en S. 1

El concepto de extremo es de naturaleza global dado que se toman en
cuenta todos los puntos de S. De acuerdo con la definicion, xo minimiza a f
enSsizg € Sy f(xg) < f(x) paratodaz € S. En contraste, extremos locales



toman en cuenta el comportamiento de la funcién en vecindades alrededor
de x.

Definiciones 1.3. Diremos que zy € S minimiza localmente a f en S si
existe una vecindad N de xg tal que xy minimiza a f en S N N, es decir,
f(xo) < f(z) para toda x € SN N. Si la desigualdad es estricta para toda
x # xg en SN N, diremos que f(zg) es un minimo local estricto de f en S.

1.2. Extremos en un intervalo compacto

En esta seccién repasaremos condiciones necesarias y suficientes de optima-
lidad para el caso en que la funcion f esta definida en un intervalo compacto
S = [a, b] en R.. En la teorfa que sigue nos concentraremos en encontrar mini-
mos globales o locales ya que maximos globales o locales para f se pueden
encontrar obteniendo los minimos respectivos para — f.

Recordemos que la derivada f'(xg) de f en zy, cuando existe, estd dada

por
F(x0) = lim f(@) = f(o) — lim f(xo+h) — f(xo)'
a=z0  x — X h—0 h
Sizg = a o xg =0, este limite es un limite por la izquierda o derecha res-
pectivamente. Suponiendo la existencia de derivadas, tenemos las siguientes
condiciones suficientes para un minimo local estricto en los puntos inicial y

final de [a, b].

Teorema 1.4. Si f'(xg) > 0 y z9 = a, o f'(xg) < 0 y 9 = b, entonces
f(zo) es un minimo local estricto de f en [a,b]. Andlogamente, si f'(zq) <0
yxo=a, o f(xg) >0 yxy=>, entonces f(xy) es un mdximo local estricto
de [ en [a,b].

Demostracion: Supongamos que f'(a) > 0. Sea € := f'(a)/2 y sea § > 0

tal que
a<zr<a+d = W—f’(a) < €.
Entonces
f(x;:(]:(a) >f'(a)—<—:—f/;a) >0 (a<z<a+d).

Por lo tanto f(z) > f(a) para toda x € (a,a + 0), o sea, f(a) es un minimo
local estricto de f en [a, b]. Las afirmaciones restantes se prueban de manera
semejante. 1



Este resultado implica de manera inmediata las siguientes condiciones ne-
cesarias para minimos locales en los puntos inicial y final de [a, b].

Teorema 1.5. Si f'(a) existe y f(a) es un minimo local de f en [a,b] enton-
ces f'(a) > 0. Si f'(b) existe y f(b) es un minimo local de f en [a,b] entonces
f'(b) <0.

Demostracion: Por el Teorema 1.4, f(a) es un méximo local estricto de f
en [a,b] si f’(a) < 0. Por lo tanto, si f(a) es un minimo local de f en [a, b],
se tiene que f’(a) > 0. Andlogamente, f'(b) < 0 si f(b) es un minimo local
de f en [a,b]. 1

Para puntos interiores del intervalo [a,b], el teorema anterior implica el
siguiente resultado.

Teorema 1.6. Si f tiene un extremo local en xy € (a,b) y f'(xo) existe
entonces f'(zg) = 0.

Demostracion: Supongamos que f tiene un minimo local en zy. Por el
Teorema 1.5 aplicado en el intervalo [xg, b] se tiene que f'(xy) > 0. Aplicando
el mismo teorema en el intervalo [a, o] vemos que f'(xy) < 0. Por lo tanto
f'(zg) = 0. Andlogamente f’'(zo) = 0 si f tiene un méximo local en z = . 1

El siguiente teorema del valor medio es bésico.

Teorema 1.7. Si f es continua en [a,b] y tiene derivada en todo punto de
(a,b) entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(b) = f(a) + (b—a)f'(c).
Demostracion: Sea

o) = 1) - |1 -0y @ efon)

Claramente h es continua en [a,b], derivable en (a,b), h(a) = f(a) y

o) =10 - 740 0 o) = rla)

Por el Teorema 1.2 existe ¢ en (a, b) punto extremo de h. Por el Teorema 1.6,

0= h,<C) _ f/(C) . f(bl)):ic(a)
y, por lo tanto,
PR IOE O



Recordemos que, si f es diferenciable en [a,b] y f"(zo) existe entonces

f(@) = f(ao) = f'(zo)(x = w0) + 5./ (w0) (x — w0)* + 7% — 20)

donde h
)

h—0 h2

El siguiente teorema nos da condiciones suficientes para un extremo local.

Teorema 1.8. Supongamos que f es diferenciable en una vecindad de x,
" (xo) existe y f'(xo) = 0. Entonces

a. f"(xo) >0 = f(xg) es un minimo local estricto de f.

b. f"(x¢) <0 = f(xg) es un mdzimo local estricto de f.

Demostracion:

(a): Sea m tal que 0 < 2m < f"(zg) y sea d > 0 tal que

()| _ f"(xo)
h? = 2

Por lo tanto, si |z — | < J, entonces
f(@) = f(zo) = 3 f" (o) (2 — x0)? + r(x — o) > m(x — xo)%.

(b): De manera analoga obtenemos que existe § > 0 tal que, si |z — x| < 4,
entonces

—m (|| < 9).

f(@) < f(wo) —m(z —z0)". 0

Una consecuencia inmediata de los Teoremas 1.4 y 1.8 son las siguientes
condiciones necesarias para un extremo local.

Teorema 1.9. Supongamos que f es diferenciable en una vecindad de xq,
1" (x) existe y f tiene un minimo local en xy. Entonces

a. zg € (a,b) = f'(xo) =0y f"(xo) > 0.

b. zg =a = f'(zo) > 0 0 bien f'(z9) =0y f"(zo) > 0.

c. zo=b= f'(x9) <0 o bien f'(xg) =0y f"(x9) > 0.

1.3. Funciones de varias variables
En esta seccion repasaremos algunos conceptos y resultados basicos relacio-

nados con diferenciales de funciones de valor real definidas en un subconjunto
de R". Para mayor detalle, véase [17].
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Definiciones 1.10. Sean X y Y espacios vectoriales. Una funcion A que
mapea X en Y se dice que es una transformacion lineal si

A(xy + x9) = Axy + Ao, A(cx) = cAx

para toda x, x1, 9 € X y c escalar. Es frecuente utilizar la notacién Az en
vez de A(x) si A es lineal. Una transformacién lineal de X en X se llama
un operador lineal en X. Denotamos por L(X,Y’) al conjunto de todas las
transformaciones lineales de X en Y y, en lugar de L(X,R), escribiremos
simplemente L(X).

Si Ay, Ay € L(X,Y) y c1, o son escalares, definimos ¢1 Ay 4 co Ay como

(ClAl + CQAQ)ZL‘ =c Az + CQAQZL’ ($ € X)

Es claro que c; Ay + oAy € L(X,Y). Si (X, || - 1) y (Y.| - ||2) son espacios
lineales normados, decimos que A € L(X,Y") estd acotada si existe una cons-
tante M tal que para toda € X se tiene ||Ax|s < M||z||;. La minima M
con esta propiedad se llama la norma de A y la denotamos por || AJl.

Es facil ver que, si (X, |- |l1) v (Y, || - ||2) son espacios lineales normados y
A e L(X,Y), entonces

|A£L‘ 2
1Al = sup 1472 o Anls = sup Az].
cex—(0} 1zllt  jei=2 lall <1

Dos resultados bésicos de transformaciones lineales son los siguientes.

Teorema 1.11. Sea A una transformacion lineal entre dos espacios lineales
normados. Entonces son equivalentes:

a. A es continua en un punto.

b. A es continua en todos los puntos.

c. A estd acotada.

Teorema 1.12. Sean A, B € L(R",R™) y definamos la distancia entre A y
B como p(A, B) := ||A—BJ||. Entonces (L(R",R™), p) es un espacio métrico.

Definicién 1.13. Sean E C R" abierto, f una funciéon que mapea FE en R
y xg € E. Decimos que f es diferenciable en xq si existe A € L(R") tal que

lim f(x) = fzo) — A(x — x0)

z—x0 |z — x|

=0.
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En este caso escribimos f'(z9) = A y llamamos a f'(x¢) la diferencial de f en
xo. Si f es diferenciable en x para toda x € E decimos que f es diferenciable
en F. Nétese que, si f es diferenciable en x(, entonces
: . r(h)
f(x) = f(xo) = f'(xo)(x — o) + r(x — x0) donde Illlng) TH = 0.
Definicién 1.14. Sean f: E C R" — R con E abierto y {ey,...,e,} la base
canénica de R". Para x € F, 1 < i < n, definimos

— m -— lim f(l’ + tei) - f($)

agj‘i t—0 t

(Dif)(z)

siempre que el limite exista, y llamamos a D; f una derivada parcial.

Teorema 1.15. Supongamos que f mapea E C R" en R y f es diferenciable
en x € E. Entonces las derivadas parciales (D;f)(x) existen y f'(x)e; =
(Dif) ().

Demostracion: Sea 1 <1 < n. Como f es diferenciable en x,

f(a+te) — f(x) = f(x)(te;) +r(te;)  donde lim 7’(’5:” — 0.
Como f'(x) es lineal,
Fa)er = tim LEFL) ZT@ ey

t—0 t

Definicién 1.16. Sean £ C R" abierto y f: E — R diferenciable. Decimos
que f es continuamente diferenciable en E si f' es una funcién continua de
E en L(R"). Explicitamente requerimos que, para cada z € E y € > 0, exista
0 > 0 tal que

yeEy|lr—yl <i=|f(y) - @)l <e
En este caso escribimos f € C!(E).

Teorema 1.17. Supongamos que f mapea un abierto E C R" en R. Enton-
ces son equivalentes:

a. feCYE).

b. Las derivadas parciales D;f existen y son continuas en E para toda
1<2<n.
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Observacion 1.18. Si las derivadas parciales D; f existen para toda 1 < i <
n, denotamos por (V f)(x) al vector ((D1f)(x),...,(D,f)(z)) y lo llamamos
el gradiente de f en x, i.e.,

n

(V@) = > _(Dif)(@)es.

=1

Ahora, dada A € L(R"), el vector a = (Aey, ..., Ae,) satisface Ah = (a, h)
para toda h € R" donde (-, ) es el producto interno en R". Por otro lado, si
a € R", definimos A:R" — R como Ah := (a, h) y, claramente, A € L(R").
Por lo tanto existe una correspondencia uno-a-uno entre R" y L(R"). Por el
Teorema 1.15, si f es diferenciable en x, entonces

f'(x)h = ((Vf)(x),h) paratoda h € R".

Debido a esta igualdad, es usual utilizar la notacién f’(x) para el gradiente
de f en x.

Visto de otra manera, si en la Definicién 1.13 escribimos f’(z¢; ) := A(*) v
llamamos a f'(xo; -) la diferencial de f en x( entonces, con la correspondencia
uno-a-uno entre R" y L(R") de arriba, le asociamos a A el vector f'(xg) tal
que (f'(xg), h) = f'(x; h) para toda h € R" y lo llamamos el gradiente de f
en .

Definicién 1.19. Una forma cuadrdtica (Q en R" es una funcién @: R" — R
tal que, para toda x = (z1,...,z,) € R",

Qr) = f: Wi T

ij=1
donde a;; € Ry A = (a;j) es una matriz simétrica. Notese que
Qz) = (Az,z) = (x, Ax) = 2™ Az

donde x es un vector columna y z* su transpuesta. Decimos que @) es po-
sitiva, negativa, etc., si lo es Q(z) para toda = # 0. Andlogamente, a toda
matriz simétrica A = (a;;) le asociamos la forma cuadratica Q(z) := (Ax,x)
para toda z € R". La matriz A es positiva, negativa, etc., si lo es su forma
cuadratica asociada.
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Observacién 1.20. Dada una forma cuadratica ) en R", existen vectores
unitarios xg, 1 € R" tales que, para toda x € R",

Q(zo)|z]* < Q(x) < Q(a1)|z[*.

Demostracion: Sea E = {x € R" : |z| = 1} la (n — 1)-esfera. Como E es
compacto, existen puntos zy, z; € F tales que, para toda x € F,

Q(z0) < Q(x) < Q).

Por lo tanto, para toda z € R" — {0},

Qo < () = L < g

2|/ =l
y el resultado se sigue. 1

Definicién 1.21. Sean F C R" abierto, f una funcion que mapea E en
R y 2y € E. Decimos f tiene una sequnda diferencial en xq si f tiene una
diferencial f’(z¢;-) en z( y existe una forma cuadrética @ en R" tal que

lm f(x) = f(zo) = f'(x0; 2 — 20) — 5Q(x — m0)

En este caso escribimos f”(xg;-) := Q(+) y llamamos a f"(zo;-) la seqgunda
diferencial de f en xo. La matriz simétrica f”(xq) tal que (f"(xo)h,h) =
f"(xzo; h) para toda h € R" se llama el Hessiano de f en xy. Notese que, si
f tiene una segunda diferencial en g, entonces

f(@) = f(xo) = f'(zo;x — o) + 5 " (x0; 2 — m0) + 7(2 — 20)

donde

Definicién 1.22. Supongamos que f es una funcién real definida en un
abierto £ C R", con derivadas parciales D f, ..., D, f. Si las funciones D; f
son a su vez diferenciables, las derivadas parciales de sequndo orden de f
estan definidas como
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Si estas funciones D;;f son continuas en E, decimos que f es de clase C?
en E y escribimos f € C?(E). Analogamente, f € C™(E) si f es continua
y posee derivadas parciales continuas de grado menor o igual que m en F.
Diremos que f es de clase C"™ en un conjunto £ C R" arbitrario si f es de
clase C" en una vecindad de F.

Teorema 1.23. (Taylor) Dados S C R" y f:S — R supongamos que x +
th € S para toda t € [0, 1]. Entonces:

a. f € CY(S) = existe t; € (0,1) tal que

fla+h) = flx)+ f(z+th;h)
= f(z)+ /01 f'(x +th; h)dt.

b. f € C*(S) = emiste ty € (0,1) tal que

flx+h) = fl@)+ f'(2;h) + 5" (x + tah; h)
= f(:c)+f’(x;h)+/0 (1= &) f" (2 + th; h)dt.

El teorema de la funcién implicita juega un papel fundamental en la teoria
que presentaremos en este trabajo. La siguiente version de dicho teorema
estd tomada de [6].

Teorema 1.24. (Funcién implicita) Sea S un abierto de R™ x R" y f una
funcion que mapea S en R"™ con f(t,x) y f.(t,x) continuas en S. Supongamos
que existen un compacto Ty C R™ y una funcion continua xq: Ty — R" tales
que, para toda t € T,

i. (t,xzo(t)) € S.

it. f(t,2o(t)) =0y |ful(t, zo(t))| # 0.
Entonces existen una vecindad T de Ty, una funcion continua z:T — R" y
una constante € > 0 tales que

a. r =uxy en Tj.

b. f(t,z(t)) = 0 para toda t en T.

c. teT, ft,x) =0y |z —z(t)] <e) =z =2x(t).

d. feC™(S)=zxeC™T).



15

1.4. Funcionales lineales

Definicién 1.25. Sean X un espacio vectorial y L;: X — R (i =1,...,m)
funcionales lineales. Decimos que el conjunto {L;} es linealmente indepen-
diente si una relacion de la forma

m

> a;Li(z) = 0 para toda x € X
1

implica que a; =0 (i =1,...,m).

Teorema 1.26. Sean X un espacio vectorial y {L;}]" funcionales lineales en
X. Entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

a. {L;} es linealmente independiente.

b. Existen x1,...,2, € X tales que |L;(z;)]| #0 (i,j =1,...,m).

Demostracion: Sean F(x) := (Ly(z),...,Ln(z)) (z € X) y Y = F(X).
Entonces (a) < no existe ningin vector en R™ ortogonal a ¥ < Y = R™
(va que Y es un subespacio de R™) < existen m vectores linealmente in-
dependientes y1,...,y, € Y < existen zy,...,x, € X tales que y; =
(Ly(x;), ..., Ly(x;)) son linealmente independientes < (b). I

En particular nétese que, si X = R", las funcionales lineales L;(x) = (a;, x)
(¢=1,...,m) son linealmente independientes < A = (a;;) es de rango m.

Teorema 1.27. Sean X un espacio vectorial, L, L; (i € A := {1,...,m})
funcionales lineales en X,

R={ze X |Li(z)=0 (i A)},

y supongamos que L(x) = 0 para toda v € R. Entonces existen multiplica-
dores { N }T" tales que L(x) = Y7 NiLi(x) (z € X). Si {L;}7" es linealmente
independiente entonces los multiplicadores son unicos.

Demostracion: Sin pérdida de generalidad supongamos que {L;}}" es li-
nealmente independiente. Por el teorema 1.26, existen zy,...,x,, € X tales
que |L;(x;)| #0 (i,j € A). Sean
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C::<y17"'7ym): : :
Li(zn) -+ Lp(xm)

Sea A = (A1,..., \p)* tal que CA = (L(x1),. .., L(zy))*, por lo que L(x;) =
YT AiLi(x;) (j € A). Sea x € X, definamos u := (Ly(z),..., Ly,(z))" y sea
b= (by,...,bn)* tal que C*b = u, de manera que

m

0= Li(x) = 3 Lile;)b; = Ly (a: - iijj> (i € A).

J=1

Como = — Y_1"z;b; € R, se tiene L(x — >_1" z;b;) = 0. Por lo tanto

m

0 = L(xj)b; = L(x) — Z NiLi(x)b;
(). 1

AiL;

ij=1

L(z) - f:
L(x) - f:
1.5. Conos convexos

Definiciones 1.28. Sea C' un subconjunto de R". Decimos que
i. C'es convezo si para toda z,y € C'y A€ [0,1], (1 =Nz + Iy e C.
ii. C"es un cono si x € C' = ax € C para toda o > 0.

Observacion 1.29. Sea C' un cono en R". Entonces son equivalentes:

a. C es convexo.

b.z,yeC=x+yecC.

Demostracion:

(a) = (b): Sean z,y € C. Por (a), z := (z+y) € C. Como C es un cono,
2z=x+yeC.

(b) = (a): Sean z,y € C'y 0 < A < 1. Como C' es un cono, (1 — Nz y Ay
estan en C'y, por (b), (1 =Nz + Ay e C. 1

Definicién 1.30. Dado B C R" definimos a C(B) como el conjunto de
todas las combinaciones lineales no negativas finitas de elementos de B, es
decir,

C(B) = {Z a;x; | a; > 0,2, € B, J ﬁnito}.
J
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Claramente C'(B) es un cono convexo y, de hecho, es el minimo cono convexo
que contiene a B. Llamamos a C(B) el cono convero generado por B.

Definicién 1.31. Dado B C R" definimos
B*:={z € R" | (y,2) <0 para toda y € B}
y lo llamamos el cono dual de B.
Mencionaremos ahora algunas propiedades béasicas de conos convexos.

Proposicion 1.32. Las siguientes propiedades se cumplen:
a. Si B C R" entonces B* es un cono convexro cerrado vy

B = (C(B)) = (C(B))"

b. Si C es un cono convero entonces C** = C.
c. Un cono convero con un numero finito de generadores es cerrado.

Como se vera en el Capitulo 2, el siguiente resultado es crucial en la obten-
cion de condiciones necesarias de optimalidad para problemas con igualdades
y desigualdades.

Teorema 1.33. Sean A ={1,...,p}, B={p+1,...,m} yb, € R" (o €
AU B). Entonces

R:={heR" | (bs,h) <0 (v € A), (bg,h) =0 (5 € B)}
es un cono convexro cerrado. Su dual R* estd generado por los vectores
bi, .. bm, —bpy1, ..., =l

Mas atn, para toda b € R", las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a. (b,h) <0 para toda h € R.
b. Existen Ai,...,Apm en R con Ay >0 (o € A) tales que b =Y \;b;.
Demostracion: Notese primero que

R={heR"| (ba,h) <0 (0 € AUB), (=bg,h) <0 (3 € B)}.
Por lo tanto R = C'(B)* donde
B={bi,... by byirse by —bpits s —bu ).

Por la Proposicién 1.32 (a), R es un cono convexo cerrado. Ahora, C(B) es
cerrado por 1.32 (c) y por lo tanto, por 1.32 (b), R* = C'(B)** = C(B).
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1.6. Conos tangentes

Definicién 1.34. Una sucesién {z,,} C R" converge a xy en la direccion h
si h es un vector unitario, x,, # xg, y
’ ’ Ty — Zo
lim |z, — zo| =0, lim —— = h.
m—00 m—00 |xm — Q;0|
Claramente, si una sucesion {z,,} converge a xy y &, # o para un nimero
infinito de m’s, entonces {z,,} tiene una subsucesién que converge direccio-
nalmente.

Definicién 1.35. Dada xq € S C R", el cono tangente de S en xy, denotado
por Ts(zg), es el cono (cerrado) determinado por los vectores unitarios h para
los cuales existe una sucesién {x,,} en S convergente a x, en la direccién h.

Noétese que, si {x,,} converge a x¢ en la direccién h y f es diferenciable en

Ty entonces
f(@m) — f(xo)

1{ = f'(zo; h).
ml—I>Ic1>o ’l‘m — l'()| f ($0’ )
Si f tiene segunda diferencial en z( entonces
lfm f(@m) = f(@o) — ['(20; Tm — o) _ lf”(aio' h)

m—00 |z — xo? 2

Proposicién 1.36. Dada zg € S C R" sea Cd(xg) el conjunto de todas las
h € R" para las cuales existen € > 0 y x:[0,¢) — S tales que x(0) = xo y
#(0) = h. Entonces Cd& (zo) C Ts(zo).

Demostracién: Sea h € Cd(xg) y sean e > 0y x : [0,6) — S tales que
z(0) = xo y ©(0) = h. Definimos para todam € N, t,,, :=€/my x,, := x(t,,).
Entonces

lim = lim 2(tm) = 2(0) =z(0) = h.

m—00 tm m—00 m

Tm — Xo

Asi x,, — xg, m — o0 vy, si h # 0, entonces z,, # xy para m suficientemente
grande y
tm h

, Z’m - xO , 0 7
lim ———— = lim lim = —
m— o0 |xm — 1E0| m—00 tm m—00 |$m — ZL'()| |h|

Ty — &

lo cual implica que {z,,} converge a zy en la direccién h/|h|. 1
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Definicién 1.37. Sean g € S C R"y f: R" — R. Decimos que F: R" — R
es una funcion de soporte inferior para f en (S,x¢) si F tiene las mismas
propiedades de diferenciabilidad que f en zg, F'(z) < f(z) (x € S), F(xg) =
f(xo), y F'(x0) = 0.

Observaciéon 1.38. Sean zp € S C R"y f:R" — R.. Si f tiene una funcién
de soporte inferior F en (S, ) entonces f'(zo;h) > 0 para toda h € Tg(x).

Demostracion: Sea h € Ts(xo) unitario y sea {z,,} C S convergente a zg
en la direccién h. Si g := f — F entonces g(z) > 0 = g(z¢) para toda = € S,
lo cual implica que

M = ¢'(xo; h) = f'(xo; h). 1

m—oo |fEm — $0| o

0< lim
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Capitulo 2

Optimizacién en espacios de
dimension finita

A lo largo de este capitulo supondremos dados un subconjunto S de R"
y una funciéon f que mapea S en R. El problema que nos concierne, que
denotaremos por P(S), es el de minimizar f en S.

Para condiciones de primer orden supondremos que las funciones involu-
cradas son de clase C! en una vecindad del punto en consideracién y, para
condiciones de segundo orden, de clase C?.

2.1. Problemas sin restricciones

Comenzaremos con el caso en que S es abierto. Los siguientes dos resultados
dan condiciones necesarias (para un minimo global) y suficientes (para un
minimo local estricto) respectivamente.

Teorema 2.1. Si zg es solucion de P(S) entonces f'(xg) =0 y f"(x) > 0.
Demostracion: Sea § > 0 tal que f(x) > f(zo) para toda x con |x—xo| < 6.
Sea h # 0y definamos € := §/|h|. Para toda t € (—¢, €) sean x(t) := xo + th

v g(t) := f(z(t)). Como
l2(t) — x| = |t||h] < elh| =& para toda t € (—e,€),
se tiene que
g(t) = f(x(t)) = f(zo +th) > f(ze) = g(0) para toda t € (—, €)

21
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por lo que la funcién ¢ tiene un minimo en ¢ = 0. Por el Teorema 1.9(a),
0=g'(0) = f'(zo;h) y 0 < g"(0) = f"(xo; h). N

Teorema 2.2. Si xy € S, f'(xg) = 0 y f"(xo,h) > 0, entonces existen
0,m > 0 tales que

|z — x| <& = f(x) > f(x0) +mlz — zo|*.
Demostracion: Por la Definicién 1.21 sabemos que existe r(zg; ) tal que
f(x) = f(xo) + f'(xo; 2 — o) + %f”(xow — x0) + (205 T — T0)

donde r(xg;h)/|h|> — 0, h — 0. Como f”(xg,h) es positiva, por la Obser-
vacién 1.20 existe m > 0 tal que, para toda h € R"™, f"(xo;h) > 4m|h|*.
Sea § > 0 tal que, si |h| < J, entonces |r(zg;h)| < m|h|?. Por lo tanto, si
|z — zo| < § entonces f(x) — f(xg) > m|r — zo|%

Definicién 2.3. Un punto x = ¢ es un punto critico de f si f'(c) = 0. Un
punto critico ¢ es no degenerado si f"(c) es no singular, esto es, |f”(c)| # 0.

Observacion 2.4. Si ¢ es un punto critico no degenerado de f entonces f(c)
es un minimo local estricto de f en S < f”(¢) > 0.

2.2. Restricciones lineales

Sea A ={1,...,m} con m < n y supongamos que
S={xeR" | (bg,z) +¢co =0 (€ A)}

donde b, € R", ¢, € R (v € A).
Para toda xy € S definamos los siguientes dos conjuntos:

Ls(zo) == {he€R"|zo+the S (t€R)}
Rs = {heR"|(byh) =0 (ac A}

Noétese que, para toda zg € S, Lg(xg) = Rg.

Teorema 2.5. Si xy es solucion local de P(S) entonces f'(zo;h) = 0 y
f"(zo; h) > 0 para toda h € Lg(xp).

Demostracion: Sea h € Lg(xy) y definamos x(t) := x¢ + th, ¢ = f o ux.
Como ¢ tiene un minimo local en ¢ = 0, se sigue que 0 = ¢’'(0) = f'(xo; h) y
0 <¢"(0) = f"(zo; h).
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Teorema 2.6. Sixzg € S, f'(xo;h) =0y f"(xo;h) > 0 para toda h € Lg(xy),
h # 0, entonces xy es una solucion local estricta de P(S5).

Demostracion: Supongamos lo contrario. Entonces, para toda ¢ € N existe
zq € S tal que

0 < |2y — 0| < 611 ) < o).

Como los vectores h, := (x, — o) /|x, — zo| son unitarios, existen una subsu-
cesion (sin cambio de notacién) de {h,} y un vector unitario h tales que h,
converge a h. Claramente h,, h € Lg(z). Por lo tanto

lm f(xq) — f(mo)

=0 |z, — z|?

= %f”(%o; h) <0.1

Las condiciones necesarias de primer orden que aparecen en el Teorema
2.5 se pueden, utilizando el Teorema 1.27, expresar en términos de multipli-
cadores (de Lagrange). El siguiente resultado es una simple consecuencia de
dichos teoremas, tomando en cuenta que Lg(zg) = Rg.

Teorema 2.7. Si xy es solucion local de P(S) entonces existen \i,..., \p,
en R tales que

m

(o) + > Aaba =0,  f"(zg;h) >0 para toda h € Rg.

1
Para suficiencia, de manera inmediata el Teorema 2.6 implica el siguiente
resultado.

Teorema 2.8. St xg € S y existen A\y,..., A\, € R tales que

m

(o) + > Aaba =0,  f"(zg;h) >0 para toda h € Rg, h #0

1

entonces xy es una solucion local estricta de P(.5).

Por razones de comparacion con problemas no lineales que veremos en las
siguientes secciones, notese que las condiciones anteriores se pueden expresar
en términos de una funcién auxiliar que depende de x € R" y A € R™.

Observacién 2.9. Para toda (z,A) € R" x R™ sean g,(z) := (ba, ) + ¢q
(e Ay

F(z,\) = f(x) + i Aafa(T).
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Entonces la condicién de primer orden en los Teoremas 2.7 y 2.8 es equiva-
lente a la existencia de A € R™ tal que F,(z9,A) = 0. Por otro lado, las
condiciones de segundo orden de dichos teoremas corresponden a las relacio-
nes Fo.(xo, \;h) >0y Fop(xo, A\; h) > 0 para toda h € Rg, h # 0.

2.3. Restricciones con igualdades

En esta seccion generalizaremos las condiciones obtenidas en la seccion an-
terior para el caso que involucra igualdades no lineales. Como veremos, las
condiciones necesarias que obtenemos son una simple consecuencia del Teo-
rema 1.27.

Sea A ={1,...,m} con m < ny supongamos que tenemos dadas funciones

Jda:R" =R (@€ Ay
S={reR"|ga(x) =0 (ax€ A)}.
Para toda zqg € S definamos los conjuntos
Cs(zg) = {heR"|existen e >0y x:(—€,¢e) — S tales que
2(0) = o y £(0) = h}
llamado el conjunto de vectores tangentes curvilineos de S en g, y
Rg(wo) == {h € R" | go(x0;h) =0 (v € A)}

que corresponde al conjunto de vectores que satisfacen las restricciones tan-
genciales de S en xy. Claramente Cs(z9) C Rg(x¢) para toda zg € S pero,
como se ilustra en los siguientes dos ejemplos, el converso no necesariamente
es cierto.

Ejemplo 2.10. Sea g(z,y) = (v + 32— 1)? (z,y € R) y S = {(z,y) € R?|
g(x,y) = 0}. En este caso

g'(z,y;:h, k) = 2(a* +y* — 1)(2zh + 2yk)
por lo que Rg(0,1) = R?, pero Cg(0,1) = {(h, k) € R* | k = 0}.

Ejemplo 2.11. Sea g(z,y) = 22 —4° (z,y € R) y S = {(z,y) € R* |
g(x,y) = 0}. En este caso

g'(x,y; h, k) = 2xh — 3y°k
por lo que Rg(0,0) = R?, pero C(0,0) = {(h,k) € R* | h =0, k > 0}.
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En general resulta dificil determinar cudndo ambos conjuntos coinciden.
Un criterio ampliamente utilizado en la literatura es el de normalidad.

Definicién 2.12. Sea xg € S. Decimos que z( es un

a. punto regular de S si Cg(xg) = Rg(xo).

b. punto normal de S si las ecuaciones lineales ¢/, (xo;h) =0 (o € A) en h
son linealmente independientes, esto es, si los gradientes ¢/ (xg), ..., ¢.,(xo)
son linealmente independientes, lo cual es equivalente a requerir que la matriz

aga(xo) - Lo
( e ) (a=1,....m; i=1,...,n)

sea de rango m.

Como veremos en la Seccién 2.6, si xg es un punto normal de S entonces
xo es un punto regular de S. Consideremos ahora la funcién auxiliar definida
en la seccién anterior. Para toda (z,A) € R" x R™ sea

F(x,\) = f(x) + i:: Aada ().

Teorema 2.13. Supongamos que xy es un punto normal de S y una solucion
local de P(S). Entonces existe un unico X € R™ tal que F.(xo,A\) = 0 y
Fr(xo, A\;h) > 0 para toda h € Rg(x).

Demostracion: Sea h € Rg(xg) = Cs(zp) y sean € > 0y z:(—€,¢) — S
tales que x(0) = zo y ©(0) = h. Entonces ¢ := f o x tiene un minimo local
en t =0y por lo tanto

0=¢'(0) = f'(zo;h) 'y 0<¢"(0) = f"(xo;h).

La primera conclusién se sigue del Teorema 1.27. Como ¢(t) = F(z(t), A),
por Taylor tenemos

donde Z(t) = xo + 6(t)[x(t) — xo] con 0 < §(t) < 1. Por lo tanto

0< ;QOH(O) _ lme — ;ch((xo,)\);h). |

t—0 12
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Teorema 2.14. Supongamos que o € S y que existe A\ € R™ tal que
Fo(xo,\) = 0 y Fyu(xo, A\;h) > 0 para toda h € Rs(zo), h # 0. Entonces
existen una vecindad N de xq y m > 0 tales que

f(z) > f(zo) +m|z — 29|* para toda x € SN N.

Demostracion: Supongamos lo contrario. Entonces, para toda ¢ € N existe
zq € S tal que

1 Ly
ty = |z, — 20| < 7 f(zq) <f(x0)+gq'

Claramente ¢, > 0. Si es necesario, reemplacemos {z,} por una subsucesién
(denotada otra vez por {x,}) tal que la sucesién de vectores unitarios
Ty — Xo Tg — Xo

hg == =

tq |xq — |

converge al vector unitario h. Entonces

0 — h/m goc(xq) - ga(l‘())

q—00 t

= g (xo; h)

q

y por lo tanto h € Rg(xg), h # 0. Ahora, por Taylor,

1 F(xg,A) — F(zo,\) 1 _ Ty — T 1 _
- —_F . - _F .
q > tg 2 xx((qu)\); t > 2 :m:((xqa)\)ahq)

q

donde Z, = x¢ + 0 [z, — 2] con 0 < 6, < 1. Por lo tanto

q

Analogamente a la condicion necesaria y suficiente que se obtiene en la lti-
ma parte del caso sin restricciones, definamos puntos criticos no degenerados
para el caso con igualdades no lineales.

Definicién 2.15. Un punto zy se llama punto critico de f relativo a S si
zo € Sy existe A € R™ tal que F(xp,\) = 0. Si ademds el determinante de
la matriz (n 4+ m)-dimensional (i y « son indices renglén, j y 3 son indices
columna)

Frizi(xo, ) ggui(z0) o ' -
< gmj(xo) 0 (Za]—l,...,n, &76_17---,771)

es distinto de cero, x( se dice que es no degenerado.
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Teorema 2.16. Sea xo un punto critico no degenerado de f relativo a S.
Sea A € R™ como en la Definicion 2.15. Entonces xq es una solucion local
estricta de P(S) < Fypi(xo, A\;h) > 0 para toda h € Rg(xo).

2.4. Conjuntos arbitrarios

En las tres secciones anteriores obtuvimos condiciones necesarias y suficien-
tes de optimalidad para el problema P(S) suponiendo que S es abierto, o
que esta definido por igualdades lineales o no lineales. Como veremos en esta
seccidn, el concepto de cono tangente Ts(xg) definido en la Seccién 1.6 per-
mite obtener condiciones de optimalidad para el problema P(S) donde S es
un subconjunto arbitrario de R".

Supongamos en esta seccién que tenemos dados S C R", un punto z¢ € S,
y una funcion f: R" — R. El primer resultado nos da condiciones necesarias
de optimalidad.

Teorema 2.17. Supongamos que zo es una solucion local de P(S). Entonces
f'(xo;h) > 0 para toda h € Ts(xg) y, si f'(xg) =0, entonces f"(xo;h) >0
para toda h € Ts(xo).

Demostracion: Sea h € Ts(zg) un vector unitario y {x,,} C S una suce-
sion convergente a xy en la direcciéon h. Para valores grandes de m tenemos

f(wm) > f(0) y, por lo tanto,

|xm —x0|

Si ademas f’(z) = 0, entonces

f(@m) — f(x0)

| T — 0]?

1
0 < lim = §f”(m0; h). 1

Los siguientes tres resultados corresponden a suficiencia para minimos lo-
cales estrictos.

Teorema 2.18. Si f'(zo;h) > 0 para toda h € Ts(xy), h # 0, entonces
existen una vecindad N de xo y m > 0 tales que

f(z) > f(xo) + mlz — x| (z€ SNN).
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Demostracion: Supongamos lo contrario. Por lo tanto existe una sucesion
{z;n} de puntos de S tal que

1 1
|xm _370‘ <— Yy f(xm) - f(:cO) < 7’xm - x0|'
m m

Claramente x,, # . Por lo tanto {z,,} tiene una subsucesion (denotada otra
vez por {x,,}) que converge a xy en la direccién h. Esto es una contradiccién

ya que
f’(ﬂUo; h) — Hm f(xm) - f(iEo) <01

| Tm — o] a

Teorema 2.19. Si f'(z9) =0 y f"(xo;h) > 0 para toda h € Ts(xg), h # 0,
entonces existen una vecindad N de xo y m > 0 tales que

f(x) > f(xo) + mlx — 2> (v € SNN).

Demostracion: Supongamos lo contrario. Entonces, para toda m € N exis-
te x,, € S tal que

Reemplacemos {z,,} por una subsucesién convergente a x, en una direccién
h. Como f'(xy) = 0, tenemos

;f//(xo; h) — lim f(xm) B f(xO) <0

lo cual contradice la relaciéon f”(xg;h) > 0.1
Teorema 2.20. Sea R C R" tal que Ts(zo) C R y sea
A:={h € R\{0} | f'(wo; h) = O}.

Supongamos que A # 0 y, para toda h € A, existe una funcion de soporte
inferior F' para f en (S,x¢) tal que F"(xzo;h) > 0. Entonces existen una
vecindad N de xo y m > 0 tales que

f(x) > f(xo) +m|z — 20> (z € SNN).
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Demostracion: Supongamos lo contrario. Entonces, para toda m € N exis-
te x,, € S tal que
1 1 9
|Im_a70| <— Yy f(l'm)—f(l‘o)<*|l’m—x0| :
m m

Reemplacemos {z,,} por una subsucesién convergente a xy en una direccién
ho. Entonces

f(@m) — [ (o)

|Tm — 0]

.1 1
< lim —|x,, — o] < lfm — = 0.
m m

Por otra parte, f'(xo;ho) > 0 ya que A # () y, por hipiptesis, existe una
funcién de soporte inferior para f en (.5, xq). Por lo tanto, f'(zo;ho) =0y,
como hg € Ts(zg) C R es un vector unitario, hy € A. Sea F' una funcién de
soporte inferior para f en (S, zg) que satisface F"(xo;ho) > 0 y definamos
G := f — F. Tenemos

F(zy,) — F(xo) N G(xm) - i
|z — xo)? |Zm — 20|12 m

Sin embargo, G(z,,) > 0 para toda m € Ny F'(xy) = 0. Esto implica que

F(zm) — F(xo)
| T — xol?

m)
1 s z
§F (03 ho) = lim

IN

0

y llegamos a una contradiccion. 1

2.5. Restricciones con desigualdades

Analizaremos en esta seccién el problema de minimizar f en el conjunto de
restricciones S dado por

S={reR"[ga(r) <0 (e A), gs(x) =0 (5 € B)}

donde A = {1,...,p}, B = {p+1,...,m}, y se tiene dada una funcién
9= 1(91,---,9m) que mapea R" a R™.

Resulta ilustrativo ver primero cémo la teoria del caso con igualdades no
lineales se puede aplicar a este problema. Para toda xy € S definamos el
conjunto de indices activos en xy por

I(zg) == {a € A ga(xo) = 0}
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y consideremos el conjunto
S(xo) = {2 € R" | ga(x) = 0 (o € I(20)), gs(x) =0 (J € B)}

junto con su correspondiente conjunto de restricciones tangenciales en xq
(como se definié en la Seccién 2.3), o sea,

Rstuny(0) = {h € R | gl(wo; h) = 0 (i € I(xo) U B)}.

Supongamos que x, es una solucién local de P(.S). Si go(z9) < 0, sea ¢, >0
tal que |z — zo| < €4 = ga(z) < 0y sea N(xp) :={z € R" : |z — x¢| < €}
donde € = min{e, | ga(zo) < 0}. Si A = I(xg), definimos N(zg) := R".
Como S(xg) N N(xg) C S, zo también es una solucién local de P(S(zg)). Por
el Teorema 2.13, si xp es un punto normal de S(zy) (o sea, las ecuaciones
lineales gj(xo;h) = 0 (i € I(zo) U B) en h son linealmente independientes),
entonces existe un unico A € R? (¢ denota la cardinalidad de I(zo) U B) tal
que Gg(xg, \) = 0, donde

G(z,\) == f(z)+ > Ngi(z) ((z,X) € R"xR).

i€l(x9)UB

Ademds, (h, Gzz(z0, A\)h) > 0 para toda h € Rg(y,) (o). Se puede probar que,
en este caso, \, > 0 para toda « € I(xg) y por lo tanto, si

P(zg) ={AeR™ | Ao >0 (0 € I(x0)), \a =0 (€ A\ I(x0))}

y definimos F' como anteriormente, o sea,
F(z,)) = f(z) + > Aaga(z),
1

entonces obtenemos el siguiente conjunto de condiciones necesarias de primer
y segundo orden.

Teorema 2.21. Supongamos que o es una solucion local de P(S). Si xq
es un punto normal de S(xy) entonces existe un unico X\ € P(xg) tal que
Fy(xo,A) = 0. Mds ain, (h, Fyo(20, A)h) > 0 para toda h € Rz, (o).

Este resultado nos proporciona condiciones necesarias de segundo orden
pero, como veremos en esta seccidn, dichas condiciones se pueden mejorar
considerablemente. Para hacerlo consideraremos no los vectores tangentes
curvilineos Cg(zg) sino el cono tangente Ts(zo) de S en .
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Definamos el conjunto de vectores que satisfacen las restricciones tangen-
ciales de S en xq por

Rs(z) := {h € R" [ go(x0;h) <0 (a € I(x9)), gs(xo;h) =0 (5 € B)}.

Como en el caso de igualdades, tenemos que Ts(z9) C Rg(xo) para toda
xo € S, pero el converso no necesariamente es cierto.

Ejemplo 2.22. Sean ¢1(z,y) = —%, go(2,5) = —4° (1,5 €R) y
S={(z,y) €R*| ga(z.y) <0 (a = 1,2)}.
En este caso, T5(0,0) = {(h,k) € R* | h > 0, k > 0}, pero Rg(0,0) = R”.

Definicién 2.23. Decimos que zy € S es un

a. punto reqular de S si Ts(xo) = Rs(x).

b. punto cuasi-regular de S si para cualquier z € Ts(xo)* existe A € P(x)
tal que = = 37 Ag!(x0).

Noétese que, por el Teorema 1.33, si xg es un punto regular de S entonces
es un punto cuasi-regular de S. El converso no necesariamente es cierto.

Ejemplo 2.24. Sea
S:{(x,y)€R2|x§O, r+y <0, x2—y2:0}

que consiste en los dos rayos definidos por las relaciones z < 0, y = +ux.
Entonces el origen es un punto cuasi-regular de S, pero no es un punto
regular de S.

Consideremos el conjunto
€ :={xy € 5 | existe A € P(xy) tal que F,(zg,\) =0}

cuyos elementos se dice que satisfacen la regla de multiplicadores de Lagrange
de primer orden. La siguiente proposiciéon nos da condiciones necesarias y
suficientes para que un punto satisfaga dichas condiciones.

Proposicién 2.25. Sea xy € S. Entonces se satisfacen:

a. Si xg es un punto minimo cuasi-reqular de f en S entonces xy € £.

b. Si zg € € entonces F(-,\) es una funcion de soporte inferior para f en
(S, x) y, por lo tanto, f'(xo;h) > 0 para toda h € Ts(xo).
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c. kg € € si y solo si f'(xo;h) >0 para toda h € Rg(xo).

Demostracion:

(a): Por ser xy un punto minimo de f en S, por el Teorema 2.17 sabemos
que f'(zo;h) > 0 para toda h € Tg(xg), o sea, —f'(xg) € Ts(xg)*. Por ser g
cuasi-regular, existe A € P(x) tal que F,(zg,\) = 0.

(b): La primera afirmacién es clara y la segunda se sigue de la Observacion
1.38 o directamente de (c) ya que Ts(z¢) C Rg(xo).

(c): Sea g € £ y sea A € P(xg) tal que F,(z,A) = 0. Por lo tanto, para
toda h € Rg(zo),

0= (Fu(ro A B = F(eor ) + 3 Aagla(wos h) < f(o: ).

Para el converso, si (—f’'(z¢); h) < 0 para toda h € Rg(zg) entonces, por el
Teorema 1.33, existe {\;}ies C R donde J = I(zy) U B tal que A\, > 0 para
toda o € I(xg) y f'(x0) + X5 Nigi(xo) = 0. El resultado se sigue definiendo
Ao = 0 para toda o € A\ I(x). 1

Los siguientes tres resultados corresponden a condiciones suficientes para
un minimo local estricto de f en S. Como se vera, las condiciones obtenidas
son una consecuencia inmediata de las condiciones suficientes derivadas en
la Seccion 4. Comenzaremos con un lema que caracteriza los elementos h de
Rs(xg) para los cuales f'(xg; h) = 0.

Lema 2.26. Supongamos que zo € € y A € P(xg) es tal que F(xg, \) = 0.
Sea I' :={a € A| A\, > 0}. Entonces, para toda h € Rg(xo), h # 0,

f(zo;h) =04 g/ (xo;h) =0 (a€l).
Demostracion: Sea h € Rg(xy), h # 0. Entonces

0= Fx(%, )‘7 h’) = f/($03 h) + Z )\ag/a(aj(); h’)
acl’
Por lo tanto, si g, (zo;h) = 0 (a € I'), tenemos f'(xg; h) = 0. Para el con-
verso, si f'(zo; h) = 0, se sigue de las relaciones A, > 0y ¢/ (zo;h) < 0 que
gh(zo;h) =0 (ael). 1

Teorema 2.27. Sixyg € € y {h € Rg(xg) | f'(xo;h) =0} = {0} entonces g
da un minimo local estricto de f en S.

Demostracion: Como f'(xg; h) > 0 para toda h € Ts(xo) C Rs(xo), h # 0,
el resultado se sigue del Teorema 2.18. 1
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Teorema 2.28. Sea xy € S y supongamos que existe h € Rg(xg), h # 0 tal
que f'(xo;h) = 0. Si, para cada h # 0 de este tipo, existe A € P(xq) tal que
Fo(zo,\) = 0 y Fpu(xo, A\;h) > 0, entonces existen una vecindad N de zo y
m > 0 tales que

f(z) > f(xo) +mlx — x| (v € SNN).

Demostracion: Como F(-,\) es una funcién de soporte inferior para f en
(S, xg), el resultado se sigue del Teorema 2.20. I

Teorema 2.29. Supongamos que o € €, A € P(xg) y Fy(x9,\) = 0. Sea
[':={a € A| Xy > 0} y consideremos el conjunto de restricciones tangen-
ciales modificadas Rg(xo; \) definido como

{h e R" | gy(z0;h) <0 (o € I(x0), Ao =0), gs(z0;h) =0 (3 €T UB)}
el cual satisface

Rs(xo:\) = {h € Rg(zo) | ¢\(x0:h) =0 (e € 1)}
= {h € Rs(xzo) | f'(xo;h) = 0}.

Supongamos que Foo(z,\;h) > 0 para toda h € Rg(zo; \), h # 0. Entonces
existen una vecindad N de xo y m > 0 tales que

f(x) > f(xo) +mlx — x| (v € SNN).

Demostracion: Claramente las igualdades se satisfacen por definicion de
Rg(xo) y por el Lema 2.26. Ahora, si existe h € Rg(z0; \) C Rg(xg), h # 0,
tal que f'(xo;h) = 0, la conclusién se sigue del teorema anterior. De otro
modo, se tiene que f'(z;h) > 0 para toda h € Rg(z;\), h # 0. En este
caso existen, por el Teorema 2.18, una vecindad N de xo y m > 0 tales
que f(x) — f(zo) > m|x — x| en S N N. Seleccionando m > 0 tal que
m|r — zo| > m|z — x]* en N, se obtiene el resultado. I

El siguiente resultado nos proporciona condiciones necesarias de optimali-
dad de segundo orden en términos del conjunto de restricciones tangenciales
modificadas.

Teorema 2.30. Supongamos que xy es una solucion de P(S) y xy € €. Sea
A € P(xg) tal que Fy(xg,\) =0 y sea I' := {a € A | A\, > 0}. Consideremos
el conjunto de restricciones modificadas

Syi={z €R" | go(2) S0 (€ A, \y=0), gs(x) =0 (3€TUB)}
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el cual satiface
Sy={re€S|g(z)=0(aeD)}={zecS|F(z,\) = f(z)}.

b:i o es un punto reqular de 5”)\ entonces Fp.(xg, \;h) > 0 para toda h €
RS ({130, )\) .
Demostracion: Claramente I' C I(xg) y, para toda x € S,

F(z,A) = f(z) = 3_ Aaga().

acl

Como go(z) < 0 para toda x € Sy a € I', se cumple la primera afirmacion.
Por lo tanto és(wo; A) corresponde al conjunto de restricciones tangenciales
de S, en z¢. Si 2y es un punto regular de S,, entonces T3, (z0) = fis(xo; A).
Como f(z) = F(z,)\) en Sy, el punto z, minimiza F(-,\) en S). Como
F,(x9,\) = 0 tenemos, por el Teorema 2.17, F,.(xg,A\;h) > 0 para toda
h € Tg}\ (330) 1

Es importante resaltar el hecho de que el conjunto
Rs(uo)(20) := {h € R" | gi(wo;h) = 0 (i € I(x9) UB)}

en el cual se basan las condiciones necesarias de segundo orden obtenidas
en el Teorema 2.21, esta contenido en el conjunto Rs(xo; A) para toda A €
P(zg) y la contencién es generalmente propia. De hecho es fécil encontrar
ejemplos para los cuales un punto xy pertenece a £ de manera que, para
alguna \ € P(x9), Fy(xo,A) = 0y, més aun, (h, F,.(xo, \)h) > 0 para toda
h € Ry (20), pero my es un punto regular de Sy y (h, Fup(20, \)R) < 0
para alguna h € Rg(zo;\). En este caso, el Teorema 2.21 no proporciona
ninguna informacion, pero uno concluye del Teorema 2.30 que el punto xy no
minimiza localmente a f en S. Por esta razén, llamaremos a las condiciones
dadas en los Teoremas 2.21 y 2.30 condiciones de optimalidad de segundo
orden débiles y fuertes respectivamente.

2.6. Normalidad

En esta seccion daremos un criterio que implica regularidad tanto en el caso
de restricciones con igualdades como con desigualdades. El criterio obtenido
se basa en el siguiente resultado, el cual es una consecuencia inmediata del
teorema de la funcién implicita.
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Lema 2.31. Supongamos que tenemos funciones gi,. .., g, que mapean R"
en R, de clase C? en una vecindad de un punto xo en R", y tal que el conjunto
{g\(x0) | @ = 1,...,m} es linealmente independiente. Entonces, para cada

h € R", existen € > 0 y una funcién z:[—e, ] — R™ de clase C* tal que
z(0) = g, ©(0) = h y, para toda t € [—€,¢] y o € {1,...,m},

9o (2(1)) = ga(20) + tga (2o h).

Demostracion: Sea hy un vector arbitrario en R" y, paratodaa =1,...,m,
denotemos por h,, el gradiente ¢/ (zo). Como los vectores hq, ..., hy, son li-
nealmente independientes,

|9 (03 h)| = |(ha) hg)| # 0.

Sea H la matriz n X m-dimensional dada por (hq, ..., h,,) v definamos, para
toda (t,b) e Rx R™y a € {1,...,m},

Go(t,b) = go(xo + Hb + tho) — gal(x0) — tg. (705 ho),

G(t,b) = (G1(t,b), ..., G(t, D).

Como G(0,0) = 0y |Gs(0,0)| = |g.(z0; hg)| # 0, se sigue del teorema de
la funcién implicita que existen € > 0 y b: [—¢,¢] — R™ de clase C? tales
que, para toda t € [—e, €], b(0) = 0 y G(t,b(t)) = 0. Diferenciando la iden-
tidad anterior en ¢t = 0 encontramos que b'(0) = 0. Por lo tanto, la funcién
x:[—€, ¢l — R" definida por z(t) = x¢+ Hb(t) + thy satisface las condiciones
requeridas. 1

Aplicaremos ahora el resultado anterior al conjunto
S={reR"[ga(x) <0 (a€A), gs(z) =0 (5 € B)}
de la seccién anterior. En la demostracién supondremos que ¢ es de clase C2.

Teorema 2.32. Sea xy € S. Si el conjunto {g.,(zo) | o € I(x9) U B} es
linealmente independiente, entonces xqo es un punto reqular de S y Rs(xo) =
Cd(x0) = Ts(wo).

Demostracion: Por la Proposicién 1.36 y el hecho de que Ts(z9) C Rg(xo),
basta probar que Rg(rg) C Cd(xg). Sea h € Rg(xg). Por el Lema 2.31,
existen € > 0 y una funcién z:[—e¢, ] — R" de clase C? tal que x(0) = =y,
#(0) = h y, para toda t € [—€,¢] y a € I(x9) U B, go(z(t)) = tg.,(xo; h). Por
lo tanto x(t) € S para toda ¢ > 0. Esto prueba que h € C(z). I
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Es frecuente encontrar la definicion de normalidad en términos de el con-
junto {g.(z0) | @ € I(xp) U B}. Un punto x, es normal si ese conjunto
es linealmente independiente y, por el teorema anterior, normalidad implica
regularidad. Sin embargo, terminaremos este capitulo enunciando otro crite-
rio que implica regularidad en el cual, para problemas con restricciones con
igualdades y desigualdades, se puede basar el concepto de normalidad. La
demostracion y algunas consecuencias de este resultado se pueden encontrar
en [6].

Proposicion 2.33. Sea z¢ en S. Entonces son equivalentes:
a. {gs(wo) | B € B} es linealmente independiente y existe h € R" tal que

golwo; h) <0 (a € I(x0)), gs(zosh) =0 (5 € B).

b. Las relaciones 7" N\igi(xo) = 0, A € P(xq) implican que A = 0.
Mas atn, estas condiciones implican que xo es un punto reqular de S.



Capitulo 3

El problema de Lagrange con
puntos fijos

3.1. Introduccion

De acuerdo con un articulo ampliamente citado de Gilbert y Bernstein [4]
escrito en 1983, “tratados matematicos rigurosos de condiciones necesarias de
segundo orden para problemas de control éptimo se encuentran limitados”.
En ese articulo, las condiciones necesarias que se obtienen se comparan con
(y se prueba que son una generalizacién de) las condiciones derivadas en [5]
y [22].

De acuerdo con Gilbert y Bernstein, “Hestenes considera un problema bas-
tante general de control éptimo pero impone la hipétesis frecuente de que el
conjunto de control es abierto. Su resultado principal afirma que la segunda
variacion de una funcion apropiada es no negativa en un conjunto de variacio-
nes admisibles relacionadas con condiciones de primer orden. Posteriormente,
Warga obtuvo un resultado semejante para problemas en los que los controles
estan restringidos a un conjunto convexo, no necesariamente abierto”.

Desde entonces, la teoria de condiciones de segundo orden se ha estudia-
do por una gran cantidad de autores. En la literatura puede uno encontrar
condiciones de este tipo para una gran variedad de problemas especificos
de control éptimo de acuerdo con las restricciones, los espacios de procesos
admisibles, las hipétesis sobre las funciones que delimitan el problema, etc
(ver, por ejemplo, [2, 7-10, 12, 20, 23-25] y las referencias en ellos). No to-
dos coinciden y puede resultar extremadamente complicado comparar entre

37
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distintos problemas y las condiciones obtenidas, pero ese no es el objetivo de
este trabajo.

La idea principal de este este trabajo es explicar de manera clara como
una técnica usada por Hestenes [5] para obtener condiciones necesarias de
segundo orden para problemas sin restricciones se puede generalizar a proble-
mas que involucran igualdades y desigualdades en las funciones de control.
Como se vera posteriormente y explicaremos con detalle, las condiciones que
obtendremos para problemas con desigualdades pueden resultar mas tutiles
que las condiciones clasicas conocidas en la literatura.

El problema que analizaremos, conocido como el problema de control de
puntos fijos de Lagrange (sin restricciones isoperimétricas), como esta pre-
sentado en [5, p 251], es el siguiente.

Minimizar I(z,u) = [ L(t, z(t), u(t))dt sujeto a

x:T — R" es C! por fragmentos; u: T — R™ es continua por fragmentos;

2(t) = f(t,x(t),u(t)) (t €T);

z(to) = &o, z(t1) = &

(t,x(t),u(t)) e A(teT),
donde T = [tg, t1] es un intervalo compacto fijo en R.

Consideraremos tres casos: cuando 4 es un subconjunto abierto (relativo)
de T'x R" x R™, cuando A esta definido por igualdades en el control, y
cuando A esta definido por igualdades y desigualdades en el control. El primer
caso, que veremos con detalle en este capitulo, esta tomado de [5] donde
condiciones de segundo orden se obtienen suponiendo normalidad del proceso
en consideracion. Esta nocion es introducida para asegurar unicidad de los
multiplicadores de Lagrange (en analogia con el caso de dimensién finita visto
en el capitulo anterior) que aparecen en las condiciones necesarias de primer
orden, cuando el multiplicador del costo es igual a 1.

3.2. Planteamiento del problema

Comencemos definiendo el espacio de funciones en donde la funcional que
se desea minimizar esta definida. Posteriormente plantearemos el problema
que nos concierne junto con condiciones de primer orden bien conocidas y
establecidas, en particular, en [5].

Definicién 3.1. Una funcion con valores reales se dice que es continua por
fragmentos en un intervalo [a,b] si el intervalo se puede subdividir en un
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nimero finito de intervalos [t;, t;11] (i = 1,...,k) con t; = a y tgy1 = b,
en cada uno de los cuales u es continua y tiene limites por la izquierda
u(t; — 0) y derecha u(t; + 0). El simbolo wu(t;) se usa para denotar u(t; —
0) si se estd considerando el intervalo [a,t;], vy para denotar wu(t; + 0) si
se estd considerando el intervalo [t;,b]. En cualquier otro caso u(t;) denota
cualquiera de los dos valores u(t; — 0), u(t; + 0).

Una funcién con valores reales se dice que es de clase C' por fragmentos
en [a,b] si es continua en [a,b] y su derivada es continua por fragmentos en
[a, b]. Para funciones con valores en R", estas definiciones se aplican si cada
componente satisface las condiciones requeridas.

Supongamos que tenemos dados un intervalo 7" := [ty, 1] en R, dos puntos
o, & en R, A un subconjunto de T' x R"™ x R™, y funciones L y f que
mapean T x R" x R™ en R y R" respectivamente.

Denotemos por X el espacio de funciones de clase C* por fragmentos que
mapean 1" en R", por U el espacio de funciones continuas por fragmentos
que mapean T en R™, sea Z := X X U, y consideremos los conjuntos

D = {(r,u) € Z]@(t) = f(t,x(t), ut) (€ T)},
Ze(A) = {,uw) e DI a(t),u(t) € A eT), xto) = o, z(t) = &1,

Sea I: Z — R la funcional dada por

I(z,u) = /tl Ll 2(t), u(®)dt ((z,u) € 2).

to

El problema que nos concierne y denotaremos por (P) es el de minimizar [
sobre Z.(A).

Los elementos de Z se llamaran procesos y un proceso (z,u) es admisible
si pertenece a Z.(A). Un proceso (z,u) es solucién de (P) si es admisible y
I(x,u) < I(y,v) para todo proceso admisible (y,v). Supondremos que L y
f son de clase C? y, a lo largo de este capitulo, que A es (relativamente)
abierto, o sea, abierto en la topologia relativa de T' x R" x R™. Recordemos
que la notacién “*’ denota transpuesta.

3.3. Condiciones de primer orden

Las siguientes condiciones de primer orden son conocidas en la literatura
como (una versién del) Principio Méximo de Pontryagin. Para la demostra-
ci6én véase por ejemplo [5, p 254].
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Para toda (t,z,u,p,A) en T'x R" x R™ x R" x R sea
H(t,x,u,p, ) == (p, f(t,x,u)) — AL(t, z,u).

Teorema 3.2. Supongamos que (g, ug) es solucion de (P). Entonces existen
A >0 ype X, noambos cero, tales que

a. p(t) = —H:(t,zo(t),uo(t), p(t), Ao) en cada intervalo de continuidad de
Ug-

b. H(t,zo(t),u,p(t), \o) < H(t,zo(t), uo(t), p(t), No) para toda (t,u) € T x
R™ con (t,zo(t), )GA

Observacion 3.3. En el teorema anterior, la funcion

t = H(t,wo(t), uo(t), p(t), o)

es continua en 7Ty, como suponemos que A es abierto,
Hy(t, 20(t), uo(t), p(t), Ao) = 0y Huu(t, 20(t), uo(t), p(t), o) <0 (L €T).

Basados en este resultado, definamos £ como el conjunto de (z,u,p) €
Z x X que satisfacen

a. p(t) = —H3(t, (1), u(t),p(t), 1) (t € T);

b. Hy,(t,z(t),u(t), p(t),1) =0 (t € T),

cuyos elementos llamaremos extremos.

Definicién 3.4. Decimos que (z,u) € Z.(A) es normalsi, en T, p = 0 es la
unica solucién de las ecuaciones

p(t) = —A"()pt) [= —Hy(t,2(t),u(t), p(t),0)]
0 = B()p(t) [= Hy(t, x(t), u(t), p(t), 0)]
donde A(t) = fm(ta I(t), u(t)) y B(t> = fu(ta l’(t), U’(t>>

Teorema 3.5. Supongamos que (xg,ug) es una solucion normal de (P). En-
tonces existe un unico p € X tal que (xg,ug,p) es un extremo.

Demostracion: Por el Teorema 3.2 y la Observacion 3.3, existen A\g > 0y
p € X, no ambos cero, tales que

P(t) = —H(t, xo(t), uo(t), p(t), Ao),  Hu(t, zo(t), uo(t), p(t), Ao) = 0.

Como (zg,up) es normal, claramente \g > 0. Si ¢ € X también satisface

q(t) = —H (8, xo(1), uo(t), 4(t), Ao) - Hu(l, 2o(t), uo(t), 4(t), Ao) = 0
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entonces

i [p(t) — 4(8)] = =7t xo(t), uo(t))[p(t) — q(2)] (£ € T);

il 0= f3(t,zo(t), uo(t))[p(t) — q(t)] (t € T),
lo cual implica que p = ¢q. El resultado se sigue escogiendo los multiplicadores
p/ Aoy do=1.1

3.4. Condiciones de segundo orden

Para cualquier (x,u,p) € Z x X sea

T )i w,0)) = [ 200 (0), )it ((9.0) € 2)

to

donde, para todo (¢,y,v) € T x R" x R™,
2Q(t, y,v) == [y, Hae (DY) + 2(y, Hzu(t)0) + (v, Huu(t)0)]

y H(t) denota H(t,x(t),u(t),p(t),1).

Para derivar condiciones necesarias de segundo orden, introduzcamos pri-
mero un conjunto cuyos elementos estan sumergidos en una familia uno-
paramétrica de procesos admisibles y para el cual la derivacién de condiciones
de segundo orden es inmediata.

Definicién 3.6. Para (g, uo) € Z.(.A) denotemos por W(xy, ug) el conjunto
de todas las (y,v) € Z para las cuales existen § > 0 y una familia uno-
paramétrica (z(-, €),u(-,€)) € Z.(A) (|e| < ) tales que

i 2(t,0) = xo(t), u(t,0) =up(t) (t €T).

ii. z.(t,0) = y(t), u(t,0) =v(t) (t€T).

Lema 3.7. Supongamos que (xq,ug) es solucion de (P) y existe p € X tal
que (xg,ug, p) € €. Entonces

J((zo, o, p); (y,v)) >0 para toda (y,v) € W(xo,up).
Demostracion: Definamos
K (o) i= (plt).€) = 6t0). &) + [ Flt.o)ue)dt (@) € 2)
donde, para toda (t,z,u) € T x R" x R™,

F(t,x,u) = L(t,z,u) — (p(t), f(t,z,u)) — (B(t), ).
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Observemos que
F(ta,u) = —H(t 2,0, p(t), 1) — (5(t), 7)

(t,
Y, si (z,u) € Ze(A)
sean 6 > 0y (z(-€
Entonces

entonces K(x, u) =

, I(z,u). Sea (y,v) € W(xg,ug) vy
), u(-€)) € Ze(A) (le] < 9)

como en la Definicién 3.6.

gle) = K(z(,¢),u(-€)) = I(z(,€),ul-,€)) (e <9)

satisface g(e) > g(0) = K (zo, up) = I(xo,up) (|| < J). Nbtese que
Fm(ta xO(O? uO(t)) = _Hx(ta Zto(t), uO(t)vp(t>7 1) - p*<t> = 07
Fu(t, wo(t), uo(t)) = —Hu(t, xo(t), uo(t), p(t), 1) = 0

y por lo tanto

t1

0 < ¢"(0) = | {(Fu(t, zo(t), uo(t)), zee(, 0)) +

0 (Fu(t, 20(t), uo(t)), ue(t,0)) }dt + K" (y,v)
= K//(y>v) = J((IQ,Uo,p); (y,v)). 1

Definamos ahora un conjunto de “variaciones admisibles” el cual, bajo
ciertas hipdtesis, se probard que estd contenido en W(zg, up). Enunciemos
primero el siguiente resultado de la teoria de ecuaciones diferenciales (ver

[5])-

Teorema 3.8. Sea F una region en R x R" y supongamos que f: F — R" y
fz(t,x) son continuas en F. Sea xo: [a,b] — R" una solucion de la ecuacion
diferencial

w(t) = f(t, z(t)).
Entonces existen p > 0 y Fo vecindad de {(t,x¢(t)) | t € [a,b]} tales que, a
través de cada punto (o, B) € Fo, pasa una unica z(-; o, 3): [a—p,b+p] — R"
solucion de la ecuacion diferencial con

z(t; o, xo(a)) = xo(t)  (t € [a,]).

Las funciones x(t; o, 3), x(t;«, 3) son continuas y poseen derivadas conti-
nuas con respecto a (3 para toda (t,o,3) € [a — p,b+ p] x Fo. Ademas,
el determinante |xs(-;, B)] # 0 en este conjunto. Si f € C™(F) entonces
x,x e C™.
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Dado un proceso (z,u) sean
At) == fo(t,2(t), ult)),  B(t) := fult,z(t),u(t)) (eT),
y consideremos para (y,v) € Z el sistema
y(t) = At)y(t) + B(t)o(t) (teT)
al que nos referiremos por L(z, u).

Definicién 3.9. Dada (x,u) € Z.(A), una solucién (y,v) de L(z, u) se llama
una variacion admisible a lo largo de (z,u). Sea

Y(z,u) :={(y,v) € Z | (y,v) es solucién de L(z,u) y y(ty) = y(t1) = 0}.

Lema 3.10. Supongamos que (xg,uy) € Z.(A) y existen variaciones admi-
sibles (y1,v1), ..., (Yn,vn) a lo largo de (xq,ug) tales que y;(ty) = 0 (i =
L,...,n) y [M| # 0 donde M = (y1(t1)---yn(t1)). Entonces Y (xg,ug) C
W(xg, uo).

Demostracion: Sea (y,v) € Y (o, up) y definamos

u(t, e, ) == ug(t) + ev(t) + zn:aivi(t) (teT, e,a; €R)

donde @ = (ay, ..., a,). Por el Teorema 3.8, las ecuaciones

ZE(t) = f(t,{E(t),ﬂ(t, €, a)) (t € T)’ x(tO) = 50

tiene soluciones tunicas Z(t, e, ) (t € T, |e| <1, |a;| < n) tales que Z(¢,0,0) =
xo(t). La funcién z(t, e, «) es continua y tiene primera y segunda derivadas
continuas con respecto a las variables €, ay, ..., a,. Las funciones Z(t, €, o)
y sus primeras y segundas derivadas con respecto a €, aq, ..., a, son conti-
nuas por fragmentos con respecto a t. Diferenciando con respecto a € y «; en
(e,a) = (0,0) encontramos que

Z(t,0,0) =  A(t)z(t,0,0) + B(t)v(t), Z(to,0,0) =0
Ta;(1,0,0) = A(t)Z4,(t,0,0) + B(t)vi(t), Ta,(to,0,0) =0

y por lo tanto

Zo(t,0,0) = y(t), Ta,(t,0,0) = y,(t) (teT).
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Sea S := (—n,n) y definamos ¢g: S x S™ — R" por g(€, ) := Z(t1,€, ) — & .
Notemos que ¢(0,0) =0y |ga(0,0)| = | M| # 0. Por el teorema de la funcién
implicita, existe 0 < d < ny 3:(=§,6) — R" de clase C? tal que 3(0) = 0
y g(€,8(€)) =0 (|e| < 0). Tenemos, tomando la derivada con respecto a € en
e =0, que

0= gc(0,0) + go(0,0)58(0) = y(t1) + MG (0) = M3'(0)

lo cual implica que #'(0) = 0. La familia uno-paramétrica

x(t, €)== T(t e, B(€)), wult,e) :=ult,e,Be)) (teT)

tiene las propiedades del lema ya que
ze(t,0) = Za(t,0,0)5'(0) + y(t) = y(1),

uc(t,0) = 14(t,0,0)5(0) + v(t) = v(t).
Mas aun,
x(ty,€) — & = T(ty,6,8(e)) — & = g(e, B(e)) =0

por lo que z(+, €) (Je| < §) une los puntos frontera de zy. Concluimos entonces
que (y,v) € W(zo, up). I

Por tltimo, probaremos que la existencia de n variaciones admisibles que
satisfacen las hipdtesis del Lema 3.10 se puede asegurar si el proceso en
consideraciéon es normal.

Lema 3.11. Si (xg,ug) es normal, entonces existen variaciones admisibles
(Y1,01)5 -+, (Yn, vn) a lo largo de (xg,ug) tales que y;(tp) =0 (i =1,...,n) y

Y2 (1) - - yn(t1)| # 0.
Demostracion: Sea Z(t) € R™" tal que

Z(t)=—-Z(t)A@R) (teT), Zt)=1

y denotemos por zi, ..., z, los vectores renglén de Z, de manera que Z;(t) =
—A*(t)z(t) (t € T, i = 1,...,n). Sean v;(t) = B*(t)z(t) (t € T, i =
L...,n)y
t1
cij = | (uilt),v;(t))dt.

to
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Las funciones vy, ..., v, son linealmente independientes en T" ya que, de otro
modo, existirian constantes a4, ..., a, no todas cero tales que

0= z?:aivi(t) = zj:aiB*(t)zi(t) (teT)

y la funcién z(t) := Y7 a;2;(t) serfa una solucién no nula del sistema en la
Definicién 3.4. Por lo tanto el rango de C' = (¢;;) es n. Ahora, sea y; la
solucion de

y(t) = A(t)y(t) + B(t)ui(t) (teT), ylto) =0
y observemos que

Z(Zﬁ(t), y;(1) = 2 (O[A0)y;(t) + B)v; ()] = 2 () A)y; (1) = (vi(t), v;(2))

por lo que (z(t1),y;(t1)) = ¢;j. Como el miembro derecho tiene rango n y
Z(t1) es no singular, la matriz (y}(t1)) tiene rango n. 1

Por el Teorema 3.5 y los Lemas 3.7, 3.10 y 3.11, obtenemos las siguientes
condiciones necesarias de primer y segundo orden para soluciones normales
del problema en consideracién.

Teorema 3.12. Supongamos que (xg,ug) es una solucion normal de (P).
Entonces existe un unico p € X tal que (xg,up,p) € E. Ademds,

J((x07u07p); (y,?})) Z 0

para toda (y,v) € Z que satisface y(to) = y(t1) =0y

y(t) = falt, 2o(t), uo(t)y(t) + fult, zo(t), uo(t))v(t) (L €T).
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Capitulo 4

Restricciones con igualdades en
el control

4.1. Introduccion

El objetivo de este capitulo es mostrar cémo la técnica utilizada en el pro-
blema de Lagrange con puntos fijos sin restricciones se puede generalizar a
problemas que involucran igualdades en las funciones de control.

Las ideas principales de esta generalizacion se pueden ver con més detalle
en [15]. El enfoque utilizado contrasta con el propuesto en [3, 18, 19] donde el
problema es reducido, a través de un teorema de la funciéon implicita unifor-
me, a un problema sin restricciones como el estudiado en el capitulo anterior,
aplicando las condiciones conocidas de segundo orden de este ultimo. Esta
técnica es implicita y proporciona poca informacion acerca de las dificultades
que aparecen debido a la presencia de las restricciones con igualdades. Por
otro lado, en [8, 9, 25], uno encuentra una derivacién directa de las condicio-
nes de segundo orden pero las demostraciones requieren de ciertos elementos
que hemos simplificado u omitido completamente, como el uso del teorema
de la funcién inversa o la convexidad del conjunto de control.

4.2. Planteamiento del problema

Supongamos que los datos del problema son como los del Capitulo 3 excepto
por el conjunto de restricciones A dado en este caso por A =T x R" x U

47
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donde
U={ueR"|p(u)=0}

v ¢ es una funcién que mapea R™ en R? (¢ < m).

Continuaremos con la misma notacion del capitulo anterior y nuestro ob-
jetivo es minimizar I sobre Z.(A). En otras palabras, el problema que nos
concierte es el de minimizar I(z,u) = ;' L(t, (t), u(t))dt sujeto a

a. (z,u) € Z;

b. () = f(t,x(t), u(t)) (t € T);

c. z(to) = o, x(t1) = &;

d. p(u(t)) =0 (teT).

Las hipotesis sobre las funciones que delimitan el problema son como en
el caso anterior, y supondremos que ¢ es de rango ¢ en U. Denotaremos por
U, al espacio de funciones continuas por fragmentos que mapean 7" en R%.

4.3. Condiciones de primer orden

Comencemos, como en el capitulo anterior, enunciando condiciones de primer
orden (ver [5]) asi como el concepto de normalidad para el problema (P).
Para toda (¢,z,u,p,u, A) en T x R" x R™ x R" x R? X R sea

H(t,z,u,p, p, A) = (p, [(, 2, u)) — AL(t, 2, u) — (u, p(u)).

Teorema 4.1. Supongamos que (xg, ug) es solucidn de (P). Entonces existen
X >0, pe X yuel, continuas en cada intervalo de continuidad de uy,
no simultaneamente 1guales a cero en T, tales que

a0 = (6 2(0),wl0) 1) (0, o) (¢ € 7).

b H, (£, zo(t). (), p(t), (1), Ao) = 0 (¢ € T).

C. H(t,l’o( ) ( ) ( )’AO) < (t xO(t)auo(t)>p(t)>ﬂ(t)v)\0> para toda
(t,u) enT x U.

Basados en estas condiciones, definamos el conjunto £ de extremos como
el conjunto de todas las funciones (z,u,p, u) € Z x X x U, que satisfacen

a. p(t) = —Hz(t, x(t), u(t), p(t), p(t), 1) (t € T),
b. H,(t,x(t),u(t),p(t), u(t),1) =0 (t € T).

Definicién 4.2. Dado un proceso (x,u) sean

At) = folt,2(t),u(t)),  B(t) := fult,z(t),u(t)) (t€T).
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Diremos que (x,u) es normal si, dados p € X y 1 € U, que satisfacen

p(t) = A Op(t) [=—H(t,x(t),ul(t),p(t),0) ]
0 = B (t)p(t) — " (u®)p(t) [ = Hyt, x(t),u(t), p(t),0) ]

se tiene que p = 0. En este caso, claramente, también p = 0.

Noétese que, si (Mg, p, 1) es una terna de multiplicadores correspondiente a
una solucién normal de (P), entonces \g > 0. Ademds, si \g = 1, (p, ) es
unico. Probemos esta ultima afirmacion.

Teorema 4.3. Si (v,u) es una solucion normal de (P) entonces eziste un
unico (p, ) € X X U, tal que (z,u,p, ) € E.

Demostracion: Sea (p, p, A\g) como en el Teorema 4.1. Como (z,u) es nor-
mal, \g > 0. Por otro lado, si (¢, v, \g) satisface

q(t) = —Hi(t,x(t), u(t),q(t), v(t), do) (t€T),
0 = Hy(t,z(t),u(t), q(t),v(t), ho) (t€T)

entonces
i [p(t) — d(0)] = —f(t, (D), ul®)p(t) — a(t)] (¢ €
i 0 = fi(t,2(t), u(®))[p(t) — q(t)] — " (u(t))[u(t ) v(
lo cual, por normalidad, implica que p =qyu=v.E
eligiendo A\g = 1 ya que (x,u,p/ Ao, 1/ Xg) € E. 1

T);
] (teT)
| resultado se sigue

Terminemos esta seccién probando que la nocién de normalidad se puede
caracterizar en términos del cono tangente a U en u, es decir,

7(u) :={h € R™ | ¢'(u)h = 0}.

Proposicién 4.4. Supongamos que (x,u) € Z. Entonces son equivalentes:
a. (z,u) es normal.
b. No existe una solucion no nula z € X del sistema

2(t) = —A*(t)z(t), z2*(t)B(t)h =0 para toda h € T(u(t)) (te€T). (1)

Demostracion:
(a) = (b): Supongamos que z € X satisface (1). Sea

A(t) = ¢ (ult))" (u(t)
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y definamos
pl(t) = A7) (w(®) B ()=(t)  (t € T).
Sea G(t) := Lnxm — ¢ (u(t))A71 ()¢ (u(t)) y notemos que

P'(u(t)G(t) =0 (teT).
Si hg(t) (k=1,...,m) denota la k-ésima columna de G(t), tenemos que
Ou(®)he(t)=0 (i=1,...,q, k=1,...,m)

es decir, hi(t) € T(u(t)) y, por lo tanto, z*(t)B(t)h(t) =0 (k = 1,...,m).
Esto implica que

y, por (a), z = 0.
(b) = (a): Supongamos que (p, ) € X X U, es tal que

p(t) = —A()p(t), B ()p(t) = " (u(®))p(t) (t€T).

Sea h € T(u(t)). Entonces
p*O)B(t)h = p* ()¢ (u(t))h =0

y, por (b), p=10.1

4.4. Condiciones de segundo orden

En esta seccién derivaremos condiciones de segundo orden para una solucion
normal del problema. Como se vera, las condiciones difieren de las obtenidas
en el capitulo anterior ya que, en el caso que analizamos, se deben tomar
en cuenta elementos del cono tangente a U. La generalizacion de los lemas
derivados para el problema sin restricciones no son de ninguna manera in-
mediatos y, de hecho, la hipdtesis de rango completo de la matriz ¢’ en el
conjunto de control resulta crucial en los resultados que siguen.
Procederemos de manera andloga al caso sin restricciones. Introducire-
mos primero un conjunto W(xg, ug) tal que, si (xq, ug, p, i) €s un extremo y
(x0,up) es solucién de (P), entonces la segunda variacién de I con respecto
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al extremo es no negativa en ese conjunto. La nocién de “variaciones admisi-
bles” que, para este caso incluye elementos del cono tangente a U en ug, nos
proporciona un conjunto que, en el caso normal, estd contenido en W (xq, ug).
Estos resultados implican condiciones de segundo orden en términos de va-
riaciones admisibles que se anulan en los puntos inicial y final del intervalo
de tiempo.

Para toda (x,u,p,p) € Z x X x U, sea

T u,p, ) () = [ 200 y(0), vt ((9,0) € 2)

to

donde, para toda (¢,y,v) € T x R" x R™,

y H(t) denota H(t,z(t), u(t), p(t), u(t), 1).

Definicién 4.5. Para toda (zg,uy) € Z.(A) denotemos por W(zg,ug) al
conjunto de todas las (y,v) € Z para las cuales existen § > 0 y una familia
uno-paramérica (z(-,€),u(-,€)) € Z.(A) (|e|] < J) tales que

i z(t,0) = x0(t), u(t,0) =up(t) (t €T).

i, 2(t,0) = y(t), ue(t,0) = v(t) (t €T).

Lema 4.6. Supongamos que (xq,uy) es solucion de (P) y existe (p,p) €
X x U, tal que (xq,ug,p, ) € E. Entonces

J((zo, w0, p, 1); (y,v)) >0 para toda (y,v) € W(xo, up).

Demostracion: Definamos

t1

K(z,u) == (pt1), &) = (p(to), So) + | F(tz(t),u(®))dt  ((x,u) € Z)

to
donde, para toda (¢,z,u) € T x R" x R™,
Observemos que

F<t7$’u> = _H(t>xauap(t)>ﬂ(t>7 1) - <p(t),£L‘>
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y, si (z,u) € Z.(A), entonces K(:E,u) = I(z,u). Sea (y,v) € W(xg,up) y
sean 0 > 0y (z(-,€),u(-,¢)) € Z(A) (l¢] < d) como en la Definicién 4.5.
Entonces g(€) := K(x(-,€),u(-,€)) (Je] < J) satisface

) :
(

»\4

gle) =

Noétese que, como (zg, ug, p, ft) €s un extremo,

(-, €),ul-,€)) = I(wo, uo) = K(xo,u0) = 9(0)  ([e| < 9).

Fo(t,xo(t),up(t)) =0 v Fu(t,zo(t),ue(t)) =0

y, por lo tanto,

0 < ¢"(0) = K"((zo, u0); (,v)) = J((xo, wo, p, 1); (y,v)). 1

Definicién 4.7. Dado (z,u) € Z, diremos que un proceso (y,v) es una
variacion admisible a lo largo de (x,u) si satisface

iy(t) = A(t)y(t) + B(t)o(t) (t € T);

i ' (u(®)v(t) =0 (t €T).
Denotemos por Y (z,u) al conjunto de todas las variaciones admisibles (y, v)
a lo largo de (z,u) que satisfacen y(ty) = y(t1) = 0.

Lema 4.8. Supongamos que (zo,uo) € Z.(A) y existen variaciones admisi-
bles (yi,v;) (1=1,...,n) alo largo de (xqg,uy) con

Yito) =0y y(ta) - yn(t1)| # 0.

Entonces Y (xg, ug) C W(zo,ug).
Demostracion: Sea (y,v) € Y (zo,up) y definamos

u(t, e, a, \) :=up(t) + ev(t) + ZozwZ " (uo(t)) A

para toda (t,e,a,\) € T x R x R" x RY. Sean T3,...,T, los subintervalos
de T donde las funciones uq, v, vy, ..., v, son continuas, y definamos

B (t,e,a, \) := o(ult, e, a, \))
para toda (¢,e,a,\) € T; x Rx R" x RY, j =1,...,s. Nétese que

W(t,0,0,0)=0 y [1}(£0,0,0)=|A®t)]#0 (teT))
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donde

A(t) = ¢'(uo(t)) "™ (uo(t))-
Por el teorema de la funcién implicita, existen v; > 0 y funciones o?: T; X
(—v;,v5) X (—v;,v)™ — RY tales que, para toda t € Ty, ¢7(¢,0,0) = 0,
a’(t,-,-) es de clase C% y

hj(t, €, a, aj(t, €, ) = p(u(t, ¢, a, Uj(t, e, a)) = 0.

Sea v := min{y;} y sea o(t,€6,a) == o’ (t,e,a) (t €T}, 1 =1,...,s, |¢] <v,
|a;| < v). Entonces

plalt,e, 0 0(t,e,0)) =0 (tET, | < v, o] < ).
Tenemos, tomando la derivada con respecto a € y «; en (€, ) = (0,0), que
0 = ¢'(uo(t))[v(t) + ¢ (uo(t))oe(t,0,0)] = A(t)oc(t,0,0)

0 = ¢'(uo(t))[vi(t) + " (w0 (t))0a, (t, 0,0)] = A(t)oa,(t, 0,0)

lo cual implica que o.(t,0,0) = 0,,(t,0,0) =0 (t € T).
Definamos ahora w(t, €, ) := a(t, €, «, o(t, €, 0)) y observemos que

we(t,0,0) = v(1), Wa, (t,0,0) = v;(%) (tel).
Por el Teorema 3.8, las ecuaciones

Z<t) - f(t,z(t),w(t,e, Oé)) (t S T): Z(tO) = &o

tienen soluciones unicas z(t,e,a) (t € T, |e|] < n, |a;| <n) con 0 <n < v
tales que z(¢,0,0) = xo(t). La funcién z(¢,€, ) es continua y tiene primeras
y segundas derivadas continuas con respecto a las variables €, aq, ..., q,, ¥
las funciones (¢, €, ) y sus primeras y segundas derivadas con respecto a
€,Q1,...,q, son continuas por fragmentos con respecto a t. Derivando con
respecto a € y a; en (e, ) = (0,0) tenemos que

2(t,0,0) = A(t)z(t,0,0) + B(t)v(t), =2(ty,0,0)=0
20;(1,0,0) = A(t)z4,(t,0,0) + B(t)vi(t), 2a,(t9,0,0) =0

y, por lo tanto,

2e(t,0,0) = y(t), 24,(¢,0,0)=w(t) (teT).
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Sea S := (—n,n) y definamos ¢g: S x.S™ — R" tal que g(¢, o) := z(t1, €, ) —&;.
Noétese que
9(0,0)=0 y |94(0,0)] =[M]|#0

donde M = (y1(t1) - - - yn(t1)). Por el teorema de la funcién implicita, existen
0<d<nypB:(=0,0) = R" de clase C? tales que 3(0) = 0y g(e, B(€)) =0
(le] < 0). Tenemos, derivando con respecto a € en € = 0, que

0= ge(0,0) + 9a(0,0)5'(0) = y(t1) + M5'(0) = M5'(0)

lo cual implica que #'(0) = 0. Por continuidad, podemos elegir 6 > 0 de
tal manera que |§;(€)| < n para toda |¢| < §, i = 1,...,n. La familia uno-
paramétrica

x(te) = z(t,6,0(e)), wult,e):=w(t,e,B(e) (teT, |e|]<d)

tiene las propiedades del lema, ya que
ze(t,0) = za(t,0,0)5'(0) + y(t) = y(t),
ue(t,0) = wy(t,0,0)3'(0) + v(t) = v(t).
Mas aun,
2ty €) =& = 2(t, ¢, 8(e)) = & = g(e, 5(€)) = 0
por lo que z(+, €) (|¢] < ) une los puntos frontera de zy. Finalmente, como

)
p(u(t€)) = p(u(t,e,Be),o(t,€,0(e))) =0 (t €T, |e| <)
(-,

tenemos que (x(-,€),u(-,€)) € Z.(A) (Je] < 0). Por lo anterior concluimos
que (y,v) € W(xg, up). I

Probemos ahora que, si el proceso en consideraciéon es normal, se puede
asegurar la existencia de n variaciones admisibles que satisfacen las hipdtesis
del Lema 4.8.

Lema 4.9. Si (x,up) es normal, entonces existen variaciones admisibles
(yi,v;) (i=1,...,n) alo largo de (xg,up) con

Yi(to) =0y |yi(t1) -~ yn(ts)| # 0.

Demostracion: Sea Z(t) € R™" tal que

Z(t)=—-ZWMA®R) (teT), Z(t) =1
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y denotemos por z1, ..., 2, los vectores renglén de Z, de manera que
Zi(t) = —-A"(t)z(t) (teT,i=1,...,n).
Sea,
pi(t) == AN (uo(t))B*()z(t) (€T, i=1,...,n)
donde A(t) = ¢ (uo(t))@™*(uo(t)) y sea
vi(t) :== B*(t)z;(t) — @™ (uo(t)) (1) (teT, i=1,...,n).

Definamos ahora

e = [ (), v O)de (G =1,....n).

to

Nétese que las funciones v4, ..., v, son linealmente independientes en T va
? Y
que, de otro modo, existirian constantes a4, ..., a, no todas cero tales que

0= iam) = S B (1)) — ¢ ()] (€ T)

1

y la funcién z(t) := 37 a;2;(¢) seria una solucién no nula de (1). Esto implica
que el rango de la matriz (¢;;) es n. Notemos también que

@' (uo(t))vi(t) = @' (uo (1)) B*(t)zi(t) — A(t)pi(t) = 0.
Ahora, sea y; la solucién de
y(t) = A@)y(t) + B(H)vi(t) E €T), ylt) =0

y obsérvese que

i<zi(t)7yj(t)> = 2 (O)[A@)y;(t) + B(t)v; ()] — 27 () A(t)y;(t)

dt
= o7 () + 17 ()@ (o (t))]v; ()

(
= (vi(t), v;(1))

por lo que (z;(t1),y;(t1)) = ¢;; (i,5 = 1,...,n). Como el miembro derecho
tiene rango n y Z(t1) es no singular, la matriz (y%(t,)) es de rango n. 1

Claramente, el Teorema 4.3 y los Lemas 4.6, 4.8 y 4.9 implican el siguiente
resultado.
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Teorema 4.10. Supongamos que (xg,uy) es una solucion normal de (P).
Entonces eziste un unico (p,pu) € X X U, tal que (o, ug,p, ) € €. Ademds

J((zo, w0, p, 1); (y,v)) > 0 para toda (y,v) € Z que satisface

Ly(t) = fu(t, 2o(t), uo(t))y(t) + fult, 2o(t), uo(t))v(t) (¢ € T);
ii. y(to) = y(t1) = 0;
iii. ¢ (ue(t))v(t) =0 (t € T).



Capitulo 5

Restricciones con desigualdades
en el control

5.1. Introduccion

El objetivo principal de este capitulo consiste en obtener condiciones ne-
cesarias de segundo orden para problemas con restricciones en términos de
igualdades y desigualdades en las funciones de control a través de una gene-
ralizacion de las técnicas utilizadas en los dos capitulos anteriores.

Como explicaremos con mas detalle en la seccion 5.4, las condiciones clasi-
cas de segundo orden que encuentra uno en la literatura, para este tipo de
problemas, juegan un papel semejante a las condiciones “débiles” derivadas
en el Capitulo 2 para problemas de optimizacion con igualdades y desigualda-
des en espacios de dimension finita. Veremos en este capitulo como es posible,
generalizando las técnicas anteriores, obtener condiciones “fuertes” para el
problema de control 6ptimo que nos concierne.

5.2. Planteamiento del problema

Supongamos que los datos del problema son como los del Capitulo 4 excepto
por el conjunto de restricciones A dado en este caso por A =T x R" x U
donde R={1,....r},Q={r+1,...,q},

U={ueR"|ps(u) <0 (a€R), psu) =0 (8€Q)}

y ¢ = (p1,-..,p) es una funcién que mapea R™ en R? (¢ < m).

57
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Nuestro problema en este caso consiste en minimizar I sobre Z.(.A), o sea,
minimizar I(z,u) = [i' L(t,z(t),u(t))dt sujeto a

a. (z,u) € Z;

b. i(t) = f(t,2(t), u(t)) (t € T);

c. z(to) = &o, x(t1) = &1

d. pa(u(t) <0y gs(u(t) =0 (@€ R, B€Q, tET).

Las hipotesis sobre las funciones que delimitan el problema son como en el

caso anterior, y supondremos que la matriz de dimensién ¢ x (m + r) dada
por

0
(35"3 5m<pa) (it=1,....,q; a=1,...,r; k=1,...,m)

es de rango ¢ en U (aqui doo = 1, dop = 0 (a # (3)). Esta condicién es
equivalente a la condicién de que, en cada punto u en U, la matriz
i . .
<8uk> (t=r1,...,0p; k=1,...,m)

tenga rango p, donde iy, ..., 4, son los indices i € RU @ tales que p;(u) =0
(ver [3] para més detalles).

5.3. Condiciones de primer orden

Comencemos enunciando condiciones de primer orden conocidas en la litera-
tura (ver [5]), expresadas como en el capitulo anterior en términos de

H(t7 x? u7p7 M? A) = <p7 f(t7 "I:7 u)> - AL<t7 x7u> - <M7 (p<u>>
definida para toda (t,x,u,p,pu, \) en T'x R" x R™ x R" x R? x R.

Teorema 5.1. Supongamos que (xg, ug) es solucion de (P). Entonces existen
X >0,pe X, ypeclU, continuas en cada intervalo de continuidad de uyg,
no simultaneamente iguales a cero en T, tales que

a. lo(t) >0 con pa(t) =0 siempre que pa(up(t)) <0 (e € R, t €T);
b. En cada intervalo de continuidad de uy,

p(t> = _H;k(t? $0<t), u()(t)vp(t)v :U’(t)v )‘0)7

Hy(t, 2o(t), uo(t), p(t), u(t), Ao) = 0
c. Para toda (t,u) € T x U,

H(t, l‘O(t)v u7p(t), 07 /\0) < H(tv xO(t)a uO(t)7p(t)7 07 >‘0)
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Nétese que (a) y (c) son equivalentes, respectivamente, a las siguientes
condiciones:

a. fa(t) > 0y pa(t)pal(uo(t)) =0 (e« € R, t €T);
c. Para toda (t,u) € T x U,

H{(t,wo(t), u, p(t), u(t), Xo) + (p(t), p(u)) < H(t, 2o(t), uo(t), p(t), u(t), Ao)-

Basados en este resultado, definamos un conjunto de multiplicadores jun-
to con un conjunto de funciones cuyos elementos, a los cuales llamaremos
“extremos”, tienen asociado un multiplicador del costo distinto de cero y
normalizado a uno.

Definiciones 5.2. Para toda (x,u) € Z sea M(x,u) el conjunto de todas
las (p, g1, Ao) € X x U, x R con Ay + |p| # 0 que satisfacen

a. fia(t) Z 0y palt)pa(u(t)) =0 (@€ R, t €T);

b. p(t) = —H(t, (1), uo(t), p(t), u(t), Xo) (t € T);

c. Hy(t,x(t),u(t),p(t), n(t), ) =0 (tT).
Denotemos por £ el conjunto de las funciones (z,u,p, ) € Z x X x U, tales
que (p, u, 1) € M(x,u), es decir,

a. pa(t) > 0y pa(t)oa(u(t) =0 (e € R, t€T);
b. p(t) = —fr(t,x(t), u(t))p(t) + Lyp(t, x(t), u(t)) (t € T);
c. fu(t,z(t),u(t))p(t) = Ly (t, x(t), u(t)) + @™ (u(t))u(t) (t €T).

Definicién 5.3. Diremos que un proceso (z,u) es fuertemente normal si,
dadas p € X y pu € U, que satisfacen

L pla(t)pa(u(t)) =0 (e € R, teT);

i 50) = L2 Ou0)0) [= (120000000100 | (¢ € 7
( iii-j?)zf;‘(tailf(t)yu(t))p(t)— ¢ (u(®)p(t) [= Hy(t, 2(t), u(t), p(t), p(t),0) ]
tel),

entonces p = 0. En este caso, claramente, u = 0.

La nocién de “normalidad fuerte” permite asegurar que, si (p, i, Ag) €s una
terna de multiplicadores correspondiente a una solucion fuertemente normal
del problema, entonces Ay > 0y, cuando \g = 1, (p, pt) es unico.

Teorema 5.4. Si (x,u) es una solucion de (P) entonces M(x,u) # 0. Si
ademds (x,u) es fuertemente normal, entonces existe un unico (p, u) € X xU,
tal que (x,u,p,pn) € €.
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Demostracion: Sea (z,u) solucién de (P). Por el Teorema 5.1 sabemos que
existe (p, p, A\g) € M(z,u). Supongamos que (z,u) es fuertemente normal.
Claramente A\g # 0y, si (g, v, \g) € M(z,u), entonces

L [pa(t) = va(t)]ea(u(t)) =0 (0 € R, t € T);

il [p(t) — q(8)] = —f2 (¢, 2(t), u(t))[p(t) — q(t)] (£ € T);

iii. 0= f3(t, z(t),u(t))[p(t) — a(t)] — " (u(®)[u(t) —v(t)] =0 (L € T),
lo cual implica que p = q y p = v. El resultado se sigue eligiendo \g = 1 ya
que (p/Ao, 1/ Ao, 1) € M(x,u). 1

5.4. Condiciones de segundo orden

Como en el caso de restricciones con igualdades, sea

T p ) (5,0) = [ 29000, o)t (y.0) € 2)

to

donde

y H(t) denota H(t,z(t),u(t),p(t), u(t),1). Para toda u € R™ definimos el
conjunto de indices activos en u como
I,(u) :=={a € R| pu(u) = 0}.

Como mencionamos en la introduccion, puede uno encontrar en la literatu-
ra un conjunto de condiciones “débiles” de segundo orden para el problema
(P). En particular, el siguiente resultado fue derivado en [3, 18, 19] al redu-
cir el problema original a un problema que involucra solo restricciones con
igualdades en el control, considerando las funciones

Yalu, w) = pa(u) + (w)* (@ € R),  Pp(u,w) := gp(u) (B € Q)
y aplicando los resultados del capitulo anterior.

Teorema 5.5. Si (29, ug) es una solucion fuertemente normal de (P) enton-
ces existe un unico (p, ) € X X U, tal que (zo,ug, p, 1) € €. Ademds

J((zo, wo, p, 1); (y,v)) > 0 para toda (y,v) € Z que satisface

Log(t) = folt,zo(t), uo(t))y(t) + fult, zo(t), uo(t))v(t) (t € T);
ii. y(to) = y(t1) = 0;
iii. @l (uo(t))v(t) =0 para toda i € I,(uo(t)) UQ, (t €T).
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En esta seccién veremos como, generalizando los lemas de los dos capitulos
anteriores, podemos mejorar considerablemente este resultado en el sentido
de que el conjunto de “variaciones admisibles” en los que la segunda varia-
cién es no negativa en el teorema anterior se puede modificar obteniendo un
conjunto que, en general, contiene propiamente al anterior.

Definicién 5.6. Para (29, ug) € Z.(A) y p € U, denotemos por W(x, u, 1)
el conjunto de todas las (y,v) € Z para las cuales existen ¢ > 0 y una familia
uno-paramétrica (x(-, €),u(-, €)) (Je|] < ) de procesos tales que

i (z(t,0),u(t,0)) = (zo(t), up(t)) (t € T);
i (2e(£,0), ue(t, 0)) = (y(t), v(t) (t € T);
iii. (x(-,€),u(-€)) € Z(A)) (0 <e<9);
iv. pa(t)pa(u(t,e) =0 (e R, te€T,0<e<d).

Lema 5.7. Supongamos que (xo,ug) es solucion de (P) y eziste (p,p) €
X x U, tal que (xo,ug,p, ) € E. Entonces

J (o, w0, p, 11); (y,v)) 2 0 para toda (y,v) € W(o, uo, ).

Demostracion: Definamos

K () 1= (plt1),€) = (o). &) + [ Flt.a(0).u(®)it ((z,0) € 2)
donde, para toda (t,z,u) € T x R" x R™,

F(t,w,u) = Lt,z,u) = (p(t), f(t 2, u) + (u(t), p(w)) — (1), 7).

Observemos que

F(tv T, U) = _H(t> Z, uvp(t)> :u(t)? 1) - <p(t), ZB>
y, si (z,u) € Z.(A), entonces
K(w,u) = L)+ [ (), plu(t)t.

to

Sea (y,v) € W(xo,ug, ) y sean 6 > 0y (x(-,€),u(-,€)) (Je] < d) como en la
Definicién 5.6. Entonces

g(e) == K(z(-6),ul-y¢)) ([ <9)
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satisface

gle) = I(x(- €),u(-,€)) > I(xg,up) = K(xo,u9) = g(0) (0<e<9).
Notemos que
Fo(t,wo(t), uo(t)) = —Ho(t, 2o(t), uo(t), p(t), u(t), 1) — p*(t) = 0,
Fu(t xO(t>7u0( )) = _Hu<t7 xO(t)v uﬂ(t)ap(t)v :U’(t>7 1) =0

y, por lo tanto, ¢’(0) = 0. En consecuencia

0 S g//( ) ((ZEO,U()) (y’ )) J((C(](),U(),p, :U’); (y,U)). 1

Consideramos conveniente utilizar la siguiente notacién. Para toda p € R?
definimos los siguientes subconjuntos de indices de R:

Lo(p) :={a € R|pa=0}, Dy(p):={aecR|pu >0}

Dado un proceso (x,u) Sea A(t) := f.(t,x(t),u(t)), B(t) := fu(t,z(t),u(t))
(teT),ypara (y,v) € Z consideremos el sistema

y(t) = A@)y(t) + B(t)u(t) (t€T)

al cual etiquetamos como L(z,u).
Definamos ahora un conjunto de “variaciones admisibles modificadas” el
cual, bajo ciertas hipdtesis, se probara que esta contenido en W(x, u, ).

Definicién 5.8. Dada (z,u) € Z y p € U, una solucién (y,v) de L(x,u) se
llama una variacion modificada admisible a lo largo de (x,u, ) si satisface
1. @i(u(t))v(t) <0 para toda i € I,(u(t)) NTo(u(t)), (t € T);
ii. @i (u(t))v(t) =0 para toda j € [)(u(t) UQ, (t€T).
Denotemos por Y (x,u,pu) al conjunto de todas las variaciones admisibles
modificadas (y,v) a lo largo de (x,u, 1) que satisfacen y(ty) = y(t1) = 0.

Lema 5.9. Supongamos que (xo,up) € Z.(A ) a(uo(+)) es constante por
fragmentos y existen soluciones (y;,v;) (i =1,...,n) de L(xq,uy) que satis-
facen

a. yz<t0) =0 (Z = 1, c. ,n);
b. |y1(t1)"'yn(t1 | 7é 0,’
c. ¢ (up(t))vi(t) =0 para toda o € I, (up(t))UQ,i=1,...,n,teT.
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Entonces Y (xg, ug, 1) C W(xo, ug, pt) para cualquier pn € Uy, con pa(t) >0y
fa(t)paluo(t)) =0 (v € R, t €T).

Demostracion: Sea u € U, tal que po(t) > 0y pia(t)pal(uo(t)) = 0 (a €
R, t €T), ysea (y,v) € Y(xg,ug, pt). Sean Ty, ..., T, los subintervalos de
T donde I,(uo(-)) es constante y las funciones ug, v, vy, ..., v, son continuas.
Para toda j = 1,...,s y t € T}, sea p; la cardinalidad de I,(uo(t)) UQ y
denotemos por ¢’ la funcién que mapea R™ en R” y estd dada por

© (u) = (@i, (u), ..., Piy, (u)) donde I,(uo(t)) UQ = {i1,... iy}

Para toda j = 1,...,s definimos
U(t, e, 0, A) = up(t) +ev(t) + > i (t) + @™ (uo(t))A
i=1

para toda (¢,e,a,\) € T; x R x R" x R¥7 y sea
W (t,e o, N) = (a(t, €, a, \)) — e (uo(t)u(t)
para toda (¢,e,a,\) € T; x R x R" x RP7. Notemos que
W(t,0,0,0) =0 y [(£,0,0,0)] = [A;(t)] #0  (t€T)

donde ' ’

Aj(t) = @ (uo(t))’™ (uo(t))-
Por el teorema de la funcién implicita, existen v; > 0 y funciones o7: T, X
(—v;,v5) X (—vj,v;)" — R tales que, para toda t € T}, o7(¢,0,0) = 0,
o’(t,-,-) es de clase C% y

R (t e, o, 00 (t,e,a)) = @ (u(t,e,a, 0’ (t, €, ) — e (uo(t))v(t) = 0.

Sea v := min{y;}; y o(t,e,a) = oi(t,e,a) (t € Tj, j = 1,...,s, || < v,
|a;| < v). Entonces

o (a(t e, a,0(t €, a)) = e (uo()v(t) (t €Ty lef <v, |as| <v).
Tenemos, tomando la derivada con respecto a € y a; en (¢, ) = (0,0), que
0 = " (uo(t))[v(t) + & (uo(t))oe(t, 0,0)] — ¢’ (uo(t))v(t) = A;(t)oe(t,0,0)

0 = @’ (uo(t))[vi(t) + " (uo(t)) 0, (t,0,0)] = A;(t)oa,(t,0,0)
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y, por lo tanto, o.(,0,0) = 0,,(t,0,0) =0 (t € T').
Definamos ahora w(t, €, ) := u(t, €, a, o (t, €, ) y observemos que, por las
relaciones anteriores,

we(t,0,0) = v(t), We, (t,0,0) = v;(t) (teT).
Por el Teorema 3.8, las ecuaciones

) = [t 2(1),wt, e, ) (LeT), z(to) =&

tienen soluciones unicas z(t,e,a) (t € T, |e|] <n, || <n) con 0 < n < v,
tales que z(¢,0,0) = zo(t). La funcién z(t, €, ) es continua y tiene primeras
y segundas derivadas continuas con respecto a las variables €, ay, . .., a,. Las
funciones 2(t, €, ), asi como sus primeras y segundas derivadas con respecto
a € ai,...,Q,, son continuas por fragmentos con respecto a t. Derivando con
respecto a € y a; en (€, ) = (0,0) tenemos que

Z(t,0,0) = A(t)z(t,0,0) + B(t)v(t), z(to,0,0) =0,
20:(t,0,0) = A(t)2q,(t,0,0) + B(t)vi(t), 2a,(t0,0,0) =0
y, por lo tanto,
2(t,0,0) = y(t), 2,(t,0,0) =wi(t) (teT).

Sea S := (—n,n) y definamos g: S x S™ — R" por g(€, ) := z(t1,€,a) — &;.
Notemos que

9(0,0) =0y [9a(0,0)] = [M[#0
donde M = (y1(t1) - - - yn(t1)). Por el teorema de la funcién implicita, existen
0<d<nypB:(=6,0) = R" de clase C? tales que 3(0) =0y g(e,B(e)) =0
(le] < §). Tenemos, derivando respecto a € en € = 0, que

0= gc(0,0) + go(0,0)58(0) = y(t1) + MG (0) = Mj3'(0)

lo cual implica que #'(0) = 0. Por continuidad podemos elegir § > 0 tal que
|Bi(e)] < mparatodale] < d,i=1,...,n. Probemos finalmente que la familia
uno-paramétrica

x(t,e) == z(t,e,B(€)), ult,e) :=w(te,PB(e)) (teT, | <)
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tiene las propiedades del lema. Observemos primero que
ze(t,0) = 2a(t,0,0)8'(0) + y(t) = y(t),
ue(t,0) = wy(t,0,0)3'(0) + v(t) = v(t).

Mas aun,

2(t,€) =& = 2(ti, 6, 0(€) — & = g(e, 6(€)) = 0
de manera que z(-,€) (|e] < 0) une los puntos inicial y final de xy. Ahora,
para toda |e| < 6 y t € T}, tenemos

' (u(t ) = ¢ (ult, €, B(e), o (t, €, B(e))) = e’ (uo(t))u(t).
Por lo tanto, de la Definicién 5.8, se sigue que
wi(u(t,e)) <0 paratoda i € I,(ug(t)) con p;(t) =0 (0 <e<9)

@i(u(t,e)) =0 para toda j € I,(uo(t)) con p;(t) >0, 0j€Q (le] <9).
(t) =

Para el caso i & I,(ug(t)), o sea, ¢;(up(t)) < 0, tenemos que p;(t)
podemos disminuir § > 0, si es necesario, de manera que @;(u(t,€)) <
(le] < §). Por lo tanto, (x(-,€),u(-,€)) € Z.(A) (0<e <),y

)

pi(t)pi(u(t,e)) =0 (ieR, teT, 0<e<)).
Esto prueba que (y,v) € W(xg, ug, ). I

Lema 5.10. Si (xg,uo) es fuertemente normal, entonces existen soluciones
(yi,vi) (i=1,...,n) de L(xg,up) con
a. yl(to) =0 (Z = 1, ce ,77,),'

b. |y (t1) - - - yn(t2)] # 0;
c. ¢ (up(t))vi(t) =0 para toda o € I, (up(t)) UQ,i=1,....,n,teT.

Demostracion: Sea Z(t) € R™" tal que
Z(t)=—-Z(MA@R) (teT), Zt)=1I
y denotemos por zy, ..., 2, a los vectores rengléon de Z, de manera que
Zi(t) = =A"(t)z(t) (teT,i=1,...,n).
Para cada t € T sea

¢ = (Pirs--->pi,) donde I (ug(t))UQ = {i1,... ip}
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esto es, i1,...,4, son los indices a € R U @ tales que ¢,(up(t)) = 0, y
definamos (1) = (o (£) ... i, (£)) por

Fi(t) = AP (o) B (D)5(t)  (teT, i=1,....n)
donde A(t) = @' (uo(t))@™ (uo(t)). Extendemos la funcién fi* incluyendo todos
los otros indices en R mediante pi*(t) = (pi(t),. .., put(t)) donde
(1) = {,&;T(t) sia=1i,, r=1,...,p
0 en otro caso.

Claramente tenemos p,(t)¢a(uo(t)) = 0 para toda i = 1,...,n, a € R, y
t € T. Mas aun,

@%wwmww:jza _ o (o)1)
> g (o) (1

Ahora, definamos

vi(t) == B () z(t) — ¢ (uo()iil(t) (€T, i=1,...,n)

y sea
t1
cij = | (uilt),v;(t))dt.
to
Notemos que las funciones vy, ..., v, son linealmente independientes en 1" ya
que, de otro modo, existirian constantes aq,...,a,, no todas iguales a cero,
tales que

0=> awi(t) =D a[B"(t)z(t) — ¢ (w(t)i'(t)] (teT)
1 1
y por lo tanto, si
ult) = S ai(t) (teT),
i=1
la funcién z(t) := 37 a;2;(t) serfa una solucién no nula del sistema

it) = —A"()z(t), B (t)z(t) — " (uo(t))p(t) =0  (teT)
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con fig (t)pa(up(t)) =0 (a € R, t € T). Esto implica que el rango de C' = (¢;)
es n. Notemos también que

@ (uo(t))vi(t) = ¢ (uo(t)) B* (t)zi(t) — M) () = 0
de manera que la condicién (c) se cumple. Ahora, sea y; la solucién de
y(t) = A@)y(t) + B(t)ui(t) (t€T), y(to) =0
y observemos que

d

st yt) = Z LAWY () + B(t)v ()] = 2 () A(t)y;(t)

por lo que

(2i(t1), y;(t1)) = iy (1,7 =1,...,n).
Como el miembro derecho tiene rango n y Z(t;) es no singular, la matriz
(y5(t1)) tiene rango n. I

Por los resultados obtenidos en el Teorema 5.4 y los Lemas 5.7, 5.9 y 5.10,
obtenemos las siguientes condiciones necesarias fuertes de segundo orden.

Teorema 5.11. Si (xg,ugy) es una solucion fuertemente normal de (P) en-
tonces existe un unico (p, ) € X x Uy, tal que (zo,uo,p, ) € . Si ademds
I,(uo(+)) es constante por fragmentos, entonces

J((zo, wo, p, p); (y,v)) > 0 para toda (y,v) € Z que satisface

Ly(t) = fult,x
ii. y(to) = y(t1)
iii. @} (uo(t))v(t)
v, ¢ (un(£))ol)

O(t)a UO(t)a )y(t) + fu(tvx()(t)a UO(t))U(t) (t € T);

= O;'

<0 para todai € R con ¢;(up(t)) =0y p;(t) =0 (te€T);
=0 para toda j € R con pj(t) >0,0jeQ (teT).

5.5. Normalidad y regularidad

Resulta de interés ver si se puede debilitar la hipétesis de normalidad fuer-
te que implica unicidad del par (p, ) tal que (zo,ug,p, pt) €s un extremo,
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asi como el conjunto de condiciones necesarias fuertes de segundo orden del
Teorema 5.11. Con ese objetivo, primero compararemos esa nocién con una
distinta utilizada en la literatura (ver [8, 9, 24]) y las caracterizaremos en
términos de ciertos conos convexos. En el siguiente capitulo veremos a través
de ciertos ejemplos algunas consecuencias de estos resultados.

Comencemos con la nocién de normalidad fuerte, la cual se puede carac-
terizar en términos de un subespacio de R™ de la siguiente forma.

Definicién 5.12. Para toda u € R™, sea
o(u) :={h e R™ | pi(u)h =0 (i € I,(u) UQ)}.

Diremos que un proceso (z,u) es To-regular si no existe una solucién no nula
z € X del sistema

2(t) = —A*(t)z(t), z*(t)B(t)h =0 para toda h € 1o(u(t)) (t € T).

Proposicién 5.13. Para cualquier (x,u) € Z(A) son equivalentes:

a. (z,u) es 1p-reqular.

b. (z,u) es fuertemente normal.

Demostracion:

(a) = (b): Supongamos que (p, ) € X x U, es tal que piq(t)pa(u(t)) =0
(veR, teT)y

p(t) = —A*()p(t), B ()p(t) = ¢" (u(®)pu(t) (t€T).
Sea h € 7o(u(t)). Entonces

p () B(t)h = p* ()" (u(t))h = iui(t)soé(lt(t))h =0

=1

y, por (a), p = 0.
(b) = (a): Sea z € X tal que

2(t) = —A*(t)z(t), z*(t)B(t)h =0 para todo h € 1o(u(t)) (t € T).
Para cada t € T sea

¢ = (Pirs---5i,) donde I (u(t))UQ = {i1,... ip}
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y definamos fi(t) = (jis, (t), .. ., fui, (t)) por
at) =A@ (u®) B (t)=(t)  (teT)
donde A(t) = @' (u(t))@™ (u(t)). Notemos que, como
' (u(t)@" (w(t) AT (1) = A7 ()" (u(®)@"™ (w(t) = Lpxp
tenemos que A1 (¢) = A1 (¢)*. Sea u(t) = (pa(t), ..., uy(t)) donde

(1) fa=i., r=1,...,
fia(t) = {NT( ) p
0 en otro caso.

- =
—~
=

Claramente pio(t)pa(u(t)) =0 (a € R, t€T)y

Ahora, sea
G(t) = Lxm — & (u(t)) A7 (£)¢ (u(t))

y notemos que @' (u(t))G(t) =0 (t € T). Si h(t) (k = 1,...,m) denota la
k-ésima columna de G(t), tenemos que

pi,(u@)he(t) =0 (j=1,....,p, k=1,...,m)

esto es, hi(t) € 1o(u(t)) vy, por lo tanto, 2*(t)B(t)hi(t) =0 (k = 1,...,m).
Concluimos que

0=2"(t)B()G(t) = 2"(t) B(t) — p" (1) (u(t))
y, por (b), z= 0.1

Consideremos ahora una nocién diferente de normalidad. Noétese que el
signo de () no se considera en la definicién de normalidad fuerte. Agregan-
do dicha condicion, obtenemos la siguiente nocion mas débil de normalidad.

Definicién 5.14. Decimos que (z,u) € Z es débilmente normal si, dada
(p, 1) € X x U, que satisface

i pia(t) 2 0y pa(t)alu(t)) =0 (@€ R, t €T);
ii-p()Z—A*() (t) (t €T);
iii. B*(t)p(t) = " (u(t))u(t) (t € T),

entonces p = 0.
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Observemos que en el Teorema 5.4, si cambiamos la hipétesis de normali-
dad fuerte por la de normalidad débil, el resultado que se obtiene es vélido
excepto por la unicidad de (p, u). Consideremos ahora los siguientes conos
convexos de R™.

Definicién 5.15. Para cualquier v € R™ y u € R sean

7i(u, p) = {h € R™ [ @j(u)h <0 (i € Lo(u) NTo(p)),
i(u)h =0 (j € Ip(p) UQ)}L,

7a(u) :={h € R™ [ pj(u)h <0 (i € Lo(u)), ¥j(u)h =0 (j € Q)}.

Definicién 5.16. Sean (x,u) € Z(A) y u € U, con

pat) 20y pa(t)pa(u(t)) =0 (ac R, teT)

a. Decimos que (z,u, ) es 1-regular si no existe una solucién no nula
z € X del sistema

2(t) = —A"(t)z(t), =2*(t)B(t)h <0 para toda h € 7 (u(t),u(t)) (teT).

b. Decimos que (x, u) es To-regular si no existe una solucién no nula z € X
del sistema

2(t) = —A"(t)z(t), =z"(t)B(t)h <0 paratoda h € mo(u(t)) (te€T).

Notemos que las condiciones débiles dadas en el Teorema 5.5 estan ex-
presadas en términos de 7o(uo(t)) mientras que las condiciones fuertes dadas
en el Teorema 5.11 lo estdn en términos de 7 (uo(t), 1(t)) el cual, como se
mostrard después, contiene a 7y(uo(t)) para cualquier u € U, con i, (t) > 0
V ta(t)pa(u(t)) =0 (o € R, t € T). Notemos también que las n soluciones
(yi,v;) de L(zg,up) que aparecen el Lema 5.9 son tales que v;(t) pertenece a
To(UQ (t))

Ahora, como puede uno facilmente verificar, m-regularidad implica 71-
regularidad, la cual a su vez implica Ty-regularidad. Demos una demostracion
formal de este hecho.

Proposicién 5.17. Sean (z,u) € Z(A) y p € U, con

pa(t) 20y pa()pa(u(t)) =0 (e R, teT),
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y consideremos las siguientes afirmaciones:
a. (x,u) es to-regular.
b. (x,u, p) es T -regular.
c. (xz,u) es m-regular.
Entonces (a) = (b) = (c).
Demostracion:
(a) = (b): Sea z € X tal que

2(t) = —A*(t)z(t), =2"(t)B(t)h <0 para toda h € 7 (u(t),u(t)) (teT).

Sea h € 1o(u(t)). Si i € I,(u(t)) N Tolu(t )) entonces ¢l (u(t))h = 0. Si

Lo(
j € Typ(u(t)) U Q entonces, como I'y(u(t)) C Lo (u(t)), ¢j(u(t))h = 0. Esto
muestra que h € 7 (u(t), u(t)) y asi 7o(u(t)) C 7 (u(t), 1(t)). Por hipétesis,
2*(t)B(t)h < 0. Sin embargo, como 7y(u(t)) es un subespacio, tenemos que
2*(t)B(t)h = 0. Por (a), esto implica que z = 0 y esto prueba (b).

(b) = (c): Sea z € X tal que

2(t) = —A"(t)z(t), z"(t)B(t)h <0 paratoda h € mo(u(t)) (teT).
Sea h € T (u(t), u(t)). Si i € I,(u(t)) entonces ¢i(u(t))h < 0 si p;(t) =0y
@i(u(t))h = 0si p;(t) > 0. Si ademds j € Q, entonces ¢ (u(t))h = 0 . Esto
1mphc(a>que h € m(u(t)) y ast 7 (u(t), u(t)) C m(u(t)). Por (b), z =0y se
sigue N |

Ahora probemos que, tal como m-regularidad es equivalente a normalidad
fuerte, m-regularidad es equivalente a normalidad débil.

Proposicién 5.18. Para toda (x,u) € Z(A) son equivalentes:
a. (x,u) es mo-reqular.
b. (z,u) es débilmente normal.
Demostracion:
(a) = (b): Supongamos que (p, 1) € X x U, es tal que

pa(t) 20y pa(t)pa(ut)) =0 (ac R, teT),

p(t) = =A*(t)p(t), B (O)p(t) = " (u(t))u(t) (t€T).
Sea h € T(u(t)). Usando el hecho de que ua(t) >0(x€R)y pa(t) =0
siempre que @, (u(t)) < 0, tenemos que

P (H)Bt)h = " ()¢ (u(t))h = Zul Nh <0
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lo que implica, por (a), que p = 0.
(b) = (a): Sea z € X tal que
2(t) = —A"(t)z(t), =z"(t)B(t)h <0 para toda h € mo(u(t)) (t €T).

Procediendo como en la prueba de que (b) = (a) de la proposiciéon 5.13
mostramos que hy(t), tal como se defini6 en esa prueba, pertenece a 7o(u(t)).
Ahora, como 7o(u(t)) C T2(u(t)), la hipdtesis sobre z implica que

Por lo tanto,
0=2"(t)B()G(t) = 2" (1) B(t) — p (1) (u(t)).

El resultado se sigue de (b) si puo(t) > 0 (o« € R, t € T). Para probar
que esto en efecto sucede, sea C'(t) la matriz de dimensién p x m dada por
C(t) .= A~1(t)¢'(u(t)) y observemos que

C)@" (ult)) = Lpxp = ¢'(u(t))C*(#).

Por lo tanto, si ¢;(t) denota la j-ésima columna de C*(t) y {e;} la base
canénica en R? (j =1,...,p), tenemos

(i, (u(®)er(t), -, ¢, (u(t)) (1)) = €5 (G =1,...,p).
Asi, sij € {1,...,p} es tal que i; € I,(u(t)), entonces

—1 Slk}:Z]

A0 ={," 5o

lo cual implica que —c¢;(t) € m(u(t)) y, por lo tanto, z*(t)B(t)c;(t) > 0
(t €T). Pero i*(t) = z*(t)B(t)C*(t) y asi i} (t) > 0 para toda o € I, (u(t)).
Esto prueba la afirmacion. 1



Capitulo 6

Ejemplos

6.1. Ejemplo 1

Comenzaremos con un ejemplo que muestra que las condiciones modificadas
(o fuertes) del Teorema 5.11 pueden darnos mas informacién que las condi-
ciones clasicas (o débiles) del Teorema 5.5.

Consideremos el problema de minimizar

[(z,u) = /0 (U3t — 22() Vit
sujeto a
E(t) = ur(t) +ua(t), wui(t) >0 (tel0,7]), z(0)=a(r)=0.

En este caso tenemos 7' = [0, 7], n=r=q=1,m =2, §{ = & = 0y, para
todat €T, v € R, yuc€ R conu=(ur,us),

L<t7$7u) :ug—xZ, f(t,.T,U) :U1+u2, Qpl(u):_ul-
Observemos primero que
H(ta T, Uy Py 1, 1) = p(ul + u?) - U,g + xQ + g

de manera que
H,=(p+pu,p—2u), H,=2z,
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con las derivadas parciales de H evaluadas en (¢, z,u,p, 1, 1). Por lo tanto,
para cualquier (z,u,p,p) € Z x X xUy y (y,v) € Z,

I w,p )i (0.0)) = 2 [ {3(0) = g0}t

Consideremos el proceso admisible (xg,ug) = (0,0) y sea (p,
Claramente (:Eo, ug, p, pt) pertenece a € y tenemos que I, (ug(t))
o (uo(t)) = (—1,0), tenemos

To(uo(t)) = {(h1, he) € R* | —hy = 0} = {0} X R,

Ti(uo(t), u(t)) = To(uo(t)) = {(h1, h2) € R* | —hy <0} =R, x R.
Ahora, como f,(t,zo(t),uo(t)) =0y fult,zo(t),uo(t)) = (1,1), el sistema

Z(t) = —A*(t)z(t) =0,
2*(t)B(t)h = z(t)(hy + ha) = 0 para toda (hy, he) € To(uo(t)) (t € T)

tiene como tnica solucién la solucién nula y por lo tanto (xg, ug) es To-regular.
Por el Teorema 5.5, si (y,v) € Z es una variacién admisible (en el sentido de
ese teorema), o sea, y(t) = vi(t) + vao(t), y(0) = y(7w) = 0y v(t) € 7o(uo(t)),
entonces J((xg, ug, p, pt); (y,v)) > 0, pero las relaciones anteriores implican
que y(t) = vo(t) y asi, por el Teorema 5.5,

/{y (t)}dt >0

para toda y € X que satisface y(0) = y(m) = 0, lo cual es un hecho bien
conocido. Por lo tanto, la conclusion del teorema no nos da informacion con
respecto al extremo (g, u).

Por otra parte, si definimos

(cost,0) if te€[0,7/2]
t) = t t)) =
olt) = (), v2(0)) {(0 cost) if t € [r/2,7]
y y(t) := sint (t € [0,7]), entonces (y,v) es una variacién admisible modi-

ficada, o sea, y(t) = vi(t) + va(t), y(0) = y(mw) = 0y v(t) € T (up(t), u(t)),
pero

/2 ™
J((xo, uo, p, n); (y,v)) = —2/ sin® tdt + 2/ {cos®t — sin® t}dt
0 /2

= —7/2<0.

Por el Teorema 5.11 concluimos que el extremo (g, ug) no es solucién del
problema. 1
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6.2. Ejemplo 2

Daremos ahora un ejemplo que muestra que la conclusiéon del Lema 5.10
puede no suceder si la hipdtesis de my-regularidad (normalidad fuerte) se
reemplaza por la hipétesis mas débil de 73-regularidad.

Para toda t € [0,1], x € R, u = (u;,us) € R?, sean

f(t,:c,u) = U1 + ug, 901(“) = Ui, QDQ(U) = —Us.
yU={ueR?*[pi(u) <0, i=1,2}. Sizg=0yu=(0,0) tenemos que

B(t) = fult,zo(t), uo(t)) = (1,1),  #i(uo(t)) = (1,0), ¢5(uo(t)) = (0,—1).
Por lo tanto,
o(uo(t)) = {(0,0)}, 7a(uo(t)) = {(h1,hs) € R* | hy <0, hy > 0}

y, si p € Uy es tal que p;(t) >0 (i = 1,2), entonces 71 (ug(t), u(t)) estda dada
por

To(uo(t)) sipu(t) >0, pa(t) >0
T2(uo(t)) i pu(t) = pa(t) =0

{(h1,ho) €ER? | hy =0y hy >0} sipi(t) >0, ps(t) =0
{(hi,hy) €ER?* | h1 <0y hy =0} sip(t) =0, us(t) > 0.

Notemos que, para este ejemplo, la nocién de regularidad estd relacionada
con el sistema

) =0, () (b +ha) <0 (te[0,1]).

Claramente, (zg,ug) es To-regular, pero no 7p-regular, es decir, es débil, pero
no fuertemente normal. Ademas, (xq, ug, i) es T-regular si uq(t) = ps(t) =0
para alguna t € T'.

Ahora, sea = (1, p2) = (0,0), de manera que (zo, ug, 1) es 71-regular. La
conclusién del Lema 5.10 afirma que existe una solucién (y,v) de L(zg, up),
con y(0) =0, y(1) #0,y ¢l (up(t))v(t) = 0 (a = 1,2), pero para este ejemplo
esto significa que

g(t) = vi(t) +va(t), wvi(t)=0, —uve(t)=0

y asi y(0) = 0 implica que y = 0.1
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6.3. Ejemplo 3

Como se mencioné en el capitulo anterior, los Teoremas 5.5 (condiciones
débiles) y 5.11 (condiciones fuertes) pueden ser establecidos en términos de
To(uo(t)) v 71(uo(t), u(t)) respectivamente. Explicitamente, si (xg, ug) es una
solucién fuertemente normal de (P) y (p,u) € X x U, es el tnico par tal
que (xq, ug, p, ) € € entonces, por el Teorema 5.5, J((xo, ug, p, pt); (y,v)) >0
para toda (y,v) € Z que cumple

Lg(t) = fal(t, mo(t), uo(t))y(t) + fu(t, zo(t), uo(t))v(t) (t € T);

ii. y(to) = y(t1) = 0;

iii. v(t) € To(ue(t)) (t€T),
mientras que, por el Teorema 5.11, si I,(ug(-)) es constante por fragmentos,
las relaciones anteriores suceden reemplazando (iii) por

v(t) € Ti(uo(t), p(t)) (teT).

Mostraremos ahora una solucién débilmente normal (xg,ug) con (p,u) tal

que (2o, ug, p, ) € €, pero J((xo, ug, p, w); (y,v)) < 0 para alguna (y,v) € Z
que satisface (i), (ii) y v(t) € m(uo(t)) (t € T).
Consideremos el problema de minimizar

I(x,u) = /0 wy (t)dt
sujeto a x(0) = (1) = 0,
i(t) = ui(t) +ua(t), wui(t) >0, wuy(t)>wua(t) (te]0,1]).

En este caso tenemos T'=[0,1],n =1, m=r=qg=2,§ =& =0y, para
cualquier t € T, x € R, y u € R? con u = (u1, uy),

L(t,x,u) =ur,  flt,z,u) =i +us,  @r(u) = —ur,  @o(u) =us — .
Observemos primero que
H(t7x7 u,p, W, 1) = p(u% + u?) — W + (,ul + M2)u1 — H2U2

asi que
Hu(t7x7u7p7,u7 1) - (2]7”1 -1 + 241 + 2, P — MQ)J

2p 0
Huu(t7'r7uapau>1) - ( é) O) :
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Por lo tanto, para cualquier (z,u,p,pu) € Z x X xUs y (y,v) € Z

Y

I, 0, ); (g0) = = | Lot (1)t

Claramente (xg,ug) = (0,0) es solucién del problema. Como ¢} (ug(t)) =
(—1,0) y @h(uo(t)) = (—1,1), tenemos

To(uo(t)) = {(h1,hy) € R* | —hy =0, —h; +hy =0} = {(0,0)},

TQ(UO( )) = {(hl,hg) c R2 | _hl < O —hl + h2 < 0}
y 71 (uo(t), u(t)) estd dado por (hy, hy) € R? tal que
) =

—h; <0 si [L1< —h; =0 si ul(t) > 0,

—hl + hg S 0 si /Lg(t) = 0, —hl + hQ =0 si ,LLQ(t) > 0.

Al considerar regularidad notemos que, como

fx(t7x0<t)7u0<t)) = 07 fu(t,l'o(f}),w)(t)) = (07 1)7

el sistema
2(t) = —A*(t)z(t) =0,
2*(t)B(t)h = z(t)he = 0 para toda (hq, hy) € To(ug(t)) (t € T')

tiene soluciones no nulas y, por lo tanto, (zg,ug) no es 7p-regular. Por otro
lado, z = 0 es la tinica solucion del sistema

2(t) =0, z(t)he <0 para toda (hy, he) € To(ug(t)) (t € T)

ya que (0,—1) y (1,1) pertenecen a 7o(up(t)) implicando que —z(t) < 0y
2(t) <0 (t € T), y asi (xg,ug) es To-regular. Sean p = (u1, o) = (0,1) y
p = 1, de manera que

L pa(t) 2 0y pa(t)palu(t)) =0 (a=1,2, t € T),
i p(t) = 0 = —HL(t, 0(t), uo(t), p(t), u(t), 1) (¢t € T),
i, Hy(t, xo(t), uo(t), p(t), p(t), 1) = (ua(t) + p2(t) — 1, p(t) — p2(t)) = (0,0)
(tel).
Por lo tanto (g, ug,p, ) € € con (g, uy) una solucién débilmente normal
del problema. Notemos también que

7'1(U0(t),ﬂ<t)) = {(hl,hg) S R2 ’ —hl S O, hl = hg}
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y, por lo tanto, el sistema
2(t) =0, z(t)hy < 0 para toda (hq, he) € 71 (uo(t), u(t)) (t € T)

tiene soluciones no nulas, lo que implica que (¢, ug, ft) no es 7-regular.
Ahora, si (y,v) pertenece a Y (xg,ug, ) entonces (y,v) es solucién de
L(zg,up) dada por y(t) = ve(t) (t € T') junto con

y(0)=y(1) =0 y o(t) € 7i(uo(t), u(t))

asi que vy(t) = wvy(t) > 0. Sin embargo, esto implica que vy = 0y, por lo
tanto, Y (xo, ug, ) = {(0,0)}. Por otra parte, si v = (v1,v2) = (1,0) y y = 0,
entonces v(t) € mo(uo(t)), (y,v) es solucién de L(xg, ug) con y(0) = y(1) =0,
Yy

T((o,o, . 1) () = = [ 2p(e)0R(0)de = ~2 < 0.3

6.4. Ejemplo 4

Este tltimo ejemplo permite obtener una conclusiéon mas fuerte que el ante-
rior. Exhibiremos una solucién débilmente normal (g, uy) del problema con

(p, p) tal que (xo,ug,p, p) € &, pero J((xg, ug, p, 1); (y,v)) < 0 para alguna
(y,v) € Z que satisface y(ty) = y(t1) =0,

y(t) = fo(t, o(t), uo(t))y(t) + fult, zo(t), uo(t))v(t) (¢ €T),

y v(t) € 1y (uo(t), u(t)) (t € T). En otras palabras, la conclusién del Teorema
5.11 puede no ocurrir si suponemos que la solucion es débilmente normal.
Consideremos el problema que consiste en minimizar

I = [ fus(t) + us(t)}dt
sujeto a
(t) = ud(t) +Fug(t) —us(t) (t€[0,1]), x(0)==2z(1)=0,

En este caso tenemos T'=1[0,1],n =1, m=r=q =3, & =& =0y, para
cualquier t € T, x € R, y u € R® con u = (uy, ug, us3),

L(t,z,u) =us +us, f(t,x,u) = uf + us — us,
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pr(u) = —ur,  pa(u) = —ua, p3(u) = —us.

Observemos primero que
H(t,z,u,p,p,1) = p(U% + Uy — u3) — Uz — U3 + faUy + HolUs + HsUs
asi que

Hy(t,z,u,p, pu, 1) = 2pus + pa,p — 1+ pio, —p — 1 + p3),

2p 0 O
Hoy(t, 2, u,p,p, 1) = 0 0 0.

0 0 O
Por lo tanto, para cualquier (z,u,p,pu) € Z X X xUs y (y,v) € Z,

J((z,u,p, p); (y,v)) = — /01 2p(t)v?(t)dt.
Notemos que f,(t,z,u) =0, fu(t,z,u) = (2u1,1, 1),y

Spll(u) = (_17070>7 90/2(11’) = (07 _170)7 @é(u) = <0707 _1)'

Claramente (g, up) = (0,0) es solucién del problema y tenemos I, (ug(t)) =
{1,2,3}. Por lo tanto,

To(ug(t)) = {(h1, ha,hs) € R* | —hy =0, —hy =0, —hs =0} = {(0,0,0)},
To(uo(t)) = {(hy, ho, hs) € R® | —hy <0, —hy <0, —hs < 0}.
Como fo(t, zo(t), uo(t)) = 0y fult,zo(t),uo(t)) = (0,1, —1), el sistema
A(t) = —A*(t)z(t) = 0,
2*(t)B(t)h = z(t)(hy — hs) = 0 para toda (hy, ha, hs) € To(ue(t)) (t € T)

tiene soluciones no nulas por lo que (g, uy) no es m-regular. Notemos que
z = 0 es la tnica solucién del sistema

2t) =0, 2(t)(hs — hy) < 0 para toda (hy, ha, hs) € To(uo(t)) (t € T)

) como (0,0, 1) pertenecen a 72 (ug(t)), lo cual implica que
0 (t € T). Por lo tanto, (xg, ug) es mo-regular. Ahora, sean
(0,0,2) y p = 1. Entonces

ya que tanto (0, 1,0
2(1) <0y —2(t) <
H = (,UDIUQMMS)E

71 (uo(t), (1)) = {(h1, ha, hs) € R® | —hy <0, —hy <0, —hy =0}
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y, por lo tanto, el sistema
2(t) =0, z(t)(he — hs) <0 para toda (hy, he, h3) € 71 (uo(t), u(t)) (t €T)

tiene soluciones no nulas, lo que implica que (g, ug, ¢t) no es T-regular.
Ahora, tenemos que

i p1a(t) 2 0y pra(t)pa(uo(t)) =0 (a=1,2, t € T);

ii. p( ) =0= _Hx(t7xO(t)7u0(t>7p<t>7M(t>7 1) (t S T)u

i, Ha(t, 20(t), uo(1), p(t), (1), 1) = (0,0,0) (¢t € T),
asi que (xq,ug,p, ) € € con (xg,ug) una solucién débilmente normal del
problema.

Sea v = (vy,v9,v3) = (1,0,0) y y = 0. Entonces (y,v) es solucién de
L(zo,up) dada por 9§(t) = vq(t) — ( ) (t € T), junto con y(0) = y(1) = 0,
v(t) € Ti(uo(t), u(t)), y

T, 1) () = = [ 2p(e)0R(0)de = ~2 < 0.3
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